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Az Olvasé most egy egyetemi jegyzetet tart a kezében vagy néz a szamitogépe képernyGjén. E
jegyzetet a Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi Egyetemen illetve az E6tvos Lorand Tu-
doményegyetemen tartott numerikus modszerek kurzusainkhoz irtuk. Az irds soran mindvégig
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titani a targy témajaban és egyben eredményesebben tudjanak felkésziilni a vizsgikra. Ezt a célt
szolgaljak a magyarazo abrak, a szemléltetd példak, az ellendrzd kérdések, a gyakorlé feladatok és
a jegyzet végén talalhato szoszedet is. A jegyzetbe nem akartunk t6bb dolgot belezsufolni, mint
amirdl egy két féléves kurzus soran az eladéasokon is szo6 lehet, de igyekeztiink azért az érdeklds
hallgatoknak is kitekintést nydjtani az el6adasok anyagan tulmutaté elméletek felvillantaséaval
vagy az ezeket targyald irodalom megadasaval.

A jegyzetben a definiciokat és tételeket vastag vonallal emeltiik ki. Azokat a példakat, amelyek
a jobb megértést segitik bekeretezve kozoljiik. Szintén bekeretezve szedtiik az egyes algoritmu-
sokat és programrészleteket. A bizonyitdsok végét B, a példik és megjegyzések végét pedig o
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szoszedetbe is.

Mivel ez a jegyzet elektronikus formaban lesz elérhetd, igy kihasznaltuk azokat a lehetGségeket
is, amiket az elektronikus forma megenged. Igy szamos helyen megadtunk internethivatkozasokat
valamilyen szemléltet§ programhoz, b&vebb leirashoz vagy életrajzhoz. Természetesen mivel ezek
internetes tartalmak, a jovében valtozhatnak és elérhetetlenné is valhatnak. A képletekre, tételek-
re vagy a szoszedetbeli elemekre valé hiperhivatkozasok a pdf fajlban egy kattintassal elérhetgk,
majd az ALT++« billentytvel visszatérhetiink ez eredeti olvasasi helyhez.
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1. ElS6ismeretek

Ebben a fejezetben azokat az elGismereteket gytjtjiik 6ssze, amik nem tartoznak
szorosan a numerikus médszerek targy témakoréhez, de ismeretiik elengedhetet-
len lesz a kés6bbiekben. Ezek az ismeretek f6leg a linearis algebra és a funkcio-
néalanalizis targyhoz tartoznak. Bevezetjiik a vektor- és matrixnorma fogalmat,
igazoljuk a Banach-féle fixponttételt, ismertetjiik a Gram—Schmidt-féle ortogo-
nalizacios eljarast, felsorolunk néhany nevezetes matrixtipust és megvizsgaljuk
a tulajdonsigaikat. Szo6 lesz még a matrixok sajatértékeirdl és sajatvektorairol,
ezek normékkal valé kapcsolatarol, az M-méatrixokrol ill. a diagonalizalhaté
métrixokrol. Osszehasonlitjuk a sorozatok és fiiggvények konvergenciasebessé-
gét. A fejezetet a MATLAB programcsomag bemutataséaval zarjuk.

Azok a hallgatok, akik tanultak linearis algebrat és funkcionalanalizist e fe-
jezet nagy részét dtugorhatjak az olvaséas soran. Bar a jeldlések megismerésének
érdekében érdemes minden fejezetet atszaladni, nekik csak a Gersgorin-tételt
(1.2.14. tétel), a Banach-féle fixponttételt (1.1.18. tétel), a normak és sajatérté-
kek kapcsolatarol szolo 1.2.3. fejezetet, az M-matrixokrol szolo 1.2.4. fejezetet
és a konvergenciasebességrol szolo 1.3. fejezetet érdemes alaposan atnézni.

1.1. Vektorterek

1.1.1. Valés és komplex vektorterek

Jelentse a tovabbiakban K vagy a valos szamok (R) vagy a komplex szamok (C) testjét.

1.1.1. definicié.

Egy V # () halmazt (K = R esetén valos, K = C estén komplex) vektortérnek neveziink, ha
értelmezve van rajta egy Osszeadas és egy szdmmal val6 szorzas mitvelet az alabbi tulajdon-
sagokkal:

l.z4+y=y+a, Ve,yeV,

2. (x4+y)+z=z+ (y+2), Vz,y,z €V,
JoeV,z+o=2z, VeV,

VeeV,dz eV, x+2=o,
l-z=z,Vz eV,

alz+y) =ax+ay, Yo,y € V,Va € K,
(a+ B)x =ax+ Pz, Vz € V, Va, B € K,
a(pz) = (af)x, Vo € V, Va, B € K.

@ N & & > 0
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A vektortér fenti axiomaibol kénnyen nyerhetSk az alabbi tulajdonsigok: 0 - x = o minden
x € V esetén, a -0 = o minden a € K esetén és & = (—1) - z minden x € V esetén. Ez utébbi
tulajdonsag alapjan az x — y kiilonbségen az x + (—1) - y Osszeget értjik.

Valos vektorteret alkotnak pl. a sik és a tér helyvektorai, az n-elemid valds oszlopvektorok
halmaza (R™), az m-szer n-es valos matrixok halmaza (R™*™), az [a, b] intervallumon folytonos
fiiggvények halmaza (Cfa, b)), az [a, b] intervallumon legalabb k-szor folytonosan derivalhato fligg-
vények halmaza (C*[a,b]), a valos egyiitthatés polinomok halmaza (Ps), a legfeljebb n-edfoki
valos egylitthatos polinomok halmaza (P,) és ezek [a,b] intervallumra vonatkozd leszoritasai
(Pxo[a,b], Pp,la,b]) a szokasos miiveletek esetén!.

Komplex vektorteret alkotnak pl. az m-elemii komplex oszlopvektorok halmaza (C™) és az
m-szer n-es komplex matrixok halmaza (C™*™).

Ebben a fejezetben jelentsen a tovabbiakban V' egy adott (valés vagy komplex) vektorteret.
V elemeit altalanosan vektoroknak hivjuk.

1.1.2. definicié.

Egy x € V vektort az x1,...,x, € V vektorok linedris kombindcidjanak hivunk, ha vannak
olyan ag,...,ax € K konstansok, hogy © = ayx1 + - - - + agxy.

1.1.3. definicié.

Egy V vektortér egy W részhalmazat a vektortér egy alterének hivjuk, ha W maga is vektortér
a V-beli miveletekre nézve.

Példaul a legfeljebb harmadfokt polinomok vektorterében a legfeljebb masodfoki polinomok

alteret alkotnak. Jelolje lin(x1,xs,...,2,) az x1,22,...,2, € V vektorok Osszes linearis kombi-
nacidjanak halmazat. Ekkor lin(xy, za, ..., 2,) a V vektortér egy altere lesz a V-beli miveletekre
nézve.

1.1.4. definicié.

Az xq, ...,z € V vektorrendszert linedrisan fliggetlennek mondjuk, ha az ayz1+- - +apxr = 0
egyenldséghdl o, = 0 (i = 1,...,k) kovetkezik. Végtelen sok vektorbol allo vektorrendszert
akkor hivunk linedrisan fliggetlennek, ha barmely véges részhalmaza linearisan fiiggetlen vek-
torokat tartalmaz. A nem lineérisan fiiggetlen vektorrendszereket linedrisan Osszefiiggs rend-
szereknek hivjuk.

1.1.5. definicié.

Egy vektorrendszert a V vektortér bdzisinak hivunk, ha linearisan fiiggetlen, és V' minden
eleme elgallithatd a vektorrendszer elemeinek linedris kombinaciojaként.

Bazisvektorok lineéris kombinacidjaként minden V-beli vektor pontosan egyféleképpen irhaté
fel. Ha V-nek van véges sok elembdl 4ll6 bazisa, akkor V-t véges dimenzios vektortérnek hivjuk.
Egy véges dimenzios vektortér minden bazisanak egyforma az elemszama. Ez a vektortér dimen-
zibja.

LA jegyzetben hasznélt vektorokkal és matrixokkal kapcsolatos jeloléseket és elnevezéseket az 1.2. fejezetben
foglaltuk Gssze.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK
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1.1.2. Normalt terek

1.1.6. definicié.

A (V|- ) part normdlt térnek hivjuk, ha V egy vektortér, és ||-|| : V — R egy adott fiiggvény,
in. norma, az alabbi tulajdonsagokkal:

1. ||zl =02z =o0,
2. |lazx| = |af - ||z||, Vz € V,Va € K,

3. [z +yll < |zl + |lyll, Vz,y € V (haromszog-egyenlGtlenség).

Mivel a sik- ill. a térvektorok vektorterében a vektorok hossza norméat ad meg, ezért altala-
nosan is szokas egy vektor norméjat a vektor hosszanak nevezni.

1.1.7. megjegyzés. Konnyen igazolhato, hogy a norma csak nemnegativ értéket vehet fel. Vizs-
galjuk ugyanis egy tetszéleges x elem esetén az ||x — x)|| értéket! A norma mésodik és harmadik
tulajdonsagat felhasznélva azt kapjuk, hogy

0= llofl = [l — z|| < [Jf| + [| — [l = 2[|=],
amibdl kovetkezik az allités. o
Most felsorolunk néhéany fontos példat normalt terekre.

o A sik és a tér helyvektorai, ha a ||7|| norma a vektor szokéasos hossza.

o A K" vektortér, ha egy X = [z1,...,2,]7 vektor esetén a normat pl. az

=y = &/J2al? + -+ ol

képlettel értelmezziik p = 1,2, ... esetén. A leggyakrabban hasznalt normak ezek koziil az
1-es vagy oktaédernorma
[Xl[s = [@a] + - + |zl

és a 2-es vagy euklideszi norma

IXll2 = V212 + -+ Jzal?,
valamint a p — oo hataratmenettel nyert, co-nel jel6lt maximumnorma
IX]|oo = max{|z1],-.., |Tn|}
A K" vektortéren megadott normakat vektornormdknak hivjuk.
o A Cla,b] vektortér, ha a norméat pl. az

I lletan = mas {171}

moédon értelmezziik (maximumnorma), amely tulajdonképpen a fiiggvénygrafikon z-tengelyt6l
mért legnagyobb eltérésének nagysagat adja meg.

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu
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e A K™*" vektortér, ha a normat egy A = [a;;] € K"™*™ matrix esetén az

.’n{|aij|}

|A|l = max
i=1,...,m; j=1

képlettel értelmezziik.
A K™*™ yektortéren megadott normékat mdtriznormdknak hivjuk. Késébb majd latni fo-

gunk més fontos matrixnormakat is.

A norma alkalmas arra, hogy meérjiik két folytonos fliggvény, két vektor vagy két matrix
"tavolsagat". Igy mérni tudjuk, hogy pl. egy linearis egyenletrendszer kozelité megoldasa "milyen
messze" van a pontos megoldastol. A tavolsag segitségével konvergenciat is definidlhatunk.

1.1.8. definicié.

Az z,y € (V,|| - ||) vektorok tdvolsdgin az ||x — y|| szamot értjiik.

A tavolsag elnevezés jogossagat az alabbi tétel mutatja.

1.1.9. tétel.

A fent definialt tavolsagra teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:
L |z =yl =0, va,y € (V.| ]]), e —yll =0 &z =y,
2. |z =yl = ly — ||, v,y € (V.| - []),
3.l =yl < lz—z|| + ||z —yll, Ya,y,2 € (V,| - ||) (haromszog-egyenlStlenség).

A haromszog-egyenlStlenség kozvetlen kovetkezménye az alabbi tétel, ami azt mutatja, hogy
két vektor normajanak eltérése tetszGlegesen kicsi lehet, ha a két vektor tavolsagat elegenden
kicsinek vélasztjuk.

1.1.10. tétel.
Egy (V|| - ||) normalt térben |||z| — |ly|l| < ||z — y|| minden z,y € (V,] - ||) esetén.

Bizonyitas. Alkalmazzuk kétféleképpen a haromszog-egyenlGtlenséget:
lyll =11ty — 2) + x|l < [ly — =l + ||=[,

]l = [l(z = y) +yll < llz =yl + llyll

Az els6 egyenltlenségbdl kapjuk, hogy ||ly[| — ||z < [ly — ||, a masikbdl pedig hogy ||z — ||y <
|z —yl|. Az utébbi egyenldséget az |ly|| —[[z| = —||ly — z|| alakba irva a két egyenlGség egyiittesen
a

—lly =2l < llyll = [l < lly — ]|

alakot 6lti, ami a bizonyitandé allitassal ekvivalens. B

1.1.11. definicié.

Azt mondjuk, hogy az {z,} C (V,|| - ||) sorozat tart az « € (V,|| - ||) elemhez (konvergens), ha
az {||xr — z||} valos szamsorozat nullahoz tart. Jelolés: x, — .

Az x vektort a sorozat hatarértékének hivjuk. Kénnyen igazolhato, hogy a hatarérték egyér-
telm.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK
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1.1.12. definicio.

Azt mondjuk, hogy egy H C (V.|| - ||) halmaz zdrt, ha minden olyan {x;} C H sorozatra,
amely tart valamilyen = € (V,||-||) elemhez, igaz, hogy © € H. Egy H C (V,||-||) halmaz nyilt,
ha komplementere zart.

1.1.13. definicio.

Egy V vektortéren értelmezett || - ||x és || - ||s» norméakat ekvivalensnek nevezziik, ha vannak
olyan ¢y, co > 0 konstansok, melyekre

allzlls <zl < caflzlls, Vo e V.

Konnyen lathato, hogy a normak ekvivalencidja ekvivalencia-relacio, azaz reflexiv, szimmet-
rikus és tranzitiv. Ekvivalens normék ugyanazt a konvergenciat definialjak. Ez azt jelenti, hogy
ha egy sorozat az egyik normaban tart egy adott elemhez, akkor a masik normaban is ahhoz az
elemhez fog tartani. A kés6ébbiekben tobbszor alkalmazzuk majd az alabbi tételt.

I 1.1.14. tétel.

Véges dimenzios vektorterekben minden norma ekvivalens.

Bizonyitas. Legyen V egy véges dimenzi6s vektortér a vy, ..., v, bazissal. Ebben a vektortér-
ben minden z vektor egyértelmten irhat6 fel © = >°;'_; axvy alakban, ahol az oy, egyiitthatok
K-beli egyértelmtien meghatéarozott konstansok. Ekkor a vektortérben a pu(z) = /> ,_; |ou|?
fiiggvény normat definial (1.6.10. feladat). Legyen || - || egy tetszéleges norma az adott V' vektor-
téren. A tétel igazolasédhoz elegend megmutatnunk, hogy || - || és p ekvivalens normak, mert a
normék tranzitivitdsa miatt igy barmely két norma ekvivalens lesz.

Legyen x egy tetszéleges V-beli vektor. Ekkor

n n n n
lzll = 1> aro| < D larlllvel < | D lawl?y | D llorl? = cop(a),

k=1 k=1 k=1 k=1
ahol co = /> 1_; [|vk|]? egy, az x vektortol fiiggetlen konstans. Az utols6 becslésnél a Cauchy—
Schwarz-egyenlétlenséget hasznaltuk. Igy a || - || norma feliilrél becsiilhets a p norma konstans-

szorosaval.

Az also becsléshez tekintsiik az euklideszi norméaval ellatott K™ teret, melyen definialjuk az
(K l2) = R, f(X) = f(X1s -5 xn) = | 2ofey xwvk| fiiggvényt. Ez a fiiggvény folytonos,

ugyanls az 1.1.10. tétel alapjan tetsz6leges ¥ = (y1,..-,7),3 = (B1,...,Bn) € K" vektorok
esetén

|f(7) — £(B)] =‘ k|| < 2l ¥ — Bl

> vk > Brox
k=1 k=1
Mivel az f fiiggvény tehat folytonos, igy a

G={xeK"[|xll2 =1}

korlatos és zart gémbhéjon van legkisebb értéke. Legyen ez a legkisebb érték f*. Az f* érték
nyilvanval6an nagyobb nullanal, hiszen kiilénben a vy, ..., v, vektorok nem lennének fiiggetlenek.

<) = Br)v
=1

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu
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Mivel x # o esetén p(xz/p(x)) =1, ezért ||z/u(x)|| > f*, amibdl kovetkezik, hogy ||z| > f*u(z).
Ez mutatja, hogy ¢; = f* megfelel§ valasztis. Ezt akartuk megmutatni. B

1.1.15. definicio.

Azt mondjuk, hogy az {z,} C (V|- ||) sorozat Cauchy-sorozat, ha minden € > 0 szamhoz van
olyan M € N szam, melyre ||z, — 2,,|| < € minden n,m > M esetén.

1.1.16. tétel.

Minden (V|| - ||) normalt térbeli konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

A tétel megforditasa nem igaz.

1.1.17. definicio.

Azt mondjuk, hogy a (V/ ||-||) normélt tér Banach?-tér , ha minden (V, ||-||)-beli Cauchy-sorozat
konvergens sorozat is egyben.

A normélt terekre kordbban felsorolt példak egyben példak Banach-terekre is. Tehat pl. R™
Banach-tér a felsorolt normékkal, és mivel ezen a vektortéren minden norma ekvivalens, ezért
barmilyen mas norméval is. Ugyanakkor nem minden normalt tér Banach-tér. Ha a C|[a, b] vek-
tortéren a normat az || f|| = fab |f(2)] dz modon definialjuk, akkor az igy nyert normaélt tér nem

lesz Banach-tér. Most igazoljuk azt a tételt, amely a késGbbi iteracios eljarasok konvergencidjat
fogja majd biztositani.

1.1.18. tétel. (Banach-féle fixponttétel)

Legyen (V.|| - ||) egy Banach-tér, és H C (V|| - ||) egy tetsz6leges nem {ires zéart részhalmaz.
Tegyiik fel, hogy az F' : H — H leképezés kontrakcid, azaz van olyan 0 < ¢ < 1 valés szam,
mellyel

[1F(z) = F)ll < dllz -yl
barmely z,y € H elemek esetén.

e Ekkor F-nek egyértelmiien létezik fixpontja H-ban, azaz egy olyan x* € H elem, mellyel
F(z*) = x*.

o Tetszoleges xo € H kezdGelemmel az xy 1 = F(xx) médon elGallitott sorozat x*-hoz
tart.

e Ervényes az

m
lo* = 2mll <

T — T 1.1.1
_q||1 oll (1.1.1)

becslés.

2Stefan Banach (1892 (I.vov)-1945), lengyel matematikus. A modern funkcionalanalizis megalapitdja. Eredmé-
nyei jelentGsen hozzajarultak a topologikus vektorterek, a mértékelmélet, az integralas és az ortogonalis sorok elmé-

letéhez is. Részletes angol nyelvii életrajz talalhatd pl. az http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/
Banach.html oldalon.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK
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Bizonyitas. Tekintsiik egy tetszéleges xg € H elem esetén az xi11 = F(x) rekurzidval de-
finidlt sorozatot, melynek nyilvanval6an mindegyik eleme H-ban taldlhaté. Ekkor a kontrakcios
tulajdonsag miatt

21 = @xll = | F(zx) = Far-0)l|l < gllax — zpa < -0 < ¢ llar — ol
Tetszbleges két n > m természetes szam esetén

||xn - xm” = ||xn —Tp1+Tp1—Tpo2+...+ Tm+1 — xm”
<@n = zp—1ll + |Tn-1 = T2l + ... + [[Tmt1 — Tl

< ¢" M = woll + ¢ 2wy — woll 4 -+ " — o

=@+ "+ )l — ol (1.1.2)
— (qnfmfl _|_qn7m72 Lt 1)qu$1 _ xOH

qnfm -1
= ﬁqmﬂl’l — ol < 7 q||$1 = @ol|-

Ez mutatja, hogy {z} egy H-beli Cauchy-sorozat, hiszen 0 < ¢ < 1, és £ > 0 esetén

_ (et = )/l — ol
= |

Ing

jo valasztas. Mivel Banach-terekben minden Cauchy-sorozat konvergens, ezért 1étezik olyan x* €
(VoI - 1), melyre x, — «*. H zartsdga miatt x* € H is igaz. Most azt fogjuk igazolni, hogy z*
fixpontja F-nek. Ha x1 = xg, akkor ez nyilvanvalo. Mivel

[E(@") = zppa || = [[F(2") = Fag)l] < glla” = apll = 0 (k= o0),

ezért xp1 — F(x*). Mivel z,11 — z* is igaz, igy a hatarérték egyértelmiiségébdl kovetkezik,
hogy F(x*) = x*. Az egyértelmiiség igazolasahoz indirekt modon feltételezziik, hogy van legalabb
két kiilonbozd fixpont: x* és x**. Ekkor

[ — 2| = |[F(2") = F(a™)| < glla™ = 2™,

ami nyilvan csak gy lehet (¢ < 1), ha * = 2**, ami ellentmondas.
Az allitas harmadik részében szerepld becslés ugy igazolhato, hogy az n indexszel végtelenhez
tartunk az (1.1.2) becslésben. B

A tételben természetesen H lehet a teljes (V.|| - ||) normalt tér is. Vegyiik észre, hogy a tétel
maésodik allitasa gyakorlati atmutatast is ad arra, hogy a fixpontot hogy kell megkeresniink. A
harmadik részben szerepls becslés pedig a fixponthoz tart6 sorozat elsé két elemének tavolsagaval
és a ¢ konstanssal ad felsé becslést arra, hogy a sorozat m-edik eleme milyen messze van a
hatarértékétsl. Vegyiik észre azt is, hogy az {x} sorozat kezdGeleme tetszoleges volt, igy az x*
fixpont tetsz6leges H-beli kezdGelemrdl indul6 iterdcios sorozat hatarértékeként elGallithato.

1.1.19. definicio.

Egy F: (V1| - |l«) = (Va, || - |l«x) leképezés folytonos az x* € (V4, || - ||x) pontban, ha minden
{x1} € (V4, || ||+) sorozatra, melyre x), — x*, kivetkezik, hogy F(x1) — F(z*) (Va, || ||« )-ben.
F folytonos, ha minden z* € (V4,|| - ||+) pontban folytonos.

Fontos példa, hogy az F' : (V, ||-||) — (R, |.]), F'(z) = ||z|| folytonos leképezés, hiszen tetszGleges
xr — x (V| - ||)-beli sorozat esetén minden k indexre igaz, hogy |||zx| — ||z]|| < ||z — | (1.1.10.

tétel), azaz ||z || — ||z
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1.1.20. definicio.

Egy F : (Vi,| - |lx) = (Va, || - [lsx) leképezés korldtos, ha van olyan K € R{ szém, melyre
|F(z)|lsx < K - |||l minden = € (Vi, || - ||x) esetén.

1.1.21. definicio.

Egy F: (Vi, |- Ix) = (Va, || - |lwx) leképezést linedris operdtornak neveziink, ha F(ax + fy) =
aF(x) + BF(y) minden z,y € (V1, ] - [|«), o, 5 € K esetén.

1.1.22. tétel.

Lineéris operatorokra a folytonossag és a korlatossag ekvivalens tulajdonsagok. Ha egy linearis
operétor folytonos egy pontban, akkor folytonos (V4,|| - ||«) minden pontjaban.

Jelolje B(V1, Va) az Gsszes korlatos L : (Va, ||+ [l«) = (Va, || - ||l+x) linearis operator vektorterét,
ahol a miveleteket az

(L1 + L2)(z) = Li(2) + La(z), (al)(z)=a- L(z)
modon értelmezziik.

1.1.23. tétel.
Az D
||L|| = sup || ($)||**
ato |2«
(a korlatossag miatt jol definialt) hozzarendelés normét ad meg a B(Vi, Va) vektortéren, igy
B(V4,V3) normalt tér. (Ha V5 Banach-tér, akkor B(V;, V3) is Banach-tér.)

Alkalmazzuk az el6z6 tételt az L : (K™, || - |l«) = (K™, || - |lx+), L(X) = AX linearis leképezésre,
ahol A € K™*", A norméak ekvivalencidja miatt (1.1.14. tétel) az L leképezés folytonos, azaz
korlatos. Ekkor az el6z6 tételt alkalmazva az

Ai *x
AL = L] = sup 12X] (113)

2o Xl

hozzarendelés matrixnormat ad meg. A vektornorméakbol a fenti képlettel szarmaztatott matrix-
normékat indukdlt normdknak hivjuk.

1.1.24. tétel.

Tegyiik fel, hogy a K™ és K™ normalt terekben is ugyanazt a vektornorméat hasznaljuk. Ekkor
a kordbban megismert vektornorméak az alabbi matrixnormakat indukaljak:

e Oktaédernorma (p = 1): ||Alj1 = maxj—1,.n Y ;v |aij| (oszlopdsszegnorma),
e Maximumnorma (p = 00): ||Aljcc = max;=1_._m Z?Zl |a;;| (sorésszegnorma),

e Euklideszi norma (p = 2): |A|l2 = 1/o(A”A), ahol p az A métrix spektralsugara, és

A" az A métrix transzponalt konjugaltja.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horviath Rébert, BME TTK



1.1. Vektorterek 17

Bizonyitéas. Alkalmazzuk az (1.1.3) képletet a matrixnormaéra.
Oktaédernorma: Legyen A € K™*™ egy adott matrix és X € K" egy tetsz6leges vektor. Ekkor

m

n m n n m n m
T ol S S o ST of SR o (|xj|z|an|) <
j=1 j=1 i=1

i=1 i=1 j=1 j=1i=1

m n m

< (.maX > %‘|> Y x| = <,maX > |az'j> %11,
J=1,..n = — J=1,.m =
=1 Jj=1 i=1

ami mutatja, hogy [|All; < maxj_1, ., > i |aij|- Az egyenldséghez azt kell megmutatni, hogy
van olyan Xg € K" vektor, mellyel a fenti becslésekben egyenlGségek szerepelnek. Tegyiik fel,
hogy a Y7, |a;;| sszeg a jo oszlopban a legnagyobb. Ekkor az Xo = €, > i~ |aij,| valasztas
megfelels, ugyanis

m m m

A%, = (E |aijo> Y laij,| = (.maX ) |aij> [1%ol[1-
‘ ‘ Jj=1,...,n“
=1 =1 =1

Itt e;, a jo-adik egységvektort jeldli, azaz azt az n elemd vektort, melynek jo-adik eleme 1, a
tobbi pedig nulla.

Maximumnorma: Az oktaédernormahoz hasonléan igazolhat6. Lasd az 1.6.2. feladatot a fejezet
végén.

Euklideszi norma: Késébb igazoljuk (28. oldal). Most még nem &ll rendelkezésiinkre minden
eszkoz a bizonyitédshoz. W

1.1.25. megjegyzés. Unitér és ortogonalis matrixok 2-es norméja 1, ugyanis || Al = /o(A7A) =

o(E) = 1. Unitér és ortogonalis méatrixszal valo szorzas nem valtoztatja meg egy matrix 2-es
norméajat. Legyen B tetsz6leges matrix és A egy unitér matrix, melyek Gsszeszorozhaték AB
alakban. Ekkor

|ABJl2 = \/o((AB)" (AB)) = \/o(B¥ A" AB) = /o(B”B) = | B]..

1.1.26. megjegyzés. Diagondlis matrixok p-norméaja megegyezik a féatloban 1évs legnagyobb
elemabszolutértékkel. o

1.1.27. tétel.

Tegyiik fel, hogy a K™-beli ||. ||, vektornorma a K™*™-beli ||- ||, matrixnormét indukalta. Ekkor
igazak az alabbi tulajdonsagok

o ||Ax]||, < ||Allm - ||x|l, minden x € K™ vektor és A € K"*™ matrix esetén (konzisztencia
tulajdonsag),

o Az E egységmatrixra |[|E|,, = 1,

e ||AB|,, < |[|Alm - [|B]/m minden A, B € K"*" matrixok esetén (szubmultiplikativitasi
tulajdonsag).
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18 1. ELOISMERETEK

Az ||A| = max; ;{|a;;|} képlettel adott matrixnorma nem indukéilt norma. Az [|A|p =

i ;laij|? an. Frobenius-norma sem indukalt norma.

1.1.3. Euklideszi terek

1.1.28. definicio.

A (V,(.,.)) part euklideszi térnek hivjuk, ha V egy vektortér, és (.,.) : (V x V) — K egy adott
fliggvény, un. skalaris szorzat, az aldbbi tulajdonsagokkal:

1. (z,y) = (y,z) minden z,y € V esetén (a ~ f6léhuzas a komplex konjugélast jelenti),
2. {az,y) = alx,y), minden z,y € V, a € K esetén,

3. (x,z) > 0, minden o0 # x € V esetén.

Tekintsiink két fontos példat euklideszi térre.

e A K" oszlopvektorok terében, az X = [z1,...,7,]7 ésy = [y1,...,yn]|" jelléssel az (X,y) =
T1Y1+. . - +Tny, hozzarendelés skaléris szorzast ad meg. Megjegyezziik, hogy az egyszertiség
kedvéért a késébbiekben a matrixszorzas szabalyat hasznélva az (X,y) = X'y vagy valos
vektorok esetén az (X,y) = X'y irasmodot fogjuk hasznélni, hiszen ezek olyan 1 x 1-es
métrixok, melyek egyetlen eleme éppen a skalaris szorzat értéke.

e A (Cfa,b] vektortéren az
b
(f9) = [ st)f@)gl) da (11.4)
a
hozzérendelés skalaris szorzast definidl minden s Cla, b]-beli pozitiv un. sulyfiiggvény esetén.

Koénnyen igazolhato, hogy egy euklideszi térben az ||z|| = \/{(x,x) hozzarendelés normét
definidl. Ezt a normat a skalaris szorzés altal indukalt normanak nevezziik.

1.1.29. definicio.

Egy euklideszi tér x és y elemét ortogonalisnak hivjuk, ha (z,y) = 0. Azt mondjuk, hogy az x
elem normélt, ha a skalaris szorzas altal indukalt norméaja 1. Egy vektorrendszer ortogonélis,
ha barmely két kiilonboz6 eleme ortogonalis. Egy vektorrendszer ortonormalt, ha ortogonalis
és minden eleme normalt.

T6bbszor fontos szerepet fog jatszani az az eljaras, mellyel linearisan fiiggetlen vektorokbol
ortonormélt rendszert lehet késziteni. Ezt az eljarast Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids eljaras-
nak (réviden GS ortogonalizacio) hivjuk.

1.1.30. tétel. (Gram—Schmidt ortogonalizacio)

Egy euklideszi térben minden linearisan filiggetlen z1, ...,z vektorrendszerbdl elgallithato
egy olyan ortonormélt ¢i, ..., g vektorrendszer, melyre lin(q1, s, ..., q) = lin(ay, za,. .., 2)
minden [ = 1,..., k index esetén.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



1.1. Vektorterek 19

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy a ¢; = x4,

-1
~ <d17 l‘l> ~
q = — ~ A q(l:2a 7k)
; (Girai) ™
moédon elGéllitott ¢, . .., gx vektorok ortogondlisak, és az ezekbdl nyert

@
g = (I=1,...,k)
1l

vektorok pedig ortonormalt rendszert alkotnak. B

A numerikus matematikdban fontos szerepet jatszanak az ortogonalis polinomok. Az 1.1.29.
definicié alkalmazasaval két p,q € Px[a, b] polinomot ortogonalisnak hivunk az [a, b] intervallu-
mon az s pozitiv sulyfiiggvényre nézve, ha

b
/ s(@)p(@)g(z) dz = 0.

Az 1,2, 22 stb. polinomokbél a [—1,1] intervallumon a Gram-Schmidt-ortogonalizécios eljaras-
sal késziilt polinomokat s(xz) = 1 sulyfiiggvény esetén Legendre-polinomoknak, mig az s(z) =
1/v/1 — x? silyfiiggvény esetén Csebisev-polinomoknak nevezziik. Az els6 négy ortogonélis poli-
nomot adtuk meg az alabbi tdblazatban.

| Fokszam | Legendre | Csebisev |
0 1 1
1 T T
2 (322 —1)/2 222 — 1
3 (523 — 3x)/2 4x3 — 3z
4 | (352* — 3022 +3)/8 | 8x* — 822 +1

1.1.1. tablazat. Néhany Legendre- és Csebisev-polinom.

Az ortogonalis polinomok fontos tulajdonsagait foglalja Gssze az alabbi tétel.

1.1.31. tétel.

Tegyiik fel, hogy a pg, p1, . . . (az als6 index a fokszamot jeloli) polinomok paronként ortogona-
lisak az [a, b] intervallumon egy adott s pozitiv stulyfiiggvényre. Ekkor a polinomoknak minden
zérushelye valos, egyszeres és az [a, b] intervallumba esik.

Bizonyitas. Tekintsiik a p; polinomot, és jeldlje z1, ..., z; a paratlan multiplicitasu kiilénbo6z6
valos zérushelyeket [a,b]-ben. Ha k = [, akkor igaz az 4llitas, ha k < [, akkor tekintsiik a p(z) =

(x —2z1)...(x — zx) (p =1, ha k = 0) polinomot, amely k-ad foka. A p; - p polinom (I + k)-ad
foki, és nem valt elGjelet [a, b]-ben (minden valés gydktényezs paros hatvanyon szerepel). Igy az

b
/ pi(x)p(x)s(z) dz =0

feltétel nem teljesiilhet. Ezzel igazoltuk az éllitast. m
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1.2,

Matrixok

Ebben a jegyzetben az oszlopvektorokat foléhuzott félkovér kisbetiikkel, mig a matrixokat félkovér
nagybetikkel jeloljiik. Egy A matrix elemeit altaldban a;;-vel jeloljiik, de abban az esetben, ha
nem szeretnénk 1j jelolést bevezetni a matrix elemeire, alkalmazzuk az (A);; jelolést is. Hasonlo
moédon jarunk el a vektorok esetén is.

A jelolések megkdnnyitése érdekében tSbb esetben alkalmazzuk a MATLAB? programcsomag
jeloléseit is. Pl egy A € K™*™ métrix esetén

A(:,c:d) az A méatrix ¢, ..., d sorszamu oszlopait tartalmazé matrix,
A(a:b,c:d)az A(;,c: d) matrix a,...,b sorszamu sorait tartalmaz6 méatrix,
A(a:b,:) az A matrix a,...,b sorait tartalmazé méatrix,

diag(A) az A matrix f6atlobeli elemeit tartalmazo oszlopvektor.

Vektorok esetén

diag(V) azt a diagonéalis matrixot jelenti, melynek diagonalis elemei rendre megegyeznek a

v vektor elemeivel.

Most felsorolunk néhany fontos méatrixtulajdonsagot ill. elnevezést.

Azokat a vektorokat ill. matrixokat, melyek minden eleme nulla nullvektornak ill. nullmdt-
riznak nevezziik. Jelolésiikre egységesen a 0 jeldlést hasznaljuk. Méretét kiilon nem jeloljiik,
az kovetkezik a képletekben szerepld tobbi méatrix méretébdl.

Azokat a matrixokat, melyeknek ugyanannyi sora van ahany oszlopa, négyzetes vagy kvad-
ratikus matrixoknak nevezziik.

Egy A valos matrixot szimmetrikusnak hivunk, ha AT = A, ahol ()T jeldli a transzponalas
miiveletét ((A”);; = (A);i). Egy A komplex matrixot hermitikusnak? hivunk, ha A" = A,
ahol () jeldli a matrix konjugaltjanak transzponaltjat.

Egy A € K™*" matrixrol azt mondjuk, hogy sdvmdtriz, ha léteznek olyan p, ¢ € N konstan-
sok, hogy a;; =0ha j <i—péshaj>i+q. Az 1+p+q értéket a matrix sdvszélességének
nevezziik.

- Diagonalis a matrix, ha p = 0, ¢ = 0. Speciélis négyzetes diagonalis matrixként E
fogja jelolni az egységmatrixot. A méretét altalaban nem jeloljiik, mindig olyan méretiinek
tekintjiik, hogy elvégezhetGek legyenek vele a matrixmiiveletek. Egy matrix kozvetleniil
a featlo "feletti" ("alatti") elemeit a méatrix szuperdiagonélisanak (szubdiagonalisdnak)
nevezzik.

- Fels6 haromszogmatrixrol beszéliink, ha a {6atlo "alatti" elemek nulldk (p = 0). Pl

S O *
* % ¥
* X ¥ X
* X ¥ ¥

S O ¥ ¥

0 0

3A MATLAB programcsomagrol az 1.4. fejezetben frunk részletesebben.
4Charles Hermite (1822-1901), francia matematikusrél elnevezett matrixtipus. O mutatta meg, hogy az her-
mitikus matrixok minden sajatértéke valos.
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egy fels6 haromszdgméatrix. A métrixban a x jel azt jelenti, hogy azon a helyen tetszéleges
szam &llhat matrixelemként.

- Als6 haromszogmatrix: {6atlo "feletti" elemek nullak (¢ = 0).
- Fels6 Hessenberg-matrix: a szubdiagonal "alatti" elemek nullék (p = 1).
- Als6 Hessenberg-métrix: a szuperdiagonél "feletti" elemek nulldk (¢ = 1).

- Tridiagondlis métrix: egyszerre also- és fels§ Hessenberg-matrix (p = 1,4 = 1). A
tridiag(a, b, ¢) matrix egy olyan tridiagonalis matrixot jelol, melynek fgatlojaban b, téle
balra a és t6le jobbra c szerepel.

e FEgy A négyzetes méatrix esetén azt a méatrixot, mellyel akar balrél, akar jobbrél szoroz-
zuk A-t, az egységmatrixot kapjuk eredményiil, az A mdtriz inverzének nevezzik. Jelolése:
A7! (AA71 = E). Azokat a maétrixokat, melyeknek van inverze regularis vagy nemszin-
gularis méatrixoknak nevezziik. Legyenek az A €**" matrix oszlopvektorai ay,...,a,. Ek-
kor a lin(ay,...,a,) vektortér dimenziojat az A mdtriz rangjanak nevezzik és r(A)-val
jeloljiik. Egy A € R™*™ matrix determinansat a det(A) modon jeloljiik. Egy négyzetes
matrixnak pontosan akkor van inverze, ha determinansa nullatél kiilonbozik, ami ponto-
san akkor teljesiil, ha a matrix rangja megegyezik oszlopainak szamaval. Fontos szabaly a
determinénsok szorzési szabélya, amely szerint két tetszGleges A, B € R™*™ matrix esetén
det(AB) = det(A)det(B).

o Az i-edik egységvektort €; fogja jelélni, azaz €; = [0,...,0,1,0,...,0]T, ahol az l-es az
i-edik elem a vektorban. A vektor méretét nem jeldljiik, az mindig kovetkezik a képletekben
szerepld tObbi méatrix méretébdl.

e Két azonos méretd métrix kézétt az” =",7 <77 <77 > 7 7 > 7 relacidkat elemenként
értelmezziik. Egy A méatrixot nemnegativnak ill. pozitivnak neveziink, ha az A > 0ill. A >
0 feltételek teljesiilnek. A nempozitiv ill. negativ tulajdonsidgokat hasonldéan definialjuk. Ha
B és C két azonos méretd méatrix, melyek balrol szorozhatok az A > 0 matrixszal, akkor
a B < C feltételbdl kovetkezik az AB < AC feltétel, ugyanis az A(C — B) szorzatnak
minden eleme nemnegativ és igy a szorzat maga is egy nemnegativ matrix lesz.

o Azokat a matrixokat, melyek elemei méatrixok, blokkmdtrizoknak hivjuk. Megadasukra a
szokasos (a MATLAB-ban is hasznalt) jelolést alkalmazzuk. Pl. ha a = [1,2, 3] és

3 4 4
B=| 40 -1/,
5 2 2
akkor
1 1 2 3
1 al] |1 3 4 4
{aB}_QZLOl
3 5 2 2

e Egy A val6s matrixot ortogondlisnak hivunk, ha van inverze, és A™' = AT, Az elnevezés
onnét ered, hogy ebben az esetben a matrix oszlopvektorai ortonorméaltak a szokisos R"-
beli skalaris szorzasra nézve. Egy A matrixot unitér matrixnak hivunk, ha van inverze és
A~' = A" Hermitikus ill. ortogonalis matrixok szorzata is hermitikus ill. ortogonélis,
hiszen ha pl. A és B ortogonalisak (A~' = AT és B™' = B”), akkor E = (AB)(BTA”) =
(AB)(AB)7T, azaz AB inverze a transzponaltja, azaz AB ortogonélis.
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e Egy hermitikus A matrix esetén az X — X Ax fiiggvény minden oszlopvektorhoz hozza-
rendel egy valos szamot. Ez abbol kovetkezik, hogy az eredmény egy (1 x 1)-es matrix, és
(AR = x1 AR, azaz X AX értéke valos.

1.2.1. definicié.
Legyen A egy adott hermitikus matrix. Ekkor, ha tetszéleges X ## 0 vektorra igaz, hogy

- A > 0 (X AX < 0), akkor az A matrixot pozitiv (negativ) definit mdtriznak,
— xTAx > 0 (X7 Ax < 0), akkor az A métrixot pozitiv (negativ) szemidefinit mat-
riznak,

— x AX lehet pozitiv és negativ is, akkor az A méatrixot indefinit mdtriznak

nevezzik.

Ha az A métrix valés és szimmetrikus, akkor az adott tulajdonsagok teljesiiléséhez elegendd,
ha a feltételek valos X vektorokkal teljesiilnek.

e Egy P = [€;,,...,€;,] € R"™ alaka maétrixot, ahol i1,...,4, az 1,2,...,n szamok egy
permutacidja, permutdcids mdtriznak hivunk. Egy A € R™ ™ matrix esetén az AP szorzat
A oszlopainak i1, ...,1, sorrendd atrendezését adja, mig a PT A szorzat A sorait rendezi

at az emlitett sorrendbe. Ervényes tovabba a PP = P'P=E relacio, azaz a permutécios
matrixok ortogonalisak.

1.2.1. Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

1.2.2. definicid.
Legyen A € C"*" egy tetszbleges négyzetes matrix. Ha egy nullvektortél kiilonboz6 0 # v €
C™ vektor és egy A € C szam esetén teljesiil az

AV =)\v

egyenldség, akkor a v vektort a matrix sajatvektoranak, és a A szamot a sajatvektorhoz tartozo
sajatértéknek nevezziik (és forditva). Egy Osszetartozo sajatértéket és sajatvektort sajdtpdrnak
neveziink.

Egyszerien igazolhatok az alabbi tételek.

1.2.3. tétel.

Egy matrix adott sajatértékhez tartozo sajatvektorai a nullvektorral kiegészitve C™ egy alterét
alkotjak.

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk csak, hogy ha vy és vy két kiilonbozs, A-hoz tartozo sajat-
vektor, akkor tetszsleges ci,co szamok esetén c¢1vy + cove # 0 is sajatvektor. Ez kovetkezik
az

A(Clvl + CQVQ) = ClAvl + CQAVQ = cl)\Vl + CQ)\VQ = )\(0171 + 6272)

egyenlGséghdl. B
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1.2.4. tétel.

Egy A € C™*™ matrixnak a multiplicitast is figyelembe véve pontosan n darab sajatértéke
van. A sajatértékek a det(A —AE) = 0 egyenlet megoldasai. Egy adott A sajatértékhez tartozo
v sajatvektorokat az (A — A\E)v = 0 linearis algebrai egyenletrendszer nullvektortél kiillonboz6
megoldasai adjéak.

Bizonyitas. Az AV = AV egyenlGséget atrendezve kapjuk, hogy a sajatvektornak az (A —
AE)V = 0 egyenletrendszer nullvektortdl kiilonbozs megoldaséanak kell lennie. Mivel ez az egyen-
letrendszer homogén, igy biztosan van megoldésa, hiszen a nullvektor megoldas lesz. Ahhoz, hogy
A sajatérték legyen, pontosan az kell, hogy legyen nullvektortél kiilonb6z6 megoldasa is az egyen-
letrendszernek. Ez pontosan akkor teljestil, ha det(A —AE) = 0. Ez az egyenlet azt mutatja, hogy
a sajatértékek a pa (A) := det(A —AE) polinom zérushelyei. Ezekrél pedig az algebra alaptételébol
tudjuk, hogy multiplicitassal egyiitt n darab van bel6liik. B

1.2.5. definicié.

Egy adott A € C™*™ méatrix esetén a pa (A\) = det(A —AE) polinomot a matrix karakterisztikus
polinomjdnak, a Pa()\) = 0 egyenletet pedig karakterisztikus egyenletnek nevezziik.

1.2.6. megjegyzés. Ha A valos matrix, A pedig egy valos sajatértéke, akkor az (A — AE)v =0
egyenldség miatt valaszthatd a sajatértékhez valdés v sajatvektor. ¢

1.2.7. tétel.
Jelolje A1, ..., A\, az A € C"*™ métrix sajatértékeit. Ekkor

n n

det(A) = [T X tr(A) =D\,

i=1 i=1

ahol tr(A) a matrix nyoma (angolul trace), azaz a f6atloban szerepld elemek Gsszege.

Bizonyitas. Ismert, egyébként konnyen igazolhato, hogy egy p(A\) = a, A" +a, 1 A" +ai; A\ +ag
n-edfoka polinom Ag, ..., A\, zérushelyeire igazak az alabbi formulék (tn. Viéte-formulak):

Al)\g...)\n:(—l)”Z—o, A4 doF .+ A, = 2ot

n an

A karakterisztikus polinom legmagasabbfoku tagjanak egyiitthatoja a, = (—1)",
ap—1 = (=1)""Har1 + ... + apy) = (—1)" 7 (tx(A))
és a szabad tag ag = det(A). Ezekbdl az éllitas kozvetleniil adodik. B

1.2.8. tétel.

Egy A € C™*™ matrixnak pontosan akkor nincs nulla sajatértéke, ha nemszingularis, azaz ha
van inverze.

Bizonyitas. Tekintsiik az Av = 0 homogén linearis egyenletrendszert. Ennek pontosan akkor

a nullvektor az egyetlen megoldasa, ha det(A) = det(A — OE) # 0. Ez egyenértéki azzal, hogy a
nulla nem sajatértéke a matrixnak. B
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1.2.9. megjegyzés. Az el6z$ tételt gyakran hasznaljuk annak igazoldsara, hogy egy matrix
nemszingularis. Ugyanis ehhez azt kell megmutatnunk, hogy nincs olyan nullatél kiilonb6z6 vek-
tor, mellyel a matrixot megszorozva nullvektort kapunk. ¢

1.2.10. tétel.

Hermitikus méatrixok minden sajatértéke valos.

Bizonyitas. Legyen ¥V a méatrix egy sajatvektora A sajatértékkel. Ekkor vl AV = vy =
Xv¥. Nyilvan
FIAV)? =FH Ay, (F9)H =vl%,

azaz ezek olyan (1 x 1)-es matrixok, melyek transzponalt konjugaltja 6nmaga, azaz valos szamokat
tartalmaznak. Igy A is valds kell legyen. B

1.2.11. megjegyzés. Az el6z6 tétel alapjan a valés szimmetrikus méatrixoknak is minden sajat-
értéke valos, és ezekhez a sajatértékekhez valos sajatvektorok valaszthatok. ¢

1.2.12. tétel.

Hermitikus pozitiv (szemi)definit matrixok minden sajatértéke (nemnegativ) pozitiv.

Bizonyitas. Legyen Vv egy sajatvektora a matrixnak A sajatértékkel. Az el6zé tételbdl tudjuk,
hogy A valés. Ekkor v/AV = ¥H)\¥ = X\¥1% > 0, és a ¥11¥ > 0 egyenl6tlenségbdl kovetkezik az
allitas (szemidefinitre hasonloan). B

1.2.13. definicid.

Egy A € C"*™ matrix legnagyobb abszolutértékii sajatértékének abszolut értékét A spektrdl-
,,,,, ni|\i| | \i sajatértéke A-nak}.
A sajatértékek komplex szamsikon valé elhelyezkedésére ad becslést az alabbi tin. Gersgorin®-

tétel.

1.2.14. tétel. (Gersgorin-tétel)

Tekintsiik az A € C™*™ matrixot. Legyen K; a komplex szdmsikon az a zart korlap, mely-
nek kozéppontja ay;, és sugara 2?21 ki la;j| (i = 1,...,n). Ekkor a matrix sajatértékei az
»K; halmazban talalhatok.

.....

Bizonyitas. Legyen A egy sajatértéke a matrixnak. Ha A megegyezik valamelyik diagondlis
elemmel, akkor erre a sajatértékre igaz az allitas. Kiilonben irjuk fel A-t A = D + T alakban,
ahol D = diag(diag(A)) az A diagonalisat tartalmaz6 matrix. Az A — A\E métrix szingularis, igy
van olyan X # 0 vektor, mellyel (A — AE)X = 0, azaz (D — AE)X = —TX. A bal oldali matrix
invertalhato, hiszen olyan diagonalis matrix, melynek egyik f6atlobeli eleme sem nulla. Igy

%o < (D = AE) ™ Toc Xl

5Szemjon Aranovics Gersgorin (1901-1933), belorusz matematikus. A sajatértékek becslésérsl szolo cikkét
1931-ben publikalta. B&vebb életrajz:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Biographies/Gershgorin.html
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amibdl ||X||oo-val valé osztas utan kapjuk, hogy

Z?:l,j;ék |

1<
lakk — Al

valamely k = 1,...,n indexre, azaz \a a K} korlap belsejébe esik. B

1.2.15. megjegyzés. Ha s darab korlap uniéja diszjunkt a t6bbi kérlappal, akkor az uniéban
pontosan s darab sajatérték van. Ez az Gn. méasodik Gersgorin-tétel. o

I 1.2.16. tétel.

Kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linedrisan fliggetlenek.

Bizonyitas. Elegendd a tételt csak két sajatértékre igazolni tigy, hogy megmutatjuk, hogy az
egyikhez tartozo egy sajatvektor nem fejezhetd ki a mésikhoz tartozo sajatvektorok linearis kom-
binécidjaként. Tegyiik fel tehat indirekt, hogy egy A matrixnak A # u két sajatértéke, tovabba,
hogy AV = AV és Aw; = uw; (i =1,...,1) esetén a V sajatvektor v = 25:1 a;w; alakban frhat6
megfelel6 «; konstansokkal. Ekkor

1 1
2V = AV = AZaiWZ- = ﬂZaiWZ— = ¥V,
i=1 =1

ami csak tgy lehetne, ha A = u. Ez ellentmondéas. B

1.2.17. kovetkezmény. A tétel kozvetlen kovetkezmeénye, hogy ha egy (n x n)-es méatrixnak
minden sajatértéke kiillonbozg, akkor van n darab linearisan fiiggetlen sajatvektorrendszere, azaz
vélaszthato a sajatvektorai koziil n darab linearisan fiiggetlen vektor. ¢

1.2.2. Diagonalizalhatdsag

1.2.18. definicio.

Az A és B ugyanolyan méreti négyzetes matrixokat hasonlonak hivjuk, ha van olyan S regu-
laris matrix, melyre B = S™*AS.

A hasonloésag ekvivalenciarelacio.

I 1.2.19. tétel.

Hasonl6é matrixok sajatértékei megegyeznek.

Bizonyitas. Elég megmutatnunk, hogy a két hasonlé A és B méatrix karakterisztikus polinomja
ugyanaz. Legyen B = S™'AS. Mivel det(S)det(S™') = det(E) = 1, ezért

det(B — A\E) = det(S™'AS — AE)
= det(S7!) det(A — AE) det(S) = det(A — \E).

1.2.20. megjegyzés. Konnyen lathato, hogy hasonlé matrixok sajatvektorai koézott fennéll az
alabbi Gsszefiiggés: ha v sajatvektora B-nek, akkor Sv sajatvektora A-nak. ¢
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1.2.21. definicio.

Egy A matrixot diagonalizalhatonak hivunk, ha hasonlé egy diagonélis méatrixhoz.

1.2.22. megjegyzés. Nem diagonalizalhaté méatrix példaul az
11
A=lo1]

méatrix. Ennek a métrixnak kétszeres sajatértéke az 1, igy az egységmatrixszal kellene hasonlénak
lennie, de akkor valamilyen regularis S maétrixszal A = S™'ES = E, ami nyilvan nem igaz. o

1.2.23. tétel.

Egy (n x n)-es méatrix pontosan akkor diagonalizalhato, ha van n elemt linearisan fiiggetlen
sajatvektorrendszere.

Bizonyitas. Tegytik fel el@szor, hogy az (nxn)-es A matrixnak van n darab lineérisan fiiggetlen
sajatvektora, azaz AV; = \;V; (j = 1,...,n) Ggy, hogy a V; sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.
Ekkor igaz az

A 00
Alvi .. v, ]=[W" v, || 0 A O
~—_——
=8
=A
egyenlség. Bevezetve az S = [ Vi ... V, ] jelolést arra a méatrixra, melynek oszopvektorai a

sajatvektorok, irhatjuk, hogy ST'AS = A, azaz a matrix diagonalizalhato.

A masik irdny igazolasahoz tegyiik fel, hogy van olyan reguléris S matrix, mellyel ST'AS = A,
valamilyen A diagonalis matrixszal. Ekkor A sajatértékei megegyeznek A elemeivel. Mivel az
€; rendszer sajitvektorrendszere a A matrixnak, igy Se; sajatvektorrendszere A-nak. Ezek S
regularitdsa miatt linearisan fliggetlenek vektorok. B

1.2.24. definicié.
Egy A matrixot normadlis mdtriznak hivunk, ha ATA = AAF,

1.2.25. megjegyzés. Valos normalis matrixok pl. a szimmetrikus és ortogonalis matrixok. Komp-
lex normaélis matrixok az hermitikus és unitér métrixok. ¢

1.2.26. tétel.

Minden normélis matrix diagonalizalhato.

Bizonyitas. Legyen A egy tetszéleges normalis matrix, és A\; és Vi a matrix egy sajatparja.
Legyen ¥; normalt, azaz olyan, hogy ¥i'¥, = 1. Egészitsiik ki ezt a vektort a Gram-Schmidt-
ortogonalizicio segitségével ortonormélt rendszerré (unitér matrixsza) a vo, ..., v, vektorokkal.
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Ekkor
Al * *
0 *x =
Alvi ... v, ]=[W" Vo | ,
~———— :
=:S; (unitér) 0 % =x
ahonnét, bevezetve az S; = [v1...¥,] jelolést és az A, jelolést a jobb oldali masodik tényezd

(2 :n,2:n) blokkjara, kapjuk, hogy

H Ak
slAsl_{0 AQ}.

Hajtsuk végre az el6z6 eljarast az Ao matrixszal! Ehhez létezik olyan S, unitér matrix, mellyel

Ao x %
ias,=|
0 *x =
Legyen
(33
Ekkor
Aok x
0 Ao x
SHSHTAS S, = | 0 0 =
0 0 =
Hasonl6an folytatva nyerhetGek az Ss,...,S,_1 unitér matrixok, melyekkel
Aox % L %
SH .. .sHSHMASS,...S, 1= 0 X * ... =
0 0 0 .. A

=:T (fels6 haromszog)

Legyen S = S5 ...S,,_1. Ez nyilvinval6an unitér matrix. Vezessiik be a T jelolést a fenti képletben
szerepls fels§ haromszdgmatrixra. Erre a matrixra igaz, hogy

THT = SHAHSSTAS = SHATAS = SHAATS = SHASSTAHS =TT,

igy T normaélis matrix. Mivel T fels6 haromszogmaétrix, csak agy lehet normalis, ha diagonélis
(1.6.19. feladat). Vagyis az A normalis métrix unitér métrixszal diagonalizalhat6. B

1.2.27. kovetkezmény. A tétel bizonyitasabol kozvetleniil kovetkezik, hogy minden A négyzetes
matrix felirhato A = STSH alakban, ahol S unitér métrix, T pedig egy fels6 haromszogmatrix.
Ezt az alakot a matrixok Schur-felbontdsinak nevezziik. Vegyiik észre, hogy a hasonlosag miatt
a T matrix f6atlojaban az A matrix sajatértékei szerepelnek. ¢
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1.2.28. kévetkezmény. Az el6z6 tétel masik kdvetkezménye, hogy egy matrix akkor és csak akkor
diagonalizalhat6 unitér matrixszal, ha normaélis. Az, hogy a normaélis matrixok unitér matrixszal
diagonalizalhatok, kovetkezik az el6z6 tétel bizonyitasabol. A méasik irdny igazolasdhoz tegyiik fel,
hogy A unitér métrixszal diagonalizalhat6, azaz van olyan S unitér matrix, mellyel SHAS = A,
ahol A diagonalis matrix. Ekkor viszont A = SASH | és

ATA = (SAST)H(SAST) = SATTSHSASH = SATASH
= SAATSH — (SASH)(SATSH) = AAF.

1.2.29. tétel.

Egy valos matrix akkor és csak akkor diagonalizalhato ortogonalis métrixszal, ha szimmetrikus.

Bizonyitas. Igazoljuk el&szor, hogy ha egy A valés méatrix ortogonéalis méatrixszal diagonali-

zélhato, akkor az szimmetrikus. Legyen S ortogondlis és A = SAST. Ekkor AT = SAST = A,
azaz A szimmetrikus.

A masik irany igazolasdhoz tudjuk, hogy a szimmetrikus matrixok normaélisak, ezért diagonali-
zalhatok. Igy van linearisan fiiggetlen sajatvektorrendszeriik. Azt kell megmutatnunk, hogy ezek a
vektorok valaszthatok ortonorméaltan. Ha egy sajarértékhez tobb linearisan fliggetlen sajatvektor
is tartozik, akkor ezek a Gram—Schmidt eljardssal ortonormalhatok. Mar csak azt kell megmu-
tatnunk, hogy a kiilénbo6zs sajatértékekhez tartozd sajatvektorok nemcsak fiiggetlenek, hanem
ortogonalisak is. Legyen tehat ¥y és v,, két kiilonboz6 sajatértékhez (A és p) tartozo sajatvektor.
Mivel a méatrix szimmetrikus, igy a sajatértékei és a sajatvektorai is valosak. A szimmetria miatt
a

—Tars _ =T, < —T—
VAAV, = V\UVy = IV \Vy,
VLAV, =V AV) = AV, V) = AV, V,,
értékeknek meg kell egyezniiik. Ez csak tgy lehet, ha V&FVM = 0, azaz a kiilénb6z6 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok ortogondlisak. Igy valaszthato ortonormalt sajatvektorrendszer. A méatrix

azzal az ortogonalis matrixszal diagonalizdlhat6, melynek oszlopai az ortonormalt sajatvektorok.
|

1.2.3. Normak és sajatértékek

Most azt vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat van egy métrix normaja és a sajatértékei kozott.
Korabban mér talalkoztunk egy olyan tétellel (az 1.1.24. tételt akkor bizonyitas nélkiil kozoltiik),
ami Osszekoti a matrixok norméjat a sajatértékeivel. Ez a tétel azt mondta ki, hogy

|All2 = \/o(ATA).

Most mar minden eszkoziink megvan ezen allitas bizonyitasédhoz.

Bizonyitas. (Az 1.1.24. tétel harmadik allitdsanak bizonyitasa.) Az A¥ A matrix hermiti-
kus és pozitiv szemidefinit. Az hermitikussag nyilvanvalé, a pozitiv szemidefinitség kovetkezik
az X1 AP AX = ||AX]|]3 > 0 egyenl6tlenségbGl. Az hermitikussag miatt a matrix diagonalizalha-
to, azaz AT A felirhat6 A A = VAV alakban, ahol V megfelels unitér matrix, A pedig a
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nemnegativ valos sajatértékeket tartalmazo diagonalis matrix. Igy
|A%|3 xTA"Ax VAV ||[VAVIR|3
[ [ %113 5113
H _
VAV 3]1]13
%113

(1.2.1)

IN

= [IVA[ = o(A" A).

A VA matrix az a diagonalis métrix, melynek f6atlobeli elemei A megfelels elemeinek gyokei.
Az AT A matrix legnagyobb abszolutértéki sajatértékéhez tartozo sajatvektort valasztva X-nek
pont egyenléség van. Igy az allitas valéban igaz. B

A fenti tétel kozvetlen kovetkezménye az alabbi tétel.

I 1.2.30. tétel.

Hermitikus (valos szimmetrikus) négyzetes matrixok esetén ||All2 = o(A).

Bizonyitas. Mivel A hermitikus, ezért AHFA = A?, és minden sajatértéke valos. A? sajatér-
tékei az eredeti matrix sajatértékeinek négyzetei, azaz A spektralsugara megegyezik A spekt-
ralsugarédnak négyzetével. Ebbdl kovetkezik az allitas. m

I 1.2.31. tétel.

Négyzetes matrixokra indukalt normak esetén érvényes a o(A) < ||A|| becslés.

Bizonyitas. Legyen X # 0 egy sajatvektora A-nak, és A a hozza tartozo sajatérték. Ekkor

AL X = 12X = [JAX]| < ||A]l - ||X]|, amibd] az allitas kovetkezik. B
1.2.32. tétel.
Adott A € C™*" matrix esetén minden € > 0 szamhoz létezik olyan || - || indukalt norma,

mellyel [|A]| < o(A) +¢.

Bizonyitas. Induljunk ki az A méatrix Schur-felbontasabol. Eszerint A felithato A = STS
alakban, ahol S unitér matrix, T pedig olyan fels6 haromszogmatrix, melynek diagonélisaban az
A matrix Ay, ..., A\, sajatértékei szerepelnek. Legyen d > 0 egy kés6bb megvalasztandé értéki
paraméter. Definialjuk a D = diag(d, d?, ..., d") diagonalis matrixot. Ekkor a DTD ! tovabbra is
fels6 haromszogmatrix, melynek diagonélisa megegyezik T diagonalisaval. Szamoljuk ki DTD !
1-es norméjat. A j-edik oszlop abszolutérték-Gsszege:

j—1 j—1
L —(j—i
Dl i ltigl = Al + Y2 ™01,
i=1 i=1
Mivel d kitevGje negativ, igy ha d-t megfeleléen nagynak valasztjuk, akkor elérhetd, hogy

j—1
NI+ d U1t < o(A) + e

i=1
teljesiiljon minden j = 1,...,n oszlop esetén. Igy tehat
IDTD Y|, < o(A) +e. (1.2.2)
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30 1. ELOISMERETEK

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy a bal oldalon 4ll6 norma az A métrixnak valamilyen
indukélt matrixnorméja.

Definialjuk az S és D matrixok segitségével az ||X||s p = [[(SD ') ~'X||; vektornormét. Annak
igazolasat, hogy ez valoban vektornorma, az Olvasora bizzuk (1.6.8. feladat). Hatarozzuk meg,
hogy milyen matrixnormét indukal ez a vektornorma! Legyen X tetszéleges (n X n)-es matrix.

1Xx|[s.0 [(SD™H) ' Xx]),

[Xlls,p = sup =——== = sup T
x40 [Xllsp =20 [[(SD™H)~1x|;

[(SD™H~'XSD}(SD ')~ 'x|;
= sup =
%40 [(SD™)~'x||s
[(SD~)~'XSD 'y
= sup —
7:=(SD~1)~1x#£0 1711

= |(SD™H)1XSD ;.

Végill szamitsuk ki az A maéatrix normajat a fenti indukalt matrixnorméban, és alkalmazzuk
az (1.2.2) becslést.

IAlsp = [(SD™!)"'ASD™||; = [DST'ASD ™| = [DTD'||; < o(A) +e.

Igy tehét az ||-||s p indukalt matrixnorméban az A métrix norméja valoban kisebb, mint o(A)+¢.
|

1.2.33. kévetkezmény. A tétel kovetkezménye, hogy ha egy matrix spektralsugara 1-nél kisebb,
akkor van olyan indukalt matrixnorma, melyben a matrix norméja is egynél kisebb. ¢

1.2.34. tétel.

Egy A € C™™ matrix esetén pontosan akkor igaz, hogy A® — 0 elemenként, ha o(A) < 1.

Pontosan ugyanekkor lesz a
oo

k=0

sor konvergens, ¢s Osszege az (E — A)~! matrix.

Bizonyitas. Elészor igazoljuk azt az iranyt, hogy a o(A) < 1 feltételbdl kovetkezik a mésik
két allitas. Mivel p(A) < 1, ezért van olyan || - || indukalt matrixnorma, mellyel [|A|| <1 (1.2.32.
tétel). Emiatt |A*|| < |A||* — 0, ha k — co. A normék ekvivalencidja miatt (1.1.14. tétel) ekkor
|A¥||oo — 0 is igaz, ami azt jelenti hogy A" elemenkent is nulldhoz tart.

A maésik irdnyhoz legyen most v a métrix egy sajatvektora A sajatértékkel. Ekkor A*v = \Fv.
Mivel A® nullmatrixhoz tart, igy ennek a vektornak nullvektorhoz kellene tartania. Ez csak akkor
lehet, ha |\ < 1. Igy o(A) < 1 kovetkezik.

Tekintsiik az alabbi azonossagot tetszsleges [ természetes szam esetén:

E-A)E+A+A> ...+ A)=E - A"
Az E — A matrix regularis, mert sajatértékei nem lehetnek nullak. Igy
E+A+A2+---+Al = (E—A)_I(E—AH‘l)_

Igy pontosan akkor van a sornak hatarértéke I — oo esetén, ha az {Alﬂ} matrixsorozat nullahoz
tart, azaz ha o(A) < 1, és ilyenkor az &sszeg valoban (E — A)~1. m
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1.2.35. megjegyzés. Az A¥ 50 (k — o0) tulajdonsiggal rendelkez§ A maétrixokat szokas
konvergens méatrixoknak is nevezni. ¢

1.2.4. M-matrixok

1.2.36. definicio.

Az olyan A € R™ ™ matrixokat, melyek f6atlon kiviili elemei nempozitivak, nemszingularisak
és inverziik nemnegativ, M-matrixoknak nevezziik.

Az M-métrixok elnevezésében az M betii a monoton métrix kezddébetijére utal. Ugyanis ha
egy A matrix M-matrix, akkor az AX > Ay egyenl6séghbdl kovetkezik az X > ¥ egyenlGség.
Differencialegyenletek numerikus megoldasa soran gyakran olyan egyenletrendszerekhez jutunk,
melyek egyiitthatématrixa M-métrix.

1.2.37. példa. Az

méatrix példaul M-métrix, hiszen a f6atlon kiviil nincs pozitiv eleme, és inverze

[3/4 1/2 1/4
A'=]1/2 1 1/2
1/4 1/2 3/4

I 1.2.38. tétel.

Egy M-matrix féatloja pozitiv elemeket tartalmaz.

Bizonyitas. Jeloljiik A-val a métrixot. Ha a;; < 0 lenne valamilyen ¢ indexre, akkor Ae; < 0

lenne. De ekkor az egyenltlenséget az A~' > 0 métrixszal szorozva azt kapjuk, hogy A~'Ag; =
€; <0, ami ellentmondéas. &

74 a matrix inverzét. A kovetkezs tétel egy konnyebben ellendrizhetd sziikséges és elégséges fel-
tételt ad.

1.2.39. tétel.

Legyen az A € R™ ™ maétrix olyan, hogy a f6atlojan kiviili elemek nempozitivak. Ekkor A
pontosan akkor M-matrix, ha van olyan g > 0 vektor, mellyel Ag > 0.

Bizonyitas. Igazoljuk elgszor a feltétel sziikségességét. Legyene = [1,...,1]7. Ekkorg = A~ 'e
megfelel§ vilasztas, ugyanis az A~! > 0 matrixnak nem lehet nulla sorOsszege, azaz g > 0. Erre
a g vektorra igaz tovabbé, hogy Ag = AA7'e=€> 0, amit igazolni akartunk.
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A feltétel elégségességének igazolasidhoz legyen

G = diag(g1,.-.,9n)
és
D= diag(allgla SRR an’ﬂgn)

Nyilvanvaléan A minden f6atlobeli eleme pozitiv, kiilonben a feltétel nem teljesiilhetne. Igy D
invertalhat6. Ekkor D”'AG tovabbra is olyan matrix, melynek nincs a f6atlojan kiviil pozitiv
eleme, tovabba a féatlojaban egyesek allnak. Igy felithato D"'AG = E — B alakban, ahol B
egy nemnegativ matrix nulla fGatloval. Mivel D"'AGe = D 'Ag > 0, emiatt (E — B)g > 0.
Ez mutatja, hogy B maximumnormaja kisebb 1-nél. Tehéat a spektralsugara is kisebb 1-nél. Igy
E — B invertalhat6 és (1.2.34. tétel) 0 < E+ B+ B* + ... = (E — B)~'. Tehat A-nak is van
inverze, nevezetesen A~ = G(E—B) " 'D ™!, és az nemnegativ, mert a jobb oldal minden métrixa
nemnegativ. W

Az el6z6 tétel szerint, ha egy A matrixhoz, melynek nincsenek pozitiv elemei a fGatlojan
kiviil, sikeriil olyan g > 0 vektort taldlnunk, melyre Ag > 0, akkor A M-métrix. A kovetkezs
tétel azt mutatja, hogy a g és Ag vektorok segitségével felsG becslést adhatunk az A~! matrix
maximumnormajara.

1.2.40. tétel.
Legyen A M-matrix, és g > 0 egy olyan vektor, melyre Ag > 0 teljesiil. Ekkor

IS

AL, < Sl

Bizonyitéas. Az allitas az alabbi becslésekbdl kovetkezik, figyelembe véve az A ™! méatrix nem-
negativitasat.

|A" oo min (Ag); = A "6 min (AZ)iw < A7 ALl = ] @

1.2.41. példa. Az 1.2.37. példaban szerepld

méatrix esetén g = [2,3,2]7 > 0 mellett Ag = [1,2,1]7 > 0. Igy az inverz maximumnorméa-
jara egy felsG becslés
g 3,

Ao < 202 =

ami tényleg teljesiil, hiszen |A ™|, = 2. o
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sorszam elsé sorozat masodik sorozat

0. 2.00000000000000 | 2.0000000000000000000000000000000000000000000000000
1. 1.80000000000000 | 1.5000000000000000000000000000000000000000000000000
2. 1.67600000000000 | 1.4166666666666666666666666666666666666666666666667
3. 1.59510240000000 | 1.4142156862745098039215686274509803921568627450981
4. 1.54066723335142 | 1.4142135623746899106262955788901349101165596221157
5. 1.50330168095915 | 1.4142135623730950488016896235025302436149819257762
6. 1.47731008656169 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753772
7. 1.45906557737600 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
8. 1.44617834146764 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
9. 1.43703516193463 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
10. 1.43052815627098 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
11. 1.42588707568258 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
12. 1.42257168042272 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
13. 1.42020066182865 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
14. 1.41850366984279 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770
15. 1.41728840370705 | 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753770. ..

1.3.1. tablazat. Két v/2-hoz tarto, de mas konvergenciasebességii, sorozat elsé 16 eleme. Az elsG
els6rendd, a masodik masodrendii.

1.3. Sorozatok és fiiggvények konvergenciijanak jellemzése

1.3.1. Sorozatok konvergenciasebessége

A numerikus médszerek egy nagy csoportja un. iteracios modszer. Ez azt jelenti, hogy a feladat
megoldasa egy rekurziv eljarassal elGallitott sorozat hatarértéke lesz. A megoldast ugy kozelitjiik,
hogy az iteracio segitségével elgallitjuk a sorozat egy megfelelGen nagy sorszamu elemét. Hogy
hényadik elemet kell elgallitanunk, az azon mulik, hogy a sorozat milyen "gyorsan" konvergal
a hatarértékéhez. Nyilvanvaléan egy gyorsan konvergalé sorozat sokkal kedvezébb a szamunkra,
mint egy lassan konvergal6. Most megvizsgaljuk, hogy hogyan jellemezhet6 egy sorozat konver-
genciasebessége.

Az 1.3.1. tablazat két /2-h6z tartd sorozat elss 15 elemét tartalmazza 14 ill. 49 tizedesjegyre
kerekitve. Mindkét sorozatot egy-egy iteracios eljarassal allitottuk els. Lathat6, hogy a masodik
sorozat sokkal "gyorsabban" konvergal. A hetedik elemtdl kezdve nem is latszik véaltozas, pedig 49
tizedesjegyre kerekitettiink. Az els§ sorozat pedig még a 15. 1épés utan is harom ezrednyire van
a hatarértéktol. A sorozatok elemeinek hatarértéktdl vald tavolsagat az 1.3.1. dbran abrazoltuk.
Jeloljiik egy adott konvergens sorozat elemeit z(F)-val, és hatéarértékét z*-gal. Jelolje e®) =
z®) —2* (k= 0,1,...) a k-adik sorozatelem hibajat. Vizsgaljuk meg, hogy a fent vizsgalt két
sorozat esetében egy 1épés soran hogyan valtozik ez a hiba.

Az

In e
I [e(F—1)]

érteket (ha e*=1) =£0,1) a k. lépéshez tartozo logaritmikus relativ csdkkenésnek nevezziik. Mivel
a hatarérték kozelében a hibaértékek abszolutértékben kicsi szamok, igy az a hibasorozat csékken
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gyorsabban, amelyre ez a hanyados nagyobb. Az 1.3.2. 4bran a vizsgalt két sorozatra adbrazoltuk
a logaritmikus relativ csckkenést.

Az els6 sorozat esetén a logaritmikus relativ cstkkenés 1 kozelében van, mig a masodiknal 2
kozelében. Ezek a szamok tehat alkalmasak lehetnek a konvergencia jellemzésére.

Most vizsgaljuk meg altaldnosan a konvergenciasebesség kérdését normalt térbeli sorozatok-
ra! Vizsgéaljunk olyan sorozatokat, melyek monoton médon tartanak a hatéarértékhez (azaz egyik
lépésben sem névekedhet a hiba abszolut értéke), és egyik sorozatelem sem egyezik meg a hatar-
értekkel (a fenti két példaban ilyen sorozatokat mutattunk, és a gyakorlatban is tipikusan ilyen
sorozatokat adnak az iteracios eljarasok)!

Legyen tehat {x(F)} egy tetszéleges normalt térbeli, z*-hoz monoton médon tarté konvergens

sorozat. A k. sorozatelem hibajat jelolje e®) := z(®) — 2* (a monotonitas miatt tehat [|e® || <
le®=11)).
0.6 .
—e—1. sorozat
0.5 ——2. sorozat |

A hatarértéktdl vald eltérés

0 5 10 15
Sorozat elem sorszama

1.3.1. &bra. A vizsgélt két sorozat elemeinek a hatéarértéktdl vald téavolsaga.

‘g 5 .

8 ——1. sorozat
- —e—2. sorozat
(3] 4_

2

i)

[

"

=3

5

B,

=]

= 2f

8

]

5 w
(]

8 4 ‘

@ 0 5 10 15

Sorozatelem sorszama (k)

1.3.2. abra. A vizsgalt két sorozat hibajanak logaritmikus relativ csokkenése.
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1.3.1. definicié.

Azt mondjuk, hogy az {2(*)} 2*-hoz monoton médon konvergalé sorozat konvergenciarendje
pontosan p > 1, ha a
In [[e®]
k—oo In He(kfl)H

véges hatarérték létezik és értéke p.

1.3.2. megjegyzés. A fenti definicié alapjan mondhatjuk, hogy a bevezets feladatban az els6
sorozat els6rendben, a masodik méasodrendben konvergens. ¢

Ha p = 1, akkor linearis konvergenciarol, ha 1 < p < 2, akkor szuperlinearis konvergenciardl,
p = 2 esetén pedig masodrendii konvergenciarél beszéliink.
Hogyan lehet a konvergenciarendet meghatarozni? Vizsgéljunk meg két specialis esetet!

1.3.3. tétel.

Ha egy {zj} sorozatra és egy z* elemre az igaz, hogy
le®]] = Crlle®™ V]|

valamilyen 0 < C < Cj, < C < 1 konstansokkal, akkor z;, — z* monoton médon és elsérend-
ben.

Bizonyitas. Az |[e®|| = Cille® V| < Clle* Y| becslés miatt [|e®)|| < 6k||e(0)||. Mivel
C < 1, ezekbdl kivetkezik, hogy a sorozat monoton médon fog az z* elemhez tartani. Az [|e®)| =
Ci|le®®* 1| egyenldség logaritmusat véve, majd osztva az In ||e®* V|| < 0 értékkel (feltéve, hogy k
elég nagy ahhoz, hogy a hiba méar kisebb legyen, mint 1), azt kapjuk, hogy a logaritmikus relativ

csokkenés

In ||e(k)|| In C
= 1—>1
I e[ ~ Tnflet-0]

a C}, konstansokra vonatkozé 0 < C < Oy < C < 1 feltétel miatt és amiatt, mert In|[e*~ 1| —
—00. Azaz a konvergenciarend valéban 1. B

1.3.4. megjegyzés. Az ||e®)| < C|le®* V| becslésbél az is 1atszik, hogy M ~ —1In10/In C 1épés-
szdm utan csokken egy nagysagrendet a sorozat elemeinek hatarértéktél mért tavolsaga, hiszen
C" =1/10. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy ha pl. C = 1/2, akkor M = —In10/In(1/2) ~
3.3219, azaz kicsivel t6bb, mint harom lépésenként szamithatunk egy nagysagrendnyi hibacsok-
kenésre. ©

1.3.5. tétel.

Ha egy {z(®)} sorozatra és egy z* elemre az igaz, hogy

le]] = Cille™=D |7 (1.3.1)

valamilyen 0 < C < C, < C < o0 és p > 1 konstansokkal, és C
x) — x* monoton moédon, és a sorozat konvergenciarendje p.

1/(P_l)He(O)H < 1, akkor
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—1/(p—

Bizonyités. Vezessiik be az e*) = C 1)e(k) jelolést. Ezzel a jeloléssel

[e®) =TV e®) < TTVT D = @ PV et = [l

Tehat
le®| < e®=D|P, (1.3.2)

azZazZ
le® ) < e@P".

Az €O = 61/(19_1)“6(0)” < 1 feltétel miatt a fenti egyenléséghol kovetkezik, hogy ||| — 0
(k — 00) monoton modon. Mivel
e(k)

ey = < °
¢ T e
ezért ||e®)|| — 0, azaz a sorozat valéban x*-hoz tart monoton médon.
A konvergenciarend igazolasahoz vegyiik az (1.3.1) egyenlGség logaritmusét, majd osszunk
In ||~V ||-val. Ekkor
In|[e®| InCy,

I [le®D]| ~ njete—D] TP 7P

mivel 0 < C < Cj, < C minden k = 0,1,... esetén és In ||e* V|| — —o0, ha k — oco. Ezt akartuk
megmutatni. H

1.3.6. megjegyzés. Az (1.3.2) becslésbdl lathato, hogy a kozelités pontossaganak nagysagrend-
je minden lépésben kb. p-szerezddik. Pl. ha p = 2 és egy adott kozelités hibdja 1073, akkor
a kovetkezs kozelitésé méar kb. 107 %-0s, a rakovetkezéé pedig kb. 107 12-es lesz. Ez a linearis
konvergenciaval Gsszevetve nagyon gyors konvergenciat jelent. ¢

1.3.7. megjegyzés. Konnyen lathato, hogy az 1.3.5. tételben szerepld 61/@71)”6(0) | <1 feltétel

azt jelenti, hogy az (1.3.1) egyenl6séghdl csak akkor kovetkezik a konvergencia, ha a sorozat
nulladik eleme elegend@en kozel van a hatarértékhez. Az elsérendi konvergencidhoz az 1.3.3.
tételben nem kellett ezt a feltételt garantélni. o

1.3.2. Fiiggvények konvergenciavizsgalata

Térjiink at a fiiggvények konvergenciavizsgalatara. Numerikus szempontbdél azok a valds-valds
nemnegativ fliggvények érdekesek, melyek nulldban nulldhoz ill. végtelenben végtelenhez tartanak.
Most ezek jellemzésével fogunk foglalkozni.

Jelentsen o 0-t vagy oo-t. Tegyiik fel, hogy g : R — R és f : R — R olyan fiiggvények, melyek
értelmezési tartoméanyai metszetének « torlodasi pontja, és mindkét fiiggvény a-hoz tart a-ban.
A két fiiggvény konvergenciajanak kapcsolatat fejezi ki az alabb definidlt ordo® jelolés.

6Az ord6 jelslés Edmund Landau (Edmund Georg Hermann Landau (1877 Berlin — 1938) német matematikus
nevéhez fiiz6dik. B6vebb életrajz: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Biographies/Landau.html
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1.3.8. definicié.

Ha azt irjuk, hogy g(z) = O(f(x)) (z — «) (ejtsd: "ordo ef"), akkor ezen a g és f fiiggvények
alabbi viszonyéat értjiik: Vannak olyan € > 0 és C' > 0 konstansok, mellyekkel |g(z)| < C|f(z)|
minden olyan kozos értelmezési tartomanybeli elemre, melyek « € sugara kérnyezetébe esnek.
A nulla e sugaria kornyezetén a szokott modon a (—¢,¢) intervallumot, a végtelen e sugaru
kérnyezetén az (1/e,00) intervallumot értjiik.

Ha a szovegosszefiiggésbdl vildgos, hogy mely a pontban nézziik a hatarértéket, akkor ennek
jelolését el szoktuk hagyni.

A definici6 alapjan irhatjuk a g(z) = 222 — 42 + 2 fiiggvény esetén, hogy g(z) = O(z?)
(r — o0), hiszen C' = 2 és ¢ = 1 megfelel§ valasztés. Természetesen g(x) = O(z?) is igaz,
de a gyakorlatban toreksziink a legkisebb lehetséges hatvanykitevé megadasara. Nyilvanval6an
g(z) # O(x).

A g(x) = 4z — 22?2 fliggvényrdl frhatjuk, hogy g(z) = O(x) (z — 0), hiszen C = 4 és
e = 1 megfelels valasztas. Ha —1 < o < 1, akkor 4z — 22% < 4z. Nyilvanvaléan g(z) = O(1) is
igaz, de a gyakorlatban toreksziink a legnagyobb lehetséges z-hatvany megadésara. Nyilvanval6an

g(x) # O(a?)

1.3.9. példa. Az ordo jelolés alkalmazasara tovabbi példaként tekintsiik az e® exponencialis
fliggvény Taylor-sorfejtéssel valé kozelitését az x¢o = 0 pontban. Ha a méasodrendd Taylor-
polinommal kozelitiink, akkor

$2 65
— 4 —

T

3,
ahol az utols6 un. Lagrange-féle maradéktagban ¢ megfelelg x és 0 kozé es6 (z-t6l fliggd)
konstans. Mivel
et e
—d < =43
TR TR
ha 0 < x < 1, ezért a maradéktag helyett irhatjuk, hogy O(x?). Tehat a Taylor-polinommal

val6 kozelités )

eI:1+x+%+O(a:3)

alaku lesz. Hasonld felirds minden olyan esetben megtehets, amikor a Lagrange-féle mara-
déktagban szerepld derivalt korlatos a nulla egy kornyezetében. o

Az ord6 jelolést gyakran alkalmazzuk olyan esetekben, amikor egy kozelités hibajat adjuk meg
egy paraméter fiiggvényében.

1.3.10. definicio.

Azt mondjuk, hogy a v(h) h pozitiv valés paramétertdl fiiggs kozelitése egy v € (V| - )
elemnek (legalabb) r > 1-edrendii kozelités, ha ||v(h) — v|| = O(h") (h — 0).

Az fenti definiciobdl és az ordo jeldlés definiciojabol kovetkezik, hogy ha |jv(h) —v|| = O(h"),
akkor van olyan K > 0 konstans, hogy [[v(h) — v|| < Kh" minden elegendGen kis abszolttértéki
h paraméterre. A definiciobél az is kovetkezik, hogy ha v(h) legalabb elsérendi kozelités, akkor
limy, o v(h) = v, masrészt ha pl. felezziik a h paraméter értékét, akkor kb. 2"-ed részére csokken
a ||[v(h) — v hiba.
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1.3.11. példa. Kozelitsiik egy kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvény esetén a derivalt
értékét egy xp pontban az
f(@o +h) — f(z0)

h

hanyadossal. A Taylor-tétel miatt

h2
f(zo +h) = f(zo) + hf'(w0) + ?f”(f)
alakban irhato, ahol £ megfelels xg és xg + h k6zé es6 konstans. Tehét

Flzo + h})L — f(z0) _ f(xo) + hf'(x0) +hh FUO2=F@0) _ s 4 np(6) /2.

Figyelembe véve, hogy f kétszer folytonosan differencialhato, azaz f” véges, zart intervallu-
mon korlatos, az ordé jelolést hasznalva irhatjuk, hogy

fwo +h) — f(xo)
h

= '(20) + O(h).

Tehat az adott hanyados elsérendd kozelitése az els6 derivaltnak az xg pontban. ¢

A definicié alapjan annak igazoldsahoz, hogy egy kozelités r-edrendd elég megmutatnunk,
hogy ||v(h) —v|| = O(h"). Gyakran azonban pontosan is ismerjiik az O(h") hibatagot (az 1.3.11.
példaban pl. hf"(£)/2), ami lehetGséget ad magasabbrendi kozelitések megadasara. Ezt az elja-
rast Richardson-extrapoldcionak nevezziik. Altalanosan a Richardson-extrapolécié az alabbi mo-
don miikodik. Tegyiik fel, hogy v(h) v-nek p-edrendii kizelitése, és a hibat felirhatjuk v(h) —v =
g(h)h" alakban, ahol g : R — (V,|| - ||) h-nak folytonosan differencialhaté fiiggvénye. Ekkor, ha
h/2 értékkel is kiszamitjuk a kozelitést, akkor v(h/2) —v = g(h/2)h" /2" adodik. A két kozelitést
ezek utén a 2o (h/2) ) L

’I",U —v T
— 7 = v+ (9(h/2) —g(h) 57
2 —1 2r —1 (1.3.3)
g(h/2) —g(h) h"™*! 1 -
= — — hP+
Y mry o T R G
modon silyozva eggyel magasabbrendd kozelitését kapjuk a v elemnek.

1.3.12. példa. Tekintsiik az el6z6 példankat, melyben a derivaltat az
f(zo+h) — flxo)
h

modon kozelitettiik. Ez a felirds természetesen mutatja az elsérendi konvergenciat, de amint
lattuk, az O(h)-val jelolt hiba értéke pontosan is ismert, nevezetesen a hiba hf”(£)/2, azaz

f(zo + h}z — f(zo) = f'(wo) + hf"(€)/2. (1.34)

= f'(xo) + O(h)

Irjuk fel ezt a kozelitést felezve a h paramétert

f($o + h}{?; - f(xO) _ f'(l’o) + hf"(f)/4, (1.3.5)
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ahol most & zg és xg + h/2 kizé esé megfelels konstans. Mivel f folytonos fiiggvény, ezért

ha h elegendGen kicsi, akkor f”(&) és f() is elegendGen kozel lesz egyméshoz (mondhatjuk
ezt annak ellenére, hogy & és ¢ értéke nem ismert) és f”’(zg)-hoz is. A h els6 hatvanyait
tartalmazo tagok kiejtése érdekében vonjuk ki az (1.3.5) egyenlet kétszeresébdl az (1.3.4)

egyenletet. Ekkor ha f haromszor is folytonosan derivalhaté, akkor azt kapjuk, hogy
2(f(xo +1/2) — f(z0))  f(xo+h) — flzo)

h/2 h

= '(w0) + h(I"(€) ~ £(€)/2 = ['(ao) + ;‘J”Q:g
= (a0) + 5 F"(€)(E ~ ) = '(ao) + O,

fll(g) (g_ 5)

ahol £* € és € kozé esik, azaz a kozelités rendje eggyel nagyobb lett. o

1.4. A MATLAB programcsomag

A MATLAB torténete az 1970-es évek kozepén kezd6dstt. Cleve Moler, az Uj-Mexikoi Egyetem
numerikus moédszerek tanara felismerte, hogy ahelyett, hogy a hallgatok az egyes numerikus el-
jarasok FORTRAN-ban val6 programozésat csindlnék az érdkon, az egyes numerikus eljarasokat
elére megirt programokkal tesztelhetnék. Igy a programiras helyett az algoritmusok vizsgalata-
ra lehet koncentrilni. Cleve Moler elkészitett egy programcsomagban par fiiggvényt a didkjai
szaméra. 1984-ben egy Jack Little nev villamomérnck vendégeskedett Molernél, akinek nagyon
megtetszett a programcsomag. O is segitett programokat irni, és segitett a korabbi fiiggvények
a MATLAB fejlesztGje és forgalmazoja.

A MATLAB fiiggvények (m-fajlok) {6 egysége a matrix, minden eljaras matrixokon alapul.
Innét is kapta tulajdonképpen a nevét, ami a MATrix LABoratory sz6osszetételbdl szarmazik. A
program parancsainak szintaxisa jol megjegyezhets és kényelmes, a fliggvények szerkezete egysze-
rii és konnyen attekinthets. A korabban definidlt fiiggvények felhasznalhatok ujabb fiiggvények
definialasara is. Igy a MATLAB-ban az eljarasok sokkal gyorsabban megirhatok, mint mas prog-
ramozéasi nyelveken. Tébb olyan weblap taladlhato az interneten, ahova a MATLAB felhasznéloi
toltottek fel részletes leirassal m-fajlokat
(pl. http://matlabdb.mathematik.uni-stuttgart.de/index. jsp).

Kiilonboz6 alkalmazasi teriiletekhez kiilon eszkoztarak (toolbox) késziiltek, igy van pl. sta-
tisztikai, jelfeldolgozés, vagy parcidlis differencidlegyenletek eszkoztar. Tobb teriilethez késaziilt
interaktiv alkalmazéas, ahol egyszertien meniib6l allithatok bizonyos eljarasok paraméterei.

A MATLAB hétranyai kozott szokas emliteni mas matematikai programokkal szemben, hogy
numerikusan hajtja végre a szamitdsokat, ahol a numerikus szamitadsok pontossaga behatarolt
(lasd részletesen a 2.5. fejezetet). A numerikus szamitasi moéd azonban a legtobb valodi alkalma-
zasokat tartalmazoé feladat esetén az egyetlen lehetséges megoldasi mod, mivel szimbolikusan nem
lehet a megoldast elGéllitani. Szimbolikus szamitasok végezheték a MATLAB-ban pl. a symbolic
vagy a MAPLE for MATLAB (http://www.maplesoft.com/products/maplematlab/) eszkoz-
tar segitségével, vagy a speciélisan szimbolikus szamitésokra kifejlesztett MAPLE vagy MATHE-
MATICA (http://www.maplesoft.com/, http://www.wolfram.com/) programok segitségével.
Masik hatranyként emlitik, hogy a fiiggvények futési ideje lassabb, mintha azokat C-ben vagy
més hasonlé programozasi nyelven irtuk volna. Ezt a hatranyt részben kompenzalja viszont az,
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hogy a programok megirasa sokkal gyorsabb és kényelmesebb eljaras, mint mas nyelveken.

A programcsomag irdnt mélyebben érdekl6dé olvasoknak ajanljuk a magyar nyelven elérhetd
[33] konyvet vagy a MATLAB-ot forgalmaz6 cég egyik alapitdja altal irt és online is elérhets
[25] konyvet. Nagyon hasznosak tovabba a MATLAB honlapjan (www.mathworks.com) talalhatd
linkek és informaciok is.

Ezen jegyzetnek nem célja a MATLAB programcsomag bemutatésa és részletes ismertetése.
Meégis, mivel a numerikus szamitasok legelterjedtebb és szinte nélkiilozhetetlen eszkéze a MAT-
LAB, minden fejezet végén Osszegyiijtjiik a fejezettel kapcsolatos MATLAB parancsokat. Mivel
csak a numerikus eljarasokkal kapcsolatos parancsokra szeretnénk koncentralni, igy feltessziik,
hogy az Olvas6 ismeri mér az alapvet6 MATLAB parancsokat. Ezek cimszavakban a kévetke-
z6k: sor- és oszlopvektor megadasa, matrixok megadasa, miiveletek méatrixokkal, miiveletek ele-
menkeénti elvégzése, hivatkozas matrixok elemeire ill. alméatrixaira, nevezetes métrixok megadésa
(egységmatrix, nullméatrix, Toeplitz-matrix, diagonalis méatrix), a : jel6lés, a for és a while ciklusok
alkalmazésa, az if elagazéds, matrixok inverzének, determinansanak és rangjanak szamitasa.

A szemléltets dbrakat ill. az egyes eljarasokat bemutato fiiggvényeket is MATLAB-ban készi-
tettiik. A fliggvényekhez tartozé m-fajlok elektronikusan is elérhetSk, vagy egyszertien e jegyzetbol
egy iires m-fajlba méasolhatok.

1.5. A fejezettel kapcsolatos MATLAB parancsok

Most felsoroljuk azon MATLAB parancsokat, melyek a bevezets fejezetben szerepls fogalmakkal
kapcsolatosak. Az egyszertiség kedvéért konkrét példakat mutatunk az alkalmazasra.

>> A=[1,2,3;4,5,6] % matrixmegadas

1 2 3
5 6

>> norm(A,2), norm(A,1), norm(A,inf) % A 2-es, l-es és maximumnormak kiszamitasa
ans =

9.50803200069572

ans =

9
ans =

15
>> B=Ax*A’
B =
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14 32
32 7

>> eig(B) % A B matrix sajatértékeinek kiszamitasa

0.59732747374606
90.40267252625394

>> [V,L]=eig(B)
% A B matrix sajatvektorainak (V oszlopvektorai)
% 1ll. sajatértékeinek kiszamitasa (L diagonalis elemei)

vV =

-0.92236578007706  0.38631770311861
0.38631770311861  0.92236578007706

0.59732747374606 0
0 90.40267252625394

>> C=[1 2 3; 4 5 6; 7 8 9] ) matrixmegadas

C =
1 2 3
4 5 6
7 8 9

>> tril(C) % A C matrix alsd haromszdg része

ans =
1 0 0
4 5 0
7 8 9

>> triu(C) % A C matrix felsd haromszdg része

ans =
1 2 3
0 5 6
0 0 9

>> diag(C) % A C matrix diagonalisat tartalmazd oszlopvektor
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1
5
9

>> diag(diag(C)) % A C matrix diagondlis matrixa

ans =
1 0 0

5 0

0 0 9

1.6. Feladatok

Normaék

1.6.1. feladat. Azonositsuk R? elemeit a sik pontjaival! Adjuk meg a sikon azon pontok halma-
zat, melyek tavolsaga az origotol kisebb, mint egy! Hasznaljuk az 1-es, 2-es és maximumnormakat!

1.6.2. feladat. Igazoljuk az 1.1.24. tételben szerepld formulat a maximumnorma képletére!
1.6.3. feladat. Igazoljuk az 1.1.27. tétel allitasait!

1.6.4. feladat. Igazoljuk az 1-es, 2-es és maximumnormék ekvivalencidjat az ekvivalencia de-

1.6.5. feladat. Tekinsiik az ||A|| := max; j—1... n{|ai;|} matrixnormat! Igazoljuk, hogy ez valo-
ban norma. Mutassuk meg, hogy nem lehet vektornormabdl szarmaztatni!

1.6.6. feladat. Igazoljuk, hogy indukalt métrixnorma esetén

Al = max {||AB]||}.
Al = max (4B}

1.6.7. feladat. Igazoljuk, hogy ha A nemszingularis méatrix, akkor az ||X|| 4 := ||AX|| hozzéaren-
delés vektornorma béarmilyen || - || vektornorma esetén!
1.6.8. feladat. Igazoljuk, hogy az 1.2.32. tételben szerepl§ || - ||s,p norma valéban vektornor-

mal!

1.6.9. feladat. Egy A maétrix Frobenius-normajat az alabbi képlettel szamitjuk: ||Alr =

\/ i1 2=y a7 Tgazoljuk, hogy [|A[|% = tr(ATA), ahol a tr(-) jelslés az adott matrix f&atlobe-
li elemeinek Gsszegét jelenti (amely megegyezik a sajatértékek Osszegével is). Igazoljuk tovabba,

hogy ha A és B ortogonélisan hasonlok, akkor Frobenius-norméajuk megegyezik.

1.6.10. feladat. Legyen egy véges dimenziés V' vektortérben vy,...,v, egy bazis. Tekintsiik
azt a hozzarendelést, amely egy tetszdleges z = > | ayv; € V vektorhoz (a; € K) a
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értéket rendeli. Igazoljuk, hogy a p fiiggvény normal

1.6.11. feladat. Tekintsiik az f kétszer folytonosan derivalhato fiiggvényt az [a, b] intervallu-
mon. Definidljuk egy adott n természetes szam esetén az xzy = a + k(b —a)/n (k = 0,...,n)
osztépontokat, és legyen X2 = [z¢,...,2,] € R" és f(X,) = [f(w0), .., f(x,)] € R"HL. Igazol-
juk, hogy érvényes az aldbbi konzisztenciatulajdonsdg: vannak olyan pozitiv n-tél fiiggetlen c1, co
konstansok, melyekkel

allfXn)lloo < Ifllcfa < c2llf (Xn)lloo-
(Utmutatas: Az f(x) = 0 fiiggvényre nyilvanvalé az allitas. Egyébként ¢; = 1 megfelel6. A masik
becsléshez pedig hasznaljuk ki, hogy a szakaszonként linearis interpolaciés fliggvény interpolécios
hibaja egy kétszer folytonosan derivalhato fliggvény esetén feliilrsl becsiilhetd az [a, b] intervallu-
mon az

M2 (b — a)2
8n?2

kifejezéssel (6.2.5. tétel), ahol My egy felss becslés || f”||cpa,p)-re.)
1.6.12. feladat. Tekintsiik az el6z6 példaban adott f fiiggvényt. Igazoljuk, hogy || f||L2(as) :=

fab f?(x) dz normat ad meg Cla, b]-ben. Igazoljuk, hogy || f(Xn)||2 és || f|| £2[a,5) nem konzisztens

az el6z6 feladatban szerepl definici6 értelmében, de az || f(X,)|1, == /|| f(Xn)||3/n norma (ezt is

igazoljuk!) mar konzisztens lesz|| f[| r2(4,-vel! (Utmutatas: Az elss rész igazolésahoz tekintsiik az

f(x) =1 fiiggvényt. A masodik rész igazolaséhoz vegyiik észre, hogy (f%(zo) + ...+ f2(zn-1))/n
b o . . . PRI

az [ f*(z) dz integral egy kozelité Gsszege.)

1.6.13. feladat. Tegyiik fel, hogy az F : [a,b] — [a,b], F([a,b]) C [a,b] fliggvényre igaz,
hogy valamilyen m porzitiv egészre a T := F™ = F o F o... o F fiiggvény kontrakci6 az [a, D]
intervallumon. Igazoljuk, hogy az F' fiiggvénynek pontosan egy fixpontja van!

1.6.14. feladat. Tekintsiik az F : [1,00) — [1,00), F(x) = /2 + 1/x fliggvényt. Igazoljuk,
hogy F kontrakci6. Hatarozzuk meg a lehets legkisebb kontrakcids tényezot! Adjuk meg F' fix-
pontjat!

1.6.15. feladat. Tegyiik fel, hogy a Banach-féle fixponttétel feltételei koziil a kontrakcios fel-
tételt (30<L <1, |F(z)— F(y)|| < L|z —vyl|, Vx,y € H) kicseréljiik az
[1F(z) = F)ll <llz—yl, Ve,yec H
feltételre. Igazoljuk, hogy ekkor F-nek maximum egy fixpontja lehet, de az is lehet, hogy nincs
fixpont. Vizsgéljuk az F : [1,00) — [1,00), F(z) = z + 1/x fuggvényt!
Nevezetes méatrixok
1.6.16. feladat. Igazoljuk, hogy ha A € R™*" ferdén szimmetrikus, akkor az

(E+A)" ' (E-A)
matrix (A un. Cayley-transzformaltja) ortogonélis!

1.6.17. feladat. Igazoljuk, hogy ha egy Hessenberg-méatrix szimmetrikus, akkor tridiagoné-
lis!

1.6.18. feladat. Igazoljuk, hogy fels6 haromszogméatrixok szorzata és inverze (ha létezik) is
fels6 haromszogmatrix!

1.6.19. feladat. Igazoljuk, hogy ha egy T fels6 haromszogmatrixra TI'T = TTT, akkor T
diagonalis matrix!
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1.6.20. feladat. Legyen Q = tridiag[—1,2,—1] € R3*3. Ez a métrix M-méatrix. Adjunk meg
olyan g > 0 vektort, mellyel Qg > 0. Hogyan lehetne a g vektort megadni, ha Q n X n-es
matrix?

1.6.21. feladat. Igazoljuk, hogy az el6z6 feladat 3 x 3-as métrixa pozitiv definit métrix!

1.6.22. feladat. Legyen

1 —-0.1 -0.2

C=| -01 1 —0.1
—-0.2 —-0.1 1

Igazoljuk, hogy C invertalhatoé, és adjunk felsG becslést az inverz matrix 1-es norméjara az inverz
métrix kiszamitasa nélkiil.

Sajatvektor, sajatérték

1.6.23. feladat. Igazoljuk, hogy ha egy szimmetrikus matrix minden sajatértéke pozitiv, akkor
az pozitiv definit matrix. (Igazoljuk, hogy ha egy méatrix szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, és
determinénsa zérustol kiilonb6z6, akkor a métrix pozitiv definit! Igazoljuk, hogy ha egy szimmet-
rikus M-matrixnak szigortian dominéns a f6atldja, akkor a matrix pozitiv definit!)

1.6.24. feladat. Adjuk meg az alabbi matrixok sajatvektorait és sajatértékeit! Ha lehetséges,
akkor diagonalizaljuk 6ket!

0 1 0 3 2 4 ) 1 -1
A= 0 0 1 B = 1 4 4 C= 1 3 -1
-8 —-12 —6 -1 -2 -2 -1 -1 3

1.6.25. feladat. Igazoljuk, hogy ha A € R®Gm+x(@m+1) glyan négyzetes matrix, melyre
det A =1 és A ortogonalis, akkor 1 sajatértéke A-nak!

1.6.26. feladat. Hatarozzuk meg az A —\v¥v! méatrix sajatértékeit és sajatvektorait, ha tudjuk,
hogy A egy szimmetrikus matrix, melynek \ egy sajatértéke, és v a hozzé tartozo sajatvektor!

Ellendrzd kérdések

1. Melyek a nevezetes vektornormak?

2. Hogyan lehet vektornormabol matrixnormét létrehozni? Adjuk meg, hogy a nevezetes vek-
tornorméak esetén melyek ezek a matrixnormak!

3. Milyen tulajdonsagai vannak az indukélt matrixnormaknak?

4. Milyen kapcsolat van egy matrix spektralsugara és indukalt normaja kozott?
5. Ismertessiik a Banach-féle fixponttételt!

6. Ismertessiik a Gersgorin-tételeket!

7. Milyen matrixokat hivunk M-maéatrixnak? Hogyan ellenérizheté ez a tulajdonsag egy adott
méatrix esetén?
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2. Modellalkotas és hibaforrasai

Ebben a fejezetben bemutatjuk azt, hogy az egyes tudoményégak altal felve-
tett problémak megoldasa sordn milyen Ut vezet a numerikus eljarasok alkal-
mazasédhoz. Megvizsgaljuk, hogy ezen folyamat alatt milyen hibak terhelhetik a
végleges megoldast. Bevezetjiik a kondiciészam fogalmat, amely azt méri, hogy
egy feladat mennyire érzékeny a hibakra. Végiil megismerjiik a lebegépontos
szdmabrazolast.

2.1. Modellalkotéas

A numerikus matematika a folytonos matematika probléméaihoz konstruil megoldasi eljarasokat,
és elemzi azokat hatékonysaguk szempontjaboél. Ilyen eljarasokra altaldban azért van sziikség,
mert a folytonos problémat nem, vagy csak nagy nehézségek aran (sok id6 vagy pénz) lehetne
egzaktul megoldani. A folytonos matematikai problémék &ltalaban valamilyen més tudomanyag
teriiletérdl szarmaznak, pl. a fizika, kémia vagy a kozgazdasagtan teriiletérdl, és mig eljutunk a
feladat megoldésaig, altalaban tobbfajta egyszertsitéssel, modellel kell élniink. Ezeket a 1épéseket
szemlélteti a 2.1.1. &bra. Bar ebben a jegyzetben csak a numerikus és a szamitégépes modellekkel

’ A megoldandé probléma ‘
1

’ Tudomanyos modell ‘

1

] Matematikai modell \

7

’ Numerikus modell ‘

7

’ Szdmitigépes modell ‘

2.1.1. abra. Egy probléma megoldasahoz vezeté modellek.

fogunk foglalkozni, most egy példa erejéig bemutatjuk a modellalkotas t&bbi lépését is.

Példaként tekintsiik azt a fizikai feladatot, amikor egy inga lengésidejét szeretnénk meghata-
rozni. Esetiinkben ez a megoldandd probléma.

A feladat megoldasahoz természetesen élniink kell bizonyos alapfeltevésekkel, pl. azzal, hogy
az ingat ugy tekintjiik, mint egy silytalan kotélen 16g6 pontszerid testet, valamint hogy elha-
nyagolhatjuk a surlodasbol és a kozegellenallasbol szérmazo veszteségeket. A feladatot igy az
energiamegmaradas torvényét hasznalva oldhatjuk meg. Ez a tudomdnyos, jelen esetben a fizikai
modell.

Bevezetve az m jelolést a pontszert test tomegére, az [ jelolést a kotél hosszéra és g-vel jelolve
a gravitacios gyorsulést, az energiamegmaradas torvénye az

%le(QZ)’(t))Q + mgl(1 — cos ¢(t)) = mgl(1 — cos )

45
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alakban irhato fel, ahol ¢(t) a fiiggsleges egyenessel bezart szogét adja meg az inganak a ¢ id6
fiiggvényében. Feltessziik, hogy a t = 0 id6pillanatban ez a sz6g « volt (¢(0) = «). Az egyenlet
atrendezésébdl adodik, hogy

50) = =2 feos gD —cona

(Az elengedéstol a fiiggsleges helyzetig a ¢ (t) szogsebesség negativ). Innét szeretnénk a lengésidst
meghatéarozni. Ehhez osszuk el az egyenlet mindkét oldalat a jobb oldallal, és integraljuk mindkét
oldalt a [0,7/4] intervallumon, ahol T jelenti a keresett lengésiddt.

/T/4 gﬁ/(t)
0 —\/QT?\/cosgb(t)—cosa

Kétszer alkalmazva a helyettesitéses integralas képletét (masodszor a sind = sin(y/2)/ sin(a/2)
helyettesitéssel) a lengésidére az alabbi kifejezést kapjuk:

[« 1
T=2V2|- | ————=d¢
g Jo +/coso—cosa
71’/2 1
~oft | .
g Jo \/1—sin2(a/2)sin219
Ez a matematikai modell.

Az integral explicit alakban nem adhato meg (elliptikus integralrol van sz6), igy az integral
értékét valamilyen numerikus integralasi eljarassal kell kozeliteniink (1asd a 8. fejezetet). Ez adja
a numerikus modellt.

A numerikus modell altal meghatarozott szamitasokat szamitogépen végezziik el. Ez adja a
szdmitdgépes modellt. P1. | = 1m és g = 9.8m/s? vélasztas esetén a = 5°-os kezdeti kitérés esetén
T = 2.008035541s adodik lengésidének, mig o = 90°-ra T' = 2.369049722s.

Szokésos eljaras az is, hogy a matematikai modellben szerepls integralt tovabb egyszertsitjiik
ugy, hogy az 1/4/1 — x fliggvényt az x = 0 pontban sorbafejtjiik, a sorfejtést alkalmazzuk az
x = sin’(a/2) sin? ¥ valasztassal, majd elvegezziik az integralast. Ekkor azt kapjuk, hogy

l 1
T:27T\/;<1+4sin2(;+...>, (2.1.1)
ahonnét a lengésidé becsiilhets a
T =27 £
g

képlettel, amennyiben feltessziik az eredeti feladatban, hogy csak kis kitérésekre szeretnénk a
lengésid6t megadni. A példaban szereplé adatokkal a T' = 2.007089923s érték adodik, ami elég
jO kozelitése az o = 5°-ra szamitott kordbbi értéknek.

dt = T/A4.

2.2. A modellalkotas hibaforrasai

A modellalkotési folyamat sordn szamtalan helyen kovethetiink el hibakat. Ezek természetes vele-
jaréi a modellalkotasnak. A célunk az, hogy a modellekben 1év6 hibakat megbecsiiljiik és kontrolél-
ni tudjuk. Ha a modellalkotas végén nyert eredmény nem egyeztethets Gssze az eredeti feladattal,
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akkor a pontosabb megoldas érdekében a becslések alapjan tudunk véltoztatni a modelleken.
Megjegyezziik, hogy a hiba jelenléte egy modellben nem feltétleniil rossz. Gondoljunk csak arra,
hogy bizonyos esetekben éppen a hiba jelenléte eredményezi azt, hogy meg tudjuk oldani egzaktul
a matematikai modell egyenletét (pl. az inga példajaban a (2.1.1) sorfejtés csonkolasa).

Vegyiik most sorra a modellalkotas legfontosabb hibaforréasait (2.2.1. abra)!

Modellhiba: Altalaban a tudoméanyos modellek nem tiikrozik teljesen a valésagot. Az ebbsl
szarmazo6 hibat modellhibdnak nevezziik. Az ingas példaban pl. a kotél tomege biztosan
nem hanyagolhat6 el, a test sem tekinthet§ pontszertinek, és kozegellenéllas is van, stb.
Ezek elhanyagolasabol hiba keriil a modellbe.

Meérési hiba: A valodi probléma vizsgélatahoz sziikségilink van bizonyos paraméterek érté-
kére. Ezeket altalaban mérniink kell. Innét mérési hiba keriil a modellbe. Az ingas példaban
pl. meg kell mérniink a kotél hosszat, és tudnunk kell a gravitacios gyorsulés értékét.

Képlethiba: Amikor egy képletet kezelhet&ségének érdekében tgy egyszertsitiink, hogy bi-
zonyos részeit elhagyjuk, vagy egyszeriibbel helyettesitjiik, képlethiba keletkezik. Az ingas
példanal képlethiba keletkezett, amikor a (2.1.1) végtelen sorbol csak az els6 tagot tartottuk
meg kis a kezdeti kitérés esetén.

Diszkretizacios hiba: A numerikus eljarasok soran keletkezs hiba a diszkretizdcids hiba.
Abbol ered, hogy pl. a derivaltat differenciahanyadossal, az integralt részletGsszeggel és
altalaban a folytonos fiiggvényeket un. racsfiiggvényekkel kozelitjiik. Az ingas példaban az
integral kozelit6 kiszamitasanal keletkezett diszkretizacios hiba.

Kerekitési és dbrazolasi hiba: Ha szamitogéppel szamitunk ki valamit, akkor a bevitt ada-
tokat abréazolja a szamitogép a sajat szamrendszerében. Az ebbdl ereds hiba az dbrdzoldsi
hiba. A szamitasok soran kerekiteni fog a szamitogép, azaz kerekitési hibdt kovet el. Az ingas
példanal ilyen hibakat kovettiink el a lengésidé szamszerd kiszamitasa sorén.

’ A val6di probléma ‘

J modellhiba, mérési (6roklott) hiba

’ Tudomanyos modell ‘

J képlethiba

] Matematikai modell \

J diszkretizacios hiba

’ Numerikus modell ‘

} kerekitési és abrazolasi hiba

’ Szdmitigépes modell ‘

2.2.1. dbra. A modellalkotas hibaforrésai.
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A teljes modell elkészitése soran a modellhiban, a mérési hiban és a képlethiban nem nagyon
tudunk csokkenteni. Ezekrol el kell fogadnunk, hogy vannak (vagy mas modellt, pontosabb mé-
rémiszert vagy méas képletet kell alkalmaznunk). Az abréazolasi és kerekitési hibakrol is el kell
fogadnunk, hogy vannak, de a miiveletek tigyes szervezésével csokkenteni lehet ezeket. Ennek
lehetGségeit a 2.5. fejezetben és az egyes numerikus moédszerekkel foglalkozo fejezetekben fogjuk
majd bemutatni. A legtobbet a diszkretizacios hibaval fogunk foglalkozni majd. Ez a hiba alta-
laban tetszélegesen kicsivé tehets, de ennek az az ara, hogy a szamitogépes modell megoldésa
sokkal t6bb id6t fog igénybe venni.

2.3. A hiba mérése

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a modellalkotédsi folyamat sordn milyen hibak keriilhetnek a
modellbe. A hiba &ltalaban elkeriilhetetlen a modellezés sordn, de annak nagysaga altalaban
becsiilhetd.

Legyen x egy normélt tér tetszéleges eleme, melyet kozelitiink az & elemmel, amely a mérés,
képletcsonkolas, diszkretizacid, szamabrazolas vagy kerekités miatt eltér az x elemtdl.

2.3.1. definicio.

Az ||& — x| értéket, azaz a pontos x és a kozelité & elem tavolsagat az & kozelités (x elemhez
viszonyitott) abszolit hibdjanak nevezziik. Amennyiben ||z|| # 0, akkor az

£ — =]

]

hanyadost az & kozelités (z elemhez viszonyitott) relativ hibdjanak nevezziik.

Nyilvanvalé, hogy a relativ hiba sokkal jobban kifejezi a hiba nagysagat, hiszen az abszolut
hibat a pontos érték norméajahoz viszonyitva adja meg. Az abszolut és relativ hibakat altalaban
nem ismerjiik, hiszen kiszadmitasukhoz sziikségiink lenne a kozelitett = elemre, amit természetesen
nem ismeriink. Emiatt megadunk egy tn. abszolut és relativ hibakorlatot (jelolésiik altalaban Ax
és dx), melyek feliilr6l becsiilik a hibakat az ||z — z|| < Az és

& =all _ 5.

]

moé6don. Megjegyezziik, hogy a hibakorladtokat is a rovidség kedvéért altalaban csak egyszertien
hibanak hivjuk. Az 1.1.10. tételt alkalmazva az ||z — z|| < Az Osszefiiggésbdl a

Mzl = flzll] < Az
becslést nyerjiik, és igy irhatjuk, hogy
2] = (1 + 6)]|l], (2.3.1)

valamilyen || < dz konstanssal.

Erdemes megvizsgalni azt, hogy a valés szamokkal végzett alapmiiveletek soran hogyan visel-
kednek a hibak. Az egyszertiség kedvéért azt vizsgaljuk, hogy pozitiv valos szamokkal elvégezve
az alapmiveleteket, mi torténik a hibaval. Legyen tehat dx és dy az x és y pozitiv valos sza-
mok kozelitésének egy-egy relativ hibakorlatja. Ekkor a (2.3.1) egyenlGség miatt & = (1 + 0, )z és
9 = (1+4,)y, ahol |6,| < éx és |d,| < dy megfelels konstansok. Vezessiik be még a 6 = max{dz, dy}
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jelolést, melyrdl feltessziik, hogy mindig egynél kisebb értéket vesz fel, az alabbi képletekben. Ek-
kor az Osszeadés abszolit hibaja:

(@ +9) - (@+y)l =& —2)+ @ —y)| = |0ex + oyy| < 0(z +y)

és relativ hibaja

(@ +9)— (e +)] _
z+y -

J.
A kivonas abszolut hibaja

(@ =9)—(@—yl=1@-2) = @G-yl =02 —dyy| < d(z +y)
és relativ hibaja
@9 —@=y)l _sz+y
|z —y| |z -yl

A szorzas esetén az abszolat hibara azt kapjuk, hogy

[(29) — (y)| = |(1 + 02)(1 + by )zy — (zy)| = |6owy + Syxy + 620y xy| < 6(2+ 6)zy

és relativ hibaja
G3) ~ )l _ 50, 5,
xy

Az osztés esetén az abszolut hiba

1@/9)— (2/y)] = [(1+8,)/(1+6,)y — (x/y)] = ](8 12; - 1) :

és relativ hibaja
(&/9) — (z/y)| _ 20
x/y —1-4

A fenti hibabecsls képletek két dolog miatt tanulsdgosak. Az egyik a kivonas relativ hibaja,
amely két egymashoz kozeli szam kivonasa esetén nagyon nagy lehet. Sokkal nagyobb, mint a két
kivont szam relativ hibédja kiilon-kiilon. Két szam osztasanal pedig az abszolit hiba lehet nagyon
nagy, amennyiben az osztas nevezéje sokkal kisebb, mint a szamléaloja. A t6bbi esetben a hiba
kicsi, ha & és g hibaja is kicsi.

2.4. Feladatok kondicionaltsaga
A matematikai modellek altaldban (differenciil)egyenlet(rendszer)ek. Ezek altalanosan az
F(z,d)=0 (2.4.1)

alakban irhatok, ahol d ismert mennyiséget jelol (ezek a feladat un. bemeneti adatai), x az egyen-
let ismeretlenje (kimeneti adat), F' pedig egy megfelels fliggvény. A tovabbiakban feltessziik, hogy
d és x is egy-egy normadlt tér eleme, és ||.|| mindig az aktuélis térbeli norméat jelenti. Példaként
gondolhatunk az az? + bz + ¢ = 0 masodfoki egyenletre, ahol a d = [a, b, ¢]T vektor lehetne a be-
mend adat, az x = [z1, 22]7 pedig a megoldasvektor, de gondolhatunk differencislegyenletekre is,
ahol d megadja a kezdeti- és/vagy peremfeltételt, x pedig a differencidlegyenlet peremfeltételeket

kielégité megoldésa.
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2.4.1. definicio.

Azt mondjuk, hogy a (2.4.1) feladat korrekt kitizésd, ha In > 0 ugy, hogy a feladatnak
egyértelmt megoldéasa (jelolése z4454) van minden olyan d + dd esetén, melyre [|6d|| < n, és
3K (n,d) > 0 ugy, hogy ||[x4+sa — za|| < K(n,d)||dd|| (a megoldas folytonosan fligg d-tdl).

A fenti definiciot Hadamard' alkalmazta differencidlegyenletekre vonatkozo kezdeti- és perem-
értékfeladatok esetén [14]. Egyenesen azt allitotta, hogy csak korrekt kittizési feladatokkal érde-
mes foglalkozni, ami vissza is vetette egy idére mas feladatok megoldasanak vizsgélatat. Miért is
kell nem korrekt kittizésii feladatokkal is foglalkozni? Altalaban véve azért, mert ha a matemati-
kai modellekbe mérési adatok keriilnek, akkor az mar nem szolgéaltat korrekt kitiizési feladatot.
PL egy differencidlegyenlet megoldéasa korrekt kittizésd lehet, ha a peremfeltételt megadé fiigg-
vényt ismerjiik. Ez pedig a gyakorlatban a legritkibb esetben fordul el§, hiszen a fiiggvényérté-
keket csak mérni tudjuk, a méréseket pedig legfeljebb véges sok pontban tudjuk csak elvégezni.
Igy a feladatnak mar nem feltétleniil létezik egyértelmii megoldasa. Ebben a jegyzetben csak kor-
rekt kitiizésii feladatokkal foglalkozunk. A matematikai fizika és az analizis nem korrekt kitiizést
feladatainak jo Gsszefoglalasa talalhat6 a [22] monografidban.

2.4.2. példa. Nem korrekt kitiizésii feladat pl. az
z—{aeR|a*+a+d/4=0}=0

egyenlet megoldésa, ahol x az a® + a + d/4 = 0 egyenlet megoldasainak szémat adja meg
a d paraméter fliggvényében. Konnyen lathatd, hogy d < 1 esetén x = 2, d = 1 esetén
r=1,ésd > 1esetén x = 0. Azaz a d = 1 pontban a feladat nem korrekt kittizési. A
megoldas d paramétertdl valo folytonos fliiggése nem teljesiil. Ha a d paraméter valamilyen
mérési adat lenne, és pontos értéke d = 1 lenne, akkor ha egy kicsit is pontatlanul mériink,
akkor lényegesen megvaltozik a feladat megoldasa. ¢

2.4.3. példa. Tekintsiik az aldbbi két egyenletrendszert!

51 — 331z = 3.5 49z1 —331lxs = 3.5
6.131—3971‘2 = 5.2 6$1—397Z‘2 = 5.2

Lathato, hogy a két egyenlet csak az els§ egyenlet x; egyiitthatéjaban kiilonbdzik. Ez az
egylitthato a masodik egyenletrendszerben 2%-kal kisebb, mint az els6ben. Ez latszolag nem
nagy kiilonbség, de az els6 linedris egyenletrendszer megoldasa z; = 331.7, x5 = 5, a masiké
x1 = 8.1499, z9 = 0.1101, amik igencsak tavol allnak egyméstél. Ha az egyiitthaté mérési
eredménybdl szarmazik, akkor szinte semmit nem mondhatunk majd a megoldasrol, hiszen
kis mérési hiba is nagy valtozast eredményezhet a megoldasban. Legyen a d bemend adat az
elss egyenlet x; egyiitthat6ja, és a kimend adat az x = [z, 72]7 megoldasvektor. Kénnyt
latni, hogy ez a feladat a d = 5 pontban korrekt kitiizést, tehat a megoldas folytonosan fiigg
d-t6l. Akkor vajon mi okozza a megoldas nagymértékii valtozasat? Az, hogy a folytonossag

LJacques Salomon Hadamard (1865-1963), francia matematikus. F6bb kutatasi teriiletei a differencidlegyenle-
tek elmélete és a fliiggvénytan volt. Az O nevéhez fliz6dik a Cauchy—Hadamard-tétel a hatvanysorok konvergencia-
sugararol vagy az Hadamard-méatrixok vizsgalata. Fontos szdmelméleti eredménye a primszamtétel, mely szerint
az n-nél nem nagyobb primszamok szama tart n/lnn-hez, ha n tart végtelenhez. Hadamard bévebb életrajza
megtalalhaté pl. a http://www.gap-system.org/ history/Mathematicians/Hadamard.html honlapon.
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2.4.4. definicié.

A
. Nwatsa — zall/l|zall
k(d) = lim
@)= i ™ san/nal

érteket a (2.4.1) feladat (relativ) kondiciészamdnak nevezziik.

A kondiciészam tehat szemléletesen azt méri, hogy pl. a bemend adat 1%-os megvaltozasa hany
szézalékos valtozast eredményez a megoldasban. Ha a kondiciészam kicsi, akkor jol kondicionalt
feladatrol, ha pedig nagy, akkor rosszul kondicionalt feladatrél beszéliink. Hogy mit értiink kicsin
vagy nagyon, az mindig az aktuélis feladattol elvart viselkedés fliggvénye. A kondicidészam, ahogy
jeleztiik is, a d paraméter fiiggvénye. Amennyiben x4 vagy d nulla, a relativ kondiciészam nem
értelmezhetd.

2.4.5. definicié.
A

. |Tatea — zdl
d) =1 e
rabs(d) = lim == o

érteket a (2.4.1) feladat abszolut kondiciészamdnak nevezzik.

Korrekt kitiizést feladatok esetén d egy kiornyezetében az x44s54 (egyértelmii) megoldas felir-
hatoé 4454 = G(d+ dd) alakban, ahol a G fiiggvényt megolddfiggvénynek hivjuk. Amennyiben a
G fiiggvény differencialhatoé d-ben, a relativ kondiciészamra a

IG" ()]l - lldI
r(d) = —r =
1G(d)]]
mig az abszolut kondiciészamra a
Fans(d) = |G/ ()]

formulét nyerjiik.

2.4.6. példa. A 2.4.3. példaban szerepld egyenletrendszer esetén a kondicioszamot 2-es nor-
méban szamolva £(5) & 1985 adodik, ami azt jelenti, hogy a d paraméter 2%-os valtozasa a
megoldasvektor 2-es normajat 3970%-kal is megvaltoztathatja. Igy érthet, hogy a megoldas
annyira nagyot valtozhatott. ¢

Természetesen a modellalkotés sorén keriilni kell a rosszul kondicionalt feladatokat, vagy leg-
alabbis j6 tudnunk egy feladatrol, hogy annak megoldasa rosszul kondicionalt. Ennek jelentGsége
onnét latszik, hogy egy rosszul kondicionalt feladatban, ha a bemend adatok mérési eredmények,
akkor egy kis mérési pontatlansag is jelentGsen megvéltoztathatja a feladat megoldésat.

2.5. Gépi szdmabrazolas és kovetkezményei

Ahhoz, hogy megértsiik, hogy a kerekitési és dbrazolasi hibak honnét szarmaznak, ismerniink
kell, hogy a szamitégépek hogyan kezelik a valos szdmokat. Természetesen szamtalan kezelési
mod létezik. Mi ezek koziil a MATLAB éltal hasznélt dupla pontossagu lebegépontos szamokkal
fogunk foglalkozni. A MATLAB lebegépontos szamrendszere a kettes szamrendszeren alapszik.
Ennek ellenére a konkrét szampéldékat tizes szdmrendszerben mutatjuk be, hiszen azok sokkal
megszokottabbak, és a jelenségek hasonléan érvényesek a kettes szdmrendszerben is.
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2.5.1. példa. Felsorolunk néhany MATLAB altal szolgéltatott eredményt.

e A MATLAB tg(n/2) értékére az 1.6331e + 016 értéket adja, ami nyilvanvaloéan hibas,
hiszen 7/2-nél nincs is értelmezve a tangens fiiggvény.

o 27107 — 494066 — 324, de 271974 /2 = (0 és 271074 . 1.2 = 4.94066e — 324 = 271074
ami megintcsak hibés.

e 10310 =Inf.

e Osszetettebb példaként tekintsiik az alabbi eljarast m értékének meghatarozéasara [15]:
Jelentse y;, az egységkorbe irt szabélyos 2F-szog félkeriiletét. Ekkor nyilvan y, — =, ha
k — oo. Tovabba érvényes az

Y1 = 2’““\/; (1 - W)

rekurzi6, ahol y; = 2, yo = 2v/2, .... Az iteraciot szamitogépen végrehajtva az alabbi
szamokat kapjuk: y19 = 3.14158627, y12 = 3.14166137, ..., y19 = 3.70727600, . ... Azaz
szemmel lathatéan a sorozat nem tart w-hez. Ebben a feladatban a matematikai vagy
numerikus modell a 7 értékét szolgaltatja, de a szdmitogépes modell mar nem.

A szamitogép két egysége jatszik fontos szerepet a szamitasok elvégzésénél. Az egyik a pro-
cesszor (CPU=central processing unit), a méasik pedig a memoria. A processzor végzi a miivele-
teket, a memoridban pedig a mtveletekhez sziikséges adatokat taroljuk. Innét régton lathatjuk,
hogy pl. irraciondlis szamokat vagy végtelen szakaszos tizedes torteket nem tudunk szamitogé-
pen tarolni. A memoria méretének korlatozottsagabol kovetkezik, hogy csak véges sok racionélis
szamot tudunk a memoridban elhelyezni. Megjegyezziik, hogy mivel a szamitégépek a kettes szam-
rendszert hasznaljak altalaban a tarolashoz, ezért pl. az 1/10-et sem tudjék pontosan eltarolni,

hiszen az
1 1 1 1 1 1 1

0 2wt tEtytortam
egyenlGség miatt kettes szamrendszerben az 1/10 végtelen szakaszos tizedes tort.
A valés szamok abrazolasira a legelterjedtebb moédszer az tn. lebegépontos szamabrazolas.?
Ebben az esetben a valés szamot a

+ ...

T I AT
( +ar et e

) = ap.a102...0p—1 X bk (251)
alakban irjuk fel (ha lehet), ahol b a szamabréazolas alapja, p a szerepld szamjegyek (mantissza)
szdma, és k a kitevs (karakterisztika). Az a; (i = 0,...,p—1) szdmjegyekrol feltessziik, hogy azok
az alapnal kisebb nemnegativ egész szamok. Ha ag # 0, akkor azt mondjuk, hogy a felirt szam
normélalakban van. Ha normélalakban irjuk fel a szdmokat, akkor az abrazolasuk egyértelmii lesz.
Természetesen, ha egy valos szdm nem irhat6 fel ilyen alakban, akkor a szamot kerekiteniink kell.
Megmutathato, hogy a kerekités szokdsos szabalya miatt (nevezetesen, hogy az 5-0s szamjegyet
felfelé kerekitjiik) a szamitasok értéke bizonyos esetekben felfelé tolodhat, igy a szamitogépek

2A lebegSpontos szamabrazolas bevezetése Konrad Zuse (1910-1995) német mérnsk nevéhez kothetd, aki t&bb
szamitogépet is épitett az éppen a masodik vilaghaborira késziil6d6 Németorszagban. Eredményeire nem figyeltek
akkoriban fel. Mar 1941-ben létrehozott egy jelfogokkal miikédd, a lebeg6pontos kettes szamrendszeren alapulo,
teljesen programozhatd szamitogépet [37].
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altalaban a parosra kerekités (angolul: round to even) szabalyat hasznaljak. Azaz pl. a 3.155-6t a
szokdsos modon 3.16-ra kerekitjiik felfelé (a 6 paros), a 3.145-6t viszont 3.14-re lefelé kerekitjiik
(a 4 paros).

Konnyen lathato, hogy a lebegGpontosan abrazolhaté szamok rendelkeznek az aldbbi tulaj-
donsagokkal:

o Csak véges sok racionalis szidmot tudunk elGallitani.

o A lehetséges szamok nem alkotnak testet. Pl. nem kommutativ vagy asszociativ az Gssze-
adas). (pl.: 123.440.0440.0340.02+40.01 kétféle sorrendben Gsszeadva més-mas eredményt
adap=4,b=10, k= —2,...,2 lebeg6pontos szamrendszerben (jelolése: F'(4,—2,2)).

o Az elgallithato szamok korlatos halmazt alkotnak. Pl. F'(4, —2,2)-ben a legnagyobb eldallit-
hato szam a 999.9, a legkisebb pedig -999.9. Ha ezeknél nagyobb abszolit értékii lesz egy
szamitas eredménye, akkor tulcsordulésrél beszéliink.

e A nulla koriil "relativan nagy tr van". Pl. F(4, —2,2)-ben a legkisebb pozitiv elgéllithato
szdm normal alakban 0.01, nem norméal alakban 0.00001. Ha ezeknél kisebb pozitiv szdm
lesz a szamitas eredménye, akkor azt mar nullaként abrazolja a szamitogép (alulcsordulas).

e Az 1 utani legkisebb el6allithaté szam az un. gépi epszilonnal (g4) nagyobb 1-nél. Az
F(4,—-2,2) rendszerben ez 0.001.

A MATLAB dupla pontossagu lebegépontos szamrendszere a kovetkezs strukturaju: A sza-
mokat kettes szamrendszerben (a (2.5.1) eléallitasban b = 2) allitja el 64 bitnyi tarhelyet felhasz-
nalva. Egy biten taroljuk az elgjelet (0 = +,1 = —). 52 biten a mantisszat taroljuk, pontosabban
annak a tizedespont utani részét, hiszen normalalak esetén a tizedesponttol balra mindenképpen
1-esnek kell szerepelnie. 11 biten a karakterisztika tarolédik gy, hogy a kitev6hoz hozzdadunk
1023-at, és az igy nyert szam 2-es szamrendszerbeli alakjat taroljuk. Igy a karakterisztika -1023-t61
1024-ig tarolhato. A -1023-as karakterisztika a 0 (ha a mantissza is csupa nulla) ill. annak jelzé-
sére szolgal, hogy az adott szam nincs normalalakban (ilyenkor az értéke 40.a; ... asy x 271922),
A csupa 1-essel kodolt 1024-es karakterisztika specidlis célokra foglalt. Ha a mantissza nem nulla,
az azt jelenti, hogy a szamitas mivelete nem szam (jelolésben NaN = not a number). Ilyen pl. a
0/0 miivelet eredménye. Ha a mantissza nulla, akkor az elgjelbit szerint vagy +oo-t, vagy —oo-t
jelol.

A legnagyobb abrazolhat6 pozitiv szam az

M =1.111...111 x2'923 = 1.79769 x 1038
52db
és a legkisebb abrazolhat6 pozitiv szam
m =0.000...0001 x 271922 = 4.94066 x 10~3%4.
51db

Vegyiik észre, hogy mig az elsg szam normalalakban van, addig a masodik nem. A normalalakban
abrazolhato legkisebb pozitiv szam az

1.000...000 x271022 = 2 29507 x 107398,
N—_———
52db

Az l-et az
1=1.000...000 x2°
———

52db
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modon dbrazolhatjuk. Az 1-nél nagyobb legkisebb abrazolhat6 szam az

1.000...0001 x 2°,
N———
51db

ami €, = 2752-nel nagyobb mint az 1.
Jelentse fl(z) egy z € R, —M < x < M valos szam lebegSpontosan dbrazolt képét.

2.5.2. tétel.
Legyen —M < z < M. Ekkor

g0,  halz| <eq,
i) = ai]| £
|fi(z) —{592“”, ha gg < |z| < M.

Bizonyitas. A tétel elsS része trivialis. Essen x az z; < x; szomszédos lebegGpontos szamok
kozé. Legyen x; mantisszija p jegyt, és karakterisztikdja k. Ekkor

@ TP gglzl o

x
(@) -l < 2 — <

Az ¢4 gépi epszilon felét gépi pontossignak nevezziik. Jelolése u. A gépi pontossag tehat a
lebeg6pontosan adbrazolt szamok relativ hibakorlatja. A fenti tétel kdzvetlen kovetkezménye, hogy
egy M-nél nem nagyobb abszolut értéki valos szam lebegSpontos képére igaz az fl(x) = (1+0)x
egyenlgség, ahol |0] < u.

Egy szamitogépes szamitast leegyszertsitve ugy képzelhetjiik el, hogy a processzor megkapja
azt a két szamot, amikkel miiveleteket kell végeznie, lebeg&pontossa alakitja cket, ezekkel ponto-
san elvégzi a miiveletet, majd pedig kerekiti az eredményt gy, hogy lebegépontosan abrazolhato
legyen. Legyen ¢ egy tetsz6leges miivelet valés szamok kozott. Ekkor az x és y valdés szamokkal
szamitdgépen a kovetkezd értéket kapjuk a mivelet eredményére:

aloly == fI(fi(x) o fi(y)).

Nézziink meg két alapmiiveletet (a kivonést és az osztast), hogy hogy viselkedik lebegSpontos
szamokkal végrehajtva! El6szor vizsgaljuk a kivonas relativ hibajat (z,y > 0).

-y — (@ -yl _ [z +6) —y(1+6,))(1+05-) — (z—y)|

lz =yl lz —y
(262 — ydy)(1 +0-)
|z -y

r+y
lz -yl

+10-] <u(l +u) +u,

ahol [0, [0y, ]0—| < u.

Ha z kozel van y-hoz (azaz két egyméshoz kozeli szamot vonunk ki egymaésbol), akkor a
kiilonbség relativ hibdja joval nagyobb lehet, mint a gépi pontossag.

Két kozeli szam kivonésanél abbdl is ered hiba, hogy a mantissza hossza véges. Ezt a jelenséget
kiegyszerisodésnek nevezziik. A jelenség szemléltetésére mutatunk be most két példat.
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2.5.3. példa. Tekintsiik az F'(10, —10, 10) szdmrendszert. Ebben irjuk fel az alabbi gyokoket:
V9876 = 9.937806599 x 10', /9875 = 9.937303457 x 10,

Most vonjuk ki egymasbol a két szamot.

V9876 — V9875 = 0.000503142 x 10* = 5.03142 0000 x1073.

értelmetlen

A megjelens 4 darab nulldnak a szamitasokhoz nincs semmi kéze, abbdl erednek, hogy a
szamjegyeket balra toltuk a mantisszdban a normaélalak 1étrehozasahoz.
A kiegyszertisddést kikiiszobolhetjiik a nevezetes szorzat alkalmazaséaval:

1
VIBT6 — VIBTS =

V9876 + V9875

Jol mutatja a két szamolas kozti kiilonbséget, hogy az els6 érték relativ hib4ja 2.6 x 1077,
mig a masodiké 1.6 x 10710, o

= 5.031418679 x 10>,

2.5.4. példa. A 2.5.1. példaban is a kiegyszertisodés okozta a gondot. Ha k novekszik, akkor
1 — /1 —(27Fy;)? masodik tagja egyre kozelebb lesz 1-hez, igy kiegyszertisodés lép fel. A
jelenség nyilvan kikiiszobolhets a képlet megfelels atirdsaval, nevezetesen az

2
Y =Y
k41 k\/l Y =

iteraciéban méar nem 1ép fel kiegyszertisodés. ¢

Most vizsgaljuk az osztas hibajat! Legyenek x és y pozitiv szamok.

(1+6z)
(1+40y)

X
146 —1’§
( /) ”

(1+u)?
1—u

| 8

oy

—1’2y(3u+(’)(u ).

ahol [0z|,[dy,|6/| < u. Ez mutatja, hogy az osztds abszolut hibdja nagyon nagy lehet, ha a
nevezGben szerepld szam joval kisebb a szdmlalonédl. Megjegyezziik, hogy a relativ hiba 3u (azaz
gépi pontossag) nagysagrendd.

Azt, hogy a lebegSpontos szamokkal milyen méddon kell szdmolni ill. hogy hogy kell kerekiteni
6ket, szabvanyok rogzitik. A legelterjedtebb ilyen szabvany az IEEE 745-6s (IEEE=Institute of
Electrical and Electronics Engineers [16]). Az interneten t6bb, a lebegépontos szamokat szemlél-
tetd alkalmazas érhetd el. Ezek koziil ajanlunk kettSt a [17, 38] honlapokon.

A szamitégépen megirt programokat jol jellemzi az, hogy végrehajtasuk soran hény lebegépon-
tos miveletet (4, —,-, /) hajtunk végre. Ezek megszamolasaval Gsszehasonlithatunk két eljarast
futéasi sebesség szempontjabol. A miiveletigényt altalaban flop-ban szoktuk mérni (floating point
operation).

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



56 2. MODELLALKOTAS ES HIBAFORRASAI

2.6. A fejezettel kapcsolatos MATLAB parancsok

>> realmin % A legkisebb abazolhatd pozitiv szam.
ans =

2.225073858507201e-308
>> realmax % A legnagyobb abazolhatd pozitiv szam.
ans =

1.797693134862316e+308
>> eps % A gépi epsilon.
ans =

2.220446049250313e-016

Végezziink el egy kisérletet arra vonatkozoan, hogy a szamit6gép mennyi idS alatt hajt végre 108
lebegGpontos miveletet. A futasi id6t a tic (stopper indul) és toc (stopper megéll) parancsokkal
mérhetjiik. Vizsgaljuk az Osszeadést, a szorzast és az osztast.

>> x=sqrt(2); tic, for i=1:10"8 x=x+1; end, toc;
x=sqrt(2); tic, for i=1:10"8 x=x*1.00000001; end, toc;
x=sqrt(2); tic, for i=1:10"8 x=x/1.0000001; end, toc;

Elapsed time is 47.930000 seconds.
Elapsed time is 49.164000 seconds.
Elapsed time is 66.737000 seconds.

Lathato tehat, hogy az Osszeadéashoz és a szorzdshoz szinte pontosan ugyanannyi idé kellett,
mig az osztashoz kb. 36%-kal tébb. Az adatok azt jelentik, hogy a hasznalt szamitégép kb. 2 x 108
miiveletet (specidlisan szorzést) képes 1 masodperc alatt elvégezni.

2.7. Feladatok

Lebeg&pontos szamabrazolas

2.7.1. feladat. Vizsgaljuk meg, hogy korrekt kitiizésti-e az x+dy = 1, dr+y = 0 egyenletrend-
szer a d valos paraméter fiiggvényében! Adjuk meg a kondiciészamot maximumnorméban!

2.7.2. feladat. Vizsgaljuk meg az x = —d + Vd? — 4 kifejezés kondicionaltsagat a d valtozd
fiiggvényében! Milyen d értékek esetén lesz korrekt kitiizést a feladat? Adjunk meg olyan d értéket,
melyre a (relativ) kondicioszam 100-nal nagyobb!
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2.7.3. feladat. Az a = 0.001 valasztas mellett A = 1—1/(1—2a) értéke —0.002004008016. Hata-
rozzuk meg mi is A értékét egy tizes szadmrendszert, hatjegy mantisszas lebegépontos szamokat
hasznal6 szamitogépen! Javasoljunk numerikus szempontboél jobb szdmolast A-ra, és végezziik el
ugy is a szamoléasokat!

2.7.4. feladat. Az a = 1000 valasztas mellett A = 1/(v/a + 1—+/a) értéke 63.26136064087. Ha-
tarozzuk meg mi is A értékét egy tizes szamrendszerti, hatjegy mantisszas lebeg&pontos szamokat
hasznél6 szamitogépen! Javasoljunk numerikus szempontbél jobb szdmolast A-ra, és végezziik el
ugy is a szamoléasokat!

2.7.5. feladat. Egy 10-es szamrendszeren alapuld szamitégép a sinx, cosx, x? fiiggvények
értékeit pontosan szamolja, majd az eredmények &brazolasanal hatjegyd mantisszara kerekit.
Hatérozzuk meg ezen a szamitogépen az f(x) = cos® z — sin’ z fiiggvény értékét az x = 0.7854
helyen! Mekkora a szdmitott eredmény relativ hibdja? Indokoljuk az eredményt! Javasoljunk jobb
képletet az f(x) érték kiszamitaséaral

2.7.6. feladat. Trjunk MATLAB programot az

1
Yht1 = 2k+1\/2 (1 —y/1- (2_kyk)2>

iteracio vizsgalatara! Hasonlitsuk Ossze az eredményt az

2
Y =Y
k1 k\/l I )

iteraciovall Magyarazzuk meg az eltérést!

2.7.7. feladat. Trjunk MATLAB programot az

e’ = lim g —
n— 00 4 7!
1=0

sor Osszegének kiszamitasara. Futtassuk negativ értékek esetén (pl. x = —25)! Mit tapasztalunk?
Adjunk magyarazatot a jelenségre! Javasoljunk jobb médszert e =2 kiszamitasara!

2.7.8. feladat. Legyen F(p, kmin, kmax) @ tizes alapt lebeg6pontos szamok halmaza (p a man-
tissza hossza, kmin €S kmax pedig a minimélis és maximalis karakterisztikat jelentik), ahol p a
mantissza hossza, és knyin s kmax a karakterisztika legkisebb és legnagyobb értéke. Adjuk meg az
F(1,-2,2) rendszerben megadhat6 szdmokat!

2.7.9. feladat. Adjuk meg az F'(1,—2,2) rendszerben az 1/3, 1/900, 20-200, (((2+0.1)40.1)+
-++40.1) (10 6sszeadas), (((0.1 +0.1) +0.1) +--- 4+ 0.1) 4 2 értékeket!

2.7.10. feladat. Adjunk meg olyan lebegGpontos szamrendszert (F(p, kmin, kmaz)), melyben
az alabbi szamok abrazolhatok!

a) 5,50,500,5000;

b) 5,5.5,5.55;

¢) 5,0.5,0.05,0.005;

d) 5,55,555,5555.

2.7.11. feladat. Milyen lebeg6pontos szamrendszerben szdmolhaté kerekités nélkiil
2.2-3.45,1/80, 2 x 10% - 7 x 102?
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Ellen6rzé kérdések
1. Milyen tulajdonsagai vannak egy korrekt kittizést feladatnak?
2. Mikor mondjuk egy korrekt kitiizést feladatrél, hogy rosszul kondicionalt?

Hogy abréazolja a MATLAB a valos szamokat, és milyen kovetkezményei vannak ennek?

-

Soroljuk fel azokat a lebegGpontos miiveleteket, melyek nagy hibéaval rendelkezhetnek!
5. Mekkora a MATLAB gépi pontossaga?
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3. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy hogyan oldhatunk meg négyzetes,
teljes rangi matrixu linedris egyenletrendszereket. Elgszor megismerkediink a
linearis egyenletrendszer megoldasanak kondicionaltsagaval. Ezutan ismertet-
jik a Gauss-moddszert és a vele kapcsolatos matrixfelbontasokat. Majd attériink
az iteraciés megoldasokra. Néhény egyszert iteracios eljarason kiviil ismertet-
jik a gradiens és konjugalt gradiens médszereket is.

3.1. Lineéaris egyenletrendszerek megoldhatésaga

A lineéris egyenletrendszerek altalanos alakja a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy adottak az a;; és b;
szamok (1 =1,...,m;j =1,...,n). Keressiik azokat az z; szdmokat (j = 1,...,n), melyekre

a1121 + - -+ 1Ty = by

a21%1 + - + 2Ty = b

Am1T1 + + Gy Tn = bm

Bevezetve az aj = [aij,...,an;]" jeldlést (j = 1,...,n) az egyenletrendszer n. vektoros alakban
is megfogalmazhato: keressiik azokat az x; szdmokat (j = 1,...,n), mellyekkel a
by
_ ba
b= .
bm,
vektor az

Z‘1§1+-~-—|—J)n§nzg

modon irhatéd fel linearis kombinédcioként. Az Gn. matrixos, az elméleti vizsgdlédasok soran a
leggyakoribb, alak agy adhaté meg, hogy bevezetjik az

aixr a2 ... Qin

a21 az2 ... QG2n
A =

am1 Am2 cee Qmn

tn. egyiitthatématrixot. Keressiik azt az X n-elemt oszlopvektort, mellyel AX = b. A linearis
algebrabdl jol ismert az alabbi tétel.

99



60 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

3.1.1. tétel.

Egy AX = b linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhaté, ha az A egyiitthato-
métrix és a b vektorral kibGvitett egyiitthatomatrix rangja megegyezik: r(A) = r(A|b). Ha
az egyenletrendszer megoldhato és r(A) < n, akkor végtelen sok megoldas van, ha r(A) = n,
akkor egyértelmi a megoldas.

Ebben a fejezetben egészen a 3.7. alfejezetig feltessziik, hogy az egyenletrendszer matrixa
négyzetes, és hogy az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van csak. Ennek sziikséges és
elégséges feltétele, hogy az A € R™*™ matrix determinénsa nullatol kiilonb6zzon. Azt is feltessziik,
hogy az egyenletrendszer egyiitthatoi valds szamok. A tételek kénnyen atfogalmazhatok komplex
maétrixokra is.

3.2. Linearis egyenletrendszerek kondicionaltsaga

Lattunk mar példat arra, hogy az egyiitthatok kis véltozéasara is sokat valtozhat egy linearis
egyenletrendszer megoldédsa. Ebben a fejezetben megvizsgéljuk, hogy ez a véltozas minek a ko-
vetkezménye. Legyen tehat A € R"™*" b € R" és det(A) # 0. Legyen X az AX = b linearis
egyenletrendszer megoldésa.

Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor megvaltoztatjuk, mas széval perturbaljuk, az egyenlet-
rendszer jobb oldali vektorat (bemend adat) egy b vektorral. Ekkor dltaldban az egyenletrend-
szer megoldasa (kimend adat) is megvaltozik, azaz X helyett X + 0% lesz a megoldas valamilyen
megfelel dX vektorral.

A(X+ %) =b+ b

Jelentsen ||.|| egy tetsz6leges vektornormat és az altala indukalt matrixnormat. Ekkor a linearis
egyenletrendszer megoldasfiiggvénye

X =G(b) = A™'b,
igy a relativ kondiciészam

= IAT bl _ AT AL =]

H(b> ||A715|| = ||i|| = HAH : ”A_ H = "{(A)

A relativ kondicidszam tehat feliilrsl becsiilhetd a matrix és inverze norméjénak szorzataval.
Mivel ez a szorzat sokszor el6fordul kiilonbo6z6 becslésekben, ezért kiilon nevet adunk neki.

3.2.1. definicio.

Legyen A € R™ ™ regularis matrix. Ekkor a x(A) = ||A|| - ||[A ™| szamot a mdtriz kondicié-
szamdnak nevezzik.

A matrixok kondicidszama fiigg a hasznalt matrixnorméatol. Ezt néha jelezni szoktuk a kon-
diciészam indexeként, azaz pl. kK2(A) a 2-es normabeli kondiciészamot jelenti.
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3.2.2. tétel.

Egy A € R™" matrix indukalt matrixnormaban vett kondiciészamara a kovetkezd tulajdon-
sagok érvényesek:

o K(A) >1,
o k(A)=kr(ATY),
o k(aA) =k(A), a #0,

Ortogonalis matrixra ko(A) = 1,

Szimmetrikus matrixokra £(A) > [Amax/Amin|, tovabba k2 (A) = |Amax/Amin|, ahol Apax
és A\min a legnagyobb és legkisebb abszolut értéki sajatértéket jelenti.

Bizonyitds. Az els6 allitas kovetkezik az indukalt matrixnormékra vonatkozo 1 = ||E| =
|AA™Y| < ||A]l - ||A™Y| becslésbsl. A masodik és harmadik allitas trivialis. A negyedik allitas-
ban azt alkalmazhatjuk, hogy ortogonalis matrixok 2-es norméja 1. A szimmetrikus matrixokra
vonatkozo 6todik allitas az 1.2.30. és 1.2.31. tételekbdl és abbol kovetkezik, hogy regularis métrix
inverzének sajatértékei az eredeti matrix sajatértékeinek reciprokai. B

3.2.3. megjegyzés. Természetesen az el6zd tételben a masodik és a harmadik tulajdonsag nem
csak indukalt normara, hanem barmilyen matrixnormara is teljesiil. Tehat csak az els6 allitashoz
és az 6t0dik allitas els6 részéhez hasznaltuk fel, hogy a kondiciészamot indukélt matrixnorméban
mérjiik. o

3.2.4. példa. Nagyon nagy kondiciészamt matrix pl. az an. Hilbert-méatrix. Az (n x n)-es
Hilbert-matrix elemeit (H,,); ; = 1/(i+j—1) médon definidltak. Pl. a 6 x 6-os Hilbert matrix
alakja igy

1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10
1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11

Hs

Erre a matrixra x2(Hg) ~ 1.6 x 107, mig a (10 x 10)-es matrixra x2(Hyg) ~ 3.5 x 10, o

Most térjiink &t arra az esetre, amikor nemcsak a jobb oldali vektor, de maga az egyiitthato-
métrix is valtozik. El6szor két kisebb tételt igazolunk.

3.2.5. tétel.

Legyen S = E + R € R™", ahol |R| =: ¢ < 1 valamilyen indukalt normaban. Ekkor S
regularis, és
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Bizonyitéas. Legyen X € R™ egy tetszbleges vektor. Ekkor X = SX — RX, azaz ||X|| < ||SX|| +
IRx]. Igy

ISx[| =[x = [Rx[| = [Ix][ = [R][ - [Ix]| = Ix[[(1 = [R]}) = [Ix[|(1 - q),

ami mutatja, hogy X # 0 esetén SX # 0, azaz S regularis. Emellett

Is™'z| x| 1
—— = —- < :
[z >~ xz0 [SX|| ~ 1—¢

S

Z=95SX

HSAH = sup [ |
Z#£0
3.2.6. tétel.

Legyen A € R"*" regularis métrix, és tegyiik fel, hogy ||[A"'6A| < 1 valamilyen indukalt
norméaban. Ekkor az A + § A matrix is regularis, és

A7
A+6A)7Y < ”7.
i == |AT16A||

Bizonyitas. Mivel ||[A™'6A|| < 1, igy az el6z6 tétel miatt E+ A~'5A regularis. Vegyiik észre,
hogy

(A+6A)(E+A'6A) 'A™") = (A+5A) (A(E+A'5A)) ' =E.
Ezért A 4 8A inverze az (E 4+ A~'8)~"A ™! matrix, és igy
1
A+0A)7 Y <BE+ASA) Y AT < —————— - |A7Y. =
(A -+ 68)7] < I ) 1A € T A7

3.2.7. tétel.

Tegyiik fel, hogy az AX = b egyenletrendszer helyett az (A +3A)y = b+48b perturbalt egyen-

feltétel valamilyen indukalt normaban. Ekkor a perturbélt egyenletrendszernek is egyértelmii
megoldéasa van. Ezt a megoldast y = X + dx alakban irva érvényes az alabbi becslés:

0% _ K(A) , (|6b|| |6A||> .
X[l — 1—xs(A)[SA[/IIA]l \ [b] ~ [A]
Bizonyitas. Mivel |A| < 1/|[A7Y|, ezért ||[A"16A|| < 1. Igy A + SA regularis. Tovabba

0% = (A +5A)"(6b — §AX).
Alkalmazzuk az el6zé tételt.

oxl) < — AL (5B) + 5] - 1)
T 1-||AT8A]
AT A <||6b| , Al ||x||> |
1 jatea] \TAl T AT
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Innét

lox]| _ AT -l|A] ( |3b| |5A>
X~ 1~ AaTtsA| A=l (Al

H(A) (lsbl 5]
= T n(A)|[6A]/A] (nbn ||A|)"

Erdemes egy kicsit elid6zni a fenti tétel allitasan. A benne szerepls képlet azt fejezi ki, hogy
a megoldas relativ hibaja fligg az egyiitthatomatrix és a jobb oldal relativ hibajatol. A képletben
szorzdtényezdként szerepel még viszont az egyiitthatomatrix kondiciészdma. Ez mutatja, hogy a
megoldas relativ hibaja tugy is nagy lehet, ha az egyiitthatomatrix és a jobb oldal hibaja nem tul
nagy, de az egyiitthatématrix kondiciészama nagy.

A gyakorlatban egy egyenletrendszer megoldasa soran az egyiitthatématrix és a jobb oldali
vektor tobb dolog miatt is perturbalédhat. Pl. amiatt, hogy az elemeik mérési adatok, igy hibaval
terheltek. De még csak nem is kell hibaval terheltnek lenniuk az adatoknak, hiszen magéibol a
lebegépontos abrazolasbol is szarmazik hiba. Csak egy A + §A matrixot és egy b + db vektort
tudunk abrazolni az eredetiek helyett. Ezekre érvényesek a |0 A ||oo < ul|A s és [[6b]/oo < ul/bl|oo
becslések!. Tegyiik fel, hogy koo (A)u < 1/2. Ekkor még ha kerekitési hiba nélkiil oldjuk is meg
az egyenletrendszert, az X megoldasra érvényes az

1% — Xl

[1%loo

< 4duko(A)

becslés. Ez a hiba nagyon nagy lehet, ha a kondiciészdm nagy.

3.3. Gauss-modszer

A lineéris egyenletrendszerek megoldasi modszereit két nagy csoportba oszthatjuk: dn. direkt
és iteraciés modszerek. Direkt modszerek esetén a megoldast véges sok aritmetikai miivelettel
allitjuk el6. Ha minden 1épést pontosan szamolunk, azaz a lépések nem terheltek a lebegGpontos
szamolasbol szarmazo hibakkal, akkor pontosan megkapjuk az egyenletrendszer megoldésat. Ilyen
megoldasi moédszer pl. a Cramer-szabély. Megjegyezziik persze, hogy ennek alkalmazasa haromnal
tobb egyenlet esetén egyaltalan nem praktikus. Iteraciés moédszerek esetén egy, a megoldashoz
tarto vektorsorozatot allitunk els, és ennek egy megfelels elemével kozelitjiik a megoldéast.

Kisméret linearis egyenletrendszerek megoldésat altaldban ugy végezziik, hogy valamelyik
egyenletbdl kifejezziik valamelyik ismeretlent, és azt a tobbi egyenletbe helyettesitjiik. Ezzel a
moédszerrel az ismeretlenek szama eggyel csokkenthets. Masik lehetség, hogy valamelyik egyen-
let egy ligyesen valasztott szamszorosat kivonjuk egy masik egyenletbdl, kiejtve ezzel valamelyik
ismeretlent. Felcserélhetiink egymaéssal egyenleteket is, hiszen ezek sorrendjétsl nem fiigg a megol-
dés. Felcserélhetjiik a valtozokat is, csak az egyenletrendszer megoldasanak felirasakor figyelembe
kell majd venniink ezt a cserét. Ezekkel a modszerekkel ismét csokkenthetd az ismeretlenek szama.
A felsorolt eljarasok egyike sem valtoztatja meg az egyenletrendszer megoldésat. Természetesen
nagymeéret egyenletrendszerek megoldasdhoz vagy egy linearis egyenletrendszerek megoldésa-
ra szolgalo program elkészitéséhez a fenti eljarasokat valamilyen szabédlynak megfelelGen kellene
alkalmaznunk.

A legegyszeriibb, de maig nagyon sokszor hasznélt, direkt linearis egyenletrendszer megol-
d6 moédszer az un. Gauss-mddszer, amely lényegében a fent ismertetett eljarasok szisztematikus
leirasa. A modszer két 1lépésbol all. Az els6 az Gn. elimindcids rész (Gauss-eliminécio), a méso-
dik pedig a wvisszahelyettesités. Az eliminécios lépéssel olyan alakra hozzuk az egyenletrendszert,

Ty a gépi pontossagot jeldli.
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64 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

melynek utolsé egyenletében csak az utolsé ismeretlen szerepel, az utolsé el6ttiben csak az utolséd
kettd, stb. Ezen 1j egyenletrendszer egyiitthatomatrixa mar egy fels6 haromszogmatrix lesz. Az
eljaras utan a megoldés az utolsé egyenlettdl visszafelé egyszerd visszahelyettesitéssel nyerhetd.
Nézziik az eljarést most részletesen. Tegyiik fel egyelre, hogy az eljaras soran sehol sem fordul
el nullaval valo osztas! Késébb majd megvizsgaljuk, hogy ha ez nem 4ll fenn, akkor hogy lehet
a modszert modositani.

Tegyiik fel tehat, hogy az AX = b egyenletrendszer megoldasat keressiik, ahol A € R"*",
b € R" és det(A) # 0. Az egyszertiség kedvéért csak az ismeretlenek egyiitthatoit kiirva az
egyenletrendszer az alabbi alakda.

ail ai12 . QA1n b1
a1 @G22 ... G2n | b2
asy as2 . azn b3
Gn1 Ap2 - Gpp | by

Lassuk el az egyiitthatokat egy (1) felsé indexszel, amely mutatja, hogy ez az eliminacié soran
nyert els§ (azaz az eredeti) egyenletrendszer

1 1 1 1
oy
Do
azl  Gzy ... ag, | by
a,(lll) a,%) . aﬁ}g b£}>

Els6 1épésként az elss egyenlet segitségével kiejtjiik a tobbi egyenletbdl az elsé valtozot. Ezt ugy
érjiik el, hogy az elsG egyenlet egy szamszorosat kivonjuk a megfelels egyenletbdl. Legyen tehat
loy = aéll) agll), N aflll)/agll). Ekkor koénnyd latni, hogy az ¢. egyenletbdl kivonva az elsé
egyenlet l;;-szeresét az 1. egyenletbdl kiesik az els§ valtozo. Az l;; alaki szorzokat Ggy indexeljiik,

hogy l;; az 7. sor j. elemének kinulldzdsdhoz hasznélt szorzot jelentse. Igy az

1 1 1 1
alt) 1 all Lo alt) 1 1 bV
0 aéQ) — lglagQ) e agn) — lglagn) bg ) — l21b1
0 oy —1zal) . @l — 156l | B — 150y
0 a—1,ad) o al) = 1aal) |0 —1by

egyenletrendszerhez jutunk. A konnyebb atlathatosag kedvéert lassuk el az elemeket most (2) felsg
indexszel. Mivel az els§ sor elemei nem véltoznak, igy ott megtartjuk az (M-es indexet.

1

ey )

0 ay) ... a P
0 a2 . o |4

0 a2 o adl) |
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3.3. Gauss-médszer 65

Most kiszamitva az l3p = a:%) /(lé?,...,lng = agz) /ag) szorzokat, hasonléan lenullazhatjuk a

maéasodik oszlop {64tlo alatti elemeit is, majd atindexelés utan kapjuk az 4j

1 1 1 1
alt) aé% aé% bg
0 ayy ... Ay, b
0 0 ... a2 by
0 0 ... af) |}

egyenletrendszert. Ezt folytatjuk addig, mig az utolsé el6tti {Gatlobeli elem alatti egyetlen elem
is le nem nullazédik. Ekkor a megfelel§ indexelést elvégezve kapjuk az

(CORCY) (1) bgl)

all a12 aln

0 ag) agi) b(22)
0 0 ... a0y
o 0 ... a|b

egyenletrendszert. Ezzel az eliminacios rész végére értiink.
A fenti egyenletrendszer egyiitthatomatrixa egy fels§ haromszogmatrix. Megoldasa egyszert
visszahelyettesitéssel torténik. Az utols6 egyenletbdl nyerjiik az x,, ismeretlen értékét az

by
formuléval. Ezutan visszafelé haladva rendre az
n—1 n—1
bgL—l )~ a'(n—l Bzxn
Tp—1 = (n—1) )
n—1,n—1
Lo = béQ) xnaéi) - x3a2§)
2 — (2) 9
o2
x bgl) - xna%) oz 332“12)
1= M)
ay

értékeket kapjuk.
Azokat a fGatlobeli elemeket, melyek segitségével lenullazzuk az alattuk 1évé elemeket, fdele-
meknek nevezziik. Egy adott f6elem alatti elemek kinullazaséat felirhatjuk matrixszorzas segitsé-

gével is. Legyen 1, = [0,...,0, [k 1k, - - -, lnk]? € R™ (k=1,...,n—1). Ekkor a Gauss-eliminécio
k-adik lépése tgy valtoztatja meg a matrixot, mintha az Ly := E — ;€] matrixszal szoroztuk
volna azt. Az Ly (k=1,...,n — 1) matrixszal val6 szorzast Gauss-transzformdcionak nevezziik.

A teljes eliminacios eljaras soran létrejove fels haromszogmatrix L, 1 ... LoLj A alakban irhato.
Ezt a méatrixot dltalaban U-val jeloljiik, utalva arra, hogy ez egy felss (upper) hdromszogméatrix.
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3.3.1. tétel.

A Gauss-transzformaci6 Ly = E—1y&} matrixa invertalhato, ésL; ' = E+L el k=1,...,n—
1.

Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy (E — I&; )(E + 1€} ) = E. Elvégezve a szorzést azt
kapjuk, hogy

(E - L&, )(E + 1;&)) =E — ;e + L&} + ;e[ 1ie) = E + 16/ 1;e; =E.
Az utolso 1épés onnét kovetkezik, hogy az ikég matrix els6 k sora csupa nulla elembdl all, és a k.
oszloptdl jobbra is csak nulla elemek szerepelnek. Igy a matrix négyzete nullméatrixot ad. m

Most vizsgaljuk meg, hogy milyen méatrixok esetén hajthatd végre a Gauss-modszer a fent
ismertetett modon, azaz ugy, hogy kozben egyik felem sem lesz nulla. Ekkor ugyanis a nullaval
val6 osztas miatt nem tud végigfutni az eljaras.

3.3.2. tétel.

A Gauss-moédszer pontosan akkor hajthato végre, ha az A matrix egyik féminorja sem zérus,
azaz det(A(1: k,1:k))#0 (k=1,...,n).

Bizonyitas. A Gauss-eliminacié soran az egyes sorokbol kivonjuk més sorok szamszorosait. Ez
az eljaras nem valtoztatja meg a determinanst. Tehat

det(A(1:1,1:1)) =det(AM(1:1,1:1)) =al¥) #£0,
det(A(1:2,1:2)) =det(A®(1:2,1:2)) =alVal? £0,

det(A(1:n,1:n)) =det(A™(1:n,1:n)) = agll)ag%) a0,

Az utolso feltétel a visszahelyettesités miatt kell, hiszen ez ugy kezddédik, hogy a%)—el osztanunk

kell az x,, ismeretlen kiszamitasahoz. Ebbdl kovetkezik az allités. W

3.3.3. tétel.

Ha az A matrix
1. szigortan dominéns fGatloju,
2. szimmetrikus, pozitiv definit matrix,

3. M-métrix,

akkor a Gauss-modszer végrehajthato az el6z6 algoritmussal.

Bizonyitas. 1. Legyen A elGszor szigorian dominans f6atloja. ElGszor megmutatjuk, hogy az
eliminécios eljaras ez a tulajdonsag megdrzédik. Elegendd ezt az elsé ill. i-edik sorra megmutatni.
Tegyiik fel tehat, hogy az elss és i-edik sorban dominans a f6atlo, azaz

la11] > |ai2| + |a1s] + -+ + |a1n| /- |aal

és
laii| > lan| + - +aii—1| + @i iv1] + -+ |ain] /- lan]
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Ezekbol

lar1a;1| > |ar2ai1| + |arzain| + - - - + |ainail,

lai;a11] > |ainaan] + - - + |aii—1a11] + |aiit1611] + - - - + |@inain]

és
n
|lasiai| > laian| + Z (larjai |+ laijai]).
J=2,j#1

Az 4j méatrix i-edik soranak i-edik eleme: (a;;a11 — a;1a14)/a11.
|aisa11 — agai| > ||again] — |anal|

n

n
> Z (larjai| + |aijai]) > Z la1jain — aijan].
J=2,#i J=2,#

Veégiil az |aq1]| értékkel valé osztds mutatja a dominanciat.

2. Legyen most A szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Szimmetrikus, pozitiv definit matrix
determinansa pozitiv (sajatértékek szorzata). Legyen X olyan nemnulla vektor, melynek a k+1 :
n elemei nullak. Ezzel X1 A%}, > 0, ami mutatja, hogy a k-adik minormatrix pozitiv definit, azaz
determinéansa pozitiv. Tehat nem nulla.

3. Legyen végiil A M-métrix. Ekkor van olyan g > 0 vektor, hogy Ag > 0. Ismét azt mutatjuk
meg, hogy a Gauss-eliminécié egy lépése utan a matrix tovabbra is M-matrix marad. Elég ezt
belatni az els6 transzformaciora. Az els6 transzformacié utdn a f6atlon kiviili elemek tovabbra
sem lehetnek pozitivak. Tovabba A~'g > 0 egy pozitiv vektor, mellyel L;AA™'g = Lig > 0,
hiszen L; nemnegativ matrix csupa egyessel a fGatlojadban. B

Vizsgaljuk meg a Gauss-modszer egyes lépéseinek miiveletszamat! A miveletszdmok ismerete
a késgbbiekben segit abban, hogy az adott probléméat mindig a lehets leggyorsabban oldjuk meg.

Kezdjiik az eliminacié miiveletigényével. Tegyiik fel, hogy a k-adik f6elemmel nullazunk. Ekkor
ki kell szdmolnunk az lyy1 ;- .., sk szorzokat (n — k flop). A k-adik sor k + 1 : n + 1 elemét
szoroznunk kell a kiszamitott szorzokkal (n — k 4 1 flop), majd ki kell vonni azt az i-edik sorbol
(i =k+1,...,n) (egyenként n — k + 1 flop). Ez Gsszesen 2(n — k + 1)(n — k) flop. Ezutén a
miiveletszamokat Gsszeadjuk az Osszes féelemre. Igy az eliminacié miiveletszama

z_:(2(n—k+1)(n—k‘)+n—k;): 9 (2(n — k)* +3(n—k))
k=1 k=1

2(n—n2n—1) 3n—-1)n 4n®>+3n*>—-Tn 2 4 9
= == 0] flop.
6 + 5 6 3" + O(n®) flop
Itt felhasznaltuk az els6é n természetes szam Osszegére és négyzetosszegére vonatkozd Osszegkép-
leteket. A visszahelyettesités miiveletigényérsl kénnyen lathatéan 143 +--- + 2n — 1 = n? flop.
A Gauss-modszer teljes miveletigénye tehét

2
§n3 + O(n?).

Vegyiik észre, hogy nagy méreti egyenletrendszerek esetén a visszahelyettesités miiveletigénye
elhanyagolhat6 az eliminécié miiveletigényéhez képest.
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Ingaméddszer

A gyakorlatban sokszor olyan egyenletrendszereket kell megoldanunk, melyek egyiitthatématrixa
tridiagonélis. Ilyen feladattal taladlkozunk pl. a spline-interpolaciénél ill. a differencidlegyenletek
numerikus megoldéasa esetén.

Legyen tehat a megoldandé lineéris egyenletrendszer

by Z1 fi

az by C2 Z2 fo
An—1 bn—l Cn—1 Tp—1 fn—l

Gp bn Ln fn

alaku, ahol az a;, b;, ¢;, f; értékek adottak, és az x; értékeket keressiik. A Gauss-eliminaciot
alkalmazva latjuk, hogy nem sziikséges az eliminaciét minden oszlopon teljesen végigfuttatni,
hiszen a szubdiagonal alatt csak nulla elemek vannak, hanem elegendé csak a szubdiagonalbeli
elemeket lenullazni. (Ezzel vdrhat6, hogy az n® nagysagrendd eliminciés miiveletszam csak n
nagysagrendi lesz.) Most az eliminicié soran a fGelemmel leosztjuk a sorat is. Ez ugyan két
osztast jelent soronként, de igy minden sorban csak két elére nem ismert elem lesz a harom
helyett, tovabba a féatloban 1-esek fognak allni, igy a visszahelyettesités sordn nem kell ezekkel
az elemekkel osztani. Az els6 i — 2 oszlop eliminacidja utan az egyenletrendszer az

1 —a; ] [ B2 ]
0 1 —Qs3 BS
0 0 o :
X9 N
1 —Q : _ /BZ
a; bi C; ' fZ
Tn—1 .
Tn :
Qp—1 bnfl Cn—1 fn—l
0o 0 ... an by | L fa

alaku lesz, ahol «;, 5; megfelel§ konstansok. Nyilvanvaldéan

(&1 fi
o = -, = —
2 b B2 b
és az eliminécio ill. a f6elemmel valo osztas miatt
—Ci fi —aiBi
Qg1 = — By = . 3.3.1
LT g+ b, Bia a;c; +b; ( )

A fenti két képlet segitségével az «;, §; egylitthatok meghatarozhatok, s6t ha bevezetjik az
a1 = p1 = 0 kezdeti értékeket, akkor az is konnyen megjegyezhets, hogy honnét kell inditani
a (3.3.1) rekurziot.

Az eliminéaci6 utan tehat az

1 —as T B2
1 —Q3 X2 ﬂ3
1 —a, Tp_1 Bn

1 In (fn - anﬁn)/(bn + anan)

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK
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egyenletrendszerhez jutunk. A visszahelyettesitésnél innét nyilvanvaléan

o Jn — anfBn
" apan + by
majd a tobbi ismeretlen pedig az x;—1 = «;z; + B; (i = n: —1: 2) képlettel nyerhetd.

A most tridiagonalis matrixokra ismertetett linedris egyenletrendszer megoldasi moédot inga-
modszernek vagy Thomas?-algoritmusnak vagy egyszerisitett Gauss-modszernek nevezziik. Az
algoritmus tehat a korabbi jelolésekkel az alabbi moédon foglalhatd Gssze, melybdl az is latszik,
hogy az algoritmus 8n — 3 flop miveletet igényel.

Inga-médszer

ap:=0,06,:=0
for i:=1:n-1 do

iy i = —ci/(aiai + bl)

Bit1 := (fi — aifi)/(aicy + b;)
end for
Yn = (fn — anBn)/(anay +by)
for i:—n:-1:2 do

Yio1 = a5y + B
end for

Mivel az ingamodszer tulajdonképpen olyan Gauss-modszer, amely kihasznalja, hogy a métrix
tridiagonélis, igy biztosan elakadas nélkiil végigfut a 3.3.3. tételben felsorolt matrixokra. Ezen
beliil, ha a matrix szigortan dominans f6atloja, akkor mivel ez a tulajdonsag az eliminacié soran
is megmarad, igaz lesz, hogy |o;| <1 (i =2,...,n).

3.4. LU-felbontas

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy bizonyos feltételek mellett egy A matrix Gauss-transzforméciokkal
fels6 haromszogmatrix alakra hozhato. Ezt a tulajdonsagot béviti ki az alabbi tétel.

3.4.1. tétel. (LU-felbontas)

Tegyiik fel, hogy az A € R"*"™ méatrixra det(A(l : k,1 : k)) #0 (k =1,...,n— 1), azaz
a Gauss-eliminacio végrehajthato vele. Ekkor létezik egy olyan L normaélt (f6atloban egyesek
szerepelnek) also (lower) haromszogmatrix és egy U fels6 (upper) haromszogmatrix, melyekkel

A = LU. Ha egy regularis matrixnak létezik LU-felbontésa, akkor az LU-felbontésa egyértel-
m.

Bizonyitas. A Gauss-eliminacié sordn a Gauss-transzformaciok az A matrixot fels§ harom-
szogmatrix alakira hozzék. Legyen ez az U matrix. Igy tehat

L, 1L, o...L1A = U.

2Llewellyn Thomas (1903-1992) angol fizikus. A médszert t&bben is kitaldltak a mult szazad kdzepén. Thomas
a [36] cikkben emliti. Bruce [5] cikke az els6, amelyik széles korhoz eljutéd folydiratban jelenteti meg a modszert.
David Young hivja el§szor Thomas-algoritmusnak. Magyarul szokds ingamoédszernek is nevezni a modszert. Az
elnevezés a szorzok és az ismeretlenek meghatarozasi sorrendjére utal.
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Mivel (E —1;€f)~! = E +1e}, és Iy, ;e = 0 hal > k, az A matrix az alabbi alakban irhato

n—1
A=L;'.. L LL ' U= <H (E +1ke{)> U
k=1

n—1
= (E + Zlke£> U=LU.
k=1

=:L,alsé normalt hdromszdgmatrix

Az egyértelmiség igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy van két kiilonb6z6 LU-felbontédsa is az A

invertalhaté métrixnak: A = LU = LU. Ekkor

L 'L=UU'=E,

mivel normalt alsé haromszégmaéatrixok szorzata normalt alsé6 haromszogmatrix, a fels6ké felss
haromszogmatrix. B

3.4.2. kovetkezmény. Ha egy regularis matrixnak valamelyik f6minorja nulla, akkor nincs LU-
felbontéasa. ©

3.4.3. megjegyzés. Az LU-felbontisban tehat U az eliminécio soran kialakul felsé haromszog-

matrix, L pedig az l;; szorzokbol az

1 0 0

lor 1 0

L= | ls1 I3 0
lnl Zn2 1

modon készilt métrix. o

Az LU-felbontas alkalmazasa

Az LU-felbontast a korabbiak alapjan a kovetkezs esetekben érdemes kihasznalni.

e Determinans. A méatrix determinansa megkaphato, ha az U métrix {6atlobeli elemeit Gssze-

szorozzuk.

Lineéris egyenletrendszer megoldasa. Ha mar kiszamoltuk egy méatrix LU-felbontasat, akkor

allo egyeseket nem kell eltarolnunk. Ekkor az AX = L(UX) = b egyenletrendszert mar két
haromszogmatrixa egyenletrendszer megoldasaval meg tudjuk oldani. Igy a miiveletszam
2n? flop lesz, ami nagysagrenddel kisebb, mint a Gauss-modszer 2n° /3 miiveletigénye. Igy
tehat, ha tobb olyan lineéaris egyenletrendszert kell megoldanunk, melyek csak a jobb oldali
vektorban kiilénbdznek, akkor érdemes az els§ megoldasa utén eltarolni az LU-felbontas
matrixait, és a tObbi egyenletrendszert mar a fenti modszerrel megoldani.

Inverz matrix. Tipikus példa a fenti esetre az, amikor egy matrix inverzét kell meghataroz-
nunk. Ekkor el6szér meghatérozhatjuk az LU-felbontast, ami 2n?/3 4+ O(n?) mtivelet, majd
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pedig megoldunk n darab lineéris egyenletrendszert, melyek jobb oldalai az egységvekto-
rok. Ez tovabbi 2n3 miivelet, ami dsszesen 8n3/3 + O(n?) miiveletet ad. Ha eldre ismert az
LU-felbontéas, akkor csak 2n? a miiveletszam.

Ha nem ismert el6re az LU-felbontés, akkor a fentinél jobb miiveletszamot érhetiink el,
nevezetesen 2n2+O(n?)-et, ha a Gauss-eliminéci6 helyett az tin. Gauss—Jordan®-eliminaciot
alkalmazzuk, ami linearis egyenetrendszer megoldésakor nem praktikus, de méatrixinverz
szamitas esetén igen (3.11.7. feladat). Lényege, hogy a f6elemmel nemcsak a f6atlo alatt,
hanem a {64tl6 felett is nullazunk. Megjegyezziik még, hogy egy métrix inverzét, annak nagy
miiveletigénye miatt, a gyakorlatban csak akkor szamitjuk ki, ha explicit médon sziikségiink
van az inverz matrix egyes elemeire.

3.5. Féelemkivalasztas, altalanos LU-felbontas, Cholesky-felbontas

3.5.1. Féelemkivalasztas

Eddig a Gauss-moédszernél és az LU-felbontasnal feltettiik, hogy az eljaras végrehajthato, azaz
nem fordul el§ olyan eset, hogy a f6elem nulla lenne. Most nézziik meg azt az esetet, amikor ez
a feltétel mégsem teljesiil. Mit tehetiink ebben az esetben? Ha a k-adik oszlop eliminaci6janal
tartunk, és az a,(clfc) f6elem nulla lenne, akkor a k-adik egyenletet cseréljiik ki egy olyan nagyobb
sorszamu (k+1,...,n) egyenlettel, melyben a k-adik ismeretlenhez tartozé egyiitthaté nem nulla.
Az ilyen csere biztosan végrehajthato, mert kiilonben az egyiitthatéométrix k. oszlopa elGallna az
elsé k — 1 oszlop linearis kombinéciojaként. Ez pedig nem fordulhat els, mert detA-rol feltettiik,
hogy nem nulla.

Az egyenletcserének nem csak akkor van jelentGsége, ha kiilonben nem futna végig az elimina-
cios eljaras. Eddig nem vettiik ugyanis figyelembe, hogy a Gauss-médszert dltalaban szamitégépek
segitségével hajtjuk végre, azaz a szdmolasnal lebegSpontos szdmrendszert hasznélunk. Milyen
hatasa van vajon ennek a szamitott megoldasra? Alkalmazva a 2.5.2. tétel eredményét a szamébra-
zolas hibajarol, az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak egy a;; elemére | fl(a;;) — ai;| < ulas;jl,
ahol u a gépi pontossag. Bevezetve egy A = [a;;] € R™*"™ matrix esetén az |A| € R"*™ jelolést
az [|a;;|] matrixra, a fentiek szerint a

[fI(A) — Al < ulA]
becsléshez jutunk. Az alabbi, az LU-felbontas hibajara vonatkozo tételt bizonyitas nélkiil k6zoljiik
[18].

3.5.1. tétel. (Golub, van Loan [18], 105. oldal)

Tegyiik fel, hogy egy A € R™*™ matrix LU-felbontasat készitjiik el egy olyan szamitogépen,
amely u gépi pontossagu lebegépontos szamokat hasznal. Tegyiik fel tovabba, hogy az elimi-
naci6 soran — mely alatt egyik f6elem sem lett nulla — az L és U matrixokhoz jutottunk,
melyekkel LU — A = §A. Ekkor érvényes a kovetkezs becslés:

6A| < 3(n— 1)u(|A| + L] - [O]) + O(®).

A fenti becslésben szerepel az |L| matrix, igy az egyik célunk az lehet, hogy az elimindcio
soran ennek elemei a lehet§ legkisebbek legyenek. Arrdl, hogy ennek elérése soran U elemei sem

3Wilhelm Jordan (1842-1899) német geodéta. Nem tévesztends dssze (kiejtésben sem) a francia Camille Jor-
dannal, akinek nevéhez pl. a Jordan-mérték elnevezés fliz6dik.
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valnak tul naggya, késsbb lesz sz6. Mivel L elemeit ugy kapjuk, hogy a féelemmel osztjuk le az
egyes oszlopok f6atlo alatti elemeit, igy ezek az elemek 1-nél nem nagyobb abszolutértékiiek, ha
féelemnek az A(k)(k +1:n,k) vektor legnagyobb abszolutértékd elemét valasztjuk.

Annak érdekében tehat, hogy minél pontosabb megoldést kapjunk, a sorcserét akkor is érde-
mes végrehajtani, ha a f6elemek nem nulldk. Azt az eljarast, amikor a k-adik lépésben a fGelemet
az A® (k41 : n, k) oszlop legnagyobb abszolutértékd elemének valasztjuk, majd ezen elem sorét
felcseréljiik a k. sorral, részleges fGelemkivalasztasnak hivjuk. A részleges fGelemkivalasztishoz
osszesen (n? —n)/2 dsszehasonlités sziikséges.

Még jobban csckkenthets az L métrix elemeinek abszolutértéke, ha a legnagyobb abszolitér-
téki elemet a k-adik lépésben nem csak az oszlopban, hanem a teljes A(k)(k :n, k : n) blokkban
keressiik. Ezutan az igy megtalalt aj fGelem sorat és oszlopat cseréljiik a k-adik sorral és oszloppal.
Ezt az eljarast teljes fGelemkivalasztasnak nevezziik. Ez n(n+1)(2n+1)/6 — 1 =n3/3 + O(n?)
Osszehasonlitéssal jar, ami — ha elfogadjuk, hogy egy Osszehasonlitas kb. ugyanannyi ideig tart,
mint egy lebegGpontos miivelet — mar a Gauss-moédszer nagysagrendjébe esik. Emiatt a gyakorlat-
ban &ltalaban a részleges fGelemkivalasztast alkalmazzak, a teljes fGelemkivalasztast csak akkor
érdemes hasznélni, ha nagy pontossdgi megoldasra van sziikségiink.

3.5.2. példa. Tekintsiik az alabbi feladatot, ahol tegyiik fel, hogy a megoldas sordn mindig
4 szamjegyre kerekitiink.

0.003z1 + 59.14x, = 59.17

5.291z; —6.13z9 = 46.78
A pontos megoldas x; = 10.00, x5 = 1.000. Féelemkivalasztas nélkiil a megoldéas
x1 = —10, 2o = 1.001 (a kiegyszertisbdés miatt hamis eredményt kapunk), részleges {6-

elemkivalasztassal a pontos eredményt kapjuk. ¢

3.5.2. Altalanos LU-felbontas

Az LU-felbontas csak olyan A € R™*™ méatrixokra végezhetd el, melyeknek minden 1,2, ..., n—1-
ed rendd bal felsé sarokdeterminénsa kiillonbozik nullatol. Az alabbi tétel azt mutatja, hogy
minden A matrix sorai atrendezhetSk dgy, hogy az igy keletkez6 matrixnak legyen mar LU-
felbontésa.

3.5.3. tétel. (LU-felbontas altalanos matrixra)

Legyen A € R™*" egy tetszbleges méatrix. Ekkor létezik egy olyan L als6 normélt haromszog-
méatrix, melynek elemei egynél nem nagyobb abszolut értékiiek, egy U felsé haromszégmatrix,
és egy P permutéciés matrix, melyekkel PA = LU.

Bizonyitas. Hajtsuk végre az alabbi eljarast az A matrixszal. Az eljards minden matrixszal
végrehajthato.

e Legyen AW = A ésk=1.

e Ha A(k)(k : n,k) = 0, akkor legyen P, = L = E, kiilonben vélasszuk ki a vektor nem
nulla elemei koziil a legnagyobb abszolutértékit (legyen ez aglz)), és definialjuk a

Pk = [él, e 7ék‘71,ésvék+17 .o )ésflvék,és+1v e 7é’n]T

permutaciés métrixot, valamint legyen L; a PkA(k) matrix k-adik oszlopdhoz tartozo

Gauss-transzforméaciés matrix.
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e Legyen AGHD — 1, P, AN,
e Ezutan legyen k = k + 1, és jarjunk el hasonléan, mig k = n nem lesz.
Végrehajtva az el6z6 lépéseket, elGall egy

u=L,,P,,...L;P;A

fels6 haromszogmatrix. Mivel P? = E (hiszen P; az i-edik sort cseréli egy nagyobb sorszdmu
sorral, igy ha kétszer alkalmazzuk, akkor az egységmatrixot (identitast) nyerjiik), ezért

L,.L,,..LiP, P, .. PIA=TU,
ahol L,,_; = L,_1 és
L,=P, 1P, 5...P  LiPrii...P, 0P, 1.
Mivel L, = E — 1;&7, és Py, a k-adik sort vagy oszlopot cseréli egy nagyobb sorszamiira, ezért

L,=E— P, P, 5...Pi 1], & Pri1...P, 0P, .

::i; 1. (k 4 1 : n) elemeinek cseréivel el

Az Ly maétrixok E — iZég alakiak, igy inverzei L' =E+ iZég alakban irhatdk, melyek
szorzata normaélt als6 haromszogmatrix lesz. Legyen

L=L;'...L'

n—1-

A részleges f6elemkivalasztasbol kovetkezik, hogy L-nek nincs 1-nél nagyobb abszolutértéki eleme
(emiatt ||L|joo < n). Tovabba legyen

P=P,...Py,
ami nyilvan egy permutécios matrix. Ezekkel a jelolésekkel tehat
PA =LU.
Ezt akartuk bizonyitani. B

3.5.4. tétel. (Golub, Van Loan [18], 115. oldal)

Legyen adott egy A € R™*™ matrix. Tegyiik fel, hogy a lebegGpontos szamokkal val6 részle-
ges féelemkivilasztasos Gauss-eliminacios eljaras soran a P, L és U matrixokhoz jutottunk,

melyekkel f’Tﬁﬁ — A = §A. Ekkor érvényes a
~T ~ ~
6A[ < 3(n—u(|A| +|P" |- |L|- [U]) + O(?)

becslés. Tehat X
16A]|oe < 3(n — Du(|Alloc + 2/|Ul|s0) + O(u?).

Vegyiik észre, hogy a fenti képletben szerepel az U matrix maximumnormaja. Vizsgaljuk meg,
hogy ha részleges fGelemkivalasztast csinadlunk annak érdekében, hogy L elemei egynél kisebb ab-

szolutértékiiek legyenek, akkor vajon nem névekszik-e meg ezzel parhuzamosan |U||. Vezessiik
be a

a5}
p = max

ik (| Al
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un. novekedési faktort, ami azt méri, hogy az eliminacié soran az eliminalt A matrix egyes
lépésekbeli elemei mennyire nShetnek meg || A||so-hoz képest. A noévekedési faktorral a kovetkezo
becslést kapjuk

16A ]l < 3(n — Du((|A]l +n?pAllec) + O(n?) < 60°pl|Allocu + O(u?).

A gyakorlatban a novekedési faktor altalaban 10-nél nem szokott nagyobb lenni, igy ez egy el-
fogadhat6é becslést ad a hibamétrixra. Megjegyezziik azonban, hogy mesterségesen konstrudlt
feladatokra lehet a névekedési faktor akar 27! is (3.11.11. feladat).

3.5.3. Cholesky-felbontas

Lattuk, hogy bizonyos feltételek mellett egy A négyzetes matrix A = LU alakba irhato. A
gyakorlatban sokszor olyan egyenletrendszereket kell megoldanunk, melyek métrixa szimmetrikus,
pozitiv definit. Ezt a tulajdonsagot kihasznélva kevesebb miivelettel is megadhatunk egy az LU-
felbontashoz hasonlé alaku felbontast.

3.5.5. tétel.

Tegytik fel, hogy az A € R™*"™ matrix egyik féminorja sem zérus. Ekkor egyértelmten léteznek
olyan L és M normalt als6 haromszogmatrixok és egy D diagonalis matrix, melyekkel A =
LDM"”.

Bizonyitas. A feltételek mellett elvégezheté az LU-felbontés, és U egyik diagondlis eleme
sem lesz nulla. Legyen D = diag(diag(U)), azaz D az U matrix diagonalmatrixa. Ekkor az
M = (D 'U)T matrix egy normalt als6 haromszogmatrix. Tovabba LD(D'U) = LU = A. Az
egyértelmiiség az LU-felbontas egyértelmiiségébsl kovetkezik. B

Szimmetrikus A matrix esetén a felbontds tovabb egyszertisodik.

3.5.6. tétel.

Szimmetrikus A € R™*" matrix esetén egyértelmten létezik egy L normalt als6 haromszog-
métrix és egy D diagonélis matrix, melyekkel A = LDLT.

Bizonyités. Az M 'AM™ T = M"'LD matrix szimmetrikus és also héaromszogmatrix, azaz
diagonalis. Mivel det(D) # 0, ezért M 'L is diagonalis, de egytttal normalt alsé haromszégmat-
rix is. Azaz M~ 'L = E, tehat M =L.

Végiil, ha a matrix szimmetrikus, pozitiv definit, akkor a felbontas tovabb egyszertisodik. Igy
jutunk el az tn. Cholesky*-felbontashoz.

3.5.7. tétel. (Cholesky-felbontas)

Tegyiik fel, hogy A egy szimmetrikus, pozitiv definit métrix. Ekkor 1étezik pontosan egy olyan
pozitiv diagonalisa G als6 haromszégmatrix, mellyel A = GGT.

4 Andre-Louis Cholesky, 1875 — 1918, francia katonatiszt, térképész. A normélegyenlet megoldésara konstrualt
mobdszerét mar nem tudta publikdlni, mert az I. vilaghaboraban 1918. augusztus 31-én halalos sebesiilést kapott egy
észak-franciaorszagi harcmez6n. Modszerét egy Benoit nevi katonatiszt tarsa publikalta [2]. A modszer publikalasa
utan eléggé feledésbe meriilt, majd Jack Todd mar tanitotta egy King’s College-i (London) analizis kurzusan a
II. vilagh&bort alatt. 1948-ban Fox, Huskey és Wilkinson elemzi a mddszert, és Turing jelentet meg egy cikket a
modszer stabilitadséval kapcsolatban. B6vebb életrajz: http://wuw-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/
Cholesky.html.
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Bizonyitas. Az el6z6 tétel alapjan az A matrix egyértelmten felirhaté A = LDLT alakban.
A D diagonalis méatrix pozitiv {6atloja az A maéatrix pozitiv definitsége miatt. Legyen G =
L - diag(v/d11, . .., V/dny), ami egy pozitiv f6atloja alsé haromszogmétrix. Ekkor GGT = A. Ezt
akartuk megmutatni. W

Természetesen a Cholesky-felbontast nem az LU-felbontasbol szokas meghatarozni (emlékez-
tet6iil ennek miiveletigénye 2n3/3 + O(n?)). A G métrix elemeit oszloponként balrél jobbra
haladva hatarozhatjuk meg az A matrix elemeibél pl. az alabbi példaban bemutatott médon.

3.5.8. példa. Példaként allitsuk el6 az

A= -1 2 -1

méatrix Cholesky-felbontasat! Olyan G matrixot keresiink tehét, mellyel

. gin O 0 gi1 921 931 2 -1 0
GG = | g21 g2 O 0 g g32 | = -1 2 -1
g31 g32 933 0 0 ¢33 0o -1 2

A fenti egyenlGségbdl egyszerre latszik, hogy a G matrix els6 oszlopa tugy all elg, hogy A
elsé oszlopét elosztjuk elss elemének gydkével. Ezek szerint tehat g1 = a11/\/ann = V2,

g21 = az1/y/ar1 = —1/V2 és g3 = as1/ /a1 = 0.
Ezutén az A(2 : 3,2) vektorbol levonjuk a [g21,g31]7 vektor goj-szeresét, majd az igy
létrejovs vektort osztjuk ezen vektor elsé elemének gyokével. Ez lesz G(2 : 3,2) oszlopa.

Tehat
2 ] [ -1/v2 -1 _[3)2
—1 o |z |1
majd ezt osztjuk /3/2-del. Igy goo = \/3/2 és g3 = —1/2/3.

A harmadik oszlophoz (specidlisan most annak egyetlen nem nulla eleméhez) az A(3,3)
vektorbol kell levonnunk a G(3,1: 2)G” (3,1 : 2) matrixot:

2] — [0, —v/2/3] - [0, —/2/3]" = [2 — 2/3] = [4/3],

majd ezt osztani a vektor elss elemének gyokével: 2/v/3. Igy gsz = 2/1/3. A keresett G matrix
tehat a

V2 0 0
G=|-1/v2 32 0
0 —/2/3 2/V3

métrix lesz. ¢

A fenti példaban bemutatott vektoros elGallitast elemenként kiirva a

Gii =
(3.5.1)
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képleteket nyerjiik a G méatrix A elemeivel valé elemenkénti elGallitasara. Ezzel a modszerrel a
miiveletigény n3/3 + O(n?) lesz, azaz kb. feleakkora, mint az LU-felbontésé (igy valoban kihasz-
naltuk a szimmetriat).

3.5.9. megjegyzés. Ha a méatrix nem szimmetrikus, pozitiv definit méatrix, akkor az algoritmus
valamelyik lépésben elakad. Ezt a jelenséget felhasznalhatjuk arra, hogy megéllapitsuk, hogy egy
szimmetrikus matrix pozitiv definit-e. ©

3.6. Linearis egyenletrendszerek klasszikus iteraciés megoldasa

Most attériink a linearis egyenletrendszerek klasszikus iteracids megoldasi modszereire. Tovabbra
is feltessziik, hogy az AX = b egyenletrendszer egyiitthatomatrixa négyzetes, és determinansa
nullatol killonbozik. Ekkor az egyértelmd megoldést jelolje X*. Az iteraciés modszerek altaldban
olyan konvergens sorozatokat konstrualnak, melyek hatarértéke az egyenlet megoldasa. Lineéris
egyenletrendszerek esetén a lineéris iterdcios eljarasokkal foglalkozunk, melyek alakja

xFD = Bx® 4+ F, k=0,1,..., (3.6.1)

ahol az {i(k)} sorozattol varjuk el, hogy tartson a megoldashoz. Rogton lathatjuk, hogy a mat-
rixszal valé szorzas és a vektordsszeadds miiveletigénye 2n? flop. Azaz kb. n/3 iteracios lépést
végezhetiink az iteracioval ahhoz, hogy a Gauss-modszer miiveletigényét ne haladjuk meg. Ez azt
jelentené, hogy pl. egy 100 x 100-as egyenletrendszer megoldésa sordn 33 1épésbél elegendGen
kozel kellene keriilniink a megoldashoz. Ennek egy tetsz6legesen valasztott kezd&vektor esetén
kicsi az esélye. Az iteracios modszereket altalaban ezért an. ritka mdirizokra (azaz olyan mat-
rixokra, melyekben a nemnulla elemek szdma O(n) nagységrendii) alkalmazzuk.® Megjegyezziik,
hogy differencidlegyenletek numerikus megoldasa sordn gyakran ilyen tipusi matrixokat kapunk,
igy ezekben az esetekben jol alkalmazhat6 a modszer.
Az iterdcios megoldéasok esetén a kiovetkezd kérdések vetGdnek fel.

e Hogyan vélasszuk meg a B matrixot és az f, %0 vektorokat?
e Mikor konvergal a megoldashoz a sorozat?
e Mekkora lesz a konvergencia sebessége?

e Honnét tudjuk, hogy mikor alljunk le az iteraciéval?

3.6.1. definicio.

Az xb+D = Bx™ + f iteraciot az AX = b egyenletrendszerrel konzisztensnek hivjuk, ha
x* = Bx* 4+ f. (Az X* vektor az egyenletrendszer megoldésa.)

Tekintsiik az F : R* — R", F(X) = BX + f fiiggvényt. Erre a fiiggvényre valamilyen ||.||
vektornormaban és a neki megfelel6 indukalt matrixnormaban igaz, hogy

IF(®:) — F(%2)|| = B + - (B2 + )| = [|B(X1 — %2)|| < |1 B]|[[%1 — %e||

tetsz6leges X;,Xy € R" vektorokra. Igy tehét, ha ||B|| < 1, akkor az F leképezés kontrakcio,
és teljesiilnek a Banach-féle fixponttétel feltételei. Ebben az esetben tehat a (3.6.1) iteraciot

5Az iteraciés modszereket f6leg olyan ritka matrixok esetén érdemes alkalmazni, melyekben a nemnulla elemek
elhelyezkedése nem jol strukturalt. S&vmatrixos egyenletrendszerek a Gauss-modszer egyszeri modositasaval direkt
modon is gyorsan megoldhatok (lasd pl. ingamodszer).
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barmilyen vektorrdl inditva az F leképezés fixpontjahoz fog tartani, ami a linearis egyenletrend-
szerrel konzisztens iteraciok esetén az egyenletrendszer megoldédsa. A normék ekvivalencidja miatt
természetesen nem csak az adott vektornormaban, hanem tetszéleges mas norméban is az egyen-
letrendszer megoldasahoz fog tartani az iteracié. Ezt a megallapitast az 1.2.32. tétellel Gsszevetve
lathatjuk, hogy konzisztens iteraciok esetén a o(B) < 1 feltétel sziikséges és elégséges feltétele
annak, hogy a (3.6.1) iteracio tetszéleges kezdévektor esetén az egyenletrendszer megoldasahoz
tartson. Ez az allitas kozvetleniil is igazolhato. Legyen €*) = (%) — %* az un. hibavektor. Ekkor
a konvergencia azt jelenti, hogy € — 0 (k — o), azaz |€* || — 0 valamilyen normaban.

3.6.2. tétel.

Egy, az AX = b egyenletrendszerrel konzisztens linearis iterdcié pontosan akkor tart az egyen-
letrendszer megoldéasahoz tetszéleges kezdGvektor esetén, ha o(B) < 1.

Bizonyités. Az
et = x(bH) _x* = Bx™ + f— (Bx* +f) = Bel®)

egyenlSség miatt €F) = Bfe®. A konvergencidhoz az kell, hogy B* nullmétrixhoz tartson,
aminek sziikséges és elégséges feltétele, hogy o(B) < 1 legyen. B

A bizonyitasbol nyilvanvald, hogy a konvergencia annél gyorsabb, minél kisebb a B métrix
konvergenciasugara. Igy a konvergenciara és a konvergencia sebességére vonatkozo kérdésekre mar
meg is talaltuk a valaszt. Foglalkozzunk most a (3.6.1) iteracio eldallitasaval.

Tegyiik fel, hogy az A egyiitthatomaétrixot elGéllitottuk A = S — T alakban, ahol S regularis
métrix. Ekkor a b = AX = (S—T)X egyenléséget S inverzével balrol szorozva, majd X-et kifejezve

X =S 'TX + S~ 'b. Ezen egyenlség miatt az
g+ =g lTxM 1 §7'p
—— ——
=B -7

iteracié konzisztens az egyenletrendszerrel.

Az S matrixot prekondicionalasi matrixnak hivjuk. Ez a matrix hatarozza meg, hogy mennyire
nehéz vagy konnyt az iteracié végrehajtasa. Megvalasztasat két, egymassal ellentétes kovetelmény
hatarozza meg. Egyrészt kdnnyen invertédlhaténak kell lennie, hiszen az iteracidhoz sziikség van
a métrix inverzére, masrészt a B =8"'T =87'(S— A) = E — S ' A egyenl6ség miatt jo lenne,
ha S "kozel lenne A-hoz", hiszen akkor a B métrix spektralsugara joval kisebb lehetne, mint 1,
ami gyors konvergenciat eredményezne.

Nézziink meg két specidlis esetet S megvalasztasaral Legyen el6szor S = A. Ekkor az iteracio
kD — (E - S7'A)X® + 87 = 0x®) + A~'b alaki lesz, ami egy lépésben konvergal a
megoldashoz barmely kezdGvektor esetén. Ebben az esetben S ugyan kozel van A-hoz (hiszen
megegyezik vele), de inverzének meghatarozasa egyenértéki az egyenletrendszer direkt megolda-
séval, igy az eljaras nem ad semmi elényt a direkt modszerekhez képest. A mésik esetben legyen
S az egységmatrix. Ekkor az iteracio X*+Y = (E — A)X*) + b alaki lesz. Az S matrixot ebben
az esetben nem kell invertalni, de S-nek semmi koze sincs az A matrixhoz, igy konvergenciatu-
lajdonsagai nem lesznek nagyon jok.

Most ismertetiink néhany sokszor alkalmazott lehet&séget az S matrix megvalasztasara. Mind-
egyik esetben az A matrixot A = D — L — U alakba® irjuk fel, ahol D a diagonalis elemek, L a
diagonalis alatti elemek —1-szereseinek, mig U a diagonélis feletti elemek —1-szereseinek matrixa.
Feltessziik, hogy D f6atlojanak (azaz A féatlojanak) egyik eleme sem nulla. Ez mindig elérhetd
az egyenletek megfelel§ atrendezésével.

6Felhiviuk a figyelmet arra, hogy az L és U matrixok nem egyeznek meg az LU-felbontas hasonléan jelslt
métrixaival. A jel6lés csak arra utal, hogy alsé- ill. felsé haromszégmatrixokrél van szo6.
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3.6.1. Jacobi-iteracio

Az S =D és T = U + L valasztassal konstrualt

k) =D L+ U)x® + D' (3.6.2)
—

=B

iteraciot (X0 tetszoleges kezdévektor) Jacobi -iterdcionak nevezziik. A Jacobi-iteraci6 iteracios
méatrixat a tovabbiakban B jeloli majd. Az iteraciot vektorkomponensenként kiirva az

n
k 1 k .
xl(,+1):—— E a”:[';)sz y 2:1,...,71
Yt \ o

iteraciot nyerjiik.

3.6.2. Gauss—Seidel-iteracio

AzS =D — L é T = U valasztésu

g+ — (D -L)"'Uux® + (D -L)"'b
N———’
Begs

iteraciot (X0 tetszoleges kezddvektor) Gauss—Seidel®-iterdcionak nevezziik. Iteracis métrixat a
tovabbiakban Bgg jeloli majd. Hogy lassuk az iteracié Jacobi-iterdciéval valé kapcsolatat, alakit-
suk 4t az iteracios képletet. Szorozzunk elGszor balrél a (D — L) matrixszal, majd adjunk hozza
mindkét oldalhoz Lx*+1-et, és végiil szorozzunk D inverzével. A fenti ekvivalens atalakitasok
utén az

gk+D) — p~H(Lx*+Y f ux®) 4+ Db

iteraciét nyerjiikk. Lathaté, hogy a Jacobi-iterdcidhoz képest csak annyi a kiilonbség, hogy a
D 'Lx® tag helyett a Gauss—Seidel-iteracioban D™ 'Lx 1) szerepel. Latszolag ez az itera-
ci6 nem explicit, hiszen a jobb oldalon is szerepel az X**1) vektor, de mivel D™'L szigord (a
foatloban nullak szerepelnek) als6 haromszogmatrix, igy (k1) mégis egyszeriien meghataroz-
hato. Az XF*t1) vektor elsé elemének meghatarozasahoz nincs sziikség az 1) vektorra. A
mésodik elem meghatarozisahoz pedig csak a korabban meghatarozott elsé elemre van sziikség,
stb. Meég jobban latszik a kapcsolat a két iteracié kozott, ha a Gauss—Seidel-iteracié utébbi
alakjat komponensenkeént is kiirjuk

i—1 n
k1) _ 1 (kD) RO
x,; =T Za”xj + Z aijT; b; (3.6.3)
Jj=1 j=i+1
(i = 1,...,n). Ha Osszevetjiik ezt a Jacobi-iteracié képletével, akkor lathato, hogy a Jacobi-

iteracio az ¥t vektor komponenseinek meghatérozasahoz csak az X*) vektort hasznélja, mig
a Gauss-Seidel-modszer az X#+1) vektor i-edik elemének meghatarozasahoz felhasznalja a vektor
korabban kiszamolt j = 1,...,i — 1 indexii elemeit (X*) megfelel6 elemei helyett).

"Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851, német).
8Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896, német).
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3.6.3. példa. Példaként végezziink el egy-egy lépést a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iterdciokkal
az ¥ = [1,1,1]7 vektorrol indulva a

23’]1 — X9
—x1 + 229 — 23
—r9+2x3 = 3

egyenletrendszerre!
Mindkét esetben a koordinatéankénti valtozatat fogjuk alkalmazni az iteracioknak.
A Jacobi-iteracio esetén az i-edik egyenletbdl kifejezziik az i-edik valtozot (i = 1,2, 3)

r, = (E2/2 + ]./2
Ty = m/2+w3/2+1
r3 = $2/2 + 3/2
és igy készitjiik el az iteraciot
xgkﬂ) = xék)/2 +1/2
xékﬂ) = ;vgk)/2 + mgk)/Z +1
xékﬂ) = xék)/2 +3/2.

gy ¥V vektorként az [1,2,2]7 vektort nyerjiik.
A Gauss—Seidel-modszernél felhasznéljuk az 0j vektor méar kiszamolt komponenseit, igy
ez az

x(1k+1) = zgk)/Q +1/2
:cék—H) = zgk+1)/2 + xék)/Z +1
e = 2t 2 432

iterdciot adja. Az [1,1,1]T kezd6vektorral tehat az elss egyenletbdl azt kapjuk, hogy xgl) =
1, a méasodik egyenletbél xgl) = 2 és a harmadikbol (és ez eltér a Jacobi-modszer esetén
kapottol) mgl) =5/2.

Lathato, hogy

0 1/2 0
B,;=|1/2 0 1/2
0 1/2 0
és o(By) = 1/v/2 =~ 0.7071, mig
0 1/2 0
Bgs=|0 1/4 1/2
0 1/8 1/4

és a spektralsugara o(Bgg) = 1/2. Tehat mindkét modszer az egyenletrendszer megoldasahoz
tarté vektorsorozatot eredményez, és mivel a masodik esetben kisebb a spektralsugar, ezért
erre a feladatra a Gauss—Seidel-modszerrel elGallitott sorozat konvergél gyorsabban. ¢
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Els6 gondolatra, és talan az el6z6 példa is azt sugallja, ugy tiinhet, hogy a Gauss—Seidel-
modszer jobb, mint a Jacobi, hiszen minden lépésben felhasznéljuk az j iteracids vektor mér
kiszamolt komponenseit. A kovetkez6 példa azt mutatja, hogy ez nincs igy.

3.6.4. példa. Legyen egy linearis algebrai egyenletrendszer egyiitthatoméatrixa
1 1/2 1
A=1|1/2 1 1
-2 2 1
Ekkor
0 -1/2 -1 0 —1/2 -1
B,=| -1/2 0 -1 |, Bgs=1|0 1/4 -1/2
2 —2 0 0 -3/2 -1
Igy o(By) =1/2 < 16és o(Bags) = | — 3/8 — V/73/8| ~ 1.443 > 1. Ezért a fenti A matrixu
egyenletrendszerekre a Jacobi-médszer konvergens a Gauss—Seidel-médszer pedig nem. ¢

3.6.3. Relaxacios modszerek

Az el6z6 két iterdcios modszer esetén az iterdcids matrix spektralsugara adott érték, csak az
S prekondicionaldsi matrix megvalasztasatol fligg. Ha tehat a spektralsugar egynél nem kisebb,
vagy kisebb ugyan, de kozel van egyhez, akkor a médszer nem vagy nagyon lassan konvergal.
Ekkor azt tehetjiik, hogy valtoztatunk az egyenletrendszeren (pl. atrendezziik a sorait), vagy
méasik S matrixot valasztunk, vagy pedig az adott S prekondicionalasi matrix mellett bevezetiink
egy paramétert az iteracidba, melyet majd ugy valasztunk meg, hogy az iteracié konvergens,
s6t gyorsan konvergald legyen. Az els§ két lehetGséggel késébb foglalkozunk. Most tekintsiik a
harmadik eljarast részletesebben a Jacobi-iteracié példajan.

Tegyiik fel, hogy a Jacobi-iteracioban a k-adik iteracios 1épésnél tartva ismerjiik mar az x(F)
vektort, és az iteracio a kovetkezd lépésben az if,kﬂ) vektort eredményezné. A (k + 1)-edik lépés

tehat felirhato
g+ — k) 4 (i(JkH) _ i(k))

alakban. Vezessiink be most egy w pozitiv paramétert, és definidljuk az aldbbi iteraciot
gD = x8) 4z — 0y, (3.6.4)

Ez a modositas ugy foghaté fel, hogy az adott X*) vektorrél most is a Jacobi-iteraci6 altal
adott vektor irdnyaba lépiink tovabb, de nem i(JkH)—be lépiink, hanem egy kicsit messzebb,
vagy egy kicsit kozelebb attol fiigg6en, hogy w egynél nagyobb vagy kisebb. (Természetesen az
w = 1 eset visszaadja a Jacobi-iteraciot.) Ha w > 1, akkor tualrelaxalasrél, ha 0 < w < 1, akkor
alulrelaxalasrol beszéliink. (A relaxéalas — angolul relaxation — sz6 itt arra utal, hogy a Jacobi-
iteracio képletét nem vessziik szigortan, hanem modositunk egy kicsit rajta.) A Jacobi-iteracio
relaxalt valtozatara a JOR (Jacobi overrelaxation) roviditést fogjuk hasznalni, iteracios matrixat
B ;) jeloli majd.

Irjuk fel matrixos alakban a JOR iteraciot! Ehhez helyettesitsiik a (3.6.4) képletbe a Jacobi-

mobdszer altal adott igﬁ_l) vektor képletét az iteracio (3.6.2) alakjat felhasznalva.

gk —x® L (DL 4+ U)R® + Db —x).
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Ebbél kapjuk, hogy
x5 = (1 = w)E +wD YL + U)) x* + wD .

B(w)

Koordinatanként kiirva ez az

n
J;Z(-kﬂ) =(1- w)xl(-k) -2 Z aijx;k) —bi|,i=1,...,n

R PR
modszert jelenti. Az iterdciés métrix tehat
By =(1-wE+wD (L +U)=uwB,+ (1 -w)E. (3.6.5)

A JOR iteracio az A =S — T felbontésban az

1 —
S=(1/w)D, T= T“’D+L+U (3.6.6)

vélasztasnak felel meg, hiszen
-1 afl-w -1
ST'T=wD <D+L+U> =(1-wE+wD (L+U) =B
w

és S™'b =wD'b.

Vegyiik észre, hogy minden w valasztas esetén az egyenletrendszerrel konzisztens iteraciot
kapunk. Mivel w szabadon valaszthaté paraméter, igy lehetGséget ad arra, hogy ugy vélasszuk
meg, hogy az iteracié konvergens legyen, vagy hogy a konvergencia a lehets leggyorsabb legyen.
relaxation) fogja roviditeni a kés6bbiekben, és iteraciés matrixat Bag .y jeloli majd. Induljunk ki
most a Gauss—Seidel-iteracio (3.6.3) koordinatankénti alakjabol, és alkalmazuk a relaxécio (3.6.4)

képletét a Jacobi-iteracié i(JkH) vektordt a Gauss—Seidel-médszer ltal adott vektorra cserélve.

—1 n
(k+1) _ (k) 1 (k+1) (k) g (k)
x; =z; tw T Zaijxj + Z a;jz; — b | —x;

j=1 j=i+1
i—1 n
k w k+1 k
= (1 — w)xE ) — ? Zaijxg ) —+ Z aijxg» ) — bl
o= j=i+1

Matrixos alakra atirva az

k) = (D — wL) " (1 — w)D 4 wU)X*® + w(D — wL) " 'b.

Bas(w)

iteraciot nyerjiik, tehat
Bes) = (D —wL) (1 —w)D + wU).

A SOR modszerhez eljuthatunk agy is, hogy az A =S — T felbontésban az
1 1-—
S=-D-L T=-—“D+U (3.6.7)
w w

matrixokat valasztjuk.
Tetszoleges w esetén a SOR modszer is konzisztens az egyenletrendszerrel.
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3.6.4. Iteracios mobdszerek konvergenciaja

Korabban mar lattuk, hogy egy, a linearis egyenletrendszerrel konzisztens iteraciés médszer ponto-
san akkor konvergens, amikor iteracidés matrixédnak spektralsugara kisebb egynél. Most vizsgaljuk
meg azt a kérdést, hogy hogyan lehet ezt biztositani egy adott egyenletrendszerre, ill. hogy az
el6z6 fejezetben ismertetett iteraciok esetén mikor lehetiink biztosak a konvergenciaban.

Térjiink vissza a konzisztens iteraciok X1 = S7!Tx(*) 4+ ST alakjahoz, ahol A =S — T.
Ebben az esetben tehat S™'T az iteracios matrix, tehat ennek spektralsugararol kell biztositani,
hogy 1-nél kisebb legyen.

3.6.5. definicio.

Az A € R™ "™ matrix A = S — T felbontasat requldris felbontdsnak hivjuk, ha S regularis,
S'>0éT>0.

3.6.6. tétel.

Ha az A € R™™"™ matrixnak, amely regularis és A~* > 0, A = S — T egy regularis felbontéasa,
akkor o(S™!T) < 1.

Bizonyitas. A B = S™'T > 0 matrix a feltételek szerint jol definialt és nemnegativ matrix.
Ekkor tetsz6leges pozitiv egész k-ra

—_———
S—l 20

k k
< i) g1 _ i _ -1 _ (@ _ Rk+1y A -1 -1
0_<ZB>S (ZB)(E B)A (E-BHAa <Al
i=0 =0 >0
Azaz a ) 2, B’ nemnegativ taga sor részletdsszegei korlatosak, igy a sor konvergens, aminek
sziikséges és elégséges feltétele o(B) < 1 (1.2.34. tétel). H

3.6.7. tétel.

Legyen A egy olyan négyzetes matrix, melynek a f6atlojan kiviil nincs pozitiv eleme. Ekkor
pontosan akkor van az A matrixnak olyan A = S—T regularis felbontasa, melyre Q(S_lT) <1,
ha A M-métrix.

Bizonyitas. Legyen el6szor A M-matrix. Ekkor megmutatjuk, hogy a Jacobi-iteracié felbontasa
reguléris. A korabbi jellésekkel legyen S = D > 0 (mivel A M-matrix, igy f6atlojaban pozitiv
elemek allnak) és T = L + U > 0. Ez egy regularis felbontas, tovabba mivel A~ >0, ezért az
el6z6 tétel miatt o(S™'T) < 1.

A masik irdny igazolaséhoz csak azt kell megmutatnunk, hogy a matrixnak van inverze, és az
egy nemnegativ matrix. Az

-1 _ -1 _ -1 -1 _ -1 “1q-1 _ —Imkg—1
A'=S-T)'=(SE-8'T) '=E- §'T )'s'=>(s7'T)fs" >0
o(S™1T)<1 k=0

egyenlséghdl és becslésbdl latszik, hogy A invertélhato, hiszen elGallitottuk invertalhaté matri-
xok segitségével az inverzét. Az inverz matrixot elGallito sor tagjai nemnegativok, igy az inverz
nemnegativ matrix. B
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3.6.8. tétel.

Ha az egyenletrendszer egyiitthatométrixa M-matrix, akkor a Jacobi, a Gauss—Seidel-iteraciok
és ezek relaxalt valtozatai w € (0,1) mellett konvergalnak az egyenletrendszer megoldasahoz
tetszéleges kezdeti vektor esetén.

Bizonyitas. Ha A M-matrix, akkor A™* > 0. A JOR iteraciora a (3.6.6) képletben szerepls

S és T matrixok w € (0, 1] esetén reguléris felbontasat adjak A-nak. Igy az el6z6 tétel szerint az
iteracié konvergens lesz.

A SOR modszer esetén (3.6.7) szintén regularis felbontast ad, ha w € (0, 1].

Az w =1 eset felel meg a Jacobi és Gauss—Seidel-modszereknek. B

3.6.9. tétel.

Szigortian dominéns f6atloju egyiitthatomatrixok esetén a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iteraciok
minden kezd&vektor esetén az egyenletrendszer megoldasahoz konvergalnak.

Bizonyitas. Mivel szigortian dominans f64tl6 esetén a fGatlobeli elem abszolut értéke nagyobb,
mint a sorbeli tGbbi elem abszolutérték-sszege, igy a ¢ = D™ 'L||oo és s = || D' U||o jelolésekkel
q,s > 0és g+ s < 1. Ezek utan a Jacobi-iteraciéra az allitas az alabbi becslésbdl kovetkezik.

o(By) < |Bylle =DM L+ U)o =g +5 < 1.
A Gauss—Seidel-iteraciora a Bgg iteracios matrixot felirjuk
Bes=(D-L)'U=(E-D'L)"'D'U
alakban. Igy tehat

B P P 1 s 1—gq
Bgs) < |Baslleo = [[(E-=D'L)'D7'U|| < - 1
2(Bas) < [Baslleo = II( ) | S T T A

ahol az els6 tényezs becslésénél a 3.2.5. tételt alkalmaztuk. B

3.6.10. tétel.

Ha az A egyiitthatomatrix szimmetrikus és pozitiv definit, akkor a Gauss-Seidel-iteraci6 kon-
vergal az egyenletrendszer megoldasahoz tetszéleges kezdeti vektor esetén.

Bizonyitéas. Mivel A szimmetrikus, igy U = LT. Tehat A az A = D — L — L7 alakban irhato.

Igy Bgs = (D — L)_lLT. Ez a matrix mar nem feltétleniil szimmetrikus, igy lehetnek képzetes
sajatvektorai és sajatértékei. Legyen pl. A egy sajatértéke, és Vv egy hozza tartozé sajatvektor,
azaz,

(D-L) 'Ly = \v.
A D — L matrixszal balrol szorozva
L’y = \(D - L)v, (3.6.8)
majd a sajatvektor konjugélt transzponéltjaval szintén balrél szorozva kapjuk, hogy
vAL'Y = & (D - L)v.
Az egyenléség minkét oldalat a v (D — L)V kifejezéshél kivonva,
VIAY = (1 - )\)¥v/ (D -L)¥
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adodik. A jobb oldalt tovabb alakitva kapjuk, hogy
1-MN¥ID-L)v=>1-NFDv-v7Lv) = (1 - ) F'Dv - 3 (D - LT)¥),
ahol felhasznaltuk (3.6.8) konjugalt transzponaltjat. Mivel a bal oldalon egy valés (1 x 1)-es
métrix all, melynek transzponalt konjugaltja énmaga, igy kapjuk az
1-NFID-LTv=(01-)NFDv - WD -L"v)
egyenlGséget. Egyszertisités utdn nyerjik az
11— MO -LNv =1 - vDv

egyenldséget, majd (1 — \)-val szorozva mindkét oldalt
(1— N))¥TAV =1 - \*¥"Dv

adodik. Mivel egy szimmetrikus pozitiv definit métrix diagonalisiban pozitiv elemek szerepelnek,
igy 1DV pozitiv. A Bgg matrix sajatértéke nem lehet 1, mert ellenkezs esetben a (3.6.8)
Osszefliggésbsl (D — L — L7)¥ = AV = 0 lenne, azaz A szingularis lenne. Emiatt az egyenlség
jobb oldalén pozitiv szam 4ll, igy a bal oldal is pozitiv, azaz 1 — |A|? > 0. Tehat |\| < 1. m

Térjiink at a SOR iteraci6 vizsgalatara. ElGszor egy sziikséges feltételt igazolunk a konver-

genciara.

3.6.11. tétel. (Kahan [19], 1958)

A SOR modszer esetén
0(Bas(w)) = |1 —wl,

azaz a konvergencia sziikséges feltétele w € (0,2).

Bizonyitas. Igazak az alabbi egyenlGségek:

[T 1%l = [det(Bgsw))| =

i=1
= [det((D — wL)™)| - | det((1 — w)D + wU)| = |1 — w|™.
Tehéat
0(Bas(w)) max Al >

Szamt. mért. koz.

n 1/n
> (H)\J) =1-w.m
=1

A kovetkezd tétel, melyet bizonyitas nélkiil kozliink, azt mondja, hogy szimmetrikus pozitiv
definit matrixokra a Kahan-tétel feltétele elégséges is a konvergencidhoz.

3.6.12. tétel. (Ostrowski [26], 1954; Reich [27], 1949)

Ha A szimmetrikus, pozitiv definit matrix, és w € (0, 2), akkor

0Beasw)) <1,

azaz a SOR iteracié konvergens lesz.
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Mar emlitettiik, hogy a differencidlegyenletek numerikus megoldédsa sorian a leggyakrabban
el6fordulé méatrixtipusok a szimmetrikus pozitiv definit matrixok, a diagonalisan dominans mét-
rixok és az M-matrixok. Az el6z6 tételek alapjan elmondhatjuk, hogy szigortian dominans f6atloja
méatrixok esetén a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iteracio is konvergens lesz. Néha az egyenletek sor-
rendjének megvaltoztatasaval konnyen el is érhets, hogy a matrix szigorian dominans fgatloval
rendelkezzen. Szimmetrikus pozitiv definit matrixok esetén a SOR modszer konvergens lesz min-
den w € (0, 2) valasztas esetén (és csak ezekre). M-matrixok esetén a SOR és a JOR modszerek is
konvergalnak w € (0, 1] esetén, de a Stein—-Rosenberg-tétel miatt a SOR modszer a célravezetSbb
(gyorsabban konvergél).

3.6.5. Leallasi feltételek

Mar csak annak tisztazasa maradt hatra, hogy mikor hagyjunk abba egy iteracios eljarast. Honnét
tudjuk, hogy milyen messze vagyunk az ismeretlen megoldastoél az iteracié soran? Most felsorolunk
néhany lehetséges szabalyt, un. lealléasi feltételt az iteracidhoz.

e Ha ||B| < 1 valamilyen normaban, akkor a Banach-féle fixponttétel miatt

< < Bl
I = %) <
5]

||§(1) _ %) .
A ||B|| értékbdl és az elsé iteracio eredményébdl megmondhatjuk, hogy hény iteraciora van
sziikség az adott normabeli pontossag eléréséhez.

o Vizsgaljuk az egymés utani iteraciok eredményeit, ha |1 —x(*)|| elegend@en kicsi, akkor
leallitjuk az iteraciot.
o Kiszamitjuk az tn. maradékvektorokat: ¥*) = b — AX® . Ha |t#+D —5®)|| /|5 || elegen-

déen kicsi, akkor ledllitjuk az iteraciot.

o Megadunk egy knax értéket, ahol mindenképpen abbahagyjuk az iteraciot.

Ezek koziil akar tobbet is alkalmazhatunk. Pl. az utolsé feltételt minden programba érdemes
beépiteni, hogy gondoskodjunk a tényleges leallasrol.

3.7. Variacios modszerek

Ebben a fejezetben a linearis egyenletrendszerek megoldasanak egy tjabb iteracios megoldasi le-
het&ségét mutatjuk be szimmetrikus, pozitiv definit matrixokra. Az alapdtlet az, hogy megadunk
egy tobbvaltozoés fliggvényt, melynek abszolit minimumbhelye az egyenletrendszer megoldasa. Ezt
a minimumhelyet keressiik meg egy megfelels iteracios eljarassal.

Legyen tehat A € R™*" szimmetrikus, pozitiv definit matrix, és tekintsiik a

1 _
() = §§TAK -x'b

n-valtozos fliggvényt. Az Osszeszorzott métrixok mérete szerint a jobb oldali kifejezés valoban

egy valos szamot (egy (1 x 1)-es méatrixot) rendel minden vektorhoz. El¢szor megmutatjuk, hogy

ennek a fiiggvénynek egyetlen abszolit minimumhelye van az R" halmazon és ez pontosan az
AX = b egyenletrendszer megoldasa.
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3.7.1. tétel.

A ¢(X) fiiggvénynek abszoltt minimuma van az ¥* = A~ 'b pontban. A minimum értéke

b A 'b/2.

Bizonyités. Legyen X = X* + AX egy tetszoleges vektor. Ekkor a AXT AX* = AX! b egyenl6ség
miatt 1

H(X* + AX) = ¢(X*) + iAiTAAi. (3.7.1)

Ezutan A pozitiv definitségébdl kovetkezik az allitds. A minimum értéke egyszert behelyettesi-
téssel adodik. W.

A ¢(X) fiiggvény mindegyik véltozdja szerint parcidlisan derivalhato, igy minden pontban
értelmezve van a fiiggvény gradiense. Most kiszamitjuk a gradiensfiiggvényt. Hatarozzuk meg

a ¢(X) fiiggvény x;, valtozod szerinti parcialis derivaltjat (k = 1,...,n). Trjuk ki ehhez a ¢(X)
fliggvényt részletesen.
- 1 n n n
gf)(X) = 5 Z Zaijxixj — ijl‘j.
i=1 j=1 ]

Hagyjuk el az zj valtoz6t nem tartalmazd tagokat, hiszen a derivalas soran ezek ugyis eltiinnek,
igy egyszertisodik a derivalando kifejezés.
/

1 n n n
= 2
(X) = 3 E Qi T; Tk + E Ak TpTj + appTy | — brxy = E kT — by

kAie1 kAj—1 j=1

9¢
8:ck
Tl
Azaz a gradiensfiiggvény grad ¢(X) = AX —b. Egy lineéris egyenletrendszer esetén az T = b — AX
vektort maradékvektornak hivjuk. Jellésére az angol residual sz6 kezdébettjét hasznédljuk. A
maradékvektor értéke az X vektor fiiggvénye, de ezt nem szoktuk a jelolésben feltiintetni. A sz6-
vegkdrnyezethdl mindig vilagos lesz, hogy a maradékvektort melyik X vektorral képeztiik. A ma-
radékvektor megmutatja, hogy egy adott X vektor esetén mekkora az eltérés az egyenletrendszer
két oldala kozott. Nyilvanvaléan X = X* esetén T = 0. Fontos észrevétel, hogy a gradiensvektor a
maradékvektor (—1)-szerese.
Az AX = b linearis egyenletrendszer megoldasa tehat a ¢(X) fiiggvény minimumhelyének
megkeresésével egyenértékii. Hogy jobban el lehessen képzelni, hogy milyen fiiggvényt kell mini-
malizalni, irjuk a (3.7.1) képletben a AX vektor helyére az X — X* vektort

H(X) = —%BTA‘% + %(i —x9)TA(X - x%).

T —
Innét latszik, hogy a fliggvény ¢ > —b A_lb/ 2 értékhez tartozo szintvonala egy X* centrumu
hiperellipszoid. (A = E esetén koncentrikus kor.)

3.7.2. példa. Tekintiik a 2z; = 4, 8x9 = 8 egyenletrendszert, melynek megoldasa =} =
2,25 = 1. Ekkor ez a megoldas lesz a

H(X) = 22 + 42 — 4xy — 820 = (11 — 2)% +4(20 — 1) =8

kétvaltozos fliggvény minimuma, ahogy ez az atalakitasbol lathato is. A ¢ = 0 értékhez
tartozé szintvonal egyenlete

(z1 —2)? (902—1)2_1
8 2 o

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



3.7. Variaciés médszerek 87

ami egy X* kozepii, v/8 ill. v/2 féltengelyii ellipszis egyenlete. o

Az el6bbiek alapjan a ¢(X) fliggvény minimumhelyének megkeresése tulajdonképpen egy olyan
feliilet "legmélyebben" fekvs pontjanak megkeresése, melynek szintvonalai koncentrikus hiperel-
lipszoidok (két dimenziéban koncentrikus ellipszisek, lasd 3.7.1. abra).

Elgszor foglalkozzunk az iranymenti minimumok megkeresésével, azaz azzal az esettel, amikor
nem az egész feliileten, hanem csak egy adott pontbol adott irdnyban szeretnénk megkeresni a
legkisebb fiiggvényértékét ¢(X)-nek.

3.7.3. tétel.

Legyenek X és p # 0 adott vektorok. A g(a) = (X + aPp) egyvaltozos fliggvény egyértelmi
minimumat az o = p_ t/(p’ Ap) vélasztas esetén veszi fel.

Bizonyitas. Mivel

9(0) = H(x +aP) = 6(x) — ap"F — J0’p’ AP

=¢(X) +a <;apTAp — pTr)

a-ban méasodfoki polinom, melynek f6egyiitthatoja pozitiv (A pozitiv definitsége miatt), ezért a
minimumat valéban az o = p- /(P APp) értéknél veszi fel. B

Ezek utan meg is adhatjuk a legegyszertibb algoritmust a ¢(X) fiiggvény minimumhelyének
megkeresésére. Tegytik fel, hogy valamilyen modszerrel (ezt a késébbiekben pontositani fogjuk)
meghataroztuk az egyes lépéseknél alkalmazando keresési irdnyokat: p,, Py, . - .. Ekkor az alabbi
modon jarhatunk el. Valasztunk egy kiindulasi kozelitést, legyen ez Xg = 0 (de valaszhatunk
tetszéleges méas vektort is). Az X ponthbol a p; keresési iranyban az el6z6 tétellel meghatérozzuk a
¢(X) legkisebb fiiggvényértékét és a minimumbhelyét. Ezt a minimumbhelyet valasztjuk a kévetkezd
X1 kozelitésnek. Ezutan hasonléan jarunk el mindig a kovetkezd keresési irdnyt valasztva az adott
pontbdl. Az algoritmus az aldbbi médon foglalhato Gssze.

Alap algoritmus: minimalizélas adott Py, Ps, - .. # 0 keresési irdanyokkal,
A € R™¥™ pozitiv definit, b € R" adott.
k:=0, T :=b, X := 0 (lehet mas is)
while 1, # 0 do
k=k+1
ax =Py Th-1/(Pk APy
Xp i= Xp—1 + axPy,
T, := b — AX,;,

end while

Az alapalgoritmus megismerése utan méar csak azt a kérdést kell megvizsgalnunk, hogy milyen
modon vélasszuk meg a keresési irdnyokat ahhoz, hogy a minimumbhelyet a leghatékonyabban
tudjuk meghatarozni.
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3.7.1. Gradiens-modszer

Ismert, hogy egy tobbvaltozos fliggvény a gradiensvektoraval ellentétes irdnyban cstkken a leg-
gyorsabban. Ehhez elég felidézniink az iranymenti derivaltrol tanultakat. Igy kézenfekvének latszik
mindig a gradiensvektor (-1)-szeresét (ami a kordbban mondottak szerint éppen az adott pont-
beli ¥ = b — AX maradékvektor) valasztani keresési irdnynak. Az igy nyert iterdciés modszert
a ¢(X) fiiggvény minimumhelyének megkeresésére gradiens-modszernek, masképpen a legmerede-
kebb ereszkedés (angolul steepest descent) modszerének hivjuk.

A gradiens-moédszernél tehat a 3.7.3. tételt alkalmazva egy X pontbdl, ahol T = b — AX a
maradékvektor, az T vektor irdnyaba az X + (' t/(T7 AT))T pontba lépiink tovabb. Innét pedig

az itteni .
— TrrTr
b-—A(Xx+ T
( T AT )

maradékvektor irdnyaban keressiik a kovetkezd irdnymenti minimumot. Az

7 (— _ T'T _ . 1A TT _  _p_ r'T g, _
r'({b-—A(xX+ r =Tr'T-T A r=rr-— T"Ar =0
( ( AT )) U AT T AT

egyenlGség miatt lathato, hogy az iteracié soran az egymaés utani keresési iranyok merélegesek egy-
méasra. A gradiens-modszer sordn végzett lépéseket szemlélteti egy kétvaltozos egyenletrendszer
esetén a 3.7.1. abra.

Lrday

3.7.1. 4bra.

A gradiens-modszer algoritmusa tehat a kovetkezs.

Gradiens-modszer, A € R"*" pozitiv definit métrix, b € R”™ adott vektor.
k:=0,T:=b, Xy := 0 (lehet mas is)
while T, # 0 do
k=k+1
ay, = Tj_1Tp-1/(T}_ ATj1)
Xp = Xp—1 + QTp—1
T, = b — AX,,

end while

Vizsgaljuk meg a gradiens-moddszer konvergenciajat. A kovetkezs tétel arra ad becslést, hogy
a ¢ fiiggvény értéke hogyan valtozik egy-egy lépés soran.
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3.7.4. tétel.
A gradiens-moédszer sordn érvényes a

O(%e1) + (1/2)b° A™'D _ 1
6(%e) + (1/2)b  A™b — K2(A)

becslés (K =0,1,...)
Bizonyitas. Egyszert atalakitasokkal kapjuk, hogy a bal oldali tort nevezdje

&(%r) + (1/2)b" A™'b = %i;‘:Aik ~x'b+(1/2)b A~ b

1 1 —
— SX1 (A%, —B) + 3 b A -x)b
—_—
®T-xTA)A-!
_ _lin | T S N I S U
= T+ T, AT b=-T, A" (b— AX}) = -T, A" 'T}.
2 2 2 2
Tovabba a (k + 1)-edik maradékvektorra
Tpt1 — T = b-— Axpiq — (B — Aik)
= —A(ik_;,_l - fk) = —Aap1Tk.
Igy
Tiy1 = (E — Aak+1)fk.
Tehat

— =T « 17 = —1— _ — _
¢(Xpr1) +(1/2)b A7 T A i1 TL(E — a1 A)AHE — a1 AT

&%) + (1/2)b° A~ TLATT, TLATT,
. 200 1T T, — 0F L ATy,
L AT,
_q_ (FiTx)?
FL AT, T AT,
1 1

<1- = 1- .
A2l A2 Ko (A)

A ¢ fiiggvény valtozdsat mutatd elézd tételbsl jol lathato, hogy a fliggvény nagyon lassan
csokken, azaz a modszer nagyon lassan konvergal abban az esetben, ha ks(A) nagy érték.

3.7.2. Konjugalt gradiens-médszer

Természetesen vetddik fel az a kérdés, hogy a keresési iranyok masfajta megvélasztasidval nem
lehetne-e gyorsitani valahogy a konvergenciat. Vizsgaljuk meg a kérdést egy kétvaltozos linedris
egyenletrendszeren! Tekintsiik a 3.7.2. dbrat. Itt az X pontbdél indulva atlépiink az X; pontba.
Ha itt olyan keresési irdnyt tudnank valasztani, amely a minimumbhely irdnydba mutat, akkor
a kovetkezd 1épésben mar meg is taldlnank a minimumot, hiszen abban a keresési irdnyban az
irAnymenti minimum egyben abszolit minimum is. De hogyan lehetséges igy valasztani a keresési
irdnyt, hiszen ehhez latszolag sziikségiink lenne a keresett X* minimumbhelyre?
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e et TT— T
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3.7.2. 4bra.

Induljunk ki abbol a korabban igazolt &llitasbol, hogy az Xo pontbeli keresési irdny (a gradi-
ensvektor (-1)-szerese) meréleges az X; pontbeli maradékvektorra.

0=pit1 =P; (b— AX)) = P| (AX" - AX1) =P A(X" — X1).
Ebbsl a képletbél lathato, hogy az X; pontbél az X* megoldasba vezets vektor teljesiti a pr A (X* —

X1) = 0 feltételt. Az egyszertibb megfogalmazas kedvéért vezessiik be az alabbi fogalmat.

3.7.5. definicio.

Legyen adva egy A € R™"*" szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Azt mondjuk, hogy az X és
v vektorok A-konjugdltak (vagy A-ortogondlisak), ha T Ay = 0.

Vegyiik észre, hogy ha A az egységmatrix, akkor az A-ortogonalitas pontosan a hagyomanyos
skalaris szorzatbeli ortogonalitast jelenti.

A definici6 segitségével tehat mondhatjuk, hogy a P, keresési iranyt ugy kell megvélasztanunk,
hogy az legyen A-ortogondlis a p; keresési iranyra. Rogton latjuk, hogy ez lehetséges az X*
megoldas ismerete nélkiil is. Keressiik

Py =T — 51ﬁ1
alakban a mésodik keresési iranyt. Az A-ortogonalitési feltételt felhasznélva ekkor
_ pi ATy
pi AP,

e}

Tovabba, hasonldéan a gradiens-moddszer konvergenciasebességérél szolo 3.7.4. tétel bizonyita-
saban szerepld atalakitdsokhoz

Trp1 —Tp =b — A%y — (b — AXy)
= —AXiy1 — Xi) = —A1Ppy1-
Igy
Tipt1 =Tk — Aak1Pgy-

Kétvaltozos linearis egyenletrendszerre tehat az alabbi algoritmus alkalmazhaté. Az algorit-
mus két lépésben megtalalja az abszolut minimumhelyet. Azaz egy tetszéleges kezdGpontbol a
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maradékvektor irdnyaban keres el6szor irdnymenti minimumot, majd ebben a pontban megha-
taroz egy vektort, mely A-konjugalt az els§ keresési irdnyra. Ebben az irdnyban megkeresve az
irAnymenti minimumot, az abszolit minimumot kapjuk.

Konjugélt gradiens-moédszer kétismeretlenes linearis egyenletrendszerre.
A € R?*2 pozitiv definit matrix, b € R? tetsz6leges vektor.

io = 0, fo = B

P1 i =To

ay :=piTo/(P| Ap;)

X1 :=X0 + 1P,

fl = f() — OélAfl

p1 :=pi At1/(P] Ap,)

ﬁz =r; — 61ﬁ1

@z :=D;T1/(P; Aby)

Xo 1= X1 + aoP, (= X* pontos megoldas)

Ezt a médszert a konjugalt keresési iranyok vélasztasa miatt konjugélt gradiens-moédszernek
nevezziikk. A modszert teljes egészében Magnus Hestenes és Eduard Stiefel adta meg elGszor
az 1950-es évek elején. Mivel két iteraciés lépésben pontosan szadmolva pontosan megkapjuk a
megoldast, ezért ez a modszer elméletileg direkt médszernek tekinthets.

Most ratériink a konjugalt gradiens-modszer tobbdimenzids algoritmusara, amely kénnyen
adodik a kétvaltozoban megismert algoritmus dltalanositasaként. (Kés6bb majd még pontositjuk
ezt az algoritmust.)

Konjugalt gradiens-modszer, els§ valtozat.
A € R™*™ pozitiv definit matrix, b € R™ adott.

k.= 0, fo Z:b, io = 0, 51 :fo
while 1, # 0 do

kE=k+1

ay, = Py Tr—1/ (D), APy)

X 1= Xg-1 + QP

T (=Tr_1 — OzkAﬁk

Br = Py ATi/ (P}, APy

Pri1 =Tk — BkPg
end while

Természetesen az korantsem vildgos, hogy ez az algoritmus is hasonlé jé tulajdonsigokkal
rendelkezik, mint a kétdimenzios esetben bemutatott algoritmus. Azt, hogy ez mégis igy van, a
kovetkezs tétel mutatja.
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3.7.6. tétel.
Ha T)_1 # 0 egy adott k-ra (azaz nem ért véget az eljaras a (k — 1)-edik lépésben), akkor

X € lin{ﬁl, 500 ,ﬁk} = lin{fo, 800 ,fkfl} =: Vi,
valamint k& > 2 esetén
ry_T;=0,5=0,...,k—2,
és
PLAD; =0, j=1,... k-1

Bizonyitas. A bizonyitas k-ra vonatkozo teljes indukcioval torténik.

Ak=1eset:To=pP; #0és a1 # 0, ezért X; = a1p; = a1To-

Bar a bizonyitashoz nem sziikséges, taldn hasznos a k = 2 eset részletes vizsgalata is: Ha tehat
Ty 75 0ésTy 7é 0, akkor X, = X1 + 9Py = 1Py + 2Py = Q1T + 052(?1 — ﬁlfo), ami mutatja az
allitas elss részének helyességét. Tovabba

P2 AP, = (t] — /1P, )AP, = P; AT| — 8P Ap, =0,
T T

—T— - T ANe _ T= T A=
;19 = (T) —a1p; A)To =TT — a1p; ATp

=Ppito— ai1p, Ap; = 0.

Tegyiik fel most, hogy az allitas igaz k = [ esetén, azaz X; € {p;,...,P;} = {To,.-.,Ti—1},
T, =0(=1,...,1-2),pAp, =0 (j =1,...,1 — 1). Vizsgéljuk a k = [ + 1 esetet!

€lin(To,...,F1_1)

_ — _ L _
Xi+1 = X +o41 Py € lin(py, ... 7P1+1)
€lin(py,...,0;) =r,— 8P,
= lin(fo, ce ,fl).

Most négy kiilonb6z6 esetet kell végignézniink j értéke szerint.

1. 5 <l—1 esetén

T T —T A \=
;= (Tj_; —ap; A)T; =0.

2. 7 =1—1 esetén, mivel

=T = =T
r_r-1= P; r_i
~—~
Fszlfﬁlflﬁszl
és
—T A — =T —
p/AT_1=Dp A P; )
~—~
T _1—Bi-1P;_1
ezért

i -7 —T AN=
1= (T, —ap; A)T1 =0.

3. j <l esetén
Pi11AP; = (t] — 6ip] )Ap; = 0.
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4. j =1 esetén, mivel
T/ Ap, = b; AT,
ezért,
Pi11AD, = (t] — AP/ )AP, = 0.

Ezt akartuk megmutatni. B

3.7.7. megjegyzés. A bizonyitasbeli azonossagokat felhasznélva a kovetkezs Osszefiiggések nyer-
het6k:

T —
ap = Tp—1Tk—1
= 2=,
P; APy
tovabba
T =T (= — T A=
T, T =T (Tr1 — @ APy) = —;. T APy,
és
T = T (= — =T — —T A—
Ty 1Tk—1 = T (T + axAPy) = axTy_1 APy, = P APy,
és igy .
. T
Tk
ﬁk - _,T — .
Ty 1Tk—1
o

3.7.8. definicio.

Legyen A € R™ ™ egy szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Egy X € R™ vektor A-normdjdin
az ||[X||a = VXL AX értéket értjiik.

Vezessiik be az e®) = x* — x;, jelolést.

3.7.9. tétel.

Ha T),_; # 0, akkor X, az egyetlen pont Vi-ban, melyre |||/ minimalis.
[E™)la > [€@)|a >--- > [[6¥)] a,

tovabba €®) = 0 valamilyen k < n esetén.

Bizonyitéas. Tekintsiik az X* — (X — AX) = &) + AX vektorokat, ahol AX egy tetszéleges
Vi.-beli vektor.
[e® + Ax|a = &% + A)TA(e® + AX)
=0
= (@")TAs® + AXTAAX +2- @*)TA - AX
——— ~~

_ = Y
=(A8)T=(b—AXy)T=F] k

= (@) TAs® + AXTAAX.

Lathato tehét, hogy AX = 0 esetén lesz a norma a legkisebb, azaz X; a megoldast legjobban
kozelité vektor A-normaban a Vj, térbdl.

AV, CcVyC--- C Vg tartalmazasokbol kovetkezik a hibavektorok A-norméjanak monoton
csokkenése.
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Ha nem ér véget az eljaras korabban, akkor V,, = R™, hiszen az r} vektorok ortogonélisak.
Tovabbéa X,, az R™-ben A-norméaban legjobban kozelits vektor, azaz maga az X* megoldés. B

3.7.10. kévetkezmény. A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy a konjugélt gradiens-modszer
legfeljebb n 1épésbdl véget ér, azaz annyi 1épésbdl, ahany ismeretlenje volt az egyenletrendszer-
nek. Ahogy mér korabban emlitettiik, elméletileg (azaz szamabrazolasi és kerekitési hibak nélkiil)
a konjugalt gradiens-modszer egy direkt modszer. A gyakorlatban viszont a hibaval terhelt sza-
mitasok miatt iteracios modszerként alkalmazzuk. ¢

3.7.11. kovetkezmény. Ha a k-adik lépésben ledllitjuk az iteraciot, akkor megkapjuk Vi-bol a
megoldast A-norméban legjobban kozelité vektort. ©

A konjugalt gradiens-modszer konvergencidjara vonatkozdéan megadunk most bizonyitds nél-
kiil két tételt. A tételek azt mutatjak, hogy kis kondicidészamu vagy kevés kiilonb6z6 sajatértékkel
rendelkez6 métrixok esetén a modszer gyorsan konvergdl.

3.7.12. tétel. (Daniel [10], 1967)

Legyen A szimmetrikus, pozitiv definit matrix, melynek kondicioszama ro(A). Ekkor a kon-
jugdlt gradiens-moédszer hibavektorara az alabbi becslés érvényes

k
[e® s < 2 Vha(A) -1 ERIN
\/K/Q(A) +1

3.7.13. tétel.

Ha az A matrixnak s db kiilonb6z6 sajatértéke van, akkor a konjugélt gradiens-modszer leg-
feljebb s lépésben megadja a megoldast.

A korabbi eredmények figyelembevételével az algoritmus az aldbbi alakra egyszertisodik:

Konjugalt gradiens-modszer, javitott algoritmus.
A € R pozitiv definit matrix, b € R™ adott vektor.

k:=0,T:=b,Xy:=0,p;, =T
while T # 0 do
k=k+1
ak = Ti_1Tx—1/(Pi APy) (20— 1 +2n° +n — 1 flop)
X) = Xi—1 + agP, (2n flop)
Ty :=T;_1 — ar APy (2n flop)
B, =TI/ (] 5 1) (2 — 1 flop)
Pjt1 =Tk + ;P (2n flop)
end while

A konjugalt gradiens-moédszer miveletigénye 2n? + 11n — 3 = O(2n?) iteracionként. gy ha
n/3-nél tobb lépés kellene, akkor a Gauss-modszer gyorsabb néla. Emiatt inkabb ritka matrixokra
alkalmazzak. El6nye a kordbban ismertetett iteraciés modszerekkel szemben, hogy nem kell hozza
optimalis relaxaciés paramétert keresni a gyors konvergencia eléréséhez.
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3.8. A QR-felbontas 95

3.7.14. megjegyzés. A konjugilt gradiens-modszert gyakran hasznaljak prekondicionéltan. Ez
azt jelenti, hogy ekvivalens atalakitasokkal olyan alakra hozzdk az egyenletrendszert, melynek
egyiitthatomatrixanak kondiciészama joval kisebb, mint az eredeti egyenletrendszer matrixag,
ugyanakkor a megoldasa kozel azonos miivelettel jar. A mi esetiinkben lehet C szimmetrikus,
pozitiv definit métrix, melyre C? kozeliti A-t és C? kénnyen invertalhat6. Tekintsiik ekkor a

(C'ACTH(Cx)=C'b

egyenletrendszert. Ha ezt a konjugalt gradiens-médszerrel oldjuk meg, akkor bar minden itera-
ci6s 1épésben egy c? egyiitthatomatrixi lineéris egyenletrendszert kell megoldanunk, az eljaras
gyorsan konvergalhat, mert a matrix jol kondicionalt. ¢

3.8. A QR-felbontas

Korabban mér lattunk kétfajta matrixfelbontést. Az egyik a Schur-felbontés volt, amely szerint
minden métrix unitér hasonléségi transzformécioval fels§ haromszégmatrixba vihets. A masik az
LU-felbontés, amely szerint bizonyos matrixok felirhatok egy normalt alsé és egy felsé harom-
szOogmatrix szorzataként. Mindkét felbontas hasznosnak bizonyult az alkalmazasok soran. Ebben
a fejezetben egy djabb felbontassal fogunk megismerkedni: a QR-felbontéssal, amely hasonldéan
hasznos eszkoz lesz a késébbiekben. A QR-felbontas egy ortogonalis és egy fels6 haromszogmétrix
szorzataként allitja el a teljes oszloprangi matrixokat. Egy matrixot teljes oszlopranginak hi-
vunk, ha rangja megegyezik oszlopainak szdmaval. Nyilvanvaléan ez csak ugy lehet, ha sorainak
szdma legalabb annyi, mint oszlopaié.

Tulajdonképpen méar talalkoztunk is olyan eljarassal, amely QR-felbontast ad. Az 1.1.30. tétel
szerint a Gram-Schmidt ortogonalizacids eljaras sordn a linearisan fiiggetlen Xi,...,X, € R™
(n < m) vektorokhoz megadhatdk olyan ortonormalt qj, .. .,q,, vektorok, hogy lin(Xy,...,X;) =
lin(qy,...,q) (I <n).Igy tehat vannak olyan a;; szdmok, melyekkel

X1 = a11q;

X2 = a12q; + a22qs

Xy = Q1pq; + ...+ Qppdqy,-

Ha tehat a teljes rangi A € R™*™ métrix oszlopvektorai Xy, ...,X,, akkor A felirhat6 az
11 12 ... O1n
— 0 Qo2 ... Q9pn

A:[qlv"'aqn]
0 0 ... apn

alakban. Ezt a felbontast redukilt QR-felbontdsnak hivjuk. Az elsé tényezs egy ortonormaélt
vektorokat tartalmazo (m x n)-es matrix, a méasodik pedig egy (n x n)-es fels§ haromszogmatrix.
Ha most kiegészitjiik a q,...,q, vektorokat ortonormalt bazissa a q,,,,...,q,, vektorokkal,

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horviath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



96 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

akkor az ~ _
a1 Q12 ... Qin
0 22 ... Q9gn
A=0Q, 9 90g15- ) 0 0 ... apn

0 0 0 0
elgallitdsban az els6 matrix egy m x m-es ortogonalis matrix, a masodik pedig egy m x n méreti
fels6 haromszogmatrix. Ezzel el6 is allt egy QR-felbontés. Vegyiik észre, hogy a Q matrix n+1 : m
oszlopai az A matrix elGallitasaban nem vesznek részt, hiszen ezek az R matrix nulla sorainak
elemeivel szorzoédnak. Természetesen nem véletlen, hogy a Gram—Schmidt-eljaras soran ritkin
emlitik csak, hogy alkalmas QR-felbontés létrehozasara. Ennek oka az, hogy a numerikus szé-
mitasok soran felhalmozddoé kerekitési és dbrazolasi hibak eléggé pontatlanné teszik a modszert.
Most megismeriink két masik, sokkal gyakrabban alkalmazott eljarast QR-felbontés elGéallitasara.

3.8.1. QR-felbontas Householder-tiikrézésekkel

Legyen adott a Vv # 0 normélvektoraval az R™ térben egy (n — 1)-dimenzios hipersik. Legyen
adott tovabba egy tetszsleges X vektor. Adjuk meg X-nek a hipersikra valo tiikorképét! Mivel az
X vektornak a hipersikra meréleges komponense

1 _vIx

T=n Yi=1 >
[ll2 %]l
ezért a titkorkép ugy adodik, hogy X-bdl kivonjuk ezen vektor kétszeresét. Tehat a tiikorkép

B 1 ¥ wr_ vl
X —2 =X—-27—x=|E- X.

_g v X
[¥ll2 - [[¥l2 vy viv

Ezek alapjan egy adott v # 0 normalvektoru hipersikra ugy tiikrozhetjiik a vektorokat, hogy

azokat a
vl

H=E-

—T—
V'V

matrixszal szorozzuk. A tiikkrozést a v vektor egyértelmtien meghatarozza. A tiikrozést a 3.8.1.

abra szemlélteti.

3.8.1. tétel.

Egy adott ¥ # 0 vektor esetén a H matrix szimmetrikus és ortogonalis.

Bizonyitas. A szimmetria latszik, hiszen transzponalva visszakapjuk H-t. Az ortogonalitashoz
azt mutatjuk meg, hogy a matrix inverze sajat maga, mert ez a szimmetria miatt elegendd az
ortogonalitashoz.

(6 20) (250 ) cm o S

VI vI'v vIv  VIvvlv

A tétel kovetkezménye tehat, hogy tetszéleges X € R™ vektorra HH)X = EX = X, ami
valoban megfelel a tiikrozési tulajdonsignak. Az is kénnyen latszik, hogy a ¥V vektorra merdleges
vektorok, azaz a hipersik vektorai helyben maradnak a szorzas soran.
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<

HY %

3.8.1. abra.

Viszgaljuk meg most azt a kérdést, hogy milyen ¥ vektorral visz a tiikrozés egy X vektort egy
€;-gyel parhuzamos vektorba! Azaz szeretnénk az X vektorhoz egy olyan v vektort talalni, hogy
a vele konstrualt H tiikrozésre (sematikusan)

*
0
Hx=H .
* 0
teljestiljon. Mivel
27T

HX —X— ——v,

~~ v'v

€lin(ey)

igy v € lin(X,€;). Legyen Vv = X + «ae; valamilyen « konstanssal.
Ekkor

2(x" + ael )x

HX =X — X+ ae
(§+a61)T(i+aél)( )
_ x4+ ar, . Iz
— 27— X—a——=€
X'X + 2021 + o V'V

—2 —T—
X ox 2v'x
~(1-alEliren Y, mE,
%13 + 2021 + @ viv
Innét egyszerre adodik, hogy X szorzdja nullava tehets az o = +||X||2 valasztéassal. Tehat adott
X #£ 0 esetén vV = X + ||X||2€; jO valasztas. Ekkor ugyanis

2(X + ||x]|281) "% 2|13 & 2[[%l221

H7: X 7: X f— X 7.
%= ¥ e e T £ e 2GR E 2l o T2

3.8.2. megjegyzés. Ha z; # 0, akkor célszertd a Vv =X + sgn(x1)||X||2€1 valasztas a kiegyszert-
s6dés elkeriilése érdekében.”

Mivel v-nek csak az irdnya fontos, a nagysaga nem, azért célszerd tgy normalni, hogy az elsé
eleme 1 legyen. Ekkor a v vektor tarolhaté az X vektor lenullazott elemeinek helyén.

9Az sgn révidités a signum fiiggvényt jeldli: sgn(z) pozitiv = értékekre +1, negativokra —1 és = = 0 esetén 0.
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Legyen C egy tetsz6leges matrix. Ekkor a HC szorzatot a

vVl 2vv T 2vl'C
HC(E vV )CC vy CC+V(V>C+va

vIy viy vy

=wT

képlettel érdemes szamitani a joval tobb miveletet igényls tényleges matrixszorzas helyett. ¢

3.8.3. definicio.

Legyen x € R™ tetszGleges vektor. Ekkor azt a H matrixot, amely az X vektort az €; egy-
ségvektorral parhuzamos vektorba viszi (az X vektorhoz tartozé) Householder'®-tiikrizésnek
nevezziik.

A kordbbiak alapjan adott X vektorra tugy allithato el a Householder-tiikrozés, hogy az
X vektorbol meghatarozzuk a v = X % ||X||2€;1 képlettel a tiikorsik normalvektorat, majd ez
zel a v vektorral képezziik a H tiikrozési métrixot. Lathatd, hogy egy adott X vektorhoz t&bb
Householder-métrix is létezik.

Householder-tiikrozésekkel kdnnyen elallithato egy teljes oszloprangt méatrix QR-felbontasa.

3.8.4. tétel.

Legyen A € R™*™ (m > n) egy teljes oszloprangi méatrix. Ekkor léteznek olyan Q € R™*™
ortogonalis és R € R"™*"™ fels6 haromszogmatrixok, melyekkel A = QR.

Bizonyitas. A tételt ugy bizonyitjuk, hogy Householder-tiikrozésekkel elGéllitjuk a keresett fel-
bontést. Legyen H;y az A(1 : m, 1) oszlophoz tartozé Householder-tiikrzés. Ekkor A® =H A
els6 oszlopanak 2 : m elemei nulldk. Legyen H, az A(2)(2 : m, 2) oszlophoz tartozo6 Householder-
méatrix. Legyen tovabba Hy = diag(l,ﬁg). Ekkor A® := HyA® elss oszlopénak 2 : m elemei
ill. méasodik oszlopanak 3 : m elemei nullak. A teljes rang miatt az eljaras tovabb folytathato. Igy
a

H,  ---H -A=R
elgallitast nyerjiik, ahol R fels6 haromszégmatrix. A Q7 :=H,, - --- - H; maétrix ortogonalis, igy

a fenti jelolésekkel A = QR. B

3.8.2. QR-felbontas Givens-forgatasokkal

Ismert, hogy a 0 szogii elforgatottja egy R2-beli X vektornak az az X' vektor, melyre

sinf  cos@

— { cosf) —sinf ]
X' = X.

=:Gyg

Jeloljiik a forgatasi matrixot Gy-val. Konnyen ellenérizhets, hogy ez a métrix ortogonélis.
Vizsgaljuk meg, hogy a Gy matrix milyen 0 sz6g esetén visz egy kételemi X oszlopvektort
olyan vektorba, melynek masodik eleme nulla, azaz milyen Gy matrixszal lesz

[o]=e[t]
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Vegyiik észre, hogy a 0 szdg értékére nincs is sziikségiink, elegends az s = sinf és ¢ = cosf
értékek meghatarozasa. Konnyen latszik, hogy ha xo = 0, akkor s = 0, ¢ = 1 j6 valasztas. Ha
2o # 0, akkor az sxy + cxo = 0, 52 + ¢ = 1 egyenletrendszer megoldasabol

=) Fxq

= —— C = —————
2 2’ 2 2
VT T+ 25 V2T + X3

adodik. Osszefoglalva tehat, barmely kételemii vektor megszorozhat6 gy egy ortogonalis mat-
risszal, hogy az eredményvektor masodik eleme nulla legyen.

Térjiink 4t most a tobbdimenzids esetre. Milyen ortogonélis matrixsszal szorozzunk meg egy
adott X € R™ vektort ahhoz, hogy a j-edik eleme lenullazodjon a szorzas utan (j = 2,...,m),
és az i-edik elemen kiviil a tébbi elem valtozatlan maradjon (i < j)? A kétdimenzios esetet
altalanositva konnyen adodik a valasz. A keresett matrixnak az alabbi alaktunak kell lennie.

1

G(i,j,0) = e RM™X™ (3.8.1)

L 1 -

ahol az s = sinf és ¢ = cos @ értékek az i-edik ill. j-edik sorokban és oszlopokban helyezkednek

el, és a kétdimenzids esetnél ismertetett modon az X vektor x; és x; elemeibdl szamithatok. Ez a

métrix tulajdonképpen egy, az {(0,...,0, « ,0,...,0, v ,0...,0) € R™|u,v € R} hipersikbeli
i. j.

0 szogi forgatast ir le.

3.8.5. definicio.

Azt a G(i,7,0) (3.8.1) alaka maétrixot, amely egy adott X € R vektort ugy valtoztat meg a
vele valo szorzas sorén, hogy a j-edik (j = 2,...,m — 1) eleme nulla lesz, és az i-edik elem
kivételével a tobbi elem nem véltozik, (az X vektorhoz tartozo (i, j) indext) Givens-forgatasnak
hivjuk.

A Givens''-forgatas nem egyértelmt, azaz egy adott vektor adott két eleméhez tobbfajta, a
feltételeknek megfelel6 matrix is megadhato.

Egy teljes oszloprangi méatrix QR-felbontésa elGallithaté Givens-forgatasok segitségével is.
El6szor megkeressiik az els6 oszlophoz tartozo (m — 1,m) indext Givens-forgatast, majd ezzel
szorozzuk a matrixot. Ekkor a matrix m-edik soranak els6 eleme lenullazédik. Ezutan szorzunk
az els6 oszlop (m — 2,m — 1) indext Givens-forgatéséaval, stb. Ezt folytatjuk addig, mig az elss
oszlopban az els§ elem kivételével minden elem lenullazédott. Ezutan folytatjuk az eljarast a
mésodik oszloppal, kinullazva az oszlopban a f6atlo alatti elemeket. Stb. Az egyes lépések nem
rontjak el a korabban lenullazott elemeket. Az eljaras végén egy fels6 haromszogmatrixot kapunk,
ez lesz az R métrix, a Givens-forgatasok szorzatédnak transzponaltja pedig a Q matrix.

HWallace Givens, 1910-1993 (USA)
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Az eljaras sematikusan a kovetkezSképpen néz ki:

* k% x k% * k% * k%
* ok % * k% * ok % 0 *x =%
***%***%O**_)O**
* % ok 0 * x 0 * x 0 * x
* k% * k% x k%
0 * = 0 * = 0 *x =
0« «| loo x| 7|00 «
0 0 = 0 0 = 0 0 O

Ahogy lattuk, a QR-felbontast haromféleképpen is el tudjuk allitani: Gram-Schmidt ortogo-
nalizacioval, Householder-tiikrozésekkel és Givens-forgatasokkal. Vajon ezek ugyanazt a felbontast
allitjak el6? Ezt vizsgalja az alabbi tétel.

3.8.6. tétel.

Egy teljes oszloprangt méatrix esetén a redukalt QR-felbontas egyértelmi, ha megkoveteljiik,
hogy R féatlojaban pozitiv elemek legyenek.

Bizonyitas. Legyen A = Q; R, a teljes oszloprangi A € R™*™ matrix redukalt QR-felbontésa.
Ekkor AT A szimmetrikus és a teljes oszloprang miatt pozitiv definit is, tovabba

ATA = (Q;R1)7T(Q,R:) =R{R..

Ha R, f6atlojaban pozitiv elemeknek kell allniuk, akkor a fenti elGallitas éppen az ATA mat-
rix Cholesky-felbontasat adja, ami egyértelmt. Mivel Q, = AR, azért Q, is egyértelmten
meghatarozott. B

Householder-tiikrozések esetén a QR-felbontashoz sziikséges tiikrozési matrixok elGallitdsanak
miiveletigénye 2n?(m — n/3) flop, mig a Givens-forgatasok elsallitasa 3n?(m — n/3) flop. Igy
azt mondhatjuk, hogy a Hoseholder tiikrozések alkalmazasa altalaban gyorsabb, mint a Givens-
forgatasoké. A Givens-forgatasok elénye viszont abban &ll, hogy segitségiikkel elemenként tudjuk
lenullazni az eredeti méatrix elemeit. Pl. fels¢ Hessenberg matrixok QR-felbontésanal ez nagyon
praktikus, hiszen csak a szubdiagonal elemeit kell lenullaznunk. Sematikusan ez a kovetkezd
modon tehet meg, az i-edik lépésben az i-edik oszlophoz keressiik meg az (i,7 + 1) indexd
Givens-forgatast:

*
*
*

O O *x ¥
* ¥ X %
o O O *

* K K
* K X ¥
o OO ¥
O O ¥ *
* K K X

O O %

* X X

0 0

o
O O *x ¥

0

A QR-felbontast a kovetkezs fejezetben tulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasara
fogjuk hasznélni. Tovabbi alkalmazaséval a sajatértékmeghatarozasi modszereknél fogunk majd
talalkozni.

3.9. Tdlhatarozott rendszerek megoldasa

Ebben a fejezetben olyan linearis egyenletrendszerek megoldasat keressiik meg, melyek legalabb
annyi egyenletet tartalmaznak ahdny ismeretlenje van az egyenletrendszernek. Az ilyen egyenlet-
rendszereket tulhatarozott egyenletrendszereknek nevezziik. Az egyszertiség kedvéért ide soroljuk
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a négyzetes matrixi egyenletrendszereket is, azaz azt az esetet, amikor ugyanannyi egyenlet van
mint ismeretlen. Az egyiitthatomatrixrol feltessziik tovabba, hogy teljes oszloprangi. Osszefog-
lalva tehat az

Ax=b, AcR™" m>n, r(A)=n

alaku egyenletrendszereket vizsgaljuk.

Ismert, hogy a fenti linearis egyenletrendszernek vagy csak egy megoldasa van (ha b els-
all A oszlopvektoraival) vagy nincs megoldasa (ha nem all el§). Ha van megoldas, akkor azt a
Gauss-moédszerrel hatarozhatjuk meg, hasonléan ahhoz az esethez, amikor az egyiitthatéméatrix
invertdlhat6 négyzetes matrix volt. Gauss-transzforméaciok és esetleges sorcserék segitségével az A
maétrixot fels6 haromszog alakra hozzuk, melynek f6atlojaban nullatol kiillonb6z6 elemek fognak
allni. Ha most a b(n + 1 : m) nem nullvektor, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha
pedig nullvektor, akkor az egyértelmd megoldas egyszeri visszahelyettesitéssel adodik.

A fentiek alapjan &altalaban azt mondhatjuk tehat, hogy egy tulhatarozott lineéris egyen-
letrendszernek nincs megoldasa. Hasznos azonban a megoldas fogalmét egy kicsit kiterjeszteni.
Nevezziik egy talhatarozott lineéris egyenletrendszer esetén legkisebb négyzetek (angolul least
square, roviditve LS) értelemben legjobb megoldasnak, réviden LS-megoldasnak, azt az X € R™
vektort, melyre ||AX — b||2 a lehets legkisebb.

Legyen

6(%) = ||A% — B13
tovabba legyen z egy tetszbleges nemnulla vektor (AZ # 0), és « egy tetsz6leges valds szam.
Ekkor
6(% + %) = | AR + a7) — b3

= |AX — b||2 + o?|AZ||2 + 2027 AT (AX - Db)
27T AT(Ax — b))

= |AX - b|3 + a||AZ|3 [ a + —
2 ? |AZ]3
Megmutatjuk, hogy az LS-megoldéis nem lesz més, mint az
ATAX=A"D (3.9.1)

un. normélegyenlet megoldasa (ATA négyzetes matrix), amely nyilvanvaloan létezik, hiszen A
teljes oszloprangu. Jeldlje ezt a megoldast X 5. Ekkor

¢(Xps + oZ) = | AXLs — b3 + 0’| AZ|3 = 6(X1s) + o[ Azf3.

Azt kell megmutatnunk, hogy csak egy vektor minimalizélhatja ¢-t. Ha y-nal is minimum lenne,
akkor legyen « = 1észZ =y — X1 g, azaz

é(Xrs + (¥ —Xrs))

= () = ¢(XLs) + |A(Y — Xrs) |3 # 6(XLs),
hay # Xps.

Megoldas a normalegyenlet segitségével

Az LS-megoldés tehat a (3.9.1) egyenlet segitségével hatérozhaté meg Xrs = (ATA)"'ATb
alakban. Természetesen a gyakorlatban nem igy szamoljuk. Mivel AT A szimmetrikus, pozitiv
definit matrix, ezért elsallithaté a Cholesky-felbontasa LL” alakban. Ezutan megoldjuk az Ly =
A™Tp egyenletrendszert, majd X5 az L's=y egyenletrendszer megoldasaként adodik. Az eljaras
miiveletigény: (m + n/3)n? flop.

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



102 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Megoldas a QR-felbontas segitségével
Legyen A = QR az A matrix QR-felbontasa. Az

IAX —b|; = [QRx - b||7 = |Q" (QRx — b)||3
= |Rx — Q"blf3 = [Rix —[l3 + [[d]3

egyenl6ség miatt, ahol Ry = R(1:n,1:n),¢ = (Q"b)(1:n,:) ésd = (Q'b)(n+1:m,:), az
LS-megoldéas az aldbbi médon hatérozhaté meg.

e Képezziik az A matrix QR-felbontasat.
e Meghatarozzuk az Ry = R(1: n,1 : n) méatrixot.
o Meghatarozzuk a € = (Q"b)(1 : n,:) vektort.

e Az Xy LS-megoldas az R1X = € egyenletrendszer megoldasaként adodik.
Az eljaras miiveletigénye: 2(m — n/3)n? flop.
3.9.1. megjegyzés.

e m >> n esetén a QR-felbontasos megoldds miveletszama kb. kétszerese a normalegyenle-
tesnek.

o Négyzetes, teljes rangti matrixokra a miiveletszdm mindkét esetben 4n3/3, ami a Gauss-
modszer kétszerese. Viszont ha a memoariakezelést is figyelembe vessziik, akkor a teljes futési
id6 Osszemérhets a Gauss-modszerrel, s6t stabil is, hiszen nincs névekedési faktor.

e Ranghianyos vagy kozel ranghidnyos esetben ezek a mddszerek nem hasznalhatok.

e A normaélegyenletre alkalmazhaté a konjugélt gradiens-moédszer, de akkor az 1j rendszer
kondiciészama az eredeti négyzete lesz.

e Ha A € R™", akkor X;,5 = A~ 'b, ami az egyenletrendszer klasszikus értelemben vett
megoldéasa.

3.10. Linearis egyenletrendszerek megoldasa a MATLAB-ban

Lineéaris egyenletrendszerek megoldasa a MATLAB programban egyetlen paranccsal (\) torténik
fiiggetleniil attol, hogy egyértelmii megoldas van vagy esetleg tulhatarozott az egyenletrendszer.
Els6 lépésben megprobélja a MATLAB elGéllitani a Cholesky-felbontast (chol), ha ez nem sikertil
(hamar kideriil, hogy nem szimmetrikus, pozitiv definit a méatrix, igy ez nem vesz el sok idét), ak-
kor az LU-felbontassal hatarozza meg a megoldast (Gauss-modszer). Ha az egyenlet tulhatarozott,
akkor el@szor meghatéarozza a QR-felbontéast (Householder-tiikrozésekkel), majd ebbdl a legkisebb
négyzetek értelemben legjobban kozelité megoldast. A sparse parancs segitségével tudathatjuk
a MATLAB-bal, hogy egy matrix ritka. Ebben az esetben a méatrix szerkezetének megfelel6 meg-
oldéasi modot fogja hasznéalni a MATLAB. A \ parancsrol részletes angol nyelvi leiras talalhato
ahttp://www.weizmann.ac.il/matlab/techdoc/ref/arithmeticoperators.html#8559 olda-
lon.
Lassunk néhéany szemléletes példat!
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>> A=[2,-1;-1,2]; B=[1;1]; b=[1;1]; % A matrixok megadiasa.
>> A\b, B\b ), Az egyenletrendszer és a tilhatarozott egyenletek megoldasa.

ans =

1.00000000000000
1.00000000000000

ans =
1.00000000000000

>> chol(A) % Cholesky-felbontéas

ans =

1.41421356237310 -0.70710678118655
0 1.22474487139159

>> [L,U,P]=1u(A) % Az altalanos LU-felbontas meghatarozasa.

L =
1.00000000000000 0
-0.50000000000000 1.00000000000000

U =
2.00000000000000 -1.00000000000000
0 1.50000000000000

P =

>> [Q,R]=qr(B) % A B matrix QR-felbontésa
qQ =

-0.70710678118655 -0.70710678118655
-0.70710678118655  0.70710678118655
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104 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

-1.41421356237310
0

Az alabbi program a Gauss-moédszert valositja meg egy olyan n x n-es lineéaris egyenletrend-
szerre, melyre végigfut a modszer. Figyeljiikk meg, hogy az egyiitthatomatrixot az eljaras elején
kibgvitjiik a jobb oldali vektorral, igy végig az egyiitthatomatrix elemeiként tudunk minden
elemre hivatkozni. Az eljaras végére az egyiitthatométrix tartalmazza az LU-felbontas L és U
métrixait, utolsé sordban pedig a megoldast.

function [U,L,x]=gaussmodszer(A,b) % A: egyilitthatdmatrix, b: jobb oldal
n=max (size(A));
A=[A,b];
for k=1:n-1
for i=k+1:n
A(i,k)=A(i,k)/A(k,k);
A(i,k+1:n+1)=A(i,k+1:n+1)-A(i,k)*A(k,k+1:n+1);
end;
end;

for j = n:-1:2,
AG,n+1)=A(i,n+1) /A5, 3) 3
A(1:§-1,n+1)=A(1:j-1,n+1)-A(j,n+1)*A(1:j-1,3);

end;

A(1,n+1) = A(1,n+1)/A(1,1);

U=triu(A(:,1:n));

L=A(:,1:n)-U+teye(n);

x=A(:,n+1);

A Cholesky-felbontéast egy szimmetrikus, pozitiv definit métrixra az alabbi médon lehet elGal-
litani. Ebben a médszerben az eljaras a métrix alsé haromszog részét irja 4t a Cholesky-felbontés
G métrixava.

function [G]=choleskyfelbontas(A) % A: poz. def. szimm. matrix
n=max (size(A));
for k=1:n
if k>1
A(k:n,k)=A(k:n,k)-A(k:n,1:k-1)*(A(k,1:k-1))7;
end;
A(k:n,k)=A(k:n,k)/sqrt(A(k,k));
end;
G=tril(A);
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3.11. Feladatok

Kondicigszdm

3.11.1. feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges regularis A € R™*™ matrix esetén

%HQ(A) < k1(A) < nka(A), %ROO(A) < ko(A) < nkoo(A),

%Iﬁ:l(A) < Koo(A) < nzm(A).

3.11.2. feladat. Legyen A € R™*™ egy olyan négyzetes méatrix, melyben a f6atlo "felett" -
l-esek, "alatta" nullak, és a f6atloban 1-esek allnak. Szamitsuk ki a matrix determinansat és a
kondicioszamat maximumnorméaban!

3.11.3. feladat. Igazoljuk, hogy regularis A matrixra ro(A”TA) = k3(A) > ko (A)!

3.11.4. feladat. Legyen A € R™*™ egy nemszingularis matrix, és B € R"*™ egy szingularis
matrix. Igazoljuk, hogy tetszéleges indukdlt norma esetén |A~'| > 1/||A — B||. Ezen képlet
segitségével adjunk alsé becslést az

101 1
SR

matrix maximumnormabeli kondiciészamara!

3.11.5. feladat. Igazoljuk, hogy ha A és B ortogondlisan hasonlé regularis méatrixok, akkor
[All2 = [[Bll2 és r2(A) = r2(B)!

3.11.6. feladat. Ismert, hogy egy matrix spektralsugara becsiilhet§ a matrix tetszéleges indu-
kalt normajaval. Igazoljuk ennek segitségével, hogy tetszdleges A matrixra ||A|3 < ||A]l1]| Ao,
és hogy tetszGleges invertalhaté A métrix esetén

Ko(A) < VE1(A)kso(A) !

Gauss-modszer, LU-felbontas, Cholesky-felbontés

3.11.7. feladat. Vizsgaljuk meg, hogy mekkora a miveletszdma a Gauss—Jordan-eliminaciénak
egyenletrendszer megoldasa és inverz szdmitasa esetén!

3.11.8. feladat. Ha egy fels6 Hessenberg-matrixra alkalmazzuk a Gauss-moédszert, akkor fi-
gyelembe vehetjiik, hogy a f6atlo "alatt" csak a kozvetleniil a f6atlo alatti elemek kiilénboznek
nullatol. Mekkora lesz az ilyen méatrixok LU-felbontasanak miveletsziama? Mit mondhatunk az L
és U matrixok szerkezetérsl? Ha mar a matrix LU-felbontasa elkésziilt, akkor mennyi miveletbe
keriil egy egyenletrendszer megoldéasa?

3.11.9. feladat. Oldjuk meg az AX = b lineéris egyenletrendszert a Gauss-modszer segitségével
a lenti adatokkal! Adjuk meg az egyiitthatéméatrix determinanséat is!

1 2 3 4 1 2
14 9 16 N — | 10
A=11 §5 97 64 |" X as | P aa
1 16 81 256 T4 190
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Adjuk meg az A méatrix LU-felbontasat! Az A méatrix inverze a MATLAB jel6léseit hasznalva
inv(A)=[4,-13/3,3/2,-1/6;-3,19/4,-2,1 /4;4/3,-7/3,7/6,-1/6 -1/4,11/24,-1/4,1/24].

Szamitsuk ki az A matrix maximumnormabeli kondicioszamat!

3.11.10. feladat. Kézi szamolas segitségével hatarozzuk meg a 3 x 3-as Hilbert-matrix LU-
felbontéasat!

3.11.11. feladat. Tekintsiik azt az A € R™*"™ matrixot, melyre a;; = 1, ha i = j vagy j = n,
a;j = —1, ha i > j, kiilonben nulla. Mutassuk meg, hogy A-nak van LU-felbontésa, |l;;| < 1, és
Upy = 277 L

3.11.12. feladat. Tekintsiik az alabbi méatrixot

0
0
3

Diagonalizalhato-e ez a matrix? Valaszunkat indokoljuk! Hatarozzuk meg a matrix LU-felbontéasat!

3.11.13. feladat. Tekintsiink egy olyan linearis egyenletrendszert, melynek matrixdban csak az
els6 oszlopban, az els6 sorban ill. a f6atloban vannak nemnulla elemek. Mi torténik a métrixszal
a Gauss-modszer alkalmazésa sordn? Adjunk javaslatot a jelenség elkeriilésére!

3.11.14. feladat. Legyen

2 -3 100 1
A=|1 10 —000l|,b=1]0
3 —100 0.01 0

és tekintsiik az AX = b egyenletrendszert! Oldjuk meg az egyenletrendszert részleges fGelemki-
véalasztassal, négyjegyt mantisszaval szdmolva!

3.11.15. feladat. Oldjuk meg az egyenletrendszert a Gauss-moédszerrel teljes féelemkivélasz-
tassal és anélkiil, négyjegyi mantisszat hasznalva! Mekkora a két megoldas eltérése maximum-

norméaban?
0.003xz; +59.14z5 = 59.17
5.291x1 — 6.13z9 = 46.78

3.11.16. feladat. Tekinsiik az AX = b egyenletrendszert, ahol

34 55 « [o21
A:{55 89}"0:{34]'

Az ¥ = b — AX maradékvektort az X = [—0.11,0.45]7 vektorral kiszamitva ¥ = [—~0.01,0]7,
mig az X = [—0.99,1.01]7 vektorral T = [—0.89, —1.44]7. A megoldas melyik X kozelitése ponto-
sabb? Adjunk also és fels becslést egy X kozelités megoldastol vald eltérésére a maradékvektor
segitségével! Ellendrizziik a becslést az adott egyenletrendszeren!

3.11.17. feladat. Oldjuk meg a 0.00001z+y = 1,z 4y = 2 egyenletrendszert pontosan ill. agy,
hogy csak 4 szamjegyid mantisszaval dolgozhatunk! Mit tapasztalunk? Segit-e a részleges f6-
elemkivalasztas? Szorozzuk be az elsS egyenletet 10°-nel, majd igy is oldjuk meg a feladatot!
Fogalmazzuk meg tapasztalatainkat!
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3.11.18. feladat. Hatérozzuk meg, hogy lebegGpontos szamokat hasznilva mekkora lesz az
osztas mivelet abszolut hibija (|(xy) — (x/y)| =7)! Milyen tanulsdga van az eredménynek?

3.11.19. feladat. Kézi szdmoléssal hatarozzuk meg a 3x3-as Hilbert méatrix Cholesky-felbontasét
ill. LDL” felbontésat!

3.11.20. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi B matrix LDL” és Cholesky-felbont4sat!
2 1
B — [ 2 ] .

3.11.21. feladat. Az alabbi matrix egy A € R*** szimmetrikus méatrix LU-felbontasét tartal-
mazza ugy, hogy a f6atlo "alatti" rész az L méatrix megfelel§ f6atld alatti részét tartalmazza, a
tobbi elem pedig az U métrix megfelel§ eleme. Létezik-e az A métrixnak Cholesky-felbontéasa?
Ha igen, akkor adjuk meg a G matrixot (A = GGT)! Adjuk meg azt az X € R* vektort, melyre
Ax = [1,0,0,0]7!

2 3 2 4
3/2 3/2 2 3

1 4/3 7/3 3

2 2 9/1 17

Tteracids egyenletrendszer-megoldas, gradiens-modszerek

3.11.22. feladat. Mely iteraciés modszerrel oldhat6é meg a

20—y =1
—x+2y=3

linearis egyenletrendszer? Mely w paraméterekkel lesz konvergens a JOR iteracié? Adjuk meg
w értékét ngy, hogy a konvergencia a lehetd leggyorsabb legyen! A SOR modszer esetén milyen
értékeket vehet fel w ahhoz, hogy konvergens modszert nyerjiink? Valasszuk az w =0.2:0.2: 1.8
értékeket, és vizsgaljuk meg szamitogép segitségével a konvergencia sebességét!

3.11.23. feladat. Adjunk becslést arra, hogy az el6z6 feladatban a Jacobi-moddszert hasznéalva,
az Xo = [1,1]7 kezddvektorrél indulva hany iterdcié sziikséges ahhoz, hogy a megoldast 10~6-nal
pontosabban megkapjuk maximumnormaban!

3.11.24. feladat. Oldjuk meg a
—r+5y—22=3
r+y—4z=-9
dr —y+22z=-8
egyenletrendszert valamilyen iteracios modszerrel!

3.11.25. feladat. Az AX = b linearis egyenletrendszer egyiitthatoméatrixa szimmetrikus po-
7itiv definit matrix. Ezutan definialjuk az x**Y = (E — hA)X¥) 4 hb konzisztens iteraciot,
ahol h valamilyen valés paraméter. Hogyan valasszuk meg h értékét, hogy az iteracié minden
kezdévektorra az egyenletrendszer megoldasahoz tartson?

3.11.26. feladat. A
B_ 2 1
1102
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108 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

métrixszal szeretnénk megoldani a Jacobi-iteraciét hasznalva a BX = [1,1]7 linearis egyenlet-
rendszert. Végezziink el két iteracios 1épést a nullvektorrdl indulva, és becsiiljiik meg, hogy hany
iteracios lépés lenne sziikséges ahhoz, hogy a kapott kozelitésnek a maximumnorma-beli eltérése
a pontos megoldéstol 10~6-n4l kisebb legyen!
3.11.27. feladat. Legyen g = 1 és x99 = 0 és
3 1
T = sz_l + Z:L‘k_H, k=1,...,19.

Igazoljuk, hogy az egyenletrendszer megoldasa xj, = 1—(3¥—1)/(3?°—1)! Oldjuk meg az egyenlet-
rendszert Gauss—Seidel-modszerrel! Mit tapasztalunk, javitja-e a konvergenciat az alulrelaxalas?

3.11.28. feladat. Az alabbi egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-modszer relaxa-

i EIEEE

Hogyan vilasszuk meg w értékét, hogy a leggyorsabban konvergaljon az eljaras? Szamitsuk ki,
hogy a nulvektorrél indulva a leggyorsabb médszerrel mennyit kellene iteralni, hogy a megoldést
10~%-nal jobban megkozelitsiik maximumnormaban!

3.11.29. feladat. A Jacobi- vagy a Gauss—Seidel-iteracioé konvergal gyorsabban az aldbbi egyen-

letrendszerre?
1 —1/27_ [1
—1/2 1 |71

Adjunk fels6 becslést arra, hogy hany iteracios lépést kellene elvégezniink a gyorsabb modszerrel
a [0,0]7 kezddvektorral indulva, hogy a megoldast 10~%-nél jobban megkdzelitse a sorozat 2-es
norméaban!

3.11.30. feladat. A konjugalt gradiens-moédszert alkalmazzuk a tridiag (—1,2, —1)X = [1,0, 1]
egyenletrendszer megoldaséara. A nullvektort valasztva kezdGvektornak szamitsuk ki az X5 vektort,
majd szamitsuk ki a hozz4a tartoz6 maradékvektort! Mit tapasztalunk?

3.11.31. feladat. Alkalmazzunk két-két iterdcios lépést a gradiens- és a konjugalt gradiens-

modszerrel a
dx+2y =7

2z + 3y =10
linearis egyenletrendszerre!

Householder- és Givens-transzforméciok. QR-felbontés. Tulhatarozott rendszerek.

3.11.32. feladat. Keressiik meg azt a Householder-matrixot, amellyel a [2,6, —3]7 vektort be-
szorozva, annak utols6 két eleme nulla lesz! Mi lesz a Householder-métrix a [—3, 1, —5,1]7 vektor
esetén?

3.11.33. feladat. Megegyezhet-e egymassal egy Householder-tiikrozés és egy Givens-forgatas
maéatrixa?

3.11.34. feladat. Szorozzuk meg a [2,6, —3]7 vektort egy ortogondlis métrixszal gy, hogy az
eredményvektor utolsé komponense 0 legyen!

3.11.35. feladat. Adjuk meg az

2 0 1 0 0 3 30
A= 6 2 0 |,B=|13|,C=|3 50
-3 -1 -1 0 2 0 0 6
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métrixok Householder QR~felbontasait!

3.11.36. feladat. Képezziik a fenti A matrix QR-felbontasat Givens-forgatasok segitségével!
Héany Givens-forgatasra van sziikség?

3.11.37. feladat. Az alabbi tablazat nyolc sikbeli pont koordinatapérjait tartalmazza. Adjuk
meg azt a legfeljebb harmadfokt p(x) polinomot, melyre Zle(p(xi) — y;)? minimalis lesz! Ab-
razoljuk a pontokat és a polinomot is!

|| 4] -2 1]

3] 4| 6
1]21.1]135

3.11.38. feladat. Két mennyiséget (x és y) mértiink, ill. ezek kiilonbségét és Gsszegét. Az ered-
mények: ¢ = a,y = b, t—y = c és x+y = d. Oldjuk meg ezt a talhatarozott egyenletrendszert!

3.11.39. feladat. Oldjuk meg az
1 1 10~*
1075 0 -[ r ] 1+107k
0 107k y 1-10°F

tulhatérozott egyenletrendszert k = 6,7,8 esetén elGszOr papiron szamolva, majd az A\b (QR-
felbontéast hasznalja) és az (A’ x A)\(A’ x b) utasitasokkal (Cholesky-felbontasos megoldas). Ha-
sonlitsuk Gssze az eredményt!

EllenSrz6 kérdések

1. Hogyan értelmezziik a méatrixok kondiciészamat?

2. Hogyan fiigg egy linearis egyenletrenszer megoldasdnak hibéja az egyiitthatéméatrix és az
egyenlet jobb oldalanak hibajatol?

3. Ismertessiik a Gauss-modszert, és adjuk meg miiveletszamat!

4. Milyen matrixok esetén fut végig a Gauss-modszer elakadas nélkiil?

5. Mi az az inga-moddszer?

6. Hogyan allitjuk el egy matrix LU-felbontasét, és mire lehet ezt hasznéalni?
7. Miért van sziikség f6elemkivalasztasra, és hogy hajtjuk ezt végre?

8. Mi az a Cholseky-felbontas?

9. Milyen matrixok esetén érdemes egy linearis egyenletrendszert iteréciés médszerrel megol-
dani?

10. Hogy néz ki altalanosan egy iteraciés modszer?
11. Ismertessiik a Jacobi- és Gauss—Seidel-iteraciokat!
12. Mitdl fiigg egy iteracios modszer konvergenciajanak sebessége?

13. Mit jelent a relaxélds modszere?
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110 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

14. A SOR médszer szimmetrikus, pozitiv definit matrixokra milyen relaxacios paraméter ese-
tén lesz konvergens?

15. Hogyan alakithat6 at egy linearis egyenletrendszer megoldésa varidcios feladatta?
16. Ismertessiik a gradiens-moédszert és tulajdonsagait!

17. Ismertessiik a konjugalt gadiens mddszert és tulajdonsagait!

18. Mi az a Householder-tiikrozés és Givens-forgatés?

19. Hogyan allithato el6 egy matrix QR-felbontasa?

20. Mit jelent, hogy egy egyenletrendszer tulhatarozott? Hogyan lehet egy tulhatarozott egyen-
letrendszert megoldani?
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4. Sajatérték-feladatok numerikus
megoldasa

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan lehet numerikusan meghatarozni a
méatrixok sajatértékeit és sajatvektorait. Kétféle modszertipus van. Az egyik
tipussal az egyszeresen domindns sajatértéket és a hozza tartozé sajatvektort
tudjuk meghatarozni, a masik tipussal pedig az Osszes sajatérték kozelitését
egyszerre hatarozhatjuk meg.

4.1. Sajatérték-feladatok kondicionaltsaga

Sok gyakorlati probléma vezet sajatérték-feladatra, azaz olyan feladatra, amikor egy négyzetes
métrix sajatértékeit és sajatvektorait kell meghataroznunk. Sajatérték-feladat megoldasat igényli
pl. a szilardtest fizika, a kvantuummechanika, a grafelmélet, a differencidlegyenletek, a dinamikai
rendszerek, a digitalis jel- és képfeldolgozas tudoményteriiletek szamos feladata, de pl. a Google
is ilyen feladatot old meg a honlapok rangsorolasahoz [6].

Az 1.2.1. fejezetben foglalkoztunk mér a sajatérték-feladattal, de az ott emlitett karakte-
risztikus egyenlet segitségével torténd sajatérték- és sajatvektor-meghatarozasi moéd gyakorlati
problémak esetén nem alkalmazhatd, hiszen négynél nagyobb fokszdmu polinomok megoldasara
nincs megoldoképletiink. Ez azt jelenti, hogy a sajatértékeket altalaban direkt modszerrel (azaz
olyannal, ami pontosan szamolva véges sok lépésen beliil pontos sajatértékeket adna) nem lehet
meghatéarozni. Ezért a gyakorlatban mindig iteraciés modszereket alkalmazunk. Elegendé a meg-
felels sajatértéket vagy a sajatvektort kozeliteni, mert az egyik kozelités ismeretében a masik
kozelitése mindig egyszertien megadhato.

Miel6tt ismertetnénk a sajatérték-feladatok numerikus megoldasédnak lehetGségeit, vizsgaljuk
meg a sajatérték-feladat kondicionaltsagat: vajon egy A négyzetes matrix elemeit kicsit megval-
toztatva, mekkorat valtozhatnak a sajatértékek? A kovetkezds tétel diagonalizalhatd matrixokra
vizsgalja meg ezt a kérdést.

4.1.1. tétel. (Bauer!'-Fike, 1960)

Legyen A € R"*" egy diagonalizalhaté métrix, azaz A felirhaté A = VDV ! alakban, ahol
az egyszertség kedvéeért feltessziik, hogy V oszlopai normaélva vannak a ||.||, vektornorméban,
és D diagonalis méatrix. Legyen dA egy tetszéleges matrix, és legyen p az A + § A maétrix egy
sajatértéke. Ekkor

min A= g1 < 5p(V)[SA]-

A A sajatértéke

Bizonyitas. Ha u sajatértéke A-nak is, akkor trividlis az allitas. Tegyiik fel tehat, hogy nem
sajatértéke. Mivel A + §A — uE szinguléris, ezért

V' (A+6A - puE)V =D +V '§AV — 4E

!Friedrich Ludwig Bauer (1923-), német matematikus.
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112 4. SAJATERTEK-FELADATOK NUMERIKUS MEGOLDASA

is szingularis, igy van olyan X # 0 vektor, mellyel
(D - puE +V!§AV)X = 0.
A D — pE matrix inverzével balrol szorozva azt kapjuk, hogy

(E+ (D —pE) 'V 1§AV)X = 0,

AZAZ
X=—(D-puE) 'V '5AVX.
Igy ) )
1%l < (D = pE) IV 6 Al VI
és
1< ||(D - HE)ilnp’fp(V)H‘sAHp
1 1
= Ky (V)||6A], = —————£, (V)| 6A,.
max \Arulw JIGA], minilAi—pr( IOA],

Ebbd6l mér kovetkezik az allitas. B

Erdemes megjegyezni, hogy a sajatérték-feladat kondicionaltsagat nem az eredeti matrix,
hanem a diagonalizalo matrix (a sajatvektorok matrixa) kondicioszama hatéarozza meg. Ez speci-
alisan azt jelenti, hogy mivel a szimmetrikus matrixok ortogonélis matrixokkal diagonalizalhatok,
és az ortogonalis métrixok 2-es norméja 1, szimmetrikus matrixokra a

min A — | < [[6A]];
A s.é.-e A-nak
becslés érvényes. Erdekes példaként emlithetjiik a H,, Hilbert-matrixot, amely egyenletrendszer
megoldésakor rosszul, viszont sajatérték-feladatok esetén jol kondicionalt, hiszen a sajatértékek
maximum akkorat valtozhatnak, mint a perturbalé métrix 2-es norméja.

4.2. A sajatértékeket egyenként kozelits eljarasok

A numerikus matematikidban a sajatérték-meghatarozasi modszereket két nagy csoportra szokas
osztani. A sajatértékeket egyenként kozelits eljarasokra ill. a sajatértékeket egyszerre kozelitGkre.
Az els6 tipusba tartozd modszerek mindig csak egy-egy megfelels sajatértéket kozelitenek, mig a
mésodik tipusba tartozok olyan eljarast adnak, mellyel egyszerre az Osszes sajatértékre kapunk
kozelitést. Ebben a fejezetben a sajatértékeket egyenként kozelité modszereket targyaljuk.

A sajatértékeket egyenként kozelitG eljarasok egy olyan vektorsorozatot allitanak els, amely
egy meghatérozott sajatvektorhoz tart. A sajatvektort ekkor ezen sorozat egy hatarértékhez
elegendGen kozeli elemével kozelithetjiik. Miel6tt ratériink arra, hogy hogyan lehet egy adott
sajatvektorhoz tartozo sorozatot elGallitani, nézziik meg, hogy hogyan mondhatunk megfelels
becslést a sajatértékre, ha ismerjiik a sajatvektor egy becslését? Az els§ gondolatunk az lehet,
hogy ha van egy v kozelitésiink a sajatvektorra, akkor az AV ~ Av becslés soraibol kaphatunk
kozelitést a sajatértékre. Vizsgaljuk meg ezt a modszert egy példa segitségével!

4.2.1. példa. Legyen A a 3 x 3-as Hilbert-matrix, és tegyiik fel, hogy vIo=
[0.82694986, 0.45995562, 0.32341112] egyik sajatvektoranak kozelitését adja. Adjunk becslést
az adott sajatvektorhoz tartozé sajatértékre. Mivel

1 1/2 1/3 0.82694986 1.16473138 0.82694986
1/2 1/3 1/4 0.45995562 | = | 0.64764625 | ~ A | 0.45995562 |,
1/3 1/4 1/5 0.32341112 0.45532108 0.32341112
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a fenti kozelités mindharom sorabol kaphatunk kozelitést a sajatértékre. Ezek rendre
A1 = 1.40846675, Ao = 1.40806247, A3 = 1.40787084, vagy vehetjiik ezek &atlagat, ami
Ay = 1.40813335 értéket ad. Ez utobbi érték 1.85576699.10%-nel tér csak el a pontos sa-
jatértektol (A = 1.40831893). ¢

Adhatunk-e az el6z6 példaban nyert értéknél jobb kozelitést a sajatértékre? Pl. az Av ~ Av
egyenlséget balrél v -tal szorozva, majd M-t kifejezve kapjuk, hogy A ~ v Av / (VTV). Vizsgaljuk
meg ezt a kozelitést az el6z6 példan.

4.2.2. példa. A fenti példaban adott sajatvektor-kozelitéssel kiszamitva a A ~ v Av/(v1¥)
hanyadost A = 1.40831889 adodik. Ennek a pontos sajatértéktsl valé eltérése csak
3.87698300.10~8, amely sokkal kisebb, mint az el6z6 példidban nyert kozelit érték. o

Lathato tehét, hogy ez a masodik kozelités sokkal pontosabb, mint az els§. Ennek okit az
alabbi tétel vilagitja meg.
4.2.3. tétel.
Legyen adva az 0 # X € R™ vektor és az A € R"*" matrix. Ekkor

min | AX - oX|3 = |[AX - RR)x|3,
a€cR

ahol
xT AX

xI'x

R(X) =

Bizonyitas. A bal oldalon egy a-tol fliggs egyvaltozos fliggvény all. Szamitsuk ki ennek értékét!

[A% — ox|3 = (XTAT — axT)(AX — ox) = X' ATAX — 20%xT A% + ’%''%
= o’xTx — 20xTAX + xTAT AX.
Mivel XX > 0, ha X # 0, ezért a fiiggvény a minimumat az

T Ax
Qmin = XfTifx = R(i)
X X

esetben veszi fel. B

4.2.4. definicio.
Legyen 0 # X € R™ és A € R"*". Ekkor az

szdmot az X vektorhoz tartozé Rayleigh-hdnyadosnak hivjuk.

A tétel szerint tehat 2-es normaban egy vektor Rayleigh-hdnyados-szorosa lesz legkbzelebb X
szamszorosai koziil az AX vektorhoz.
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4.2.5. megjegyzés. Szimmetrikus matrixok esetén a Rayleigh-hédnyados mindig a legkisebb és
a legnagyobb sajatérték kozott helyezkedik el, azaz

)\min S R(i) S Amaxv

tovabba
Amax = O;EI%%?I(R" R(X)v Amin = O#HXHEIIIR" R(X)

Ez utébbi allitas az un. Courant—Fischer-tétel. ¢

Az el6z6ek alapjan tehét, ha van egy kozelitésiink a sajatvektorra, akkor a Rayleigh-hényados
segitségével kaphatunk jo becslést a sajatvektorhoz tartozo sajatértékre. Ha X norméja 1, akkor
a Rayleigh-hdnyados az R(X) = X! AX alakra egyszertisodik.

4.2.1. A hatvanymédszer

A hatvanymodszer alapotlete a kovetkezs. Legyen A € R™ ™ egy adott matrix, és tegyiik fel,
hogy a maétrixnak van egy egyszeresen dominans \; sajatértéke, azaz egy olyan \; sajatérték,
mellyel a tobbi (Ag, ..., \,) sajatértékre igaz a

BN

egyenl6tlenség. Ebben az esetben nyilvan Ay € R, tovdbba a hozza tartozo6 v; sajatvektor valésnak
vélaszthato. Tegyiik fel, hogy az A matrix normalis. Ekkor a métrixnak van ortonormalt sajatvek-
torrendszere. Legyen ez vy, ...,V,. Legyen X € R" olyan, hogy az X = a1Vy + asVa + - - - + a,, Vi
elgallitasban a; = VI X # 0 (a; € R). Ekkor

AT = o N+ o \ivy 4 - 4 an MY,

A2\ " A\
=\ a1V1+az<)\?> vQ+--~+an<A”> Va
1
—_——— ~—_————

—0 —0

A jelolt tagok k novelésével nulldhoz tartanak, ami azt jelenti, hogy az A"x vektor k novelésével
egyre inkdbb a V; sajatvektor altal meghatarozott sajatiranyba fog mutatni. Ha a dominéns
sajatérték nem +1, akkor az igy nyert vektorok hossza vagy nulldhoz, vagy végtelenhez fog tartani,
igy alul- vagy feliilcsordulas léphet fel amikor szamitégépen hajtjuk végre az iteraciot. Emiatt
az egyes lépések utan a keletkezs vektort célszerti normalni. Igy jutunk el a hatvanymoédszerhez,
melynek algoritmusa a kovetkezd.

Hatvanymodszer, A normélis, (*) olyan kezdévektor, melyre ¥1 y(© £ 0, |7, = 1
for k:=1: kpax do
x*) .= Ay
y(k) = i(k)/Hf(k) 9
) ()T AF0)
end for

A v®) értékek a Rayleigh-hanyadossal szamitott sajatérték kozelitések. Ezen értékeket, azon
til, hogy kozelitik a ¥, vektorhoz tartozo sajatértéket, felhasznalhatjuk a leallasi feltétel megada-
séra is. Pl. ha értéke mar egy adott toleranciaszintnél kevesebbet véltozik, akkor leallithatjuk az
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iteraciot. A hatvanymodszer (angolul power method) nyilvanvaloan onnét kapta a nevét, hogy az
7 vektort az A matrix egyre nagyobb hatvanyaival szorozzuk meg az eljaras soran. A kovetkezd
tétel azt mutatja, hogy a fenti algoritmus valoban a vart eredményt szolgéltatja.

4.2.6. tétel.
A fenti algoritmusban
) _ Ak’y(o)
|A*F "

v®) = X\ (k — o0), tovabba létezik olyan {7z} C R sorozat, hogy |yx| =1 (k=1,...) és

Yy ® — ¥

Bizonyitas. A tétel els6 allitasa teljes indukcidval egyszertien igazolhato.
A harmadik allitdshoz a Parseval-egyenlGséget fogjuk hasznélni, mely szerint ha

X=Q1V] + ... +aQpVy,

ahol V1,...,¥V, 2-es normaban ortonormalt vektorrendszer, akkor ||X|2 = /> ., |a;|?. Ez az
egyenldség az alabbi médon igazolhatoé.

n n n
xfx = E a; v E a;V; :E |ovi |2
=1 =1 =1

Legyen tehat V(O) = a1V] + QaVo + - -+ + , V,, és tegyiik fel a tétel feltételeinek megfelelGen,
hogy aq # 0. Igy
k

k
Af (a1V1 + a2 (’\*f) Vot tay (’/\\—1) vn)
v(k) —
y B n
2imt a2
Mg (v 4 22 (22 = 4o @ (Qa g
141 1 a1 \ A 2 W n

AalFlaaly/1+ 0, 2413

by

2k

[¢73 2‘
a1

Tehat

=1k k k
— A — n )\n —
mf(m (Vl ca ) worn (v) v")
7}] =
k ) N,
s NCES ST REEE

ahol || =1 (k=1,...).
A masodik allitas igazolasahoz pedig induljunk ki a

(¥ NTA (7 ®)) — T AT — 0

— Vv,

hatéarértékbdl, mellyel £ — oo esetén
v =2 = ) TAFY — A = PP TATY - A = () TA(y ™)) - VT AV — 0.

Ezzel a tétel allitasait igazoltuk. m

4.2.7. megjegyzés. A tétel bizonyitasabol az is lathato, hogy a generalt vektorsorozatbol hogyan
lehet elgallitani a sajatvektorhoz tarté vektorsorozatot.
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Ha A1, oq > 0, akkor §F) — ¥,.

Ha )\, > 0,01 <0, akkor —y*) — ¥,.

Ha \; < 0,a; > 0, akkor (—l)k?(k) — V.

e Ha )\ <0,a; <0, akkor (—1)F1§%) — %,

4.2.8. megjegyzés. Legyen €*) = y¥) — ¥, a sajatvektor k-adik kozelitésének hibaja. Ekkor

elegendGen nagy k értékekre [[e 41|y ~ [Aa/A1][|[€*)]|2, ami a linearis konvergencian kiviil azt
is mutatja, hogy altalaban a |Ay/A1| hanyados hatérozza meg a konvergencia sebességét. o

A hatvanymodszer konvergencidjat az egyszertiség kedvéért csak normalis matrixok esetén
igazoltuk, de az eljaras alkalmazhat6 pl. diagonalizalhaté matrixok esetén is. Természetesen az
a feltétel, hogy A\, egyszeresen dominans sajatérték legyen, nehezen ellenérizhets elére, hiszen
nem ismerjiikk a matrix sajatértékeit (éppen ezek meghatérozasa a feladat). Mindenesetre az A
maéatrixnak lehetnek képzetes résszel rendelkezs sajatértékei is, melyek konjugaltja is sajatérték
lesz, igy nem sok esély van arra, hogy egyszeresen dominans sajatértéke legyen a métrixnak.
Ha viszont a matrix szimmetrikus, akkor annak esélye, hogy a dominans sajatérték tobbszoros
lesz, kicsi. Igy a tovabbiakban mindig feltessziik, hogy az a matrix, melynek a sajatértékeit és
sajatvektorait keressiik, szimmetrikus.

4.2.9. példa. Hatarozzuk meg a tridiag(—1,2, —1) € R?°*20 matrix dominans sajatértékét és
a hozza tartozo sajatvektort a hatvinymodszer segitségével! Mivel a matrix szimmetrikus, igy
hacsak nem lesz két egyforma legnagyobb abszolut értékd sajatérték, akkor a hatvanymodszer
valéban megtalalja a dominans sajatértéket és a hozza tartozo sajatvektort. Ha a powmeth.m
programot alkalmazzuk a megoldashoz az ¥ = [1/v/20,...,1/v/20]7 kezdévektorral és
1079 toleranciaszinttel, akkor a 83. lépés utan &ll le az iteracié. Ekkor a sajatértékbecslés
3.97765118. ¢

4.2.10. megjegyzés. A hatvanymodszer alkalmazasahoz eddig feltettiik, hogy az ¥ kezds-
vektor olyan, hogy ny(o) # 0, azaz hogy a kezdGvektornak van az els§ sajatvektor iranyaba
es6 komponense. Hogyan biztosithato ez, ha nem ismerjiik a sajatvektorokat? Szerencsére a gya-
korlatban a VlTy(O) = 0 feltétel nem jéatszik komoly szerepet, hiszen ha az els6 1épésben nem is
teljesiil a feltétel, a kerekitési hibak miatt az iterécié soran lesz az iteracios vektornak v; irdnyu
komponense, és azzal mar elindul az iteracié. ¢

4.2.2. Inverz iteracio

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy hogyan hatarozhatd meg a hatvanymodszerrel az egyszeresen do-
minans sajatérték és a hozza tartozo sajatvektor. Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy més
sajatértékek hogyan hatarozhatok meg a hatvinymodszer kis dtalakitasaval. Legyen A € R™*"
egy nemszinguléris szimmetrikus matrix \; sajatértékekkel és v; ortonormélt sajatvektorokkal
(i=1,...,n). Hap # \; (i = 1,...,n), akkor az A — pE métrix invertalhato, és (A — pE)~?
sajatvektorai megegyeznek A sajatvektoraival, sajatértékei pedig (\; — p)~t. Ha p elegendd-
en kozel van valamelyik \; sajatértékhez, akkor a dominans sajatérték (\; — p)~! lesz, és az
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— ~© matrixszal vegre a)]tva a natvanymodszert, i s V,;, meghatarozhato. Az algoritmus
A — yE)~! matrixszal végrehajt hatva odszert, \; és V; meghatarozhat6. Az algorit
tehat a kovetkezd.

Inverz iteracio, A szimmetrikus, |[7(?]2 = 1

for k:=1: ky.x do
(A — pE)X*®) = §*=1) megoldasa x(F)-ra
vk = i(k)/”g(k)nz

v(E) .— (y(k))TAy(k)
end for

Az eljarast nyilvanvaloan azért hivjuk inverz iteracionak, mert az A métrix helyett az A — puE
métrix inverzével hajtjuk végre a hatvanymoédszert. Ha p = 0, akkor a nulldhoz legkdzelebbi, azaz
a legkisebb abszolut értékd sajatértéket talalja meg a modszer.

Természetesen az inverz iterécié sokkal nagyobb mtveletigényd, mint a hatvanymodszer, hi-
szen az el6bbinél minden iteracios 1épésben meg kell oldanunk egy-egy linearis egyenletrendszert.
A miiveletszam cskkentésére jol alkalmazhaté az LU-felbontds. Mivel minden iteracios lépés
egyenletrendszerében az A — pE matrix az egylitthatématrix, igy ennek LU-felbontésat az els
lépésben 2n3 /3 4+ O(n?) flop miivelettel kiszamitva a t&bbi lépésben mér csak 2n? flop miiveletre
van sziikség.

Fontos észrevétel, hogy mig a Rayleigh-hanyados segitségével sajatvektor kozelitésébdl sajat-
értéket tudtunk kozeliteni, addig, ha adott egy becslés egy sajatértékre, akkor a hozza tartozéd
sajatvektort az inverz iteracio segitségével tudjuk meghatérozni (természetesen ekkor a sajatér-
tékbecslés is pontosodik).

4.2.3. Rayleigh-hanyados iteracié

Az inverz iteracio eljarasat modosithatjuk az alabbi médon. Ha végrehajtjuk az inverz iteracio egy
lépését egy sajatérték-kozelitésbdl kiindulva, akkor kapunk egy becslést a sajatvektorra, melybdl
Rayleigh-hanyados segitségével mondhatunk egy ujabb sajatértékbecslést. Az inverz iteracié ko-
vetkez§ lépésében mér az 0j sajatértékbecslést hasznalhatjuk. Ezt az eljardst Rayleigh-hdnyados
iteracionak nevezziik. Az algoritmusa a kovetkezs.

Rayleigh-hanyados iteracid, A szimm., ||y(0) 3=1
for k:=1: kpax do
R(¥*~V) kiszamitasa
(A — RFFNE)RH =5 megoldasa XF)-ra
vk = i(k)/”g(k)nz
end for

Az algoritmus sordn minden lépésben egy 1j lineéris egyenletrendszert kell megoldanunk.
Cserébe gyorsabb konvergenciat nyeriink, nevezetesen a konvergencia harmadrendii lesz. Erde-
mes megjegyezni, hogy az iteraciéban attol fiigg, hogy melyik sajatértéket és sajatvektort taldlja
meg a modszer, hogy milyen kezd&vektorrél inditjuk azt. A moddszer altaldban a kezdévektor
altal meghatarozott Rayleigh-hanyadoshoz legkozelebbi sajatértékhez és a hozzé tartozo sajat-
vektorhoz konvergal. Ha egy adott u értékhez legkozelebbi sajatértékre van sziikségiink, akkor
érdemes el6szor az inverz iteraciot alkalmazni, majd amikor méar elég kozel keriiltiink a keresett
sajatértékhez, akkor attérhetiink a Rayleigh-hényados iteraciéra.
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4.2.11. megjegyzés. A Rayleigh-hdnyados iterdciéban minél kozelebb vagyunk a keresett sa-
jatértékhez, annal kozelebb van az A — R(F*~V)E matrix egy szingularis matrixhoz. Ha tehat
az iteraci6s matrixunk szingularissa valik a szamitégépes eljaras soran, az azt jelzi, hogy nagyon
kozel vagyunk a keresett sajatértéket. Ez hasznalhato tehat leallasi feltételként. <

4.2.4. Deflacios eljarasok

Tegyiik fel, hogy egy A € R™*™ valos szimmetrikus métrixnak minden sajatértéke abszolat érték-
ben kiilonb6zs: [A1] > [A2] > ... > |A\,]. Ha mar meghataroztuk a matrix szigordan dominans A;
sajatértékét és a hozza tartozo v; sajatvektort (pl. a hatvanymodszer segitségével), akkor néhany
egyszerd eljarassal elGallithatunk egy olyan maétrixot, melynek Ao lesz a dominans sajatértéke,
igy azt a hatvAnymodszerrel meg tudjuk hatarozni most mar az 4j matrixra alkalmazva azt. Ez
az eljaras addig folytathatd, amig a kell§ szamu sajatértéket meg nem hataroztuk. Ezt az eljarast
defldcionak? nevezziik. Haromfajta deflacids eljarast mutatunk most be.

Householder-deflacié

Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk az A € R™*™ métrix szigortan dominans \; sajatértékét
és a hozza tartoz6 euklideszi normaban normalt v; sajatvektort. Hatarozzuk meg ezutan azt a
H Householder-tiikrézési métrixot, mellyel Hv, = €,. Ekkor

HAHe;, = HAHHv, = HAv, = H\;v; = M HvV; = \je; = \e;.

A HAH matrix tehat a

=T
HAH = [ Av b ]
0 A,
alakot 6lti. Mivel hasonlosagi transzformaciot hajtottunk végre, igy Ao sajatértékei A\; kivételével
megegyeznek az A matrix sajatértékeivel. Igy tehat ha |[Ao| > |A3|, akkor az A, maétrixszal
végrehajtva a hatvAnymodszert, megkaphatjuk Ao kozelit6 értékét. Legyen ez Ao
A sajatvektor meghatéarozasat az A — A\, E matrixra vonatkozo inverz iteracioval végezhetjiik
el. Ekkor kozelitéleg megkapjuk a vy sajatvektort, és a \o-re adott becslés is pontosodik.
Ha most meg tudnénk mondani az A, matrix \o-hoz tartozo sajatvektorat is, akkor hasonléan
folytathatnank a t6bbi sajatpar meghatarozasat, mint ahogy A; és v segitségével meghataroztuk
a Ag, Vg sajatpart. Az Ao métrix Ao-hoz tartozoé sajatvektora konnyen meghatarozhato. Mivel

HAH(HV,) = HAV, = \,(Hvy),

igy Hv, sajatvektora a HAH matrixnak Ao sajatértékkel. Azaz (Hv2)(2 : n) sajatvektora Ao-
nek, szintén Ay (szigortan dominans) sajatértékkel.

Rangdeflacio

Tegyiik fel ismét, hogy meghataroztuk az A € R™*"™ matrix szigortan dominans A\, sajatértékét
és a hozza tartozé normalt (euklideszi normaban) ¥, sajatvektort. Tekintsiik az A — A\ vV}
métrixot. Ennek sajatértékei megegyeznek A sajatértékeivel azzal a kiilonbséggel, hogy A1 helyett
nulla szerepel. A sajatvektorok ugyanazok. Igy ha A\, szigoriian dominans a maradék sajatértékek
kozott, akkor az A — AV V7 matrixszal végrehajtva a hatvanymodszert, megkaphatjuk a Ao
sajatértéket és a vy sajatvektort.

2A deflacio sz6 jelentése leapasztas vagy leeresztés.
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Blokk haromszégmatrix deflacio

Egy A € R™*™ matrixot blokk fels§ haromszogmatrixnak neveziink, ha vannak olyan Ay, (k,Il =

1,...,m) matrixok (A11,...,Am,m kvadratikus matrixok), melyekkel
[ Ain A Az ... Ay ]
0 Az Ay :
A=l 90 o0
0 0 0 :
L 0 0 0 0 A, |

A blokk alsé haromszogméatrix hasonléan definidlhatd. Ha egy métrix blokk haromszogmétrix
alaku, akkor a sajatértékei a diagondlisban szereplé Aqi,..., A, matrixok sajatértékeinek
unidjaként adodnak. (Ez konnyen igazolhaté a karakterisztikus polinom vizsgalataval.) Igy a
sajatérték-meghatarozast visszavezethetjiik kisebb méretd matrixok sajatértékeinek meghatéro-
zasara. Kilonosen gyakran alkalmazzuk az eljarast akkor, ha m =2, és A3 (n —1) x (n — 1)-es,
Ao pedig egy 1 x l-es matrix. Gyakori az az eset is, hogy a métrix egyszerd permutéciokkal
végzett hasonlésigi transzforméciokkal blokk haromszogmatrix alakra hozhaté (lasd pl. 4.5.2.
feladat).

4.3. A sajatértékeket egyszerre kozelits eljarasok

Most ratériink azokra a modszerekre, amelyek a matrixok minden sajatértékére egyszerre mon-
danak kozelitést. Ezen modszerek kozos alapgondolata az, hogy ha egy matrixszal hasonlésagi
transzformacidt végziink, akkor annak sajatértékei nem valtoznak meg. Tehat ha pl. el6 tudnénk
allitani egy matrix Schur-felbontasat, azaz ha fel tudnank irni az A € R™*" métrixot A = STS?
alakban, ahol T fels6 haromszdgmatrix és S unitér matrix, akkor az S7 AS = T egyenl6ség miatt
A sajatértékei megegyeznének T diagonélis elemeivel. A f6 problémét az S unitér matrix meg-
keresése jelenti. Direkt médszerrel S altalaban nem hatarozhaté meg. Igy iteracios modszereket
kell talalnunk, melyek az S matrixot egy matrixsorozat hatarértékeként allitjak els. Két modszert
ismertetiink most ennek megvalositasara. A tovabbiakban ismét valds szimmetrikus méatrixokkal
foglalkozunk csak, igy a Schur-felbontés tulajdonképpen az A = SAS” felbontést jelenti, ahol S
az ortonormalt sajatvektorok méatrixa, A pedig a sajatértékek diagonalmatrixa.

4.3.1. A Jacobi-modszer

A most ismertetend modszert elGszor Jacobi irta le 1845-ben.? Legyen A € R™*" egy valos szim-
metrikus matrix. Keresiink egy olyan S ortogonalis matrixot és A diagonalis matrixot, melyekkel
STAS = A.

Az S matrixot 2 X 2-es szimmetrikus matrixokra kénnyen meghatarozhatjuk. Legyen pl.

el

=[5 ]

3Elmeéleti eredményként j6 darabig feledésbe meriilt a modszer. A szamitogépek elterjedésével az 1950-es évek-
t6l kezdték nagyméretdi matrixok sajarértékeinek meghatarozisara hasznalni. Manapsag parhuzamosithatosaga
miatt népszerd.

(b # 0) és keressiik az S matrixot
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alakban, ahol s = sinf és ¢ = cos6, valamilyen 6 paraméterrel. (Az S matrix elemeinek ezen
megvalasztasa mellett S valoban ortogonalis matrix lesz.) A ¢ és s értékeknek olyanoknak kell

lenniiik, hogy a
c —s a b c s
s ¢ b d -5 c

_ * sca + c2b — s2b — scd
| sca — s*b+ b — sed *

métrix diagondlis legyen, azaz igaz legyen a
0 = sca — b+ b — sed = sc(a — d) + b(c? — 5*) = (a — d) sin(26) /2 + bcos(260)

egyenldség. Tovabba nyilvanvaléan s2 + c? = 1.

Ha a = d, akkor a cos(20) = 0 egyenléségnek kell teljesiilnie. Ezt és az s% +c? = 1 dsszefiiggést
felhasznélva s és ¢ meghatarozhato.

Ha a # d, akkor tg(20) = —2b/(a — d). Ebb6l és az s + ¢ = 1 Osszefiiggésbdl s és ¢ ismét
meghatarozhato (lasd 4.5.8. feladat).

Ezzel a 2 x 2-es szimmetrikus matrixokhoz megadtunk olyan ortogonalis méatrixot, amely a
hasonlésagi transzformacié soran azt diagonalis matrixba viszi. Nagyobb méreti méatrixoknél
azonban ez nehéz feladat. A Jacobi-mddszer alapdtlete az, hogy nagyobb méretii matrixok esetén
is a 2 x 2-es esetre levezetett diagonalizal6 matrixot hasznéljuk, csak sokszor egyméas utan. Az
algoritmus a kovetkezs.

e Valasszuk ki a matrix f6atloja felett a legnagyobb abszolat értéki elemet. Legyen ez az a;;
elem (i < 7).

e Hatarozzuk meg a diagonalizal6 S matrixot az

2 x 2-es szimmetrikus méatrixra, azaz adjuk meg a benne szerepld s és ¢ paramétereket.

e Definiljuk az aldbbi n x n-es ortogonalis méatrixot:

Sij = [él,. .. 761‘,1,652‘ - Séj,éi+17 e ,éj,l,séi + Céj,é]qu,. .. ,En],
azaz _ -
1
C S
1
Sij =
1
—S C
1

L 1 -

e Az AW = S;AS;; matrixban az ag;) és aﬁ) elemek nullék lesznek (igy valasztottuk S-t).
Azt mondjuk, hogy a fenti eljarassal végrehajtottunk egy (i,j) elemhez tartozo Jacobi-
transzforméciot.
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e Ezutan visszalépiink az eljaras elejére tjra kivalasztva a f64tlo felett a legnagyobb abszolit
értéki elemet.

Konnyt latni, hogy minden lépésben az (i,5) és (j,i) helyeken &llo f6atlon kiviili elemek
lenullazodnak, de egy kdvetkezs 1épés tjra nullatol kiilonbozévé teheti Sket. Mutassuk meg, hogy

az algoritmus valéban a vart eredményt adja! Ehhez igazolnunk kell, hogy az algoritmussal nyert
S;; métrixok szorzata hatarértékben éppen az S diagonalizalé métrixhoz fog tartani.

4.3.1. tétel.

Tegyiik fel, hogy a fent ismertetett modon végrehajtottunk egy (i, j) elemhez tartozé Jacobi-

transzformaciot. Ekkor az A matrix f64tlon kiviili elemeinek négyzetosszege 2al2j—tel keve-
sebb lesz, mint az A méatrix esetén.

Bizonyitas: A Jacobi-transzformécio csak az i-edik és a j-edik sort és oszlopot valtoztathatja
meg. Nyilvanvaloan [ # i, j esetén ezen oszlopok és sorok elemei az 1j matrixban

1) (1)
Gy~ = Cay — SA51, Gy = Cajp + Saq,

1)

1 _ _
ap;" = Cayy — 8ayj, a); = cay; + say;

alakuak. Igaz tovabba, hogy

()2 + ()2 = (aa)? + (a50)?,

1 1
(af))? + (afy))? = (@:)? + (a;)*.
Az els6 egyenlGség az
(az(,ll))2 + (aﬁ))2 = (cay — sajl)z + (caj + say)?

= (¢ + 5%)(au)® + (s* + )(a;0)* = (a)* + (a)?
moédon lathato, a masik pedig hasonléan igazolhaté. Szamitsuk ki most a négyzetdsszeg-valtozast
a matrix f6atlo feletti részén:

(lm o
@ n
—
—af; + Z (cai — Sayl) — ()’ + Y [(caz + sai)® = (a;)?]
l=i+1,#j I=j+1
i—1 al(1l) j—1 al(Jl)
+ Z[(cali —say;)? — (a)?] + Z (car; + sai)? — (aij)?]
=1 1=1,#1
Jj—1 j—1
1 1
=~} + Y (@) = @)+ Y ((a)})? = (a)?) = —a;.
l=it1 =il T~

(@$})2—(az)?

Igy a teljes f6atlon kiviili rész négyzetosszeg-valtozasa valoban f2a3j. [ ]
Legyen a f6atlon kiviili elemeket tartalmazo matrix a k-adik lépésben By, = A*® —diag(diag(A*™)).

Ekkor

B ”F
B =|B (k=1)y2 < |[|Bg_ 2 —27” bl
H kHF ” k— 1||F ( ) ” H (n 1)
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— IBi_13 (1 - n(n2—1)) ’

k
2
Bi|%<|Bol|3(1- — ) .
1B < 1Bl (1 2 )

Ez a becslés mutatja, hogy a modszer konvergenciarendje legalabb egy (valojaban masodrend).

A Jacobi-transzforméciokat végrehajtva tehat a matrix f6atlon kiviili elemei nulldhoz tartanak.
Igy az S;; matrixok szorzata valéban az S diagonalizalé matrixhoz fog tartani. ElegendSen sok
lépést végrehajtva a f6atlon kiviili elemek annyira lecskennek, hogy a f6atléban megkapjuk a
sajatértékek kozelitéseit a Gersgorin-tételt alkalmazva.

igy

4.3.2. megjegyzés. A legnagyobb elem kivalasztasa n(n—1)/2 sszehasonlitéast jelent, ami sokaig
tart. Ezért inkdbb az a szokas, hogy a f6atlo feletti részen soronként haladunk végig a Jacobi-
transzformaciokkal (azaz ilyenkor nem a legnagyobb abszolut értéki elemet vélasztjuk ki — ez
a modositott Jacobi-modszer). A tapasztalat szerint 5-szori végighaladas elég szokott lenni egy
megfelel§ sajatérték-kozelitéshez. o

4.3.3. megjegyzés. A modositott Jacobi-modszer esetén egy Jacobi-transzformacié 4n szorzast
és 2n Osszeadést igényel, és n(n—1)/2 elemen 5-szor kell végighaladni. Ez kb. 15n3 flop miiveletet
igényel. o

4.3.4. megjegyzés. Ha egymas utdn az S;,;,,...,S;,;, ortogondlis matrixokat hasznéltuk a
Jacobi-transzformaciohoz, akkor a A; sajatértékhez tartozé sajatvektor az S; ;, - ... Si ;. €;
modon kozelithets. o

4.3.5. megjegyzés. A Jacobi-modszer olyan matrixokra is konvergal, melyek nem feltétleniil
szimmetrikusak, de minden sajatértékiik valos. ¢

4.3.2. QR-iteracio6

A modszer alapotlete az, hogy az ortogonélis diagonalizalé méatrixot az A matrix QR-felbontaséanak
Q matrixaval kozelitjiik. Az algoritmus a kovetkezs:

QR-iteracio, A adott matrix, A .= A
for k:=1: k. do
Készitsiik el A*~1) QR-felbontasat: A*~1 = Q- VR*-D
AR . R(k—l)Q(kfl)

end for

El6szor is latnunk kell, hogy az iteracié A-hoz hasonlé matrixokat készit, hiszen
A(k‘) — R(k—l)Q(k}—l) — (Q(k—l))TQ(k—l)R(k)—l)Q(k—l) — (Q(k_l))TA(k_l)Q(k_l).

Tehat
AR = (@QF T (QNTAQ...Q* Y =QfAQ,,
N————
=:Qy
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és igy a hasonlosagi transzformaciok miatt A sajatértékei megegyeznek A sajatértékeivel.

Minden lépésben sziikség van egy QR-felbontasra. Ez elég koltséges eljaras, hiszen Householder-
tiikrozésekkel 4n? /3 flop a miiveletigénye. A gyakorlatban altalaban tgy érdemes eljarni, hogy elé-
szor a méatrixot Hessenberg-alakra transzforméljuk hasonlésagi transzformacio segitségével (hogy
a sajatértékek ne valtozzanak), majd pedig ezzel az Gj métrixszal hajtjuk végre a QR-iteraciot. Az
iteracio soran a Hessenberg-struktira megmarad. A QR-felbontést igy minden lépésben Givens-
forgatésokkal hajtjuk végre (3n? flop iteracios lépésenkeént).

A Hessenberg alakra val6 transzformaciét Householder-tiikrozésekkel végezziik el ugy, hogy
elgszor Hy legyen az A(2 : n,1) oszlophoz tartoz6 Householder-tiikrozési matrix, majd Hy =
diag(1,H;), Hy. Legyen A® = H;AH;. Ezutén legyen Hy az A (3 : n,2) oszlophoz tartozo
Householder-tiikrézési matrix, majd Hy = diag(1,1,Hy), és definialjuk az A® = H,AWH,
matrixot. Hasonloan eljarva kapjuk n — 1 1épés utan az A = H,.,.. Hb-HAHH,.. H,,_;
Hessenberg alakii, A-val hasonlé métrixot. Az eljarast, melynek mtveletigénye 4n3/3 flop, sema-
tikusan az alabbi médon foglalhatjuk Gssze:

* % X %
* K X ¥
O
1
O O ¥ ¥
* % X %
EOEE R
L R
1
O O ¥ ¥
O ¥ ¥ ¥
¥ X X ¥
O

* % Xk X

Igazoljuk, hogy ha A egy felsé Hessenberg-matrix, akkor a QR-iteracio megtartja ezt a struk-
tarat. Legyen A = QR fels6 Hessenberg-matrix. Ekkor az

AD =Q"AQ = Q"QRQ =RQ =RQRR ! = RAR™!

matrix is fels§ Hessenberg-métrix, hiszen fels§ Hessenberg-méatrixok szorzata is fels§ Hessenberg-
matrix lesz. Itt feltettiik, hogy R, azaz A is invertalhatdé matrix. Kiilonben a nulla sajatértéke
lenne és deflacios eljardssal kisebb méretdi matrix vizsgalatara térhetnénk at. A tovabbiakban
tegyiik fel, hogy az eredeti A métrix mar Hessenberg alakra van transzformaélva.

Az altalunk vizsgalt szimmetrikus matrixokra a Hessenberg alakra transzformélt méatrix egy
szimmetrikus, tridiagonélis matrix lesz. Egy ilyen matrixszal kell ezutdn végrehajtani a QR-
iteraciot. A tovabbiakban feltessziik, hogy a QR-iterdciét mar mindig egy Hessenberg alakra
hozott matrixszal inditjuk.

Az, hogy a Q-val jelolt Q(O) . ..Q(kfl) méatrix valéban az A-t diagonalizalé S matrixhoz
tart, egyaltalan nem nyilvanvalé az algoritmusbol. Az alabbi konvergenciatételt bizonyitas nélkiil
kozoljiik.

4.3.6. tétel. (pl. Quarteroni—Sacco—Saleri [29], 202. oldal)

Ha az A € R"*" matrixnak minden sajatértéke valos és abszolut értékben kiilonb6z6 (|A;| >
|A2| > [A3z] > -+ > |\,]), akkor

)\1 a12 000 A1n,

lim A% = 9

lr=iee : : af
0 0 0 A\,

valamilyen megfelel§ a@;; konstansokkal, azaz a hatérértékmatrix egy fels6 haromszogmatrix.
Ha A szimmetrikus, akkor {A ™} diagonalis métrixhoz tart.
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4.3.7. megjegyzés. Bar mi csak valds, szimmetrikus matrixok sajatértékeivel foglalkozunk, a
fenti tétel olyan méatrixokra is vonatkozik, melyeknek minden sajatértéke abszolut értékben kii-
16nb6z6. ©

4.3.8. megjegyzés. Igazolhatd, hogy ha k elég nagy, akkor az A® matrixok szubdiagonalbeli
elemeire (a Hessenberg alak miatt csak ezek kiilonbdzhetnek nullatol a f6atlo alatt)

(k) | o
|az‘,z>1 ~ 13
1—1

Ez mutatja, hogy a QR-iteracié konvergenciarendje linearis, és hogy a konvergenciasebességet az
abszolut értékben egymast kdvets sajatértékek hanyadosa hatarozza meg. Ha vannak abszolat
értékben egymashoz kozeli sajatértékek, akkor lassan konvergal csak a modszer. ¢

4.3.9. példa. Hatarozzuk meg QR-iteracioval a Hg Hilbert matrix sajatértékeit! Allitsuk le
akkor a QR-iteraciét, ha a f6atlon kiviili elemeket tartalmazé matrix maximumnormaja mar

csak legfeljebb 10~ %-szorosa a f54tlo legkisebb elem abszolat értékének! A 16. iteracié utdn
az alabbi matrixot nyerjiik

1.6189 7.1945 x 10714 —2.0429 x 10716 _4.8395 x 10717 —8.0718 x 10~'7  —1.1143 x 10~ 17
7.1945 x 1014 0.2424 3.2897 x 1017 4.3090 x 10~ 17 4.3450 x 10~17  —4.8171 x 10~ 17
0 0 1.6322 x 102 —1.4419 x 10717 —2.0930 x 1017 1.2691 x 10~ 17
0 0 —4.9 x 10725 6.1575 x 104 1.6031 x 10717 —5.3934 x 10718
0 0 0 0 1.2571 x 10~° —9.3562 x 10718

0 0 0 0 0 1.0828 x 10~7

Figyeljiilk meg, hogy az iterdcié sordn abszolut értékben cstkkens moédon keriilnek a
sajatérték-kozelitések a fGatloba. A legnagyobb abszolut értéki sajatértékrsl pl. a Gersgorin-
tételt alkalmazva azt mondhatjuk, hogy értéke az 1.61889985892434 + 7.2289 x 10~ !4 inter-
vallumba esik (itt tobb tizedesjegyre pontosan irtuk ki a szdmokat, mint a méatrixban). ¢

Lattuk, hogy a QR-iteracié els6rendid modszer sajatérték meghatarozasara. A modszer fel-
gyorsithaté az an. eltolt QR-iteracié alkalmazasaval. Az algoritmusban szerepld py, értékek meg-
valasztasdnak modjarol késébb lesz szo.

Eltolt QR-iteracio, A Hessenberg alakt métrix, AO = A, uy, adott paraméterek

for k:=1: kpax do
Készitsiik el A®™Y — 1, E QR-felbontasat: A*Y — 4, E = QFVRE*-D
AP =RE-DQEN 4y B

end for

Az eljaras valoban mindig A-hoz hasonldé méatrixot ad, ugyanis

AR — R(kfl)Q(k—l) + e E = (Q(’C—l))TQ(’C—l)R(kfl)Q(k—l) + pp1 E
_ (Q(k—l))T(A(k—l) _ ﬂk—lE)Q(k_l) 4 ,U,kflE _ (Q(k—l))TA(k—l)Q(k—l)
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minden k =1,2,... esetén.

Az iteraci6 soran ha az utolso sor utolso el6tti eleme kicsivé valna, akkor a f6atl6 utolsé eleme
nagy pontossiggal a matrix sajatértékét adna. Ezek utdn mar elegendd lenne csak a méatrix
(1:n—1,1:n—1) blokkjanak megkeresni a sajatértékeit (deflacio).

Az utolso sor utolso el6tti eleme a uy értékek iigyes megvalasztasaval tehetd gyorsan kicsivé
(gyakorlatilag nullava). Igazolhato, hogy ez az elem elegend@en nagy k értékekre

(A — 1x) /(A1 — ,“k)|k
(k)

nagysagrendd. Ezért egy gyakran alkalmazott vélasztas pp = ann, azaz pgp-nak a f6atlé utolso
elemét szokas vélasztani. Ekkor ugyanis, ha a f6atlé utols6 eleme kozelit egy A,, sajatértékhez,
akkor a [(An, — pk)/(An—1 — pg)| hédnyados nagyon pici lesz, és ennek hatvanyai gyorsan nullahoz
tartanak.

4.4. Sajatértékszamitas a MATLAB-ban

A MATLAB a sajatértékeket és a sajatvektorokat az eig parancs segitségével szamolja. Ritka
matrixok esetén az eigs parancsot hasznaljuk. Hasznos lehet még a hess parancs is, amely egy
matrixot transzformal fels§ Hessenberg alakra hasonlosagi transzformaciéval.

>> A=[2,-1,0;-1,2,-1;0,-1,2] % Matrix definialas

A =
2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2

>> [V,L]=eig(A) % V: sajatvektorok matrixa, L: sajatértékek matrixa

Vv =
0.5000 -0.7071 -0.5000
0.7071 0.0000 0.7071
0.5000 0.7071  -0.5000

L =
0.5858 0 0

0 2.0000 0
0 0 3.4142

>> A=rand(3) % Egy véletlen 3x3-as matrix
A =

0.9501 0.4860 0.4565
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0.2311 0.8913 0.0185
0.6068 0.7621 0.8214

>> [S,H]=hess(A) 7 Hessenberg alakra hozas parancsa (H=SAS"T)
S = % ortogonalis matrix
1.0000 0 0

0 -0.3559 -0.9345
0 -0.9345 0.3559

H = % Hessenberg alakd matrix

0.9501 -0.5996 -0.2917
-0.6494 1.0899 0.6864
0 -0.0571 0.6228

Végiil kozliink egy egyszerti programot a hatvanymoédszer megvaldsitdsara. A program egysze-
rd moédositassal atirhat6 agy, hogy az inverz iteracidt vagy a Rayleigh-hanyados iteraciét hajtsa
végre. A programban A az adott métrix, kmax a maximaélis iteracidészam és toll a toleranciaszint.
Ez utobbi azt jelenti, hogy ha két egymas utani sajatérték-kozelités kdzelebb van egymashoz, mint
ez az érték, akkor leallitjuk az iteraciot. Az iter érték a végrehajtott iteracios lépések szama.
Ha iter=kmax, akkor amiatt allt le az eljaras, mert elértiik a maximalis iteracidszamot, és nem
amiatt, mert kicsi a hiba. Az y kimeneti érték a sajatvektor-kozelités, nu a sajatérték-kozelités.

function [y,nu,iter]=hatvanymodszer (A,kmax,toll);
n=max (size(A));
y=(ones(n,1));
y=y/norm(y) ;
nu=y’*Ax*xy;
err=1;
iter=0;

while err>toll & iter<kmax
iter=iter+i1;
y=A*y;
y=y/norm(y) ;
nuold=nu;
nu=y’*Ax*y;
err=abs (nu-nuold) ;

end;
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4.5. Feladatok

4.5.1. feladat. Igazoljuk, hogy az A métrix sajatértékei mind valosak (a sajatértékek kiszami-
tasa nélkiil), ill. adjunk meg egy lehetdleg révid intervallumot, amibdl a B matrix sajatértékei
kikeriilhetnek!

3 5 2 1 2 -1
A=|04 1|, B=|2 7 0
015 -1 0 5

4.5.2. feladat. A sajatértékek kiszamitasa nélkiil mondjuk meg, hogy hény nem valds sa-
jatértéke van az alabbi matrixnak? (Alkalmazzunk hasonlésagi transzforméaciokat permutécios
matrixokkal!)

-4 0 0 05 0
2 2 4 =3 1
05 0 -1 0 O
05 0 02 3 O
2 05 -1 3 4

4.5.3. feladat. Tekintsiik az
2 1 29
a-[ia) el
métrixokat. Becsiiljiikk meg, hogy ha ezen métrixok mésodik soranak elsé elemeihez 0.1-et adunk,

akkor legfeljebb mennyivel térnek el az 0j matrixok sajatértékei az eredetiektdl! Ellendrizziik az
eredményt a MATLAB segitségével! (Hasznaljuk a Bauer—Fike-tételt!)

4.5.4. feladat. Alkalmazzuk a hatvinymodszert az A = tridiag(—1,2, —1) méatrixra (sajatér-
tekek: 2,2 4+ /2,2 — /2, sajatvektorok: [—1,0,1]7, [1,—v/2,1]7, [1,+/2,1]T). Allitsuk le a sza-
mitogépen végrehajtott iteraciot a 20. lépés utan. Becsiiljiik meg \; értékét az y29) vektorral
gy, hogy az elemeivel osztjuk az Ay vektor elemeit! Hasonlitsuk dssze ezeket az értékeket a
Rayleigh-hanyados altal adott értékkel!

4.5.5. feladat. Hatarozzuk meg az el6z6 feladat métrixanak legkisebb abszolat értéki sajat-
értékét a korabbi program modositasaval, ha tudjuk, hogy értéke kb. 0.5! Hasznaljuk az inverz
iteraciot!

4.5.6. feladat. Hatérozzuk meg az A = tridiag(—1,2, —1) € R?°*%0 m4trix legnagyobb és leg-
kisebb abszolut értékd sajatértékét és a hozzajuk tartozod sajatvektorokat. A legkisebb abszolit
értéki sajatértéket kétféleképpen is hatarozzuk meg! ElGszor a matrix inverzének és a hatvany-
modszernek a hasznalatéval, és méasodszor azt az informéaciot hasznélva, hogy értéke kb. 0.003!
Hatarozzuk meg a matrix 1.1-hez legkozelebbi sajatértékét!

4.5.7. feladat. Egy A 4 x 4-es méatrixrol tudjuk, hogy sajatértékei a 20, 10, 5 és 1 szamok
kozelében vannak. Milyen a szdmmal alkalmazzuk a hatvanymoédszert az A — aE méatrixra, hogy
az az 1 kozeli sajatértéket és a hozza tartozod sajatvektort adja meg?

4.5.8. feladat. A Jacobi-iteracios modszernél keresniink kell egy olyan 6 szoget, melyre teljesiil
a ctg(20) = (d — a)/(2b) egyenlség, majd ezutan meg kell hatdroznunk a sin @ és cosf értéke-
ket. Ezek az értékek megkaphatok a 6 szog kiszdmolasa nélkiil is. Igazoljuk elGszor, hogy olyan
szogekre, melyekre a szerepld fiiggvények értelmezve vannak, igaz a

tg20 + 2ctg(26) - tgh — 1 =0
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egyenlGség. Hogyan lehet ebbdl sin 6 és cos 0 értékét kiszamitani?
4.5.9. feladat. Alkalmazzuk a Jacobi-iteraciot az 5 x 5-6s Hilbert-matrixra ill. az

A = tridiag(—1,2, —1) € R%9*50

matrixra szamitogép segitségével!

4.5.10. feladat. Irjunk MATLAB programot a QR-iteracios és eltolt QR-iteracios sajatérték-
meghatarozasra, és hatarozzuk meg tjra az 5 x 5-6s Hilbert-méatrix és az A = tridiag(—1,2,—1) €
R59%50 matrix sajatértékeit!

EllenSrz6 kérdések

1. Milyen két nagy csoportja van a sajatérték-meghatarozasi modszereknek?
2. Ismertessiik a hatvanymodszer miikodését!

3. Hogyan moédosithaté a hatvanymodszer tgy, hogy a dominans sajatértékeken kiviil més
sajatértékeket is megtaléljon?

4. Ha adott egy matrix egyik sajatértékére egy kozelités, akkor hogyan hatarozhatjuk meg a
hozzé tartozé sajatvektort?

5. Ha adott egy méatrix egyik sajatvektorira egy kozelités, akkor hogyan hatarozhatjuk meg a
hozzé tartozé sajatértéket?

6. Mi az a Rayleigh-hényados, és milyen tulajdonsigai vannak?
7. Ismertessiik a Jacobi-modszert!

8. Ismertessiik a QR-iteracio6 lényegét! Milyen modszerrel lehet a konvergenciajat felgyorsitani?
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5. Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek megoldasa

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy hogyan lehet egy nem-
linedris egyenlet megoldasait numerikusan kozeliteni. Megismerjik az
intervallumfelezési-, a hur-, a szel6- és a Newton-modszereket, valamint a
fixpont-iteracios modszereket, és megvizsgaljuk ezen mddszerek tulajdonséigait.

5.1. Nemlinearis egyenletek

Gyakorlati problémak megoldasa sordan gyakran taldlkozunk azzal a feladattal, hogy egyenle-
tet vagy egyenletrendszert kell megoldanunk. Sok esetben a megoldés explicit médon elGallitha-
t0, azaz véges sok alapmiivelet segitségével megadhatd. A legegyszertbb ilyen eset az ax = b
line4ris egyenlet vagy az AX = b linearis egyenletrendszer. A nemlinearis egyenletek megol-
dasa komplikaltabb. Egy bizonyos résziik explicit modon kénnyen megoldhaté (ilyen polinom-,
trigonometrikus-, exponenciélis- vagy logaritmikus egyenletekkel taldlkoztunk kdzépiskolai tanul-
ményaink sorén), de sok olyan egyenlet is van, amely nem ilyen. Példéul az x> = 4sinz vagy
az x = cosz egyenleteket nem tudjuk megoldani. Mivel a legalabb 6tédfoku polinomok zérushe-
lyének meghatarozasara nincs megoldoképlet (olyan képlet, ami az egyiitthatokbol megmondana
a zérushelyeket), ezért ezek megoldasa sem lehetséges altalaban explicit médon. Ilyen polinom
példaul az z° — 42* + 23 — 22 + 42 — 4 = 0 polinom, amely racionélis zérushelykereséssel, vagy
valamilyen mas egyszerti modszerrel nem alakithat6é szorzattd, igy nem lehet a zérushely kere-
sését visszavezetni alacsonyabbfokil polinomokéira. Explicit megoldas hidnydban a nemlinearis
egyenletek megoldasara altaldban iteracios modszereket hasznalunk, melyek lényege, hogy olyan
sorozatot allitunk els, amely valamelyik megoldéshoz konvergal.

Azok a modszerek, amelyeket be fogunk mutatni ebben a fejezetben, tobb szaz évvel ezelstt
keletkeztek. Ennek ellenére mégis fontos 6ket megismerniink, mert még ma is ezeket a modszereket
hasznéljuk nemlineéris egyenletek megoldasara. Természetesen ma mar a faradtsagos szamolaso-
kat elvégzik helyettiink a szamitogépek, de pl. a nemlinearis egyenletrendszerek megoldésa (f6leg
a legalabb harom ismeretlent tartalmazoké) még mindig nehéz feladat.

5.1.1. A gy6kék elkiilénitése

A nemlineéris egyenletek megoldasa soran az elsé lépés altalaban az, hogy megadunk olyan inter-
vallumokat, melyekben biztosan van megoldasa az egyenletnek. Ezt a 1épést roviden gy hivjuk,
hogy elkiilonitjiik a gyokoket. Szamitogéppel a gyokok elkiilonitése gyorsan megoldhaté, hiszen
a grafikonbol kénnyen lathatod, hogy hol vannak az egyenlet gyGkei. Amikor nem &ll rendelkezé-
siinkre szamitégép, akkor az alabbi tétel segitségével végezhetd el az elkiilonités.

5.1.1. tétel.

Ha egy folytonos fiiggvény esetén f(a)- f(b) < 0 (a < b), akkor van olyan ¢ € (a,b), melyre
f(e) = 0.

129
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Ez a tétel a Bolzano-tétel kdzvetlen kdvetkezménye. Ha tehat bizonyos pontokban kiszamitjuk
a fliggvényértékeket, és két egymast kdvets pontban ellentétes a fiiggvényértékek elGjele, akkor a
pontok kozott van zérushely. Ha azt is tudjuk még, hogy a fliggvény szigorian monoton az adott
intervallumon (pl. derivalhato, és a derivaltja nem valt elGjelet), akkor azt is tudjuk mér, hogy
az adott intervallumban pontosan egy zérushely lesz.

A gyokok elkiilonitésében segithet az is, ha az egyenlet két oldaldn szerepld fiiggvényeket
tudjuk kiil6n-kiilén abréazolni, mert akkor a két grafikon metszéspontjainak abszcisszai adjak a
megoldasokat. Ez a modszer alkalmazhaté pl. az 22 = 4sinx vagy az x = cos x egyenletek esetén.

Ha polinomok zérushelyeit keressiik, akkor hasznos tudni, hogy a valds zérushelyek melyik
intervallumbol keriilhetnek ki egyaltalan. Ezt a kérdést vizsgélja meg az alabbi tétel.

5.1.2. tétel.

A p(z) = anz™+. .. +ar1x+ag (an, ag # 0) polinom zérushelyei az orig6 kozeptd R = 14+ A/|ay|
és r=1/(1+ B/|ag|) sugarak altal meghatarozott korgytrtiben vannak, ahol

A =max{|ap_1|,.-.,]aol}, B=max{|a,]|,...,|a1]}.

Bizonyitas. Irjuk at a polinomot a

1

p(x) —ap—12™ " — ... —a1x — ap = azx”

alakba, és alkalmazzuk a haromszdg-egyenlGtlenséget

()] + lan_1]|z[* "t + ... + |a1||z] + |ao| > |an]|z|™.
Ezt atrendezve kapjuk, hogy

p(@)| = |anlle]" = |an—1||z]"~" = ... —Jas||z] — |ao|

> Janl[a]" — A(lz[* 7 + ..+ J2] + 1)

1= Ja|" 1= Ja|"
= Janlfa]" — A= = Jaf" (|a |—A——1 ).
" [~ Ja] " AT el

Ha most xy olyan zérushely, melyre |zx| > 1, akkor
1-— |.’L‘k|n A
0=|p(zx)| > wk”<an —A) > xk"<an + —.
(o)l > lanl” (Jan] = A o ) = ol (Janl + 7=
Itt a masodik tényez6 nem lehet pozitiv, és ebbdl az
A

egyenlGtlenséget kapjuk. Tehat a zérushelyek a komplex szidmsikon az origd kézéppontd R sugari
koron kiviil nem helyezkedhetnek el.
Az also6 becsléshez legyen © = 1/y. Ekkor a polinom

p(x)—p@) =a, <;)n+...+a1 (;) +ao

1
= —(ap+... +ary" ' +apy™)

n
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alakban irhaté, ahol a zardjelben 1évS polinomra alkalmazhatjuk a felsé korlatra elébb bizonyitott
allitast. Mivel ag # 0, igy a p(z) polinomnak a nulla nem zérushelye. Ezért, ha xj zérushelye
p(z)-nek, akkor yr = 1/x zérushelye a zarojelben szerepld polinomnak, azaz

1
— = gkl <1+ B/lacl.

|2k

Igy
1

X >7:7‘.
|k|*1+B/|a0\

Ezt akartuk megmutatni. B

5.1.3. példa. A p(z) = 2° — 42* + 2% — 2% + 42 — 4 polinom esetén A =4 és B = 4, és igy a
polinom zérushelye az 1/2 < |z| < 5 intervallumbél keriil ki. ¢

A polinomok helyettesitési értékét a Horner'-modszerrel lehet gyorsan szamolni. Ennek alap-
Otlete a polinom

anx” + ... +arx+ag= (... ((apx + ap-1)x +an_2)...)x+ag

alaka atirasa. Ezzel az eredetileg sziikséges n Osszeadéas és n(n + 1)/2 szorzas helyett csak n
Osszeadas és n szorzés sziikséges a helyettesitési érték meghatarozasihoz. Ahogy azt az aldbbi
tételek mutatjak, ezek a szorzasi és Osszeadési szdmok optimalisak is.

I 5.1.4. tétel. (Ostrowski, 1954)

Egy n-edfoki polinom helyettesitési értékének kiszamitasahoz legalabb n Gsszeadas kell.

I 5.1.5. tétel. (Victor Pan, 1966)

Egy n-edfoki polinom helyettesitési értékének kiszamitasahoz legalabb n szorzas kell.

5.1.2. Nemlinearis egyenletek megoldasanak kondicionaltsaga

Tekintsiik az f(z) = d egyenletet, melyrdl tegyiik fel, hogy a feladat korrekt kittizésid. Jelolje a
megoldofiiggvenyt (f inverzét) G. Ekkor tehat = G(d). Ha a G(d) megoldofiiggveény differenci-
alhato, akkor a feladat relativ és abszolat kondiciészama

G'(d)d

B d | d 1 1
G(d) ‘ N ‘f’(G(d))G(d)‘ - ‘f’(x)x

RIEORECH

Ez mutatja, hogy ha |f/(z)| kicsi, akkor rosszul kondicionalt, ha nagy, akkor jol kondicionalt a
feladat. A rossz (jo) kondicionaltsag azt jelenti, hogy d értékét kicsit megvaltoztatva relativan
sokat (csak keveset) véaltozhat a megoldas értéke.

() = | )

'William George Horner (1786-1837, angol)
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5.1.3. Geometriai médszerek

Tekintsiik az f(z) = 0 egyenletet. Ennek egy megoldasat jelolje z*, azaz f(2*) = 0. A nemlinea-
ris egyenletek megoldasi modszereinek nagy része azon alapul, hogy a megoldashoz szemléletesen
az f fiiggvény grafikonjanak és az z-tengelynek a metszéspontjat kell megmondanunk. Igy te-
hét egy olyan sorozatot kell elgallitanunk, amely a metszéspont abszcisszdjahoz tart. Ezeket a
modszereket geometriai modszereknek nevezziik.

Intervallumfelezési médszer

Tegyiik fel, hogy egy f : [a,b] — R folytonos fiiggvényre teljesiil, hogy f(a)f(b) < 0. Ekkor
nyilvanvaloan az f fiiggvénynek legalabb egy zérushelye van az [a, b] intervallum belsejében. Itt
feltessziik, hogy f(a) negativ és f(b) pozitiv. Ha nem igy lenne, akkor vizsgaljuk a —f(z) = 0
egyenletet, melynek nyilvan ugyanazok a megoldasai, mint az eredeti egyenletnek.

Az un. intervallumfelezési eljaras ugy keresi meg a grafikon és az x-tengely metszéspontjat,
hogy a felez6pont segitségével két részintervallumra bontja az eredeti [a, b] intervallumot, majd
ezen intervallumok végpontjaiban megvizsgilva a fiiggvény elGjeleit megéllapitja, hogy melyik
részintervallumba esik a metszéspont. Ezutan ezzel az intervallummal végrehajtjuk ugyanezt az
eljarast, stb. A modszert az 5.1.1. abran szemléltettiik. Itt az (%) pontban a fiiggvényérték ne-
gativ, igy az 2(9-t6l jobbra elhelyezkedd intervallum veszi at az eredeti intervallum szerepét a
kovetkezs lépésben. Ennek (1) felezGpontjaban a fiiggvényérték pozitiv, igy a téle balra elhelyez-
keds (az eredeti intervallum harmadik negyedels intervalluma) intervallummal folytatjuk tovabb
az iteraciot, stb. Az abran bejeloltiik, hogy az egyes lépésekben mely pontok jatsszak az a és b
végpontok szerepét.

Ty

)
o ol

P v
(3)

b-

-

@ b-
b

5.1.1. abra. Az intervallumfelezési modszer szemléltetése.

Az alabbi algoritmus az intervallumfelezési eljarast hajtja végre egy olyan f : [a,b] — R
folytonos fiiggvény esetén, melyre f(a) < 0 és f(b) > 0. Akkor &ll le az algoritmus, ha az
iteracioszam eléri a ky,.x értéket, vagy az intervallumhossz toll ala csokken.

Intervallumfelezési modszer, a,b (a < b), toll, k = 0, kmayx ill. f adott, f(a) <0 < f(b).

while k < kpnax and b — a > toll do
z:=a+(b—a)/2
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f = f(z)
if f =0 then
end
else
if f > 0 then
b==x
else
a==x
end if
end if

end while

A konstrukciobol nyilvanvalo, hogy az eljaras altal generalt sorozat tartani fog az [a, b] inter-
vallum valamelyik zérushelyéhez. Ha tobb zérushely van, akkor valamelyiket biztosan megtalalja
az eljaras.

Azt is fontos észrevenni, hogy a generalt sorozat nem monoton médon tart &ltalaban a zérus-
helyhez. Az 5.1.1. abran példaul az (9 kozelités kozelebb van a zérushelyhez, mint 2(V). Emiatt
az 1.3.1. definici6 értelmében nem definidlhat6é a modszer konvergenciarendje. Jelolje éx a k. ko-
zelités hibajanak egy abszolut értékben vett felss becslését. A é(©) = (b — a)/2 nyilvanvaléan jo
valasztas, és igy %) = (b—a)/2F+1. Bar a sorozat konvergenciarendjét nem tudtuk definialni, de
az latszik, hogy a hiba felss becsléseinek sorozata elsérendben konvergens. Mivel é(*+1) = &(k) /2,
igy a hibabecslésiink kb. hdrom iteraciés 1épésenként javul egy nagysagrendet.

Az

|e(k:)‘ < é(k) _ (b o a)/2k+1

becslést (e®) = (k) — 2*) hasznalhatjuk a leallasi feltételhez is. A jobb oldali kifejezésbol meg
tudjuk mondani, hogy ha az iterdciészdm mar nagyobb, mint ky.x = % — 1, akkor a
sorozatelem e-nal jobban megkozelitette a zérushelyet.

5.1.6. megjegyzés. Mas leallasi feltétel lehet még a mddszerhez az, hogy akkor allitjuk le az
iteraciot, ha
| k) — (k=1

< toleranciaszint
FEO

vagy
|£(™)| < toleranciaszint.

5.1.7. megjegyzés. Az algoritmusban a felez6pontot a x := a+(b—a)/2, és nem az x := (a+b)/2
modon szamoltuk. Ennek oka az, hogy az els6 modszer lebegGpontos szamokkal szamolva mindig
a és b kozé es6 értéket ad, mig a masik nem. Kétjegyt mantisszéval dolgozva pl. (0.67+0.69)/2 =
1.36/2 = 1.4/2 = 0.7, ami nem esik a két szam kozé. Viszont 0.67 + (0.69 — 0.67)/2 = 0.67 +
0.02/2 = 0.67 4 0.01 = 0.68. ¢

Huarmodszer

A most targyalandé hirmodszer és a késGbbi szels- ill. Newton-mddszerek az alabbi altalanos
megfontolason alapulnak. Tegyiik fel, hogy az f differencialhato fiiggvény «* zérushelyéhez tarto
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sorozatot szeretnénk elGallitani. Tegyiik fel, hogy a sorozat k-adik eleme z(*), és hogy f'(z) egyik
pontban sem nulla az 2(*) és z* pontok kozott. Fejtsiik sorba a fiiggvenyt az x* megoldas koriil!

=0
F@®) = F@) /(&)@ — %),

ahol &, az z(®) és z* pontok kozé esik. Innét

fa™)

fr&)

Azaz ha tudnank & értékét, akkor a kovetkezs iterdcios lépésben egyszerre a zérushelyre tudna
lépni a sorozat. Mivel ezt altalaban nem tudjuk, ezért f'(&) értékét minden lépésben kozelitjiik.
Legyen ¢ a k-adik lépésben az f/(&) derivalt kozelitése. Ekkor az

2= )

20— g0 SE) oy L0
dk qk

iteraciokat lehet hasznalni. A kiilonb6z6 targyalandé modszerek abban kiilonboznek, hogy hogyan
hatarozzuk meg a gy, kozelitéseket. Vegyiik még észre, hogy geometriailag 2(*+1) az (z(®) f(x(k)))
ponton dtmend ¢, meredekségii egyenes x-tengellyel alkotott metszéspontja lesz.

A hidrmdédszer esetén a g értéket az adott k-adik sorozatelemhez tartozo grafikonpontot és
a hozza legkdzelebbi kordbbi ellenkezé elGjelii fiiggvényértéket ado sorozatelemhez tartozd grafi-
konpontot 6sszekdts hir meredekségének valasztjuk. A modszert az 5.1.2. dbran szemléltettiik.
Az abran az (© és (1) értékek a zérushelye(ke)t tartalmazé intervallum két végpontja. Az
F(@@) f(zM) < 0 feltétel biztositja, hogy valéban van zérushely az adott intervallumon. Az (%)
sorozatelemet az (9 és (1) pontokhoz tartozé grafikonpontokat Gsszekots har - tengellyel alko-
tott metszéspontja adja. Ez nyilvan z(9) és (1) kizé esik. Mivel f(2(®)) < 0 és f(z(M) > 0 ezért
a kovetkezd kozelitést az ezen két ponthoz tartozo grafikonpontokat Gsszekots har a-tengellyel
alkotott metszéspontja adja. Igy kapjuk z(®)-at, ami 2(?) és 2(1) kozé esik. Mivel f(2)) > 0 és
f(z®)) <0, azért a kovetkezs kozelitést az ezen két ponthoz tartozé grafikonpontokat Gsszekots
hir z-tengellyel alkotott metszéspontja adja. Igy kapjuk z®*)-et, ami () és 23 kozé esik. Mivel
f(:c(4)) is pozitiv, igy a kivetkezs 1épésben az () és ujra az (2 ponthoz tartozé grafikonponto-
kat 6sszekotd hir z-tengellyel alkotott metszéspontja adja x(5)-6t. Stb. Az dbran x-szel jeloltiik az
aktualis iteracios lépést, és s-sel azt a legkGzelebbi korabbi iteracios lépést, mellyel f(s)f(z) < 0.

Az algoritmus az aldbbi médon foglalhaté Gssze.

Harmédszer, a,b ill. f adott, f(a)f(b) <O0.
r:=b s:=a
for k:=1: knax do
wnew = — =5 f(a) (ae = TO=HY)
if f(znew) =0 then
end
else
if f(znew)f(x) <0 then
s=x
end if
end if
T = rnew
end for
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¥

A médszer konstrukcidjabol kovetkezik, hogy a kiindulési intervallumban elhelyezked§ zérus-
helyek egyikét biztosan meg fogja talalni (csakdgy, mint az intervallumfelezési modszer).

Tobb tételben hasonlé feltevéseket kell majd tenniink, ezért a tételek megfogalmazasdnak
megkonnyitésére bevezetjiik az aldbbi definiciot.

5.1.8. definicio.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény kielégiti az alapfeltevéseket az [a,b] intervallumon, ha van
[a,b] belsejében zérushelye, legalabb kétszer folytonosan derivalhato, és sem az elsG, sem a
mésodik derivéltja nem vesz fel nulla értéket [a, b]-n.

A fenti feltételekbdl kovetkezik, hogy f els6 és masodik derivaltjanak elGjele jol meghatéarozott
az intervallumon, és hogy vannak olyan mj, mg, M; és M, pozitiv konstansok, melyekkel 0 <
my < |f(x)] < My < o00és0<mg <|f’(z)] <My < oo minden adott intervallumbeli x értékre.
Figyeljiik meg, hogy m az alsé becsléseket, M a fels§ becsléseket jeloli, az index pedig azt adja
meg, hogy a becslés hanyadik derivaltra vonatkozik. A szigorti monotonitasbol kovetkezik, hogy
csak egy zérushely lehet az [a, b] intervallum belsejében. A zérushely jelolésére, ahogy korabban,
x*-t fogunk hasznalni.

Ezutan megfogalmazzuk a humddszerre vonatkoz6 konvergenciatételt.

5.1.9. tétel.

Elégitse ki f az 5.1.8. definiciobeli alapfeltevéseket az [a, b] intervallumon. Ekkor a hurmod-
szerrel elGéllitott sorozat az f(z) = 0 egyenlet 2* megoldasahoz konvergél, a konvergencia
els6rendd, és

le+1)| < Cle®)], (5.1.1)

ahol C = |e(®|M;/(2m,).

Bizonyitas. A derivaltak elGjele szempontjabol négy kiillonbozs eset lehetséges csak. Vizsgaljuk
csak azt az esetet, amikor f/ < 0és f/ > 0 (5.1.3. 4bra). A masik harom eset hasonléan igazolhato.
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T

4 ,LZ) L ,g_)
2=’ ]

5.1.3. abra. A harmodszer iteracidja, ha f/ < 0 és f” > 0.

A szigorti konvexitas (f” > 0) miatt {z(*)} szigortian monoton csékkend (s = 2O (k> 1)),
tovabba minden sorozatelemre z(*) > z* (k > 1). Igy a sorozat konvergens. Legyen a hatarértéke
y. Az

-y
2(F) _2(0)
2R+D) — o (R) ——x f(z®)
S 1) f@0) =
—Y —Y —— —f(y)
—f(y)
iteracio vizsgalataval lathato, hogy a hatarértéknek az
— 2 1
y—x
y=y— o/ W =y— fy)
fly) = f@®) f'(n)

egyenletet kell kielégitenie, ahol n z(9) és y kozé esik (Lagrange-kozépértéktétel). Mivel f'(n)
negativ, ezért az egyenlGség csak ugy teljesiilhet, ha f(y) =0, azaz y = a*.

A konvergenciarend megéllapitasahoz ki kell fejezniink a (k+1)-edik kozelités hibajat a k-adik
kozelités hibajaval. A (k 4 1)-edik kozelités hibéja

gkt _px — 4 (R) f(x(k)) — f(x(O))
fa®)) — f(a(©)
x(k) _ 2(0) fz®)) — f(2(0)
@) — @) ) T ) — o)
_ )@ = o) - f®) @ —2©)
B fa®) — f(z()
alakban frhaté. Ezutan a nulladik és k-adik kozelités hibajaval osztva kapjuk, hogy

o(k+1) —f(2®)/e© 4 f(2®)) /ek)

(k)) *

e e ~ F@®) — fz®)
_FE®)e® — fa@)/e® e - ) — f(&)
FE®) = fa®) S G e PG
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ahol &, (9 és 2(F) k6zé es6 megfelels érték a Cauchy-kozépertéktétel szerint. A szamlaloban 1évé
kifejezést az f fiiggvény & pont koriil felirt és * pontban vett

/" (k)

5 (ZU* *51@)2

0= f(z*) = f(&) + f' (&) (" — &) +

Taylor-polinomjanak értékebél fejezhetjiik ki, ahol 7y, &, és 2* kozé esik. Igy

e® ) (&) (& — ) — f(&)

e®e® (& —a%)2f' (&)
F1ER)(Ek — 2%) = (= f(&) (@* = &) — £ (m) (=" — &:)2/2) _ f"(m)

(Er — )21 (€x) C2f(&)
Azaz .
|6(k+1)| — ‘f (Uk)| |€(k)‘|6(0)|.
2| f" (&)
A sorozat szigortian monoton csékkenése és a tétel derivaltakra vonatkozé feltételei miatt
1
0< 27;\}21 ] < iff,(gjc))" @] <1 (k>1),

amibdl az 1.3.3. tételre tekintettel kovetkezik az elsérendd konvergencia. Tovabba

1"
ey — OO 00 < 01 M2 _ o)
410 = SO0 < [0 1o = )

=:C
a C = e My/(2m,) jelolés bevezetésével. Ezzel a tételt igazoltuk. m

5.1.10. megjegyzés. Az (5.1.1) becslés nyilvanvaléan csak akkor hasznalhato leallasi feltétel
megadésara, ha C < 1. Ez elérhets ugy, ha z(9-t elegenden kozel valasztjuk a zérushelyhez. o

Szelédmoédszer

A szel6modszer annyiban kiilonbozik a hirmoédszertsl, hogy itt nem figyeliink arra, hogy mindig
két ellenkez§ elGjeli fliggvényértéket ado grafikonpont legyen Gsszekdtve. Egyszerten két egymés
utani sorozatelemhez tartozé grafikonponton at hazunk szel6t, és ahol az metszi (ha van met-
széspont) az x-tengelyt, az lesz a kovetkezs sorozatelem. Ezen modszernek veszélye, hogy nem
mindig taldlja meg a kivant zérushelyet, cserébe viszont magasabbrendi konvergenciat kapunk.
A szel6modszer esetén a & pontbeli els§ derivaltra tehat a

fa®) — fa®Y)

Qe = 7 k) — p(k—1)

kozelitést hasznaljuk.

rushely, akkor valaszthatjuk a-t z(%)-nak és b-t 2(1)-nek. A két értékhez tartozo grafikonponton
at berajzolt szels z-tengellyel alkotott metszéspontja lesz z(?). Ezutan az (1) és (2 pontokhoz
tartozo grafikonpontokat kotjiik ossze. Az 6sszekots szels z-tengellyel alkotott metszéspontja lesz
(3, (Megjegyezziik, hogy a hirmodszer esetén ebben a lépésben az 2(9) és (2 pontokhoz tartozo
grafikonpontokat kotnénk ossze.) Ezutan x(?)-vel és 2(*)-mal tessziik ugyanezt. Stb.
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s

L3) 3 [2) b ,g.)

5.1.4. dbra. A szel6modszer iteracidjanak szemléltetése.

@ pak?

5.1.5. dbra. A szel6moédszer nem mindig taldlja meg az intervallumban 1évG zérushelyet.

Arra, hogy a szel6modszer nem mindig talalja meg az intervallumban 1év§ zérushelyet, az 5.1.5.
dbrén adtunk példat. Az z(?) és 2V pontokhoz tartozé szel6 méar nem az [a,b] intervallumban
metszi az x-tengelyt, hanem téle tavol.

A szel6modszer iteracios 1épéseit az alabbi algoritmus tartalmazza.

Szelémodszer, a, b ill. f adott, f(a)f(b) < 0.
r:=b s:=a
for k:=1: kpax do
Tnew ;=T — ﬁf(x) (qx = W)
if f(znew) =0 then
end
else
$:=x, T := Tnew
end if

end for
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5.1.11. tétel.

Teljesitse az f fiiggvény az 5.1.8. definiciobeli alapfeltevéseket az [a,b] intervallumon. Ekkor,

ha max{|a — z*|,|b — *|} < 2m,/M>, akkor a szelémodszerrel elGallitott sorozat monoton
mo6don 2*-hoz tart, és a konvergencia rendje (1 + v/5)/2 ~ 1.618. Tovabba érvényes az

|e(lc+1)| < C‘e(k)||e(k_1)|

becslés a C = My /(2m,) valasztéassal.

Bizonyités. Igazoljuk elGszor, hogy ha az x(*~1) és (%) sorozatelemek kozelebb vannak x*-

hoz, mint 2m; /Mo, akkor az x(¥*1) elem is kozelebb lesz. Igy mivel z(%)-ra és 2(V)-re is teljesiil a
feltétel, minden sorozatelem kozelebb lesz, mint 2m4 /My (indukcio).

Szamitsuk ki a (k + 1)-edik iteracios lépés hibajat! (Ez ugyanaz a szamolas lesz, mint a
harmodszer esetén, csak (9 helyett z(*~D-et kell irni.)

1) _ e g S@0) = S
f@®)) — f(zk=D)
__Woal) gy e @) - JE )
F@®) = Fa®D) Fa®) = Fa®D)
FaD) (@ —2) - f@0) (@ — 2¢-Y)
f@®) — f(ztk=D) '
Ezutan a (k — 1)-edik és k-adik kozelités hibajaval osztva kapjuk, hogy

e(k+1) _f(x(k—l))/e(k—l) =+ f(x(k))/e(k)
W=D — F®) — fzE-D)
_ f@W)/e® — fatD) et () (S — @) = F (&)
fla®) = fatt=1) O e i A CON

ahol &, z(*=1) és 2(F) kozé es6 megfelels érték a Cauchy-kozépértéktétel szerint. A szamlaloban
levé kifejezést az f fiiggvény & pont koriili, z* pontban vett

0= 7 = &) + P — &)+ T - g)?

Taylor-polinomjénak értékébdl fejezhetjiik ki, ahol 7y, & és x* kozé esik. Igy

o(k+1)

_ SER) (G — %) — f (&)

eR)e(k—1) (Er — 272 (Ex)
_ F1ER) G — ) — (&) (@ — &) — f(m) (% — €)%/2) _ f" ()
(€ — )2 [ (1) 2f"(&k)

Ebbdl adodik tehat, hogy
leE+D| < Cle® [|e*—1)], (5.1.2)
ahol C = MQ/(2’ITL1)

Mivel a feltétel miatt |e*~1)| < 2m; /My, ezért kapjuk, hogy
e < [e®],
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azaz a hibasorozat monoton csokkend. Igy az |e®)| < 2m, /M, feltétel miatt |eF+D| < 2my /M,
is teljesiil.
Most megmutatjuk, hogy a hibasorozat nulldhoz tart. Vezessiik be a d := C max{|a —z*|,|b—

x*|} jelolést. Nyilvan 0 < d < 1. Az (5.1.2) becslés miatt

e < d/C,

eV < d/C,

le@| < CleW][e®] < a2/C,

@] < Cle®]eM] < d*/C,

@] < Cle® e < °/C,

|e®] < Cle® V||| < a1/,

ahol ug41 a Fibonacci-sorozat k 4 1-edik eleme. Mivel 0 < d < 1, és a Fibonacci-sorozat végte-
lenhez tart, a fenti becslések mutatjak a sorozat konvergencidjat.

Most mar csak a konvergenciarend megallapitasa van hatra. Jeloljiikk Cy-val az £ (ni) /(21 (&k))
hanyadost. Ezzel a jeloléssel a hibaegyenlet az

k1) — 0 o) (k1)

alakban irhato. Vegylik mindkét oldal abszolutértékét, majd logaritmusat (tegyiik fel, hogy &
olyan nagy, hogy a hiba mar egynél kisebb lesz)

In |e(k+1)| = In|Ck| + In |€(k)| +1n |€(k—1)|.
Osszuk el mindkét oldalt In |e(*)|-val!

In |ek+D)| _ In|Cy| In |e®=1)|
Inle®]  Inle®)] Inle®)]

A konvergenciarend a bal oldalon all6 logaritmikus relativ csokkenés hatéarértéke. Jelolje ezt r. A
jobb oldali elsé tag hatarértéke 0, hiszen mivel 2(*) — 2*, ha k — oo, és a derivéltak folytonosak,
ezért Ci-nak is van nullatél kiillonbozé hatarértéke, igy korlatos, a nevezd pedig —oo-hez tart. A
méasodik tag egy, a harmadik pedig nyilvanval6an 1/r-hez tart. Azaz a hatarérték egyértelmiisége
miatt r-nek ki kell elégitenie az » = 1 + 1/r egyenletet, melynek egynél nagyobb megoldasa
r = (14 +/5)/2. Tehat a konvergenciarend valéban (1 4+ +/5)/2. B

Newton-médszer

A most ismertetendd modszer els véaltozatat Newton irta le 1671-ben Method of Fluxions cimi
miivében, de csak 1736-ban publikalta. Egy letisztultabb véltozata 1690-ben jelent meg Joseph
Raphson? Analysis Aequationum cimii cikkében. A modszer mai alakja Thomas Simpson-tol
szarmazik. Rola a Numerikus integralas fejezetben lesz majd még sz6. A mddszert gyakran hivjak
Newton—Raphson-médszernek is, de mi a tovabbiakban Newton-mddszernek fogjuk nevezni.

A modszer alapétlete az, hogy az els6 derivalt &, pontbeli értékét az z(*) pontbeli érintd
meredekségével kozelitjiik, azaz g, = f'(x(®)). Az iteracié az alabbi algoritmussal irhato le.

2Joseph Raphson, 1648-1715. Bévebb életrajz talalhato a.
http://numericalmethods.eng.usf.edu/anecdotes/raphson.html oldalon.
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Newton-modszer, z(9) ill. f adott.
0)

z =zl
for k :=1: kpax do
=1 — 7 (@) (g0 = (@)
if f(x) =0 then
end
end if
end for

A Newton-modszer iteracios lépéseit az 5.1.6. abran szemléltettiik. Az (%) pontbeli grafi-
konpontban behtizzuk a grafikon érintGjét. Ahol ez metszi az 2-tengelyt, az lesz az (1) kozelités.

Ezutéan az ehhez a ponthoz tartozo grafikonpontban hizunk érintét. Ahol ez metszi az z-tengelyt,
az lesz az x(?) kozelités, stb.

Fontos kiilonbség a korabbi moédszerekhez képest, hogy mig korabban minden lépésben csak
egyszer kellett kiszamolni az f fiiggvény fiiggvényeértékét, addig a Newton-modszernél két fiigg-
vényértéket kell szamolni minden lépésben: az f és f/ fliggvényekét. Tovabbi kiilonbség még, hogy
a Newton-moédszer végrehajtasdhoz az f fliggvény derivaltjara is sziikség van. Természetesen a
Newton-modszer fenti "nehézségei" csak addig lassitottédk az iteracios eljaras végrehajtasat, amig
a szdmitégépek meg nem jelentek. Ezekért a nehézségekért a moédszer masodrendi konvergenciat
ad cserébe.

5.1.12. tétel.

Teljesitse az f fiiggvény az 5.1.8. definiciobeli alapfeltevéseket az [a,b] intervallumon. Az f
fiiggvény zérushelyének meghatarozasara alkalmazzuk a Newton-modszert olyan z(®) pontbol
inditva, melyre e(®) < min{|a — z*|, |b — x*|,2m, /Ms} =: hg. Ekkor a médszer altal elsallitott
{z*} sorozat méasodrendben és monoton médon konvergal a hatérértékhez, tovabba érvényes
az

leFHD| < Cle® 2 (5.1.3)

becslés a C = My /(2m,) valasztéassal.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a sorozat z(F) eleme az 2* zérushely hg sugari kornyezetébe esik.
Ekkor f z(*)-ban sorbafejthets. Szamoljuk ki a kozelits polinom értékét z*-ban!

0= f(") = F@®) + f/(@®) (@ = 20) + f(E) (@* — 20,

ahol &, z* és #(F) kozé esik. Innét

fa®) x f"E&k) .
TPy T (ar — ™) + fok))(x — 22,

amit a Newton-modszer (k + 1)-edik lépésének

(k)
L) ) f(@™)

fr(a®)
képletébe helyettesitiink.
(k)
D) xR x f(@™)
f(a®)
"
k) (k) f" (k) (k)2
=z ¥+ (F —2"W) + 2f’(x(’f))(x* z™) (5.1.4)

&) &
~ oy

0<
2M; — 2f(x(®)) ~ 2my
egyenlGtlenséghdl és a
M. M.
—2|m(0) -z < —py<1
2my 2my

becslésbdl kovetkezik a sorozat masodrendd konvergencidja x*-hoz (1.3.5. tétel).
Az (5.1.4) egyenlGség abszolutértékét véve és felss becslést végezve

(k+1) _ $*| — ‘ fu(fk)

: 2 (a®)

M.
lz* — 2|2 < 2—2h0|x* — W] < |z —z®),
my

amibdl kovetkezik a tételbeli (5.1.3) becslés és a monoton konvergencia. Mivel z(9) beleesett x*
ho sugart kornyezetébe, igy a tobbi sorozatelem is ebbe a kornyezetbe fog esni (teljes indukcio).
Ez mutatja, hogy jogosan tettiik fel a tétel elején, hogy x(*)-ban sorbafejthets f. m

Az el6z6 tétel feltételeit altalaban nehéz ellendrizni. Most megadunk egy kénnyebben ellenériz-
het6 feltételt, amely rdadasul szigortan monoton sorozat hatarértékeként allitja el6 az egyenlet
megoldésat.

5.1.13. tétel.

Tegyiik fel, hogy az f € C?[a, b] fiiggvény elss és mésodik derivaltja sem vesz fel nulla értéket az
x* zérushely és az 2(?) kezdSpontok altal meghatarozott intervallumon, és f(x(9) " (z(9) > 0.
Ekkor a Newton-modszer altal generalt {x(*)} sorozat szigortian monoton sorozat lesz, és tart
x*-hoz.
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Bizonyitas. Legyen peldaul z(®) > z* és f(z(®) > 0, f/(2(®) > 0 (ekkor f'(z) > 0 (9 és a
a* zérushely kozott). Az

(k)
2D (k) _ f(@™)
fr(a®)

iteracios képletbdl lathato, hogy z**t1) < 2(¥)  azaz szigortian monoton csokkend lesz a sorozat
(amig a zérushelyet meg nem taldlja). Masrészt a szigort konvexitasbol kovetkezik, hogy (%) >
x*. Igy a sorozat konvergens lesz. Legyen a hatéarértéke z*. Ekkor az iteracios képlet mindkeét
oldalan &ll6 sorozatnak ugyanoda kell tartania

—f(@*)

k)

L1 () f(=®)
= ~ @)’
—T* —T* N ,
—f(z*)

amibél kovetkezik, hogy z* = 2*. B

5.2. Fixpont-iteraciok

A fixpont-iteracios egyenletmegoldas a Banach-féle fixponttételt (1.1.18. tétel) alkalmazva haté-
rozza meg egy nemlinedris egyenlet megoldasat. Valos fliggvényekre a tétel azt mondja ki, hogy
ha egy F : [a,b] — [a, b] fliggvény kontrakci6 a 0 < ¢ < 1 kontrakcios tényezével, akkor barmilyen
20 € [a, b] kezdGelemre az

) = p(z—D)

iteracioval elGallitott sorozat tart az F' fliggvény egyetlen [a, b]-beli z* fixpontjahoz, tovabba

k
|2 — 2| < q |z — (O], (5.2.1)
I—q

A fixpont-iteracio lépései szemléltethetSk az y = F(z) és az y = x fiiggvények grafikonja-
nak segitsegével. Az z(©) értékkel kiszamitjuk az F(z(9)) értéket, majd ezt az y = z fiiggvény
segitségével az x-tengelyre vetitjiik. Ezutan z()-gyel jarunk el hasonloan, stb (5.2.1. &bra).

Az (5.2.1) becslés hasznalhato leallasi feltételként, hiszen meg tudjuk becsiilni az els§ két
elem segitségével, hogy hanyadik sorozatelemtdl lesziink kozelebb a hatarértékhez, mint egy adott
hibaszint.

Ha egy f(x) = 0 egyenlet megoldasat szeretnénk megkeresni (f folytonos fiiggvény), akkor
el6szor a feladatot atirjuk egy ekvivalens F(x) = x fixpontprobléméva, ahol most mar az F(x)
fiiggvény fixpontjanak megkeresése a feladat. Az F'(x) fiiggvényt tobbféleképpen elGallithatjuk.
A legegyszertibb az, ha ki tudjuk fejezni f(x)-bol az = valtozot. Példa lehet erre mondjuk az
22 — 2 = 0 egyenlet megoldésa, ahol f(z) = 2?2 — 2, és x-et kifejezve kapjuk, hogy = = 2/z, vagyis
az F(x) = 2/x valasztas megfelels. Egy altalanosabb modszer fixpontprobléma elallitasara az,
ha egy tetszsleges, sehol sem nulla folytonos ¢ fiiggvénnyel képezziik az F(x) = = — g(z) - f(x)
fiiggvényt. Mivel g nem vehet fel nulla értéket, x = F(x) pontosan olyan z-re teljesiilhet csak,
amire f(z) = 0.

Természetesen nem elegendd csak a megoldandd egyenlet fixpontproblémava transzformalasa
a megoldéshoz, hiszen az F(z) fliggvénynek ki kell elégitenie az Banach-féle fixponttétel feltételeit.
A gyakorlatban a kontrakcios tulajdonsagot garantalja, ha F' folytonos [a, b]-n és differencialhato
(a,b)-ben, tovabba van olyan 0 < ¢ < 1 szam, mellyel |F'(z)| < ¢, Vo € (a,b) (Lagrange-
kozépértektétel).
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5.2.1. dbra. A fixpont-iteracio szemléltetése.

5.2.1. megjegyzés. A kontrakciés tulajdonsdgra nincs sziikségiink a konvergencia garantalasa-
hoz, ha az F [a,b]-b6l [a,b]-be képezd folytonos fliggvény monoton novs, és a-bol vagy b-bél
inditjuk az iteraciot. Ha pl. a = z(©)-bél inditjuk, akkor z(1) = F(:r(o)) > 2(9) s a monotonitas
miatt () = F(2(M)) > F(2(®) = (M) azaz a generalt sorozat monoton névé lesz. Mivel minden
elem felsg korlatja b, igy a sorozat konvergens lesz. A hatarérték F' folytonossaga miatt csak F
egy fixpontja lehet (az a-hoz legkizelebbi). o

5.2.2. tétel.

Legyen F : [a,b] — [a,b] kontrakcio, tovabba legyen F' legalabb r-szer folytonosan differenci-
alhato ugy, hogy

Fl(z*)=...=F"Y(z*) =0,

és F()(2*) # 0. Ekkor az F altal meghatarozott fixpontiteracio [a,b] barmelyik pontjabol
inditva r-ed rendben tart az F fiiggvény egyetlen [a, b]-beli fixpontjéhoz.

Bizonyitas. Csak azt kell igazolnunk, hogy a konvergencia rendje r. A tétel tobbi allitasa a
Banach-féle fixponttétel kvetkezménye.

Az x* koriili sorfejtésbol (feltessziik, hogy x* # a, b, kiilonben megtalaltuk a fixpontot)

F(l‘(k)) _ F(JC*) 4 F<7:'(€) (l’(k) . x*)r,

azaz, -
F T
F(z®) — 2% = #(‘r(k) —z*)".
7!
Mivel az r-edik derivalt folytonos és x*-ban nem nulla, ezért z* egy kornyezetében teljesiilnek
az 1.3.5. tétel feltételei. Igy ezen tétel miatt a konvergenciarend valéban r. B

Most megadunk egy olyan hibabecsls formulét, amely két egymést kdvets sorozatelem segit-
ségével mond becslést a fixpponttdl vald tavolsigra.
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5.2.3. tétel.

Az f(x) = 0 egyenlet egy [a,b] intervallumbeli 2* megoldasdnak megkeresésére alkalmazzuk
az FtD) = F(z®)) fixpont-iteraciot, ahol az F(x) fiiggvényt az F(z) = x — g(z) f(x) médon
valasztjuk. Tegyiik fel, hogy F az [a,b] intervallumot onmagéra képezi, hogy f és g az [a, ]
intervallumon folytonos, (a,b)-ben derivalhaté fiiggvény, hogy g-nek nincs zérushelye [a, b]-
ben, valamint hogy teljesiil az m; := minge(q ) {[(9f) (z)[} > 0 feltétel. Ekkor ha valamilyen
e > 0 szamra és k indexre

|zt — z(R)) e

<
™) —1+4e

il; (5.2.2)

akkor az
2™ — 2*| < e|z*|

becslés is igaz.

Bizonyitas. Rendezziik at a k-adik iteracios 1épés z(F+1) = 2(F) — g(2(*)) f(2(F)) képletét, majd
alkalmazzuk a Lagrange-kozépértéktételt.

[+ — 2@ = |g(a®) f(2®)] = |g(z®) f(@W) = g(a*) f(27) |
=0

= (@) €] [ — 2| > mala®) — 27,

ahol &, megfelels konstans az z* és z(*) pontok kozott (Lagrange-kozépértéktétel).
Becsiiljiik az (5.2.2) képletb6l my értékét, majd helyettesitsiik be azt a fenti képletbe

EHD _ ()| > 1+ e ottt — 2]

(k) _ 4>
Z 2] |z x|

Jar

Az |zFHD) — (V)| tényezdvel egyszeriisitve az |¢(*) — z*| hibara az alabbi becslés nyerhetd
2% — 2*] < el ®)] — cfo® — %] = e(la®)] ~ |2 — 2l) < ela® — (@¥) — 2| = ela]

Az utolsé elstti lépésben felhasznaltuk az 1.1.10. tételt. H

A tételben bizonyitott allitas felhasznalhato leallasi feltételként az iterécié végrehajtésa soran.
Mivel |z*| < max{|a|, |b|}, ezért ha e-t ugy vélasztjuk meg, hogy az e max{|al, |b|} érték kisebb
legyen, mint egy elérni kivant hibaérték, akkor az (5.2.2) feltétel teljesiilésébol kovetkezik, hogy
z®) az adott hibértéknél kozelebb lesz a fixponthoz.

5.2.1. Aitken-gyorsitas

Az alabbi eljaras segitségével a fixponthoz tartd sorozat konvergencidjat gyorsithatjuk fel. Az
eljarast Aitken3-gyorsitdsnak nevezziik.
Tegyiik fel, hogy van egy iteracidval elGallitott elsGrendd konvergens sorozatunk. Ekkor az
el6z6 fejezet szerint
e = F'(&)e™,

ahol &, () és x* kozé esik. Hasonloan

e = F'(&p_1)eF),

3Alexander Aitken, 1895-1967, Uj-Zéland
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Az F' fiiggvény folytonossédga miatt nyilvanvaléan F'(£;_1) — F’'(z*), azaz ha k értéke elég nagy,
akkor a fenti két képletben szereplé konstansok kb. megegyeznek. Igy

(e))? = k=D gkt
azaz
(@® — 2)? = (2D — g (@D — g,
Fejezziik ki innét az x* fixpontot.
(@02 1 (2%)2 = 220>
— gD g (D) (=) g (D)) | (02
Ebbdl a zérushely

x(k_l)x(k""l) — (x(k))Q x(k_l)x(k""l) — (x(k:))z

T 2D ) Zop) T D) ) () (D)

—_— —mo
=:ATk41 Az,

T

Akarl — AZL’k

_ ey (Aze)?
Aﬂ?k+1 — Aa:k '
—_— ———

=:A2zg

A bevezetett jelolések segitségével tehat

ke (Bzen)? gy

*
r =X
A2$k

Termeészetesen az alkalmazott kozelités miatt ez nem adja meg pontosan z* értékét, de az igy
kiszamolt {i<k’1)} sorozat gyorsabban tart x*-hoz, mint az eredeti sorozat, nevezetesen igaz,

hogy
. A B
kggo k) —px

5.3. Mintafeladat

Ebben a fejezetben az 22 — 2 = 0 egyenleten mutatjuk meg az egyes ismertetett modszerek

alkalmazasat. Hatarozzuk meg az egyenlet * = /2 megoldasat. Kiindulasi intervallumnak mindig
vélasszuk az [1,2] intervallumot. Ebben el6re tudhatjuk, hogy van megoldas, hiszen f(z) = 2% —2
folytonos, f(1) = —1 és f(2) = 2. Az iteraciokat addig csinaljuk, mig a megoldast 10~%-nal kisebb
hibéaval kapjuk mér meg.

Intervallumfelezési modszer. Elére kiszdmolhaté, hogy hany 1épést kell tenniink az adott pon-
tossag eléréséhez. kpax = (In(b — a)/107%)/In2 — 1 = (In(10°))/In2 — 1 ~ 18.9316, azaz 19
iteracios lépés elegends. Az iteracios lépéseket az 5.3.1. tablazatban foglaltuk ssze. Erdemes
észrevenni, hogy a konvergencia nem monoton, vagyis az utolsé oszlopbeli értékek nem monoton
csokkendGek.

Harmédszer. Mivel f/(z) = 2z és f”(x) = 2, emiatt az els6 és mésodik derivalt nem valt
elGjelet az [1,2] intervallumban, igy az 5.1.9. tétel feltételei teljesiilnek. Az my = 2 és My = 2
valasztas megfeleld, kiindulasként megadhato pl. az [e(?)| = |a — 2*| = |1 — 2*| < 1 felsé becslés.
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a

b

2

) — 27|

0O T WN - O

1.00000000000000
1.00000000000000
1.25000000000000
1.37500000000000
1.37500000000000
1.40625000000000
1.40625000000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41406250000000
1.41418457031250
1.41418457031250
1.41418457031250
1.41419982910156
1.41420745849609
1.41421127319336
1.41421318054199

2.00000000000000
1.50000000000000
1.50000000000000
1.50000000000000
1.43750000000000
1.43750000000000
1.42187500000000
1.42187500000000
1.41796875000000
1.41601562500000
1.41503906250000
1.41455078125000
1.41430664062500
1.41430664062500
1.41424560546875
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421508789063
1.41421508789063

1.50000000000000
1.25000000000000
1.37500000000000
1.43750000000000
1.40625000000000
1.42187500000000
1.41406250000000
1.41796875000000
1.41601562500000
1.41503906250000
1.41455078125000
1.41430664062500
1.41418457031250
1.41424560546875
1.41421508789063
1.41419982910156
1.41420745849609
1.41421127319336
1.41421318054199
1.41421413421631

0.08578643762690
0.16421356237310
0.03921356237310
0.02328643762690
0.00796356237310
0.00766143762690
0.00015106237310
0.00375518762690
0.00180206262690
0.00082550012690
0.00033721887690
0.00009307825190
0.00002899206060
0.00003204309565
0.00000152551753
0.00001373327153
0.00000610387700
0.00000228917974
0.00000038183110
0.00000057184321

5.3.1. tablazat. Az intervallumfelezési eljaras adatai a mintafeladatra.

Igy az (5.1.1) becslés miatt |e®)| < (1/2)F, és a kivant pontossag eléréséhez elegendd kpay = 20
iteracios lépést végezni (a valosagban kevesebb is elég, de a fenti becslésiink ezt adja). Az iteracios
lépéseket az 5.3.2. tablazatban foglaltuk ssze. Az utols6 oszlop a logaritmikus relativ csokkenést
adja meg. Lathato, hogy ennek értéke 1-hez tart, hiszen els6rendd a modszer. A sorozat hibaja
(masodik oszlop) k > 2 esetén monoton csokkend.

Szelémodszer. Az 5.1.11. tételnek megfelelGen legyen C' = Ms/(2my) = 1/2. Ekkor nyilvan
teljesiil, hogy

max{|a — z*|,|b — z*|} = max{|1 — 2*|,|2 — 2*|} <1 < 1/C.

Igy a szelémodszer monoton médon konvergélni fog. Mivel d = 1/2, emiatt alkalmazhatjuk az

le®] < d_ 2d% < 107°

S <
becslést. Ebbdl kapjuk, hogy kmax = 21 iteracios 1épés utan 10~6-nal pontosabb kozelitést kapunk.
Az 5.3.3. tablazatbol latszik, hogy sokkal hamarabb (6. 1épésben) is elérjiik a kivant pontossagot,
s6t tovabb mar nem is tudunk menni, mert a MATLAB nullaval val6 osztas miatt hibaiizenetet
ad. A k > 2 értékekre jol latszik a monoton konvergencia (3. oszlop) és a konvergenciarend (4.
oszlop).

Newton-modszer. Mivel [ = 2 > 0, és f(z) > 0, ha z > a*, ezért a Newton-modszer
barmilyen z(®) > 2* pontbdl indithaté (5.1.13. tétel). Inditsuk el az 2(®) = 1.9 pontbol. Ekkor
nyilvan teljesiilnek az 5.1.12. tétel feltételei. Igy az (5.1.3) becslés miatt, ha az |e(?)| < 1 durva
becslést hasznaljuk, akkor e < Cle@ 2 < 1/2, @] < CleM |2 < 1/8, |e®)| < Cle@)|2 <
1/128, |e®| < Cle®|? < 1/32768 ¢és |e®)| < Cle™|? < 1/(2(32768)2) ~ 4.6566 x 10710 < 1076.
Ez mutatja, hogy négy 1épés biztosan elég lesz az adott pontossag eléréséhez, ahogy ezt az 5.3.4.
tablazatban szerepl§ adatok is mutatjik. Figyeljiik meg, hogy a logaritmikus relativ csékkenés
valéban 2 kozeli.
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k (k) lzF) — /2 log. rel. csokk.
0 | 1.00000000000000 0.41421356237310 -
1 | 2.00000000000000 0.58578643762690 -
2 | 1.33333333333333  0.08088022903976  4.70229223589887
3 | 1.40000000000000 0.01421356237310 1.69141982231166
4 | 1.41176470588235 0.00244885649074 1.41343626909880
5 | 1.41379310344828 0.00042045892482 1.29307890232953
6 | 1.41414141414141 0.00007214823168 1.22672843924426
7 | 1.41420118343195 0.00001237894114  1.18483435747867
8 | 1.41421143847487 0.00000212389823 1.15600171615800
9 | 1.41421319796954 0.00000036440355 1.13494961104049
10 | 1.41421349985132 0.00000006252177 1.11890364913929
11 | 1.41421355164605 0.00000001072704 1.10626800210629
12 | 1.41421356053263 0.00000000184047 1.09605990342007
13 | 1.41421356205732 0.00000000031577 1.08764109222480
14 | 1.41421356231892 0.00000000005418 1.08057902359452
15 | 1.41421356236380 0.00000000000930 1.07456970644472
16 | 1.41421356237150 0.00000000000159 1.06939397673514
17 | 1.41421356237282 0.00000000000027 1.06487465606826
18 | 1.41421356237305 0.00000000000005 1.06086537951130
19 | 1.41421356237309 0.00000000000001 1.05688612585613
20 | 1.41421356237309 0.00000000000000 1.05133725968926
5.3.2. tablazat. A hurmodszer lépései a tesztfeladatra.
k (k) |z () — 2% log. rel. csokk.
0 | 1.00000000000000 0.41421356237310 -
1 | 2.00000000000000 0.58578643762690 -
2 | 1.33333333333333  0.08088022903976  4.70229223589887
3 | 1.40000000000000 0.01421356237310 1.69141982231166
4 | 1.41463414634146 0.00042058396837 1.82761471235075
5 | 1.41421143847487 0.00000212389823 1.68027808569044
6 | 1.41421356205732 0.00000000031577 1.67474819872268

5.3.3. tablazat.

A szel6modszer iteracios lépései.

Fixpont iterdcio. Az 22 — 2 = 0 egyenletet atirhatjuk pl. az x = 2/ =: F(x) alakra, mellyel
definialhatjuk az z*+t1) = F(z(*) iteraciot. Sajnos ez az iteracié nem fogja megtalalni a fixpontot,
hiszen z(©)-rol inditva () = 2/2(0) &5 2 = 2/(2/2(0) = 2(0) | azaz az iteracié felvaltva lépeget
xW-re és 2(9-ra. Igy mas iteracios eljarast kell keresniink.

Irjuk 4t az egyenletet az ekvivalens x = z — g(2? — 2) =: F(z) alakba, ahol g meghatarozandé
pozitiv konstans. Most F'(z) = 1 — 2gx. Az [1,2] intervallumon ennek akkor lesz a legkisebb
az abszolutérték-maximuma, ha g = 2/5, és ekkor a maximum 3/5 = ¢ < 1. Azaz F valoban
kontrakcio lesz az [1, 2] intervallumon. Tovabb4a, mivel F-nek stacionarius pontja van z = 5/4-nél
és F(1) = 14, F(2) = 1.2 és F(5/4) = 1.425, ezért F az [1,2] intervallumot valoéban az [1,2]
intervallum belsejébe képezi. Igy a Banach-féle fixponttétel miatt barmilyen 2(9) e [1,2] pontbol
inditva az

L1 _ (k) _ %((N))? 9
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2

) — 27|

log. rel. csokk.

TR W N~ O

1.90000000000000
1.47631578947368
1.41551974856928
1.41421416502183
1.41421356237322
1.41421356237310

0.48578643762690

0.06210222710059

0.00130618619619

0.00000060264874

0.00000000000013
0

3.84906734083784
2.38960316159481
2.15670829615046
2.07263104582362

5.3.4. tablazat. A Newton-modszer iteracios 1épései.

iteraci6 a fixponthoz fog tartani.
Inditsuk el az iteraciot példként az z(9) = 2 pontbél. Ekkor () = 1.2, [z — 20| = 0.8, ¢és
a hibabecslé formulabol

k k
0 ot < L a0 = 205 <100,
— .

igy kmax = 29 iteracio elég az elére adott pontossag eléréséhez. Az 5.3.5. tablazat azt mutatja,
hogy 8 iteracits lépés is elegendd. A tablazat utolséd el6tti oszlopaban kiszamoltuk az Aitken-
gyorsitassal kapott 1 sorozatot is és annak logaritmikus relativ cs6kkenését. Lathato, hogy az
Aitken-gyorsitassal elGallitott elemek hibaja kisebb, mint az eredeti sorozat megfelel§ hibaja. Az
1j sorozat is els6rendben konvergél.

200

%) — %]

log. rel. csokk.

Aitken gyorsitas

log. rel. csokk.

2.00000000000000
1.20000000000000
1.42400000000000
1.41288960000000
1.41438679128474
1.41419079314044
1.41421655337916
1.41421316943851
1.41421361399318

0~ O U WN - O

0.58578643762690
0.21421356237310
0.00978643762690
0.00132396237310
0.00017322891164
0.00002276923265
0.00000299100607
0.00000039293459
0.00000005162009

2.88104303658437
3.00286370704064
1.43234778523415
1.30688572006857
1.23429487859350
1.18987664275526
1.15957057942449
1.13761248562765

1.37500000000000
1.41341463414634
1.41420899509093
1.41421348125311
1.41421356097773
1.41421356234091
1.41421356233394

0

0
2.20216989083631
1.72408572874810
1.32779360045390
1.24883257677142
1.18486140714539
0.99188777543203

5.3.5. tablazat. A fixpont-iteracié iteracios lépései.

5.4. Nemlineéaris egyenletrendszerek megoldasa

Tegyiik fel, hogy f: H — H egy adott kell6en sokszor folytonosan differencialhato fiiggvény, ahol
H C R" egy zért halmaz. Keressiik azon X € H vektorokat, melyekre f(X) = 0. Ha f linearis,
akkor egy linearis egyenletrendszert kell megoldanunk, kiilonben nemlinearis egyenletrendszert
kapunk. A nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa altalaban nehéz feladat. Mar annak eldon-
tése sem egyszer(d, hogy van-e, és ha igen, hany megoldéasa van az egyenletrendszernek. Magasabb
dimenzioban az a lehet@ségiink is megsziinik, hogy szamitogéppel dbrazolva a fliggvényeket meg
tudjuk sejteni a megoldas helyét. Kétvaltozos, kétismeretlenes egyenletrendszerek esetén segithet,
ha szdmitégépes program segitségével megrajzoljuk f koordinatafiiggvényeinek a nulla értékhez
tartozo szintvonalait, és ezek metszéspontjat megkeresve megsejthetd a megoldés helye.

A nemlineéaris egyenletrendszerek megoldasara altaldban fixpont-iteraciot szokas alkalmazni.
Azaz éatirjuk az egyenletrendszert ekvivalens modon F(X) = X alakra és, ha az F fiiggvényre
teljesiilnek a Banch-féle fixponttétel feltételei (természetesen ennek ellendrzése altalaban nem
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egyszeri), akkor annak segitségével a fixpont, vagyis az eredeti feladat megoldasa meghataroz-
hato.

Néha nem sziikséges a Banach-féle fixponttétel feltételeinek ellendrzése. Egyszerten elinditjuk
egy X9 € H pontbél az

gD — ()

iteraciot, és ha ez a sorozat konvergal egy X* vektorhoz, akkor nyilvanvaléan F(X*) = X* miatt
f(x*) = 0 is teljesiilni fog (F folytonos).

A fixpont-iteraciok egy specidlis forméja az egyvaltozos esetben megismert Newton-modszer
tobbdimenziés véltozata. Fejtsiik sorba az f fiiggvényt az X*) pontban, majd alkalmazzuk a
sorfejtést az X* fixpontra:

0 = f(x*) = fE"®)) + J(xW)(x* — ),

ahol 011 (5(0)) 051 (50
oh .. 3o
I(xW) = : :

Sty .. Sx®)

az un. Jacobi-méatrix. Innét kifejezhetjiik X*-t:
x ~x®) — (IEM) ).

Mivel ez csak egy kozelités, ez nem adja meg X*-t, de alkalmas arra, hogy egy iteraciot definialjunk
az

g(k+1) o x(k) _ (J(f(k)))*li‘(i(k))

alakban.

Vegyiik észre, hogy a fenti iteracié valoban a Newton-modszer altalanositésa, ezért ezt tobb-
valtozos Newton-modszernek nevezziik. Egyszeriien meg is jegyezhetd, hiszen a derivalttal vald
osztas helyett a Jacobi-méatrix (derivaltak matrixa) inverzével valé szorzas szerepel. A modszer
végrehajtasa soran miveletigényes, hogy a Jacobi-méatrixot minden lépésben ki kell szdmolni és
meg kell oldani egy lineéris egyenletrendszert.

Ha az X* megoldas egy kornyezetében a Jacobi-métrixok inverzei korlatosak, és a Jacobi-
matrix Lipschitz-folytonos (megfelel§ indukalt normakat hasznalva), akkor X* egy elegendGen
kicsi kornyezetébdl inditva az iteraciot, az az egyenletrendszer megoldasahoz fog tartani, és a
konvergencia méasodrendd lesz.

5.4.1. megjegyzés. Lattuk, hogy a tébbviltozds Newton-mddszernél minden 1épésben meg kell
oldanunk egy lineéris egyenletrendszert, melynek métrixa az el6z6 iteracios lépésnek megfelels
pontban kiszamolt Jacobi-matrix. Ha nagymérti feladatot kell megoldnunk, akkor médosithatjuk
ugy az iteréciot, hogy minden lépésben a kezd&pontban kiszamolt Jacobi-métrixszal oldjuk meg
az egyenletrendszert:

x(k+1) — (k) _ (J(i(o)))*lf'(f(k)).

Ezt az eljarast modositott Newton-moédszernek hivjuk. Ez a moédszer gyorsabb, de mér csak
els6rendd konvergenciat biztosit. ¢

5.5. Feladatok

Nemlinearis egyenletek megoldasa
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5.5.1. feladat. A /1 ++/2 4 ...+ /100 Ssszeget tigy szamitjuk ki, hogy mindegyik tagot két
tizedesjegyre kerekitjiik. Hany helyes tizedesjegyre szamithatunk legalabb a végeredményben?

5.5.2. feladat. 1225-ben Leonardo Pisano (alias Leonardo Bonacci, vagy Leonardo Fibonacci,
vagy egyszertien Fibonacci) meghatéarozta a

p(x) = 2 + 22 + 102 — 20

polinom z = 1.368808107 zérushelyét. Azt, hogy hogyan sikeriilt erre az eredményre jutnia,
nem tudjuk. Hatarozzunk meg egy olyan intervallumot, amelybd&l a fenti polinom zérushelyei
kikeriilhetnek! Van-e mas valos zérushelye a polinomnak?

5.5.3. feladat. Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy az el6z6 feladatban szerepls polinom zérushelye
az [1,2] intervallumban van. Hatarozzuk meg a zérushelyet az intervallumfelezési-, a hiir-, a szels-,
a Newton- és a fixpont-iteracios modszer segitségével (irjunk egyszerd MATLAB programokat)!
Utobbinal alkalmazzuk az x = 20/(z? + 2z + 10) egyenlGséget az iterdci6 konstrukcidjaban (iga-
zoljuk a konvergenciat). Hasonlitsuk Gssze a modszereket a konvergenciasebesség szerint!

5.5.4. feladat. Alkalmazzuk az Aitken-gyorsitast az el6z6 feladatbeli fixpont-iteracio 2(10), 2,(11)
és 12 elemével! Mit tapasztalunk?

5.5.5. feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket: 2z —Inz—4 = 0,2% —4x =0, 2°—2x—2 =0,
zlnx — 14 = 0!

5.5.6. feladat. Adjunk olyan eljarast, amely osztas nélkiil hatirozza meg egy a pozitiv szam
reciprokat! Kisérletezziink az 1 — ax = 0 és az a — 1/x = 0 egyenletek Newton-modszeres megol-
dasaival!

5.5.7. feladat. Igazoljuk, hogy ha egy « szam egy p(x) polinom zérushelye, akkor az o szAmmal
végrehajtva a Horner-modszert, a keletkezs szamok éppen a p(x)/(z — a) polinom egyiitthatoit
adjak meg. Ha tehat egy polinomnak megtalaltuk egy zérushelyét, akkor a fokszama cstkkenthetd
a fenti eljardssal (deflicié). Hatarozzuk meg az x* — 162° + 7222 — 962 + 24 polinom Osszes
zérushelyét a Newton-modszer és a deflacios eljaras segitségével!

5.5.8. feladat. Hany megoldéasa van a sinz = 1 — x egyenletnek a [0, 1] intervallumon? Ha-
tarozzuk meg a gyokot intervallumfelezéssel! Hany 1épés kell ahhoz, hogy a gyokot 4 tizedesjegy
pontossaggal meghatarozhassuk. Hatarozzuk meg a gyokot fixpont-iteracioval! Itt is becsiiljiik
meg a sziikséges 1épések szamat!

5.5.9. feladat. Egy harmadfoku p(x) polinomnak harom valos zérushelye van: z1, 2o és z3.
Mutassuk meg, hogy ha a Newton-modszert a (21 + 22)/2 pontbol inditjuk, akkor a modszer egy
lépésben megadja a z3 gyokot!

5.5.10. feladat. Javasoljunk legalabb két fixpont-iterdciot az e™® — sinxz = 0 egyenlet a =
0.5885 gyokének megkeresésére. Vizsgaljuk meg a konvergenciét!

5.5.11. feladat. A Steffensen-modszer az aldbbi fixpont-iteracioval oldja meg az f(z) = 0
egyenletet:
PIACa ™) = F@® + f(®)) — fa®)
¢(z(k))’ f(a®) '

Igazoljuk, hogy a médszer masodrendi, és oldjuk meg vele az el6z6 feladat egyenletét!

L)

5.5.12. feladat. Az f(z) = (22% — 3z — 2)/(x — 1) fiiggvény zérushelyeinek megkereséséhez
hasznaljuk az aldbbi fixpont-iteraciokat:

k)2 k
2R+ 3(z™W)? —da® — 2’ gD — (k) _ 9y

(k) —1
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Vizsgaljuk meg a modszerek rendjét! Milyen kezdSpontbdl fog 2-héz konvergélni a masodik mod-
szer?

5.5.13. feladat. Oldjuk meg az f(z) = e —1—1x = 0 egyenletet a Newton-modszerrel! Mekkora
lesz a konvergenciarend? Prébaljuk ki az

k+1) _ x(k) i 2f(l‘(k))
f1(@®)

2(

iteraciot a megoldasral

5.5.14. feladat. A Newton-moddszer is tulajdonképpen egy fixpont-iteracié. Hatarozzuk meg a
konvergenciarendjét a fixpont-iteraciok konvergenciarendjére vonatkozo tétel alapjan!

5.5.15. feladat. Alkalmazzuk a Newton-modszert az f(z) = x3 — 2z + 2 fiiggvényre a 0 értéket
valasztva kezdGpontnak, és a g(x) = ¢z fliggvényre!

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa

5.5.16. feladat. Oldjuk meg a Newton-modszer segitségével az aldbbi egyenletrendszert!

1—4x+22° -2y =0
—4+at+4y+4y' =0
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6. Interpolaciés feladatok

Ebben a fejezetben arra a kérdésre valaszolunk, hogy néhany, a derékszogd ko-
ordinatarendszerben adott pontot hogyan tudunk 6sszek6tni polinomok ill. tri-
gonometrikus polinomok grafikonjaival. Az 6sszek6tS polinomokat interpolacios
polinomoknak hivjuk. Targyalni fogjuk az interpolaciés polinomok Lagrange- és
Newton-féle alakjat. Megvizsgaljuk, hogy az alappontok megvalasztisa hogyan
befolyésolja az interpolacios hibat. Igy jutunk el a Csebisev-alappontok fogal-
méahoz. A trigonometrikus interpolacios feladatnal sz6 lesz a diszkrét Fourier-
transzformacioérol és a gyors Fourier-transzformaciorol.

Tegyiik fel, hogy egy f : R — R fiiggvénynek n + 1 pontban ismerjiik az értékét. Legyenek
ezek a pontok adottak az (z;, f;) (¢ =0,...,n) alakban, ahol feltessziik hogy x; # x;, ha i # j.
Az z; (i =0,...,n) pontokat alappontoknak nevezziik. Vezessiik be az I = [Zmin, Tmax] jelolést,
ahol

Tmin = min{zo,...,Tn}, Tmax = max{zg,...,Ts}.

Hogyan adhatnank becslést az f fiiggvény értékére az I intervallumbeli alappontoktol kiilonb6z
pontban? Hogyan becsiilhetnénk az f fliggvény derivaltjat egy adott pontban vagy az integraljat
egy adott intervallumon? Hogyan adhatnank becslést arra, hogy hol van a fiiggvénynek szélsGér-
téke?

A fenti feladatokat altalanosan ugy oldhatjuk meg, hogy rogzitjiik az I intervallumon defi-
nialt adott tulajdonsigu fiiggvények halmazéat (pl. polinomok, trigonometrikus polinomok vagy
szakaszonként polinomfiiggvények), és ennek elemei koziil kivalasztjuk azt, amelyik grafikonja
dtmegy az Osszes adott ponton. Az igy nyert fiiggvényt az adott pontokhoz tartozd interpolaci-
o0s fiiggvénynek hivjuk. Ez altaldban egyértelmiien meghatarozott a fiiggvényhalmazon beliil. Az
I intervallum alappontoktol eltéré pontjaiban az interpolacids fliggvény értékeivel kozelitjiik az
ismeretlen fiiggvény értékeit. Ezt az eljarast interpoldicionak nevezziik. Ezek utdn a kérdésekre
az interpolacios fliggvény segitségével valaszolunk: annak az értékeit szamoljuk ki, azt derivaljuk
vagy integraljuk, vagy annak hatarozzuk meg a szélsGértékeit.

Az interpolaciés feladatok szamtalanszor eléfordulnak gyakorlati problémak megoldasénal.
A GPS miiholdak csak bizonyos id6kozonként kiildenek jelet arrol, hogy hol vannak. Interpo-
laciot hasznalunk akkor, ha szeretnénk a koztes idépontokban is megbecsiilni a miihold helyét,
a sebességét, vagy a gyorsuldsat. A kdolajmezdSket modellezs egyenletekben sziikségiink van a
nyomés értékére. A koltséges furasok miatt a nyomasfiiggvényt csak néhany farasnal elvégzett
mérés alapjan, interpolacidval tudjuk kozeliteni. Tobb esetben egy parciélis differencidlegyenlet
peremfeltételét és kezdeti feltételét is csak tobb mérési adatot interpolalva tudjuk kozeliteni.

6.1. Globalis polinominterpolaci6

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor az adott pontokat egyetlen polinom segitségével szeretnénk
interpolalni a teljes I intervallumon. Ezt az eljarast globdlis polinominterpoldcionak nevezzik és
az interpolacios fliggvényt (globalis) interpoléciés polinomnak hivjuk. Tegyiik fel, hogy az adott
pontokat interpolélja egy p polinom. Ekkor a p(x;) = f; (i =0,...,n) feltételnek nyilvanval6an
teljesiilnie kell. Mivel ez n + 1 feltétel, igy varhato, hogy p egy legfeljebb n-edfoku polinom lesz,
hiszen ezeknek n + 1 szabadon valaszthaté egyiitthatéja van.
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154 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

6.1.1. tétel.

Minden rogzitett n+ 1 darab ponthoz pontosan egy olyan legfeljebb n-edfokt L,, polinom van,
melyre L, (z;) = f; (i =0,...,n).

Bizonyités. Legyen a keresett polinom L,,(z) = >,_, axz". Ekkor az interpolacichoz az alabbi
egyenlségeknek kell teljesiilnitik:

L, (z;) = Zakxf =f({=0,...,n).
k=0

Ez egy olyan linearis egyenletrendszer, melynek egyiitthatématrixa egy Vandermonde-matrix.
Mivel z; # x;, ha i # j, ezért a matrix determindnsa nem nulla. Ebb6l kovetkezik, hogy az
egyenletrendszer megoldésa, azaz a polinom egyiitthatoi, egyértelmien meghatarozottak. B

6.1.2. megjegyzés. A fenti tételben az egyiitthatomatrix invertalhatdsdga mas modszerrel is
igazolhat6. Ez a modszer altaldnosabb esetekben is alkalmazhat6 lesz majd. Az egytitthatokra
felirt egyenletrendszer az aldbbi alakt

1 g :r% xy ag fo
1 T .’L‘% N .’13711 ai fl
1 X9 l‘% N l‘g as — f2
1z, 22 xpy an fn

Ha feltennénk indirekt, hogy az egyiitthatomatrix nem invertalhato, akkor létezne a méatrixhoz
egy olyan 0 # Y = [yo, ..., yn]T € R™*! vektor, mellyel

1 oz 2} ... ab Yo 0
1 oz 23 ... ¥ Y1 0
1 @9 23 ... a% ya | — | O
1 2 " 0

Ez viszont azt jelentené, hogy a ZZ:O yrx® legfeljebb n-edfoki, a konstans nulla polinomtél
kiilonb6z6 polinomnak n + 1 zérushelye lenne, ami ellentmondana az algebra alaptételének. ¢

6.1.1. Az interpolacidés polinom Lagrange-féle elfallitasa

Most bemutatjuk az interpolaciés polinom Lagrange!-t6l szarmazoé elallitasi modjat.

1 Joseph-Louis Lagrange, 17361813, olasz szarmazast francia matematikus. Eredeti olasz neve Giuseppe Luigi
Lagrangia. Fontos eredményeket ért el az analizis, a szamelmélet és az elméleti mechanika teriiletén. B&vebb
életrajz: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Lagrange.html.
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6.1.3. definicio.
Adott alappontok esetén az

_ (z—md)..(z—mp )z —7p11)...(z — zp)
le(z) =
(xx — o) .. (g — k1) (Tk — Tpt1) - - - (Tk — Tp)
(k=0,...,n) polinomot a k-adik (alapponthoz tartozo) Lagrange-féle alappolinomnak nevez-
ziik.

6.1.4. megjegyzés. Vezessiik be a wp1(z) = (x —x0) ... (x — x,,) jelolést. A w,41(x) pontosan
n + 1-edfoku polinomot alappontpolinomnak hivjuk. Az alappontpolinom derivaltja
wh o (x) = (. —21)(z —z2)(x —23) ... (. — p)
+(x—x0)(x —z2)(x —23) ... (T — 2p)
+(x—z0)(x—71)(T —23) ... (T — Iy)

+...+(@—x0)(x—z1)(x—22) ... (T — Tpp1),

melybe az z; alappontot helyettesitve a

w1 (x) = (2 — 20) (T — 21) . (T — Tp—1) (T — Toy1) -+ - (T — Tn)

kifejezést kapjuk. Innét lathato, hogy az alappontpolinom segitségével az [, Lagrange-féle alap-
polinom az

wn+1(m)
lp(x) = 6.1.1
= (o) G4
alakban is felirhato (k =0,...,n). ¢
Példaként a 6.1.1. dbrdn megrajzoltuk az xp = 0, z1 = 1, 29 = 2, x3 = 3 és x4 = 4

alappontokhoz tartozd Lagrange-féle alappolinomok grafikonjait.

6.1.5. tétel.

Az interpolaciés polinom n + 1 alappont esetén az

Lo(x) =) filk(x)
k=0

alakban irhato.

Bizonyitéas. Mivel a Lagrange-féle alappolinomok pontosan n-edfokuak, ezért az L,,(z) polinom
legfeljebb n-edfoktu. A Lagrange-féle alappolinomokra nyilvanvaléan igaz az

() = 1, hai=k,
FUT0, hai#k

egyenl6ség, ezért teljesiil az L, (zr) = fir egyenlGség is (k = 0,...,n). Innét az interpolacids
polinom egyértelmiiségébdl kovetkezik az allitas. B

6.1.6. megjegyzés. A 6.1.1. tételt igazolhatjuk az interpolaciés polinom Lagrange-féle elGallita-
sanak segitségével is. Az elGallitas mutatja, hogy valéban van egy legfeljebb n-edfoku interpolacios
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-0.5F

6.1.1. dbra. Az z = 0, 1,2, 3,4 pontokhoz tartozd Lagrange-féle alappolinomok.

polinom, amely a feltételeknek megfelel. Az egyértelmiisége pedig indirekt modon gy igazolhato,
hogy ha lenne két kiilonb6zs legfeljebb n-edfoki interpolacios polinom, akkor a kiilénbségpoli-
nomnak legalabb n + 1 zérushelye lenne (nevezetesen az alappontok), ami ellentmond az algebra
alaptételének. o

Az interpolécios feladatoknél nem az a cél, hogy az interpolacios polinomot z-hatvanyonként
rendezett alakra hozzuk, hiszen altalaban nem a polinom elGallitasa, hanem a polinom kiilénb6z6
helyeken vett helyettesitési értékeinek kiszamolasa a cél. Igy egyszertibb a polinom Lagrange-
féle alakjaba helyettesiteni, mint elGallitani a polinomot z-hatvanyonként rendezett alakban (a
polinom-egyiitthatok kiszdmitasanak mtveletigénye n-nel exponencialisan novekszik) és uténa
ebbe helyettesiteni.

Konnyen ellenérizhets, hogy az interpolacios polinom Lagrange-féle elgallitasaval az interpo-
l4ciés polinom egy adott helyen vett helyettesitési értéke 4n? + O(n) flop miivelettel szamolhato.
Az eléallitas elénye, hogy ha valamelyik alappontban a fiiggvényértéket meg kell véaltoztatnunk,
akkor az 1j polinom helyettesitési értékeit konnyen tjraszamolhatjuk a régi értékekbdl. Hatrany
viszont, hogy egy 1j alappont felvétele esetén minden korabbi tagot tjra kell szamolnunk.

6.1.7. példa. Példaként hatarozzuk meg a (0,2), (1,1) és (3,5) pontokhoz tartozo6 interpolé-
cidés polinomot. Elgszor a Lagrange-féle alappolinomokat hatarozzuk meg:
(x —1)(z —3) 5 4
l = =—z°—= 1
@) =G no-3 ~3° 3°T"
(x —0)(xz —3) 1, 3
l = = —— —
@) =T=oa=g ~ 2% T2
— -1 1 1
12(1,): (IL’ O)(IIZ ) :71,2771,7
G-0G-1)
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6.1.2. dbra. A 6.1.7. példaban szerepls pontok és a hozzajuk tartozé interpolacios polinom grafi-
konja.

majd ezek segitségével felirjuk a keresett interpolaciés polinomot:

e DE=8) @ 0E-3)
LQ(l’)—?(O_l)(O_g)+1(1—0)(1—3) B-0@B-1

A polinomot xz-hatvanyonként rendezett alakba irva

1 4 1 3 1 1 1 1
L2($):2(3x2—3x—|—1>+1<—2x2+2x>—|—5<6$2—6$> :6x2—6$:x2—2x+2.

Az adott pontokat és az interpolécios polinom grafikonjat a 6.1.2. dbran lathatjuk. o

6.1.2. A baricentrikus interpolacios formula

Az interpolaciés polinom Lagrange-féle elGallitasanal lattuk, hogy azt tjra kell szamolni, ha ]
alappontot vesziink fel. A formulat egy kicsit atalakitva viszont egy sokkal praktikusabb elgallita-
sat kapjuk az interpolacids polinomnak: a baricentrikus formulat. Egyszertisége ellenére a formula
targyalasa gyakran kimarad a numerikus moédszereket targyalé konyvekbdl. Ezt a hianyt potoljuk
most a formula ismertetésével [4].

Vezessiik be a

1 1
W = (v —x0) ... (T — 1) (@ — Tpg1) - - - (Tk — Xn) - w1 ()
(k=0,...,n) an. baricentrikus stlyokat. Ezek a szamok a Lagrange-féle alappolinomok f6egytitt-
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158 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

hatoi. Igy az interpolaciés polinom a Lagrange-féle elgallitashol kiindulva

n

Lo(z) =) fqu“’%lg) =wni1(z) Y xffiq;k (6.1.2)
k=0

x
k=0
alakra hozhato. Ez a formula tovabb egyszertisithets, ha észrevessziik, hogy

n

wn+1(m)z a = ]-7

r —
k=0 k

hiszen a bal oldal az (xx,1) (k =0,...,n) pontokhoz tartozé interpolacios polinomot adja, ami
az interpoléaciés polinom egyértelmiisége miatt csak a konstans 1 polinom lehet. Ennek alapjan
a (6.1.2) formulat atirhatjuk az alabbi médon:

_ Lo(@) _ waa (@) 3o (faae)/ (@ — 2k) Yo WS/ (@ — k)
1 Wnt1(2) Yoz G/ (T — @) Soneo @/ (T —xk)

Az igy nyert formulat baricentrikus interpoldcids formuldnak nevezziik®. Ezzel az alakkal méar
lehet is miveletszamot sporolni. A silyok kiszamitasa egyenként 2n flop-ba keriil, azaz Gsszesen
2n? 4 2n flop. Ha a stlyokat mar ismerjiik, akkor a helyettesitési érték szdmolasa mar csak 5n+45
flop. Uj osztopont felvétele sem koltséges, hiszen az 6j n + 2-edik suly kiszamitasa 2(n + 1)
flopot igényel, a korabbi sulyok modositésa pedig egyenként 2 flop, azaz Gsszesen 2(n + 1) flop.
A sulymodositas tehat Osszesen 4n + 4 flop miivelet.

6.1.8. példa. Tekintsiik a 6.1.7. példdban szerepld pontokat, és hatarozzuk meg az interpo-
lacios polinomot a baricentrikus formula segitségével! Szamitsuk ki a baricentrikus sulyokat:

1 1 1 1 1 1

=5 1=

©=0-10-3 " 3 1-01-3 2B 3-0B-1 6

Az interpolécios polinom tehat

_2:1/(3(z —0)) —1-1/(2(x — 1)) +5 - 1/(6(x - 3))
1/(3(x = 0)) = 1/(2(x = 1)) + 1/(6(x — 3))

Ezt x-hatvinyonként rendezve természetesen ismét a 6.1.7. példédban szerepl§ x? — 3z + 2
polinomot kapjunk. ¢

L2 (ZE)

6.1.3. Az interpolacids polinom elGallitasa Newton-féle osztott

differenciakkal
Keressiik az interpolacios polinomot az (z;, f;) (i = 0,...,n) pontokhoz az alabbi alakban:
Lo(x)=co+cr(z—zo)+ea(lx—ao)(x—x1)+ ... +en(—20) ... (. — Tp—1). (6.1.3)

Mivel az egyes tagokban szereplé polinomok linearisan fiiggetlenek, igy minden legalabb n-edfoka
polinom egyértelmiien felirhaté a fenti alakban. Tehat egyértelmien léteznek olyan cg,...,c,
konstansok, hogy a fenti polinom az interpolaciés polinomot adja.

2 A baricentrikus, azaz stlyponti, elnevezés arra utal, hogy a képlet hasonlé a tédmegpontrendszer stlypontjat
megad6 képlethez.
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Mivel fo = L,(zo) = co, igy co értékét méar meghataroztuk. Helyettesitsiink most x;-et
a (6.1.3) polinomba:
Ji = Ln(z1) = co + c1(w1 — x0) = fo + c1(z1 — 20),

ahonnét
_ fi—fo

T — Ty

C1

Hasonléan eljarva megkaphatjuk a tébbi egyiitthatot is, de a képletek egyre komplikaltabbak és

nehezen atlathatok lesznek. Most megmutatjuk, hogy hogyan lehet az egyiitthatokat szisztema-
tikus moédon elgallitani.

6.1.9. definicio.
Legyenek adva az (y;, f;), 7 =1,...,s pontok (y;, # vj,, ha j1 # ja). Ekkor az

S

B i
[yl, A ,ys]f - ]z:; (y]. — @/1) A (yj —Yj—1

)Y — Yjr1) - (Y5 — Ys)

szamot az (y1, f1), ..., (Ys, fs) pontokhoz tartozo (s—1)-edrendd (Newton-féle) osztott differen-
cidnak nevezziik. A nulladrendi osztott differenciat (amennyiben csak egy adott pont szerepel)
[y;]f = f; modon értelmezziik.

6.1.10. példa. A (0,2), (1,1) és (3,5) pontokhoz tartozdé mésodrendi osztott differencia a
definici6 szerint

2 1 5
+ T — 1.

[071,3]f: (071)(073) (1—0)(173 (370)(371)

6.1.11. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az osztott differencia rendjét ugy definidltuk, hogy az
a felhasznalt pontok szamanal eggyel kisebb. ¢

6.1.12. tétel.

Az osztott differencia értéke fliggetlen az y; (j = 1,...,s) pontok sorrendjétsl, tovabba igaz
az

ays]f* [yQ""’ys}ff [yla""ys—l]f
Ys — W

[yl,...

Osszefiiggés.

Bizonyitas. Az elsé allitas a definicio kozvetlen kdvetkezménye. A masodik részhez igazoljuk,
hogy

o yslf - (ys — 1) = [y2s - wslf = lyns o wsalf

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



160

6. INTERPOLACIOS FELADATOK

Induljunk ki a jobb oldalbél:

[y27 v ays]f - [yla s 7:‘/571],}(
—1
35 : .
j=ye) (i —ys) = =) (Y — Y1)
(y; — y;) hianyzik (y; — y;) hianyzik
—1
N fily; — 1) _SZ: fiWi — ys)
= Wiyl —ye) (g —ys) = (=) (Y5 = Y1) (Y5 — us)
(y; — y;) hidnyzik (y; — y;) hidnyzik
1
_ fs(ys — 1) _ fl(yl_% _|_SZ: filys — 1)
Ws =y1) - (s —ys=1) (1 —w2) - (1 —ys) =5 (g5 —w) (y] —Ys)
(y; — y;) hidnyzik
=y, o yslf - (ys — y1)-

Ezt akartuk megmutatni. B

6.1.13. tétel.

Az interpolacios polinom (6.1.3) alakjaban szerepls ¢; (I =0, ...,

Cc =

képlettel szamithatok ki.

Bizonyités. Legyen az I € {0, ...,
modon:

pi(x) =co+c1(z —xo) + o —xo)(x —21) + ...

= Ln(xO)a s

Nyilvanvalo, hogy pi(zo) s ()

[1’0,...

= L, (x;), azaz p;(x) pontosan az (xo, fo), . - .

n) egyiitthatok a

o) f

n} index rogzitve, és definidljuk a p;(z) polinomot az alabbi

+alz —x)...(x —x-1).

a(xlafl)

pontokat interpolalo legfeljebb [-edfoku interpolécios polinom, ¢; pedig ennek a fGegyiitthatoja.
Szamitsuk most ki ezt a fGegyiitthatot! Ehhez irjuk fel a p;(«) interpolacios polinomot a Lagrange-

modszerrel.
LU — £C()

(=) (@ — xpyr) -

(x —x)

Zf

Ty — xO
melynek féegyiitthatdja

l

(Jik - xk_l)(xk — $k+1) “e-

(xr — 1)’

Ji

a= Z (l‘k - a)‘o) N (Z‘k — xk_l)(xk — xk+1) c.e

k=0

ami a Newton-féle osztott differencia definicidja szerint [z, ...,

mutatni. W

(zp — 1)’

|f. Ezt szerettiik volna meg-

A ¢ egyiitthatok ezek utan rekurzioval az alabbi médon éllithatok els. A definicié alapjan:

[z)f = fi (i=0,...,

elsérendi differencidkat az

[zo, 21]f =
Tr1 — Xo

tankonyvtar.math.bme.hu

[z1]f = [wolf

n). Ezek a nulladrendd differencidk. A 6.1.12. tétel figyelembevételével az

[zolf — [malf

T2 — T

y e, we]f =
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formulakkal kapjuk, mig a méasodrendtiek az

[, 2] f — [0, 21]f
T2 — X0

[xovgjth]f =

modon nyerhetk. Az eljarast addig folytatjuk, amig meg nem kapjuk az utolso, n-edrendii osztott
differenciat is.

6.1.14. példa. Keressiik meg a (0,2), (1,1) és (3,5) pontokhoz tartozé interpoléacios polino-
mot az osztott differencidk modszerével! A ¢; egyiitthatok kiszamitasahoz el6szor tablazatba
rendezziik az osztott differencidkat. Ebben a tablazatban attekintheté médon feltiintetjiik az
osztott differencidkat szamolod rekurzié egyes lépéseit. Az egyes oszlopok felss elemei adjék a
keresett ¢; egyiitthatokat novekvs indexekkel.

0 2= Co
0= —l=a
1 1 22C0 1=
=2
3 5

Ezutan a (6.1.3) képlet alapjan kapjuk a keresett 2 + (—1)(z — 0) + 1(z — 0)(z — 1)
interpolacios polinomot, amelyet a Horner-séméhoz hasonlé (1(z —1) — 1)(x — 0) 4 2 formé-
ban szoktak megadni és a helyettesitési értékeit kiszamolni. A polinomot rendezve a 6.1.7.
példabol ismert 22 — 22 + 2 polinomhoz jutunk. o

6.2. Az interpolaciés hiba

Tegyiik fel, hogy adottak az (zo, fo),. .., (zn, fn) pontok, és hogy ezek a pontok egy f: I — R
fiiggvény grafikonjarol szarmaznak, azaz fi, = f(xx). Legyen tovabba I = [Zmin, Tmaz]). Jelolje
(Lnf) : I — R az adott pontokra illesztett interpolacios polinomot. Ilyenkor azt mondjuk, hogy
az f fiiggvényt interpolaljuk az xo, ..., x, pontokban, és L, az f fliggvény adott alappontokban
vett interpolacios polinomja.

6.2.1. definicio.

Az B, : 1 — R, E,(z) = (Lp.f)(x) — f(x) figgvényt az f fliggvény (zo, fo),---, (Tn, fn)
pontokhoz tartozo interpolacios hibafiiggvényének nevezziik. E, () az x pontbeli interpolacios
hiba.

Természetesen, ha az f fliggvény D értelmezési tartomanya tagabb az I halmaznal, akkor az
interpolacios hibafiiggvényt a D; halmazon is értelmezhetjiik.

Vajon mit mondhatunk az interpoléciés hibarél? Tudunk-e ra fels6 becslést adni? Hogy val-
tozik az értéke, ha n értékét noveljiik? Tart-e ebben az esetben pontonként az interpolacits
polinomok sorozata az eredeti f fiiggvényhez? Ha igen, akkor milyen feltételek mellett egyenletes
a konvergencia? Ezekre a kérdésekre keressiik a valaszt ebben a fejezetben.

Rogton lathato, hogy ha az f fliggvény simasagara nem tesziink feltételt, akkor a hibarél sem-
mit sem tudunk mondani, hiszen az alappontokon kiviil a fliggvényértékek tetszélegesek lehetnek.
Tegyiik fel tehat, hogy az f fliggvény folytonos. Most megemlitiink néhany olyan eredményt, ame-
lyek arra hivjak fel a figyelmet, hogy altaldban nem vérhaté el a pontonkénti konvergencia. Egy
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162 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

[a, b] intervallumbeli {x(()n), e ,x%n)}ff:l alappontsorozaton a tovabbiakban egy olyan sorozatot

értiink, melynek n-edik eleme az [a, b] intervallum n + 1 darab paronként kiilonb6z8 pontja.

6.2.2. tétel. (Georg Faber®, 1914)

Barmely {:U(()n),...,x%n)}zo:l [a, b]-beli alappontsorozathoz van olyan f € Cfa,b] folytonos
fiiggvény, amelyre L, f nem tart egyenletesen az f fiiggvényhez az [a, b] intervallumon.

1980-ban Erdds és Vértesi [11] megmutatték, hogy barmely alappontsorozathoz olyan f foly-
tonos fiiggvény is létezik, melyre L, f(z) /4 f(x) majdnem mindeniitt [a, b]-ben. Bernstein? egy
korabbi, 1918-es példéja [3] a [—1, 1] intervallum ekvidisztans felosztassorozatahoz megadott mar

egy ilyen fiiggvényt: az f(z) = |z| fiiggvény interpolaciés polinomjai csak az x = —1,0 és 1
pontokban konvergalnak az f(x) fiiggvény megfelels értékeihez.
Itt gondolhatnank, hogy a rossz interpolacios viselkedést az okozza, hogy az f(z) = |x|

fiiggvény nem derivalhaté az z = 0 pontban. Runge® 1901-ben észrevette [28], hogy ha az
f(x) = 1/(1 + 2?) fiiggvényt interpolaljuk az ekvidisztans felosztasa [—5, 5] intervallumon, akkor
az igy nyert polinomsorozat csak az || < 3.63 (kerekitett érték) feltételnek megfelels x pontokban
fog konvergalni az eredeti fiiggvényhez. A polinomsorozat az intervallumon kiviil divergal. Azt,
hogy csak egy bizonyos intervallumon beliil van konvergencia, az okozza, hogy az f(z) = 1/(1+22)
— most méar komplex valtozosnak tekintett — fiiggvény szinguléris helyei (4¢) kozel helyezkednek
el az interpolacios intervallumhoz. A 6.2.1. 4bréan az 1/(1 + 2?) Runge-féle fiiggvény és az alakja-
ban hasonlé e=3°/8 fliggvény 16 ekvidisztans alappontos interpolaciés polinomjanak grafikonja
lathato. Vegyiik észre, hogy a masodik fiiggvényt sokkal jobban kozeliti az interpolaciés polinom!
(Figyeljiik meg, hogy az utobbi fiiggvénynek nincs szingularis pontja!)

7y
/‘f Y
0.5 /}, % | 0.5
A 3:—‘:76{/ \\G(::’-g 77\
oF —?,-5@;1}- \':3@-7?— 4 0f—=— —o—
| o interpolaciés pontok 1 o interpoléciés pontok
| interpolaciés polinom vl interpolaciés polinom
-0.51 | 5 W -05 2
| | 1/(14+x%) | | o318
1 -1
-5 0 5 -5 0 5

6.2.1. abra. Az 1/(1 + 2?) és az e—3%/8 fliggvények interpolaciés polinomjainak grafikonjai a
[—5, 5] intervallumbol ekvidisztansan vélasztott 16 alapponton.

A kovetkezs tétel azt mutatja, hogy az alappontok megfelels megvalasztésaval az egyenletes
konvergencia mindig elérhets. Megjegyezziik azonban, hogy nem mindig van lehet&ség az alap-
pontok szabad megvalasztasara.

3Georg Faber (1877 — 1966) német matematikus.
4Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968) orosz matematikus.
5Carl David Tolmé Runge (1856-1927), német matematikus.
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6.2.3. tétel. (Marcinkiewicz® [24], 1936)
Minden, az [a,b] intervallumon folytonos [ fliggvényhez létezik olyan [a,b]-beli

{:E(()”), e ,x%n)};’f:l alappontsorozat, amelyen az L, f interpolacios polinomok sorozata egyen-
letesen tart az f fliggvényhez az [a, b] intervallumon.

Megemlitiink egy olyan eredményt, amely azt mutatja, hogy folytonos fiiggvények tetszélege-
sen megkozelithetSk polinomok segitségével, ha nem koveteljiik meg az interpolacios feltételt.

6.2.4. tétel. (Weierstrass’-féle approximaciés tétel [39], 1885)

Legyen f € Cla,b] egy tetszoleges folytonos fiiggvény. Ekkor tetszéleges € > 0 szamhoz van
olyan p polinom, melyre |f(z) — p(z)| < € minden z € [a, b] esetén

Megfelels simasagu fiiggvények esetén az interpolaciés hibat az alabbi, Cauchytdl szarmazo
tétel segitségével szamolhatjuk ki.

6.2.5. tétel.

Tegyiik fel, hogy az f € C"T1(I) fiiggvényt interpolaljuk az zo,...,z, alappontokban, ahol
I = [Tyin, Tmaz]. Ekkor egy tetsz6leges © € I pontban az interpolécios hiba az

Frt(&)

Enle) = (n+1)!

wn+1(x)

alakban irhato, ahol &, egy az I intervallum belsejébe esé megfelels konstans (az x index arra
utal, hogy az érték fiigg az x pont megvalasztasatol).

Bizonyitas. Ha x egybeesik valamelyik alapponttal, akkor az allitas trivialis. Egyébként defi-
nidljuk a G: I — R,

41 (%
G(t)=E,(t) — Ll()En(x)
Wy41()
fliggvényt, amely legaldbb n + 1-szer folytonosan derivalhaté I belsejében, és legaldbb n + 2
zérushelye van: xg, ..., z, és z. Ekkor a Rolle-kdzépértéktételt alkalmazva lathato, hogy a G'(t)

fiiggvénynek legalabb n+1 zérushelye van. Igy haladva mindig az eggyel kisebb derivaltak iranyaba
azt kapjuk, hogy a G(”H)(t) fiiggvénynek legalabb egy zérushelye van. Legyen ez a zérushely &,.
Szamitsuk ki a G("+1)(t) derivéltat, felhasznalva, hogy egy legfeljebb n-edfokt polinom (n + 1)-

edik derivaltja nulla, és hogy wgfil)(x) =1.

(1) () = _ gty (ED S
GUr(t) = —fnth () wnH(x)E”( ),
AZaAZ ( +1)'
(1) (g ) — _ pnt1) g y _ AT L) -
tehat (i)
E,(z) = —fi(fx)wnﬂ(x).

(n+1)!
Ezt akartuk bizonyitani. B

6Jozef Marcinkiewicz (1910-1940), lengyel matematikus.
"Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), német matematikus.
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A tétel segitségével elégséges feltételt tudunk adni az egyenletes konvergenciara.

6.2.6. tétel.

Ha f € C*[a,b] és az x(()"), e ,x%n) alappontok mindig az [a,b] intervallumbél keriilnek ki
(n =1,2,...), tovbba ha létezik M > 0 tgy, hogy max,c(,y{|f™ (z)|]} < M", akkor ||f —
Lnf”C[a,b] — 0, ha n — oco.

Bizonyitas. Az [a, b] intervallum egy tetszéleges x pontjara

e pr

(n+1)! (w1 (2)] < et 1)!((,_ )" 0

| En(2)]

(z-t6l fiiggetlentiil), ha n — co. B

Az interpolacios hiba képletében szerepel a w1 alappontpolinom. Ennek abszolut értékére
ad becslést az alabbi tétel. Jeloljiikk h-val a szomszédos alappontok kozti legnagyobb tavolsagot,
azaz h = max;=1 . n{z; — -1}

6.2.7. tétel.

A w,41(x) alappontpolinomra érvényes a

n!
|wni1(z)| < Zhn+1

becslés, ahol x € I.

Bizonyitas. Ha x alappont, akkor az allitds nyilvanvaléan igaz.
Legyen z € (zg,x1). Ekkor [(z—xz¢)(x —x1)| az = (zo+x1)/2 valasztés esetén a legnagyobb,
ami azt jelenti, hogy teljesiil az

T1 — Zo
2

Lo — X1

|(z —z0)(z —21)] < 5

<

h2
4

becslés. Tehéat
2 hn+1

h
|wn+1(x)|§1-2h-3h~...-nh— nl.

Legyen most x € (z1,x2). Ekkor |(x — x1)(x — x2)| az & = (21 + x2)/2 valasztas esetén a
legnagyobb, ami azt jelenti, hogy

— — h2
(z —2z1)(z — 22)] < n 2@ . 122131 SZ.
Tehat h2 h +1onl h +1
n n! n
|wn+1(x)|SZh-Z-Qh-?)hm..-(n—l)h: 1 TS 1 n!.

Hasonléan jarhatunk el a t6bbi intervallumndl is. A becslésekbdl lathato, hogy az I intervallum
szélén 1évs osztodintervallumokon a fels§ becslés nagyobb, mint a beljebb 1év6 intervallumokon.
Igy a két széls6 osztoéintervallumon adott becslés lesz érvényes az egész I intervallumra. B

6.2.8. megjegyzés. Az, hogy az I intervallum szélén 1év6 osztointervallumokon az alappolinom
értékére adott fels§ becslés nagyobb, mint a beljebb 1évé intervallumokon, azt sugallja, hogy
altaldban az I intervallum szélei kozelében nagyobb interpolaciés hiba varhat6, mint beljebb.
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6.3. Interpolacié Csebisev-alappontokon 165

Ezen megfigyelés alapjan ugy érdemes valasztani az osztopontokat, hogy azokat az intervallum
széleinek kozelében siiriibben vessziik fel. Az alappontok egy lehetséges megvalasztasarol szol a
kovetkezo fejezet. ¢

6.3. Interpolaci6é Csebisev-alappontokon

Az interpoléciés hiba nagysaga fligg az alappontpolinom értékétsl (6.2.5. tétel). Az alappontpo-
linom 1 f6egyiitthatos (n + 1)-ed foku polinom, melynek pontosan (n + 1) darab zérushelye van:
az (n + 1) darab alappont. Igy a fenti tulajdonsagn polinomok és az alappontok kizott koleso-
nosen egyértelmi megfeleltetés van. Most megvizsgaljuk, hogy hogyan kellene megvalasztani az
alappontpolinomot ahhoz, hogy annak maximumnorméja a lehet& legkisebb legyen.

6.3.1. tétel.

Legyen [a,b] egy rogzitett intervallum. Egy p(M) 1 féegyiitthatos, (n 4 1)-ed fokt polinomra
pontosan akkor igaz, hogy [p™[lcias < 197 |lcfa,) minden ¢V 1 féegyiitthatos (n + 1)-ed
fok polinom esetén, ha a p(*) polinom az [a, b] intervallumban rendelkezik legalabb n + 2 kii-
16nb6z6 abszolut szélsGértékhellyel, a szélsGértékhelyeken a fiiggvényértékek abszolit értékben
megegyeznek, és elGjeliik valtakozik.

Bizonyités. Tegyiik fel, hogy p'!) az [a, b] intervallumon legalabb n+2 kiilonb6z6 abszolut szél-
sGéértékhellyel rendelkezik, a szélsGértékhelyeken a fiiggvényértékek abszolut értékben megegyez-
nek, és elsjeliik valtakozik. Tegyiik fel tovabba, hogy egy ¢") # p(!) 1 féegyiitthatos, (n + 1)-ed
fokt polinomra [[p™M (lcip > 114 o). Ekkor a p) — g legfeljebb n-ed fokt polinomnak
pM) szélsértékhelyeinél (legalabb (n 4 2) darab) ugyanazok az elGjelei, mint a p*) polinomnak.
Ebbél kovetkezik, hogy a p(t) — ¢ polinomnak legalabb n + 1 zérushelyének kellene lenni, ami
ellentmond az algebra alaptételének.

A megforditas igazolasahoz tegyiik fel indirekt, hogy p(*) olyan 1 f&egyiitthatos (n + 1)-ed
foki polinom, melyre Hp(l)”C[a,b] < ||q(1)||C[a,b] minden ¢V 1 féegyiitthatos (n + 1)-ed foki po-
linom esetén. Tegyiik fel indirekt, hogy a p(*) polinomnak maximum n + 1 helyen van abszolut
szélsGértéke ugy, hogy ezeken a helyeken a fiiggvényértékek abszolat értékben egyenlsk és els-
jeliik valtakozik. Ekkor viszont létezik egy olyan legfeljebb n-edfokt polinom, melynek elGjele a
szélsGértekhelyeken megegyezik p(!) elgjelével. Barmely két szomszédos, ellenkezs el6jeld szélsér-
téekhely kozott valaszthatunk egy olyan pontot, ahol a p*) polinomnak zérushelye van. Legyenek
ezek a zérushelyek rendre: x1 < o < ... < 2y (k < n). Ekkor az s(x) = +(x —x1) ... (z — )
polinom legfeljebb n-edfoku, és alkalmas elGjelet vilasztva az elGjele a szélsGértékhelyeken meg-
egyezik p(1) elGjelével. Ezen polinom megfelelGen kicsi € > 0 szdmszorosat kivonva p)-bsl olyan
1 f6egyiitthatos legfeljebb (n+1)-ed foka polinom nyerhetd, melyre ||p(*) —es|clap < [[p™) lclap)
azaz p'") nem lehetett az optimélisan kozelité polinom. Ez céafolja az indirekt feltételt. m

6.3.2. tétel.
Csak egyetlen olyan p(M) 1 fGegyiitthatos (n 4 1)-ed fokt polinom van az [a, b] intervallumon,

melyre [[pM]|crar < 1gW]|ca,p minden ¢ 1 f6egyiitthatés (n + 1)-ed fokd polinom esetén.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy pgl) és pgl) is megfelelne a tétel feltételeinek. Ekkor

nyilvan ||p§1)|\c[a)b] = ||p§1)||c[a,b] =: D kell legyen. Ekkor viszont

pgl) + pél)

1 1
R e R o

D <
- 2

=D

Cla,b]
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166 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

miatt ||(p§1) +p§1))/2||c[a,b] =D,igya (p§1)+p§1))/2 polinom is optimaélis lenne. Emiatt a polinom
legalabb n + 2 helyen venné fel az abszolut szélsgértékét (+D) valtakozo elGjellel, csaktigy, mint
pgl) és pél) (6.3.1. tétel). Ez csak ugy lehet, ha pgl) és pél) is ugyanezeken a helyeken veszi fel
a szélsdértékét. De akkor pgl) és pgl) legalabb n + 2 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, igy
sziikségképpen azonos polinomokrol van szé. Igy ellentmondashoz jutottunk. m

Hogyan éllithatjuk el az optimalis polinomokat? Vizsgéaljuk a kérdést a [—1, 1] intervallumon!
Mas intervallumra egyszert véltozotranszformécioval térhetiink at. Jeldlje T, az optimaélis n-
edfoka polinomot. Nyilvanvaloan Ty(z) = 1 és Ti(z) = z. Emlékezziink ra, hogy az optimalis
polinom legalabb (n + 2)-szer vesz fel abszolut szélsGértéeket valtakozo elGjellel. Innét jon az az
otlet, hogy valamilyen periodikus fiiggvény segitségével éllitsuk el6 az optimalis polinomokat. Az
 valtozo alkalmas ¢ valasztéssal = cos ¢ alakban irhato (¢ € [0,7]). Igy tehat Ty(x) = cos(06),
T1(z) = cos(1¢). Ekkor cos(2¢) = cos? ¢ —sin® ¢ = cos® ¢ — (1 — cos? ¢) = 2cos? ¢ — 1 = 222 — 1.
Ez a polinom a konstrukcié miatt harom véltakozo elGjeld abszolit szélsGértékkel rendelkezik,
azaz a Tp(x) = x? — 1/2 valasztas optimalis masodfoki polinomot ad. A kivetkezs tétel ezek
alapjan explicit médon megadja az optimalis polinomokat.

6.3.3. tétel.
A

- cos(n arccos x)

Tn(l‘) = 27—,171 , Z 1
fiiggvény a [—1,1] intervallumon egy 1 féegyiitthatos n-edfoka polinom, amelynek n + 1 val-
takozo elGjeli abszolit szélsGértékhelye van.

Bizonyitas. Az n = 1 és n = 2 vélasztas mellett nyilvanvaloan igaz az éllitas. Az is nyilvanvalo,
hogy tetszéleges n érték mellett a fliggvénynek n + 1 valtakozo elGjeli abszolut szélsGértékhelye
van. Nevezetesen T),(x) szélséértékhelyei a t, = cos(km/n) (k = 0,...,n) pontokban vannak,
hiszen |T),(z)| < 1/2"1 (J&| < 1) és T, (t,) = cos(narccos(ty))/2" " = cos(km) /2"~ = £1/271
(felvaltva). Azt kell mar csak megmutatnunk, hogy a T}, () polinomok 1 féegyiitthatosak. Tegyiik
fel most, hogy n = k — 1-re és n = k-ra igaz az allitas. Mivel

2x cos(k arccos x) — cos((k — 1) arccos ) = 2x cos(k arccos x)

—(cos(k arccos x)x + sin(k arccos ) sin(arccos z))
= x cos(k arccos x) — sin(k arccos ) sin(arccos z)
= cos(arccos ) cos(k arccos x) — sin(k arccos x) sin(arccos x)
= cos((k + 1) arccos z),

ezért

~ cos((k + 1) arccos x ~ T,_ T
T (@) = DL Dareeoss) _ oy Tietle),

ami pedig egy 1 fGegyiitthatos (k + 1)-ed foka polinom. B

(6.3.1)

A (6.3.1) formula egy iteracios képletet definial arra, hogy hogyan kaphatjuk meg a legjobban
kozelits polinomokat. Igy pl. Ts(z) = 2Ty (x) — T1(z)/4 = z(2® — 1/2) — 2/4 = 2® — 3z /4.

Az (n + 1)-ed fokua, 1 fSegyiitthatos polinomok koziil tehat a T,.1 polinom norméja lesz
a legkisebb a [~1, 1] intervallumon. Visszatérve az eredeti problémahoz ez azt jelenti, hogy az

alappontokat gy kell megvalasztanunk, hogy az alappontpolinom éppen a 7),41 polinom legyen.
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6.3. Interpolacié Csebisev-alappontokon 167

Ez nyilvanvaléan dgy érhetd el, ha Tn+1 zérushelyeit valasztjuk alappontoknak. A Tn+1 polinom
zérushelyei a kovetkez§ alakban adhaték meg:

B 2k + )7 _
xk—cos<2(n+1) , k=0,...,n.

I 6.3.4. definicié.

A To(z) =1 és Tp(z) = 2T, (x) (n > 1) polinomokat Csebisev8-polinomoknak nevezziik.

6.3.5. tétel.

A Csebisev-polinomok iteracioval az alabbi modon allithatok elé: To(x) = 1, Th(z) = z, és a
t6bbi Csebisev-polinom a T, () = 2T,,_1(z) — T,,—2(z) rekurzioval nyerhets. Explicit alakjuk:

T, (z) = cos(n arccos x).

A Csebisev-polinomoknak a [—1, 1] intervallumban —1 az abszoltt minimuma és 1 az abszolut
maximuma. Ty, (z) f6egyiitthatoja 271,

Bizonyités. Az els allitas a (6.3.1) rekurzié alakjabol kovetkezik. A t6bbi allitas a 6.3.3. tétel
kozvetlen kovetkezménye. B

A fenti elnevezéssel mondhatjuk tehét, hogy az alappontpolinom norméja akkor lesz a legki-
sebb, mégpedig 1/2™, ha alappontoknak a Csebisev-polinomok zérushelyeit valasztjuk. Ebben az
esetben az alappontokat Csebisev-alappontoknak hivjuk.

A 6.3.1. dbran a Ty, ..., Ty és T19 Csebisev-polinomok grafikonjai lathatok a [—1, 1] interval-
lumon. Figyeljiik meg az abszolat szélsGértékhelyek és a zérushelyek elhelyezkedését. Lathato,
hogy az intervallum szélei kozelében stiriibben vannak a zérushelyek.

6.3.6. megjegyzés. A Csebisev-alappontok nem csak a [—1,1] intervallumon adhatok meg, ha-
nem az

a+b n b—a
2 2
transzformécioval barmilyen [a, b] intervallumon is. ¢

i’k = T

6.3.7. megjegyzés. Csebisev-alappontokon interpolalva az interpolacios hiba felsé becslésére
teljesiil, hogy

M,
[ En ()] < =

T AN1an €I7
=G e ©

ahol M, 11 = max e/ {|f™+)(z)[}. o

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az aldbbi tételt, amely a Csebisev-alappontokon valé interpoléacio

6.3.8. tétel.

A [a,b] intervallumon abszolit folytonos® fiiggvények Csebisev-alappontokon vett interpolé-
ci6s polinomjainak sorozata C|a,b] maximumnorméjaban tart az eredeti fiiggvényhez, ha az
alappontok szama tart a végtelenbe.

8Pafnutyij Lvovics Csebisev (1821-1894), orosz matematikus
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6.3.1. dbra. A Ty, ..., Ty és T1p Csebisev-polinomok grafikonjai a [—1, 1] intervallumon.

A tétel kovetkezménye tehéat pl., hogy az |x| fiiggvényt vagy a Runge-féle 1/(1 + z?) fiigg-
vényt a Csebisev-alappontokon interpolélva az eredeti fiiggvényhez konvergalé polinomsorozatot
kapunk. A 6.3.2. 4bran a Runge-féle 1/(1+ 22) fiiggvény interpolaciés polinomjainak grafikonjait
lathatjuk 14 ill. 24 Csebisev-alapponttot valasztva. Lathato, hogy 24 alappont esetén az inter-
poléciés polinom grafikonja mar alig kiilonboztethets meg az eredeti fiiggvényétsl. Erdemes az

abrat Osszevetni a 6.2.1. abra bal oldali grafikonjaval.

o 24 Cseb. alappont

o 14 Cseb alapp.
\ interp. pol. —— Interp. polinom

0.8¢ \ [ 1) 0.87 —1/(1+x?)

0.6 0.6

0.4+ / ) 04

/; l‘"\
0.2 Y Se 0.2
o S o
5 -5 0 5

5
6.3.2. abra. A Runge-féle 1/(1+x?) fiiggvény interpolacioja 14 ill. 24 Csebisev-alapponton a [-5,5]

intervallumon.

6.3.9. megjegyzés. Természetesen a Faber-tétel (6.2.2. tétel) miatt a Csebisev-alappontok esetén

gy f : [a,b] — R fiiggvényt abszolut folytonosnak hivunk, ha minden ¢ > 0 esetén van olyan § > 0, hogy
haa <ap <bp <ax <by <...<am <bm <bés Y, |by—ai] <6, akkor Y ;" |f(a;) — f(bs)] < e. Ha
egy fiiggvény teljesiti a Lipschitz-tulajdonsagot (van olyan L > 0 szam, hogy |f(z) — f(y)| < K|z — y| minden

z,y € [a,b] esetén), akkor abszolat folytonos is.
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6.4. Hermite-interpolicio 169

is lesz olyan folytonos fiiggvény, melynél nincs egyenletes konvergencia. ¢

6.4. Hermite-interpolaci6

Az el6z6 fejezetekben azt vizsgaltuk, hogy ha ismert egy fiiggvény n + 1 alapontbeli értéke,
akkor hogyan allithatunk el6 egy olyan polinomot, amely ugyanazon alappontokban ugyanazon
értékeket veszi fel. Most altalanositasként vizsgaljuk azt az esetet, amikor az alappontokban
ismerjiik még az eredeti fiiggvény derivaltjait is bizonyos rendig bezéréan. Azaz legyenek adottak
az xo, - . . , T, kilonbozs alappontok, és az xp (k= 0,...,n) pontban legyen adott my + 1 darab
szameérték: f,go), ,gl) .,f,gm"'). Keressiink olyan H polinomot, melyre

P

HO ) =7, (k=0,...n, i=0,...,my).

Ezt az eljarast Hermite-féle interpoldcionak nevezziikk. Amennyiben specidlisan minden pontban
csak a fiiggvényértékek és az elsé derivaltak adottak, akkor Hermite—Fejér-interpoldciorol'® be-
széliink. Mivel 6sszesen N := mg+ ...+ m, +n+ 1 adat adott, igy varhato, hogy egy legfeljebb
(N — 1)-ed foku polinom megfelel a feltételeknek.

6.4.1. tétel.
Egyértelmiien létezik egy olyan Hy_; legfeljebb (N — 1)-ed fokt polinom, amely teljesiti a

H](\;)_l(:zrk) = ,ii), k=0,....,n, i=0,...,my
feltételeket.

Bizonyitas. Legyen Hy_1(x) = ag + a1z + ... + ay_12V 1 alaka. Ekkor az egyiitthatok
meghatarozasahoz az alabbi egyenletrendszert kell megoldanunk:

[ fo ]
(1)
[ 1 =z a3 zp 1 i 0
1 2z (N — 1)z =2 a
: : : a1 :
1z 22 x -1 a2 1(0)
0 1 2 (N — 1)z 2 M

Itt N egyenlet van és N ismeretlen, és az egylitthatoméatrix nemszingularis. Ugyanis ha létezne
olyan nemnulla vektor, mellyel a matrixot szorozva nullvektort kapnank, akkor a Hy_; polinom-
nak N zérushelye lenne, ami lehetetlen. Itt felhasznéaltuk azt, hogy ha egy polinomnak x k-szoros
zérushelye, akkor a polinom els§ k — 1 derivaltjanak is zérushelye z. R

A tovabbiakban csak az Hermite—Fejér-interpolacioval foglalkozunk, azaz azzal az esettel, ami-
kor minden alappontban csak a fliggvényértéke és az elsé derivaltja adott a keresett polinomnak

10Fejer Lipot (1880 — 1959), magyar matematikus. Bévebb életrajz a
http://www.omikk.bme.hu/archivum/magyarok/htm/fejerrov.htm cimen talalhato.
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(f(o), ,51), k=0,...,n). Ha n+1 alappontunk van, akkor ez 2n + 2 adatot jelent, igy egy legfel-
jebb (2n 4 1)-ed foka polinom lesz az interpoléciés polinom. Jeldlje Ho, 41 a keresett polinomot.
Az Hermite-Fejér-interpolacios polinom elSallithaté ugy, hogy az el6zd tételben szerepld egyen-
letrendszert megoldjuk. Ezt a gyakorlatban altalaban nem alkalmazzuk, mert vannak médszerek,
melyek miveletszama lényegesen kisebb.

6.4.2. tétel.

Az Hermite—Fejér-interpolacios polinom a

Honir(z Z FOM =202 — 2)l), ()3 () + z F (@ — )2 (2)

k=0 k=0

képlettel allithato els, ahol I a k-adik alapponthoz tartozé Lagrange-féle alappolinom.

Bizonyitas. Hasonldéan az interpolaciés polinom Lagrange-féle elGallitdsahoz elgallitunk olyan
polinomokat, melyek (2n + 1)-ed fokuak és vagy az értékiik vagy a derivaltjuk 1 valamelyik
alappontban, és a tébbi értékiik és derivaltjuk pedig 0 a tobbi alappontban. Jeldlje hyg azt az
alappolinomot, melyre

hio (1) = Ok, hyo(21) =0,

és hy1 azt az alappolinomot, melyre

Rt (21) = Ok, hia () =0,

ahol k,1 = 0,...,n és i = 0,1. & a szokadsos Kronecker-szimbélum. Keressiikk az alappo-
linomokat h(x ) s(z)l2(z) alakban, ahol s(z) egy meghatarozandé elssfokti polinom. Mivel
W' (z) = §'(2)12(z) +2s(z)lk ()l (x), ezért ha h-t6l azt varjuk el, hogy értéke és derivéltja minden
Ti-t061 kﬁlénbozo alappontban legyen nulla, xi-ban az értéke legyen 0 és derivaltja 1, akkor az
s(zg) = 0 és s'(xg) = 1 feltételeknek kell teljesiilniiik, azaz s(x) = = — x) megfelel§ valasztas.
Ebbél kovetkezik, hogy hyi(z) = (x — 2x)l3(z) (k = 0,...,n). Amennyiben h-tol azt varjuk el,
hogy értéke és derivaltja minden xp-t6l kiilonb6z6 alappontban legyen nulla, xi-ban az értéke
legyen 1 és derivéltja 0, akkor az s(zy) = 1 és s'(ax) = —21) (2x) feltételeknek kell teljesiilniiik.
Tehat az s(z) = 1 — 2(:1: — )y (wr) jO valasztas. Igy hro(z) = (1 — 2(z — )l (x)) 2 (z). A
keresett interpoléciés polinom tehét a

Hopyi(z Z £ hro(x) + > £ b ()
k=0

alakban irhaté. Ezt akartuk megmutatni. B

Az interpolicios hibanél ismertetett modon igazolhatd az alabbi tétel az Hermite—Fejér-
interpolacié hibajaval kapcsolatban.
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6.4.3. tétel.
Tegyiik fel, hogy az f € C?"*2(I) fiiggvényt interpolaljuk a Hermite—Fejér-interpolaciéval
az xo, ..., T, alappontokban, ahol I = [Zmin, Tmax]. Ekkor egy tetszéleges x € I pontban az

interpoléciés hiba az

(2n+2)
Bu(o) = Hina(0) - f(0) =L a0

alakban frhato, ahol &, egy, az I intervallum belsejébe es6 megfelel§ konstans (az x index arra
utal, hogy értéke fiigg az = pont megvélasztasatol).

6.5. Szakaszonként polinomialis interpolacié

Ha az interpolaci6 soran az alappontok adottak (pl. mérési eredményekbdl szarmaznak), akkor
nem lehet a Csebisev-alappontokat hasznélni. Ez nagy interpoléacios hibahoz vezethet. Az is lat-
hato, hogy az interpolécios polinom altaldban nem ugy koti 6ssze az adott pontokat, ahogy azokat
szabad kézzel 6sszekdtnénk: pl. lehet, hogy egymaés melletti pontokhoz ugyanaz az ordinata tarto-
zik, az interpolaciés polinom értéke mégis nagyon eltérhet ettsl az értéktdl ezen a szakaszon. Ha a
pontok monoton névé ordinataval rendelkeznek egy szakaszon, ez nem vonja maga utan, hogy az
interpolécios polinom is monoton névé lesz a megfelels szakaszon. Ezeket a hibakat kiiszobdlhet-
jik ki, ha szakaszonként polinomiélis interpolaciét alkalmazunk. Ekkor a szomszédos alappontok
kozti szakaszokon, egy-egy alacsony fokszdmu polinommal interpoldlunk. Ezt az interpolacios
moédot splinel! -interpoldcidnak nevezziik.

6.5.1. Szakaszonként linearis interpolacié

A legegyszeriibb spline-interpolacié a szakaszonként linearis interpolacié. Ilyenkor a szomszédos
pontokat egyenes szakaszokkal kdtjlik 0ssze. Jeloljiik most is az alappontokat névekvs sorrendben
az g < 1 < ... < x, modon, az egyes pontokbeli fiiggvényértékeket jeldlje fo,..., fn, és
az [xp_1,2k] szakaszon az interpoldcios spline-polinom legyen s, (k = 1,...,n). Szakaszonként
linearis spline esetén nyilvanvaléan

r — Tk + T — Tk—-1

Sk(.’lﬁ) = fk-1 , T € [.’Ekfl,l‘k].

k
Tr—1 — Tk Tk — Tk—-1

A teljes intervallumon értelmezett interpolécios fiiggvény ekkor
si(xz), hax € [xg,x1],
so(x), hax € [x1,x2],

s(z) =

sp(z), hax € [rn_1, ]

alakban adhat6é meg. Ez egy folytonos fiiggvény, hiszen si(xr) = sgr1(xk) = fi-

1 Angol sz6, vékony, lapos, hajlithaté fa vagy fém csik, melyet gérbék rajzolasara hasznalunk.
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172 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

6.5.1. tétel.
Legyen f € C?(I). Ekkor a lineéris spline-interpolacios fiiggvény hibaja

2) - f(@)] < TR,

ahol M egy felsé korlat f méasodik derivéltjara az I intervallumon, és h a szomszédos alap-
pontok kozotti maximalis tavolsag.

Bizonyitas. A tétel a 6.2.5. és a 6.2.7. tételek szakaszonkénti alkalmazasabol adodik. B

A linearis spline-interpolacié megvaldsitja azt a kovetelményt, hogy monoton koordinaték
esetén az interpolacios fliggvény is monoton. Hatranya viszont, hogy a teljes [z, ,,] intervallumra
nyert interpolacios fliggvény nem lesz derivalhato (lasd a 6.5.1. abrat).

4 [\
3 f?—ﬁl. 1
/ N
/ 5
2 / \\\
I \\
1 / \\\
| / \\\
0 / R
I"t. r’
_ 1 5 1
0 1 2 3 4 5

6.5.1. abra. A (0,4), (1,-1) (2,3) (3,3) (5,0) pontokhoz tartozo linearis spline-interpolacios fiigg-
vények grafikonjai.

6.5.2. Szakaszonként kvadratikus interpolacié

A szakaszonként linearis interpolécié egyik hatranya, hogy az igy nyert s interpolécios fiiggvény
ugyan folytonos, de a derivaltja mar nem. Ezt kiiszobolhetjiik ki méasodfoki polinomok alkalma-
zasaval. Vélasszuk meg az s interpolacios fiiggvény derivaltjanak értékét az xg pontban. Legyen
ez dy. Ekkor az els§ [zg, x1] szakaszon Hermite-interpolaciot végrehajtva egyértelmten meghaté-
rozott egy olyan s; legfeljebb masodfoku polinom, melyre s1(x¢) = fo, si(z0) = dp és s1(x1) = f1.
Valasszuk di-nek az s/ (z1) értéket. Ezutan az [z1, z2] szakaszon Hermite-interpolaciot végrehajt-
va egyértelmiien meghatarozott egy olyan so legfeljebb mésodfokt polinom, melyre so(z1) = f1,
sh(xy) = dy és sa(x2) = fo. A tobbi intervallumon hasonloan eljarva az ered6 s fiiggvény és
derivéltja is folytonos lesz az egész intervallumon.

6.5.3. Szakaszonként harmadfok interpolacio

Tekintsiik most azt az esetet, amikor minden intervallumon egy legfeljebb harmadfoka polinomot
alkalmazunk az interpolaciéra. Ekkor, ha megadjuk az xg, ..., z, pontokban a dy,...,d, értéke-
ket, akkor minden részintervallum mindkét végpontjaban adott egy-egy fiiggvényérték és egy-egy
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6.5. Szakaszonként polinomialis interpolicio 173

derivaltérték. Ezek egyértelmiien meghatéaroznak egy legfeljebb harmadfoka polinomot (Hermite—
Fejér-interpolacio). Mivel a derivéltakat tetszélegesen valaszthatjuk, ezért elérhetd, hogy az in-
terpolacids fiiggvény monoton legyen, ha a pontok koordinatai monotonok. Ilyen interpolaciéra
lathatunk példat a 6.5.2. abran.

6.5.2. abra. A (0,4), (1,-1) (2,3) (3,3) (5,0) pontokhoz tartozo, szakaszonként harmadfoki, mono-
tonitast megdrzé interpolécio.

Ez az eljaras ismét csak folytonosan derivalhato interpolacios fiiggvényt ad. Latni fogjuk,

hogy a dy,...,d, derivaltértékek alkalmas megvalasztasaval elérhets az is, hogy a masodrendi
derivaltak is folytonosak legyenek.
Legyen sj az [z—1, )] intervallumon adott legfeljebb harmadfoku polinom (k = 0,...,n).

Ekkor adott di_1 és dj derivaltértékekkel s; az Hermite—Fejér-interpolécio segitségével adhatéd
meg.

alappontok  f; = [.]f [, ]f [, f [yeses ]S
Tho1 Jrk—1 = cko
di—1 =:cp1
Ietlect g,
Tp_1 Jr—1 e =g

dy— —dj_
T T N ) e
fro—fr—1 T =T Tk —Th_1 = ¢
Tp—Th—1 Tp—Th—1 - k3
Fe—=Ffk—1
T
Tk fk LTp—Tk—1
dg,

Tk fr

A tablazatban szerepl§ jelolésekkel s; az
si(x) = exo + cp(x — wp—1) + cpa(x — 2p—1)? + ez (@ — 2-1)* (@ — 21

alakban irhato. Itt a cg; egyiitthatok a k. intervallumon definiélt s; polinom megfelels egyiittha-
toit jelentik. Hasonléan kaphatjuk az si41 polinomot az [zy, zk41] intervallumon

$k41(T) = 1,0 + Chp1,1(T — Tp—1) + Crp1,2(2 — 2p—1) + chy1,3(T — 2p-1)* (T — TY)
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174 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

alakban. Mivel

sp(w) = 2cp2 + 2ck3(x — ) + degs(x — zp_1)
és
5Z+1(z) = 2¢k41,2 + 20k41,3( — Tpg1) + depg1 3(x — 1),

ahhoz, hogy a masodik derivalt is folytonos legyen az zj pontban, a
2cp2 + deps(xp — Th—1) = 2¢k+1,2 + 2¢k41,3(Tk — Thy1)
egyenlGségnek kell teljesiilni. Az egyiitthatok behelyettesitése utén a

2
Tk — Tk—1

1 1
+ dy + —————dj11
Tk — Tk—1 Te4+1 — Tk Tk41 — Tk

dip_1+4 < (651)

:6((fk_fk—1 N fk+1_fk2>

T —xp-1)?  (Try1 — T)

egyenlethez jutunk (k = 1,...,n—1). Amennyiben a dy, ..., d, derivaltértékek teljesitik a (6.5.1)
feltételeket, akkor a mésodik derivalt folytonos lesz a teljes intervallumon. Mivel n—1 egyenletiink
van és n + 1 ismeretlen derivaltérték, igy varhato, hogy még két plusz feltételt is elGirhatunk.
Legyenek ezek az intervallum két szélén elGirt masodik derivaltak. Jelolje Sket Dy és D,,.

Ha k£ =1, akkor

Slll(xo) = 2012 + 2613(1’0 — 1'1) = Do,

ahonnét a
2 1 Ji—Jo Dy
d di=3—"—"5 6.5.2
r1 — Xo O+$1*$0 1 (xlfxO)Q 2 ( )
egyenldséget kapjuk.
Ha k = n, akkor
Sx(l‘n) = 26712 + 4Cn3($n — xn—l) = Dn
Igy az
1 2 fn - fnfl Dn
P dn =3 — 6.5.3
Tn — Tn—1 1+ Ty — Tp—1 (xn — xn—1)2 + 9 ( )

egyenlethez jutunk.

A (6.5.1), (6.5.2), (6.5.3) egyenletekbdl allo egyenletrendszert megoldva megkaphatjuk a dy, . .., d,
derivaltértékeket, melyek biztositjik a masodik derivalt folytonossigat és az x( és x,, pontokban
a méasodik derivalt Dy ill. D,, értékét.

Természetesen mivel n+1 ismeretlen derivaltértékiink van, és a méasodik derivalt folytonossaga
csak n — 1 egyenletet igényel, igy az egyértelmiiséghez sziikséges plusz két feltétel nem csak ugy
biztosithaté, hogy el6irjuk a masodik derivaltat a végpontokban. Szokas az is, hogy magit a
derivaltértéket irjuk els ezekben a pontokban.

A (0,4), (1,-1) (2,3) (3,3) (5,0) pontokhoz tartozé legfeljebb harmadfoku spline-interpolacios
fliggvény grafikonjat a 6.5.3. abran lathatjuk. Ebben az esetben azt irtuk el6 a végpontokban, hogy
a derivalt legyen nulla. A 6.5.4. 4bran pedig szintén egy legfeljebb harmadfoku spline-interpolacié
lathaté, de itt a végpontokban azt irtuk el6, hogy a masodik derivalt legyen nulla.

Amennyiben az alappontok ekvidisztdns modon helyezkednek el, azaz xy+1 — x = h minden
k =0,...,n— 1 esetén, akkor a (6.5.1), (6.5.2), (6.5.3) egyenletekbdl all6 egyenletrendszer az
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6.5. Szakaszonként polinomialis interpolicio 175

6.5.3. abra. A (0,4), (1,-1) (2,3) (3,3) (5,0) pontokhoz tartozé marmadfokii spline-interpolacios
fliggvény grafikonja. A derivélt a végpontokban nulla.

6.5.4. abra. A (0,4), (1,-1) (2,3) (3,3) (5,0) pontokhoz tartozé harmadfokt spline interpolacios
fliggvény grafikonja. A mésodik derivalt a végpontokban nulla.

alabbi attekinthets formaban irhato:

2 1.0 0 0 0 0 0
1 1 00 000 do f1— fo— Doh?/6
fa—fo
01 410 00 0 d
g = fs—hH
00000 1 41 dp :
00000 0 1 2 fn = fn—1+ Dph?/6
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176 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

Ha a két széls6 pontban a derivaltak adottak, akkor az egyenletrendszer

4100 0 000

1 100 000 d }do_hj/f’
L1 0 1 410 00 0 da f2f°
— = 3 J1
3 . . 5 :
00000 ... 141 dp 1 '
00000 ... 01 4] —dnh/3

alaku lesz. Mindkét esetben az egyenletrendszer méatrixa invertalhato, igy egyértelmd megoldast
kapunk a derivaltértékekre, amik pedig egyértelmiien meghatarozzék az egyes szakaszokon a leg-
feljebb harmadfokt polinomokat.

A kovetkez6 tétel a szakaszonként harmadfoku spline-interpolacios fliggvény egy extremalis
tulajdonsagarol szol.

6.5.2. tétel.

Legyenek adottak az (x;, f;), (i =0, ...,n) pontok, és legyen s a hozzdjuk tartozo6 szakaszon-
ként legfeljebb harmadfoku spline-fiiggvény, amelynek a végpontokban vett masodik derivaltjai
(Dg és D,,) nullak. Ekkor

[ @) ar< [ (g @) do

I 1

minden olyan g € C%(I) fiiggvény esetén, amelyek interpolaljak az adott pontokat.

Bizonyitas. Nyilvanvaléan s € C?(I). Legyen g € C?(I) tetszéleges olyan fiiggvény, amely
interpolalja az adott pontokat. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy

[ - o

0
Konnyen ellenérizhets, hogy

Tn

[ @@ - @ [ -s@p a2 [ eee) - @) .

Zo Zo Zo

A jobb oldali elsé tag nyilvin nemnegativ. A méasodik tagrol pedig megmutatjuk, hogy nulla
az értéke. Ez igazolja az allitdsunkat. Szamoljuk ki az integralt részintervallumonkénti parcialis
integralassal, kihasznélva, hogy a részintervallumokon s végtelen sokszor derivalhat!

/ng s"(x)(s"(z) — g"(x)) dz = Z /Ik s"(z)(s"(x) — ¢"(x)) dz
x —1v®

k—1

=Y ([s”(w(s’(w) — g @)y | - / " s (z)(s' (z) — ¢'(x)) dx)

Tk—1

=3 | H@E @ - @~ | B 6w - g@ - [ @) - o) da

k—1

=0
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6.6. Trigonometrikus interpolacié 177

[
NIE

(15" @)(s (@) = g @Ik, = (15" (@) (s(2) = g@N]3_, ) )

k=1
= 5" (2n)(s'(zn) = ¢'(zn)) = 5" (20) (s (20) — ¢ (20)) = 0.
—— S——
= Dg=0 =D, =0

Az utols6 sor egyrészt abbdl kovetkezik, hogy az utols6 el6tti sor masodik tagjaban szerepld
s(x) — g(x) tényezs minden alappontban nulla, hiszen mindkét fiiggvény grafikonja atmegy az
adott pontokon. Masrészt az elsé tagbeli 0sszegbdl csak az utolséd és elsé tagok kiilonbsége marad
meg, hiszen a fiiggvények masodik derivaltja folytonos az intervallumon. Ezzel igazoltuk a tétel
allitasat. m

6.6. Trigonometrikus interpolaci6

Az alkalmazéasokban (pl. digitalis jelfeldolgozas, képfeldolgozés) gyakran taldlkozunk azzal a fel-
adattal, hogy egy adott periodikus fiiggvényt trigonometrikus 6sszetevékre kell bontanunk. Egy
27 szerint periodikus f(z) fiiggvénynek kereshetjiik pl. az

f(x) =ao+ Z(Oéj cos(jz) + B sin(jz))

Jj=0

alaku eléallitasat, ahol ag, o, ;5 (j = 1,2,...) megfeleld konstansok. A fenti elGallitast az f(x)
periodikus fiiggvény trigonometrikus sordanak nevezziik. Ismert hogy ahhoz, hogy a Fourier-sor
az f(x) fliggvényhez konvergaljon, az egylitthatokat az

1 27
o = o ; f(z)dz,
1 27
a; = — (z) cos(jz) dz, (6.6.1)
™ Jo
1 27
Bj=— (2)sin(jz) dz
™ Jo

mobdon kell megvalasztanunk, igy nyerjiik az tn. Fourier-sort. A fenti integralokat csak nagyon
speciélis f(z) figgvények esetén tudjuk kiszamolni. Tovabbi nehézség, hogy gyakran az f(z)
fliggvényt sem ismerjiik pontosan, hanem csak néhany (leggyakrabban ekvidisztans) alappontban
ismerjiik az értékeét.

A fenti probléemakat tgy hidalhatjuk at, hogy el6szor az f(x) fiiggvény adott alappontokban
vett értékeire illesztett trigonometrikus polinomot hatarozzuk meg — ezt az eljarast trigonomet-
rikus interpoldcionak nevezziik, majd ezutan ezzel kozelitjiik az f(x) fliggvény Fourier-soréat.
Interpolacios feladatok soran akkor is érdemes lehet trigonometrikus interpoléciét hasznélni, ha
tudjuk, hogy az adatok periodikus fiiggvényrdsl szarmaznak.

Tegyiik fel tehat, hogy egy 27 periddusu fiiggvénynek ismerjiik az fr = f(xg) értékeit az
zr = 2nk/(n 4+ 1) € [0,2x) pontokban (k = 0,...,n), ahol n egy pozitiv egész szam. Keressiik
azt a

tm(x) = ag + Z(aj cos(jx) + b; sin(jzx))

alakd un. m-edfoka (ha |a.,| + |bm| # 0) trigonometrikus polinomot, amelyre t,,(zr) = fi (k =
0,...,n). Az ismeretlen ag,ay,...,am,b1,..., b, egylitthatokat diszkrét Fourier-egyitthatéknak
nevezziik. Osszesen n + 1 egyenletet kell kielégiteni 2m + 1 diszkrét Fourier-egyiitthatoval. Ha
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178 6. INTERPOLACIOS FELADATOK

n paros, akkor varhato, hogy m = n/2 foka polinom megfelel§ lesz. Ha n paratlan, akkor m =
(n + 1)/2-ed foku polinomra lesz varhatéan sziikségiink. Ekkor viszont n + 2 egyiitthatonk és
n + 1 egyenletiink lesz, azaz a rendszer alulhatarozott. Vegyiik észre, hogy

n+1 27k
2 n+1

by, sin(may) = by, sin < ) = by, sin(mk) = 0,

azaz a b, egyiitthatohoz tartozo sin(mz) fiiggény az alappontokban nullat vesz fel, igy b, értéke
nem befolyasolja az interpolaciot. Igy b,, értékét valaszthatjuk nullanak. Az ilyen trigonometrikus
polinomokat (péaratlan n esetén) kiegyensilyozott trigonometrikus polinomoknak nevezzik. Azt,
hogy a fent kitalalt fokszamu polinomokkal meg is valésithaté az interpolacio, az alabbi tételek
mutatjak.

6.6.1. tétel.

Tegyiik fel, hogy az xy, = 2wk/(n+1) alappontokban adottak az fi € R értékek (k =0,...,n).
Tegyiik fel, hogy n paratlan. Ekkor egyértelmtien létezik egy olyan m = (n + 1)/2-ed fokua
kiegyensulyozott t,, trigonometrikus polinom, melyre ¢,,(zx) = fr (kK = 0,...,n). A valos
diszkrét Fourier egyiitthatok az aldbbi médon szdmolhatok:

n

1 1 O
ap = n_i_lkakv am = n+1kzzofk<?05(m$k),

=0
2 gnfcos('z) (=1 m— 1)
@y = = -
J n+1k:0 k J Tk J ’ ) )
2 n
bj:n+1k§,0fksm(jxk) (j=1,...,m—1).

Bizonyitas. A tételt tgy igazoljuk, hogy elgallitjuk explicit moédon az interpolécios polinomot.
Koézben latni fogjuk, hogy az elGéllitas egyértelmid. A kompex szamok Euler-alakjat hasznalva

eM? = cos(jx) + isin(jz),
e Y% = cos(jx) — isin(jz),
ahonnét azt kapjuk, hogy
eijm + e—ijm eijx _ e—ijz
cos(jx) = — és sin(jz) = 5

Az igy kapott kifejezéseket helyettesitsiik vissza az eredeti ¢,,, polinomba.

m eijx + e—ijw eijac _ e—ij:c
j=1

2 2i
=:Cj =iC—j =icm /2 =ic_m/2
8 e — b a; +bi a a
~=~ j Y ijx J J —ijz m imz m —imazx
="ap + =T 4 = ¢ +——e""+ ———e
DD 2 2 2
Jj=1
m—1
= Z Cjeijl 4 Cﬂeimx + Cfime—imw.
, 2 2
j=—(m-1)
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6.6. Trigonometrikus interpolacié 179
Vezessiik be a fenti képletekben szerepld egyes egyiitthatokra a
Co = ao,
a; —bi
A 6.6.2
aj =+ bJ1 ( e )
=5
Cm = C—m = G

jeloléseket. Ezeket a ¢; (j = —m, ..., m) egyiitthatokat komplex Fourier-egyiitthatoknak nevez-
ziik. Az eredeti valdés egyiitthatok is konnyen eléallithatok a c; egyiitthatokkal:

ag = Co,

Qm = Cm,y

aj=cj+c_j, (j=1,...,m—1),

bj:(ijc_j)i (jil,,mfl)

(6.6.3)

A trigonometrikus interpolaciés polinom ezen atalakitasa utan térjiink at a t,,(zx) = fx, azaz

m—1
> ettt 4 ijeimmk * Cém e = fy (6.6.4)
j==(m-1)
interpolacios kovetelmények teljesitésére (k =0,...,n)!
Vezessiik be a '
w = 6127r/(n+1)
jelolést az (n + 1)-edik komplex egységgyokre (w™ ! = 1). Ezzel a jelléssel
GLITE — gk
és .
wmk _ w(n+1)k/2 _ (elw)k _ (71)]6.
Tehat (6.6.4) bal oldalanak utolsé két tagja Gsszevonhatd
m—1 c c
Yo gwt D D =
j=—(m-1)
C"Lw'rnk
moédon, azaz a megoldandé egyenletrendszer a
S oGt =fi (h=0,....m) (6.6.5)
j==(m-1)
alakot olti. Ez az egyenletrendszer matrixos alakban
1 1 - 1 1 C—(m-1) fO
wf(mfl) ,wf(m72) w(mfl) w™ C_(m-2) fl
w72(m71) w72(m72) w2(m71) w2m C_(m—3) _ f2
wfn(mfl) wfn(mf2) wn(mfl) wn™m Cm, fn
——
Gn+1 67l+1 ?n+1
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modon irhaté. Bevezetve a fenti jeloléseket a

Gn+lén+1 = 7n+1 (666)

linearis egyenletrendszert kell megoldanunk ¢,,;;-re, ahol az als6é indexek a matrixok és vekto-
rok méretére utalnak. Most megmutatjuk, hogy az (1/v/n+ 1)G, 41 matrix unitér (inverze a
transzponalt konjugaltja), igy a keresett komplex Fourier egytitthatok vektora a

_ 1 " o=
Cntl = mGannH, (6.6.7)
vagy koordinatanként
J n + 1 ) gee ey .0.

modon, egyértelmien allithato els.
Ehhez elég megmutatni, hogy

G,+1Gl = (n+1)E.

Ez lathato, ha kiszamoljuk a matrix &k indext soranak j indexi elemét (k=0,...,n, j = —(m —
1),...,m)
(Gpi1GE )iy = Z WIS — Z w k=9
s=—(m—1) s=—(m—1)

_n+1, ha k = j,

T | DED @ g ha £
Mivel az f, fiiggvényértékek valosak, ezért c_; =¢; (j =1,...,m — 1), azaz ezek az egyiitthatok
egymas konjugaltjai; ag = co s a,, = ¢, valos értékek. Igy tehat a; = 2Re(c;) és b; = —2Im(c;).

Innét kapjuk a valos Fourier-egyiitthatok tételbeli alakjat. m

A bizonyitasban szerepld (6.6.5) vagy (6.6.6) képletet a Fourier-szintézis vagy més néven
inverz diszkrét Fourier-transzformdcié (IDFT) képletének hivjuk, hiszen a komplex Fourier-
egylitthatokbol ez a képlet éllitja el§ az alappontokbeli fiiggvényértékeket. A (6.6.7) vagy (6.6.8)
képletet pedig a Fourier-analizis vagy méas néven diszkrét Fourier-transzformdcié (DFT) képle-
tének nevezziik. Ezen képlet segitségével lehet az alappontokbeli fiiggvényértékekbdl a komplex
Fourier-egyiitthatokat meghatarozni.

Az el6z6 tételhez hasonlo igaz péaros n esetén is. A tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik. (Bizonyi-
tasa az el6z6 tételnek megfelelGen kénnyen megadhato.)
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6.6.2. tétel.

Tegyiik fel, hogy az z;, = 2wk/(n + 1) alappontokban adottak az f; € R értékek (k =
0,...,n). Tegyiik fel, hogy n péaros. Ekkor egyértelmien létezik egy olyan m = n/2-ed foku
ty, trigonometrikus polinom, melyre ¢,,(zx) = fi (K = 0,...,n). A valos diszkrét Fourier-
egyiitthatok az alabbi médon szdmolhatok:

1 n
a0:n+1kzz()fk7
2 n
aj:n+12fkcos(jwk) (j=1,...,m),
k=0
2 o .
bj:n+1kZ:()fk51n(]xk) (j=1,...,m).

6.6.3. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti tételekben szerepld diszkrét Fourier-egyiitthatok
tulajdonképpen a (6.6.1) képletben szerepls folytonos Fourier-egyiitthatok numerikus kozelitései
(lasd a numerikus integralasrol szolo 8. fejezetet). ©

6.6.4. példa. Hatarozzuk meg a (0,3), (7/2,5), (7,0), (37/2,1) pontokra illeszkeds legala-
csonyabbfoku trigonometrikus interpolaciés polinomot!

Mivel n = 3, igy csak az ag, a1, as, by diszkrét Fourier-egyiitthatokat kell meghataroznunk.
A szamolasokat célszertii attekinthets forméaba tablazatba rendezni.

Tk o =/2 =« 3m/2| |
Ik 3 5 0 1 9 9/4 = ag
COS Ty, 1 0 -1 0 3 16/4=3/2=ay
sin ry, 0 1 0 -1 4 8/4=2=10
cos(2z1) |1 -1 1 -1 || =3 | —3/4=ay

Itt az utolsé el6tti oszlopban a fiiggvényértékek és a trigonometrikus értékek vektordnak
skalaris szorzatai szerepelnek. Az utolsd oszlopban pedig ezen értékek vannak beszorozva

2/(n+1) = 2/4 = 1/2-del, ag és as esetén csak ennek felével. Igy a keresett interpolécios
polinom (6.6.1. abra)

9 3 3
ta(x) = 1 + icosac—I—Qsinac - icos(Zm).

6.7. Gyors Fourier-transzformacié

A diszkrét Fourier-transzformacio esetén a €, egyiitthatovektor kiszdmitasadhoz be kell szoroz-
nunk az f,, fiiggvényértekvektort a G ., matrixszal. Ez alapesetben (n+1)? komplex szorzést
jelent, ha mar az (n + 1)-edik egységgyokoket eldre kiszamitottuk. (Itt az egyszeriiség kedvéért
csak a szorzésokat szamoljuk. Ezt azzal indokoljuk, hogy egy komplex Gsszeadas csak 2 flop,
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6.6.1. abra. A (0,3), (7/2,5), (7,0), (37/2,1) pontokat interpolalé trigonometrikus polinom.

mig egy komplex szorzas 6 flop.) Vajon megvalosithato-e ez a szorzas kevesebb miivelettel is?
Els6 ranézésre ez egyaltalan nem vilagos, hiszen a Gf 11 métrix egyik eleme sem nulla, azaz egy
teli matrixszal van dolgunk. Ugyanakkor az is lathato, hogy a matrix csak n + 1 kiilonb6z6 ele-
met tartalmazhat, hiszen ennyi kiilonb6z6 n + 1-edik egységgydck van. Ez reményt adhat arra,
hogy egyszertisithets a szorzas. A tovabbiakban fel fogjuk tenni, hogy n + 1 paros. Ekkor egy
m = (n + 1)/2-ed foku kiegyensulyozott interpolacios polinomot keresiink. Az m = (n + 1)/2
egyenlség miatt hol m-et, hol (n+ 1)/2-6t fogunk hasznéalni. Mindig azt, amelyik kényelmesebb,
vagy jobban mutatja a lényeget.

A most ismertetendd modszert, amit gyors Fourier-transzformdcionak (angolul: fast Fourier
transform (FFT)) neveznek, méar Gauss is leirta az 1800-as évek elején, de munkaja feledésbe
merilt. Az eljarast a szamitogépek megjelenésével djra felfedezték. Az els§ alkalmazas 1965-ben
James W. Cooley (IBM) és John W. Tukey (Princeton) nevéhez fiizédik.

A diszkrét Fourier-transzformacio végrehajtasahoz ki kell szamolnunk a (6.6.7) matrixszorzast,
ami koordinatanként kiirva

C—(m-1) 1 w(ﬂl—l) w?(m—l) o wn(m_l) fO

c—(m_Q) 1 1 w(m72) w2(m*2) . wn(m72) fl

Clm=3) | = 1 : ; ; f2
1 w—(m—l) w_Q(m_l) . w—n(m—l)

Cm 1 w™™m w72m o w="" fn

alaku. Sorcserékkel (a €, vektor elemsorrendje is megvaltozik) és kihasznalva, hogy w (n + 1)-
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edik egységgyok (azaz w® = w+t?™), az alabbi alakra irhat6 ez az egyenletrendszer

[ o ] M1 1 1 1 1 T
c_1 1 w w o w"
C_9 1 w? wt o w2 fo
; ; ; . ; N
Ctm1) | = 1 1 wmt @2m=h o gmehn 2
(cm : ntliy w™ w?m e w™” :
Crm—1 1 (m+l)  20m+1)  (mtl)n f
2
L C1 ] L 1 w" w3 ... w™ ]

Ezutan oszlopcserét hajtunk végre tgy, hogy elére cseréljiik a matrix paratlan sorszému oszlopait.
Ekkor az f,, 11 vektor elemsorrendje is megvaltozik.

r 7 1 1 1 1 1 1 1 1 Tr
co fO
c_1 1 w? .. w1 w w3 . w” fo
1 4 2(n—1) 2 6 2n
c_g w w w w w fa
67@7” _ 1 1 w2m=1 ym=D)(n=1) | ,m-1  3(m=1) (m-1)n fn;l
Cm n+1 1 w2m . wm(n—1) w™ w3™m . w™mn 11
Cm—1 1 w2(m+1) o w(m+1)(n71) w(m+1) wS(m+1) o w(m+1)n f3
L c1 ] 1 w2 . wn(nfl) w™ w3n o an L fn i
Fot1

Vezessiik be a fenti egyenletrendszer métrixéra az ¥, jelolést, tovabbé az f,.1 vektort is
osszuk fel két f; = [fo, fo, fa, -, fuo1]t € R™ és £y = [f1, f3,..., fn]T € R™ vektorra. Vegyiik
észre, hogy az F,, 1 matrixot mar az n+1 szamérték maga meghatarozza. A DFT felgyorsitasihoz

az B
f;
F -

n+1 |: f2 :|

szorzast kellene (n + 1)? komplex szorzas helyett kevesebbel végrehajtani. Ez a szorzés az F,, 1
matrix ligyes felirdsaval az

Fois [ ?1 } _ { Eniy2 D)2 ] [ Fint1)/2 0 ] [ ?1 }
BN Eminy2 —Detry2 0 Foinpe || B

D(,41)/2 = diag(l,w, ..., w™ ) € RMX™

diagonélmatrix, F(,41)/2 az (n+ 1)/2-edik egységgyokokkel F,, 1-hez hasonléan képzett métrix,
E(,41)/2 pedig az m x m-es egységmatrix. Szdmoljuk ki a komplex szorzésok szamét a fenti mat-
rixszorzéds soran! ElGszor is az F(,, 1) /2?1 szorzés ((n +1)/2)? komplex szorzast jelent, hasonléan

az F(,q1) /zf'g szorzéashoz (mindketts egy fele akkora méretd diszkrét Fourier-transzformécionak
felel meg, mint az eredeti feladat). Ezutan még a D, 1)/, diagondlmétrixszal kell beszoroznunk

az F(,H_l)/zf'g szorzat (n+ 1)/2 méretii eredményvektorat. Ez tovabbi (n+1)/2 komplex szorzast
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jelent. Tébb komplex szorzasra nincs sziikség. Igy Osszesen az eredeti (n 4 1)? komplex szorzas

helyett csak
2
n+1 n+1
2
(5) +*
szorzast kell végrehajtanunk.

Még jelentGsebb miiveletszam-csdkkenés érhetd el, ha észrevessziik, hogy az F ;1) /2?1 S7ZOrZ4as
soran egy ugyanolyan tipusi, csak kisebb méretd matrixszal kell szoroznunk egy vektort, mint
az eredeti feladat esetén. Ha tehat (n + 1)/2 maga is péaros, akkor az ismertetett eljaras ujra
alkalmazhaté az F(n+1)/2i‘1 és az F(n+1)/2}‘2 szorzas esetén is. Az idealis eset az, amikor n + 1
kettShatvany. Vizsgaljuk meg ezt az esetet kiilon az elvégzendd komplex szorzasok szempontjabol.

Jelolje Q; a 2! osztoponttal rendelkezé FFT komplex szorzasainak szamat. Ekkor nyilvan

Q1 =2Q;1 +271,

hiszen két fele akkora méretli matrixszorzast és egy fele akkora méretd vektor elemeinek egy-
séggyokhatvanyokkal valdé beszorzasat kell elvégezniink. Figyelembe véve, hogy @1 = 1, teljes
indukcidval kapjuk, hogy

1
Q=121 = 5(n+ 1)logy(n + 1).

Ahogy ezt az alabbi tablazat mutatja, ez jelentGs miiveletszam-csokkenés a DFT-hoz képest. A
tablazatban az osztépontok n 4 1 szaméanak fiiggvényében adtuk meg a DFT-hez és a FFT-hez
sziikséges komplex szorzasok szamét.

n+1 | DFT FFT
25 =32 1024 80
210 = 1024 1048576 5120

220 = 1048576 | 1099511627776 | 10485760

6.8. Kozelités legkisebb négyzetek értelemben

A statisztikdban gyakori az a feladat, hogy a koordinatarendszerben elhelyezkeds (z;, f;) (i =
1,...,n) pontokhoz "legkozelebb haladé" adott tipusu fiiggvényt kell meghataroznunk. Ennek
segitségével lehet ugyanis megallapitani az z; és f; értékeket szolgéltaté valdszintiségi valtozdk
kozti kapcsolatot. Jelolje F azon fiiggvények halmazat, melyek koziil szeretnénk kivalasztani az
adott pontokhoz "legkdzelebb halado" fiiggvényt. Miel6tt tisztazzuk, hogy mit értiink "legkoze-
lebb halado" fliggvényen, vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket. Az X vektor fogja jeldlni az alap-
pontok vektorat, ahol az alappontokat monoton névé sorrendben indexeljiik: X = [z1, ..., 2,]7.
Egy adott ¢ € F fiiggvény esetén ¢(X) fogja jeldlni a [¢p(z1),. .., ¢(x,)]T vektort (ez a jeldlés a
MATLAB-ban is szokasos). Jelolje tovabba faz [f1,..., f.]T vektort.

6.8.1. definicio.

Azt mondjuk, hogy a ¢* € F fiiggvény legkisebb négyzetek értelemben legjobb kizelitése az
(x;, f;) (i = 1,...,n) pontoknak, ha [|¢*(X) — f]|3 < [|¢(X) — f||2 minden ¢ € F fiiggvény
esetén.

A legkisebb négyzetek értelemben legjobb kozelitést két specialis esetben fogjuk megadni. Az
egyik az az eset lesz, amikor F a legfeljebb k-adfokd polinomok halmaza, a masik pedig az, amikor
F bizonyos, az alappontokon ortonormalt fiiggvények Gsszes linearis kombinacioja.

Kezdjiik tehat azzal az esettel, amikor F = Py, azaz a legfeljebb k-adfokud polinomok halmaza.
Nyilvanvaléan feltehetjiik, hogy k¥ < myg. — 1, ahol nyy. jeloli az x4, ..., x, értékek kozott a
kiilonbo6z6 értékek szamat.
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6.8.2. tétel.

Az (xz;, f;) (i =1,...,n) pontokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelits, legfel-
jebb k-adfokt (k < migr — 1) agz® + ... + ay1x + ag polinom egyiitthatéit az

a
1 z, =2 ... zF 0 h
1 2 k a fo
abs) Ty o T
. _ az | = | f3 (6.8.1)
1 =z, 22 xk ’ .
" § " Qg fn
A p— —
a T

talhatarozott linearis egyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobb ay s megoldésa
adja.

Bizonyitéas. A (6.8.1) egyenletrendszer nyilvanvaloan tulhatérozott, hiszen n > nyy. > k+1, és
teljes rangi. Ha a matrix nem lenne teljes ranga, akkor 1éteznének olyan ay, . .., ar egyitthatok,
melyek koziil legalabb az egyik kiilonbozik nullatol, és

a 0

1z a3 ok 0
1 zy x2 xk “ 0
2 2 as _ 0

2 k :
1 =, =z Ty, ar 0

Ekkor viszont az arz® + ...+ a1z + ag legfeljebb k-ad fokd polinomnak nys. > k + 1 zérushelye
lenne, ami ellentmond az algebra alaptételének.

A tualhatéarozott egyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobb apg megoldéisara
(a tételbeli jelolésekkel) |[Aars — f]|2 < [|Aa — f]|2 minden a € RFF! esetén. Mivel (Aa); =
akxf +...4+ax;+ag (i=1,...,n), ezért az apg vektor éppen a legkisebb négyzetek értelemben
legjobban kozelité polinom egyiitthatoit tartalmazé vektor lesz. B

6.8.3. példa. Keressiik meg a (—1,1),(0,2),(1,2),(2,4) pontokat legjobban kozelits legfel-
jebb elséfoki polinomot! Elszor felirjuk az

1 = fi
1 1 1 1 1 xzo ao | 1 1 1 1 fo
T1 Ty T3 T4 1 z3 ax Ty T2 X3 T4 f3
1 T3 f4

normélegyenetet, amit tomdorebben az

(ot B[ Fl

ST D % a1 >im(Tifi)

alakban irhatunk. Az egyenletrendszer megoldasa ay = 9/5, a; = 9/10, igy a legjobban
kozelit polinom a p(x) = 92,/10 + 9/5 polinom lesz. ¢
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Most térjiink at arra az esetre, amikor F bizonyos ortonormélt fiiggvények Gsszes linearis
kombinaciojat tartalmazzal! Tegyiik fel most, hogy n = nyy., azaz, hogy nincs két egyforma
abszcisszaji pont az adott pontok kozott.

6.8.4. definicio.
Azt mondjuk, hogy a ¢1 és ¢o fiiggvények ortogonalisak az z1,...,z, alappontokon, ha

¢T(X)p2(X) = 0. Ha ¢T(X)¢(X) = 1, akkor azt mondjuk, hogy a ¢ fiiggvény normalt az
alappontokon.

6.8.5. tétel.

Legyenek ¢1,..., ¢, paronként ortogonalisak és normaéltak az xi,...,x, alappontokon, és
legyen F = lin{¢1,...,dr}, azaz a ¢, fiiggvények Osszes linearis kombinécidja. Az (z;, f;)
(i =1,...,n) (kilonb6z6 abszcisszaji) pontokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban
kozelits ¢* fiilggvény az F halmazbol a

k
¢*(x) =Y (¢ ®)D)¢i(x)

i=1

alakban irhato.

Bizonyitas. El6szor vegyiik észre, hogy nyilvanvaléan k£ < n kell legyen, hiszen n-elemt vektor-
bél csak maximum n paronként ortogonalis vektor adhaté meg. Keressiik a legkisebb négyzetek
értelemben legjobban kozelits fiiggvényt F-bdl a ¢*(z) = Zle a;¢;(x) alakban!

Ekkor mivel tetszéleges ¢ € F, ¢(z) = ar1¢1(x) + ... + apdr(x) fliggvény esetén

o1(x1)  d2(z1) ... or(21) o

H(X) = a101(X) + ... + apdr(X) = (bl(:@) ¢2(:952) ¢k(:$2) 04:2 |

b1(2n) ba(wa) .. ok(zn) | | o

igy az a ¢* € F fliggvény adja a legjobb kozelitést, melyre az «y, ..., oy, értékek éppen az
$1(x1)  Pa(w1) ... Pr(x1) o j:;
P1(z2)  @2(x2) ... or(z2) o 7
N—— n
A ars Vv
£

talhatarozott linearis egyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobb megoldasat adjak.
Az egyenletrendszer az n > k egyenlGség miatt nyilvan tulhatarozott és az oszlopvektorok orto-
gonalitdsa miatt teljes ranga is. A 3.9. fejezet alapjan az egyenletrendszer legkisebb négyzetek
értelemben legjobb @rs = [, ..., ax]T megolddsa a fenti jeldlésekkel az

ars = (ATA)TTATE= ATE
=E

alakban irhat6, azaz o; = (ATf); = Z?zl bi(z;)f; = ¢F (X)f. Ezt akartuk megmutatni. ®
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Ha a fenti tétel segitségével szeretnénk a legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelits
legfeljebb k-adfoku (k < n — 1) polinomot megadni, akkor a kovetkez6 modon jarhatunk el. Ve-
gyiik észre, hogy a Py halmazon a (p, q) = p? (X)q(X) fiiggvény skalaris szorzatot definial. Ezzel a
skalaris szorzattal a Gram-Schmidt-ortogonalizaciéval elgallitunk az 1, x, . .. z* linearisan fiigget-
len polinomokbél egy ortonormalt bazist: qo, q1,- - -, qx, ahol az alsé index a polinom fokszamat
jeloli. Ezutan a legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelité polinom a

k
p(@) = 3 (¢! ®Ba:(a)

=0

alakban irhato.

6.8.6. példa. Keressiik meg a (—1,1),(0,2), (1,2),(2,4) pontokhoz legjobban illeszkedd leg-
feljebb els6fokt polinomot az alappontokon ortonormaélt polinomok segitségével!
Az 1 és z polinomokat ortonormalva a megfelel§ skalaris szorzatra nézve azt kapjuk, hogy
qo(z) =1/2 és qi(z) = (x — 1/2)//5. Innét
91 9 1 9 9

Az xp, =2rk/(n+1) (k=0,...,n) alappontokon az

1,sin(jz), cos(jx), (j=1,2,...)

polinomok ortogonalis rendszert alkotnak (6.10.15. feladat). Ezt a tényt felhasznalva a legkisebb
négyzetek értelemben legjobban kozelits legfeljebb k-adfoku trigonometrikus polinom hasonléan
hatarozhat6 meg, mint a polinomok esetén. Eredményiil azt kapjuk, hogy az alacsonyabb fok-
szadmu négyzetosszeg értelemben legjobban kozelité trigonometrikus polinomokat az interpoléld
trigonometrikus polinom megfelel§ csonkolédsaival allithatjuk eld.

6.8.7. megjegyzés. Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk az adott pontokat legjobban kozelits
legfeljebb k-adfoki polinomot. Ekkor, ha a legfeljebb k + 1 foka hasonlé polinomra vagyunk
kivancsiak, és a normalegyenlettel hataroztuk meg a legfeljebb k-adfoku polinomot, akkor azt
most djra fel kell irni, és meg kell oldani. Ha ellenben ortonormalt polinomokat hasznaltunk,
akkor cak meg kell hatarozni a (k+ 1)-edik ortonormalt polinomot, és ezt megfelels egyiitthatoval
hozzdadni a korabban kiszamolt k-adfoku polinomhoz. ¢

6.9. Interpolacios feladatok megoldasa a MATLAB-ban

A MATLAB-ban tobbek kozott az alabbi parancsokat hasznélhatjuk interpolacios feladatok meg-
oldaséra.

e z=polyfit(x,y,n): Az interpolaciés pontok z-koordinatait az x vektor, mig y-koordinatait
az ugyanolyan méret y vektor tartalmazza. Az n érték az illesztendd polinom fokszamat
adja meg. Ha nincs a feltételnek megfelel6 polinom, akkor a legkisebb négyzetek értelmé-
ben legjobban kozelité polinomot kapjuk vissza. Az interpolécios polinom egyiitthatoi a z
vektorba keriilnek a legmagasabb foku taggal kezdédGen.
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e yi=polyval(z,xi): A z vektorral adott polinom értékét szidmolja ki a parancs az xi vek-

torban meghatarozott helyeken. A fiiggvényértékek rendre az yi vektorban jelennek meg.

yi = interpl(x,y,xi,’mdédszer’): A parancs az x és y vektorok 4ltal meghatarozott pon-
tokra illeszt a 'modszer’ eljarasnak megfelelGen egy interpolacios fiiggvényt. Ezen fiiggvény
xi vektorban adott helyeken vett fiiggvényértékeit tartalmazza az yi vektor. A 'moddszer’
lehet pl.

linear’: szakaszonként linedris,
‘spline’: szakaszonként legfeljebb harmadfoku spline-interpolacio,

‘cubic’: szakaszonként legfeljebb harmadfoku polinom, mely monotonitastartd. Azaz
monoton y értékek esetén az interpolacios fiiggvény is ugyanolyan monotonitasi, konstans
értekek kozott a fliggvény is konstans (6.9.1. abra).

e fft, ifft: gyors Fourier-transzformacio és inverzének parancsa.

F-'_
——-cuhic
Gr ———sgpline
T linear

6.9.1. d4bra. A ’cubic’, ’spline’ és ’linear’ interpolacié megvaldsitasanak szemléltetése.

Lassunk most néhany példat a fenti parancsok alkalmazéséra!

>> x=[0,1,2,3], y=[0,1,4,9] ¥ A pontok x- és y-koordindtainak megadéasa.

X

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



6.10. Feladatok 189

0 1 4 9
>> z=polyfit(x,y,3) % Legfeljebb harmadfokid interpoldcids polinom.
z =
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 % Ez az x~3 fiiggvény.

>> yi=polyval(z,[0.3,0.6]) % A polinom helyettesitési értéke 0.3-nél
% és 0.6-nél.

yi =
0.0900 0.3600

>> yi=interp(x,y,[0.5,1.5],’linear’); % Szakaszonként linearis
% interpolacids fiiggvény 0.5-nél és 1.5-nél.

yi =

0.5000 2.5000

A MATLAB fft parancsa a komplex Fourier-egyiitthatokat hatérozza meg. Az alabbi prog-
ram megadja a MATLAB altal adott komplex egyiitthatokbol a valos egyiitthatokat.

function dftvalos(n,fx)
m=(n+1)/2;
h = 2%pi/(n+1); x=[0:h:2*pi*x(n/(n+1))]; w=exp(ix*h); %fx=eval(f);
X=fft (fx);
a=2*real (X(2:m+1))/(n+1);
b=-2*imag(X(2:m+1))/(nt+1);
display(’A valds diszkrét Fourier-egyiitthatdk:’)
a0=X(1)/(n+1)
if mod(n,2) == 1

a(m)=a(2)/2;

end

A legkisebb négyzetek értelemben vett kozelitéseket jol szemlélteti pl. a http://www.chem.
uoa.gr/applets/AppletPoly/Appl_Poly2.html oldalon taldlhaté alkalmazés.

6.10. Feladatok

Polinominterpolacio
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6.10.1. feladat. Szamitogép segitségével hatarozzuk meg az

1 2
/ e ® dx
0

integral értékét ugy, hogy a [0,1] intervallumot 6t egyenls részre osztjuk, meghatarozzuk az in-
terpolaciés polinomot, és azt integraljuk az adott intervallumon! Az integral "pontos" értéke
0.7468241330. Kozelitsiik az e~ fliggvény derivaltjat az interpolacios polinom derivaltja segit-
ségével az x = 0.5 pontban! Hasonlitsuk 6ssze az eredményt a pontos derivalt értékével!

6.10.2. feladat. A sin  fliggvény értékeit ismerjiik a [0, 7] intervallumon a k7 /6 pontokban (k =
0,1,2,3,4,5,6). Illessziink ezekre a pontokra egy interpoldcids polinomot, és annak segitségével
hatarozzuk meg sin1 kozelit§ értékét! Becsiiljiilk meg a szamitéds el6tt, hogy mekkora hibara
szamithatunk!

6.10.3. feladat. Szamitogép hasznalata nélkiil hatarozzuk meg a (—1,6),(0,3) és (1,2) pon-
tokra illeszkedd interpolécios polinomot a Lagrange- és Newton-modszerrel is!

6.10.4. feladat. Szamitogép hasznalata nélkiil hatarozzuk meg az f(z) = x + x — 2 fliggvény
értékeit a 0.5, 80 és 25 pontokban a 0, 1, 16 és 81 pontokhoz tartozé interpolacios polinom
segitségével!

6.10.5. feladat. Hogyan egyszertisithet6 az interpolaciés polinom meghatarozasa a Newton-
modszerrel, ha az alappontok egyforma tévol vannak egymastol? Hatarozzuk meg a modszerrel
a (4,1), (6,3), (8,8) és (10,20) pontokhoz tartozo interpolacios polinomot!

6.10.6. feladat. Igazoljuk a 6.2.7. tételt teljes indukcié segitségével!

6.10.7. feladat. Szamitogép nélkiil hatédrozzuk meg azt a legalacsonyabb foka p polinomot,
melyre p(1) =2, p'(1) =1, p(3) =1 és p'(3) = 2!

6.10.8. feladat. Az el6z6 feladat adatait modositsuk ugy, hogy még ismert a p(2) = 2 és
p’(2) = 1 feltétel is! Mi lesz ekkor az interpolacios polinom?

6.10.9. feladat. Illessziink szakaszonként harmadfoku spline-fiiggvényt az (1,2), (2,1), (3,1)
alappontokra!

6.10.10. feladat. Osszuk fel a [0, 7] intervallumot harom egyenld hossztisdgu intervallumra és
tekintsiik az osztépontokban a sinx fiiggvény értékeit. Az igy nyert pontokra illessziink szaka-
szonként harmadfokd spline-fiiggvényt! Becsiiljiikk meg az eredeti fiiggvény és a spline-fiiggvény
maximélis eltérését!

6.10.11. feladat. Adjuk meg, hogy hogyan egyszertisodik a ¢ silyok kiszamitasa a baricent-
rikus interpolédcios formulandl abban az esetben, ha a Csebisev-alappontokat alkalmazzuk az
interpolécioral

Trigonometrikus interpoléacio

6.10.12. feladat. Tekintsiik az f(z) = |z| fliggveényt, és valasszuk alappontoknak az xp =
2rk/(34+1) (k=0,...,3) pontokat. Hatarozzuk meg az f fiiggvényt az alappontokon interpolald
legalacsonyabb fokszamu (kiegyensulyozott) trigonometrikus polinomot szamitogép alkalmazasa
nélkiil!

6.10.13. feladat. Hogyan lehet a DFT-t felgyorsitani abban az esetben, ha az interpolacios
alappontok szadma nem kettShatvany, hanem két egész szam szorzatakét all elg?

6.10.14. feladat. Alkalmazzuk az el6z6 feladatban konstrualt FFT modszert a Fourier-egyiitthatok
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elGallitasara az alabbi alappontok esetén! Az FFT eljarast kézi szimolassal hajtsuk végre!

x| 0] 27/6 | 4m/6 | 67/6 | 87/6 | 107/6
felO] 1] 1 [ 0 | -1] -1

Legkisebb négyzetek értelemben legjobb kozelitések

6.10.15. feladat. Igazoljuk, hogy az 1,cos(jz),sin(jz) (j = 1,2,...) fiiggvények ortogonalisak
az xy = 27k/(n+1) (k =0,...,n) alappontokon! Hatarozzuk meg ez alapjan a trigonometrikus
interpolécios polinom egyiitthatoit abban az esetben, ha n paros érték!

6.10.16. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi pontokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban
kozelits legfeljebb els6 és masodfoka polinomokat! (Oldjuk meg a feladatot a normalegyenlet
felirasaval ill. ortogonalis polinomok hasznalatavall) Oldjuk meg a feladatot ellendrzésképpen a
MATLAB polyfit parancséval is!

EllenSrz6 kérdések

1. Adjuk meg a globalis polinominterpoléci6 alapfeladatat! Mit mondhatunk az interpolécios
polinom létezésérdl és unicitasarol?

2. Hogyan éllithatjuk el6 az interpolacios polinomot Lagrange modszerével?
Definialjuk az osztott-differencidk fogalmat és adjuk meg tulajdonsagaikat!
Hogyan allithatjuk el6 az interpoléacios polinomot Newton moédszerével?
Mit ad meg az interpoléciés hiba és hogyan tudjuk megadni az értékét?
Mit szemléltet Runge példaja?

Milyen extremélis tulajdonsagai vannak a Csebisev-polinomoknak?

® N o o e w

Mit értiink Hermite-Fejér interpolacion? Hogy kell ezt az interpolécios polinomot megha-
tarozni?

9. Mit értiink spline-interpolacion?
10. Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a szakaszonként legfeljebb harmadfoku spline-fiiggvények?
11. Mit jelentenek a Fourier-szintézis és Fourier-analizis fogalmak?
12. Milyen eljarast neveziink gyors Fourier-transzformacionak?

13. Hogyan hatarozhatunk adott alappontokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban kdze-
lit6 fiiggvényeket? Hasonlitsuk 6ssze a modszereket!
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7. Numerikus derivalas

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy hogyan lehet egy fiiggvény derivaltjait
kozeliteni a fiiggvényértékek segitségével. Bevezetjiik a halado-, retrograd- és
kozponti differencidkat. A bemutatott képletek a differencidlegyenletek nume-
rikus megoldasaval foglalkozé fejezetben jatszanak majd fontos szerepet.

7.1. A numerikus derivalas alapfeladata

Tegyiik fel, hogy az xg, o £ h,zo £2h,...,x0 £t kh € R (h > 0,k € N) pontokban ismertek egy f
kell6en sokszor differencialhatoé fiiggvény fiiggvényértékei. Jelolje ezeket rendre fy, f1, f4o, .- -, fok-
Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy hogyan kozelithetjiik az f fiiggvény derivaltjait az
xo pontban (az egyszertiség kedvéért f{, f stb. jeloli ezeket) a fliggvényértékek segitségével és
hogy ezek a kozelitések milyen tulajdonsigokkal rendelkeznek.

A fenti tipusu feladattal talalkozunk amikor diszkrét idépontokban mért helykoordinatak se-
gitségével sebességet, diszkrét sebességértékek segitségével gyorsuldst, diszkrét toltésmennyiség
értékek esetén AramerdGsséget stb. szeretnénk becsiilni. Pl. a GPS mitiholdak 15 percenként su-
garoznak adatokat a helyzetiikr6l. Hogyan kozelithetnénk a miihold sebességét és gyorsulasat az
adatok alapjan? A numerikus derivilas masik fontos alkalmazasi teriilete a differencidlegyenletek
numerikus megoldasa. Pl. a véges differencids modszerek esetén az ismeretlen megoldasfiiggvény
derivaltjait az egyelére szintén ismeretlen diszkrét pontokbeli fliggvényértékek segitségével koze-
litjiik. Ebbél egy egyenletrendszert nyeriink a fiiggvényértékekre, amit megoldva megkaphatjuk
a megoldas kozelitését.

7.1.1. definicio.

Jelolje a kellGen sokszor derivalhato f fiiggvény egy tetszéleges derivaltjat az xo pontban D f,
és ennek egy kozelitése legyen Af(h) (a h argumentum azt fejezi ki, hogy a kozelités fligg
az alappontok h tavolsagatol). Azt mondjuk, hogy az xo pontban a Af(h) kizelités rendje
(legaldbb) r, ha van olyan K > 0 szam, hogy

|Df —Af(h)| < Kh',

azaz, ha |Df — Af(h)| = O(h").

7.1.2. megjegyzés. A fenti definiciét mar az 1.3.10. definicioban megadtuk altaldnos kozelité-
sekre. Ez a definicié csupan az altaldnos eset megfogalmazésa a derivaltak kozelitésének problé-
majara. ¢

7.1.3. megjegyzés. Mi csak azt az esetet vizsgéljuk, mikor az alappontok elhelyezkedése ekvidisz-
tans. A nem ekvidiszténs esetre vonatkozo formulak hasonléan nyerhetsk (lasd 7.6.2. feladat). o
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194 7. NUMERIKUS DERIVALAS

7.2. Az elsO derivalt kozelitése

Egy fiiggvény derivaltjat a differenciahanyados hatéarértékeként értelmeztiik. Igy kézenfekvé a
derivaltat a differenciahdnyados értékeivel kozeliteni. Két egyszerd eset erre vonatkozodan a

Ji—Jo
Afy =
f+ 5
un. haladé (angolul forward) differencia és a
Jo—Jf=1
Af_ =
f h

un. retrograd (angolul backward) differencia. Az elnevezés onnét szarmazik, hogy a halado diffe-
rencia az x értékek novekedési irdnydba (a szdmegyenesen jobbra) esé alappontot hasznélja, mig
a retrograd a csokkenés irdnyaba esGt.

7.2.1. tétel.
A haladé és a retrograd differencia is elsérendti kozelitése egy f € C? fiiggvény derivaltjanak.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Taylor-sorfejtést a masodrendi tagnal a Lagrange-féle maradékta-
got hasznalva egy megfelels £ pontban.

_ / " 2 _

_Jo—fa _ fo—(fo—foh+ f"(&)h?/2)
h h

Azaz a kozelitések valoban elsérendiiek. B

Af- = fo—1"(&h/2= fo+ O(h).

A fenti bizonyités szerepelt a konvergenciarendre vonatkozo példaként az 1.3.11. példdban. Az
elsérendii kozelités szemléletesen azt jelenti, hogy felezve h értékét a hiba is kdoriilbeliil felezédik.
Hogyan érhetnénk el magasabb rendi kozelitéseket? Tekintsiik a 7.2.1. 4brat! A haladé differencia
megegyezik a (h)-val jelolt egyenes meredekségével, mig a retrograd differencia az (r)-rel jelolt
egyenes meredekségét adja. Az érintGegyenest (é) jeloli. Az dbra jol szemlélteti, hogy az (z_1, f—1),
(1, f1) pontokat Gsszekots egyenes meredeksége kozelebb allhat az érinté meredekségéhez, mint
a halado és retrograd differencidk. Ez a meredekség

L

*q

7.2.1. dbra. Az elsérendii derivélt halado, retrograd és kozponti kozelitésének szemléltetése.
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-1 Aff+Af

2h 2 ’

azaz, megegyezik a halado és retrograd differencidk atlagaval. A

_AfL+Af

Af.: 3

érteket az f fliggvény x¢ pontbeli kézponti (angolul centered) differencidjanak nevezziik. Vizs-
galjuk meg, hogy ez a kozelités valoban jobb-e, mint a mésik kettd!

I 7.2.2. tétel.

A kézponti differencia masodrendt kozelitése egy f € C? fiiggvény els6 derivaltjanak.

Bizonyitas. Megint a Taylor-sorfejtést alkalmazzuk. Most a harmadfokid tagnal szerepeltetjiik
a Lagrange-féle maradéktagot megfelels &1 és & konstansokkal. Mivel f folytonos, igy van olyan

¢ értek, melyre (f"(&1) + f"(&2))/2 = " (8).

fi— S fo+ foh+ fERZ )2+ f(E)R3 /6 ~ Jo—foh+ fEh2)2— " (&)h3 /6
- 2n 2h 2h

h2
=%+W@g=%+mfl

Afe

Ez mutatja, hogy ez a kozelités masodrendid. B

7.3. A masodik derivalt kozelitése
Mivel a méasodik derivalt az elsé derivalt derivaltja, igy kézenfekvének tiinik azt a

Afy =Af-  fi—=2fo+ f1
h B h?

A% f, =
modon kozeliteni. Ezt a kozelitést mdasodrendid kozponti differencidnak nevezzik.

7.3.1. tétel.

A maésodrendii kdézponti differencia masodrendii kozelitése egy f € C* fiiggvény masodik
derivaltjanak.

Bizonyitas. Taylor-sorfejtést hasznélva a megfelels &, & és € konstansokkal

rp _ Jot foh+ [ /24 JyRS 6+ PR /24 260
Je= 2 T

— f'h //hz 92— ///h3 6 "t h4 24 h2 h2
Jrfo fO JrfO / i(; / + f (52) / _ (/)/Jrfml(g)ﬁz 6/+f////(§)ﬁ~

Ez mutatja, hogy ez a kozelités masodrendi. B

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu
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7.4. A derivaltak masfajta kozelitései

Természetesen a derivaltakat nem csak a differenciahanyados segitségével kozelithetjiik. Kézenfek-
vének tinik az a megkozelités is, hogy az adott pontokra interpolaciés polinomot illesztiink, és a
derivaltakat az interpolécits polinom derivaltjaival kozelitjiik. Ezeket a kozelitéseket interpolacios
differencialasi formuldknak nevezziik. Az alabbi, bizonyitas nélkiil koézolt tételek azt mutatjéak,
hogy az interpolaciés differencialasi formuldk pontosan ugyanazokat a derivaltkozelitéseket adjak,
mint amiket az el6z6 fejezetekben a differenciahédnyadosok segitségével nyertiink.

7.4.1. tétel.

Az (zo, fo), (xo+h, f1) pontokra illeszkedd interpoléciés polinom (legfeljebb elséfoki) derivalt-
ja egybeesik a halado differenciaval. Az (xg — h, f—1), (x0, fo) pontokra illeszkedd interpoléacios
polinom (legfeljebb elséfokn) derivaltja egybeesik a retrograd differenciéval.

7.4.2. tétel.

Az (zo — h, f-1), (0, fo), (xo + h, f1) pontokra illeszked§ interpolacios polinom (legfeljebb
masodfoki) derivéltja xo-ban egybeesik a kozponti differencidval, masodik derivéltja pedig a
masodrentd kdzponti differencidval.

7.4.3. tétel.

Az (xo—h, f—1), (zo, fo), (xo+h, f1) pontokra illeszkedd harmadfoku spline interpolécios fiigg-
vény xg-pontbeli derivaltja egybeesik a koézponti differenciaval.

7.4.4. megjegyzés. A derivaltakat nem csak az xg,zg + h, xg = 2h, ... pontokban kozelithetjiik,
hanem az adott intervallum barmelyik pontjaban. Ezt megtehetjiik Ggy, hogy a kiszamolt deri-
valtkozelitésekre interpolacios polinomot illesztiink, és ennek értékeivel kozelitjiik a derivaltakat
az adott pontok kozott. Masik lehetdség, hogy megfelelen modositjuk a fejezetben megismert
képleteket. Pl. az (f1 — fo)/h képlettel az f fliggvény xo + h/2 pontbeli derivaltja kozelithets. o

7.5. Lépéstavolsidg-dilemma

A derivaltak kozelitése tart a pontos derivaltértékhez, ha a h lépéstavolsag nulldhoz tart. Elméle-
tileg tehat minél kisebb h értéket valasztunk, a kozelités annal pontosabb lesz. Ahogy a kévetkezd
példa mutatja, a gyakorlatban ez nem igy van.

7.5.1. példa. Kozelitsiik a cos”(0.8) = —0.6967067093 értéket a masodrendd kdzponti dif-
ferenciaval! Tegyiik fel, hogy mindent 9 tizedesjegy pontossiggal szamolunk. A pontos deri-
valtérték és a kozelités eltérését az alabbi tablazat mutatja.

h | |kdzelités — cos”(0.8)]
0.1 | 0.0005804093
0.01 | 0.0000167093
0.001 | 0.0007067093
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A kerekitési hiba miatt (vagy altalanosan a lebeg&pontos szamités hibaja miatt) tehéat csok-
kend h értékekkel a kozelités hibdja csokken, majd tjra ndvekedni kezd. ¢

Vizsgéaljuk meg a fenti példa jelenségét altalanosan! Tegyiik fel, hogy az f_1, fo, f1 értékeket
megvaltoztatjuk e-nal kisebb értékekkel. Azaz legyen

foa=faat+et, fo=foteo fi=fiter,
ahol |e_1], |eo], |e1] < e. Ekkor

foi—2fo+ fi _fa=2fth +6—1—2€o+81

h? h? h?
i 2
7 f (f)h E_1 —2€0+€1
= + 12 + 52 .

Tehat
" f*1_2f0+f1 <]W4h2 4e

0 h2 = 12 h2’

ahol My az f fliggény abszolut értékben vett negyedik derivaltjanak egy felsé becslése. A képlet
mutatja, hogy akkor lesz kicsi a hiba, ha h se nem tul nagy, se nem tul kicsi. Ezt a megfigyelést
lépéstivolsdg dilemmdnak nevezziik. Egy kozelité optimélis értéket ugy nyerhetiink, hogy a felsé
becslést minimalizaljuk h-ban. Az igy nyert optimalis érték a

hopt. = /48 /My

képlettel szamithaté. A példaban szerepld konkrét feladatra igy az My = 1 és e = 5- 10719
valasztés mellett a hope. = 0.012 érték adodik, ami nagyjdbol meg is felel a numerikus kisérlet
soran nyert optimumnak.

Az 1.3. fejezetben targyaltuk a Richardson-extrapoléciot, ami két alacsonyabb rendd kozelités
megfelel§ linearis kombinacidjanak segitségével ad egy magasabbrendii kozelitést és nem a h pa-
raméter tovabbi csokkentésével (ami az elbbiek alapjan a hiba novekedéséhez vezethet). Nézziik
meg a modszer hatékonysagit az el6z6 példan! Latjuk, hogy a h = 0.01 1épéstavolsagnal kisebb
értékek pontatlanabb kozelitését adjak a deriviltnak. A h = 0.01 1épéstavolsag 0.69669 kozelitést
ad (a kozelités hibaja a tablazatban talalhato), mig a kétszer akkora h = 0.02-es 0.6966825-est
(ennek hibaja 0.00002420935). Mivel a kozelités masodrendd, ezért az (1.3.3) formulat r = 2-vel
alkalmazva

220.69669 — 0.6966825
22 -1

melynek hibaja kisebb (0.00001420935), mint a h = 0.01-es vagy a h = 0.001 értékekkel nyert
kozelitéseké.

= —0.6966925,

7.6. Feladatok

Numerikus derivalas

7.6.1. feladat. Tegyiik fel, hogy adottak az (xg — h—, f—_1), (zo, fo) és (zo + hy, f1) pontok,
ahol h_ # hy. Adjunk meg egy masodrendi kozelitést az zp-beli els6 derivaltral
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7.6.2. feladat. Igazoljuk, hogy

—fo+8f1 —8f_1+ f2
12h

az els§ derivalt egy negyedrendii kézponti kozelitése!

7.6.3. feladat. Igazoljuk, hogy
=3f+4f1—f2
2h
az elsd derivalt egy masodrendi halado6 kozelitése!

7.6.4. feladat. Igazoljuk a 7.4.1.; 7.4.2. és 7.4.3. tételeket!

7.6.5. feladat. Alkalmazzunk Richardson-extrapolaciot az f(z) = 1/x fliggvény esetén az
£7(0.05) érték meghatarozasara. Valasszunk h-nak 0.0016-ot és 0.0008-at!

7.6.6. feladat. Egy f fliggvény fliggvényértékeit tartalmazza az aldbbi tablazat. Kozelitsiik
F(D), f7(1) és f"(1) értékeit!

z | 100 | 1.05 | 110 | 115 | 120 | 125 | 130
f(x) | 1.00000 | 1.02470 | 1.04881 | 1.07238 | 1.09544 | 1.11803 | 1.14017

Ellendrz6 kérdések

1. Milyen médon kozelithetjiik egy fliggvény elsd és masodrendi derivaltjait fiiggvényértékei-
nek segitségével?

2. Mit jelent az, hogy egy derivaltkozelités elsérendii vagy mésodrendd?

3. Igaz-e, hogy a masodrendi kozelités minden esetben pontosabban kozeliti a derivaltat mint
az els6rendd?

4. Hova tart a derivalt kozelitG értéke, ha a lépéstavolsaggal nulldhoz tartunk?
5. Mi az a lépéstavolsag-dilemma?

6. Mire hasznélhat6 a Richardson-extrapolaci6?
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8. Numerikus integralas

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy fiiggvény néhany helyen vett fligg-
vényértékének segitségével hogyan lehet kozeliteni a fliggvény hatarozott in-
tegraljat. Az un. interpolaciés modszerekkel fogunk foglalkozni, azaz azokkal,
melyek a fiiggvényértékekre illesztett interpolacios polinomok integraljaval ko-
zelitik a tényleges integralértéket. Részletesen vizsgaljuk a trapéz-, érints- és
Simpson-formulédkat ill. a Gauss-féle integralformulét.

8.1. A numerikus integralas alapfeladata

Ismert, hogy ha egy [a, b] intervallumon egy f fiiggvény integralhato, és van ezen az intervallumon
primitiv fliggvénye (F’ = f), akkor a fiiggvény hatarozott integralja a Newton—Leibniz-szabaly
szerint az

b
/ f(z) dz = F(b) - F(a)

képlettel szamolhat6. Miel6tt arra gondolnank, hogy ez a képlet minden integrallal kapcsola-
tos kérdésiinkre valaszt ad, felsorolunk néhany olyan esetet, amikor a képlet nem alkalmazhato
kézvetleniil.

Nem alkalmazhat6 a képlet akkor, ha nem ismerjiik magat az f fliggvényt vagy a primitiv
fliggvényét zart alakban. Az els6 eset fordul el akkor, ha pl. az f fliggvény értékei mérési ered-
mények, a masodik pedig akkor, ha az f fliggvény primitiv fiiggvényét nem akarjuk, vagy nem
tudjuk explicit médon meghatarozni. Az utébbira példék pl. a (sinz)/z, sina? vagy az e~
fliggvények, melyek primitiv fliggvényeit - amelyek léteznek, hiszen a fiiggvények folytonosak -
nem tudjuk zart alakban elallitani. Van olyan eset is, amikor nem is akarjuk az integralt ponto-
san kiszdmitani, mert az sokkal komplikaltabb lenne, mint annak egy jo kozelitését adni. Pl. egy
szamitogépes programnak gyakran egyszertibb egy jo kozelitést mondania egy adott f fliggvény
[a, b] intervallumon vett integraljara, mint valamilyen kompjuteralgebrai modszerrel szimboliku-
san meghatérozni f primitiv fliggvényét és azzal alkalmazni a Newton—Leibniz-szabélyt. Tipikus
példa erre a differencidlegyenletek megoldésa, ahol a megoldas formalis elGallitasa altalaban nehéz
feladat, mig annak numerikus kozelitése egyszeriien elGallithato.

Természetesen rogton esziinkbe jut néhany lehetséges modszer a fenti problémak kikiiszobdlé-
sére. Ha nem lehet elGallitani a primitiv fliggvényt zart alakban, akkor azért altalaban hatvanysor
formajaban elGallithato az. Helyettesitsiik ilyenkor be a Newton-Leibniz-képletbe a hatvanysor
egy részletOsszegét, és annak integralasaval adjuk meg az integral kozelitését! Masik lehetGség,
hogy mivel az integralt a kozelits Osszegek hatarértékeként definidltuk, egy alkalmasan vélasztott
kozelit6 Osszeg megfelels kozelitését adhatja a tényleges integrilnak. Az els6 moddszer alkalma-
zésara csak egy példat mutatunk, hiszen &altaldban egy-egy konkrét integral meghatarozasara
alkalmazhat6 csak a gyakorlatban is. A masodik médszer pedig az un. interpolacios tipusu integ-
ralasi modszerek kozé tartozik, melyeket részletesen ismertetiink a tovabbiakban.
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200 8. NUMERIKUS INTEGRALAS

8.1.1. példa. Hatarozzuk meg az fol e~ dz integralt 106-nal kisebb hibaval! Mivel

v _1q 2 a3
e’ = +x+§+§+”"
ezért A 6
—x° __ 2 i_i
e =1-x —|—2' 30
és a sor tagonként integralhat6. Tehat
1 3 5 7 1 © k
2 x x x 1 1 1 (-1)
T dx = -+ — - ... =1l—--4+—=—-——=%...= —_—
/Oe v [x 3 752 7.3 . 3710 2 ;(Qkﬂ)k!

Vizsgéljuk meg, hogy hanyadik tagig kell elmenniink a sorfejtésben, hogy az adott pontossig-
gal tudjuk meghatarozni az integral értékét. Mivel az integral értékét egy Leibniz-sor adja,
ha annak k-adik tagja kisebb 10~%-nal, akkor az elsé k — 1 tag 6sszege mar 10~ %-nal jobban
megkozeliti a sor Osszegét. A k = 9 valasztas esetén

1 1

= 10~6
@k + Dk osoar20 ~ 1V

igy
28: (—1)F 1098032417
(

2k + 1)k! 1470268800

~ (0.74682426573970691618.
k=0

megfelel§ kozelitése lesz az integralnak. o

8.1.2. megjegyzés. Tekintsiik az kovetkezs egyszerid hatarozott integralt:
1
/ cosx dz = [sinz]} = sin 1.
0

Ebben az esetben a Newton—Leibniz-tétel alkalmazasa nem okoz nehézséget, de a végeredményt
ebben az esetben is csak a szinusz fiiggvény « = 1 helyen vett Taylor-soranak egy részletosszegével
tudjuk kozeliteni:

Igy sok esetben nincs lényeges kiilonbség akozott, hogy az integral kiszamitasanal vagy a kisza-
mitott érték szamszerd felirdsanél alkalmazunk kozelitéseket. o

Azt az eljarast, amikor egy fliggvény hatarozott integraljat nem a Newton-Leibniz-szabély
segitségével adjuk meg, hanem azt valamilyen moédszerrel kozelitjik, numerikus integrdldsnak
hivjuk. A numerikus integralas alapfeladata tehat a kovetkezs. Ismert egy [a,b] intervallumon
integralhato f fliggvény értéke néhany pontban. Legyenek ezek a pontok

a<zog<z <...<T, <b, (8.1.1)

és az itteni fiiggvényértékek rendre fy := f(xo),..., fn := f(z,). Adjunk becslést az fj fz) dz
integral értékére! A becsléstsl természetesen elvarjuk, hogy konnyen kiszamithato legyen. Azt is
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elvarjuk, hogy ha az adott pontokat egyre stirtibben vessziik fel (ha lehetséges), akkor a becslé-
seink "tartsanak" a pontos integralértékhez és "jo tulajdonsigu" fliiggvényekre legyen gyors ez a
konvergencia.

Jelolje egy f integralhato fiiggvény [a, b]-n vett pontos integralértékét I(f), és allitsuk el
ennek egy kozelitését az adott fiiggvényértékek linearis kombinaciojaként az

L(f) = arfr (8.1.2)
k=0

alakban. Az n als6 index arra utal, hogy a kozelités fiigg az osztopontok szamétol és elhelyezke-
désétsl. A (8.1.2) formulat numerikus integralasi vagy kvadratiraformuldnak' nevezziik, a benne
szerepll ay, egyltthatokat pedig sulyoknak hivjuk.

8.1.3. definicié.

A (8.1.2) kvadrataraformulét zdrt kvadratiraformuldnak nevezzik, ha szerepelnek benne az a
és b-beli fiigguényértékek. Ha ezek nem szerepelnek benne, akkor nyilt kvadraturaformulérél
beszéliink.

Jelolje h a (8.1.1) felosztasban a legnagyobb téavolsagot a szomszédos osztopontok kozott.

8.1.4. definicio.

Azt mondjuk, hogy az I,(f) kvadrataraformula konvergenciarendje (legaldbb) r > 1, ha
I, (f) — I(f)| = O(R™) (az 1.3.10. definicio specidlisan kvadratiraformuldkra megfogalmaz-
va).

8.1.5. definicié.

Azt mondjuk, hogy az I, (f) kvadrataraformula pontossdgi rendje r > 1, ha minden P,_1-beli
polinomra I(p) = I,,(p), de van olyan p € P,., melyre I(p) # I.(p).

A kvadraturaformulédk fenti kétféle rendje latszolag kiilonb6z6 dolog. Az elsé a konvergencia-
sebességet adja meg, ha h értéke tetsz6legesen kicsi lehet, a masodik pedig azt adja meg, hogy
hanyadfoka a legalacsonyabb fokszamu polinom, amit mar nem integral ki pontosan a képlet. A
késGbbiekben latni fogjuk, hogy ez a két rend Osszefiigg.

8.2. Newton—Cotes-féle kvadrataraformulak

8.2.1. definicio.

Egy kvadraturaformulat interpoldcios kvadratiraformuldnaek neveziink, ha az alappontokbe-
li fiigguényértékekre illesztett interpoldcios polinom integraljat adja meg. Ha egy interpoldci-
0s kvadratiraformuldban az alappontok egyforma tdvol vannak eqymdstol, akkor a formuldt
Newton—Cotes? -formuldnak hivjuk.

LAz 6kori gorogdk tigy hataroztak meg a sikidomok teriiletét, hogy konstrualtak egy, a sikidommal megegyez8
teriileti négyzetet és annak szamitottak ki a teriiletét. Ezt az eljarast kvadrattranak hivtak. Innét kapta a nu-
merikus integralasi eljaras is a kvadratira nevet, hiszen ez az eljaras is egy sikidom (az z-tengely és a fiiggvény
grafikonja kozé es§ tartomany) teriiletét szamolja ki.
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202 8. NUMERIKUS INTEGRALAS

Vizsgéljuk meg, hogy hogyan allithatok el a zart Newton—Cotes-formulédk. Adott (z;, f;) (i =
0,...,n) pontok esetén (zart formulanal zo = a és z, = b) a kvadraturaformula értéke defi-
nici6 szerint a pontokra illesztett interpolacios polinom integraljat adja, azaz az interpolécids
feladatoknal megismert jelolésekkel

ay

——

b b n n b
In(f):/a Ln(2) dx:/a (I;)fklk(x)> dx:kzzofk /GZk(ac) dz

Innét lathato, hogy a formula silyai a Lagrange-féle alappolinomok [a,b] intervallumon vett
integraljai lesznek, azaz

b
akz/ lg(x) de, k=0,...,n.

Alkalmazzuk a fenti integralokban az © = a + t(b — a) helyettesitést, ahol ¢ € [0,1]. Ekkor a
helyettesitéses integrélas szabalya szerint

b 1
a :/ li(z) dz = (b— a)/o In(a+t(b—a)) do = (b—a)Njgh.

A masodik integral csak az n és k indexektdl fiigg, hiszen értéke nem mas, mint az (i/n, 0r;) (O;
a Kronecker-szimbolumot jeloli) (i = 0,...,n) pontokra illesztett (egyértelmien meghatéarozott)
interpolacios polinom integralja a [0, 1] intervallumon. Vezessiik be ezen integrélok értékére az
NIE jelolest! Az NivF értekeket zart Newton-Cotes-egyiitthatoknak nevezziink. Ezeket elére
kiszamithatjuk, tablazatba foglalhatjuk, és amikor sziikségesek, felhasznalhatjuk Gket. Néhany
zart Newton—Cotes-egyiitthaté értékét az alabbi tablazatban kozoljik.

Nk | k=0 k=1 k=2 k=3
n=1] 1/2 1/2 + trapézformula egyiitthatoi
n=2| 1/6 4/6 1/6 + Simpson-formula egyiitthatoi
n=3| 1/8 3/8 3/8 1/8
Az n =1 ésn =2 esetet kiilon is érdemes megvizsgalni. Az n = 1 esetben csak az xy = a és
x1 = b végpontokbeli fliggvényértékekbdl szamitjuk a kozelits integralt 1/2-1/2 sulyokkal

fo+ f
2

L(f)=(b—a)

alakban. Ez az érték pontosan a 8.2.1. dbrén lathato trapéz teriiletével egyezik meg, igy a fenti
képletet trapézformulanak nevezziik.

Az n = 2esetben az ¢ = a, xr1 = (a+b)/2 és xo = b pontokbeli fliggvényértékekbdl szamitjuk
a kozelits integralt 1/6-4/6-1/6 silyokkal

Jot+4fi+ fo

() = b= )=

alakban. Ezt a képletet Simpson-formulédnak® nevezziik. A kizelités a pontokra illesztett legfeljebb
mésodfoku polinom integraljat adja meg az [a, b] intervallumon (8.2.2. abra).

3Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus. F&bb eredményei az interpolacié és mumerikus integralas
teriiletérdl keriiltek ki. A rola elnevezett Simpson-formulat Newtonnak tulajdonitjak. A nemlinearis egyenetek
megoldésara tanult Newton-modszert viszont Simpson irta le el§sz6r a mai formajaban. B6vebb életrajz talalhato
a http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Simpson.html oldalon.
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¥

8.2.1. abra. A trapézformula az adbran lathato besotétitett trapéz teriiletével kozeliti az integral
értékét.

fo

(2] *q x5=b

8.2.2. dbra. A Simpson-formula az dbran lathato besotétitett, parabolaval és egyenes szakaszokkal
hatarolt tartoméany teriiletével kozeliti az integral értékét.

8.2.2. példa. Alkalmazzuk a trapézformulat az f(z) = 2? — 2x + 2 fiiggvény integraljanak
kozelitésére az [1, 3] intervallumon. Az osztéopontok az xzy = 1 és z1 = 3 végpontok, ezen
pontokban a fliggvényértékek pedig rendre fo = f(1) = 1 és f1 = f(3) = 5. A stlyokat az
el6z6 tablazat n = 1 sorabol olvashatjuk ki. Igy az integral kozelits értékére

L(f)=B-1)(1-1/2+5-1/2)=6
adodik. Az integral pontos értéke 14/3. o

8.2.3. példa. Alkalmazzuk a Simpson-formulat a 8.2.2. példédban szerepld integral megha-
tarozasara! Az osztoépontok most az zg = 1, 1 = 2 és x5 = 3 pontok, ezen pontokban a
fiiggvényeértékek pedig rendre fo = f(1) =1, f1 = f(2) =2 és fo = f(3) = 5. A sulyokat az
el6z6 tablazat n = 2 sorabol olvashatjuk ki. Igy az integral kozelits értékére

L(f)=0B-1)(1-1/6+2-4/6+5-1/6) = 14/3

adédik. Vegyiik észre, hogy a kvadraturaformula ebben az esetben az integral pontos érté-

két adja, hiszen a harom alappontra illesztett interpolacids polinom azonos magaval az f
fliggvénnyel. o
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Térjiink at a nyilt Newton—Cotes-formulak megadasara. Ekkor a szomszédos osztopontok egy-
forma tavol vannak egymastol, de a végpontokbeli fiiggvényértékek nem szerepelnek a kvadratira-
képletben. Vezessiik be az a = 2_1 és b = x,, 41 jeloléseket. Igy z; = a+(i+1)h (i = —1,...,n+1),
ahol h = (b—a)/(n + 2). Hasonléan a zart formulak megadaséhoz, az (x;, f;) (i =0,...,n) pon-
tokra illesztett interpoléciés polinom integraljat kell kiszamolnunk.

Qg

n b
L(f) =) fr / lp(z) dz |,
k=0 @

ahol az ay, sulyok megint a k-adik Lagrange-féle alappolinom [a, b] intervallumon vett integraljaval
egyenl&ek. Helyettesitéses intergalassal ez az integral az

ar = (b—a)N™E

nyilt

alakban irhato, ahol N:};ﬁt az ((1+1)/(n+2),6;) (i=0,...,n) pontokra illesztett interpoléacios
polinom [a, b] intervallumon vett integralja.

Az alabbi tablazat tartalmazza néhany nyilt Newton—Cotes-egyiitthato értékét.

Nitb | k=0 k=1 k=2
n=20 1 <+ érint6formula egyiitthatoi
n=1|1/2 1/2

n=2|2/3 -1/3 2/3

A nyilt Newton—Cotes-formulak koziil az n = 0 esetet érdemes megvizsgalni részletesebben.
Ekkor egyetlen egy pontban szamitjuk csak ki a fliggvényértéket, nevezetesen az xzg = (a 4+ b)/2
pontban, és az integralt az

Io(f) = (b—a)fo

értékkel kozelitjik. Ez az érték nem mas, mint egy b — a alapt és fy magassagu téglalap teriilete
(lasd a besotétitett teriiletet a 8.2.3. abra bal oldalan). Vegyiik észre, hogy ez a teriilet ugyan-
akkora, mint az (xq, fo) pontban az integralando fiiggvényhez huzott érintGegyenes (amennyiben
létezik) integralja az [a, b] intervallumon (lasd a besotétitett teriiletet a 8.2.3. abra jobb oldalan).
Emiatt a képletet érintéformulénak hivjuk.

8.2.3. dbra. Az érint6formula az intervallum felénél a grafikonhoz hizott érint6 integraljaval ko-
zeliti a pontos integral értékét.
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8.2.4. példa. Kozelitsiik a 8.2.2. példaban szerepls integralt az érintéformula segitségével!
Ekkor 2o = 2 és fo = f(2) = 2. A tablazatbol kiolvasva az n = 0 értékhez tartozo egyiitthatot
(1) kapjuk, hogy

Iiif)=B8-1)-1-2=4.

8.2.5. megjegyzés. A trapézformula altal adott

(b—a)(f(a) + f(b)
2

értéket és az érint6formula altal adott

(b—a)f((a+0)/2)
értéket 1:2 aranyban stlyozva kapjuk a

(b—a)(f(a) + f(0)/2+2(b—a)f((a+b)/2)

(oo f@ ATt b)/2) £ 1)
. _

6

értéket, ami pontosan a Simpson-formula altal adott kozelités. o

Vizsgaljuk most meg az interpolacios kvadratiaraformulédk pontossagi rendjét!

8.2.6. tétel.

Egy n+1 alappontos kvadraturaformula akkor és csak akkor pontos minden legfeljebb n-edfoku
polinomra, ha interpolaciés kvadrataraformula.

Bizonyitas. A feltétel elégségessége nyilvanvald. A masik irdny igazolasahoz induljunk ki abbol,
hogy a formulanak pontosnak kell lennie minden n-edfoku polinomra is, igy pontos az [;(z)

(j =0,...,n) Lagrange-féle alappolinomokra is. Azaz
b n
/ lj(z) de = Z ailj(zy) = a;.
@ k=0

Tehat a sulyok a Lagrange-féle alappolinomok integraljai — csakigy mint az interpolaciés kvad-
rataraformuléknal. Ezt akartuk megmutatni. B

Jelentse N™F a megfelel6 zart vagy nyilt Newton—Cotes-egyiitthatot. Ezen egyiitthatok neé-
hany fontos tulajdonsagit adja meg az alabbi tétel.

8.2.7. tétel.
A Newton—Cotes-egyiitthatokra igaz az alabbi két tulajdonsag:

> Nwk =1, Nmk=pNwnTR (B =0,...,n).
k=0

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



206 8. NUMERIKUS INTEGRALAS

Bizonyitas. Az el6z6 tétel miatt

n

/bldx:b—a=Z(N"’k(b—a)1) = (b—a)zn:N”’k.
a k=0

k=0

Ez igazolja az elsé allitast. A masodik pedig egyszeriien abbol kovetkezik, hogy Iy és I, grafi-
konjai egymas tiikorképei az x = (a + b)/2 egyenesre, igy integraljuk is megegyezik. B

Nyilvanvalo, hogy a trapéz- és érint6-formulak pontossagi rendje 2, hiszen lineéris fiiggvények-
re pontosak, és nyilvan vannak olyan masodfoku polinomok, amelyekre pedig nem pontosak. Az is
nyilvanval6 az el6z6 tétel miatt, hogy a Simpson-formula pontossagi rendje legaldbb 3. Valojaban
a pontossagi rend 4. Ez egy altaldnosabb allitas kdvetkezményeként konnyen adddik.

8.2.8. tétel.

Az n + 1 alappontos Newton—Cotes-formuladk pontossigi rendje paratlan n esetén n + 1, és
paros n esetén n + 2.

Bizonyitas. Az allitds els6 része a 8.2.6. tétel kdvetkezménye. A masodik rész igazolasihoz
tegyik fel, hogy n paros, és igy n + 1 péaratlan alappontunk van. Azt kell megmutatnunk, hogy
egy tetszoleges p,41 n + l-edfokt polinom integraljat a formula pontosan szamolja ki. Irjuk fel a
Pn+1 1+ 1-edfokd polinomot (x — (a + b)/2) polinomjaként

a+b\"t a+b\"
pn+1(w):an+1($— 2) —i—an(x— 5 + ...+ ao,

Erre pontos a formula.

és hasznaljuk ki, hogy a 8.2.6. tétel miatt a formula pontos minden legfeljebb n-edfokd polinomra.
Igy mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az elsé tagra pontos a kvadratiraformula. A Newton—
Cotes-egyiitthatok szimmetriajat (N™* = N"=FF) és a kovetkezs képletben f-fel jelolt fiiggvény
grafikonjanak ((a + b)/2,0) pontra valo szimmetriajat (f((a +b)/2 —x) = —f((a + b)/2 + x))
kihasznalva kapjuk, hogy

b _a+b "Hd oINS Ak B
Opt1 | 5 x=(b a)ZN f(zr) =0.

EEONTE ()

=:f(z)

Tehat erre a polinomra is pontos értéket ad a formula, hiszen a fiiggvény integralja az f fiiggvény
grafikonjanak ((a + b)/2,0) pontra valdé szimmetridja miatt valoban nulla. Ezt akartuk megmu-
tatni. H

Sok alappont esetén nem célszerti a Newton—Cotes-formulakat hasznalni (ezért is csak kicsi
n értékekre adtuk meg a korabbi tablazatokban az egyiitthatok értékét). Ennek oka egyrészt
az, hogy névekvs n értékek esetén egyre tobb Newton—Cotes-egyiitthatot kellene kiszamolnunk,
vagy valamilyen tablazatbol kiolvasnunk, masrészt nagyobb n értékek esetén az N™F értékek
kozott megjelennek negativ értékek is, melyekkel pozitiv értékek sulyozasanal fennéll a szamito-
gépes szamoldsok soran a kiegyszeriisodés veszélye. Nagyobb n értékek esetén az Un. Osszetett
kvadraturaformulakat hasznéljuk. Ezeket mutatjuk be a kdvetkezs fejezetben.

8.3. Osszetett kvadratiaraformulak

Sok alappont esetén a Newton—Cotes-formulak kozvetlen alkalmazasa helyett tgy jarhatunk el,
hogy az integralasi intervallumot részintervallumokra osztjuk, majd ezen intervallumokon az
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8.3. Osszetett kvadratiraformulsk 207

el6z6 fejezetben megismert trapéz-, Simpson- és érintéformulakat alkalmazzuk. Igy kapjuk az
un. trapéz-, Simpson- és érintéformulakat.
8.3.1. Osszetett trapézformula

Legyen f egy, az [a,b] intervallumon integralhat6 fliggvény. Osszuk fel az [a, b] intervallumot n
egyenld részre az a = o < x1 ... < x, = b osztépontokkal, és jeloljiik h-val az osztéintervallumok
hosszait, azaz legyen h = (b — a)/n. Az f fiiggvény hatérozott integraljat felirhatjuk az

/abf(ac) dz = é/:l f(z) dx

Osszegként. Ha most az 6sszeg minden integraljat a trapézformulaval kozelitjiik, akkor az in. dssze-
tett trapézformuldhoz jutunk. A formula tehat a 8.3.1. dbran besététitett tartomény teriiletével
kozeliti az integral pontos értékét. Ismét hasznalva az f; = f(x;) (i =0, ..., n) jelolést az Gsszetett
trapézfomula képlete tehat

ool ) = o 4 1 oo £+ 5 fu = (G0 oot Fuma 500

r

8.3.1. dbra. Az Osszetett trapézformula a besttétitett tartomdany teriiletével kozeliti az integral
pontos értékét.

Lathato, hogy az Gsszetett trapézformula egy konnyen alkalmazhatd zart kvadrataraformu-
la. Az s, < Iy rap(f) < S, egyenlGtlenség miatt, ahol s, és S,, az adott felosztashoz tartozo
also és fels6 Osszeg, ha az f fiiggvény Riemann-integralhato, akkor a felosztés finomitésaval a
kvadrataraformula értéke az integral pontos értékéhez tart.

Az bsszetett trapézformula pontossagi rendje nyilvanvaléan 2, hiszen a trapézformula pontos-
sagi rendje is 2. Vizsgaljuk meg a konvergenciarendet elészor egy numerikus kisérlet segitségével.
Szamitsuk ki a formula segitségével az

1
/ sinz/x dz =~ 0.9460830704
0

integralt ugy, hogy a [0, 1] intervallumot n egyenls részre osztjuk. A pontos és a kozelits értékek
eltérését az n osztdintervallumszam fiiggvényében az alabbi tablazat mutatja.

n_ | In(f) [L(f) = In(f)]
1 [0.9207354924 | 0.25 x 10~

10 | 0.9458320719 | 0.25 x 1073
100 | 0.9460805606 | 0.25 x 10~°
1000 | 0.9460830704 | 0.27 x 1077
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208 8. NUMERIKUS INTEGRALAS

A tablazat azt sejteti, hogy a modszer konvergenciarendje is 2. A konvergenciarend igazolasiahoz
sziikségiink lesz az alabbi, analizisbél ismert integral-kdzépértéktételre.

8.3.1. tétel.

Ha ¢ [a, b]-n integralhaté nemnegativ fiiggvény, és g folytonos fiiggvény, akkor van olyan n €
[a, 0], hogy

/a ’ $(x)o(z) do = g(n) / )

8.3.2. tétel.
Az Gsszetett trapézformula hibaja f € C?[a, b] fiiggvények esetén

(b—a)h?

In,trap(f) - I(f) = 12

(),

ahol ) € [a, b].

Bizonyitas. Legyen k egy rogzitett index az {1,...,n} halmazbol. Az (xg_1, fx—1) és (zk, fx)
pontokra illesztett Lq(x) interpolacios polinom (ebben az esetben lineéris fiiggvény) interpolacios
hibaja egy adott = € (x;_1, xx) pontban

1

Li(x) — f(z) = —%(m —zp—1)(x — xp), (8.3.1)
ahol &, egy az x ponttol fliggs megfeleld konstans (6.2.5. tétel). Definidljuk a g : [xg_1,2%] —
R fiiggvényt a g(z) = f”(£;) modon, ha x € (xx_1,zk), és legyen g(xp_1) = f"(zk—1) és
g(zg) = f"(zx). Ez a g fiiggvény folytonos az [zy_1, x| intervallumon. Az, hogy az intervallum
belsejében folytonos, onnét kovetkezik, hogy ha a (8.3.1) egyenldséget elosztjuk az (x —xg—1)(z —
xy) szorzattal, akkor a bal oldalon 4ll6 fiiggvény kétszer folytonosan derivalhato x szerint. Tehat
g-nek is ilyennek kell lennie. Masrészt

lm @)= lm f&) = lim @@ o,

T—Th—1 T—Tk—1 T—>Th—1 (Z‘ — xk_l)(l‘ — xk)

ahol az utolso6 el6tti egyenlGséget a L'Hospital-szabaly kétszeri alkalmazaséval nyertiik, és hason-
l6an
lim g(z) = g(xx).

T—Tp

Tehat g folytonos a teljes [xg_1, 2] intervallumon. Integraljuk a (8.3.1) egyenldség mindkét olda-
lat az [xg—_1, zx] intervallumon, és alkalmazzuk a 8.3.1. integrél-kozépértéktételt (—(z—xzp—1)(x—
2k )/2 nemnegativ az adott intervallumon)

Tk +2fk_1h/g::f(x) d:z:/:k f'(&) @ —zp1)(@ —zk)

k—1 2
:_/“ g(x)(x—xg—l)(m—xk) d
:g(nk)/wk ('ll'*fﬂk—l;(xk*-f) dx
3
=f”(77k)?2,

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horviath Rébert, BME TTK



8.3. Osszetett kvadratiraformulsk 209

ahol 7, egy az [zp_1, zk| intervallumba es6 megfelel§ konstans.
Mivel n darab intervallum van, ezért a teljes hiba

- h3 h3 b—a)h?
In,trap(f) - I(f) = Zf”(nk)ﬁ = {n‘f”(n)ﬁ = (lig)f”(n)a

k=1

ahol 7 € [a, b] egy megfelelGen valasztott konstans. Azt, hogy n megvélaszthato a fenti modon, a
kovetkez6 modon lathatjuk be. A
2= I (k)

n
hanyados az f” folytonos fiiggvény n darab [a,b]-beli fliggvényértékének szamtani kozepe. Ez az
érték nyilvanval6an a legkisebb és legnagyobb fiiggvényérték kozé esik. A Bolzano-tétel miatt
pedig ezt az értéket fel is veszi az [ fliggvény. Tehat n az a hely, ahol f” felveszi a fenti atlagot.
Ezt akartuk megmutatni. B

8.3.3. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti tétel pontosan megmondja a kvadraturaképlet
hib4jat, amennyiben 7 értéke ismert. Mivel n értékét altalaban nem ismerjiik, igy a képlet nem
hasznalhat6 jobban, mint a bel6le kovetkezd

(b—a)h?
|In,trap(f) - I(f)‘ < T

becslés, ahol a szokott médon M, az f fiiggvény masodik derivaltjanak egy felss korlatja az (a, b)
intervallumon. ¢

My

8.3.4. megjegyzés. A bizonyitas két fontos lépése volt annak igazolasa, hogy g(z) folytonosan
fligg z-t6l és az, hogy az n érték hogyan valaszthaté meg az 7 értékek ismeretében. Ezekhez
hasonlé allitasok késébb is szerepelni fognak, de akkor mar nem igazoljuk részletesen Sket. ¢

8.3.2. Osszetett érint6formula

Az Osszetett trapézformula esetén bevezetett jeldléseket fogjuk most is alkalmazni, kiegészitve
még az fi/o = f((x; +2i-1)/2) (i = 1,...,n) jelolésekkel. Az Gsszetett érintGformula, hasonléan
az Osszetett trapézformuldhoz, az érint6formulat alkalmazza az ekvidisztdnsan felosztott [a, b]
intervallum részintervallumain. Az integral pontos értékét tehat a formula az

Ly erints (f) = h(fij2 + oo+ fa1)2)

modon kozeliti (8.3.2. abra).

Az Gsszetett érintéformula egy nyilt kvadratiraformula. Most is kénnyen lathato, hogy az
altala adott kozelités integralhaté fliggvények esetén tart a pontos integralértékhez, ha az oszto-
intervallumok n szdma végtelenhez tart. A formula pontossagi rendje nyilvanvaléan 2. A konver-
genciarendje is 2. Err6l szél a kovetkezs tétel.

8.3.5. tétel.

Az dsszetett érintéformula hibaja f € C2[a, b] fiiggvények esetén

(b — a)h?

55— (),

In,érintﬁ(f) — I(f) = =

ahol 7 € [a, b] egy megfelelGen valasztott konstans.
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*9/2

8.3.2. dbra. Az Osszetett érintGformula a besttétitett tartomany teriiletével kozeliti az integral
pontos értékét.

Bizonyitas. A bizonyitdst nem az interpolédcios hibafiiggvény integraljanak becslésével hajtjuk
végre, mint az Osszetett trapézformuléra vonatkozé hasonlé tétel esetén, mert azzal a moédszerrel
csak elsérendii konvergencia igazolhat6. Ehelyett az integralandé fiiggvényt masodrendi Taylor-
polinomjanak és a hozza tartozé Lagrange-féle maradéktagnak az Gsszegeként allitjuk els, majd
kiszamitjuk az érint6formula altal adott kozelités és a pontos integrél értékének kiilonbségét az
[*k—1, 2] intervallumon.

fk71/2h_/ ) f(z) dz

= fr—12h — / ) (fr—1/2 + f;/cfl/z(l" —xp_1y2) + [ (Era) (@ — xk,1/2)2/2) dx

k—1

)k
2.12 '’

ahol f,’c_l/2 = f'((xk + xK—1)/2) és &, megflelels k-tol és x-t6l fiiggs érték az (zp_1,zx) nyilt
intervallumbol (k= 1,...,n). Az utolsé lépésben azt a tényt alkalmaztuk, hogy az érintéformula
képlete és a Taylor-polinom elsé két tagja integraljanak kiilonbsége nulla. Az n;, konstans értékét
a 8.3.1. tétel szerint valasztjuk.

Mivel n intervallum van, ezért a teljes hiba valamilyen 7 € [a, b] értékkel

n 1" h3 " h3 b— h2
TnsimalF) — 1(p) = = Y0 LOIE O OO gy

k=1
Ezt akartuk megmutatni. B

8.3.6. megjegyzés. Az el6zG tételben az 1 paraméter értékét altalaban nem ismerjiik. Ekkor
csak becslést tudunk adni az integral hibajara az

(b — a)h2 M,

|In,érint6(f) - I(f)‘ S 24

alakban. ¢
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8.3.3. Osszetett Simpson-formula

Az el6z6 fejezetekben hasznalt jelolések segitségével az Gsszetett Simpson-formula az

nsimp (1) = o+ Afij2+ 21+ Afaja 426+ 4 4furjo+ i)

alakban adhaté meg. Ez a részintervallumok végpontjaiban és felez6pontjaiban 1évé harom fiigg-
vényértékre illesztett legfeljebb masodfoka polinom integréaljaval kozeliti a tényleges integralt.
Azt, hogy ez a formula mely tartomény teriiletével kozeliti a tényleges integralértéket, a 8.3.3.
abran szemléltettiik.

1/2
fu f
o xq X ]
X402

8.3.3. abra. Az Osszetett Simpson-formula egy részintervallumon a besOtétitett tartomany te-
riiletével kozeliti az integral pontos értékét. Az abran berajzoltuk az egyes részintervallumon
interpolalo legfeljebb mésodfoku polinomokat is.

A formula zart kvadraturaformula, és értéke az integral pontos értékéhez tart, ha az n felosztés-
szammal végtelenhez tartunk. A formula pontossagi rendje nyilvan 4, hiszen a Simpson-formuléé
is 4. A kovetkezs tétel mutatja, hogy a konvergenciarendje is 4.

8.3.7. tétel.
Az Bsszetett Simpson-formula hibdja f € C*[a, b] fiiggvények esetén

(b —a)h*

L simp (f) = I(f) = wa (),

ahol 7 € [a, b] megfelelGen valasztott konstans.

Bizonyitas. Tekintsiik az [xg_1, x] intervallumon az f fliggvényt, és fejtsiik sorba a harmad-
foku tagig
f]:j/—l/2('r - 1‘;@,1/2)2
2

f@) = frora+ fr_1po(x —21/2) +

+f/:7//—1/2(:c - zk—1/2)3 n f@ (k) (@ — xk—1/2)4
6 24 ’

Ekkor a k-adik intervallumon a szamitott integral hibaja

g(fk—l +4fk—1/2+fk)*/ ) f(z) dz = g(fk—l +4fi—1/2 + fx) = fri—1/2h
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Soor =2fkicapp + fi f P (ma)(h/2)

W fW )
(h/2)?

12 2-12 24-80

f1;,71/2

_ FOe)p® [ ma)h® R FH ()
48 -2-12

24 - 80 2880 '
ahol ng1, k2, Mk (k= 1,...,n) megfelel6 konstansok az [xx_1,xy] intervallumbél (k = 1,
A teljes hibara igy

coy M),

RS F@) () h? (b—a)n*
1 ; -1 = = @ =W

adodik, ahol 1 megfelels konstans az [a, b] intervallumbol. B

8.3.8. megjegyzés. Az Osszetett Simpson-formula hibajaban szerepld 7 értéke &ltalaban nem
ismert. Ekkor a kozelités hibajara az

L s () — 1(f)] < EZ WM

2880
becslést hasznalhatjuk. ¢

8.3.9. megjegyzés. Az Osszetett trapéz- és az Osszetett érintéformulakat 1:2 ardnyban silyozva az
Osszetett Simpson-formulahoz jutunk. Ez kovetkezik a nem osszetett formuldkra megfogalmazott
hasonl6 allitasbol. ¢

8.3.10. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a kordbban megismert hibabecslések alkalmasak arra,
hogy az integraland¢ fiiggvény derivaltjara vonatkozo felsé korlatot ismerve megmondjuk, hogy az

adott intervallumot hany részre kell felosztanunk ahhoz, hogy a kozelités egy el6re adott hibanal
jobban megkozelitse az integral pontos értékét. ¢

8.3.11. megjegyzés. Bar az Osszetett formulakat csak ekvidisztans felosztas esetén vizsgéltuk,
ezek konnyen atfogalmazhatok arra az esetre is, ha a részintervallumok hossza nem egyforma. o

8.3.12. példa. Egyszerti példaként hatarozzuk meg az

1
1
/ ztde ==
0 5

integral értékét a tanult Gsszetett formulédk segitségével 4 osztdintervallumot hasznalval Most
tehat f(x) = 2* és a négy osztéintervallum miatt h = 0.25.
Az Gsszetett trapézformula az

Liap(f) = h(F(0) 4+ 2(£(0.25) + £(0.5) + f(0.75)) + f(1)) = 0.220703125

tankonyvtar.math.bme.hu
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értéket adja. Az érint6formulaval nyert kozelités
It erints () = h(f(0.125) 4+ f(0.375) + £(0.625) + f(0.875)) = 0.189697265625.
A Simpson-formula pedig a fenti két képlet sulyozasaval adodik

21 érinté 1 T
Lgimp(f) = =22 tolf )3+ srap (1) _ () 9000325520833,

Ez utébbi joval pontosabb integréilkozelitést ad, mint a masik ketts formula. o

8.4. Romberg-modszer

Az el6z8 fejezet végén lattunk példat arra (8.3.9. megjegyzés), hogy két méasodrendi kvadra-
turaképlet eredményét megfelelGen sulyozva negyedrendid kvadraturaképlet allithato els. Azt az
eljarast, ahogy sulyozassal alacsonyabbrendi kvadraturaképletekbdl magasabbrendi kvadratira-
képleteket allitunk els, Romberg*-médszernek nevezziik. A Romberg-mdédszer tulajdonképpen a
Richardson-extrapolacié numerikus integralasi formuldkra alkalmazva. Ebben a fejezetben ezen
modszer 1ényegét ismertetjiik réviden.

Legyen I,,(f) egy adott kvadraturaképlet egy n egyenls részre osztott [a,b] intervallumon.
Tegyiik fel, hogy a kvadraturaformula konvergenciarendje r. Tegyiik fel tovabba, hogy a képlet
hibaja jé kozelitéssel az

L(f) = I(f) = Ch"

alakban irhato, alkalmas C' konstassal. Ekkor ha megkétszerezziik az osztéintervallumok szamat,
akkor az 10j hibara koriilbeliil

i -1n=c(3)

adddna. A fenti két képletbol I(f) kifejezhet

() = L(f) _ Bu()2 — I(f)

1) = Bl + =25 o

alakban, ami természetesen csak egy jabb kozelitése lesz a tényleges integralértéknek. Igazolhatd
azonban, hogy az igy kapott értékek gyorsabban konvergélnak a pontos integralértékhez, mint az
eredeti kvadratiraval kapott értékek. Megmutathato, hogy az igy kapott szdmsorozatok rendje
7+ 2 lesz, azaz a rend kettGvel novekszik a stilyozas altal. Igy tehat ahelyett, hogy tovabb dupléz-
nank az osztéintervallumok szamat (ami tjabb fiiggvényértékek kiszamolasat igényli), egyszeri
silyozassal pontosabb kozelités adhato az integrél értékére.

8.4.1. példa. Alkalmazzuk a Romberg-mddszert az

1
/ e~ dz = 0.746824132812
0

4Werner Romberg (1909-2003), német matematikus.
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integral kiszamitasara! A szdmitott és a stlyozott értékeket az alabbi tdblazatban tiintettiik
fel.

n 2 4 8 16 32
0ssz. trapéz 0.7313702518 0.7429840978 0.7458656148 0.7465845967 0.7467642546
0ssz. Simpson 0.7468553797 0.7468261205 0.7468242574 0.7468241406

0.7468241699 0.7468241332 0.7468241328
0.7468241326 0.7468241328
0.7468241328

A fels6 sorban az osztointervallumok szama szerepel, a méasodik sor az Osszetett trapézformu-
laval (mésodrendd, tehdt r = 2) szamitott értékeket tartalmazza az adott osztointervallum-
szam esetén, az alatta 1évé sorok a Romberg-modszer segitségével lettek szamitva. A mésodik
sor éppen a Simpson-formulat adja. Lathato, hogy az alsé sorokban szerepld szidmok sokkal
pontosabbak, mint az Gsszetett trapézmodszer dltal adott kozelitések. ¢

8.5. Gauss-kvadratira

Egy hatarozott integral értékét kozelithetjiik a kordbban megismert Gsszetett kvadratiraformu-
ldkkal. Ha m6dunk van tobb helyen kiszamitani a fiiggvényértékeket, akkor az osztdintervallumok
szamanak novelésével tetszbleges pontossiggal megkozelithetjiik az integrél értékét. Ha erre nincs
lehetGség, mert pl. mérésekbdl csak jol meghatarozott helyeken ismerjiik a fiiggvényértéket, akkor
mondhatunk egy kozelitést az integralra, és feltéve az integralando fiiggvény megfelels simasagét,
a hibabecsl formuldkbol mondhatunk egy felss korlatot a hiba nagysagara. Ha tetsz6leges szamu
alappontban ki tudjuk szamitani a fliggvényértékeket, akkor felmeriil a kérdés, hogy mik legyenek
ezek az alappontok. Az interpolacios feladatoknal 1attuk, hogy az alappontok alkalmas megvalasz-
taséval az interpoléacios hiba jelent&sen csdokkenthets. Most megvizsgéljuk, hogy az interpolécids
kvadratiraképletek rendje novelhets-e az alappontok alkalmas megvalasztasaval.

Ebben a fejezetben a korabban vizsgalt hatarozott integralokat tgy moédositjuk, hogy az in-
tegralando f fliggvényt még beszorozzuk egy [a,b]-n folytonos és pozitiv s sulyfiiggvénnyel. Ter-
meészetesen az s(x) = 1 valasztassal visszakapjuk a korabban vizsgalt integralok alakjat. Célunk
tehat az

b
I(f;s) = / o(2)f () da

integral minél pontosabb kozelitése.
Ha a fenti integral kozelitéséhez interpolaciés kvadratiuraformulat hasznalunk az

(x07f0)7 te (xnafn)

pontokon, akkor a kvadraturaformula

In(fas) = Zakfk
k=0

alaku lesz, ahol a silyok
b
ax = / s()lg(x)dz, k=1,...,n
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alakban irhatok. Ez a kvadrattraformula pontos lesz minden legfeljebb n-edfokii polinomra (8.2.6.
tétel). Hogyan valasszuk az alappontokat, hogy magasabbfoku polinomokra is pontos legyen a
képlet? A kovetkezd tétel arrdl szol, hogy mennyivel névelheté meg a formula rendje.

8.5.1. tétel.
Az

In(fvs) = Zakfk‘
k=0

interpolécios kvadratiraformula pontosan akkor pontos minden P, ,,-beli polinomra, ha

b
/ Wnt1(z)s(z)p(x) de =0 (8.5.1)

minden p € P,,,_; esetén. A w, 1 az alappontpolinom szokasos jelolése.

Bizonyitas. Igazoljuk elGszor a feltétel elégségességét. Legyen f € Py, és azt kell megmu-
tatnunk, hogy a kvadratiraformula pontos az f polinomra. Az f polinom a polinomokra ismert
maradékos osztas segitségével felirhato

f(x) = wnpa(2)q(z) +r(z)
alakban, ahol r € P,, és q € P,,_1. Ekkor
n b b b
apr(zg) = | r(@)s(z)de= | f(x)s(z)de — | wpyi(x)s(z)g(z) de.
kZ:O kT (T /a /a /a + q

=0

Tehat , . .
/ s(@)f(z) de =Y apr(zr) = > arf(aw),
a k=0 k=0

azaz a kvadratdraformula pontos f-re.
A masik irdny igazolasihoz legyen p € P,,_;. Ekkor a formula pontos a p - w, 11 polinomra,
hiszen legfeljebb n + m foku, azaz

b n
[ s@pleunla) dz =3 awplanun (o) =0,

k=0
Ezt akartuk megmutatni. &

Megvizsgaljuk, hogy mekkora lehet a tételben szereplé m maximélis értéke, azaz mennyivel
novelhetd meg a pontossagi rend. Lathato, hogy a kvadratiraformula nem lehet pontos minden
Py, 42-beli polinomra, mert akkor p = w1 esetén az

b
/ s(z)wZ () dz =0

egyenléséghdl a w,+1 = 0 azonossag kovetkezne, ami ellentmondas. Tehat m maximalisan n + 1
lehet. Most azt mutatjuk meg, hogy el is érhetd, hogy a formula minden P, 1-beli polinomra
pontos legyen. Tehat a Gauss-kvadratira pontossagi rendje igy 2n + 2 lesz. Azt kell megmutat-
nunk, hogy a (8.5.1) feltétel teljesithet6 minden P, 1-beli polinomra, ha alkalmasan vélasztjuk
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az alappontokat. Tekintsiik az [a,b] intervallumon az s stlyfiiggvényre nézve s-ortogonélis poli-
nomokat (salyfiiggvénytdl fiiggSen Csebisev-, Legendre- stb. polinomok) és legyenek xq, ..., x,
az n + l-edfoki s-ortogondlis polinom zérushelyei. Ekkor ezen alappontokon a w11 polinom
s-ortogonélis lesz minden nala kisebb fokszamu polinomra, azaz minden n-edfoku polinomra. Igy
(8.5.1) teljesiil minden legfeljebb n-edfokt p polinomra. Tehat a formula pontos minden P, 1-
beli polinomra. Attol fiiggSen, hogy milyen ortogonalis polinomokat hasznélunk, az igy nyert
kvadratturaképletet Gauss—Csebisev- vagy Gauss-Legendre-kvadratirdnak nevezziik.

A Gauss—Csebisev és Gauss—Legendre kvadraturaformuldk altal hasznélt alappontokat és a
siulyokat az alabbi tablazatban gytjtottik Ossze.

[ név | s(x) | p1,p2, ps zérushelyei [ silyok ‘
Csebisev | 1/v/1—2a2 | 0; +£1/v2;0,+V3/2 | m;n/2,7/2;7/3,7/3,7/3
Legendre | 1 0; £1/v/3;0,+/3/5 | 2;1,1;5/9,8/9,5/9

8.5.1. tablazat. A Gauss—Csebisev- és Gauss—Legendre-kvadratiurdk alappontjai és sulyai.

8.5.2. megjegyzés. Bar a vizsgalt ortogonalis polinomok a [—1, 1] intervallumon ortogonalisak,
egy egyszeri koordinatatranszformécioval tetszéleges [a, b] intervallumra attranszformélhatok. o

8.5.3. példa. Készitsiik el a harom pontra illeszked$ Csebisev—Gauss formulat! A harmadfoki
Csebisev-polinom zérushelyei 0 és ++/3/2. Ezek lesznek az alappontok. A stlyok, mivel a
sulyfiiggvény ebben az esetben a konstans 1 fliggvény,

B ! z(r —+/3/2) 1
S —VB/2(=V3/2 = V/3/2) V1=

hasonléan a1 = as = 7/3. igy a formula

ao

dz =m/3,

Yot m
/_ e de s L V3/2) + £(0) + f(V/3/2)),

amely pontos lesz minden legaldbb 6tddfoka polinomra. ¢

A Gauss-féle kvadratiraformula hibajarol szolo tételt bizonyitas nélkiil kozoljik.

8.5.4. tétel.

A Gauss-féle kvadratiuraformula hibdja n + 1 alappont esetén

S ()

b
L(f;s) = I(f;s) = —m/ 8(z)(wn+1(2))? da,

ahol 7 (a, b)-be es6 megfelels konstans.
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8.6. Numerikus integralasi eljarasok a MATLAB-ban

A MATLAB-ban mindegyik tanult numerikus integralasi eljaris nagyon egyszertien programoz-
hat6. Az alébbi fiiggvény az Osszetett Simpson-formula esetét mutatjuk be, de a maésik kettd
fliggvény is hasonléan egyszerti. A programban értelemszertien a és b adja meg az integralési
intervallum két végpontjat, n az osztéintervallumok szama és fv az integrédlandé fiiggvény.

function int = osszsimpson(a,b,n,fv)

h=(b-a)/n;

x=[a:h/2:b];

y=eval(fv);

int=(h/6)*(y (1) +2*sum(y(3:2:2%n-1) ) +4*sum(y (2:2:2*n) ) +y (2*n+1) ) ;

A program futtathato pl. az

1
/ xsin(z) dz
0

integral esetén az alabbi médon.

>> osszsimpson(0,1,20,’x.*sin(x)’) % 20 osztdéintervallumot alkalmazunk.
ans =

0.30116867228813

A MATLAB 6nmagaban is kinal néhany numerikus integralasi eljarast. Ezek koziil mutatunk
be kettSt. Az els a trapz parancs, ami egy egyszert fiiggvény az Osszetett trapézformulara.

>> x=0:1/100:1; y=x.*sin(x); trapz(x,y)
% Az x vektor tartalmazza az alappontokat,
% az y vektor pedig a filiggvényértékeket.

ans =

0.30118019375974

A maésik a quad parancs, amely az Osszetett Simpson-formulat alkalmazza rekurziv modon
addig, mig a hiba 10~%-nal kisebb nem lesz (lasd 8.7.6. feladat).
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>> quad(’x.*sin(x)’,0,1)

0.30116867962220

8.7. Feladatok

Numerikus integralas

8.7.1. feladat. Alkalmazzuk az Gsszetett trapézformulat az

2
1
/ dzx
0 Z‘+2

integral kiszamitasara Ggy, hogy a hiba 1073-n4l kisebb legyen!

8.7.2. feladat. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatbeli integral pontos értékét, és kisérletileg vizs-
galjuk meg az egyes modszerek konvergenciarendjét szamitogép segitségével!

8.7.3. feladat. Hat4rozzuk meg az Nféft Newton-Cotes-egyiitthatokat! Hasznaljuk a MATLAB
int parancsat a polinomok integralashoz!

8.7.4. feladat. Hatarozzuk meg az e’ fiiggvény kozelits integraljat a [0, 1] intervallumon az
el6z6 feladatban kiszamolt egyiitthatok segitségével!

8.7.5. feladat. Hatarozzuk meg a sin « fliggvény kozelits integraljat a [0, 7/2] intervallumon a

Romberg-modszer alkalmazasaval. Hatarozzuk meg hasonléan az fOO'S e dz integralt. Mindkét
esetben legyen az elérni kivant pontossag 10~¢. Addig szamoljunk, mig két egymés utani kozelités
mér kozelebb van egyméshoz, mint 106!

8.7.6. feladat. Egy kozelitG integralt hataroztunk meg a Simpson-szaballyal (I,(f)), majd
kétszer annyi osztéintervallummmal Gjra kiszamoltunk egy kozelitést (1o, (f)). Adjunk becslést a
fenti értékek segitségével a durvabb kozelités hibdjaral

8.7.7. feladat. Kozelitsiik az foh f(z) dz integralt a kovetkezd kvadraturaképlettel:

h(ao fo + a1 f1) + B (bo fg + bif1),

ahol f;, f/ a 0ill. h pontokbeli fliggvényértékek ill. derivaltak! Hogyan valasszuk meg az ag, a1, bg
és by egyititthatokat, hogy a formula minden legfeljebb negyedfoki polinomra pontos legyen?

8.7.8. feladat. Tekintsiik az f02 Vxf(z) dr integral kozelitésére az Ir(f) = aofo + a1f1 +
as fo kvadratiraképletet. Hatarozzuk meg gy az egyiitthatokat, hogy a képlet minden legfeljebb
mésodfoku polinomra pontos legyen!

8.7.9. feladat. Készitsiik el a harom pontra illeszked6 Gauss—Legendre-formulat! Hatarozzuk
meg ezzel a modszerrel az f_ll 1/(1422) dz integral kozelitését! Adjunk becslést elére a hibara!

8.7.10. feladat. Készitsiik el a két pontra illeszkeds Gauss—Csebisev-formulét! Hatarozzuk meg

ezzel a modszerrel az f_ll 1/vV/1— 22 da, f_llx?’/\/l — 22 dx és f_11 2*/v/1 — 22 dz integralok

"kozelits" értékét! Adjunk becslést elére a hibaral
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EllenSrz6 kérdések

1. Miért van sziikség kvadratiraformulakra?

2. Milyen elven alapulnak az interpolacios kvadratiuraformulak?

3. Mennyiben speciélis kvadratiuraformulak a Newton—Cotes-formuldk?

4. Mik azok a Newton-Cotes-egyiitthatok?

5. Melyik a harom nevezetes Newton—Cotes-formula?

6. Adjuk meg a harom nevezetes Gsszetett kvadraturaformula képletét és konvergenciarendjét!
7. Ismertessiik a Romberg-eljarast!

8. Mekkora pontossagi rend érhets el a Gauss-kvadratira segitségével?

9. Adjuk meg a Gauss-kvadratira kiszamitasanak modjat!
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9. A kozonséges differencialegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus
modszerei

Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-
feladatainak elméleti Gsszefoglalasa utédn azok numerikus megoldési mod-
szereivel foglalkozunk. Ismertetjiik a legtipikusabb egylépéses moédszereket,
és ezek altalanositdsaként a Runge-Kutta tipusi egylépéses illetve a lineéris
tobblépéses modszereket targyaljuk. Ezutadn megvizsgaljuk a specidlis tulaj-
donséaggal rendelkez6 Gn. merev rendszerek tulajdonsagait. A fejezet végén az
ismertetett mdodszerek szamitdgépes realizalasaval, és Matlab programjaikkal
foglalkozunk.

9.1. Bevezetés

A differencialegyenletek gyakori eszkozei a természettudoményos, miszaki, kozgazdasagi folya-
matok leirdsanak, azaz a folytonos matematikai modelleket tobbnyire ezek segitségével lehetsé-
ges (és szokasos) leirni. Az ilyen modellek elemzésével a kozonséges (illetve parcialis) differen-
cidlegyenletek elmélete foglalkozik. Ezek a vizsgélatok elsdsorban a kiilénbdzd jellegi feladatok
megoldhatosagaval foglakoznak, tehat elsGsorban azt vizsgaljuk, hogy a kitiizétt feladat milyen
feltételek mellett korrekt kittzésti. A megoldas konkrét elGallitasa zart alakban (azaz megadasa
olyan képletek segitségével, amelyek ismert és konnyen kiértékelhetd fliggvényeket tartalmaznak)
csak ritkan lehetséges. Ezért gyakorlati szempontbo6l megkeriilhetetlen annak a vizsgalata, ami-
kor a megoldast valamilyen numerikus mddszer segitségével kézelitd alakban keressiik. Mint latni
fogjuk, ezek a modszerek lehet6vé teszik a numerikus megoldas nagy pontossagu és megbizhato
elGallitasat. Ez utobbi azt jelenti, hogy becslést tudunk adni az eredeti feladat elemi eszkozokkel
nem meghatarozhaté pontos megoldésa és az alkalmazott kozelit6 modszerrel nyert numerikus
megoldéas kozotti eltérésre.

9.2. A kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-feladata

9.2.1. definicio.

Legyen G C R x R? egy tartomény (azaz Osszefiiggd, nyilt halmaz), (to,Up) € G egy adott
pont (o € R, @y € R?), f: G — R? egy folytonos leképezés. A

du(t)

—— = f(t,u), u(ty) =1p (9.2.1)

feladatot kezdetiérték-feladatnak, avagy méas szoval Cauchy-feladatnak nevezziik.

A konnyebb attekinthetGség kedvéért irjuk ki a (9.2.1) feladatot koordinatanként! Jeldlje w;(+)
az ismeretlen u(t) vektorértékd fiiggvény i-edik koordinata-fiiggvényét, f; : G — R az f és g,
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(i =1,2,...,d) pedig az 4y vektor koordinatait. Ekkor a Cauchy-feladat felirhaté a kovetkezs
an. koordinatankénti alakban:

dul(t) .
o = Jiltui(t),ua(?), . ua(?)), (9.2.2)
u;(to) = uos

aholi=1,2,...,d.

Egy Cauchy-feladat megoldasa azt jelenti, hogy meghatarozzuk az tsszes olyan u : R — R?
fiiggvényt, amely valamely I C R intervallum pontjaiban egyrészt behelyettesithetd a (9.2.1)
feladatba, mésrészt pedig azt ki is elégiti.

9.2.2. definicié.
Az olyan u : I — R? (I egy nyilt intervallum) folytonosan differencialhaté fiiggvényt, amelyre
o {(t,u(t)): tel}CG;

du(t)
*Tat

° to el és u(to) =1y

=f(t,u(t)), minden ¢ € I,

a (9.2.1) Cauchy-feladat megolddsinak nevezziik.

Amikor a (9.2.1) Cauchy-feladat egy természettudomanyos, miiszaki vagy kézgazdasagi folya-
mat matematikai modellje, akkor alapvets kovetelmény, hogy létezzen egyértelmi megoldasa.
Ennek biztositasara vezessiik be valamely « és 8 pozitiv szamok mellett a H, g(to, o) = {(t,u) :
|t — t0| < a, ||11 —ﬁo”oo < ﬁ} C @G jelolést. (Tehét Ha)g(to,ﬁo) egy (to,ﬁo) kozept, zart, d + 1-
dimenziés téglalap.) Mivel f folytonos a zart H, g(to, o) halmazon, ezért értelmes az M =
Maxg, ,(to,m) If(t, 0)|l valés szam bevezetése. Ekkor minden ¢, |t —to| < min{a,3/M} ese-
tén létezik a (9.2.1) Cauchy-feladatnak u(t) megoldasa. Ha emellett a H, g(to, W) halmazon
az f fliggvény a mdsodik vdltozdjiban lipschitzes, azaz valamely L > 0 allandé mellett minden
(t,u1), (t,u2) € Hy p(to,Wo) pontban teljesiil a

Hf(tvﬁl) - f(tvﬁZ)”oo é L”ﬁl _ﬁ2||oo (923)

un. Lipschitz-féle feltétel, akkor ez a megoldés egyértelm is.

A tovabbiakban a (9.2.1) feladatra mindig feltessziik, hogy létezik olyan alkalmasan megva-
lasztott H, g(to,Wp) C G részhalmaz, amelyen f folytonos és a masodik valtozojaban lipschi-
tzes, azaz létezik egyértelmid megoldésa az Iy := {t € I : |t —to| < T} intervallumon, ahol
T = min{w, 8/M}, és a kozelits megoldast az Iy intervallumon &llitjuk el6.

Mivel a t valtozé az id6t jeloli, ezért egy Cauchy-feladat megoldasa azt irja le, hogy a rendszer
idében hogyan valtozik. Mi a gyakorlati problémak vizsgalata sordn altalaban erre az id&beli
fejlédésre (valtozasra) vagyunk kivancsiak. Ez azt jelenti, hogy ismerve a rendszer allapotat egy
rogzitett kezdeti id6pontban, annak ezen id6pontot kovets allapotat szeretnénk meghatéarozni,
azaz u(ty) ismeretében az u(t) fliggvényt a t > to értékeire vagyunk kivancsiak. A ¢t = ¢y id6-
pontot kezddpontnak, a megoldasfiiggvény ezen pontbeli értékét kezdeti értéknek, a (to,u(to))
part pedig kezdeti feltételnek nevezziik. Nyilvanvaléan nem jelent megszoritast, ha a kezd&pontot
to = 0 értéknek vessziik. Igy a (9.2.1) feladat megoldasanak értelmezési tartomanya a [0, 7] C I
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intervallum, és ekkor feladatunk a kovetkezd alakot Olti:

g%ﬁ:ﬂumm,temﬁL (9.2.4)
u(0) = . (9.2.5)

Célunk a tovabbiakban ezen u(t) fliggvény meghatéarozasa.

9.2.3. megjegyzés. Az f fiiggvény folytonossaga esetén (azaz f € C(H ) mellett) a Cauchy-feladat
u(t) megoldasa egyszeresen folytonosan differencidlhaté is, tehat u € C'*[0, T]. Ugyanakkor, ha f
magasabb rendben sima, akkor a megoldés is simdbba vélik: ha f € CP(H), akkor u € CP*1[0,T7,
ahol p € N. Igy az adott f fiiggvény megfelels simasagéaval a megoldas sziikséges simasaga mindig
biztosithaté. Ezért tehat nem jelent lényeges megszoritast, ha a tovabbiakban — ahol ez sziikséges
— feltessziik, hogy a megoldas megfelelden sima. ©

A numerikus moédszereket — a konnyebb attekinthetGség kedvéért — a skaléris egyenletekre
fogalmazzuk meg, azaz a d = 1 esetet tekintjiik. Legyen Qr := [0,7] x R C R?, f : Qr — R. A
tovabbiakban a

T ft,u), uw(0)=wug (9.2.6)

feladatot nevezziik Cauchy-feladatnak, ahol mindvégig feltessziik, hogy f € C(Qr) és a masodik
véltozdjaban lipschitzes fiiggvény, azaz

|f(ta ul) - f(tvu2)| <L ‘ul - UQ‘ ) V(tvul)v (t7u2) € QTa (927)

tovabba uy € R adott szam. Tehat feladatunk a kovetkezs: keressiik azon megfelelGen sima
u: [0,T] — R fliggvényt, amelyre
du(t)
dt

= f(t,ut)), Vte[0,T], u(0)=up. (9.2.8)

9.2.4. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés: van-e kapcsolat valamely g : R? — R fiiggvény foly-
tonossaga és a masodik véltozojaban valo lipschitzessége kozott? A valasz nemleges, ugyanis,
mint azt a kovetkezd két példa is mutatja, ezek egymastol fiiggetlen feltételek. Legyen elGszor
g(z,y) = y?. Ez a fiiggvény nyilvan folytonos a G = R? sikon, de nem lipschitzes, ugyanis

lg(z, 1) — g(z,y2)| = U7 — ¥5| = [v1 + w2l ly1 — w2l

és igy a (9.2.7) feltétel nem teljesiilhet, hiszen y; és yo tetsz6legessége miatt |y; + y2| nem lehet
feliilr6l korlatos valamely L allandéval.
Legyen most g(z,y) = D(x)y, ahol D(x) a jol ismert Dirichlet-fiiggvény!. Ekkor g sehol sem
folytonos, viszont
l9(z, 1) — 9(@,y2)| = [D(2)] ly1 — 2| < [y1 — 2],

azaz L = 1 értékkel a (9.2.7) Osszefiigges érvényes a G = R? sikon. o

9.2.5. megjegyzés. Hogyan biztosithat6 a lipschitzesség? Tegyiik fel, hogy valamely g : R? — R
fiiggvény az értelmezési tartoméanyanak valamely nyilt H, részhalmazdn a masodik véltozo-
jdban korlatos derivalttal rendelkezik. Ekkor a Lagrange-kozépértéktétel értelmében valamely

LA Dirichlet-fiiggvény definicioja: D(x) = 1, ha = racionalis, és D(z) = 0, ha z irracionlis. Ez a fiiggvény
minden pontban szakad.
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7 € (y1,y2) érték mellett g(x,y1) — g(z,y2) = 029(x, §)(y1 — y2), azaz a (9.2.7) feltétel teljesiil az
L =supy (|02g9(z,y)|) < oo allandoval®. o

A fenti megjegyzés kovetkezménye: ha a (9.2.8) Cauchy-feladat f fliggvénye a @Qr halmazon
folytonos, és a mésodik véltozdjaban korlatos parcialis derivélttal rendelkezik, akkor létezik egy-
értelmd megoldésa a [0, T intervallumon.

9.3. Egylépéses moddszerek

Vegyiik észre, hogy az el6z6 szakaszban felsorolt tételek a megoldas létezésére és annak egyértel-
miiségére vonatkoztak, de nem adnak valaszt annak elsallitasara. Altalaban a kizonséges diffe-
renclélegyenletek kezdetiérték-feladatainak megoldasai csak nagyon specialis f fliggvények esetén
adhatok meg képletek segitségével. Ehelyett numerikus megoldast allitunk el6, ami azt jelenti,
hogy az értelmezési tartoméanyanak egyes pontjaiban az ismeretlen megoldasfiiggvény értékeit
véges szami lépéssel kizelitdleg hatarozzuk meg. A fejezet tovabbi részeiben ilyen eljarasokat is-
mertetiink. Ebben a részben az olyan tipusu eljarasokkal foglalkozunk, ahol valamely rogzitett
idépontbeli kozelitést egy azt megeldzd iddpontbeli kizelités felhaszndldsdval hatdrozunk meg. Az
ilyen modszereket egylépéses modszereknek nevezzik .

Tehat a tovabbiakban a célunk a

du
E = f(tau)v te [OvT]a (931)
u(0) = ug (9.3.2)

feladat egylépéses modszerekkel torténd kozelité megoldasa, ahol T' > 0 olyan szam, amely mellett
a (9.3.1)—(9.3.2) feladatnak létezik egyértelmi, megfelelGen sima megoldasa a [0, T'] intervallumon.

9.3.1. Taylor-sorba fejtéses mdodszer
Ez az egyik legrégebben ismert modszer. A definici6 alapjan a (9.3.1) egyenlet u(t) megoldasara
érvényes az

W (1) = ftu(t), te0,T] (9.3.3)
azonossag. Tegylik fel, hogy az f fliggvény analitikus, és igy tetszéleges rendd parciélis derivaltjai
léteznek a Qr halmazon. Ekkor az u(t) megoldasfiiggvény is analitikus, és ezért akarhanyszor

differencialhat6 [7, 31]. A lancszabaly alkalmaziséval rendre derivilva a (9.3.3) azonossagot a
t* € [0,T] pontban, a kivetkezd egyenléségeket nyerjiik:

u' () = (£, u(t™)),
u(t) = Orf (£, u(t)) + 0o f (8, u(t™)) u'(t"),
u” (") = O f(t*, u(t”)) + 2002 f (7, u(t*)) w/(t) + a2 f (¢, u(t")) (W' (*))*+
+ 02 f (¢, u(t™)) u” (7).

(9.3.4)

Vegyiik észre, hogy u(t*) ismeretében mindegyik derivalt pontosan kiszamithato. (Megjegyezziik,
hogy tetszéleges, magasabb rendi derivalt hasonlé médon kiszamithatd, csak a képletek egyre
bonyolultabba vélnak.) Tegyiik fel, hogy ¢ > t* olyan, amelyre [t*,t] C [0,T]. Mivel az u(t)

2A Oa2g(z,y) jeldlés a g fliggvény masodik valtozéja szerinti parcidlis derivaltat jelenti az (x,y) pontban.
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megoldéasfiiggvény analitikus, ezért Taylor-sora elGallitja a t* pont valamely kérnyezetében. Tehat
a

Tnu(t) _ n u(k)(t*)

’ k!
k=0

(t—t*)F (9.3.5)

Taylor-polinom n — oo esetén konvergal az u(t) megoldashoz, ha ¢ megfeleléen kizel van a t*
ponthoz. Ezért a konvergencia-tartomanyon beliil a megoldas elGallithat6 az

u(t) = i uB () (t —t*)* (9.3.6)

!
— K

egyenlGséggel. A megoldas a (9.3.6) képlet szerinti Taylor-soros el6allitédsa a gyakorlati szamita-
sok sordn kivitelezhetetlen: feltételezi, hogy a t* pontban az f fiiggvény végtelen sok parcialis
derivaltjat ismerjiik, tovabbéa, hogy egy rogzitett ¢ pontban a jobb oldali végtelen numerikus sort
pontosan tudjuk Gsszegezni.

Az u(t) pontos érték kiszamitasa tehat a (9.3.6) képlet szerint nem valdsithato meg. Ezért
a tovibbiakban ennek kizelitését igyeksziink meghatarozni. Kézenfekvs Gtlet, hogy a Taylor-sor
véges szeletét tekintjiik kozelitésnek, azaz

ult) ~ Zp: WOW) ey o (), (9.3.7)

és ekkor az elhagyott rész (azaz a hiba) O((t — t*)P*1) nagységrendi. Definicio alapjan, T}, (t)
az u(t) fiiggvény t* pontbeli p-ed foka Taylor -polinomja.

A (9.3.7) és a (9.3.4) osszefiiggések segitségével az alabbi kozelits eljarasok definidlhatok.

a) Taylor-modszer

Valasszuk a t* = 0 pontot, ahol a kezdeti feltételiink adott®. Ekkor u(t*) = u(0) ismert a
kezdeti feltételbdl, és (9.3.4) alapjan a derivaltak pontosan kiszamithatok. Tehat a (9.3.7)
kozelités alapjan

P ou® (o
ut)y =34 k'( )y (9.3.8)
k=0 ’
b) Lokalis Taylor-modszer
Tekintsiik az alabbi kozelit6 algoritmust.
1. A [0,T] intervallumon a tg,t1,..., ¢y intervallumbeli pontok megadasaval kijel6liink

egy wp = {0 =1ty < t1 < ...<tn_1 <ty =T} tn. rdcshdldt, amelynek lépéskizeit
h; = tiy1 —t;, (ahol ¢ = 0,1,... N — 1,) mig finomsdgdt h = max; h;-vel jeloljik. (A
tovabbiakban ezekben a pontokban hatarozzuk meg a kozelitéseket, és u(t;) kozelitését
yi-vel, mig u®) (t;) kozelitését y®) _val jelsljiik, ahol k = 0,1, ..., p.4

2. yék) értékei a sziikséges k = 0,1,...,p értékekre a (9.3.4) Osszefliggések segitségével,

t* = 0 behelyettesitéssel pontosan kiszamithatok.

3Az el6z6 szakaszban leirtakbol kdvetkezik, hogy értelmes a megoldasfiiggvény ¢t = 0 pontbeli derivaltjairol
beszélni.
4Szokasosan a nulladik derivalasi rend (k = 0) a fiiggvényértéket jelenti.
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b
m=>_ i, (9.3.9)
k=0

képlettel meghatarozzuk az u(t) kozelitését.

4. Az i=1,2,...,N — 1 értékekre y; ismeretében a (9.3.4) Gsszefliggések segitségével a
t* =t; és u(t*) = u(t;) = y; behelyettesitéssel kizelitéleg meghatarozzuk ygk) értékeit
ak=0,1,...,p értékekre.

5. Az
(k)

Yi
vier = bt (9.3.10)
k=0

képlettel meghatarozzuk az u(t;11) kozelitését.
Irjuk ki a lokalis Taylor-modszer algoritmusat (9.3.10) alapjan a p = 0, 1,2 esetekre!

e Ha p = 0, akkor y; = yo minden ¢ értékre, igy ez az eset a gyakorlat szempontjabol
érdektelen.

e Legyen p = 1. Ekkor
ahol yg = up adott.

e Legyen p = 2. Ekkor a szamitasi algoritmus

h3 h3
Yit1 = yi + hiy, + 71/2/ =y + hif(ti,y) + > (O1f(ti,ys) + 0o f (tiy ys) f(tisyi)), (9.3.12)

ahol i =0,1,... N — 1 és yg = ug adott.
Hasonlitsuk Ossze a Taylor-modszert és a lokalis Taylor-modszert!

1. Mindkét modszer esetén a p-ed foka Taylor-polinomot hasznaljuk, ezért a modszer szik-
ségessé teszi a p — 1-ed rendig bezardlag valamennyi parcialis derivalt meghatarozasat.
Ezek szama p(p + 1)/2 — 1, és mindegyikben sziikséges a fiiggvények kiértékelése is. Ez
mér viszonylag kis p értékek mellett is rendkiviil munkaigényes, és ez a moédszer gyakor-
lati alkalmazhatésagénak komoly korlatja®. Ezért a Taylor-modszer gyakorlatban elérhetd
pontossaga behatarolt.

2. A Taylor-moédszer ugyan p novelésével egyre pontosabban kozeliti a megoldast, valamint
tetszGleges pontban kozvetleniil kiszamithato a kozelités, de csak olyan ¢ értékekre, amelyek
a Taylor-sor konvergencia-sugaranal kisebbek. Ez a moédszer egyik legnagyobb hatranya: a
konvergencia-sugar altalaban nem ismert, vagy a konvergencia-sugar kisebb T-nél, igy a
teljes [0, 7] intervallumon nem lehetséges a kozelité megoldas elGéllitasa.

3. A Taylor-médszer elénye, hogy ha csak egy rogzitett t = ¢ pontban vagyunk kivancsiak a
kozelitésre, és ez a pont a konvergenciatartomanyon beliil helyezkedik el, akkor kozvetle-
niil, egy lépésben meghatarozhato a kozelités. A lokélis Taylor-modszer kikiiszoboli a fenti
hidnyossagokat, hiszen h a sziikséges médon, akarmilyen kicsinek valaszthat6. Ugyanakkor
ennél a modszernél n darab feladat megoldasa sziikséges, ahol ho + hy + ... + hp_1 = t,
mivel csak a teljes [0, ] idSintervallumon tudjuk elallitani a kozelitést.

5Az utébbi években elterjedt szimbolikus szamftasos programok ugyan lehet&séget adnak az automatikus
derivalasra, de a probléma még tovabbra is fennall.
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4. A Taylor-mdédszer alkalmazésa esetén a pontos és a kozelité megoldas eltérésére a Taylor-
polinom hibatagjaval becslést tudunk adni. A lokalis Taylor-modszer esetén viszont a mod-
szer hibaja kozvetleniil nem latszik, ugyanis az eltérés két részbsl adodik:

a) minden lépésnél a Taylor-modszerhez hasonloan a fliggvény n-ed foka Taylor-polinom-

b) a Taylor-polinom egyiitthatoit (azaz a megoldasfiiggvény derivaltjait) csak kozelitsleg

tudjuk meghatérozni. (Raadasul, az itt elkovetett hiba a lépések sorén felhalmozod-
hat.)

5. Vegyiik észre, hogy a fenti Taylor-modszerek felépitéséhez nem sziikséges a megoldas ana-
litikussaga. Elegends csak a megoldas p 4+ 1-szeres folytonos differencidlhatosaga, azaz ele-
gend§ az f € CP(Qr) simaségi feltétel.

9.3.1. példa. Tekintsiik az

W =-u+t+1, tel0,1],

w(0) = 1 (9.3.13)

feladatot, amelynek pontos megoldasa u(t) = exp(—t) + ¢t. Ebben a feladatban f(t,u) =
—u+t+1, ezért
w'(t) = —u(t) +t+1,
u(t) = —u'(t) + 1 = u(t) — ¢, (9.3.14)
)

tehat w(0) =1, «/(0) =0, «”(0) =1, u"(0) = —1. A Taylor-modszer esetén a kozelits
polinomok:

Too(t) =14+1%/2, (9.3.15)
Ts,u(t) =1+ t2/2 - t3/6.
Ezért a t = 1 pontban T3 ,(1) = 1, Ty (1) = 1.5, T5 ,(1) = 1.333. (Konnyen kiszamithato,

hogy T4, (1) = 1.375 és T5,(1) = 1.3666.) Mint lathato, ezek az értékek csak viszonylag
magas n esetén kozelitik megfelelGen az u(1) = 1.367879 értéket.

Alkalmazzuk a (9.3.10) lokalis Taylor-moédszert, figyelembe véve a (9.3.14) derivaltakat.
Az elsérendii modszer algoritmusa

Y1 =Y+ hi(—yi+t;+1), i=0,1,...,N—1, (9.3.16)

mig a mésodrendd modszer algoritmusa

2
Yir1 =Y +hi(—yi + 6 + 1) + %(yi —t;), i=0,1,...,N—1,
ahol hy + ho + ...+ hy = T. Szamitasainkat a h; = h = 0.1 egyenkozd (an. ekvidisztans)
racshalon végezziik el. A 9.3.1. tablazatban a [0,1] intervallum racspontjaiban hasonlitjuk
ossze a lokalis és globélis Taylor-moédszereket. (LT1 és LT2 a lokélis elsé- illetve méasodrendi
Taylor-médszert, mig T1, T2 és T3 a els6-, masod- és harmadrendd Taylor-médszereket
jeloli.)

S
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| ti || apontosmegoldas | LT1 | LT2 [[ T1 [ T2 | T3 |

0.1 1.0048 1.0000 | 1.0050 || 1.0000 | 1.0050 | 1.0048
0.2 1.0187 1.0100 | 1.0190 || 1.0000 | 1.0200 | 1.0187
0.3 1.0408 1.0290 | 1.0412 || 1.0000 | 1.0450 | 1.0405
0.4 1.0703 1.0561 | 1.0708 || 1.0000 | 1.0800 | 1.0693
0.5 1.1065 1.0905 | 1.1071 || 1.0000 | 1.1250 | 1.1042
0.6 1.1488 1.1314 | 1.1494 || 1.0000 | 1.1800 | 1.1440
0.7 1.1966 1.1783 | 1.1972 || 1.0000 | 1.2450 | 1.1878
0.8 1.2493 1.2305 | 1.2500 || 1.0000 | 1.3200 | 1.2347
0.9 1.3066 1.2874 | 1.3072 || 1.0000 | 1.4050 | 1.2835
1.0 1.3679 1.3487 | 1.3685 || 1.0000 | 1.5000 | 1.3333

9.3.1. tablazat. A lokalis Taylor-modszer és a Taylor-médszer 6sszehasonlitédsa a h = 0.1 1épéskozii
racshalon

[ahlépeskdz | L1 | LTz [ TL [ T2 [ T3 |
0.1 1.92¢ — 02 | 6.62¢ — 04 | 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.01 1.80¢ — 03 | 6.12¢ — 06 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.001 1.85¢ — 04 | 6.14¢ — 08 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345
0.0001 1.84¢ — 05 | 6.13¢ — 10 || 0.3679 | 0.1321 | 0.0345

9.3.2. tablazat. A lokalis Taylor-modszer és a Taylor-moédszer hibdja h lépéskozd racshalon a
maximumnormaban

A vizsgalt modszerekkel nyert numerikus megoldas és a pontos megoldéas eltérése a racshélo
pontjaiban meghatéarozza az e; = y; —u(t; koordinataju hibavektort, és ennek maximumnorméjat
hasonlitjuk Ossze a 9.3.2. tablazatban a kiilonbo6z6, egyre finomodd racshélékon. Jol lathatod,
hogy h csokkenése esetén a lokalis Taylor-mdédszer hibaja csdkken, viszont a Taylor-médszer altal
nyert eredmény véltozatlan marad. (Ez utobbi természetes kovetkezménye annak, hogy a modszer
fiiggetlen a lépéskoz megvalasztasatol.)

A lokalis Taylor-moédszer egylépéses modszer, hiszen a t; pontbeli értékek hatarozzédk meg a
t;+1-beli kozelitést. A hibaanalizise meglehetGsen bonyolult. A korabbiakban leirtaknak megfele-
16en (és amit a fenti példa is jol mutat), y;11 kozelitésnek az u(t;11) pontos értéktsl valo eltérését
tobb tényezd okozza.

e Az un. lokdlis approximdcids hiba, ami a Taylor-sor Taylor-polinommal val6é helyettesité-
sébdl ered, feltételezve, hogy a t; pontbeli értéket pontosan ismerjiik. Ennek a [t;,t; + h;]
intervallum hossza szerinti rendjét, vagyis az u(t;+1) — Ty u(ti+1) eltérés h; szerinti rendjét
lokdlis hibarendnek nevezziik. (MegfelelGen sima fiiggvények esetén ez a rend O(hP1h).)

e Minden lépésben (kivéve az els6t) a sorbafejtésben nem a pontos ¢;-beli értékek, hanem
azoknak kozelitései szerepelnek, és ezek az eltérések a lépések soran felhalmozodhatnak.

e Minden szamitésnal kerekitési hibak is fellépnek, amelyek jelentGsen torzithatjak a kozeli-
tést. Ez természetes velejardja a szamitogépek korlatozott pontossaganak, és nagysaga fligg
a gépi pontossagtol. (A modszerek vizsgalata sordn mi ezen hibaval nem foglalkozunk.)

e Amikor a [0, 7] intervallumon megoldjuk a feladatunkat, akkor egy t* € [0, T] pontbeli ko-
zelités els6 két hibaforrasbol ered6 hibajat globdlis hibinak nevezzik. Intuitiv modon azt
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mondjuk, hogy a médszer konvergens a t = t* pontban, amikor a h maximalis 1épéskdz
nulldhoz tartasa esetén ez a globalis hiba is nulldhoz tart. A globalis hiba nulldhoz tarté-
sdnak rendjét a modszer konvergenciarendjének nevezziik. Ez a rend fiiggetlen a kerekitési
hibaktol. Mivel a t = t* pontbeli kozelités meghatarozasahoz kb. n 1épést kell tenniink, ahol
nh = t*, ezért O(hP*1) lokalis csonkolési hiba mellett a globalis konvergencia varhato rendje
O(h?). (A 9.3.2. tablazat LT1 és LT2 modszereihez tartozd eredmények ezt alatamasztjak:
az LT1 els6rendben, mig LT2 mésodrendben konvergens a ¢* = 1 pontban.)

9.3.2. megjegyzés. A Taylor-modszer alkalmazasa és viselkedése az v = 1 — ¢t/u differencial-
egyenleten jol lathaté a
http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/0OrdinaryDE/Taylor/Taylor.html
linken lév6 animéacion. ¢

9.3.2. Néhany nevezetes egylépéses modszer

Az el6z6 részben lattuk, hogy numerikus szempontbdl a lokalis Taylor-médszer kiilonosen p = 1
esetén el6nyos: a (9.3.11) képlethez nem kell meghatarozni az f fliggvény parcialis derivaltjait,
és a lépéskozok csokkentésével a racspontokban az ismeretlen fiiggvény jol kozelithetd. Ebben
a részben az a célunk, hogy djabb, hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezd egylépéses modszereket
definialjunk.
Az LT1 modszert az ismeretlen u(t) megoldasfiiggvénynek a [¢;,¢;41] intervallumon T4 ,,(t)
csonkolési hiba)
lu(tiyr) — Tiu(tiv:)| = O(h?), i=0,1,...,N—1, (9.3.17)

azaz masodrendben pontos az approximéci6. Adjunk meg T7 ,,(¢) helyett olyan més, P (t) elséfoka
polinomot, amely mellett a (9.3.17) becslés tovabbra is érvényben marad, azaz

u(tiv1) = Pi(tivn)| = O(R7). (9.3.18)

Mivel T ,(t) a megoldasgorbéhez a (t;,u(t;)) pontbeli érints, ezért olyan P;(t) polinomot ke-
resiink, amely szintén adtmegy ezen a ponton, de irdnyat — mivel a megoldasgorbe racspontbeli
értekeibdl akarjuk meghatarozni — az u(t) fiiggvény t; és t; 1 pontbeli érintSinek iranya hatarozza
meg. Ezért legyen Py (t) := u(t;) + ot —t;) (t € [ti, tit1]) alaka, ahol o = a(u/(¢;), v/ (ti+1)) egy
adott fiiggveény. (Példaul, az o = u/(t;) megvalasztassal P;(t) = T4 ,,(t), és ekkor természetesen
(9.3.18) érvényes.)

Lehet-e mas alkalmas megvéalasztas is? Mivel

u(tiJrl) = u(ti) + u/(ti)hi + O(h?), (9319)
ezért
u(tipr) — Pr(tiv1) = hi(W/(t:) — o) + O(h3),
azaz (9.3.18) pontosan akkor teljesiil, amikor az

becslés érvényes.

6Mindegyik [t;,t;+1] intervallumon més polinomot hatarozunk meg, de a polinomok ezen i-t51 valo fiiggését a
jeloléseinkben nem hangsilyozzuk.
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9.3.3. tétel.

Tetszoleges 0 € R esetén az
a=(1-0)u(t;) + 0u'(tis1) (9.3.21)

megvalasztasiu « fliggvény esetén a (9.3.20) becslés érvényes.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a (9.3.19) felbontést az u/(¢) fiiggvényre!
u' (tig) = o/ (t;) +u” (t)h; + O(h3), (9.3.22)
és behelyettesitve a (9.3.22) Osszefiiggést a (9.3.21) képletbe,
o —u'(t;) = 0u” (t;)h; + O(h?) (9.3.23)
Osszefiiggést nyerjiik, ami az allitdsunkat bizonyitja. W
9.3.4. kovetkezmény. A fenti P (t) polinom az
Yi+1 = Yi + ah; (9.3.24)
egylépéses numerikus modszert hatarozza meg, ahol a (9.3.21) és a (9.3.1) Osszefiiggések alapjan

a=(1-0)f(ti,y;) + 0f(tis1, Yir1)- (9.3.25)

9.3.5. definicio.

A (9.3.24)-(9.3.25) numerikus modszert #-modszernek nevezziik.

9.3.6. megjegyzés. A f-modszer esetén is jellemzs, hogy y; valamilyen kozelitése az u(t;) pon-
tos értéknek, és az eltérés — a Taylor-modszernél is emlitettekkel megegyezGen — alapvetGen a
kovetkezGk miatt van:

a) minden lépésnél az u(t) megoldasfiiggvényt az elséfoka P (t) polinommal approximaljuk,

b) a P (t) polinomban az « egyiitthatot (azaz a megoldasfiiggvény derivaltjait) csak kozelitSleg
tudjuk meghatérozni.
o

Mivel az « irdnyt a megoldasfiiggvény t; és t;11 pontbeli érintSinek iranya hatarozza meg, ezért
altalaban gy valasztjuk meg, hogy ezen két érték kozé essék. Ezért a 6 paramétert csak a [0, 1]
intervallumbol szokisos megvalasztani. A tovdbbiakban harom, specidlisan megvalasztott 6 €
[0, 1] értékhez tartozé numerikus modszert vizsgalunk meg.

Az explicit Euler-moédszer

Tekintsiik a 0-modszert a 0 = 0 megvalasztassal! Ekkor (9.3.24) és (9.3.25) a kévetkezd numerikus
modszert generaljak:
Yis1 = yi + hif(tiys), i=0,1,...,N—1. (9.3.26)
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Mivel y; az ismeretlen u(t) fiiggvény t; pontbeli kozelitése, ezért értelemszertien
Yo = u(0) = uo, (9.3.27)
vagyis a (9.3.26) iteracioban az i = 0 értékhez tartozo yo adott érték.

9.3.7. definicio.

A (9.3.26)—(9.3.27) képletekkel definialt egylépéses modszert explicit Euler-mddszernek nevez-
ziik.

Mivel a 8 = 0 esetén o = u/(t;), ezért ebben az esetben a modszert definialé Py polinom
megegyezik az elsérendd Taylor-polinommal. Tehat az explicit Euler-modszer azonos a (9.3.11)
képlettel definialt els6foku kozelitéses lokalis Taylor-mddszerrel.

9.3.8. megjegyzés. A (9.3.26)—(9.3.27) modszert azért nevezziik explicitnek, mert a ¢; pont-
beli érték ismeretében kozvetleniil, egy egyszerd fiiggvénybehelyettesitéssel kiszamithato a t;41
pontbeli kozelités. o

Vizsgaljuk meg el6szor, hogy egy rogzitett
wp ={t; =1th; i=0,1,...,.N; h=T/N}

ekvidisztans racshélén milyen becslés adhatd az explicit Euler-moédszer altal nyert numerikus
kozelités és a pontos megoldés eltérésére valamely ¢, € wy pontban! (Az el6zGekben leirtaknak
megfelelen tovabbra is feltessziik, hogy az f fliggvény a mésodik valtozdjaban lipschitzes, és a
megoldas megfelelGen sima.)
Jeldlje
€ = Y; —U(ti), i:O,l,...,N (9328)

egy tetszéleges t; € wy racspontbeli pontbeli hibat.
A (9.3.26) explicit Euler-modszer képletébe behelyettesitve a (9.3.28) definiciobol kivetkezd
y; = e; + u(t;) kifejezést, érvényes a kiovetkezd egyenlGség:

€it1 — € = _(u(ti+1) — u(tz)) + hf(ti, e; + u(tl))

— (At ults)) — (ultiga) — (k)] + b [F(tsyes + ults)) — (ks ult:)]. (9:5.29)
Igy, bevezetve a
9i = hf(ti,u(ts)) — (ultivr) —u(ts), i = fti,ei +ults)) — f(ti, ulti)) (9.3.30)
jeloléseket az
eit1 — e = gi + h (9.3.31)

uin. hibaegyenletet kapjuk.

9.3.9. megjegyzés. Vizsgiljuk meg a (9.3.30) definicioban szerepl§ két tagot! A g; tag azt
mutatja, hogy a pontos megoldas az explicit Euler-modszer (9.3.26) hf(t;,v:) — (yix1 —yi) =0
alakban felirt képletét milyen pontosan elégiti ki. Ez a kifejezés azt a hibat tartalmazza, ami
az u(t) megoldasfiiggvénynek a [t;, ¢;41] intervallumon torténd, elséfoka Taylor-polinommal valo
hogy a modszer egy 1épése soran mekkora hiba keletkezik abbol, hogy az y;41 érték kiszamolasara
szolgalo képletben a pontos u(t;) érték helyett annak y; kozelitésével szamolunk. ¢
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Az f fiiggvény lipschitzessége kivetkeztében
b = | f(ts, e +ults)) — f(ts, uts)] < Li(e; +uts)) — ults)| = Lle;]. (9.3.32)
Igy a (9.3.31) és a (9.3.32) Osszefiiggések alapjan
leita] < leil + |gil + hlvil < (14 hL)les| + [gi] (9.3.33)
minden ¢ =0,1,...,n — 1 értékre. Ezért

len| < (14 hL)|en—1|+ lgn-1] < (1 4+ L) [(1 + hL)len—2| + [gn—2[] + |gn-1]
= (L+hL)*|en—2| + [(1 + hL)|gn—2| + [gn-1l]

no1 i (9.3.34)
< (L+hL)"eo| + > (1+hL)|gn-1-i| < (1 +RL)" |leo| + > |gn“-|1 :
=0 =0

(Az utolso lépésben az (1 + hL)! < (14 hL)", i =0,1,...,n — 1 egyenlStlenséget alkalmaztuk.)
Mivel tetszleges pozitiv = esetén 1 + x < exp(z), ezért az nh = ¢, relacié kovetkeztében (1 +
hL)™ < exp(nhL) = exp(Lt,). Igy (9.3.34) alapjan

len| < exp(Lty)

n—1
leol + |gn1i|‘| . (9.3.35)
i=0
Adjunk becslést a |g;| kifejezésre! Konnyen lathatéan
1
u(tivr) —ults) = u(t; + h) —u(t;) = h'(t;) + 5u"(gi)h2, (9.3.36)

ahol & € (t;,t;+1) egy adott pont. Mivel f(t;, u(t;)) = u'(t;), ezért a

1 t < 12 t ::M
g{gﬁlu (t)] _I[gggflu (t)] 2

relacio miatt a g; tagra - a (9.3.30) szerinti definicidja kovetkeztében- érvényes a

M
il < =57 h? (9.3.37)

egyenlGtlenség. Ekkor a (9.3.35) és a (9.3.37) becslések alapjan

M. t, M.
eal < exp(Ls) [lol + 32| = expLen) ol + 2520 (9.3.39)
becslés. Mivel eg = 0, ezért érvényes a
tn M
len| < exp(Ltn)22h, n=0,1,...,N (9.3.39)

2

becslés.

A 9.3.6. megjegyzésben felsoroltuk a modszer hibajanak, azaz a pontos és a kozelité megol-
das eltérésének forrasait. A modszer alkalmazasanak {6 célja annak biztositésa, hogy a finomodé
racshélok sorozatéan elGéllitott numerikus kozelitések tartsanak (konvergdljanak) a pontos meg-
oldashoz. Ezt akérédst tobb szempontbdl is megvizsgalhatjuk.
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a. Egy rogzitett t* € [0, T] pontban a racshalé finomitésaval hogyan viselkedik a kozelits és
pontos érték kiillonbsége?

b. Tetszoleges rogzitett t* € [0,T] pont esetén a racshalé finomitéasaval hogyan viselkedik a
kozelits és pontos érték kiilonbsége a [0, t*] intervallumon?

ElGszor az a. kérdéssel foglalkozunk.

Ekvidisztans racshalok sorozatan viszonylag egyszertien belathato a kovetkezs allitas.

9.3.10. tétel.

Legyen t* € [0,T] tetszoleges rogzitett pont. Tekintsiik h — 0 mellett a [0,¢*] intervallumon
az
wp = {t; =ih; 1=0,1,...,n; h=t"/n} (9.3.40)

ekvidisztans racshalok sorozatat. Ekkor a t* pontban az explicit Euler modszer els6rendben
konvergens.

Bizonyitas. Nyilvanvaléan n index h-tol fiigg, és h — 0 esetén n — co. Emellett tetsz6leges h
esetén t,, = nh = t*. Azt kell megmutatnunk, hogy az e, = y,, — u(t*) hibara e,, = Ch, ahol C
egy h-t0l fiiggetlen allandé. Tekintsiik a (9.3.39) egyenlStlenséget! Mivel ¢,, = t*, ezért

len| < exp(Lt*) h. (9.3.41)

* Moy
2
Igy az allitasunk kozvetleliil kovetkezik a C' = 0.5 exp(Lt*)t* M allandéval. B

Az explicit Euler-modszer régzitett pontbeli konvergencidjanak fenti bizonyitasa viszonylag
egyszerden kiterjeszthet6 az alkalmasan megvalasztott nemekvidisztans racshalokra is. Legyen
most

wh, ={0=tg<t1 <...<tp_1 <t,=1t"} (9.3.42)

egy valtozo lépéshosszisagu racshalo a [0, ¢*] intervallumon. Vezessiik be a

hi = ti+1 - ti, h= max hi, hmin = min hl
1=0,...,n—1 1=0,...,n—1

jeloléseket.
A

9i = hif(ti, u(ts)) — (u(tivn) —ults)), i = fti,e; +u(ts)) — f(ti, u(ts)) (9.3.43)
jeloléesekkel a (9.3.33) becslés igy irhato at:

leir1| < les| + |gil + halvs| < lei| + |gil + hiLlei| <

(9.3.44)
(1+ hiL)|ei| + |gil <exp(hiL)|e;| + |gi| < exp(hiL)[lei| + [g:]] -

Ekkor a t* = t,, € wy,, racspontbeli a (9.3.34) hiba becslése, a (9.3.44) relacio figyelembevételével
igy alakul:
len| < exp(hn—1L) [len—1]+ |gn-1]]
<exp(hn-1L) [exp(hn—2L) (Jen—2| + [gn—2]) + |gn—1]]
=exp((hn-1 + hn—2)L) (len—2| + gn—2| + gn-1]) (9.3.45)

leo| + Z |gni|] :
i=1
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Jelolje
K, = K(wp,) = h/hmin (9.3.46)
az wp,, racshalo felosztasat jellemzs szamot. Ekkor a
o < 2202 (9.3.47)
becslés alapjan
lgi| < %fﬂ < %h[ﬁ,hmm. (9.3.48)

Nyilvanvaléan hy,—1 + hpo + ...+ ho = t, = t* és nhpn < t, = t*, ezért (9.3.45) és (9.3.48)
alapjan

MyK,
len| < exp(t*L) [|60| + t*22h:| . (9.3.49)
Mivel eg = 0, ezért
Myt* K,
eal < xp(ret) (22552 ) (9350

A valtozo racshalon valo konvergencidhoz tekintsiik az (wy,) racshalok olyan sorozatat, ame-
lyek az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek:

e Létezik olyan K > 0 allandé, hogy mindegyik racshalora
K, < K. (9.3.51)
e Az egyes racshalok h maximélis 1épéskoze nulldhoz tart.

A tovabbiakban a fenti tulajdonsagu racshalosorozatot reguldrisnak nevezzik.

9.3.11. megjegyzés. Az osztasrészek szaménak novelésével elGallitott ekvidisztans racshaldso-
rozatok regularisak, hiszen (9.3.51) a K = 1 allandoéval teljesiil. Tovabba az is kénnyen meggon-
dolhato, hogy a regularis racshalésorozat masodik feltételébsl nem kovetkezik a (9.3.51) tulaj-
donség. ©

A (9.3.50) becslés alapjan  koézvetleniil belathato az alabbi allitas.

9.3.12. tétel.

Legyen t* € [0,T] egy rogzitett pont az (wp,) a [0,¢*] intervallumon értelmezett regularis
racshalésorozat. Ekkor a t* pontban az explicit Euler médszer els6rendben konvergens.

Bizonyitas. Mivel a racshalosorozat regularis, ezért a (9.3.50) becslés felirhaté az

Mgt*K) L
2

len| < exp(Lt) < (9.3.52)

alakban. Innen a 9.3.10. tétel bizonyitasa megismételhets.

Térjiink at a b. kérdésre! Az eddigi konvergenciavizsgalatok soran azt vizsgaltuk, hogy a [0, T
intervallum egy rogzitett t* pontjaban a [0,¢*] intervallumon értelmezett racshalokon a kozelitd
megoldasok sorozata tart-e a pontos megoldashoz a t = t* pontban. Most azt vizsgaljuk meg, hogy
a megfelels racshaldsorozatokon elgéllitott numerikus megoldéisok sorozata vajon az intervallum
mindegyik pontjaban konvergens-e?
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9.3.13. tétel.

Legyen (wp, ) egy regularis racshélosorozat a [0, t*] intervallumon. Ekkor az intervallum mind-
egyik pontjaban az explicit Euler médszer elsérendben konvergens.

Bizonyités. A racshélosorozat lim h = 0 tulajdonsaga kovetkeztében minden ¢ € [0, ¢*] ponthoz
létezik olyan (t,,) sorozat, hogy mindegyik racshélora ¢,, € wp, és lim,, oo t,, = t. Ezért
ezekben a t,, pontokban felirva a (9.3.52) becslést, az

len, | = |yn, —u(tsn,)| < Ch (9.3.53)

alakban, ahol

C = exp(Lt*) (W>

(9.3.54)

adott allando. Mivel b — 0 esetén n, — oo, ezért a (9.3.53) egyenl6tlenségben attérve a h —
0 hatarérékre, valamint felhasznélva az u fiiggvény folytonossagit, a tételiink allitasat jelentd
limy, 0 yn, = u(t) Osszefiiggest kapjuk. W

Nyilvanvaloan elegendd volt az allitast csak a regularis racshalosorozaton megmutatni, hiszen
az ekvidisztans felosztason valé konvergencia ebbdl mér kovetkezik.

9.3.14. kovetkezmény. Vegyiik észre, hogy a (9.3.54) modon definialt C kifejezés t* monoton
nove fiiggvénye. Ezért tehat a 9.3.13. tétel alapjan érvényes az alabbi allités.

9.3.15. tétel.

Legyen (wp,) egy regularis réacshalosorozat a [0,7] intervallumon. Ekkor az intervallu-
mon mindegyik pontjdban az explicit Euler modszer elsérendben konvergens a C =
0.5M>TK exp(LT) allandoval.

<

9.3.16. megjegyzés. Lathaté, hogy az explicit Euler-médszer esetén a lim,_ge, = 0 egyen-
16séghez nem sziikséges az yo = ug megvalasztas, elegends, ha yg = uo + O(h), mert ebben az
esetben ey = O(h). (Emellett, tovabbra is e, = O(h).) ©

Az implicit Euler-moédszer

Tekintsiik a f-modszert a 6 = 1 megvalasztassal! Ekkor (9.3.24) és (9.3.25) a kovetkezs numerikus
moédszert generalja:

Yit1 = Yi + hif(ti+1ayi+1)7 i=0,1,..., N — L, (9355)
Yo = UQ- (9356)

9.3.17. definicid.

A (9.3.55)—(9.3.56) képletekkel definialt egylépéses modszert implicit Euler-mddszernek nevez-
ziik.
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9.3.18. megjegyzés. A (9.3.55) implicit Euler-mo6dszert azért nevezziik implicitnek, mert az
idében valo elérehaladashoz y; ismeretében y;.1 értékét minden egyes idglépésben egy (tipikusan
nemlinearis) egyenlet megoldasaval tudjuk csak meghatarozni. ¢

Az implicit Euler-mo6dszer e; hibafiiggvényére a hibaegyenlet a kévetkezé modon irhato fel:

eir1 —e; = —(u(tiz1) —u(ts)) + hi f (tig1, w(tiza) + €it1)

= [hif(titr, u(tivr)) — (w(tivn) — w(ts))] + hi [f (fir, u(tizr) + ein) = f(tivr, ultivn))] -
‘ (9.3.57)
Igy a

gi = hif(tivr,utivn)) = (u(tivn) —ut:)), i = ftirr, ultiv)+eirr) = f(tiv, u(tivn)) (9.3.58)

jelolésekkel ismételten a (9.3.31) alaka hibaegyenletet nyerjiik.
Nyilvanvaléan

u(tivr) —u(ts) = u(tivr) — u(tizn — hi) = hiu/ (tig1) — %U"(fz‘)h?, (9.3.59)

ahol &; € (t;,t;11) egy adott pont. Masrészt, f(ti11,u(tit1)) = v (tiy1). Ezért g; (9.3.58) szerinti
definicija kovetkeztében érvényes a

M.
lgil < 23 (9.3.60)

egyenl6tlenség. Ugyanakkor az implicit Euler-moédszer esetén v; a t; 1 pontbeli kozelitéstol és a
pontos megoldastol egyarant fligg, ezért az explicit Euler-moddszer vizsgalata ebben az esetben
valtozatlan formaban nem ismételhetd meg. (A modszer e, hibafliggvényének nulldhoz tartasaval
késsbb foglalkozunk.)

A Crank—Nicolson-moédszer

Tekintsiik a f-modszert a 0 = 0.5 megvalasztassal! Ekkor (9.3.24) és (9.3.25) a kévetkezs nume-
rikus modszert generalja:

h; .
Yirl — Yi = 5[f(t¢7yi)+f(ti+1,yi+1)]a i=0,1,...,N—1, (9.3.61)
ahol Yo = UQ-

9.3.19. definicié.
A (9.3.61) egylépéses modszert, Crank—Nicolson-mddszernek nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a Crank—Nicolson-moédszer is implicit.

A Crank—Nicolson-moédszer hibafiiggvényére az explicit és implicit Euler-médszerek hiba-
egyenleteinek kombinalasaval konnyen nyerhetd a (9.3.31) alaka hibaegyenletet, ahol most

hi [f (tisu(ti)) + f(tivr, u(tivn))] — (u(tivn) — u(ti)),

[f (ts, u(ts) 4+ ei) — f(ti, u(ts))] + % [f(tivr, u(tive) + eir1) — f(tivr, u(tiv))].

gi =

i =

(9.3.62)

NN R

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



9.3. Egylépéses médszerek 237

| ti || apontosmegoldés | EE | IE [ CN |
0.1 1.0048 1.0000 | 1.0091 || 1.0048
0.2 1.0187 1.0100 | 1.0264 || 1.0186
0.3 1.0408 1.0290 | 1.0513 || 1.0406
0.4 1.0703 1.0561 | 1.0830 || 1.0701
0.5 1.1065 1.0905 | 1.1209 || 1.1063
0.6 1.1488 1.1314 | 1.1645 || 1.1485
0.7 1.1966 1.1783 | 1.2132 || 1.1963
0.8 1.2493 1.2305 | 1.2665 || 1.2490
0.9 1.3066 1.2874 | 1.3241 || 1.3063
1.0 1.3679 1.3487 | 1.3855 || 1.3676

9.3.3. tablazat. Az explicit Euler-moddszer (EE), az implicit Euler-modszer (IE) és a Crank—
Nicolson moédszer (CN) Gsszehasonlitdsa a h = 0.1 lépéskozd racshalon

Adjunk becslést a (9.3.62) képletben szerepld g; kifejezésre! A tipr =t + 0.5h; jeloléssel fejtsiik
sorba az u(t;) = u(t;, 1 —hi/2) és az u(tiy1) = u(t; 1 +hi/2) kifejezéseket a t = t; 1 pont koril.
Ekkor

h3
u(tiyr) —ults) = hiu!(tiy1)2) + é(u " +u"(€7)), (9.3.63)
ahol &}, &2 € (t;,t;+1) adott pontok. Mésrészt

f(to,u(ts)) 4+ ftivr, ultivn)) = o' (t:) + o' (ti). (9.3.64)

Sorba fejtve a (9.3.64) jobb oldali fliggvényeit a t = ¢, +1 pont koriil, az

2
% [f(tisults)) + f(tisn, ultin)] = ' (tig 1) + %(U”'(&f’) +u"(€)). (9-3.65)

egyenl6séget kapjuk. Ezért (9.3.63) és (9.3.65) alapjan a g; kifejezésre érvényes a

M; 3 "
—=h; Ms; =m t 9.3.66
6 ¢ ) 3 [07?‘3]( |u ( )| ( )

|gi| <
egyenlGtlenség.

A 9.3.3. tablazatban a (9.3.13) tesztfeladat fenti harom numerikus modszerrel valo megoldasat
ismertetjiik. A 9.3.4. tdbldzatban a hibakat a maximumnormaban hasonlitjuk Gssze a kiilonbo-
73, egyre finomodé racshalokon. Az eredményekbdl megallapithatd, hogy régzitett racshalon a
numerikus megoldas explicit Euler-médszer és implicit Euler-moédszer esetén nagyjabol hasonld
pontossagot ad, mig a Crank—Nicolson-modszer pontosabb az el6z6 két modszernél. A finomodo
racshalokon azt figyelhetjiik meg, hogy a Crank—Nicolson-médszer hibafiiggvénye O(h?), az exp-
licit Euler-modszer és az implicit Euler-médszer hibafiiggvénye viszont csak O(h) rendben tart
nulldhoz. (Az altalanos alaka 6-modszer esetén a hibafliggvény nulldhoz tartasat a késébbiekben
bizonyitjuk be.)

Ezen rész befejezéseként megemlitjiik, hogy a fentiekben targyalt egylépéses mddszerek mas
modon is bevezethetGk. Az egyik lehetséges ut a kovetkezs. Legyen u(t) a (9.2.6) egyenlet megol-
déasa, azaz érvényes ra a (9.3.3) azonossag a [0, T'] intervallum mindegyik pontjaban. Az azonossag
mindkét oldalat integralva az wy racshalo két tetszéleges szomszédos pontja kozott az

ultin) ~ult) = [ ful) de, te0.1) (9.3.67)

t;

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



238 9. A KEZDETIERTEK-FELADATOK NUMERIKUS MODSZEREI

lahlépéskéz [ EE | IE [ CN |
0.1 1.92e — 02 | 1.92e — 02 | 3.06e — 04
0.01 1.84¢ — 03 | 1.84¢ — 03 | 3.06e — 06
0.001 1.84¢ — 04 | 1.84¢ — 04 | 3.06e — 08

0.0001 1.84e — 05 | 1.84e — 05 | 3.06e — 10
0.00001 1.84e — 06 | 1.84e — 06 | 5.54e — 12

9.3.4. tablazat. Az explicit Euler-modszer (EE), az implicit Euler-modszer (IE) és a Crank-
Nicolson modszer (CN) hibaja h lépéskozi racshalon a maximumnorméban.

(i=0,1,...,N—1 tetsz6leges) egyenltséget nyerjiik. A kozelité modszerek megkonstrualasdhoz a
jobb oldalon 1év§ integralt valamely kozelits formulaval szamoljuk ki a [¢;,t;11] intervallumon. A
legegyszertibb numerikus integralas, amikor az integralandé fliggvény intervallum valamely vég-
pontjaban, avagy mindkett&ben felvett értéke szerepel csak a numerikus integralé formuldkban.
A kiilonb6z6 numerikus integralod formuldk elvezetnek a fenti modszerekhez. Nevezetesen,

e A legegyszertibb modszer, amikor a téglalapszabélyt alkalmazzuk az integralandé fiiggvény
bal oldali végpontjaban felvett értékének felhasznalasaval, azaz

/tm F(t,u(t)) dt ~ hy f(ts, u(ty)). (9.3.68)

7

Ekkor a (9.3.67) és a (9.3.68) osszefiiggések a (9.3.26) képlettel megadott explicit Euler-
modszert eredmeényezik.

e Egy tovabbi lehetséges modszer a (9.3.67) azonossigban szerepls integral kozelité megha-
tarozésara, hogy az intervallum jobb oldali végpontbeli fiiggvényértéket felhasznalva a tég-
lalapszabalyt alkalmazzuk, azaz

/t i f(t, u(t)) dt =~ h’if(ti-‘rlv u(tH_l)). (9369)

Ekkor (9.3.67) és (9.3.69) felhasznalasaval a (9.3.55) alakt implicit Euler-moédszert kapjuk.

e Ha (9.3.67) kozelits integralaséra a trapézszabalyt alkalmazzuk, azaz

tit1 h:

[ Htuo) e ) + b ultin)]. (9:3.70)
t;

akkor a (9.3.67) és a (9.3.70) képletek felhasznalasaval a (9.3.61) alakd Crank—Nicolson-mo6d-
szert kapjuk. (Emiatt szokasos a Crank—Nicolson-médszert trapézszabdlynak is nevezni.)

Egy masik lehetséges mod a fenti modszerek szérmaztatasara, amikor a (9.3.3) azonossagot vala-
mely rogzitett racspontban felirva, a bal oldalon 1évé derivéltra egy numerikus derivalasi formulat
alkalmazunk.

e Haat = t; pontban irjuk fel a (9.3.3) azonossagot, akkor az v’ (t;) = f(t;, u(t;)) egyenlGséget
kapjuk. A bal oldalon szerepl derivaltat a halado véges differenciaval kozelitve az o/ (t;) ~
(u(tis1) — u(t;))/h; kozelitést kapjuk. Ez a két formula pedig az explicit Euler-modszert
generalja.
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e Ha a t = t;4; pontban irjuk fel a (9.3.3) azonossagot, és a retrograd numerikus derivalast
alkalmazzuk, akkor az implicit Euler-modszert kapjuk.

o A fenti két képlet szamtani kozepe szolgaltatja a Crank—Nicolson-moddszer képletét.

9.3.20. megjegyzés. Az Euler-médszer viselkedése az v’ = 1 — ¢t/u differencialegyenletre jol
lathato a

http://math.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/Animations9.html

linken megtalalhat6é animacién. ¢

9.3.3. Az altalanos alaku egylépéses modszerek alapfogalmai és pontbeli
konvergenciija

Ebben a szakaszban az
wp =A{t; =1th; i=0,1,...,.N; h=T/N}

ekvidisztans racshalon (illetve azok sorozatéan) megadjuk az egylépéses modszerek altalanos alak-
jat, és definidljuk a numerikus modszerek alapfogalmait. Tekintsiik az

Yit1 = Yi + hq)(h, ti, Yi, yi+1) (9371)

egylépéses modszert, ahol ¢ a numerikus mddszert meghatarozé adott fiiggvény. A tovabbiakban
azt a numerikus modszert, amelyet a (9.3.71) képlet realizal, ® numerikus mddszernek (réviden:
®-mddszernek) nevezziik.

9.3.21. megjegyzés. Specidlisan megvalasztott ® fiiggvények esetén a korabbi moédszereink els-
allithatok a (9.3.71) alakban. Példaul,

D(h, ti,yi,yir1) = f(ti, ;) esetén az explicit Euler-modszert;

o O(h,ti,yi,yit1) = f(t; + h,yit1) esetén az implicit Euler-modszert;
o O(h,ty,yi,yit1) = 0.5[f(ti,v:) + f(t; + h,yir1)] esetén a Crank—Nicolson-modszert,
o O(h,ti,yi,yir1) = (1 —0)f(ti,yi) + 0f(t; + h,yi+1) esetén a f-modszert

kapjuk. ¢

9.3.22. definicié.

Azokat a modszereket, amelyekre & = ®(h,t;,y;) (tehat a ® fiiggvény nem fiigg y;41-t6l,
azaz a O fiiggvényben nem szerepel y;11) explicit mdodszereknek nevezziik. Amennyiben ® =
D(h,t;,yi,yir1) (azaz a O fiiggvényben szerepel y; 11 is), a modszert implicitnek nevezzik.

Jelolje tovabbra is u(t) a (9.3.1)—(9.3.2) feladat pontos megoldasat. A ®-modszer lokalis visel-
kedését jol jellemzi, hogy az a kozelités, amelyet a modszerrel — a pontos megoldasbdl indulva —
egy lépés elvégzése utén nyeriink, milyen kozel van a pontos megoldas értékéhez ebben a pontban,
azaz az

Jit1 = u(t;) + h®(h, t;, u(t;), Jit1) (9.3.72)

egyenlettel definialt ¢;q kozelits érték milyen kizel van az u(t;41) értékhez.
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9.3.23. definicié.

Az l;(h) = §ip1—u(t;y1) fliggvényt a (9.3.71) alaka ® numerikus modszer lokdlis diszkretizdcios
hibafiigguényének nevezziik.

Vezessiik be a

fiiggvényt, amelynek rendje (a kiindul6 Cauchy-feladat egyenletének felhasznélasaval) sorfejtéssel
a pontos megoldas ismerete nélkiil is meghatarozhato.

9.3.24. definicié.

Az g;(h) fuiggvényt a (9.3.71) alaka ® numerikus modszer ¢; € wy, pontbeli képlethibdjinak
(mas szoval, lokdlis approzimdcids hibdjdinak) nevezziik. Azt mondjuk, hogy a ® numerikus
modszer p-ed rendben konzisztens a t; € wy, racspontban, ha

gi(h) = O(h**) (9.3.74)

valamely p > 0 allandoval.

A lokélis approximéciés hiba rendje tehéat azt mutatja meg, hogy a pontos megoldéds milyen
pontossiggal elégiti ki a ®-modszer egyenletét.”

9.3.25. megjegyzés. A (9.3.37), (9.3.60) és a (9.3.66) becslések alapjan lathato, hogy az explicit
és implicit Euler-modszerek elsérendiiek, mig a Crank—Nicolson-médszer masodrendii. Egyszert
szamolassal ellendrizhets, hogy a #-modszer csak 6 = 0.5 esetén (azaz amikor a Crank—Nicolson-
modszert jelenti) masodrendd, egyébként elsérendd. <

A tovabbiakban feltessziik, hogy a (9.3.71) alakd ® numerikus modszerben a @ fiiggvény a harma-
dik és negyedik valtozéjaban egyarant lipschitzes, azaz léteznek olyan Ls > 0 és Ly > 0 allandok,
amelyek mellett tetszéleges s1, s2,p1 €S po szdmok esetén

‘q)(h7tiaslap1) - (I)(ha ti7327p2)| S L3|Sl - 82| + L4|p1 _p2| (9375)

tetszoleges t; € wp, és h > 0 esetén. Ha a & fliggvény nem fiigg y;-t6l (avagy y;y1-t6l), akkor
L3 =0 (avagy Ly = 0).

9.3.26. megjegyzés. A 9.3.21. megjegyzés alapjan kénnyen megmutathato, hogy az f fiiggvény
masodik valtozoja szerinti lipschitzessége esetén tetszéleges 6 esetén a f-modszerre (és igy az exp-
licit és implicit Euler-mo6dszerekre valamint a Crank-Nicolson-modszerre egyarant) alkalmasan
megvalasztott L3 és Ly allandokkal érvényes a (9.3.75) egyenlGtlenség. o

Az egylépéses modszerek pontbeli konvergenciaja

A tovabbiakban megvizsgaljuk a (9.3.75) tulajdonséagu, r-ed rendben konzisztens ®-modszerek
konvergenciajat egy t* € (0,T] rogzitett pontban. Legyen (wy,) egy regularis racshalésorozat a
[0, t*] intervallumon, és mindegyik racshaléon n jeloli azt az indexet, amelyre ¢, = t*.

"Szokasos Ha g;(h)/h fliggvényt képlethibanak nevezni. Ekkor a képlethiba rendje és a modszer konvergenci-
ajanak rendje megegyezik.
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9.3.27. definicid.

Az e, (h) =y, — u(t*), (nh = t*) kifejezést a ® numerikus modszer t* pontbeli globdlis appro-
ximdacios hibdjanak nevezzik.

9.3.28. definicid.

Azt mondjuk, hogy a ® numerikus médszer konvergens a t* pontban, ha

lim e, (h) = 0. (9.3.76)

h—0

A (9.3.76) konvergencidjanak rendjét a ®-modszer konvergenciarendjének nevezzik.

Az egyszertiség kedvéeért vezessiik be az alabbi jeloléseket:
ei(h) =ei, gi(h) =g, lL(h) =1 (9.3.77)
A fenti definiciok alapjan fennall az
it1 = Yit1 — u(tiv1) = Wit1 — Jiv1) + Giv1 — w(tit1)) = Wir1 — Giv1) + (9.3.78)
Osszefiiggés. Ezért a tovabbiakban az
leit1] < [yiv1 — Gira| + L] (9.3.79)

egyenl6tlenség jobb oldalan 1évs két tagra adunk fels§ becslést.

A lokalis diszkretizacids hibafiiggvényre az alabbi Gsszefliggés érvényes:

li = Git1 — ultiv1) = w(ts) + h®(h, ti, u(ts), iv1)) — ultiv1) = —u(tipr) + u(ti)
+ h‘b(h, ti, u(ti), u(tiﬂ)) +h [(I)(h, ti, u(ti), giJrl)) — <I>(h7 ti, U(ti), u(tiJrl))] (9380)
=g; + h [(I)(h’ tiv u(ti)a 'giJrl)) - q)(hv tia u(ti)v u(tiJrl))] .

Ezért, felhasznalva a (9.3.75) feltételt,
[lil < 1gil + hLalGit1 — u(tiv1)] = gl + hLa|li (9.3.81)

Igy (9.3.81) alapjan érvényes az

1
li<7i .3.82
il < 7= loi (9.3.82)

egyenl&tlenség.

9.3.29. megjegyzés. A (9.3.82) egyenlGtlenség azt is mutatja, hogy egy p-ed rendben konzisztens
modszer esetén a lokalis diszkretizacios hiba is (legalabb p + 1-ed rendben) tart nulldhoz. ©

Térjiink &t a (9.3.79) jobb oldali elsé tagjanak becslésére.

[Yiv1 — Giv1l = [(ys + h®(h, ts, yi, yir1)) — (u(ts) + h®(h, ts, ults), Jiv1))]
< leil + b @(h, ti, yi, Y1) — R(h, i, ulti), Giv)] (9.3.83)
< lei|+hLsly; — u(ti)| + hLalyiv1 — Giv1| = (1 + hiLls)|es| + hLa|yis1 — iy ]-
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Igy (9.3.83) alapjan érvényes az

1+ hL;

— e 3.84

[Yis1 — Dip1] <

egyenlGtlenség.
A (9.3.82) és a (9.3.84) felhasznélasaval a (9.3.79) egyenlStlenség atirhato az

el < Tz, 1ol + Tz, 19 (9.3.85)
alakra. Vezessiik be a
1= p( )=1J:ZZ x = x( )=171hL4 (9.3.86)
jeloléseket.
9.3.30. megjegyzés. A (9.3.86) jelolések mellett
p=1+ hf?’jiz (9.3.87)
és igy u =1+ O(h). Ezért valaszthatok olyan ho, g és Ao allandok®, amelyek mellett
= p(h) <1+ poh, x=x(h) < xo, Vh e (0,ho). (9.3.88)
o
A (9.3.86) jeloléssel (9.3.85) felirhaté az
leita1| < pleil + x|gil (9.3.89)

alakban. Rekurziv modon alkalmazva a (9.3.89) relaciot, a kovetkezs egyenlStlenséget nyerjiik:

len| < plen—1] 4+ x|gn—1] < plulen—2| + Xlgn—2] + x|gn—1l

n—1

= 1len—a| + X [plgn—al +gn-1l] < ... < u"leol + X D 1 lgn-1-il

s (9.3.90)
n—1
leol +x Y |gn“-|] :
=0

A (9.3.88) Osszefiiggés alapjan, minden h € (0, hg) esetén x < xo és

<u®

" < (14 poh)™ < exp(pohn) = exp(pot™). (9.3.91)

Ezért (9.3.90) alapjan érvényes az

n—1

leol + X0 Z |gn—1—l (9.3.92)
i=0

len| < exp(pot™)

8példaul a hg = ﬁ, po = 2(Ls + Ly) és xo = 2 egy alkalmas megvalasztés.
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becslés. Mivel feltettiik, hogy a vizsgalt ®-modszer r-ed rendben konzisztens, ezért a (9.3.76)
definicié alapjén, megfelelGen kis h esetén valamely cy > 0 allandéval fennall a |g;| < coh”+!
egyenl6tlenség. Ezért kis h esetén

n—1
Z |gn—1—i‘ S ’I’LCQhr+1 = Cot*hr. (9393)
=0

Osszevetve a (9.3.92) és a (9.3.93) formulakat, az
len] < exp(uot™) [leo] + c1h] (9.3.94)

becslést nyerjiik, ahol ¢; = yocot*—4llandd. Mivel ey = 0, ezért a (9.3.94) alapjan belattuk a
kovetkezs allitast.

9.3.31. tétel.
Tegyiik fel, hogy a (9.3.71) képlettel definialt ® numerikus modszer
e p-ed rendben konzisztens, és

e a modszert definialo ® fuggvényre érvényes a (9.3.75) Lipschitz-feltétel.

Ekkor a ®-modszer p-ed rendben konvergens a [0, 77 intervallumon.

9.3.32. kévetkezmény. A 9.3.25. és a 9.3.26. megjegyzések alapjan a 8-modszer § = 0.5 esetén
mésodrendben, egyébként pedig elsérendben konvergens. Ezért tehat az explicit és az implicit
Euler-médszer elsérendben, a Crank—Nicolson-médszer pedig masodrendben konvergens. ¢

9.3.33. megjegyzés. Az el6zbekben a konvergenciat a (9.3.89) Osszefliggésbdl vezettiik le, még-
pedig a benne szerepld tagok két tulajdonsagabol:

e a modszer konzisztens, azaz g; = O(hP*!) valamely p pozitiv szdmmal, emellett a y(h)
fliggvény korlatos;

e a u(h) fiiggvényre a (9.3.88) nagysagrendi becslés teljesiil. Ez a tulajdonsag azt fejezi ki,
hogy az egyik id6rétegrél a kovetkezs idGrétegre vald attérésnél a lépésszamok novelésével
(azaz h csokkenésével) a hiba csak korlatosan névekedhet. Ezt a tulajdonsagot a numerikus
modszer stabilitdsanak nevezziik.

A 9.3.31.. tétel leegyszertisitve tehat azt mutatja, hogy a korrekt kittizésti Cauchy-feladatokra a
d-modszer konzisztencidja és stabilitdsa a konvergenciat biztositja. A stabilitast a Lipschitz-féle
feltétellel tudjuk biztositani. ©

9.4. A Runge—Kutta tipusii moédszerek

Ketténél magasabb rendid numerikus modszerek megkonstrualasa a (9.3.1)-(9.3.2) Cauchy-fela-
datra az el6zGekben ismertetett egylépéses modszerek segitségével akadalyokba titkozik: az egy-
szertibb modszerek (explicit Euler-modszer, implicit Euler-modszer, Crank—Nicolson-modszer)
legfeljebb masodrendiiek, a Taylor-modszerek viszont egy meglehetdsen bonyolult elGzetes ana-
lizist (a parcialis derivaltak meghatarozasat) és azok kiértékelését igénylik. Ebben a részben
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megmutatjuk, hogy a parciélis deriviltak kiszamitasanak feladata — egy viszonylag egyszerii Gtlet
segitségével — megkeriilhets.”

9.4.1. A masodrendii Runge-Kutta tipusti médszerek

Tekintsiik ismét a (9.3.1)-(9.3.2) Cauchy-feladatot. Elgszor a Runge-Kutta tipusi modszerek
bevezetéséhez hatarozzunk meg egy, a Crank—Nicolson-modszertdl kiilonbézs, méasodrendt, egy-
lépéses modszert.

Irjuk ki az u(t) megoldas (9.3.6) alakt Taylor-soranak elss tagjait a ¢ = t* + h pontban. Mivel a
masodrendd konzisztenciat szeretnénk biztositani, ezért a kovetkezs alakot irjuk fel:

u(t* + h) = u(t*) + hu' () + Z—?u”(t*) +O(h?). (9.4.1)

Felhasznalva a (9.3.4) derivaltakat, bevezetve az
f=F (), 0if = 0if(t",u(t?), Oif = 0y f(t", u(t")), stb.

egyszerisits jeloléseket, (9.4.1) atirhato az

Wt + 1) =u(t") + hf + 001 + fuf) + O(1) 01
:u(t*)+gf+g[f+h81f+hf82f]+(9(h3) a
alakra. Mivel'
F 4 hyu(t™) + hf(t* u(t™)) = f +hoLf + hfdaf + O(h?), (9.4.3)
ezért (9.4.2) felirhato az
u(t* +h) = u(t*) + gf + g(f(t* + hyu(t*) + hf(t*,u(t?))) + O(h®) (9.4.4)

alakban. Tehéat egy wy racshélo tetszoleges t; = ¢* pontjaban felirva a (9.4.4) egyenlGséget,
definidlhatjuk az

Yiv1 = Yi + gf(tiayi) + gf(ti+1ayi + hf(ti yi)) (9.4.5)
egylépéses, explicit numerikus médszert. Vezessiik be a
kv = f(ti,vi); ko= f(tiv1,vi + hf(ti,vi)) = f(ti + h,yi + k1) (9.4.6)
jeloléseket. Ekkor a (9.4.5) modszer felirhato
Yit1 = Yi + g(lﬁ + k2) (9.4.7)

alakban. A (9.4.6)-(9.4.7) modszert Heun-mddszernek nevezziik.

9Az &tlet Carl David Tolmé Runge (1856 - 1927) német matematikustol és fizikustol, illetve Martin Wilhelm
Kutta (1867 - 1944) német matematikustdl szarmazik.

10Emlékeztetiink, hogy a kétvaltozés f : Qr — R fiiggvény (t,u) pont koriili elséfoka Taylor-sorba fejtése
tetsz6leges c1,co € R esetén f(t+ c1h,u + coh) = f(t,u) + c1hd1 f(t,u) + c2hda f(t,u) + O(h?) alaku.
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9.4.1. megjegyzés. Mivel (9.4.4) alapjan
u(t + ) —ult) = B F = B ) £ R ) = O, (9.48)

ezért a pontos megoldds O(h3) rendben elégiti ki a (9.4.5) képletet, azaz a Heun-mddszer mdsod-
rendd. ©

9.4.2. megjegyzés.

A Heun-modszer néhany részlete megtalalhato a
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/Heun’27sMethodMod . html

linken. Az ugyanitt 1lévé animécion a modszer viselkedése az u' = 1 — ¢/u differencidlegyenletre
is jol lathato. ¢

Megadhatok-e egyéb masodrendd modszerek? A (9.4.4) sszefiiggés altalanositasa a kovetkezd
paraméteres alak:

u(t* + ) = u(t) + o hf (5, u(t*)) + oah f(E + ash, u(t*) + by R (£, u(t*))) + O(h3), (9.4.9)

ahol o1, 09, as és by egyeldre tetszbleges paraméterek. Felirva a t = ¢; pontban a (9.4.9) egyenletet,
az

Yir1 = Yi + o1hf(ts, yi) + oohf(t; + azh, y; + barhf(ti, yi)) (9.4.10)

egylépéses numerikus modszert kapjuk.

9.4.3. megjegyzés. A (9.4.12) altalanos alakban felirt modszer paramétereit célszerd csoporto-
sitva a kovetkezs alakban felirni:

az | b (9.4.11)
g1 g9

Fejtsiik Taylor-sorba a (9.4.9) egyenlet jobb oldalat! Ekkor az

u(t* + h) =u(t*) + o1 hf + ooh[f + ashOy f + bahfdsf] + O(h®)

(9.4.12)
:u(t*) + (0'1 + O'z)hf + h2[a20281f + O'nglfagf] + O(h3)

egyenl6séget kapjuk. A modszerek rendjére vonatkozo (9.4.1.) megjegyzést alkalmazva, a (9.4.2)
és a (9.4.12) képletek Osszevetésébdl azt kapjuk, hogy a (9.4.10 ) altal meghatarozott numerikus
modszer pontosan akkor masodrendii, amikor

o1+ 09 = 1
a2092 = 0.5 (9413)
b210'2 =0.5.
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9.4.4. tétel.
Tegyiik fel, hogy a 01,03, a2 és bo; paraméterek megoldasai a (9.4.13) egyenletnek. Ekkor a
ki = f(ti,yi), ko= f(ti + axh,y; + hba1ky), (9.4.14)
Yit1 = Y + h(alkl aF 0'2]92) (9415)

képletekkel definialt egylépéses explicit numerikus moédszer masodrend.

A (9.4.13) feltételeket kielégits (9.4.14)-(9.4.15) modszert mdsodrendd Runge—Kutta tipusi
modszernek nevezziik és az RK2 szimbo6lummal jeldljiik.
Vizsgaljuk meg az RK2 modszereket meghatérozo (9.4.13) egyenletrendszert! Mivel a négy is-
meretlenre harom egyenletiink van, ezért a megoldasa nem egyértelmd. Konnyen lathato, hogy
teszoleges o # 0 esetén (9.4.13) megoldasai a kovetkezs alakiak:

oo =0, o01=1—0, as=by =0.50. (9.4.16)

Tehat az RK2 moédszerek egy egyparaméteres médszercsaladot alkotnak, amelynek paramétereit
a (9.4.11) tablazat alapjan
0
0.50 | 0.50 (9.4.17)
‘ l—0 o

szerint kell megvalasztani.

9.4.5. megjegyzés. A o = 0.5 értékhez tartoz6 RK2 modszer éppen a Heun-modszert ered-
meényezi. Erdekes megvélasztds a ¢ = 1. Ekkor 07 = 0, 02 = 1 és ay = by; = 0.5 és igy a
szarmaztatott numerikus moédszer

k1= f(ti7 yi), ko = f(tl + 0.5h, y; + 0.5hk1), Yir1 = Yi + hko. (9.4.18)

A (9.4.18) méasodrendd modszert javitott explicit Euler-mddszernek nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a Heun-moddszer és a javitott explicit Euler-médszer is bevezethetd a korab-
biakban mar ismertetett modszerek modositasaval. Nevezetesen,

e Ha a Crank—Nicolson-modszer (9.3.61)

I
Yit1 — Yi = 51 [f(tis yi) + f(tit1, yit)]
képletében az f(t;y1,y;+1) implicit tagban y;11 helyébe az §;11 = y; + hf(t;,y;) explicit
Euler-modszerrel kiszamitott értéket helyezziik, akkor éppen a Heun-modszert kapjuk.

e A javitott explicit Euler-modszer esetén a t = t; + 0.5h = t;405 felezépontban explicit
Euler-moédszerrel kiszamoljuk az u(t) pontos érték g;105 = y; + 0.5hf(t;,y;) kozelitését,
és ezzel az értékkel meghatarozott irdnyban egy tjabb explicit Euler-modszert irunk fel a
teljes intervallumra.

Tehat a fenti Runge-Kutta modszerek paramétereinek (9.4.17) szerinti megadasa a kovetkezs. A

Heun-moédszer esetén
0

1] 1 (9.4.19)
05 0.5
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alakban, mig a javitott explicit Euler-mé6dszer esetén

(9.4.20)

alakban adhaté meg. ¢

9.4.6. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés: lehetséges-e a o tetszéleges paramétert gy megvélasz-
tani, hogy az RK2 médszer nemcsak masodrendii, hanem harmadrendi legyen? A valasz nemle-
ges, amit a kovetkezs példa bizonyit. Legyen a (9.3.1)-(9.3.2) Cauchy-feladatban f (¢, u) = u. Ezért
a (9.3.1) differencialegyenlet megoldéasara «'(t) = u(t), amelyet derivalva u”(t) = u'(t). Ezért
u”’(t) = v (t) = u(t). Masrészt, az f fliggvény definicioja miatt f(¢;,y;) = v;. Ezért a (9.4.10)
modszer erre a feladatra az

Yir1 = Yi + o1hy; + o2h(y; + barhf(ti, vi)) = yi + o1hy; + o2h(y; + barhy;)

9 (9.4.21)
=y; + hyi[0'1 + o9 + hO’gbzl] = yi[l + (0'1 + O'Q)h + o9borh ]
alakot Olti. Behelyettesitve a méasodrendiiséghez sziikséges (9.4.16) értékeket, az RK2 modszer

erre a feladatra az )

h

algoritmust eredményezi, amely fliggetlen a o szabad paramétertsl. Helyettesitsiik be az wu(t)
pontos megoldast a (9.4.22) képletbe, azaz szamitsuk ki a lokalis approximécios hibat! Ekkor

h2
Az wu(t;11) kifejezés t = t; pontbeli sorbafejtése a derivaltakra vonatkozo u”(t;) = u/(¢;) =

u(t;) egyenldség kovetkeztében u(tiy 1) = u(t;)(1 + h + h?/2) + O(h®). Ezért tehat g; = O(h)
o tetszOleges megvalasztasa mellett, azaz minden RK2 moédszer legfeljebb méasodrendd erre a
feladatra. ¢

9.4.2. A magasabb rendi Runge—Kutta tipust moédszerek

A gyakorlati szamitdsok sorén az elsé illetve masodrendd modszerek segitségével redlis id6 alatt
gyakran nem tudjuk biztositani a sziikséges pontossagot. Ezért a tovabbiakban célunk a (9.4.10)
modszerbdl kiindulva magasabb rendben pontos formulék elGéllitasa.

Tekintsiik ismételten a (9.4.14)-(9.4.15) alakban felirt modszert. Megmutattuk, hogy ez a modszer
legfeljebb masodrendben pontos. (Nevezetesen, ha paramétereire teljesiilnek a (9.4.13) feltételek.)
Ezért, ha harmadrendd modszert szeretnénk késziteni, tjabb paraméterek bevezetése és azok
megfelel§ megvalasztésa sziikséges. Kiindulva a modszer (9.4.14)-(9.4.15) alakjabol, kézenfekvs a
kovetkez6 altalanositas:

ki = f(ti,yi),

ko = f(ti + azh, y; + hba1 k1), (9.4.24)
ks = f(t; + agh,y; + hbzik1 + hbszkz)
és ezutan az 10j érték

Yit1 = Yi + h(O’lkl + o2ka + Jgkg). (9425)
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Ennek a modszernek a paramétereit a (9.4.11) szerinti tablazat segitségével az

0
az | ba
az | bz1 b3
‘ g1 g9 g3

(9.4.26)

alakban irhatjuk fel.

A (9.4.24) moédszer harmadrendtiségéhez — a masodrendtséghez hasonléan — a lokalis app-
roximacios hiba vizsgalata sziikséges. Egy meglehetSsen hosszu (de matematikailag nem nehéz)
szamolas utan azt kapjuk, hogy a médszer paramétereire a kovetkezd feltételek kikotése sziikséges:

az = ba1, az = bz + b3z,
ag(ag - CLQ) — b32a2(2 — 3(12) = 0, O'3b32a2 = 1/6, o202 + o3a3 = 1/2, (9427)

o1+ 09+ 03 =1.

Ez hat egyenletet jelent a nyolc ismeretlenre. A lehetséges megoldasok koziil kett6t emeliink ki.

o A
0
1/3]1/3
23| 0 23 (9.4.28)

[1/4 0 3/4
tablazatban szerepld értékekkel definialt modszer gyakran szerepel az alkalmazéasokban.

e Szintén harmadrendd a

0
1/2 [ 1/2
N (9.4.29)

| 1/6 2/3 1/6

modszer. Mivel ez a modszer az f(t,u) = f(t) esetén O(h®) rendben pontos, ezért alkal-
mazasa abban az esetben ajanlatos, amikor a 0, f parcialis derivélt kozel van a nulldhoz.

A még magasabb (p > 3) pontossig eléréséhez a modszer tovabbi dltalanositasa sziikséges. Eh-
hez fogalmazzuk meg az eddigi moddszereinket altaldnos alakban. Természetes altalanositds a
kovetkezs. Legyen m > 1 egy adott egész szam. Definidljuk a kovetkezs, an. m-lépesds explicit
Runge-Kutta tipusi modszert:

k1= f(tla yl)v
ko = f(ti + azh,y; + hbai k1),
ks = f(ti + ash,y; + hbs1ky + hbsaks), (9.4.30)

km = f(tl + amh7 Yi + hbmlkl + hmekQ +...+ hbm,m—lkm—l)
Yi+1 :yi+h(0'1k1 +O’2k2 ++0’mkm) (9431)
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A képletekben szerepl paraméterek rogzitése jelenti a modszer megadéasat. A kordbbiakhoz ha-
sonldan, ismét Gsszefoglalhatjuk egy tablazatban ezeket a paramétereket.

0
az ba1
ag | b3 b3
(9.4.32)
Am bml bm2 cee bm,mfl
g1 (o) SN Om

Ennek kompakt felirdsa céljabol vezessiink be 1j jeloléseket! Jeldlje a tovabbiakban o, a € R™
a o; és a; elemeibdl all6 oszlopvektorokat (ahol mindig a; = 0), tovabba B € R™*™ a b;;
elemekbdl felépitett szigorian als6 haromszégmatrixot, azaz

. bija hai>j,
B”{ 0, hai<]j.

9.4.7. definicio.
Egy explicit Runge-Kutta tipust moédszer

al B

- (9.4.33)

alakban felirt paramétereinek tablazatat Butcher-tabldzatnak nevezziik.

(A felirasi mod otlete J. Butchertsl!! ered, és a konkrét modszerek felirdsanal a B métrix nem
nulla elemeit soroljuk csak fel a tdblazatban. Ugyanakkor, mint azt a tovabbiakban lalni fogjuk,
ez a felirasi mod alkalmazhatoé tetszoleges B matrixok esetén is.)

Valamely explicit Runge-Kutta tipust moédszer konzisztenciarendjét viszonylag hosszadalmas sza-
moléssal hatarozhatjuk meg: a (9.4.30)-(9.4.31) képletekben y; helyébe wu(t;)-t helyettesitiink,
majd kiszamitjuk az igy nyert kifejezés és az y;1 helyébe irt wu(t; + h) kifejezés ¢ = ¢; pont-
ban felirt, megfelel§ rendid Taylor-polinomja kiilonbségének h szerinti rendjét. Ezen szamitésok
elvégzésével nyerjiik az explicit Runge-Kutta tipusi moédszerek p-ed rendd konzisztencidjanak
feltételeit.

9.4.8. megjegyzés. A mésodrendiiség (9.4.17) illetve a harmadrendtiség (9.4.27) elsé feltételé-
b6l lathatd, hogy a B matrix mindegyik sordnak Osszege megegyezik az ugyanabban a sorban
szereplS a; egyiitthatoval. Ezért az a vektort az a = Be Osszefiiggésbdl hatarozzuk meg, ahol
e=[1,1,...,1]T € R™ oszlopvektort jeldli. o

Bevezetve az
n n .n n\T m : T mxm
a" = (al,ay,...,ay) €R™, A =diag(ai,as,...,am) €R

jeloléseket, felirhatd az explicit Runge-Kutta tipusi modszer p-ed rendd konzisztencidjanak fel-
tétele a B matrix elemeire illetve a o vektorra:

1John Charles Butcher (1933 —) ma is aktiv 1ij-zélandi matematikus.
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0
1/2 | 1/2
/2] 0 1/2

1 0 0 1
|1/6 1/3 1/3 1/6

9.4.1. tablazat. Negyedrendd, explicit Runge-Kutta tipust mdédszer Butcher-tédblazata.

rend (p) feltétel
1 ol ce=1
2 ol a=1/2
3 ol @) =1/3 o -Ba=1/6 (9.4.34)
4 o' - (a%)=1/4 o7 -ABa=1/8
o' -B(a?)=1/12 o' -B%a=1/24,

ahol a feltételeket kummulativan kell érteni, azaz pl. p = 2 rendhez sziikséges a p = 1 rend
feltétele is. Igy érvényes az alabbi

9.4.9. tétel.

A (9.4.33) Butcher-tablazatu explicit Runge-Kutta tipust moédszer pontosan akkor konzisz-
tens, amikor teljesiilnek a

Be=a; o -e=1 (9.4.35)
feltételek, azaz
Z bir = a; minden ¢ = 1,2, ..., m esetén, és emellett Zak =1, (9.4.36)
k=1 k=1

A magasabb rendd explicit Runge-Kutta tipusid modszerek koziil a leggyakrabban a 9.4.1.
tablazatban megadott negyedrendd modszert szokasos alkalmazni.

A modszer algorimusa (azaz a t;11 pontbeli y; 1 kozelités meghatirozasa a mar kiszamolt t;
pontbeli y; kozelitésbdl) a kovetkezs:

o A
kv = f(ti,yi)
ko = f(t; + 0.5, y; + 0.5hk
2= [( Y 1) (9.4.37)
ks = f(tz + 0.5h, y; + O.5hk¢2)
ks = f(ti + h,y; + hks)
képletekkel rendre kiszamoljuk a k1, ko, k3 és k4 értékeket.
o Az
h
Yi+1 = Yi + g(kl + 2ko + 2k3 + k4) (9438)

képlettel meghatarozzuk az 1j kozelitést.
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9.4.10. megjegyzés. Mi a kapcsolat az explicit Runge-Kutta tipusi moddszerek lépcsészama
(m) és rendje (p) kozott? Azt lattuk, hogy az egylépcsSs explicit Euler-modszer elsérendd, a két-
lépesGs Heun-modszermodszer mésodrendi, a haromlépesds (9.4.28)-(9.4.29) Butcher-tablazata
modszerek harmadrendtek, a négylépcsds (9.4.37)-(9.4.38) modszer pedig negyedrendben pontos.
Tehat m = 1,2, 3, 4 esetén a maximalisan elérhetd konzisztenciarend megegyezik a 1épcsGszammal.
Ugyanakkor, m > 5 esetén ez mar nem érvényes, a rend alatta marad a lépcsészamnak, azaz
p < m. A kozottiik 1évs kapcesolat az elsé tiz lépesGszamu explicit Runge-Kutta tipusi modszerre
a kovetkezs:

m [ 1,2,3,4] 5,6,7 | 8,9,10
p(m) m m—1|m-—2

(9.4.39)

Megjegyezziik, hogy m novelésével a p és m kozotti hézag névekszik. o

9.4.11. megjegyzés. Az explicit Runge-Kutta tipust médszer néhany tovabbi részlete megta-
lalhato a

http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/RungeKuttaMod.html

linken. Az ugyanitt 1évé animécion a modszer viselkedése az u’ = 1 — ¢/u differencidlegyenletre
is jol lathato. o

9.4.12. megjegyzés. Ebben a részben az explicit Runge-Kutta tipust moédszerek konziszten-
cidjaval foglalkoztunk, és a gyakorlat szempontjabol fontosabb konvergencidt nem targyaltuk.
Megmutathato, hogy mindegyik explicit Runge-Kutta tipusi modszer ( az f fiiggvény lipschi-
tzessége mellett) Gn. zéré-stabil is, és ez a tulajdonsag a p-ed rendd konzisztencidval egyiitt a p-ed
rendii konvergenciat is biztositja. Mivel ezen kérdés részletes targyalasa meghaladja a jegyzet ke-
reteit, ezért a részletek irant érdeklgdoknek javasoljuk az irodalomjegyzékben szerepls [1, 34]
irodalmakat. ¢

9.4.3. Az implicit Runge-Kutta tipusi moédszerek

Vegyiik észre, hogy &ltaldnosan a Runge-Kutta tipusi modszerek a kovetkezd modon defini-
alhatok. Legyen B € R™*™ egy tetszéleges méatrix, o € R™ egy adott vektor, és a = Be.
Egy Runge—Kutta tipusi modszer Butcher-tablazatat ezen elemekkel definidljuk. Az olyan mod-
szereket, amelyekre B nem szigortian als6 haromszogmatrix, implicit Runge-Kutta tipusi mdd-
szernek (IRK) nevezziik. Amikor B als6 (de nem szigortan also) haromszégmatrix, akkor a mod-
szert diagondlisan implicit Runge-Kutta tipusi mddszernek (DIRK) nevezziik. A DIRK-moédszer
esetén k; értékének kiszamolasa, az explicit Runge-Kutta tipust modszertdl eltérden, egy (alta-
laban nemlinearis) egyenlet megoldasat, mig az implicit Runge-Kutta tipusu modszer esetén egy
m ismeretlenes (4ltaldban nemlineéris) egyenletrendszer megoldasat igényli. Ez a modszer alkal-
mazasat bonyolultabbé teszi. Az implicit Runge-Kutta tipusi mddszerek fontosak és az explicit
Runge-Kutta tipusi modszerrel Gsszehasonlitva a gyakorlatban tobbszor hasznalatosak. Ennek
okai a kovetkezSk. Egyrészt ugyanazon lépcsGszam mellett magasabb rendd konzisztencia (és igy
konvergencia) is elérhetd, biztosithato. Masrészt, az explicit Runge-Kutta tipust modszerektsl
eltéréen, a magasabb rendben pontos modszerek is j6 kvalitativ tulajdonsagokkal rendelkeznek.!?
(Ennek viszont, mint azt mér emlitettiik, a nagyobb szamitasi munka az "ara".) A tovabbiakban
roviden targyalunk néhény nevezetes implicit Runge-Kutta tipust moédszert, megadva a modszer

12Fzek a jobb kvalitativ tulajdonsag egy része, mint pl. az A-stabilitas, a kdvetkezd 9.4.4. szakaszban keriil
ismertetésre.
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Butcher-téblazatat. Mint latni fogjuk, a numerikus médszer altalanos egylépéses modszer alakja-
ban valé megadasa (azaz a ¢ fiiggvény meghatarozésa) ebben az esetben méar joval Gsszetettebb
feladat, mint az explicit modszerek esetén.?

e Legyen a Butcher-tablazat

1)1

1

alaktu. Ez egy egylépcs6s diagondlisan implicit Runge-Kutta tipusi moédszer, amely rész-
letesen kiirva a kovetkez6t jelenti:

(9.4.40)

ki = f(ti + h,y; + hky)

9.4.41
Yiy1 = Yy + hky. ( )

Tehéat algoritmikus realizasa a kovetkezét jelenti: els6 1épésben megoldjuk a k; ismeretlenre
az elsé egyenletet', majd a megoldast behelyettesitjiik a masodik képletbe. Hatarozzuk meg
a modszer ¢ fliggvényét! Mivel a masodik képletbdl hk; = y;11 — y;, ezt behelyettesitve az
elsG egyenletbe k1 = f(t; + hyyi + (Yiv1 — ¥i)) = f(t;i + h,yit1). Ezért, ismét a masodik
Gsszefiiggesbol, yiyr = yi + hf(ti + b, yiy1), azaz ®(h,ti,yi,yip1) = f(ti + h,yiga)- Tgy
a (9.4.40) Butcher-tablazati modszer az implicit Euler-moédszert jelenti. Igy ez a modszer

elsérendti.
05 10 (9.4.42)

alaki. Ez szintén egy egylépcsds diagonalisan implicit Runge-Kutta tipust modszer, amely
a kovetkezGt jelenti:

Legyen a Butcher-téblazat

k1 = f(tl + 0.5h, y; + 05hk‘1)
Yir1 = y; + hk1.

Hatérozzuk meg ennek a modszernek is a ® fiiggvényét! A mésodik képletbdl hky = y;41—y;.
Behelyettesitve az els6 egyenletbe k1 = f(t;4+0.5h, y; +0.5(y;11 —v:)) = f(t; +0.5h,0.5(y; +
Yi+1)). Tehat ®(h, t;, yi, yiv1) = f(t;+0.5h,0.5(y; +yi+1)) és a megfelels egylépéses modszer

(9.4.43)

Yit1 = Y; + hf(tz + 0.5h, O.5<yi + yi+1)) (9444)
alakd. A (9.4.44) diagonalisan implicit Runge-Kutta tipust modszert implicit kézépponti
szabdlynak nevezziik. A modszer rendjét a

g; = u(tiJrl) — u(ti) — hf(lfZ + 0.5h, 05(’(1,(151) + ’U/(ti+1)))

kifejezés nagysagrendjének meghatarozasaval nyerjiikk. A szokasos sorbafejtéssel a kovetke-
zGket, kapjuk:

u(ti_H) — u(tz) = hu'(ti) + %u”(ti) + O(hg),
F(t; +0.5h,0.5(u(t;) + u(tis1))) = f(t; + 0.5k, ult;) + 0.50 (t;) + O(h?))
= f(ti,u(t:)) + 0. 5h61f( u(t;)) + 0.5’ () f (ti, u(t:)) + O(h?)

= f(ti,u(ti)) + [31f(t17U( i)+ fti, ()02 f (i, u(ta))] + O(h?).

13 Az explicit és implicit modszerek Gsszehasonlitasara, és az utdbbi elényeire a 9.5.2. szakaszban még visszaté-

riink.

14 A megoldishoz valamely, mar kordbban ismertetett iteracios mddszert (tipikusan a Newton-féle iterdciot)
alkalmazzuk.
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Behelyettesitve ezeket az értékeket g; kifejezésébe, és figyelembe véve a (9.3.4) mésodik
Osszefiiggését, a g; = O(h®) nagységrendet kapjuk. Tehat az implicit kdzépponti szabaly
méasodrendf.

o Tekintsiik a kovetkezd Butcher-tablazatot!

(9.4.45)

Ez egy kétlépcsss implicit Runge-Kutta tipust médszer, amely a kdvetkezst jelenti:

kv = f(ti,yi)
ko = f(ti + h,y; + 0.5k1 + 0.5]€2) (9.4.46)
Yi+1 = Y; + 0.5hky + 0.5hks.

A harmadik képletbdl 0.5h(k1 + ko) = yir1 — vi. Est és az els6 Osszefiiggést behelyettesitve
a masodik egyenletbe, a ko = f(t; + h,yi + (Wit1 — v:i)) = f(ti + h,yi41) Osszefiiggést
kapjuk. Tehat ezt a ko értéket, illetve az elsG Osszefliggésbeli ki értéket behelyettesitve
a harmadik egyenletbe, ®(h,t;, yi, yit1) = 0.5[f(ti, i) + f(ti + h,yiy1)]. Ezért a (9.4.45)
Butcher-tablazat a Crank—Nicolson-mddszert jelenti.

A tovabbi modszereknek csak a Butcher-tablazatat ismertetjiik.

e A Butcher-téblazatbeli a vektor koordinatainak a numerikus integralasnal mar ismertetett
Gauss-féle alappontokat valasztjuk:

N
ol

1
4

IS ol
S

NI= N
=

(9.4.47)

=

+ 6
0.5 0.5

A (9.4.47) modszer egy kétlépesds, implicit Runge-Kutta tipustt modszer, amely negyed-
rendd.

e Tekintsiik a kdvetkezd, szintén kétlépcsGs modszert:

(9.4.48)

A (9.4.48) modszert kétlépcsds Radau-mddszernek nevezziik, amely egy harmadrendi imp-
licit Runge-Kutta tipust moédszer.

A fenti implicit Runge-Kutta tipusit modszerek pontossiganak vizsgélata soran azt latjuk,
hogy a modszerek pontossidga (p) meghaladhatja a lépcsGszamot (m). Példaul az egylépcsds
trapézszabaly masodrendd, a kétlépcsds Gauss-féle alappontokkal rendelkezd (9.4.47) modszer
negyedrendd, a kétlépcsds Radau-modszer harmadrendii stb. Tehat az explicit Runge-Kutta ti-
pusi modszertdl eltérGen, a p > m eset is lehetséges. (Ennek oka nyilvan az, hogy az implicit
Runge-Kutta tipust modszernél tobb szabadon megvalaszthato paraméter all a rendelkezésiink-
re.) Megmutathato, hogy adott lépcsészam esetén p < 2m.
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9.4.13. megjegyzés. Azokat a modszereket, amelyekre p = 2m, maximdlis pontossdgi implicit
Runge-Kutta tipusi modszereknek nevezziik. Ezért az implicit Euler-médszer, az implicit kozép-
ponti szabaly és a (9.4.47) Gauss-alappontos modszer egyarant maximalis pontossagu. ©

9.4.4. Az egylépéses mddszerek egy tesztfeladaton

Az eddigiekben t6bb numerikus modszert ismertettiink, amelyek a pontossagukban (rendjiikben)
illetve a megoldas kiszamitasdnak modjaban (explicit/implicit) kiilonboztek egyméastol. Ebben a
részben egy modellfeladatra alkalmazva a modszereinket Gjabb tulajdonsagokat allapitunk meg.
Tekintsiik a ¢ € [0, 00) intervallumon az

v = du,

u(0) =1 (9.4.49)
un. tesztfeladatot valamely rogzitett A < 0 szam esetén. (A (9.4.49) feladat pontos megoldasa
u(t) = exp(At).) Oldjuk meg néhany X értékre a feladatot numerikusan az explicit és implicit
Euler-moédszerekkel, és szamitsuk ki a hibat a ¢t = 1 pontban! Eredményeinket a 9.4.2. tablazat

tartalmazza.

A=-9 A=-99 A= —-999
h EE 1E EE 1E EE 1E
0.1 3.07e — 01 | 1.20e — 01 || 3.12e +09 | 9.17e — 02 || 8.95¢ + 19 | 9.93e — 03
0.01 1.72e — 02 | 1.60e — 02 || 3.62¢ — 01 | 1.31e — 01 || 2.38¢ 495 | 9.09¢ — 02
0.001 1.71e = 03 | 1.60e — 03 || 1.90e — 02 | 1.75e¢ — 02 || 3.67e — 01 | 1.32¢ — 01
0.0001 || 1.66e — 04 | 1.65e — 04 || 1.78e — 03 | 1.68e — 03 || 1.92e — 02 | 1.76e — 02
0.00001 || 1.66e — 05 | 1.66e — 05 || 1.82e — 04 | 1.18¢ — 04 || 1.83e — 03 | 1.83e — 03

9.4.2. tablazat. A kiilonb6z6 A értékekkel kitizott tesztfeladat numerikus megoldasanak hibéja a
t = 1 pontban.

Figyeljiik meg, hogy A = —9 mellett mindkét modszer az elméletnek megfelel6 modon visel-
kedik (azaz mindegyik h érték mellett a hiba elsérendi). Ugyanakkor a A = —99 és a A = —999
esetekben ez mar nem igy van: a kezdeti h megvalasztasok mellett az explicit Euler-mo6dszer nem
kozeliti a megoldast, az implicit Euler-mddszer viszont jé kozelitést ad. A h paraméter tovabbi
csOkkentésével viszont mar mindkét modszer az elméletnek megfelelGen viselkedik. Mindebbdl
arra kovetkeztethetiink, hogy ezekre a feladatokra az implicit Euler-modszer h megvélasztaséa-
tol fiiggetleniil mindig jol viselkedik, az explicit Euler-modszer viszont csak valamely hg > 0
melletti h < hg feltétel mellett alkalmazhaté. Ez utobbi viszont problémat jelent: ha a negativ
A értékét tovabb csokkentjiik, akkor mér csak olyan kis hy értékek mellett miikodik az explicit
Euler-mo6dszer, amelynél

1. hg kozel van a legkisebb &dbrazolhaté pozitiv szdmhoz, ezért a szamitogépes realizalés eleve
nem lehetséges,

2. ha hy nagyobb ugyan a legkisebb dbrazolhat6 pozitiv szdmnal, de még mindig nagyon ki-
csi, akkor egy rogzitett ¢* iddrétegen vald y,,, kozelités meghatarozdsédhoz rendkiviil sok
lépés (ng = t*/hg) végrehajtasa sziikséges. Ez egyrészt a szamitasok idejének megnove-
kedését, mésrészt pedig a szamitasok sordn fellépd hibak felhalmozodasinak a lehetGségét
eredményezi.
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A jelenség oka a kivetkezd. A (9.4.49) tesztfeladat megoldasa az explicit Euler-modszerrel az
y1+1:(1+h>‘)y27 i=0,1,..., yo=1,

az implicit Euler-mdédszerrel pedig az

1
i =7 .\ ':O,l,..., :17
Yier =Ty Y0

egylépéses iterdciokat jelenti. Egységesen felirva, az egylépéses modszereknek a tesztfeladatra
torténd alkalmazasa egy
Yi+1 = R(hA)y; (9.4.50)

iteraciot jelent, ahol R(hA) az alkalmazott numerikus modszer &ltal meghatarozott an. stabilitasi
fiiggvénye. Mivel a tesztfeladat u(t) = exp(At) pontos megoldéasara

w(tiz1) = exp(hX)u(t;), (9.4.51)

ezért az alkalmazott modszert az jellemzi, hogy (a z = hA jelolés bevezetésével) az R(z) fliggvény
milyen jol kozeliti az exp(z) fliggvényt.

9.4.14. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az exp(z) — R(z) eltérés a numerikus modszer kép-
lethibajat jellemszi a tesztfeladaton! Ugyanis a képlethiba (9.3.73) definicidja, a (9.4.50) és a (9.4.51)
Osszefiiggések alapjan

9i(h) = u(ti+1) — R(AA)u(t;) = (exp(hA) — R(hA))u(t;).

Mivel az u(t) megoldas korlatos, ezért a konzisztencia rendje meghatarozhato az (exp(hA)—R(hA))
rendjével, azaz p-ed rendd konzisztencia esetén exp(h)\) — R(hA) = O(hPT1). Mivel az explicit
Euler-modszer esetén Rpp(z) = 1+ z, az implicit Euler-modszer esetén Rrp(z) = 1/(1 — 2), a
Crank-Nicolson-modszer esetén pedig Ron(z) = (1+ 2/2)/(1 — 2/2), ezért konnyen ellendrizhe-
téen exp(z) — Rpr(z) = O(h?), exp(z) — Rip(z) = O(h?), exp(z) — Ren(z) = O(h?), amely
természetesen Osszhangban 4ll az ezen moédszerek rendjére vonatkozé kordbbi megallapitasaink-
kal. ©

A tesztfeladatra tetsz6leges A < 0 esetén a pontos megoldas monoton csokkend, és korlatos.
Ezért nyilvanvaloéan csak azok a numerikus megoldasok tudjak a pontos megoldast jol approxi-
mélni, amelyekre az elGallitott numerikus megoldas is rendelkezik ezekkel a tulajdonsigokkal, ,
azaz a (9.4.50) modszerben az

|IR(hA)| <1 (9.4.52)

feltétel teljesiil. Mivel
|[Ree(hA)| <1 < h<2/(=XN), (9.4.53)

ezért az explicit Euler-modszerre a mar emlitett h < hg feltételben hg = 2/(—\). Ugyanakkor az
implicit Euler-médszer esetén

|Rrp(hA)] <1 minden h >0 (9.4.54)

esetén teljestil. A (9.4.53) és a (9.4.54) Osszefiiggések magyarazatot adnak arra, hogy a 9.4.2.
tablazatban miért viselkednek ennyire eltérGen az explicit és implicit Euler-mo6dszerek bizonyos
h értékek esetén.

Fontos megjegyezniink, hogy valamely numerikus moédszer konvergencidja a modszer h — 0
melletti viselkedését jellemzi, azaz csak azt garantalja, hogy elegendden kis h esetén a numeri-
kus megoldés kozel keriil a pontos megoldashoz. Ugyanakkor nem ad informéaciét a megoldasrol
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valamely régzitett racshdlon. Ezért kiemelkedSen fontosak azok az R(z) stabilitasi fiiggvénnyel
rendelkez6 numerikus modszerek, amelyek tetszéleges rogzitett racshalon is jol kovetik a pontos
megoldast. Ezt a tulajdonsagot a (9.4.49) tesztfeladat numerikus megoldéasan ellendrizziik, ahol
megengedjiik \ komplex értékét is.'®

9.4.15. definicié.
Azon z € C komplex szamok halmazét, amelyekre az
|R(2)|] <1 (9.4.55)

feltétel teljesiil, a numerikus mdodszer stabilitdsi tartomdnydnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
egy numerikus modszer A-stabil, ha a stabilitasi tartoménya tartalmazza a C- = {z € C :
Re(z) < 0} C C komplex félsikot.

(Itt lényegében a (0, co) intervallumon valo korlatossagot ellendrizziik.) Az A-stabilitas tehat azt
jelenti, hogy minden olyan z = a + ib komplex szamra, amelyre a < 0, érvényes az |R(z)| < 1
egyenl6tlenség. Konnyen megmutathato, hogy az implicit Euler-modszer A-stabil. (Az explicit
Euler-modszer nyilvan nem, hiszen, mint lattuk, (9.4.55) méar az R~ C C~ halmazon sem igaz.)

9.4.16. megjegyzés. Tekintsiik a Crank—Nicolson-moédszert, amely felirhato

1 2
Yir1 = Ron(hA)y; = %yi

alakban. Mint megmutattuk, a médszer masodrendi, és konnyen lathaton tetszéleges A > 0 esetén
minden valés A < 0 esetén |Ron(hA)| < 1. 1 Ugyanakkor a tesztfeladaton tetszéleges h > 0
mellett mégsem viselkedik jol a modszer. Ugyanis h > 2/(—\) esetén Ron (hA) € (—1,0), ezért az
ilyen racshalokon az y; értékei lépésenként elGjelet valtanak, azaz bar abszolut értékben csokkenek,
de emellett oszcillalnak is, ami ellentmond a pontos megoldés szigortin monoton cstkkenésének. ¢

9.5. A tobblépéses modszerek

Az eddigiekben az egylépéses modszereket vizsgaltuk, vagyis az olyan numerikus modszereket,
amelyekkel a megoldasfiiggvény valamely racshalépontbeli kozelitését az ezen pontot megel6z6
racshalopontbeli kozelitésének segitségével hatarozzuk meg. A tovdbbiakban ezt altalanositjuk:
egy adott pontbeli kozelitést m darab (m > 1) megeloz6 pontbeli érték segitségével hatarozzuk
meg. Az ilyen modszereket m-lépéses mddszereknek nevezziik. (A korabbi egylépéses modszereink
a tObblépéses modszerek specidlis esetének tekinthetSk az m = 1 megvélasztassal.)

Az alabbiakban két egyszert példan bemutatjuk, hogy a (9.3.1)-(9.3.2) Cauchy-feladat meg-
oldasanak a megfelel6 pontok koriili Taylor-sorba fejtésével hogyan szdrmaztathatok ilyen tipusiu
modszerek.

5 Ennek oka, hogy az u' = Au, A € R"*" linearis rendszer Cauchy-feladata atirhato n darab, a (9.4.49) alakt
tesztfeladatra, ahol az egyes A\ szdmok az A matrix sajatértékei, amelyek ezért tehat komplex szamok is lehetnek.
Lasd a 9.6. szakaszt, illetve b6vebb ismeretekért a jegyzékben talalhato [1] hivatkozast.

16Megmutathato, hogy a modszer Ron(z) = ifzg stabilitasi fiiggvényére Re(z) < 0 esetén |Ron(2)| < 1,

azaz a modszer A-stabil is.
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9.5.1. példa. Nyilvan

2
u(ti—1) =u(t;) — hu'(t;) + h—u”(ti) +O(h?),
2
A2 (9.5.1)
u(ti_o) =u(t;) — 2hu/(t;) + Tu”(ti) + O(Rh?).
Ezért
Igy az f; = f(t;,v;) jeloléssel definialhato az
4 1 2
P — =i —Yi—o==hf;, 1=2,3,.. 5.2
Yi 3yz 1+ 3yz 2 3hfl7 ? a37 (95 )

modszer. Lathatoan a (9.5.2) egy kétlépéses implicit modszer, amely masodrendben konzisz-
tens.
o

9.5.2. példa. Elgszor fejtsiik Taylor-sorba a megoldasfiiggvényt, majd annak derivaltfiigg-
vényét a t;_1 pont koriil. Ekkor

w(t;) =u(ti—1) + hu'(t;—1) + h;u”(tiq) +O(h?),

’u/(ti_g) Zu/(ti_l) — hu”(ti_l) + O(hQ)

(9.5.3)

Mivel a mésodik dsszefiiggésbdl hu'(t;_1) = u/(ti—1) — o' (ti—2) + O(h?), ezt behelyettesitve
az els6 egyenletbe az

h
u(ti) = u(ti_l) + 5[3U/(ti_1) - u’(ti_g)] + O(hg)
Osszefiiggést nyerjiik. Ez alapjan
3 1 ,
Yi —Yi—1=h [in—1 - 2f¢_2] . 1=2,3,... (9.5.4)

egy kétlépéses explicit modszer, amely méasodrendben konzisztens. ¢

9.5.1. A linearis tobblépéses modszer altalanos alakja és rendje

A fenti példaink alapjan az m-lépéses modszerek altalanos alakban igy definidlhatok.

9.5.3. definicio.
Az adott ag,aq,...,am és by, by,..., b, egylitthatok melletti

aoYi + 01Yi—1 + -+ + amYi—m = hlbofi +b1fic1 + ...+ bnficm], i=mm+1,..., (9.5.5)

iteraciot linedris, m-lépéses modszernek nevezziik.
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A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy ag # 0, hiszen csak ebben az esetben lehetséges
az iSmert ¥i—m, Yi—m+1,- - -, Yi—1 ertékekbol y; értékét meghatarozni. Mivel f; = f(t;,y:), ezért
a (9.5.5) modszer explicit, ha by = 0, és implicit, amikor by # 0. Egy linearis tobblépéses modszer
definidlasa az ay, és by paraméterek (kK =0,1,...,m) konkrét értékeinek a megadasaval torténik.
Példaul, a (9.5.2) numerikus modszer esetén m = 2, a9 = 1, a; = —4/3, as = 1/3, és by = 2/3,
by = 0, by = 0. Ha két linearis tobblépéses modszer egytitthatoi (ax,by) és (af,b}), és létezik
olyan 8 # 0 allandd, amely mellett ax = fay valamint b, = Sby minden k = 0,1,..., m értékre,
akkor adott kezdeti értékekbsl mindkét modszer ugyanazt az eredményt szolgéltatja. Ezért az
ilyen modszereket nem kiilonboztetjiik meg egyméstol. Tehat a linearis tobblépéses modszereket
leiré 2(m + 1) paraméter koziil egyet elére rogziteniink sziikséges. Ez, konvencié szerint, az ag
paraméter, és a tovdbbiakban mindig feltessziik, hogy

ap = 1. (9.5.6)

Vizsgéaljuk meg a (9.5.5) altalanos alaku lineéris tébblépéses modszer konzisztenciajanak fel-
tételét, illetve lehetséges konzisztenciarendjét. A modszer lokalis approximécios hibaja

Z apu(ti—g) — hbpf (tizi, uti—p))]- (9.5.7)
=0
Mivel a (9.3.1) alapjan v/ (t;—x) = f(ti—k, u(ti—g)), ezért

gi(h) = _laru(tix) — hbgu'(t; 1)) (9.5.8)

k=0
Fejtsiik a t = t; pont koriil Taylor-sorba p-ed illetve p— 1-ed rendig a (9.5.8) jobb oldalén szerepld
fiiggvényeket! Ekkor
1 1
w(ti—k) = u(t; — kh) = u(t;) — khu'(t;) + EthQu”(ti) +...+ (—l)p—'k”h”u(”)(ti) + O(hPth),
! p!

1
(p—1)!

Ezt behelyettesitve a (9.5.8) Osszefiiggésbe, a lokilis approximéciés hibéara a

W (tiog) = u'(t; — kh) = o/ (t;) — khu'"(t;) + ...+ (=1)P~! EPhP =P () + O(RP).

gi(h) = dou(t;) + hdyu/ (t;) + h2dou” (t;) + . . . + hPdyuP () + O(hPH) (9.5.9)

kifejezést kapjuk, ahol

m
dO = E G,
k=0

dy == (kay. + by)
k=0
N |
dy = > (5 + kb, (9.5.10)
k=0
1
= (1" > ( —'k”ak+ )
= pl —1)
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Egy linedris tobblépéses modszer pontosan akkor p-ed rendii, amikor g;(h) = O(hP*!), azaz
teljesiilnek a dg = dy = ... = dp = 0 feltételek. Ez a (9.5.10) alapjan a kovetkez6t jelenti.

9.5.4. tétel.

A (9.5.5) linearis tobblépéses modszer p-ed rendid, ha a modszert definialé paraméterekre
teljesiilnek az alabbi feltételek:

m
ap =1, Zak:()
k=0

m m (9.5.11)
1 ) )
=Y Kap+> KT =0, j=1,2,...,p.
jk:O k=0

Ezek alapjan kozvetleniil megfogalmazhaté a konzisztencia feltétele is.

9.5.5. kovetkezmény. A (9.5.5) linearis tébblépéses modszer pontosan akkor konzisztens, ami-
kor a modszert definialoé paraméterekre teljesiilnek az

agp =1, iak:O
k=0

Zk‘ak-i-Zbk:O
k=0 k=0

(9.5.12)

feltételek. o

9.5.6. megjegyzés. A (9.5.12) feltétel kiirva a kovetkezot jelenti: a modszer akkor konzisztens,

amikor
l1+a1+...4+a, =0

(9.5.13)
(a1 4+ 2a2 + ... +map) + (bo+ b1+ ...+ by) =0.
Tovabba p > 2 rendben pontos, ha (9.5.13) mellett teljesiilnek az
1 & noo
=Y Kap+> KT =0, j=2,3,....p (9.5.14)
J = k=1

feltételek. Ez példaul azt jelenti, hogy egy m-lépéses mddszer masodrendiiségéhez a konzisztencia
mellett az

1 m m
5 > Kag 4+ kb =0 (9.5.15)
k=1 k=1

feltétel teljesiilése saiikséges. Konnyen ellendrizhetd, hogy a (9.5.2) numerikus modszer esetén
(ahol m =2, a9 = 1, a; = —4/3, aa = 1/3, és by = 2/3, by = 0, by = 0) ezek az Osszefiiggések
érvényesek. ©

Milyen pontossagu lehet egy (9.5.5) alaku linearis tobblépéses modszer? Az édltalanos alak-
ban 2m + 1 paraméter (a1, as,...,am €8s bo,b1,...,by,) valaszthaté meg. Ugyanakkor ezeknek a
paramétereknek a p-ed rendd pontossaghoz p + 1 feltételt kell teljesiteniiik. Igy p < 2m. Ha a
modszer explicit, azaz by = 0, akkor eggyel kevesebb a szabadon megvalaszthat6 paraméterek
szama. Osszefoglaléan, érvényes a kovetkezs allitas.
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9.5.7. tétel.
Egy m-lépéses implicit lineéris tobblépéses modszer maximélis rendje 2m, az explicit lineéris
tobblépéses modszeré pedig 2m — 1.

9.5.8. megjegyzés. A linearis tobblépéses modszer egyértelmiiségét biztositdé ag = 1 feltétel
helyett megadhaté mas feltétel is. Gyakori a

> b=1 (9.5.16)
k=0

feltétel megadasa. Ez azt biztositja, hogy (9.5.5)

aoYi + a1Yi—1 + -+ AmYi-m
h
alakjaban a jobb oldalon szerepld kifejezés barmely konstans értéki f fiiggvényt pontosan app-

roximalja. A (9.5.12) alakbol kénnyen lathato, hogy a (9.5.16) feltétel mellett a konzisztencia
feltétele

=bofi +bific1+... +bonfi—m

m
apg=1, Y ap=0 (9.5.17)
k=0
> kay = —1. (9.5.18)
k=1

A p > 2 rendiség feltétele a (9.5.14) alakbdl jol lathatoan a

m

> W kag + jb) =0, j=2,3,...,p (9.5.19)
k=1

feltételek. Mint lathato, ebben a felirdsban 2m + 2 ismeretleniink van, és p 4+ 2 feltételt tiztiink
ki rajuk. Igy (természetesen) p < 2m, és a p = 2m maximaélis rend eléréséhez az egylitthatokat
az alabbi médon hatarozhatjuk meg.

1. Megoldjuk az ai,as, ..., a, és by, ba, ..., b, ismeretlenekre a 2m szamu egyenletetbdl allo
(9.5.18)—(9.5.19) rendszert.

e Ezutan a (9.5.16) és a (9.5.17) feltételekbdl meghatarozzuk az ag és by egytitthatokat az

m m

a=-Y ap=1, by=1-> b (9.5.20)

Osszefiiggésekbdl.

A lineéris tobblépéses modszerek vizsgalatanal hasznos a kdvetkezd két polinom bevezetése:

0(&) =Y apgm " (9.5.21)
k=0

o(§)=> bt (9.5.22)
k=0
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9.5.9. definicié.

A (9.5.21) és (9.5.22) modon definidlt o(€) és (&) legfeljebb m-ed foku polinomokat a (9.5.5)
m-lépéses linearis tobblépéses mddszer elsd illetve masodik karakterisztikus polinomjanak ne-
vezziik.

A (9.5.12) feltételbdl - némi szdmolas utén - adodik a kovetkezd [1, 34].

9.5.10. tétel.

Egy lineéris tobblépéses modszer pontosan akkor konzisztens, amikor a karakterisztikus poli-
nomjaira érvenyesek a
o(1) =0, ¢(1) = a(1) (9.5.23)

Osszefiiggések.

9.5.2. A kezdeti értékek megvalasztasa és a mddszer konvergenciaja

Lattuk, hogy egy m-1épéses linearis tobblépéses modszer feltételezi a kezdeti kozelitések ismeretét
a racshalo elsé m pontjaban, azaz feltessziik, hogy yo,v1, - - - , ym—1 adottak. Ugyanakkor, a (9.3.2)
kezdeti feltételbdl csak yg értéke ismert. Ezeket a kozelitéseket egy megfelel rendben pontos
egylépéses modszerrel hatarozzuk meg. (Tipikusan valamely Runge-Kutta tipusi moédszerrel.)
Itt iigyelniink kell arra, hogy a kivalasztott modszer az alkalmazott lineéris tobblépéses mod-
szer rendjével egyezzék meg, hiszen ellenkezs esetben a kezdeti kozelitések alacsonyabb rendd
meghatéirozasaval elveszithetjiik a teljes modszer pontossigat.'”

Térjiink at a lineéaris tobblépéses modszerek konvergencidjanak kérdésére. Mint azt méar az
egylépéses modszereknél lattuk, a konzisztencia nmagaban nem elégséges a konvergencidhoz. A
tovabbiakban, bizonyitas nélkiil, megadunk olyan feltételt, amely mellett a konvergencia biztosi-
tott. (A részletek irant érdekldoknek javasoljuk az irodalomjegyzék [1, 34] hivatkozasait.)

Mint lattuk, konzisztens modszerek esetén £ = 1 gydke a p(§) karakterisztikus polinomnak. A
kovetkezs definici6 arra vonatkozik, hogy milyen egyéb gyokok lehetnek még.

9.5.11. definicié.

Azt mondjuk, hogy egy linearis tobblépéses modszer kielégiti a gyokkritériumot, ha a o(§) = 0
karakterisztikus egyenlet &, € C (k =1,2,...,m) gyokeire |{| < 1, és a |&| = 1 tulajdonsagu
gyokok egyszeresek.

Mint azt a kovetkez6 tétel mutatja, ez a feltétel a lineéris tobblépéses modszer stabilitasat
jelenti.

9.5.12. tétel.

Ha egy lineéris tébblépéses modszer konzisztens és érvényes ra a gyokkritérium, akkor kon-
vergens is, azaz tetszéleges rogzitett t* € (0,7) pontban h — 0 esetén vy, — u(t*), ahol
nh = t*.

1"Megjegyezziik, hogy a modern programcsomagokban yy (k = 1,2,...m—1) értékét tSbbnyire egy megfelelsen
megvalasztott k — 1-lépéses modszerrel szamoljak.
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9.5.13. megjegyzés. A gyokkritérium teljesiilésének sziikségességét mutatja a kovetkezs példa.
Tekintsiik az

Yi +4yi—1 — 5yi—2 = h(4fi-1 +2fi—2) (9.5.24)

kétlépéses explicit modszert. Konnyen ellenérizhetGen ez a moédszer maximalisan pontos, azaz
konzisztenciarendje p = 2m — 1 = 3. Ugyanakkor elsé karakterisztikus polinomja o(§) = &2 +
46 — 5 = (£ —1)(€+5), tehat a gyokkritérium nem teljesiil. Oldjuk meg az u’ = 0 feladatot az
u(0) = 0 kezdeti feltétellel. A feladat megoldasa u(t) = 0. Legyen tovabba yo = 0 és y; = . (Ha
valamilyen egylépéses modszerrel kiszamoljuk y; értékét, akkor az a médszer hibajanak megfelels
rendben, de varhaton csak kissé fog eltérni a pontos megoldastol az elsé idépontban, igy ¢ egy
nullatol kiilonbozs kis szamnak tekinthetd.) A fenti kétlépéses modszerrel szdmolva a kezdeti
kozelitésekre az alabbiakat kapjuk:

Y2 = — 4y1 = _457
ys = — dy2 + dy1 = 2le, (9.5.25)
yg = — 4ys + dys = —104e, sth.

Lathatoan a numerikus megoldas nem marad korlatos, igy a konvergencia sem lehetséges. ¢

Fontos megjegyezniink, hogy a numerikus realizilasok soran a gyokkritérium altaladban nem
elégséges a stabilitashoz: vannak esetek, amikor a gydkkritérium teljesiilése ellenére a szamitasok
sordn kialakulé hibdk miatt a modszerek nem szolgaltatnak megbizhatoé eredményt. Az ilyen
modszereknél az a probléma, hogy a karakterisztikus egyenletének t6bb (bar csak egyszeres) egy
abszolut értékd gyoke is van.

9.5.14. definicié.

Azt mondjuk, hogy egy lineéris tobblépéses modszer erdsen stabil, ha kielégiti a gyokkritériu-
mot, és csak a £ = 1 az egyetlen egy abszolut értékd gyoke.

Példaul az alabbi un. Milne-moédszerre

h
Yi — Yi—2 = g(fi +4fic1+ fiz2)

a gyokdk & 0 = £1. Ezért a gyokkritérium érvényes, viszont nem lesz erésen stabil. Ezért ennek
a modszernek a hasznélata &ltalaban nem ajénlott. Mivel elsGsorban az erdsen stabil linearis
tobblépéses modszerek hasznalata a célszertd, ezért fontos megemliteni G. Dahlquist eredményét,
amely az ilyen tipust modszerek rendjérsl szol.

9.5.15. tétel.

Egy erésen stabil m-lépéses linearis tobblépéses modszer legfeljebb m + 1-ed rendi lehet.

Az egylépéses modszereknél méar bemutattuk, hogy egy moddszer konvergencidja nem garantél-
ja a megoldas adekvat viselkedését valamely rogzitett racshalon. (Csupan azt biztositja, hogy a
numerikus megoldas a "megfelGen kicsi 1épéskozi racshalon"” kozel van a pontos megoldashoz.
Ugyanakkor ez a lépéskoz tulsagosan kicsi is lehet.) Ennek elkeriilése céljabol definialtuk az ab-
szolut stabil modszereket. (Lasd a 9.4.15. definiciot.) Felmeriilhet a kérdés: mi a helyzet a linearis
tobblépéses modszerek abszolut stabilitasédval? Sajnalatosan a valasz azt mutatja, hogy ezekre a
modszerekre az A-stabilitast nehéz biztositani. Ugyanis az tn. els§ és masodik Dahlquist-korlatok
szerint
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e az explicit linearis tobblépéses modszerek nem lehetnek A-stabilak;
e az A-stabil linearis tobblépéses modszerek rendje nem lehet ketténél nagyobb.

Ezek a lineéris tobblépéses modszerek alkalmazhatosdgara nézve komoly korlatot jelentenek .

9.5.3. Adams-tipusti modszerek

A lineéris tobblépéses modszerek kozott kiemelkedd szerepet jatszanak azok, amelyekre a (9.5.5)
képletben
apo=1, a1 =-1, ao=a3=...=a,, =0. (9.5.26)

Az ilyen modszereket Adams-tipusi mddszereknek (vagy roviden Adams-mddszereknek) nevez-
ziik.'®(Példaul a (9.5.4) modszer egy Adams-moédszer.) Az Adams-tipusit modszereknél megva-
laszthaté paraméterként a by, by, ..., b, értékei szolgalnak.

9.5.16. megjegyzés. Mint az ismeretes, a (9.2.6) kezdetiérték-feladat u(t) megoldasara érvényes
a (9.3.3) azonosség a [0, T] intervallumon. Igy ezt integralva a [t;, ;1] intervallumon a mar ismert

ultisr) —ult) = /t ) dt, e [0.T] (9.5.27)

i

(i=0,1,..., N —1 tetsz6leges) egyenldséget nyerjik. A 9.3.2. szakaszban a jobb oldal numerikus
kiintegralashoz egyszert formuldkat alkalmaztunk. (V.6. a (9.3.68), (9.3.69) és a (9.3.70) kép-
leteket.) Az Adams-tipust modszereknél a numerikus integralashoz egy t6bb pontra tamaszkodo
kvadratira-képletet alkalmazunk, és ezek hatarozzak meg a by, by, ..., by, értékeit. ¢

Alapvetd kiilonbség van a by = 0 és a by # 0 megvalasztasi Adams-modszer kozott: mig az
els6 esetben a moédszer explicit, addig a méasodik esetben implicit.

9.5.17. definicid.

A by = 0 megvalasztasua Adams-modszereket Adams—Bashforth-mddszernek, a by # 0 megva-
lasztds melletti Adams-modszereket pedig Adams—Moulton-mddszernek nevezziik.

Az Adams-tipust modszerek konzisztenciajanak illetve p-ed rendiiségének feltétele kozvetleniil
meghatarozhato a (9.5.13) és a (9.5.14) feltételekbdl.

9.5.18. tétel.

Egy Adams-tipusi modszer pontosan akkor konzisztens, amikor
bo+by1+...+0b, =0. (9.5.28)

Tovabba a médszer p > 2 rendben pontos, ha (9.5.28) mellett teljesiilnek a

SR T e==, j=23,...,p (9.5.29)
[h=ll J

feltételek.

18John Couch Adams (1819 - 1892), angol matematikus és csillagasz, Francis Bashforth (1819 — 1912) angol
matematikus és fizikus, Forest Ray Moulton (1872 - 1952) USA-beli csillagasz.
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Az m-lépéses Adams-tipusit modszerek maximélis rendje is kdnnyen meghatarozhato: az
Adams—Moulton-médszeré p = m + 1, az Adams-Bashforth-mddszer pedig p = m. Egy tet-
sz6leges Adams-moddszer els6 karakterisztikus polinomja

o(§) =& —1. (9.5.30)
Ennek egyetlen gyoke a & = 1, ezért ezekre a mddszerekre mindig teljesiil a gyokkritérium, és

emellett a modszerek erésen stabilak is. Ezért érvényes a kovetkezd allitas.

9.5.19. tétel.

Az Adams-tipust modszerek a konzisztencidjukkal megegyez6 rendben konvergensek.

A kovetkez6 9.5.1. tablazatban hatodik rendig bezarolag felsoroljuk a maximalis rendd Adams—
Bashforth-modszerek by, egytitthatoit. (A konnyebb attekinthetGség kedvéért nem tortként irjuk
fel ezeket, és a harmadik oszlopban jelezziik, hogy by hényszorosa szerepel a tablazatban.)

p|lm b 1 2 3 4 5 6
171 by 1

2| 2 2by, 3 -1

313 12by, 23 —16 5

4| 4 | 24b 55 —59 37 -9

51 5 | 7200 || 1901 | —2774 | 2616 | —1274 | 251

6 | 6 | 1440by || 4277 | —7923 | 9982 | —T7298 | 2877 | —475

9.5.1. tablazat. A maximaélis renddi Adams—Bashforth-médszerek by, egyiitthatoi.

A tablazatban, az elméletiinknek megfelelGen, p = m. Az m = 1 az explicit Euler-modszert
jelenti. Az m = 2 vélasztas esetén a mar ismert (9.5.4) modszert kapjuk. Az Adams—Bashforth-
modszerek, mivel explicit modszerek, nem A-stabilak. (Lasd az elsé Dahlquist-féle korlatot.)
Réadasul az abszolut stabilitasi tartoméanyuk nagyon kicsi. Az m = 1 (vagyis az explicit Euler-
modszer) esetben az abszolut stabilitasi tartomanyuk az |14z| < 1 tulajdonsagu komplex szamok,
azaz a (—1,0) kozept, egységnyi sugara kor a komplex szamsikon. (V.6. (9.4.53).) Emellett m
novelésével ez a tartomény tovabb sztkiil. Ezért ezek a modszerek nem alkalmasak az olyan
feladatok megoldaséara, ahol az abszolut stabilitas sziikséges. Ez motivalja az Adams—Moulton-
modszerek alkalmazasat.

A 9.5.2. tablazatban ismertetjiik a maximélis rendd Adams—Moulton-moédszerek egyiitthatoit. A
rendjiik, az elméletnek megfelelGen, p = m + 1.

Az els6 modszer (m = 1, by = 0) az implicit Euler-médszert jelenti. Ez a modszer elsérendii,
igy nem maximalis rendd. A tablazat masodik modszere (m = 1, 51 # 0) a (9.3.61) képletd
Crank—Nicolson-modszert jelenti. Megjegyezziik, hogy az Adams—Moulton-mddszerek stabilita-
si tartomanyai joval nagyobbak, mint az azonos rendii Adams-Bashforth-modszereké. A fenti
Adams-Moulton-moédszerek koziil csak az els6 kettd (azaz az implicit Euler-modszer és a Crank—
Nicolson-modszer) A-stabil, a tobbi nem. (Ez kovetkezik a mar emlitett masodik Dahlquist-féle
korlatbol.)

9.5.20. megjegyzés. Az Adams-Bashforth-modszer és az Adams—Moulton-médszer gyakran
egylittesen, egyméssal kombinélva keriilnek felhasznalasra a kévetkez$ modon. ElGszor egy Adams—
Bashforth-moédszerrel kiszamolt y; értékkel "megjoésoljuk" a t; idérétegen a kozelits értéket, majd
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plm br 0 1 2 3 4 5
1)1 by 1

211 20y, 1 1

31 2| 12b 5 8 -1

41 4 | 24b 9 19 -5 1

51 5 | 7200 || 251 | 646 | —264 | 106 | —19

6| 6 | 1440by || 475 | 1427 | —T798 | 482 | —173 | 27

9.5.2. tablazat. A maximadlis rendd Adams—Moulton-mddszerek by egyiitthatoi.

az Adams—Moulton-modszerrel "javitjuk" a numerikus megoldast a koévetkezé modon: a jobb ol-
dalon szerepld by f; tagba f; helyett f = f(t;,yF) értékét rakjuk. Az igy nyert modszert "joslo-
javité" (angolul: "predictor-corrector", PC) modszernek nevezziik, de szokisos az Osszefoglald
Adams-Bashforth-Moulton-mddszer elnevezés is. Lényeges tulajdonsaga, hogy ez a modszer mar
explicit.

A PC modszer néhény elméleti részlete megtalalhato a
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/AdamsBashforthMod.html
linken, és konkrét formulakkal animéacion is megfigyelhetjiik a modszer viselkedését az v’ = 1—t-/u
differencidlegyenleten. ¢

9.5.4. Retrograd differencia modszerek

A linearis tobblépéses modszerek kozott, az Adams-tipust modszerek mellett fontosak azok az
implicit médszerek, amelyekre a (9.5.5) képletben

by #£0, by =by=...=by =0. (9.5.31)

Az ilyen modszereket retrogrid differencia mddszereknek nevezziik. A modszer konzisztencidjat és
annak rendjét az ag,aq, ..., a, egylitthatok alkalmas megvalasztasaval biztositjuk. A retrograd
differencia modszerek fontos tulajdonsaga, hogy az f(¢,u) fiiggvényt csak egy pontban (a (¢;,y;)
pontban) sziikséges kiértékelniink. Ez a modszer kiilonosen alkalmas a specialis stabilitast igényld
feladatok megoldasara. (Lasd a kovetkez6kben a merev rendszerek leirasat.) A 9.5.6. megjegyzés
alapjan érvényes a kovetkezs allitas.
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9.5.21. tétel.
Az m-lépéses
Yi +a1Yi—1+ -+ anlYi-m = hbofi7 1= m,m + 17 coog (9532)

alaku retrograd differencia modszer pontosan akkor konzisztens, amikor

a1+ ...+a, =-—1

(9.5.33)
ay + 2as + ...+ ma,, = —by.
Tovabba p > 2 rendben pontos, ha (9.5.33) mellett teljestilnek a
m )
> Kap=0, j=23,...,p (9.5.34)
k=1
feltételek.
Ez azt jelenti, hogy p+1 szamu feltételiink van az m~+1 darab by, a1, as, . . ., a,, ismeretlenekre.

Tehat a retrograd differencia modszer maximaélis rendje p = m. A kovetkezs 9.5.3. tablazatban
megadjuk az els6 hat maximaélis rendd retrograd differencia modszer egyiitthatoit.

p|lml| by || ao a1 as as ay as ag
1)1 1 1 -1
2 _4 1
22 3 1 3 3
6 18 9 2
SI3| ||| -1 | o | 1
12 _ 438 36 _ 16 3
41 4 25 1 25 25 25 25
515 |l 60 || 1 | _300 | 300 | _200 | 75 | _ 12
137 137 | 137 137 | 137 137
6! 6 60 1 | —360 | 450 | _ 400 | 225 | _ 72 | 10
147 147 | 147 147 | 147 147 | 147

9.5.3. tablazat. Az els6 hat maximalis rendi retrograd differencia modszer egyiitthatoi.

Az els§ modszer (m = 1) az implicit Euler-modszert jelenti, mig az m = 2, 3,4 moddszere-
ket rendre mdsod-, harmad- és negyedrendd Curtis-Hirschfeld-mddszernek nevezziik. Az els6 két
modszer (m = 1,2) A-stabil, a tobbi mddszer — a masodik Dahlquist-féle korlatnak megfelelGen—
viszont nem. Ugyanakkor a stabilitasi tartoményuk igen nagy.! Megjegyezziik, hogy m > 6
esetén a retrograd differencia modszerek mar a legalapvetébb stabilitasi tulajdonsaggal (az un.
O-stabilitassal) sem rendelkeznek, ezért a hatodrendiinél magasabb médszereket nem alkalmazzak.

YHa m = 3,4,5,6, akkor a modszerek stabilitasi tartomanya ugyan nem tartalmazza a teljes C~ komplex
félsikot, de a valbs negativ tengelyt tartalmazo, origobol ta szoggel kiinduld szogtartomanyt igen. Az ilyen tu-
lajdonsagti modszereket A(a)-stabil modszereknek nevezziik. (Tehat az A-stabilitas az oo = 90° fokos stabilitast
jelenti.) Ugyanakkor ez a szektor m noévekedésével besziikiil: mig m = 3 esetén o ~ 86°, (azaz "majdnem"
A-stabil), addig m = 6 mellett mar csak o ~ 17,8°.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



9.6. A linearis és a merev rendszerek numerikus megoldasa 267

9.6. A lineéaris és a merev rendszerek numerikus megoldasa

Eddig skalaris egyenletek megoldéasaval foglalkoztunk. Most tekintsiik a

du
= = Au(®), te(0,7], (9.6.1)
u(0) =ug

feladatot, ahol A € R™*™ adott matrix, ug € R™ adott vektor, és u : [0,7] — R™ az ismeretlen
fiiggvény. A (9.6.1) feladatot egy linedris kézonséges differencidlegyenlet—rendszer Cauchy—felada-
tdnak nevezziik. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy A diagonalizalhaté méatrix, azaz létezik
olyan S regularis matrix, amellyel S™'AS = A, ahol A az A métrix sajatértékeit tartalmazo
diagonalis matrix.?0 Vezessiik be a w(t) = S™'u(t) j ismeretlen fiiggvényt! Ekkor a (9.6.1)
Cauchy-feladat atirhaté a

dw
— = Aw(), te 1], (9.6.2)
w(0) =S 'ug

alakra.

Vegyiik észre, hogy (9.6.2) egy olyan m-ismeretlenes rendszer, amely val6jdban szétesik m
darab

wy, = Mgwg,  wg(0) = adott, k=1,2,...,m (9.6.3)

skaldris feladatra, amelyet a kordbbiakban (v.6. (9.4.49) ) mar vizsgaltunk. Kovetkezésképpen a
linearis rendszerek numerikus megoldasa visszavezet$dik a skalaris feladatokra megfogalmazott
modszerekre. Ez azt jelenti, hogy ezeket a modszereket a (9.6.3) feladatokra kell alkalmazni, ahol
Ak az A matrix sajatértékei. Tehat egy numerikus moédszer alkalmazéasa sorédn azt kell megvizs-
galnunk, hogy a modszer hogyan viselkedik a matrix spektruman a (9.6.3) tesztfeladatok esetén.
Az explicit Euler-modszer esetén lattuk, hogy egyetlen egyenlenlet esetén ez az id6lépces6 megva-
lasztasara a (9.4.53) feltételt jelenti. Ezért Ay < 0 esetén az

|RE‘E‘(_h>\k)| <1 <:>h§2/(—)\k), k:1,2,...m, (964)
azaz a
2
h<——— 9.6.5
T maxg (*)\k) ( )

feltételt kapjuk.

9.6.1. megjegyzés. Nem foglalkozunk kiilén a magasabb rendd kdzdnséges differencidlegyenle-
tekkel, mert azok az un. dtviteli elv segitségével atirhatok elsérendd rendszerré. Példaul, az

Y™ 4 ay Y 4aoy™ ) 4 4 a1t + amy =0 (9.6.6)
m-ed rendd, linearis, homogén, kézonséges differencilegyenletet az

y(0) = c1, ¥ (0) = ca, ..,y ™ D(0) =

20Emlékeztetiink ra (14sd az elsé szakaszt), hogy hasonlésagi transzformacioval diagonélis alakra hozhat6 mat-
rixokat egyszerd struktirdji mdtrizoknak is szokdsos nevezni. Megjegyezziik, hogy egy matrix pontosan akkor
diagonalizalhato, ha létezik m darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora. A definicidoban szerepls S hasonlésagi mat-
rix valaszthato ezen sajatvektorokbol mint oszlopvektorokbol 6sszedllitott matrixként.
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kezdeti feltételekkel a kovetkezd modon lehet atirni egy m-ismeretlenes linearis rendszerré. Ve-

zessiik be az uy,ug, . .., Uy, 4j ismeretlen fiiggvényeket:
ur(t) = y(t)
us(t) =y (t) = uy(t)
us(t) =y (t) = us(t) (9.6.7)

unm (t) = y™ () = up_a ().
Derivalva az utolsé egyenletet, és felhasznélva az egyenletiinket, a bevezetett 1j fliggvényekkel
ekkor az
u, (t) = y™(t) = —a1Up — G2Up—1 — .. — AUy (9.6.8)
egyenletet kapjuk. Felhasznalva a (9.6.7) egyenleteket és a (9.6.8) Osszefliggést, az u(t) : [0,T] —
R™ w,;(t) komponensi ismeretlen fiiggvényre az
u = Au

elsérend, linearis rendszert kapjuk, ahol A € R"™*™

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : : : : : :
0 0 0 0 1
—Qy, —Am—-1 —Qp—2 ... —a2 —ai

adott matrix. A megfelel§ kezdeti feltétel u(0) = ¢, ahol ¢ € R™ ¢y, ¢, . .. ¢;, komponensi adott
vektor. ¢

Térjiink at a merev rendszerekre! Tekintsiik példaként az y” + (v + 1)y’ + vy = 0 mésod-
rendd differencidlegyenletet az y(0) = 1 és y'(0) = v — 2 kezdeti feltételekkel! Ekkor a megfelelg

rendszerre
0 1
A= ,
[ -y —(r+1) }

a kezdeti vektor pedig ¢ = [1,7 — 2]. Az A maétrix karakterisztikus egyenlete
det(A = AXI) =\ + (y+ A+~ = 0.
Ezért az A matrix sajatértékei A\ = —1 és Ay = —v. A pontos megoldas tehat

u1(t) = 2exp(—t) — exp(—~t)
uz(t) = —2exp(—t) + yexp(—7t).

Ha az explicit Euler-modszert alkalmazzuk a feladat megoldaséra, akkor a lépéskoz megvalaszta-
sara v > 1 esetén a h < 2/ feltételt kapjuk. Tegyiik fel, hogy v >> 1. Ekkor a megvalaszthato
lépéskoz igen kicsi, viszont, mint az a pontos megoldas (9.6.9) alakjabol lathato, az egyes megol-
déasokban szerepld exp(—~t) fiiggvények mar nagyon kis ¢y mellett ¢ > ¢y esetén nem jatszanak
szerepet a megoldasban, és a pontos megoldas gyakorlatilag az uq (t) ~ —ua(t) ~ 2exp(—t) lesz a
[to, T] intervallumon. Ez azt jelenti, hogy a teljes intervallumon nem sziikséges a h lépéskoz ilyen
kicsi megvalasztésa. Az ilyen tulajdonsagi rendszereket merev?! rendszernek nevezziik. A merev
feladatokat az alabbi moédon szokasos definiélni.

(9.6.9)

2l Gyakran a magyar terminoldgia is az angol "stiff" kifejezést hasznalja.
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9.6.2. definicio.

Azt mondjuk, hogy a (9.6.1) linedris rendszer merev, ha a rendszer A € R™*™ métrixdnak
M (k=1,2,...,m) sajatértékei rendelkeznek az alabbi tulajdonsédgokkal.

1. Relr < 0 minden k= 1,2,...,m esetén. (Azaz a feladat Ljapunov-értelemben aszimp-
totikusan stabil.)

2. Az Rexyl
maxpg EAE

§="—""-" 9.6.10

miny |ReA| ( )

modon definlélt S merevségi mutato nagy, azaz S >> 1.

A merev rendszerek esetén tehat a pontos megoldas gyorsan és lassan lecsengs komponensek-
bol adodik ossze, és egy (altalaban kis) ¢t = ¢; id6pont utdn a megoldast szinte teljesen csak a
lassan véltozd komponensek hatarozzak meg. Az ilyen feladatok numerikus kezelésére az explicit
modszerek altaldban nem alkalmasak, és tipikusan az A-stabil modszerek hasznélata javasolt. A
korabbi médszereink koziil kiilondsen alkalmasak a retrograd differencia modszerek, ezen beliil is
az implicit Euler-mdédszer illetve az elsé két Curtis-Hirschfeld-modszer.

9.6.3. megjegyzés. Igazibol nincs egységes és pontos definicié a merev rendszerekre. Ez a foga-
lom val6jaban azt fejezi ki, az eredeti folytonos feladat nagyfoku stabilitassal rendelkezik. Példa-
ul az eloz6 masodrendd feladatban v értékétsl (mint bemend adattol) gyakorlatilag nem fiigg a
megoldas, amely a szokasos stabilitasi fogalomnal ("folytonosan fligg a megoldas a bemend ada-
toktol") joval erésebb tulajdonsag, azt is mondhatjuk, hogy tulsdgosan is stabil a feladat. Ezt a
numerikus modszerek csak bizonyos feltételek mellett (egészen pontosan, az A-stabilitas mellett)
képesek csak kovetni. Ezért a merev rendszerek numerikus megoldasara az explicit médszerek
gyakorlatilag nem alkalmazhatok. Megjegyezziik tovabb4, -mint azt a példank is mutatja- ezzel
a tulajdonsaggal mar egy skaléaris egyenlet is rendelkezhet. Példaul, tekintsiik az

u =ku, t >0; u(0)=ug

feladatot, ahol k adott allando, akkor ennek megoldasa u(t) = wupexp(kt). Ha k << 0, akkor
gyakoraltilak méar kis ¢y esetén a (0,to intervallumon wu(t) lecsdkken ug-rél a legkisebb abrazol-
haté pozitiv szdmhoz, és ezutan minden t > ¢ esetén u(t) ~ 0. Igy a feladat az idintervallum
nagy részén az ug ketzedeti allapottdl fiiggetleniil viselkedik. Erre a feladatra mar viszonylag kis
k esetén is az explicit Euler-modszer rosszul viselkedik. Példaul, & = —15 esetén, a h = 1/4
lépéskozt numerikus megoldas king a végtelenbe; a h = 1/8 megvalasztast modszer ugyan kor-
latos marad és koveti is a pontos megoldast, de beoszcillal. Ha a Crank—Nicolson-moédszert al-
kalmazzuk, akkor viszont a numerikus megoldas jol koveti a pontos megoldast. B6vebben lasd a
http://en.wikipedia.org/wiki/Stiff_equation linket, de sajat program készitésével 6nallo-
an is ellendrizhetd a numerikus megoldasok fenti viselkedése. (Lasd a kovetkezs 9.7. szakaszt.) ©

Befejezésiil megemlitjiik, hogy a merevség fogalma kiterjesztheté a nemlineéris egyenletekre,
illetve a nemlinearis rendszerekre is. Ilyenkor a linearizalt feladatra fogalmazzuk meg a feltétele-
ket, azaz rendszerek esetén az A maétrix szerepét a rendszer Jacobi-matrixa jatsza.
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9.7. A kezdetiérték-feladatok numerikus megoldasa MATLAB
segitségével

A Matlab segitségével viszonylag egyszertien realizalhatok a numerikus eljarasaink. A MATLAB

programrendszer rendelkezik sajat, mar elkészitett és beépitett programmal, de az egyszertibbek

onallo elkészitése sem nehéz. Példaul az explicit Euler-médszer megirdsa egy m-fajlban és a
tovabbiakban 6néllo fiiggvényként valé hasznélata igen egyszert.

Tekintsilik azokat a lépéseket, amelyek ennek megvalésitasidhoz sziikségesek.

e ElsG lépésben inditsuk el a MATLABot, majd az Editor segitségével készitsiik el az alabbi
m-fajlt!:

function[t,y] = expeuler(diffegy, tO, yO, h, N)
t=zeros(N+1,1);
y = zeros(N+1,1);

t(1) = t0;
y(1) = yO;
for i=1:N

t(i+1) = t(i) + h;

y(i+1) = y(i) + h * diffegy(t(i),y(i));
end

A fenti programban az elsG sorban azt adtuk meg, hogyan tudjuk meghivni a médszeriinket.
(Mi most expeuler-nek neveztiik el.) Utdna soroljuk fel a megoldando feladatot illetve az
explicit Euler- modszert beazonosité bemend paramétereket, a bal oldalon pedig a kimend
paramétereket. (Ezek tipikusan a kiszamitott és a tovabbi célra felhasznalni kivant eredmé-
nyek.) A mi esetiinkben 6t bemeng és ketts kimend paraméter van. A két kimend paraméter
a diszkretizalt id6 vektor és az ezen pontokban kiszamolt numerikus kézelité megoldasok
vektora. Az els§ bemend paraméter egy alfiiggvény, aminek jelen esetben diffegy a neve, és
ebben a fiiggvényben irjuk meg a differencidlegyenletet specifikilo f fiiggvényt. A masodik
paraméter t0, ez a kezdeti id6pontot jeldli, a harmadik a t0 pontbeli yO kezdeti értéket
jelenti. A kovetkezd paraméter h, amely az idGintervallum diszkretizacios lépéstavolsagat
jelenti, majd végil N jeloli a megtett id6lépések szamat. A masodik és harmadik sorban
vessziik fel a t és y vektorokat, amikben az értékeket el6szor lenullazzuk, és a kovetkezd két
sorban bedllitjuk a kezdGértékeket. Utdna kovetkezik lényegében a modszer algoritmusa:
egy ciklus keretében el&szor bedllitjuk a t; értékeket, majd kiszdmoljuk a meredekséget,
végil az y; értékeket az explicit Euler-modszer képletének megfelelGen.

e A fenti programmal még nem tudjuk koézvetleniil az adott differencidlegyenlet numerikus
megoldasat elGéallitani, ehhez sziikségiink van az f fiiggvényt megadé "diffegy" alfiiggvény
megadéasara. Ha az

u'(t) = —u(t) +t+1,

ahol ¢ € [0,1] és u(0) = 1 feladat®* megoldasat szeretnénk elgallitani, akkor a diffegy nevii

22Emlékeztetiink ra, hogy ezen a feladaton teszteltiik a numerikus médszereinket a 9.3.1. és a 9.4. fejezetekben.
Ebben a részben a Runge-Kutta tipusi mobdszerrel illetve linedris t&bblépéses modszerrel is megoldjuk ezt a
feladatot.
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alfiiggvény elkészitéséhez nyissunk egy 1j m-fajlt, amibe irjuk a kivetkezdket:

function dydt = diffegy(t,y)
dydt = -y + t + 1;

e Ha mér megirtuk mindkét fiiggvényt, futtassuk le a programunkat h = 0.1, h = 0.01 és
h = 0.001 lépéstavolsagokkal a [0, 1] intervallumon a [T1,Ye] = expeuler(@diffegy, O,
1, 0.1, 10) utasitdssal. Enter utdan megkapjuk a T1 és Ye vektorokat, amelyek a ko-
zelitések idébeli helyét és értékét tartalmazzék. Ha ki is szeretnénk rajzoltatni, akkor a
plot(T1,Ye) paranccsal egy kiilon ablakban megjelenik a fliggvényiink. (A h = 0.01 és
h = 0.001 lépéskozokre értelemszerten a [T1,Ye] = expeuler(@diffegy, 0, 1, 0.01,
100) illetve a [T1,Ye] = expeuler(@diffegy, 0, 1, 0.001, 1000) parancsokat kell be-
irni.)

Ha az explicit Euler-modszer hibajara vagyunk kivancsiak, akkor a pontos megoldéssal sziikséges
a numerikus megoldésunkat 6sszehasonlitani. A példank pontos megoldésa az

u(t)=e '+t

fliggvény. A 9.7.1.-9.7.3. dbrékon lathatjuk a modszer pontossagat a h = 0.1, h = 0.01 és h = 0.001
lépéstavolsagokkal. Az elvartaknak megfelelGen h csokkenésével a numerikus megoldas grafikonja
kézeledik a pontos megoldas grafikonjihoz.

Explicit Euler médszer (piros), pontos megoldas (kék)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
idd

9.7.1. dbra. A h = 0.1 lépéskozii explicit Euler-modszer

A differencidlegyenlet-rendszerek numerikus kezelésére készitett programot egy egyszerd po-
puléciédinamikai modellen, az un. Lotka-Volterra-modellen mutatjuk be. Ez az dn. ragadozé-
zsdkmany modell, amely két faj egyedei szamanak idébeli alakulasat (fejlédését) irja le. Jelolje
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1.4 T T T T

1351

1.3F

1.25F

Explicit Euler médszer (piros), pontos megoldds (kék)
o

1.4 T T T T

Explicit Euler médszer (piros), pontos megoldas (kék)

9.7.3. dbra. A h = 0.001 lépéskozii explicit Euler-modszer

z(t) egy nyulpopulacié méretét a ¢ id6pontban, mig y(t) egy rokapopulacio méretét! Feltessziik,
hogy ismerjiik a populaciok kezdeti méretét, azaz az x(0) és y(0) értékeket. Ekkor a matematikai
modelliink felirhat6 a kovetkezs differencidlegyenlet-rendszer segitségével:

2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t)
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y'(t) = cx(t)y(t) — dy(t),

ahol a a nyudlak novekedési rataja, d a rokapopulacié haldlozasi ardnya. Mikor egy roka és egy
nyul talalkozik, akkor a nyulak szama cs6kken. A nyulak szamanak csékkenési sebessége aranyos
azzal, hogy egy idGegység alatt hany roka és nyul talalkozik, azaz az x(t)y(t) szorzattal. Ezt
fejezik ki a b illetve ¢ egylitthatok. A modell kapcsan elvarasaink a kévetkezsk. Ha nincs ragadozo,
akkor feltessziik, hogy a zsakmény populacié nagysaga exponencialis novekedést, azaz =’ = ax
dinamikaju, ahol a a zsdkmény populécié novekedési rataja. Feltessziik tovabba, hogy zsdkmény
hianyaban a ragadozok kihalnak az y’ = —dy egyenletdinamikaja szerint, ahol d a ragadozé
populacié haldlozési aranya.

A tovabbiakban a MATLAB segitségével numerikusan oldjuk meg a fenti egyenletet, és nu-
merikus médszerként ismét az explicit Euler-médszert valasztjuk.

Tekintsiik most egy olyan példat, amely altaldnositasa az el6z6 modellnek abban az értelem-
ben, hogy az egyiitthatok akar fliggvények is lehetnek.

=1z —22% —ay

y' = =2y +6ay,
legyen z(0) =1, y(0) = 0.1.

Keészitsiik el az alabbi m-fajlt.

function LVexpeuler(x,y,T,N)

h=T/N;

for n=1:N

u=f(x,y); v=g(x,y);

x=x+th*u; y=y+hx*v;

xhistory=[xhistory,x]; yhistory=[yhistory,yl;

end

t=0:h:T;

plot(t,xhistory,’red’, t, yhistory,’blue’)
xlabel(’idd’), ylabel(’préda (piros), ragadozd (kék)’)

function U=f(x,y)
U=x-2%X.*X-X.*y;
function V=g(x,y)
V=-2%y+6*x.*y;

Itt bemend paraméterként a kovetkezbket adjuk meg: x: a zsdkméany kezdeti szama, y: a
ragadozok kezdeti szdma, T': a vizsgalt id6intervallum és N: az osztésrészek szama.

Az LVexpeuler(1,0.1,20,1000) utasitassal szamoljuk ki az eredményt. Futtatas utan a 9.7.4.
grafikont kapjuk.

Ahogy az elvarhato, a populacié vagy kihal, vagy egyenstulyba keriil. A grafikonon is jol latszik,
hogy a kezdeti idépontokban sok ragadozé van és nincsenek zsdkmaényallatok, ezutan viszont a
zsdkmanyallatok szdma né, és az id6 mulasaval egyensilyba keriilnek a populaciék méretei.
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préda (piros), ragadozo (kék)

9.7.4. dbra. A Lotka-Volterra-modell megoldéasa explicit Euler-modszerrel

Megjegyezziik, hogy a tobbi egylépéses modszer MATLAB programja hasonloan elkészithetd,
de ezeknél lépésenként egy (altalaban nemlinearis) egyenlet megoldasanak az algoritmusét is be
kell épiteniink.

Mint azt mar emlitettiik, léteznek a MATLAB programrendszerben beépitett programok,
amelyek alkalmasak akir nagy pontossaggal és hatékonyan megoldani a kezdetiérték-feladatokat.
Ilyen példaul a gyakran alkalmazott ODE45 rutin, ami egy tun. bedgyazott Dormand-Prince-
modszer. Ez egy egylépéses, valtakozo 1épéskozi modszer, amelynek paramétereit a 9.7.1. tab-
lazat tartalmazza. 23 A modszer lényege, hogy kiszdmol egy negyed- és egy 6tddrendid Runge-
Kutta-modszert, és ugy valaszt 1épéskozt, hogy a hiba a negyedrendid moédszer hibaja legyen. A
kovetkezs tablazatban lathatjuk a modszer Butcher-tablajat. Az els§ o sor a negyedrendi mod-
szer, a masodik pedig az 6t6drendd modszer sulyfliggvénye. Az ODE45 rutint ugyanolyan médon
hivjuk meg, mint a korabban leirt, sajat magunk altal irt programokat. Nevezetesen, [T1, Y45]
= ode45(@diffegy, [kezd3ids, végidd]). Itt is két kimend paraméter van, az id6 és a kozelit6
értékek vektora. A bemend paraméterek rendre: az alfiiggvény, ami leirja a differencidlegyenle-
tiinket, az id6 vektor, hogy melyik id6pontokban szamoljuk ki a megoldast, és a kezdeti-érték
vektor.

9.7.1. megjegyzés. Megjegyezziik, hogy megadhato egy negyedik (opcionalis) paraméter is,
amelynek segitségével beallithatjuk az integraldsi paramétereket. Itt adhatjuk meg azt a pa-
ramétert is, amely a modszer pontossagit szabalyozza. Tehat a rutin meghivasdnal megadott,
racshaléra vonatkozo paraméter nem azt a racshalét hatarozza meg, amin a numerikus modsze-
riinket alkalmazzuk, hanem csak azokat a pontokat, ahol kiértékeljiik a numerikus megoldéast.

23 A beagyazott Runge-Kutta-modszerek lényege, hogy két olyan kiilonbdz6 Runge-Kutta-modszert valasztunk,
amelyek Butcher-tablazataban ugyanazon a vektor és B méatrix szerepel, viszont eltéréek a o sulyfliggvények, és
emiatt a modszerek rendje is kiilénbdézik. Errél, illetve a valtoz6 1épéshosszisag megvalasztasarol olvashatunk
a http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_alkmat/2010/molnar_viktoria.pdf linken talalhaté dolgo-
zatban.
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Ezért tehat ezen racshalé h lépéskozének cstkkentése onmagaban nem eredményezi a modszer
pontossaganak csokkenését. Ugyanakkor a gyakorlatban elegenddé az alapbedllités, és ezért az
alapértelmezést csak indokolt esetekben célszerti megvaltoztatni. Ezt az odeset rutinnal hajt-
hatjuk végre, amelynek részletei a MATLAB help leirasaban megtalalhatok. ¢

0

1 1

5 5

3 3 9

10 10 10

4 | 44 56 32

5 15 15 9

8 | 19372  —25360 64448 —212

9 | 6561 2187 6561 729

1| 9017 —355 46732 49 —5103
3168 33 5247 176 18656

1 35 0 500 125 —2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 —92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 —2187 u
384 1113 192 6784 84

9.7.1. tablazat. A beagyazott Dormand-Prince RK-moédszer paraméterei az ode45 rutinban.

Alkalmazzuk ODE45 modszert a szokasos tesztfeladatunkon, majd irassuk ki eredményeinket
a h = 0.1 lépéstavolsagu racshilé pontjaiban. Eredményeinket a 9.7.2. tablazat tartalmazza.

Egy masik, ugyancsak gyakran hasznélt beépitett modszer az ODE23 ugyancsak bedgya-
zott Runge-Kutta tipusd moédszer, amelyet Bogacki-Shampine-moédszernek is neveziink. Ennek

t; a pontos megoldas | a numerikus megoldéas a hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.1000 1.0048 1.0048 2.9737e — 010
0.2000 1.0187 1.0187 5.3815e — 010
0.3000 1.0408 1.0408 7.3041e — 010
0.4000 1.0703 1.0703 8.8120e — 010
0.5000 1.1065 1.1065 9.9668¢ — 010
0.6000 1.1488 1.1488 1.0822e — 009
0.7000 1.1966 1.1966 1.1424e — 009
0.8000 1.2493 1.2493 1.1814e — 009
0.9000 1.3066 1.3066 1.2026e — 009
1.0000 1.3679 1.3679 1.2090e — 009

9.7.2. tablazat. Az oded5 eredményei a h = 0.1 1épéskozii racshalo pontjaiban.
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0

11

2 | 2

3 3

110 3
2 1 4

L5 3 3
T T 1
9390
71 01 1
24 4 3 8

9.7.3. tablazat. A beagyazott Bogacki-Shampine RK-moédszer paraméterei az ode23 rutinban

t; a pontos megoldas | a numerikus megoldas a hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.1000 1.0048 1.0048 4.0847e — 006
0.2000 1.0187 1.0187 7.3920e — 006
0.3000 1.0408 1.0408 1.0033e — 005
0.4000 1.0703 1.0703 1.2104e — 005
0.5000 1.1065 1.1065 1.3690e — 005
0.6000 1.1488 1.1488 1.4865e — 005
0.7000 1.1966 1.1966 1.5692e — 005
0.8000 1.2493 1.2493 1.6227e — 005
0.9000 1.3066 1.3066 1.6518e — 005
1.0000 1.3679 1.3679 1.6607e — 005

9.7.4. tablazat. Az ode23 eredményei a h = 0.1 lépéskozii racshalon

meghivasa az ODE45 moddszerrel megegyezGen a [T1, Y23] = ode23(@diffegy, [kezd&idd,
végidd]) utasitds. A 9.7.3. tablazat tartalmazza a moédszer Butcher-tablajat.

Ez egy explicit (2, 3)-tipust Runge-Kutta-modszer. Igazabol akkor hatékony, amikor oleson sze-
retnénk kevésbé pontos megoldast kapni. (Altalaban nem merev, vagy csak nagyon kis merevségii
feladatokra alkalmazzuk.) Most is a szokasos tesztfeladatunkra futtassuk le az ODE23 algoritmust,
majd irassuk ki eredményeinket a h = 0.1 1épéstéavolsagi racshélé pontjaiban. Eredményeinket
a 9.7.4. tablazat tartalmazza.

A tobblépéses modszerek algoritmusai is megtalalhatok a MATLAB-ban. Ilyen az ODE113,
amelynek a rendje 1-t6l 13-ig valtozhat és az Adams-Bashforth-Moulton-modszeren alapszik.
sen el6nyos, amikor az f fiiggvény kiértékelése koltséges. Megjegyezziik, hogy ez a modszer is
[T1, Y113] = odel13(@diffegy, [kezddidd, végidd]) szintaktikajud, és tipikusan nem merev
feladatokra alkalmazzuk. A modszer pontossagét a szokasos tesztfeladatunkon a h = 0.1 1épésta-
volsagu racshalon a 9.7.5. tablazat tartalmazza.
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t; a pontos megoldas | a numerikus megoldas a hiba

0 1.0000 1.0000 0
0.1000 1.0048 1.0048 6.2300e — 006
0.2000 1.0187 1.0187 1.8714e — 005
0.3000 1.0408 1.0408 2.7885¢ — 005
0.4000 1.0703 1.0703 2.1933e — 005
0.5000 1.1065 1.1065 1.8889e — 005
0.6000 1.1488 1.1488 1.7254e — 005
0.7000 1.1966 1.1966 1.5668e — 005
0.8000 1.2493 1.2493 1.4228e — 005
0.9000 1.3066 1.3066 1.2872e — 005
1.0000 1.3679 1.3679 1.1643e — 005

9.7.5. tablazat. Az odel13 eredményei a h = 0.1 1épéskozi racshalon.

Az alabbi tablazatban foglaljuk Gssze néhény olyan modszer pontossagéat, amelyet ebben a
szakaszban targyaltunk. (Modszereinket a szokésos (9.3.13) tesztfeladatra a ¢* = 1 id6pontban
hasonlitjuk Gssze.)

En
médszer h1 =0.1 | hy =0.01
explicit Euler || 1.9201e-002 | 1.8471e-003
javitott Euler || 6.6154e-004 | 6.1775e-006
implicit Euler || 2.1537e-002 | 1.8687e-003
ODE45 1.2090e-009 | 1.0903e-009
ODE23 1.6607e-005 | 1.5087e-005

Megjegyezziik, hogy a MATLAB sajat programjai érdemben nem csokkentek a racshéalé finomo-
déasaval, amely a 9.7.1. megjegyzésben leirt okok miatt torvényszerd.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy merev feladatok megoldéasara is vannak rutinok a MATLAB-
ban. Ilyenek a ODE15s (amelynek meghivasa [T1, Y15s] = odelbs(@diffegy, T1, 1)), ODE23S
(amelynek meghivasa [T1, Y23s] = ode23s(@diffegy, T1l, 1)). A ODE123T és az ODE123TB
rutinok az enyhén merev rendszerek megoldésara javasolhatok. Ezek a modszerek alacsony pon-
tossdguak. Az ODE15S modszer a retrograd differencia modszeren (amelyet Gear-modszernek is
szokasos nevezni) alapul (lasd a 9.5.4. szakaszt), és ez is valtozo lépéshosszusagi modszer. Kiilo-
nosen akkor javasolt ez a mddszer, amikor az ODE45 modszer nagyon lasst vagy egyéltalan nem
miikddik. Az ODE23s egy masodrendi, modositott, egylépéses un. Rosenbrock-modszer. Mivel a
modszer egylépéses, ezért altaldban hatékonyabb, mint az ODE15S mddszer.

A modszerek részletei irant érdekldsknek javasoljuk a jegyzékben talalhato [1, 34], illetve a
MATLAB programok irant érdeklddoknek a jegyzék [12, 33] irodalmait ajanljuk.

9.8. Feladatok

Kozonséges differencidlegyenletek
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9.8.1. feladat. Legyen f folytomos a H = {(t,u),t € [-3,3],u € [—4,4]} halmazon, tovdbb
|f(t,u)| <7 a H halmazon Melyik az a legnagyobb intervallum, amelyen az

u' = f(t,u) u(0)=ug
feladatnak biztosan létezik megoldasa?
9.8.2. feladat. Vizsgaljuk meg, hogy az
v =0.5sinu+t; u(0)=0
feladatnak létezik-e megoldasa.
9.8.3. feladat. Mutassuk meg, hogy az
u =te™ ™, u(0)=0

egyenletnek ¢y > 0 és ug = 0 esetén mindig létezik egyértelmt megoldasa. Allitsuk el6 a megoldast!

9.8.4. feladat. Tekintsiik az
u' =1+u? u(0)=0

egyenletet! Mutassuk meg, hogy nem minden ¢ > 0 értékre létezik a megoldasa! Magyarazzuk
meg ennek okat!

9.8.5. feladat. Melyilf az a legnagyobb intervallum, ahol a 9.8.4. példa feladatanak létezik
egyértelmd megoldasa? Allitsuk el6 ezt a megoldast!

9.8.6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az
u=e"+1*, u(0)=0
feladatnak létezik egyetlen megoldasa a ¢ € [0, 0.351] intervallumon!
9.8.7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az
u = f(t,u) u(0) =wug

feladatban f folytonos és korlatos a H = {(t,u),t € [a,b],u € R} halmazon, akkor a feladatnak
létezik megoldasa a t € [a, b] intervallumon!

Egylépéses numerikus modszerek

9.8.8. feladat. Mutassuk meg, hogy az u(t) = t?/4 fiiggvény megoldasa az

' = +u, u0)=0

feladatnak! Az els6rendd Taylor-sorba fejtéses numerikus modszerrel szamoljuk ki a kozelité meg-
oldasat! Adjunk magyarazatot arra, hogy miért kiilonbo6zik a numerikus megoldas a pontos meg-
oldéastol!

9.8.9. feladat. Szamitsuk ki u(0.1) kozelits értéekét az
u = —tu?, u(0) =2
feladatra a masodrendii Taylor-sorba fejtéses numerikus modszerrel!
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9.8.10. feladat. A Cauchy-feladat megoldaséval jol kiszamitha6é néhany olyan hatarozott in-
tegral, ahol a Newton-Leibniz szabély nem alkalmazhaté6. Példaul az

2 2
/ e ds
0

W =e, u(0) =2

integtal értéke meghatarozhaté az

feladat megoldasaval a [0, 2] intervallumon. A negyedrendid Taylor-sorba fejtéses numerikus mod-
szerrel hatarozzuk meg az integral kozelitG értéket! (Az

2 ¢ 2
erf(t) = ﬁ/o e % ds

an. "hiba-figgvény" ("error-function") egy jol definialt folytonos fiiggvény, melynek értékeit csak
numerikusan tudjuk kiszamolni. Ezen értékeket altaldban téblazatokban szokds megadni. (Léasd
részeletesebben a http://en.wikipedia.org/wiki/Error_function linket.) Innen a "pontos”
értékre u(2) ~ 0.8820813907 adodik.)

9.8.11. feladat. Oldjuk meg analitikusan, majd az explicit Euler-moédszerrel az v’ = tu'/3,

u(1) = 1 feladatot a [0,5] intervallumon! Elészor kézi szamolassal a h = 1 lépéskdzzel, majd a
EXPEULER programmal h = 0.10,0.05,0.01 Iépéstavolsagokkal! Vizsgaljuk meg a konvergenciat a
t=1,2,3,4,5 pontokban! Figyeljiikk meg a konvergenciarendet!

9.8.12. feladat. Irjunk programot az implicit Euler-moédszerre és oldjuk meg a 9.8.11. feladat
példajat a h = 0.10,0.05,0.01 1épéstavolsagokkal. Vizsgaljuk meg a konvergenciat at =1,2,3,4,5
pontokban! Figyeljiik meg a konvergenciarendet! (Ellenérizziik, hogy a pontos megoldas az u(t) =
In(1 + t? + /2) fiiggvény!)

9.8.13. feladat. Irjunk programot a #-médszerre és oldjuk meg a 9.8.11. feladat példajat a h =
0.10,0.05,0.01 lépéstavolsagokkal. Vizsgaljuk meg a konvergenciat a t = 1,2, 3,4,5 pontokban!
Figyeljiik meg a konvergenciarendet a t = 1 pontban a § = 0,0.1,0.2,...,0.9,1 értékek esetén.

9.8.14. feladat. Szamitsuk ki MATLAB segitségével az explicit és az implicit Euler-mddszerrel,
illetve a Crank—Nicolson moédszerrel a 9.8.3. feladat numerikus megoldéasat a h = 0.10, 0.05, 0.01,
0.001 lépéstavolsagokkal a t = 1 pontban! Figyeljiikk meg a konvergenciarendet! (Ellendrizziik,
hogy a pontos megoldas az u(t) = In(1 + t? + /2) fiiggvény!)

9.8.15. feladat. Alkalmazzuk a negyedrendd RK-médszert az v’ = \u tesztfeladatra! Mutassuk
meg, hogy ekkor az y;,(t) numerikus megoldast jelents racsfiiggvényre az

1 1 1
yn(t+h) = [ 1+ hA+ =h*2A2 + B3N + =AY ) (1)
2 6 24
Osszefiiggés érvényes! Mutassuk meg, hogy erre a feladatra a lokélis approximécios hiba O(h%)!

9.8.16. feladat. A MATLAB program segitségével oldjuk meg a negyedrenddi RK-modszerrel
az
u = e™ +cos(u—t), u(l)=3

feladatot! Hasznaljuk a h = 0.01 1épéskozt és allitsuk le a szamitast a talcsordulés elott.
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9.8.17. feladat. Egy l6fegyverbdl felfelé 16viink. A goly6 v(t) sebességét a

o =-32-< w0)=1
m
differencidlegyenlet irja le, ahol m a golyo tomege és ¢ a légellenallast jellemzd allando. Legyen
a példaban ¢/m = 2. Valamelyik numerikus moédszerrel hatarozzuk meg, hogy mennyi id6 mulva
éri el a goly6 palyaja legmagasabb pontjat!

9.8.18. feladat. Tekintsiik az u' = Au + b kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, ahol
A € R™ ™ egy adott kvadratikus matrix és b € R™ egy adott vektor. Irjuk fel erre az egyenlet-
rendszerre az explicit és implicit Eutel-sémékat és a Crank—Nicolson-sémét!

9.8.19. feladat. Legyen a 9.8.18. feladat jelléseivel
—-10 3 2
e[ 5 e

és legyen a kezdeti feltétel: y;(0) = y2(0) = 1. Igazoljuk, hogy yi(z) = (e710% +1)/2, ya(x) =1
megoldasa a differencidlegyenletnek! Oldjuk meg az egyenletet numerikusan a [0, 4] intervallumon
az explicit Euler-modszerrel és a (9.4.18) szerinti javitott explicit Euler-moédszerrel! Probalkoz-
zunk h = 0.2 koriili értékekkel!

Tobblépéses numerikus moédszerek

9.8.20. feladat. Hatarozzuk meg az egylépéses, elsérendii Adams-Moulton formulat! Mi a kap-
csolata a trapézszaballyal?

9.8.21. feladat. Ellendrizziik a 9.5.2. tablazat szerinti negyedrendd Adams-Moulton moédszer
képletét, azaz hogy a

h
Ynt1 = 51 (9fnt1 +19fn = 5fn-1+ fr-2)
modszer valéban negyedrendii!

9.8.22. feladat. Ellendrizziik a 9.5.1. tablazat szerinti negyedrendd Adams-Bashfort méodszer
képletét, azaz hogy a

h
Ynt+1 = ﬂ (55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3)

modszer valoban negyedrendi!
9.8.23. feladat. Szamitsuk ki u(0.1) kozelits értékét az
u = —tu?, u(0) =2
feladatra a két- és haromlépéses Adams-Bashforth és Adams-Moulton formulékkal! (A kezd&ér-
tékekre véalasszunk megfelel6 RK-modszert!)

9.8.24. feladat. Tekintsiik az y, — yn—2 = h (fn — 3fn—1 + 4fn—2) kétlépéses modszert! Vizs-
galjuk meg a konzisztenciajat és a stabilitasat!

9.8.25. feladat. Tekintsiik az v, —2yn—1+Yn—2 = h (fn, — fn—1) kétlépéses modszert! Vizsgaljuk
meg a modszer konvergenciajat!
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EllenSrz6 kérdések

© ® N e ovos

10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

. Mit neveziink koézonséges differencidlegyenletnek?

Mi a szerepe a kezdeti feltételnek?

Mit neveziink Lipschitz-féle tulajdonsagnak és mi a kapcsolata a Cauchy-feladat megoldha-
tosagaval?

Adja meg az explicit Euler-modszer algoritmusat!

Mi a Taylor-soros médszer? Sorolja fel a modszer elényeit és hatranyait!

Mutassa meg, hogy az explicit Euler-mo6dszer konvergens!

Definialja az implicit Euler-moédszert! Hasonlitsa Ossze az explicit Euler-moodszerrel!
Mit neveziink #-modszernek? Miért nevezetes a 8 = 0.5 megvalasztasi modszer?

Mikor neveziink egy numerikus médszert konvergensnek? Mi a konzisztencia és a stabilitas?
Mi a kapcsolat kdzottiik?

Mit neveziink Runge-Kutta tipusi moédszernek?
Mi a Butcher-tablazat?

Mit neveziink explicit, implicit és diagonalisan implicit Runge-Kutta tipusi modszernek?
Hasonlitsa Gssze ezek algoritmusait!

Mit neveziink linearis tébblépéses modszernek?
Hogyan valaszthatok meg a megfelel kezdeti kozelitések a lineéris tobblépéses modszerekre?

Mit neveziink Adams-tipusi moédszernek? Milyen tulajdonsagiak az Adams-Bashforth- és
az Adams-Moulton-modszerek?

Mit neveziink egy linearis tobblépéses modszer elss illetve mésodik karakterisztikus poli-
nomjavak? Mi a kapcsolata a konzisztencidval?

Mit neveziink merev feladatnak? Hogyan kezeljiik ezeket numerikusan?

Mit neveziink retrograd differencia modszernek és mire alkalmazhatjuk ezeket?
Az v/ = \u tesztegyenletben miért engedjiik meg a \ komplex értékét is?
Milyen MATLAB programokat ismer a kezdetiérték-feladatok megoldaséara?

Milyen alapon miikddnek a beépitett MATLAB programok?
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10. A kozonséges differenciadlegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerei

Ebben a fejezetben a k6zonséges differencidlegyenletek peremérték-feladatainak
elméleti Osszefoglalasa utén a feladatok numerikus megoldési mddszereivel fog-
lalkozunk. Ismertetjiik a legtipikusabb modszereket: a belovéses modszert és a
véges differencidk modszerét. A modszereket szamitogépes (MATLAB segitsé-
gével készitett) programikkal illusztraljuk.

10.1. Bevezetés

Lattuk, hogy a kozonséges differencidlegyenletek megoldasanak egyértelmiiségéhez kiegészits fel-
tételek megadasa sziikséges. Az el6zd fejezetben ezek a feltételek a megoldas valamely kezdeti
(t = 0) id6pontban val6 tulajdonséagai voltak. Példaul, az

u' = f(t,u,u) (10.1.1)
masodrendd differencidlegyenlethez az
u(0) = up; ' (0) = uy (10.1.2)

feltételeket adtuk meg, ahol ug, uj adott szamok. Ugyanakkor gyakori eset, amikor a megoldast a
[0, T] korlatos idSintervallumon vizsgaljuk, és a megoldast ismerjiik ezen id&intervallum mindkét
végpontjaban, vagyis a (10.1.1) feladat megoldéaséara az

w(0) =wuo, u(T)=1wu (10.1.3)

kiegészit feltételeket adjuk meg.

10.1.1. példa. Tegyiik fel, hogy egy rogzitett foldfelszini pontbodl valamely iranyba kilviink
egy agyugolyot. Jelolje y(t) egy kil6tt golyd foldtsl mért magassagat, x(t) pedig a kilovési
ponttol mért vizszintes tavolsdgat a ¢ > 0 idGpontban. Feltessziik, hogy a golyd mozgasara
csak a gravitacié hat, aminek kovetkeztében

e vizszintes (z) irdnyban allandé sebességgel halad a golyo;
e a fliggsleges (y) irdnyt mozgéséara csak a gravitacio hat.

Hatarozzuk meg, hogy milyen szégben kell kiléni a golyét ahhoz, hogy egy el6re rogzitett
x = L pontban érjen foldet!
Ekkor Newton méasodik torvénye szerint a mozgast leiré egyenletek

(10.1.4)
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Emellett 2(0) = 0 és y(0) = 0. (A ¢ = 0 kezdeti id6pontban sem vizszintesen, sem fliggslegesen
nem tavolodott el a golyo a kezdeti helyzetbdl.) Ezért a kezdeti feltétel figyelembevételével
az els6 egyenlet megoldasa x(t) = vt, ahol v az allando vizszintes irdnyu sebesség. Innen
t = x/v. Bevezetve az y(t) = y(z/v) =: Y(z) fuggvényt, az Osszetett fiiggvény derivalasi
szabalya alapjan

(e _dy
YW= dat T

(10.1.5)
(t) ﬂ — 2d27Y
Y =z T e

Ekkor tehat feltételeink alapjan az ismeretlen 4j fliggvény az aldbbi tulajdonségokkal ren-
delkezik:
Y'(2)= -2, z€(0,L
(=) v? ©.5) (10.1.6)
Y(0) =0, Y(L)=0.

Mivel ez a differencidlegyenlet konnyen kiintegralhato, ezért a (10.1.6) feladat megoldasa
kozvetleniil kiszamithato: g

Ezért a kilovés o szogét a
gL
ga ( ) 21}2

Osszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg. o

Megjegyezziik, hogy a fenti példaban a t valtozordl x valtozéra vald attérést azt motivalta,
hogy a (10.1.1)(10.1.3) peremérték-feladat az 0j ismeretlen fiiggvényre nézve valamely korlatos
térbeli tartomdnyon lett kitiizve.!

10.1.2. definicié.
Az u = u(t) Cla,b]-beli ismeretlen fiiggvényre kitiizott

u' =f(t,u,u), te(a b)
u(a) = o, u(b) =

feladatot peremérték-feladatnak nevezzik.

(10.1.7)

Vegyiik észre, hogy a definiciéban egy skalaris egyenlet szerepel, ellentétben a kezdetiérték-
feladatok megfogaémazasaval, ahol altalanosan vektor-skalar fv-re is definidltuk a feladatot.

A fejezet felépitése a kovetkezs. A kovetkezd 10.2. szakaszban egy egyszert kittizési feladaton
mutatjuk be a véges differencids numerikus megoldasi modszert. Ezutan ratériink a téma bévebb
kifejtésére és egyes részleteinek ismertetésére. Foglalkozunk az altalanos alaku folytonos feladat
megoldhatosagaval, majd ismertetjiik az an. beldvéses modszert. Ezutan a véges differencias meg-
oldési modszert részletezziik.

LA tovabbiakban az ismeretlen fliggvényre az y(t) (vagy az u(t)), illetve az y(z) (vagy az u(z)) jeldléseket
egyarant hasznaljuk.
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10.2. Egy kozonséges differencidlegyenlet peremérték-feladatanak
megoldasa véges differencidkkal

Ezen szakasz célja, hogy altaldnos bevezetést adjon a leggyakrabban hasznalt véges differencids
numerikus moédszerrdl illetve annak hatterérdl. Ezt a szakaszt agy allitottuk 6ssze, hogy lényegé-
ben fiiggetlen a kovetkezs, mélyebb ismereteket nytjtd 10.5. szakasztol. A kdnnyebb olvashatosag
érdekében a késébbi szakaszokban megismételjiik azokat a fogalmakat, amelyeket ebben a szakasz-
ban ismertetiink, tehat a 10.3.-10.6. szakaszok akéir ezen szakasz olvasésa nélkiil is megérthet6k?.

10.2.1. A véges differencias séma felépitése

Tekintsiik a
—u" +cu=f, ze€(0,1),

u(0) =a, u(l)=4
feladatot, ahol ¢ > 0 allando, f egy adott folytonos fiiggvény. Mivel a feladat analitikus megolda-

sat altalanos esetben nem tudjuk kozvetleniil elGallitani, ezért numerikus eljarast alkalmazunk.
Ennek 1ényege a kovetkezs.

(10.2.1)

1. Definidlunk a [0, /] intervallumon rdcshdldokat, nevezetesen az wy, = {x; = ih, i1 =1,2,... , N—
1, h =1l/N } és az W, = {x; = ih, i = 0,1,...,N, h = I/N } racshalokat. Jeltlje
Y = wp\wr = {20 = 0; 2y = [} az Gn. perempontokat.

2. Jelolje F(wy) és F(wy,) az @y, és az wy, racsokon értelmezett, R-be képezd fliggvények vek-
torterét.

3. Célunk olyan y, € F(w),) rdcsfiggvény meghatarozésa, amely az @), pontjaiban kozel van
a (10.2.1) feladat uw megoldasédhoz, és a racshalo finomitasaval (azaz h — 0 esetén) az
eltérésiik nulldhoz tart.

A numerikus modszert az hatarozza meg, hogy milyen modon vélaszjuk meg a keresett racsfiigg-
vényt. Kézenfekvs az alabbi Gtlet. Tekintsiik a (10.2.1) egyenletet az wy, racshalé ponjaiban! Ekkor
a

— " (z;) + cu(z;) = flxi), = €wp (10.2.2)

egyenlségeket kapjuk. Mint azt a numerikus derivalasnal mar megismertiik, az z; pontbeli elsd

derivéltakat a

u(x; +h) — u(z;) w(z;) —u(z; —h)

u' () ~ - ,ou () ~ h (10.2.3)
modon, a masodik derivaltakat pedig a
W () o UE ) = 2uls) + u(@s = ) (10.2.4)

h2

modon kozelithetjiikk. Mivel elvarasaink szerint a keresett racsfiiggvényre yp(x;) = u(x;), ezért
(10.2.2) és (10.2.4) alapjan felallithatjuk a kévetkezd Gsszefliggéseket:

yn(z; +h) — 2yn(z;) + yu(xi — h)
- 72 + Cyh(l'i) = f(l’z), T; € Wh. (1025)
2Ebben a részben a fiiggetlen valtozot z bettivel jeldljitk. Ennek oka, hogy a kovetkezd, a parcialis differenci-
alegyenletekr6l sz616 fejezetben tobb helyen is ezen jelolés mellett utalunk ezen szakasz eredményeire.
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Mivel a perempontokban ismerjiik a megoldast, ezért nyilvanvaléan
yn(zo) = @, yn(zn) = 5. (10.2.6)

A (10.2.5)-(10.2.6) feladat felirhaté az alabbi kompakt modon. Jeldlje Ly, : F(wy) — F(wp)
azt az operatort, amely a kévetkezd modon rendeli hozza a wy, € F(wy) racsfiiggvényhez az
Lywy, € F(wy,) racsfiiggvényt:
wp (z; + h) — 2wy (x;) + wp(x; — h)
— + cwp(x;), ha x; € wy;
(Liun) () = 2 ) '
wp(2;), ha z; € y.

(10.2.7)

Legyen b, € F(wy) a kovetkezs racsfiiggvény:

f(z;), hax; € wp;
bh(mz) = Q, ha Z; = Zo, (]‘028)
B, hax;=xzpn.

Ezen jelolések mellett a (10.2.5)-(10.2.6) feladat nem mas, mint azon y, € F(w),) racsfiiggvény
meghatarozasa, amelyet az L;, operator az adott b, € F(w,) racsfiiggvénybe képez le, azaz fel-

adatunk az
Lhyh = bh (10.2.9)

operdtoregyenlet megoldasa. Vezessiik be az
yn(@i) = i, flzi) = fi, bn(xi) =b;
jeloléseket! Ezen jelolésekkel a (10.2.5)-(10.2.6) feladat felirhato a kovetkezd alakban:

i+1 — 2Yi + Y .
_y+1 vity 1+Cyi:fi7 7’:1727"°7N_]-7

72 (10.2.10)
Yo =¢, YN = 5
Ez egy N + 1 ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert jelent, amely felirhaté
Lhyh = bh (10211)
alakban, ahol y,, = [yo,v1,--.,yn]? az ismeretlen vektor, by, = [, f1,..., fv—1,8])T adott vek-
tor?, és Ly, a kovetkezd matrix
1 0 0 0 0 0 0 0
-&% Z+c -% 0 ... 0 0 0 0
0 -5 A+c —% ... 0 0 0 0
L, = . . . S . . (10.2.12)
0 0 0 0 0 —2 #+c —i%
0 0 0 0 0 0 0 1

10.2.2. A véges differenciis séma megoldhatosaga és tulajdonsagai

A tovabbiakban alapvets fontossigu az Lj matrix kovetkezd tulajdonsaga.

3 Az egyszeriibb jellés kedvéért a vektorokat vastagon, a foléhizas elhagyasaval jeloljiik.
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10.2.1. tétel.
A (10.2.12) alaka Lj matrix M-matrix.

Bizonyitas. Mint az ismeretes (lasd 1.2.39. tétel), azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan
RN+ beli g, > 0 vektor, amelyre Ly,g;, > 0. Legyen a g, vektor i-edik eleme (i = 0,1,...,N) *

ghi = 1+ih(l —ih). (10.2.13)

Ekkor g, ; > 1 és (Lngy)o = (Lngy)ny = 1. Egyszerti behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy
i=1,2,...,N — 1 esetén
~Ghi-1+2Ghi — Ghi+1 = 2h2.
Igy
(Lngy)i =2+ c(1 +ih(l —ih)), i=1,2,...,N —1.
Ez azt jelenti, hogy (Lxgy,); > 1 minden s = 0,1,2,..., N — 1, N index esetén. Osszefoglaléan:
aze=[1,1,...,1]T € RN+ jelgléssel

g,>e>0,é Lpg, >e>0. (10.2.14)
A (10.2.14) relacio bebizonyitja az allitdsunkat. ®

10.2.2. kévetkezmény. Az L; matrix minden h > 0 mellett invertalhato, L;l >0, és az 1.2.40.
tétel valamint (10.2.14) kévetkeztében inverzének maximumnormaja feliilrél becsiilhets az alabbi
modon.

||L}:1||oo < th”OO — max; gh’i. (10215)

min; (Lxgy, ) 1

A szamtani-mértani kozepek kozotti osszefiiggés alapjan

. . ih+ (1 —ih)\* 12
h(l —ih) < | ————% | = —
it iny < (PG -
és igy gni <1+ 1%2/4. Ezért (10.2.15) alapjan érvényes az
1244
L Yoo < K = I (10.2.16)

becslés. ¢

10.2.3. A véges differencias mddszer konvergenciija

Legyen Py, : C([0,1]) — F(wy,) projekcids operator, azaz (Pyu)(z;) = u(z;) minden z; € wy
pontban. Jelolje ey, € F(wp) az e, = yn — Pru egyenldséggel definidlt un. hibafiigguényt. Ekkor
tehét

en(x;) = yn (i) — u(zy) = yi — u(zy). (10.2.17)

4 Az egyszeriibb jelslés kedvéért a koordinatak indexelését nullatél inditjuk.
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10.2.3. definicio.

Az L, racsoperatorral meghatarozott numerikus modszert a mazimumnormdban konvergens-
nek nevezziik, ha
lim ||ep||oo = 0. (10.2.18)
h—0

Ha |lep|loc = O(R?) valamely p > 1 egész szammal, akkor a modszert p-ed rendben konver-
gensnek nevezzik.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy az €l6z6 pontban definidlt (10.2.9) numerikus moédszer
konvergens, tovabbéa meghatarozzuk konvergencidjanak rendjét is.
A (10.2.17) Osszefliggesbdl, az ep(x;) = e; egyszertsits jeloléssel y; = e; + u(x;). Ezt behelyette-
sitve a (10.2.10) séméba a kévetkezd egyenletrendszert nyerjiik:

_eip1 —2ei+ ey

e, =" i=1,2,...,N—1,

= (10.2.19)
ep=0, ey=0,
el (#102) ~ 20(r,) + ()
ul(x; — 2ulx;) + ulx,—
Wh = f, 4 ST 2 L cu(x). (10.2.20)
Mivel f; = f(z;) = —u" (x;) + cu(x;), ezért
u(xigrr) — 2u(w;) + u(x;—
v = ( +1) 3 ) Ful@i) u”(m,)) + (cu(z;) — cul(z;)) . (10.2.21)
=0
Mint ismeretes, ekkor
vl = O(h?). (10.2.22)

(A vezet konstans kifrasaval W = (My/12) h? + O(h*), ahol M, = maxi ) [u®]|.) Jelolje ®" €
F(@y) azt a racsfiiggvenyt, amelyre ¥"(zo) = ¥"(zy) = 0, mig az w;, racshalé pontjaiban
a (10.2.21) szerint definialt ¥ eértékeket veszi fel. Ekkor |[®"|o = O(h?). Vegyiik észre, hogy
a (10.2.19) hibaegyenlet felirhato

Lye, = ®" (10.2.23)

alakban, ahol Ly, a (10.2.12) alakti métrix, e pedig az e, hibafiiggvénynek megfelels RV *+1-beli
vektor. Mivel Ly, regularis, ezért e, = L; '®". Innen, felhasznalva a (10.2.16) és a (10.2.22)
egyenlGtlenségeket,

lenlloe < L7 oo [ ®" |0 < K - O(h?) = O(h?). (10.2.24)

Ezért limy,_q ||en]lco = 0. Ezzel belattuk az alabbi allitéast.

10.2.4. tétel.

Tegyiik fel, hogy a (10.2.1) feladat u(x) megoldasa négyszer folytonosan differencialhaté. Ek-
kor a (10.2.5)-(10.2.6) (avagy a vele ekvivalens (10.2.9) operatoregyenlet) altal elGallitott véges
differencids numerikus megoldéas a maximumnormaban mésodrenben konvergél az u(z) meg-
oldashoz.

10.2.5. megjegyzés. A 10.2.4. tétel szerint a kozelités masodrendben konvergens, emellett
2
a (10.2.24) becslésben szerepls O(h?) = const. - h? kifejezésben az allando értéke %;4). o
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A (10.2.21) Osszefiiggés alapjan ‘Ilf jelentése a kovetkezs: megmutatja, hogy az u(x) pontos
megoldas racspontbeli értékei milyen pontosan elégitik ki egy z; € @), racspontban a numerikus
modszer sémajat. Az elozé fejezetben lattuk, hogy a finomodo racshalok sorozatan ez a numerikus
megoldas adott pontbeli viselkedésére adhat valaszt, ugyanakkor az egész intervallumon vald
viselkedésére nem. Mig a kezdetiérték-feladatok esetén a pontbeli illetve az egész intervallumon
vald viselkedés jellemzésére egyarant kerestiik a valaszt, addig a peremérték-feladatok esetén csak
a masodik eset a tipikus.> Tehét arra vagyunk kivancsiak, hogy a numerikus megoldés a [0, ]
intervallumon hogyan kozeliti a (10.2.1) feladat u(x) megoldasfiiggvényét. Ehhez megvizsgaljuk,
hogy az wj, racshalé pontjai Osszességében hogyan viselkednek a lIl? értékek. Ezért a modszer
pontbeli approximécios tulajdonsagat a \Ilf koordinataju ¥" vektorral jellemezziik.

10.2.6. definicio.
Azt mondjuk, hogy a numerikus modszer konzisztens a maximum norméaban, ha

limy o |[®" )0 = 0. Ha [|[®"|c = O(h?) (p > 1), akkor a modszert p-ed rendben kon-
zisztensnek nevezziik.

Korabbi szdmitasaink alapjan tehat a (10.2.9) modszer a maximumnorméban méasodrendben
konzisztens.

Mint azt a 10.2.4. tétel bizonyitasa is mutatja, dltaldban a konzisztencia 6nmagaban nem elegendd
a konvergencia bizonyitdsahoz. Ehhez egy mésik tulajdonsag is sziikséges.

10.2.7. definicio.

Azt mondjuk, hogy a numerikus moédszer a maximumnormaban stabil, ha a moédszert leird
L;, linearis operatorok (matrixok) mindegyike invertalhato, és megadhato6 olyan K > 0, h-tél
fliggetlen allando, amelyre

1L, oo < K. (10.2.25)

10.2.8. megjegyzés. Gyakran a fenti tulajdonsagok csak megfelelGen kis h értékek mellett ér-
vényesek, azaz csak valamely hg > 0 szam melletti h < hg mellett teljesiilnek a megkovetelt
tulajdonsagok. Ebben az esetben a modszert feltételesen stabilnak nevezziik. Ha h megvélaszta-
sara nincs korlat, azaz az invertalhatosag és a (10.2.25) tulajdonsadg minden h > 0 szdm esetén
érvényes, akkor a sémét feltétel nélkil stabilnak nevezzik. o

Kozvetleniil belathaté a numerikus modszerek egyik alaptétele. (Ezt az allitast késgbb bebi-
zonyitjuk, és tobb alkalommal is alkalmazzuk.)

10.2.9. tétel.

Egy konzisztens és stabil numerikus médszer konvergens, és a konvergencia rendje megegyezik
a konzisztencia rendjével.

10.2.4. Osszefoglalas

Foglaljuk Ossze a szakasz eddigi eredményeit!

5Ennek egyik oka, hogy a peremfeltételeket, amelyek az intervallum mindkét végpontjaban adottak, fel kell
hasznalnunk a numerikus megoldas meghatarozasahoz. Igy nem szoritkozhatunk egy rogzitett * € [0,!] pont
esetén csak a [0, 2*] intervallumon generalt racshalésorozatokra.

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



290 10. A PEREMERTEK-FELADATOK NUMERIKUS MODSZEREI

Jelolje L azt a C2[0,]-beli fiiggvényeken értelmezett operatort, amely a kivetkezé modon hat:

d?v
———(x) + c(x)v(x), hazxz e (0,1);
(Lv) (z) = g7 ) ) (%0 (10.2.26)
v(x), ha z € {0;1},
tovabba, f azt a [0,!] intervallumon értelmezett fliggvényt, amelyre
f(z), hawze€(0,0);
f(z) = u1, hax=0, (10.2.27)

w2, haxz=I.

Feltessziik, hogy c(z) és f(x) adott folytonos fiiggvények, p1 és o adott szamok. Feladatunk az

Lu=f (10.2.28)

operatoregyenlet megoldasa Ehhez az {wp,} C [0, 1] racshalésorozat mindegyik tagjan definidlunk

egy
Lryn = by, (10.2.29)

alaku feladatot, ahol b, € F(wp) adott, y, € F(wy) pedig ismeretlen racsfiiggvény, és Ly :
F(wp) — F(wp) a numerikus modszert leird, (10.2.7) alaka linearis operator. Ekkor a P :
C0,1] — F(wy,) projekcios operator segitségével megmutattuk a kovetkezsket.

o A diszkrét feladat masodrendben konzistens, ami azt jelenti, hogy az L, operator h? pon-
tossdggal approximélja az L operatort a (10.2.28) feladat pontos megoldéasan. Ez azt jelenti,
hogy teljesiil az

(Li(Pyu)) () — (Lu) (x;) = O(h?) (10.2.30)

relacié minden x; € Wy, pontban, és az O(h?) = const. - h? eldéllitasban const. fiiggetlen az
x; pont megvélasztasatol, azaz univerzalis dllando a teljes intervallumon.

o A diszkrét feladat stabil, azaz Lj, regularis és létezik olyan K > 0 allando, amelyre (10.2.25)
érvényes.

Megmutattuk, hogy ezen tulajdonsidg mellett érvényes a konvergencia, azaz e, = Pru — yp €
F(wp) hibafiiggvény a maximumnorméban nulldhoz tart. Emellett a konvergencia mésodrend:
lenllsc = O(R?).

10.3. A kozonséges differencidlegyenletek peremérték-feladatanak
megoldhatosaga

A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy a (10.1.7) peremérték-feladatnak milyen feltételek
mellett 1étezik egyértelmii megoldisa. Emlékeztetiink, hogy az el6z6 fejezetben ezt a kérdést
a kezdetiérték-feladatokra is megvizsgaltuk, és megmutattuk, hogy a differencidlegyenlet jobb
oldalan szereplé f fiiggvény megvalasztasa hatdrozza meg a megoldhatosagot és annak egyér-
telmiségét, fliggetleniil a kezdeti feltétel (avagy magasabb rendd differencidlegyenletek esetén, a
kezdeti feltételek) megvalasztasatol. Az alabbi példa megmutatja, hogy a peremérték-feladatok
esetén ez megvaltozik, az f fiiggvény mellett bizonyos esetekben a peremfeltételek is kihatnak a
megoldéas létezésére és annak egyértelmiségére.
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10.3.1. példa. Legyen a (10.1.3) feladatban f(¢,u,u") = —u, tehat vizsgaljuk az

"

u' = —u (10.3.1)
egyenletet. Mint ismeretes, (10.3.1) altalanos megoldéasa u(t) = Cy sint + Cs cost, ahol C és

(5 allandok. Ez utobbiak meghatarozasara szolgalnak a (10.1.7) feladatban a ¢t =a ést =b
pontokban megadott peremfeltételek.

e Legyen elGszor a =0, b = 7/2, o = 3 és 8 = 7. Kénnyen lathat6an ekkor az egyértelmii
megoldas az u(t) = 7sint + 3 cost fiiggvény.

e Legyen most a =0, b=m, a = 3 és § = 7. (Tehét csak b értékét véltoztattuk meg.)
Behelyettesitve az altalanos megoldasba lathatdan nincs olyan C; és Cs értékpéar, amely
mellett ez a peremfeltétel teljesiil.

S

Megjegyezziik, hogy van olyan példa is, amelyben létezik ugyan a peremérték-feladatnak meg-
oldasa, de az nem egyértelmd. Példaul, az

"_

u'=—exp(u+1), te(0,1),

u(0) =0, u(l)=0 (10.3.2)

feladatnak megoldéasa az
cosh([(t — 0.5)0/2]
cosh(0/4)
fiiggvény®, ahol 6 a 6 = v/2e cos(0/4) egyenlet megoldasa. Mivel ez utébbi egyenletnek két meg-

oldasa van, ezért a (10.3.2) feladatnak két megoldasa létezik.
Az alabbi tétel egy elégséges feltételt ad az egyértemd megoldas létezésére.

u(t) = —21In

10.3.2. tétel.

Tegyiik fel, hogy a T := {(¢,s1,82) : t € [a,b], s1,52 € R} jeloléssel a (10.1.7) feladat
f : R® — R fiiggvényére teljesiilnek a kvetkezok:

1. feC(T),
2. 0»f,05f € C(T),
3. Oof >0 T-n,

4. létezik olyan M > 0, amelyre |0s5f| < M T-n.

Ekkor a (10.1.7) peremérték-feladatnak létezik egyértelmt megoldasa.

A 10.3.2. tétel fontos kovetkezménye az alabbi allités.

10.3.3. kovetkezmény. Legyen f linearis, azaz tekintsiik az
u' =ft,u,u) = pt)u + qt)u+r(t), tela,b],
u(a) =a, ud)=p

6 A fenti képletben szerepld cosh a koszinusz hiperbolikus fiiggvényt jelenti, amelyet idénként a ch szimbolum-
mal is szokisos jel6lni.

(10.3.3)
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feladatot, ahol p, ¢,r € Cla, b] adott folytonos fiiggvények. Ha ¢(t) > 0 [a,b]-n, akkor a (10.3.3)
linearis peremérték-feladatnak létezik egyértelmd megoldésa. ¢

Mint azt a 10.3.1. példa is mutatja, a ¢(t) > 0 feltétel nem hagyhato el, hiszen ezt a feltételt kivéve
a példaban szerepls f(t, s1,s2) = —s; fliggvényre a 10.3.3. kovetkezményben szerepld valamennyi
feltétel teljesiil. Ugyanakkor, mint azt belattuk, nem létezik megoldas.

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy a magasabbrendii differencidlegyenletek atirhatok elsGren-
di rendszerek alakjara. Alkalmazva ezt az un. atviteli elvet, a (10.1.7) peremérték-feladat egyen-
lete is atirhat6 kétismeretlenes rendszerré. Vezessiik be az u : [a,b] — R?, u(t) = (ui(t), ua(t))
fiiggvényt a kovetkezd modon: uq(t) = u(t) és uz(t) = u/(t). Ekkor a feladatunk felirhato

uy =ug, uy= f(t,ur,us),
ul(a) = qQ, ul(b) = ﬁ

alakban. Természetesen a (10.3.4) feladat ebben a forméban nem oldhat6é meg, hiszen csak az u;
fiiggvényre ismeriink kiegészitd feltételeket.

Megjegyezziik, hogy (10.3.4) egyenlete specidlis alakja a kévetkezs altalanos alakban felirt
egyenletnek:

(10.3.4)

u' =f(t,u), tE€la,b] (10.3.5)
ahol f: R3 — R? adott fiiggvény. Ugyanis, ha a (10.3.5) feladatban
f(t,u) =f(t, u1,uz) = [ It Zf ) } , t€la,b (10.3.6)

alakban valasztjuk meg az f fiiggvényt, akkor éppen a (10.3.4) egyenletrendszerét kapjuk.

10.3.1. A linearis peremérték-feladat megoldhatdsaga

Irjuk fel a (10.3.3) linearis peremérték-feladatot elsérendi rendszer alakjaban! Kénnyen lathatéan
az egyenlet

u' =A(t)u+r(t) (10.3.7)

alaku, ahol

Alt) = ( q?t) o0 ) r(t) = ( r?t) ) (10.3.8)

A peremfeltételek felirasdhoz vezessiik be a

Baz((l) 8),Bb:((1) 8)"’:(;) (10.3.9)

jeloléseket. Ekkor a (10.3.3) feladat peremfeltétele
B.u(a) + Byu(b) = v (10.3.10)

alakban frhato fel. A tovabbiakban elgallitjuk a (10.3.7)—(10.3.10) feladat megoldasat.

A (10.3.7) egyenlet altalanos megoldasa felirhato a kovetkez6 modon. Legyen Y (t) € R™*™ az
egyenlet alapmegoldasa (méas néven fundamentalis matrixa), vagyis az

Y'(t) = A(t)Y(t), t€[a,b]

Y@ -1 (10.3.11)
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Cauchy-feladat megoldésa, ahol I € R™*™ az egységmatrixot jeloli. Ekkor a (10.3.7) egyenlet
altaldnos megoldasa

u(t) =Y(t) (c + /at Yl(s)r(s)d$> , (10.3.12)

ahol ¢ € R™ egy tetszbleges vektor. Célunk ¢ olyan megvalasztasa, amely mellett a (10.3.12)
szerint definidlt u(t) fiiggvény kielégiti a (10.3.10) peremfeltételeket. Behelyettesitve a (10.3.12)
képletet a (10.3.10) feltételbe, a

b
B,u(a) + Byu(b) =v =B,Y(a)c + B, Y(b) <c + / Y_l(s)r(s)ds> (10.3.13)
a
feltételt kapjuk. Ebbdl a ¢ vektorra rendezve és az Y (a) = I feltételt figyelembe véve a
b
(B, +ByY(b)c=v —B,Y(b) / Y !(s)r(s)ds (10.3.14)
egyenletet nyerjik. Ezért a
Q =B, +B,Y()) (10.3.15)
jeloléssel a ¢ vektorra a
b
Qc=v— B,,Y(b)/ Y (s)r(s)ds (10.3.16)

feladatot kapjuk. Ezért érvényes az alabbi allitas.

10.3.4. tétel.

A (10.3.7)—(10.3.10) linearis peremérték-feladatnak pontosan akkor létezik egyértelmd meg-
oldasa, amikor a (10.3.15) alaki Q maétrix reguléaris. Emellett a megoldas (10.3.12) alaku,
ahol

c=Q! <v —B,Y(b) /b Yl(s)r(s)ds> . (10.3.17)

10.3.5. példa. Vizsiljuk meg az

' =—u, te(0,b)

10.3.18
u(0) =a, u(b)=p ( )
feladat megoldhatdsagat! Mivel erre a feladatra
A(f)= A= ( O ) (10.3.19)
ezért az alapmegoldésa az
cost sint
Y(t) = ( “dint cost ) (10.3.20)
alakt méatrix. Ezért a B, és By matrixok (10.3.9) definicidja alapjan a (10.3.15) szerinti Q
matrix
1 0
Q= ( cosb sinb ) (10.3.21)
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alaka. Ez a Q métrix pontosan akkor szingularis, amikor b = jm, ahol j € N tetszéleges po-
zitiv egész szam. Tehét pontosan akkor létezik a (10.3.18) feladatnak egyértelmd megoldasa,
amikor a b végpont a 7 nem egész szamu tObbszorose. (Ez az eredmény egyben megvalaszolja
a 10.3.1. példa eredményét, hogy miért volt egyértelmd megoldas b = 7/2 esetén, és miért
nem létezik megoldas a b = m megvalasztéas mellett.) o

10.3.6. megjegyzés. Vezessiik be a
) =Yt)Q " (10.3.22)

fiiggvényt! Ekkor
(1) =Y (H)Q ' = AMY(H)Q " = A1) (1).
Maésrészt

B,®(a) + By®(b) = B.Y(a) + B,)Y(0)]Q ' =L

Ezért a (10.3.7)—(10.3.10) lineéris peremérték-feladat esetén (10.3.22) alapjan definialt ®(¢) fige-
vény az alapmegoldéas, és segitségével a megoldis a bemend fiiggvényekbdl kozvetleniil felirhato:

u(t) = ®(t)v+ /t G(t, s)r(s)ds, (10.3.23)
ahol”
_ Jet)B.®(a)® '(s), has<t
Glt,s) = {(I)(t)Bb‘I)(b)(bl(s), ha's >t. (10.3.24)
<

10.4. A peremérték-feladat numerikus megoldasa Cauchy-feladatra
val6 visszavezetéssel

Bar az el6z6 pontban megmutattuk, hogy egy peremérték-feladat megoldasa képletek segitségével
elgallithato (v6.(10.3.23)), ez a feliras formalis: konkrét feladatok esetén sem az alapmegoldas,
sem a G(t, s) fliggvény altalaban nem hatarozhato meg. Ezért a Cauchy-feladatokhoz hasonléan
a peremérték-feladatok esetén is valamely numerikus megoldas alkalmazésa sziikséges.

Az ismertetésre keriil6 numerikus modszereket két csoportba sorolhatjuk.

e A peremérték-feladat megoldasat visszavezetjiik Cauchy-féle kezdetiérték-feladatokra, és
ezek megoldasara a kordbban ismertetett numerikus moédszerek valamelyikét alkalmazzuk.

e Kozvetleniil diszkretizaljuk a peremérték-feladatot.

Ebben a pontban az els6 modszerrel foglalkozunk.

"Ezt a G(t, s) fiiggvényt a feladat Green-fiiggvényének nevezziik.
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10.4.1. A beldvéses modszer

Tekintsiik az
u' = f(t,u), tEe€la,b]

ui(a) = a, ur(b) =20

el6z6 szakaszban mar felirt altalanos alakd peremérték-feladatot! A beldvéses mdodszer® lényege,
hogy a (10.4.1) feladat helyett az

(10.4.1)

u' = f(t,u), tea,b]

10.4.2
u(a) =c, ( )
kezdetiérték-feladatot oldjuk meg. Mivel
_ | wla)
11((1) - |: uz(a) :| ) (1043)

ezért at = a pontbeli kezdeti allapotot leird ¢ € R? vektor elsé komponense a (10.4.1) peremfelté-
telébdl ismert, viszont a masodik komponensét (uz(a) = v'(a)) nem ismerjiik. Legyen ¢ = us(a).
A belovéses modszer lényege, hogy a
o

c= { ) } (10.4.4)
kezdetiérték megvalasztasaban a ¢ allandot tgy hatarozzuk meg, hogy a (10.4.2) feladat megoldé-
sa a t = b pontban az elGirtaknak megfelelGen a 3 értéket vegye fel. Ez a kovetkezét jelenti. Jelolje
u(t,c) a (10.4.1) feladatnak a (¢ paraméter megvalasztasatol fiiggd) megoldasat. Feladatunk a ¢
paraméter olyan megvélasztasa, amely mellett

up(b,c) = B. (10.4.5)
Ezt a
h(c) = u1(b,¢c) — B (10.4.6)
fiiggvény bevezetésével a
h(c)=0 (10.4.7)

egyenlet megoldasaval kaphatjuk meg. A (10.4.6) egyenlet egy nemlinearis egyenlet, amelyben
h:R — R ("valos-valos") tipusu fliggvény. Megoldasara t6bb ismert modszer is alkalmazhato.

Az egyik legegyszertibb modszer az intervallum-felezé mdodszer, azaz keresiink olyan c¢; és co
értékeket, amelyekre h(cq)h(cz) < 0, és ekkor a (cq1,¢z) intervallumon 1évs gy6kot az intervallum
folyamatos felezésével hatarozhatjuk meg.

A belovéses modszer intervallum-felezd modszeres algoritmusa tehat a kovetkezd.

1. Rogzitiink valamely c értéket.

2. A (10.4.4) kezdeti vektorral megoldjuk az [a, b] intervallumon a (10.4.1) kezdetiérték-feladatot,
alkalmazva az el6z6 fejezetben ismertetett valamely numerikus modszert. (Példaul egy
Runge-Kutta tipust modszert.)

3. Az 1. 1épésben két olyan ¢ értéket keresiink, amelyekre a 2. 1épésben kiszdmolt ¢ = b pontbeli
h értékek ellentétes elGjeltiek lesznek. Legyenek ezek c; és cs.

8 A modszer angol elnevezése: shooting method.
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4. A ¢ =0.5(c1 + ¢2) értékkel ajra szamoljuk a 2. 1épést.

5. Az igy nyert megoldas ¢ = b pontbeli értékének elGjele alapjan tjra megvalasztjuk c; vagy
co értékeét, és folytatjuk az eljarast.

6. Amikor a két végpont tavolsaga kisebb, mint egy elére megadott € > 0 érték, akkor befe-
jezziik az iteraciot.

A bel6véses modszer sordn a (10.4.6) egyenlet megoldasa sziikséges, amihez az el6z6ekben a felezd
eljarast alkalmaztuk. Ennél hatékonyabb (bar még mindig csak elsérendt) a hirmddszer. Ennek
algoritmusa konnyen felirhaté az el6zéek alapjan. Ugyanakkor a felezémaddszer és a hurmédszer
kozos hatranya a kezdeti ellentétes elGjeld alappontok meghatarozasa. Ha a szeldmodszert alkal-
mazzuk, akkor erre nincs sziikség. Ezzel a modszerrel algoritmusunk a kévetkezs:

1. Legyenek ¢(® és ¢V tetszéleges értékek.

2. A (10.4.4) kezdeti vektor képletébe el@szor c©-t, majd M-t helyettesitve, megoldjuk az
[a, b] intervallumon a (10.4.1) kezdetiérték-feladatot, alkalmazva az el6z6 fejezetben ismer-
tetett valamely numerikus modszert.

3. Ekkor h(c(®) = u(b, c?) és h(cM) = u(b, cM).

4. Linearis kozelitést alkalmazva a (c(0, h(c(9)) és a (¢, h(c™M)) pontok kézott, meghaté-
rozzuk azt a ¢ pontot, ahol ez a kozelités nulla értéket vesz fel:

(1) _ (0
(2) — (1) ¢ ¢ (1)
¥ =c (h(c(l)) h(c(o))> h(c'™M). (10.4.8)

5. A (10.4.8) képlettel kiszamolt ¢(?) értékkel meghatarozzuk a (10.4.4) alaku kezdeti vektort,
és a Cauchy-feladat numerikus megoldésaval meghatarozzuk a h(c(?) értéket.

6. A tovabbikban egy kétlépéses iteraciot épitiink fel a fenti 1épések analogiajaként: k = 2,3, ...
értékekre a mar kiszamolt (c*=2) h(c*=2))) és a (c*=D, h(c*~1)) pontok ismeretében
meghatéarozzuk a
C(kfl) — C(k72)

h(ck=1)) — h(c(k=2))

k) — (k=1 < ) h(cF=1) (10.4.9)

kozelitést, majd ennek ismeretében a h(c(*)) értéket.

7. Amikor |h(c®))| értéke kisebb, mint egy elére megadott ¢ > 0 érték, akkor befejezziik az
iteraciot.

10.4.1. megjegyzés. A felez6moddszerrel és a hirmoddszerrel 6sszehasonlitva a szelémoédszer els-
nye tehat, hogy az iteracié elinditasdhoz nem sziikséges két olyan kezdeti kozelités megkeresése,
amely mellett a h ellentétes elGjelet vesz fel ezekben a pontokban, hanem indulhatunk két tetszs-
leges ¢(©) és c(M) kozelitésbél. Ugyanakkor tetszéleges feladatok esetén a modszer konvergencidja
a’priori nem biztosithaté. ¢

A fenti algoritmus utolsé lépése utan szokdsos még egy javito lépést tenni. (Ennek oka, hogy
ha h(c*~1) és h(c*)) nagyon kézel vannak a nulldhoz, akkor az algoritmusunk instabil. Ezért
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¢ értékét nem célszerd tulsdgosan kicsinek valasztani.) Ezt a kovetkezd modon hajtjuk végre.
Elkészitjiik a
‘ h(c() ‘ h(cM) ‘ ‘ h(c(™) ‘
10.4.1
B RO B O (10.4.10)

tablazatot és egy m-ed foku interpoléciés polinomot fektetiink ezekre az adatokra, azaz megha-
tarozzuk azt a p(t) n-ed foku polinomot, amelyre p(h(c®))) = c¢*) minden k = 0, 1,...n esetén.
Tehat a p polinom a h~! fiiggvényt (a h fiiggvény inverzét) interpolélja. Ekkor a h fiiggvény
gyokéhez valo (1) kozelitést a p(0) = (1) Gsszefiiggeés alapjan hatarozhatjuk meg.

Az egyenlet megoldéasara lényegesen hatékonyabb modszer a masodrendii Newton-mddszer, amely-

nek soran a

h(c(s))
(s+1) _ (s) _ 2\ ) —
c c h’(c(s))’ s=0,1,... (10.4.11)

iteracioval felépitett sorozattal kozelitjiik a keresett gyokot. (A (10.4.11) iteracioban a c(®) meg-
felels megvalasztasa valamely els6rendd modszerrel nyerhets.) A (10.4.11) képlet alkalmazasanal
alapvet probléma h'(c(®)) értékének meghatérozasa.

Ehhez térjlink vissza az eredeti (10.1.7) feladatra! A belovéses modszer alkalmazasa azt jelenti,
hogy keressiik valamely ¢ € R mellett az

u’ =f(t,u,u'), t€(ab),

10.4.12
u(a) =, u'(a)=c ( )
feladat megoldasat. Legyen ez az u(t, ¢) figgvény és ekkor
! t? = t7 t7 ) ! t7 ) t e 7b )
W) =S8, 0 (0), 1 @) o419
u(a,c) = a, u'(a,c)=-c.
Derivéljuk a (10.4.13) azonossagot a ¢ paraméter szerint! Ekkor
" !/
O (1) = Da (b, ult, )0 () e (1, ) 405 0, ult, ) () (1),
(10.4.14)
du(a,c) o/ (a,c)
=0, ———=1.
oc Oc
Vezessiik be a 5
u
w(t) := %(t,c)
uj fiiggvényt! A (10.4.14) sszefiiggések alapjan erre a fiiggvényre:
w”(t) = Oxf (£, ult, ), ' (t, c))w(t) + Os f (¢, u(t, ), u' (t, ) )w'(),
(10.4.15)

w(a) =0, w'(a)=1.

A (10.4.15) relaci6 latszolag az ismeretlen w(t) fiiggvényre egy Cauchy-feladat®. Ugyanakkor
valojaban nem az, hiszen a O f és Osf fiiggvényeket az ismeretlen (t,u(t,c),u(t,c)) pontban
nem tudjuk kiértékelni. Ha hozzavessziik a (10.4.15) relaciohoz a (10.4.13) egyenl6séget, akkor
egy négyismeretlenes els6rendii kozonséges differencidlegyenlet-rendszer Cauchy-feladatat kapjuk!
Nevezetesen, bevezetve a

v1(t) = u(t,c), wva(t) =u'(t,c), vs(t) =w(t), va(t)=w'(t) (10.4.16)

9Ezt a feladatot az irodalomban elsd varidcids egyenletnek szokdsos nevezni.
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fiiggvényeket, ezekre a fliggvényekre a fenti Osszefiiggések alapjan a kovetkezs kapcsolat all fenn:

v (t) = v2(t), vy(t) = f(t,v1(t),v2(t),
vs(t) = va(t), vi(t) = Oaf(t, va(t),v2(t))vs(t) + Osf(t, va(t), v2(t))va(t).

Emellett

(10.4.17)

vi(a) = a, wva(a) =¢, wvz(a) =0, vg(a)=1. (10.4.18)
Ezért az [a, b] intervallumon megoldva a

vy = v, vy = f(t,v1,02)

vy = va, vy = 0af(t,v1,v2)vs + O3 f(t, v1,v2)v4, (10.4.19)

vi(a) =a, wva(a)=c, vz(a) =0, va(a)=1

Cauchy-feladatot, meghatarozhatjuk az ismeretlen fliggvényeinket. Mivel
ou
AL

ezért (10.4.6) miatt h'(c) = v3(b), azaz a (10.4.20) szerinti Newton-iteracié jobb oldaldnak neve-
zGje kiszamithato.

v3(b) = w(b) = b,c), (10.4.20)

A bel6véses modszer Newton-modszeres algoritmusa tehat a kovetkezs.

1. Rogzitiink valamely ¢(©) értéket.

2. A ¢ = ¢ megvalasztassal az [a, b] intervallumon megoldjuk a (10.4.19) rendszerre kittizott
kezdetiérték-feladatot az el6z6 fejezetben ismertetett valamely numerikus moédszerrel.

3. A megoldasok ismertében kiszamoljuk a h(c(?)) = vy (b) és 1/ (c(?)) = v3(b) értékeket.

4. A (10.4.11) képlet alapjan meghatarozzuk a ¢! kozelitést.

5. Folytatjuk az eljarast a 2. 1épéstdl kezdve.

6. Amikor |h(c®))| értéke kisebb, mint egy elre megadott e > 0 érték, akkor befejezziik az

iteraciot.
10.4.2. Lineéaris peremérték-feladatok numerikus megoldasa
Ebben a szakaszban a (10.3.3) moédon bevezetett
u” =p(t)u’ + q(t)u+r(t), tE€ [a,b],
u(a) = a, u()=p

linearis peremérték-feladat numerikus megoldaséaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy ha az al-
talanos alaka (10.1.7) feladatban az f fiiggvényt a (10.4.21) szerinti speciélis médon adjuk meg,
akkor a numerikus targyalés is lényegesen egyszertibbé valik.

(10.4.21)

Tegyiik fel, hogy a (10.4.21) feladatot a bel6véses modszer segitségével megoldjuk a ¢ = ¢; és a
¢ = ¢ megvélasztassal. Jelolje uy(t) = u(t,c1) és ua(t) = u(t,c2) a ¢1 és ¢o értékekhez tartozd
két Cauchy-feladat megoldésat. Ekkor tehat

uf (t) =p(t)ui (t) + ¢()ur(t) +7(t), t € [a,b],
1(a)

ui(a) = «a, wuj(a)=cy, (10.4.22)
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W) =050 + a(0ie(t) + 70, t€ 1] .
us(a) = a, uha) = ca.
Legyen tovabba
w(t) = Aug(t) + (1 — Nua(t) (10.4.24)

egy Uj fiiggvény, ahol A € R valamely, egyel6re tetszéleges paraméter. Mivel a (10.4.21) feladat
linearis, ezért az egyenlet két megoldaséanak (10.4.24) szerinti linearis kombinaci6ja is megoldas,
azaz,

w”(t) = p(t)w' (t) + q(t)w(t) + r(t), te€ [a,b)]. (10.4.25)

Masrészt w(a) = a és w(b) = Auy(b) + (1 — Nua(b). Ezért valasszuk meg a A paramétert ugy,
hogy teljesiiljon a w(b) = B feltétel, azaz Aui(b) + (1 — Nua(b) = 5. Innen X értékét a

B — uz(b)
u1(b) — uz(b)

egyenlGségbdl hatarozhatjuk meg. Ezért a (10.4.26) értékd A\ melletti (10.4.24) alaka w(¢) flige-
vény lesz az eredeti (10.4.21) linearis peremérték-feladat megoldésa.

A= (10.4.26)

A fenti megoldas elGallitdsanak szamitogépes realizalasa a kovetkezd modon valdsithatd meg.
Tekintsiink a kévetkezd két Cauchy-feladatot:

u” =p(t)u’ +q(t)u+r(t), t€ [a,b],

u(a) =a, u'(a)=0 (10.4.27)

valamint
u’ =p(t)u' + q(t)u+r(t), tE€ [a,b],

: (10.4.28)

u(a) = a, u'(a)

Jelolje (10.4.27) megoldéasat uq(t), a (10.4.28) feladat megoldasat pedig ua(t). (Ezeket a (10.4.27)
és a (10.4.28) feladatok elsérendii rendszerre valo visszavezetésével megkaphatjuk az [a, b] interval-
lumon, az el6z6 fejezetben ismertetett numerikus modszerek valamelyikével.) Ezutan a (10.4.26)
képlet alapjan meghatarozzuk a A\ paraméter értékét, és végezetiil a (10.4.21) feladat megoldasat
w1 (t) és us(t) el6z6ekben mar kiszamolt kozelitéseibdl a (10.4.24) Gsszefliggeés alapjan hatarozzuk
meg.

10.4.2. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés: vajon mindig kifejezheté-e A a (10.4.26) képlettel?
Ervényes a kovetkezd allitas [20].

10.4.3. tétel.

Tegyiik fel, hogy a (10.4.21) linearis peremérték-feladatnak létezik egyértelmd megoldasa.
Ekkor

e vagy a (10.4.22) tulajdonsagu u, (t) figgvény ez a megoldas,

e vagy ui(b) —us(b) # 0, és igy a (10.4.26) képletbsl A meghatarozhato.

Tehat korrekt kitiizésd feladatok esetén a numerikus megoldas is meghatarozhato. ¢

A (10.4.21) lineéris peremérték-feladat egyértelmiien létezd megoldasat el§ tudjuk allita-
ni nemcsak a (10.4.27) és a (10.4.28) Cauchy-feladatok linearis kombinaciojaként, hanem mas
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Cauchy-feladatok megoldasainak kombinéciojaként is. Tekintsiink a kovetkezs két Cauchy-feladatot:

W =p(tyd + q(t)u+r(t), t € [a,b],

u(a) = a, u/(a) =0 (10.4.29)

valamint
u" =p(t)u +q(t)u+r(t), tea,b],

u(a) =0, u'(a)=1.
Jelolje ismét (10.4.29) megoldasat uq(t), a (10.4.30) feladat megoldéasat pedig uo(t). Kénnyen
lathatéan ekkor a
B —ua(b)
us(b)

fiiggvény megoldasa a (10.4.21) feladatnak. Igy elegendé numerikusan megoldani a (10.4.29) és
a (10.4.30) Cauchy-feladatokat.

(10.4.30)

w(t) =ui(t) + uz(t)

Osszefoglaléan tehat megallapithatjuk, hogy a linearis peremérték-feladatok numerikus meg-
oldéasa soran ténylegesen nem alkalmazzuk a belévéses modszert, mivel a megoldast el6 tudjuk al-
litani két, egyszeri strukturaji, masodrendi kdzonséges differencialegyenlet Cauchy-feladatéanak
megoldasaval. Ez, 6sszehasonlitva az altalanos esettel, a szamitasi koltségek tekintetében jelentds
megtakaritast jelent: mig a lineéris esetben Gsszesen kétszer kell valamely egylépéses kezdetiérték-
feladatot megold6 numerikus moédszert alkalmazni, addig az altalanos esetben annyiszor, ahany
iterdcios lépést hajtunk végre a (10.4.7) egyenlet kozelité megoldésara.

10.5. A peremérték-feladat numerikus megoldasa véges differencidk
modszerével

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a bel6véses mddszer alkalmazéisa meglehetGsen munkaigényes:
minden egyes fliggvénykiértékelés egy Cauchy-feladat numerikus megoldasat igényli. Ebben a
szakaszban mas megkozelitést alkalmazunk: a belovéses modszertdl eltérGen, a véges differencias
modszer alkalmazasa sordan nem egy kezdetiérték-feladatra valé visszavezetéssel oldjuk meg az

o' =f(t,u,u’), te(a,b),
ula) = o, u(b) = B

feladatot, hanem az id&intervallumon racshalét hatarozunk meg, és a feladatban szerepld derival-
takat ezen racshaléon approximaljuk. Ezutédn ennek segitségével allitjuk el§ a kozelitd megoldast.

(10.5.1)

10.5.1. Véges differencias approximéacio

A tovabbiakban felhasznaljuk a megfelelGen sima fiiggvényekre jol ismert, és a numerikus derivalas
soran mar ismertetett aldbbi Osszefiiggéseket:

Cu(t+h)—u(t) 1

u'(t) = B 5hu”(cl) (10.5.2)
u(t) = W + %hu/’(@) (10.5.3)
(1) = “E h);hu(t —h)_ éhQu’”(gg) (10.5.4)
npy _ ult+h) =2ul)+ult—h) 1 5 4
u(t) = s - 5h u™(¢y), (10.5.5)
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ahol ¢; € (t,t+ h) (i = 1,2,3,4) valamely rogzitett szam.

Ez adja azt az otletet, hogy a (megfelelGen sima) u(t) fiiggvény egy rogzitett t* pontbeli de-
rivaltjat a t* pontot kérnyezetében 1évG racspontbeli helyettesitési értékekkel a kovetkez6 modon
kozelitsiik:

u(t* + h) —u(t*)
h

u(t*) —u(t* — h)
h
u(t* + h) —u(t*) + u(t* — h)
h? ’

, u/(t*) ~ u(t* + h) B /U/(t* B h)7

/t*:

u () ~

u//(t*) ~

(10.5.6)

10.5.2. Az altalanos alakt peremérték-feladat megoldasa a véges differenciak
maodszerével

Jeloljlink ki az [a, b] intervallumon egy racshalot! Az egyszeriiség kedvéért legyen ez az
wp={ti=a+ih, i=0,1...,N+1, h=(b—a)/(N+1)} (10.5.7)
ekvidisztans racshalo, ahol h a rdcshdld lépéskize. Jelolje wy a rdcshalo belsd pontjait, azaz
wp={ti=a+ih, i=12,...,N, h=(b—a)/(N+1)}, (10.5.8)
tovabba v, a racshalé hatarpontjait, azaz
v = {to = a, ty4+1 = b}. (10.5.9)

Tegyiik fel, hogy a (10.5.1) feladatnak létezik egyéretelmt u(t) megoldasa, azaz u(t) € C?[a,b]
olyan fiiggvény'?, amelyre
u"(t) =f(t,u(t),v'(t)), te(a,b),

10.5.10
u(a) = a, u(b) = 4. ( )
Ezért az wy, racshalé pontjaiban felirva a fenti Osszefiiggést, az
’LL// ti = ti,u ti ,U/ ti y = 1,2,...,N
(1) =f (tiyult) ' (1) 10511)

ulto) = a, u(tni1) =5

Osszefiiggések allnak fenn. Alkalmazva a (10.5.11) azonossagban a derivaltakra nyert (10.5.6)
szerinti kozelitéseket, az ismeretlen y; értékekre (amelyek szandékaink szerint u(t;) kozelitései),
az alabbi egyenleteket nyerjiik:

i1 — 2 + i1 i1 — Ui .
Yit hy; vi :f(tivyi7 Yix h yl)7 1=1,2
Yo =0, yn+1=7p.

2,....N
(10.5.12)

Megoldva a fenti N + 2 ismeretlenes egyenletrendszert az yo, y1, - - . , yn+1 ismeretlenekre, megha-
tarozhatjuk a véges differencids kozelitéseket. Ugyanakkor, valdéjaban nem tudjuk a valaszt a
kovetkezs kérdésekre.

e A (10.5.12) rendszernek létezik-e egyértelmd megoldasa?

e Ha igen, hogyan oldhat6é meg a rendszer hatékonyan?

10Mint az a (10.5.10) &sszefiiggésbol latszik, elegends az u(t) € C?(a, b)NC|a, b] simasagi feltétel, de a gyakorlati
esetekben ez az egyszeriibben ellendrizhet6 feltétel nem jelent tényleges megszoritast.
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o Kozel van-e y; értéke u(t;) értékéhez?

e Ha stritjiikk a racshalot (azaz h nulldhoz tart), akkor az [a,b] intervallumon a kozelits
megoldésok sorozata tart-e a pontos megoldashoz?
10.5.1. megjegyzés. A (10.5.12) diszkretizacioban az els6 derivaltat a (10.5.6) els6 formuléjaval

helyettesitettiik. Ha a masodik formuléaval helyettesitjiik, akkor az

o . i — Ui
Yit1 — 2Yi +¥i—1 —Fts oy, Yy 210

N
h? h e (10.5.13)
Yo = @, YN+1 = ﬂa
ha pedig a harmadikkal, akkor az
Yit1 — 2Yi +¥im1 Yitl — Yi-1\ .
= ti7 iy 5 :1,2,...’N
h2 J(tiy ol (10.5.14)
Yo=0a, Yyny1 =0
feladatot kapjuk. ¢
Vezessiik be a kovetkez§ jelcléseket:
Yi+1 — Yi Yi — Yi— Yi+1 — Yi—
Yu,i = %; Yz,i = Tl; Yaoi = % (10.5.15)

amelyeket rendre jobb, bal és kozépponti differencidknak neveziink. A (10.5.2) és a (10.5.3) alap-
jan nyilvanvaloan a jobb és bal oldali differencidk elsérendben, mig a (10.5.4) kovetkeztében a
kozépponti differencia masodrendben approximalja az els6 derivaltat a t = ¢; pontban.

Koénnyen lathato, hogy a t; pontbeli méasodik derivalt véges differencias kozelitése

Vg g = Jmi T YEA Vi1 T 2yi +yi—1
Tx,i - A 12

(10.5.16)

alaku, és ezért a (10.5.5) Osszefliggés miatt yz, ; masodrendben approximaélja az u” (t) fiiggvényt
a t = t; pontban. Ezen jelolésekkel az egyes séméak a kovetkezs alakot 6ltik:

e A (10.5.12) séma:
Yzx,i :f(ti7 yi7ya:,i)a 1= 17 2a SRR N

(10.5.17)
Yo=a, ynt+1=p.
e A (10.5.13) séma:
TT,i — ti; iy Yz,1 ) i:172a"'7N
Yaei =F (b v Yai) (10.5.18)
Yo =0, Ynt1 =p.
e A (10.5.14) séma:
Tx,i — t’i7 iy Yx°,i )y i:1727"‘7N
Yoo = (b Yir Yoe.i) (10.5.19)

Yo =0, Yn41 = B.
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10.5.3. A linearis peremérték-feladatok approximaciéja a véges differenciak
modszerével

Ebben a szakaszban valaszt adunk az elézéekben megfogalmazott kérdésekre a
u =p(t)u’ +q(t)u+r(t), t€[a,b],
u(a) =a, ulb)=p

linearis peremérték-feladat véges differencids numerikus megoldéasara. Mint azt megmutattuk, az
egyértelmt megoldhatosaghoz feltételezziik, hogy p,q,r € Cla,b] és ¢(t) > 0 az [a,b] intervallu-
mon, azaz Minfg p) ¢ := ¢min > 0. Vezessiik be a p; = p(t;), ¢ = q(t:),ri = r(t;) jeloléseket!

(10.5.20)

10.5.2. tétel.
A (10.5.20) linearis peremérték-feladat (10.5.17)-(10.5.19) véges differencias diszkretizacioja

a;yi—1 + diyi+ciyir1 = -1, 1=12,...,N

- 3 (10.5.21)
Yo =0, Ynt1=p

alaku linearis algebrai egyenletrendszer, ahol mindharom diszkretizaciora, megfelelGen kis h
esetén, érvényes a
|di| — |ai| = |eil = g (10.5.22)

egyenldség.
Bizonyitas. A (10.5.20) feladatra a (10.5.17) diszkretizécio az
AR Y o s
Yitl yl+yl 1_p’yl+1 yl—’—qiyi_‘_ria i:172a"'7N7

h?2 - h (10.5.23)
Yo=0a, Yynt1 =P

linearis algebrai egyenletrendszert jelenti, ami az

1 2 1 1 1

@i = =33 di:ﬁ—‘rqi_ﬁp’h Ci=—33 3P (10.5.24)
megvélasztéassal a (10.5.21) feladatot jelenti. MegfelelGen kis h esetén ezért
1
|dl| — |ai\ — |Cl| = ﬁ ((2 + hzqi - hpz) —1- (1 — hpi>) = Q- (10.5.25)
Konnyen lathato, hogy a (10.5.18) diszkretizacio esetén
1 1 2 1 1
@i = =33 = 7 Pi> di = 2 Tt P ¢ =55, (10.5.26)
mig a (10.5.19) diszkretizacié esetén
1 1 2 1 1
a; = 7? — ﬁpi’ d; = ﬁ +qi, ¢; = *ﬁ + ﬁpi, (10.5.27)

és mindkét esetben alkalmasan megvalasztott kis h értékek mellett (10.5.22) érvényes. B

10.5.3. kovetkezmény. Mivel a (10.5.21) rendszer felirhato

diyr +cry2 = — 11 — a1q,
a;Yi—1 +diyi +ciyip1 =—1i 1=2,3,...,N—1, (10528)
aNyn-1+dNyn =—rn —cnp
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alakban, ezért a diszkretizalt feladat val6jaban egy N ismeretlenes lineéris algebrai egyenletrend-
szert jelent, amelynek egyiitthatomatrixa tridiagonélis, szigortian diagondlisan dominans mat-
rix. ¢

Jeldlje e; a t = t; pontban a pontos és a kozelitd megoldas eltérését (azaz e; = y; — u;), és ey,
az wy, racshalo pontjaiban értelmezett hibafiiggvényt (azaz e, (t;) = e;)!
10.5.4. definicié.
Valamely numerikus moédszer konvergencidja azt jelenti, hogy az altala generélt numerikus

megoldésra a racshald finomitasaval a hibafiiggvény nullahoz tart, azaz

lim e, = 0. (10.5.29)

h—0

Ha e, = O(hP), akkor a numerikus modszert p-ed rendd modszernek nevezziik.

10.5.5. megjegyzés. A 10.5.29 képletben az e; vektorsorozat konvergenciajat természetesen
norméaban értjiik, azaz az e, € RN*2 vektorsorozat (ahol h = (b —a)/(N + 1)) az || - [|g~+2
norméaban tart nulldhoz. ¢

A kovetkezd éllitasban a fenti véges differencias kozelitések konvergencidjaval és a konvergencia
rendjével foglalkozunk.

10.5.6. tétel.

A (10.5.24), (10.5.26) és (10.5.27) megvalasztasa (10.5.21) alaka véges differencias diszkreti-
z&ciok linearis peremérték-feladat esetén konvergensek, emellett

1. a (10.5.27) megvélasztéas esetén a séma méasodrendben,

2. a (10.5.24) és a (10.5.26) megvalasztés esetén pedig a sémék elsérendben

konvergélnak a (10.5.20) feladat megoldasahoz.

Bizonyitas. Mivel a két allitas bizonyitésa lényegében megegyezik, a tovabbiakban csak az
els6t mutatjuk meg.
Felhasznalva a (10.5.4) és a (10.5.5) approximacios tulajdonsagokat, a (10.5.20) feladat a ¢ = t;
pontban igy irhato fel:

Uit —2Ui +Uio1 1o 4y () _ Uip1 — Ui—1 1,4 ()
h2 - G = (g - PP (G") ) + g i (10.5.30)

Atrendezve a (10.5.30) egyenlGséget a kovetkezd alakot kapjuk:

<_h12 + 2p;L> Uiyl + (h22 + qi) u; + (—hlz - 2p;l> ui—1 = —r; — h2g;, (10.5.31)
ahol . ' ‘ 4
9 = 756" = Tu()):
Ezért a (10.5.27) jeloléseivel (10.5.31) felirhato az
aiti—1 + diu; + ciuip = —15 — h%g; (10.5.32)
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alakban. Mivel a numerikus megoldasra érvényes a (10.5.21) Osszefliggés, (ahol az egyiitthatok
(10.5.27) szerintiek), a (10.5.32) egyenldséghdl kivonva a (10.5.21) egyenleteket, az ey, hibavektor
koordinatai kielégitik az

aiei—1 + die;+ciein = —h*g;, i=1,2,... N,

(10.5.33)
ego=eny1 =0
alaku linearis algebrai egyenletrendszert. Az i-edik egyenletet atrendezve:
die,- = —Q;€;j—1 — Ci€i41 — hZQi, (10534)
azaz abszolut értékben becsiilve a
|dille:| < laillei-1] + leilleisa] + h%|gil < (lail + les]) llenllsc + A?lIglloc (10.5.35)

egyenl&tlenséget nyerjiik, ahol g a g; koordinataja vektor. Jelolje ¢y azt az indexet, amelyre
llenllcc = les,]- (Nyilvanvaloan ig # 0 és ig # N + 1, mivel eg = enx4+1 = 0.) Mivel (10.5.35)
minden 7 = 1,2,..., N értékre érvényes, ezért az i = iy indexre is, azaz

il llenlloe < (laio] + leio]) llenllso + h*[lgllsc- (10.5.36)
Atrendezve a (10.5.36) egyenlGtlenséget, a
(Idiy| = laio| = leio]) llenlloe < 7?llglloo (10.5.37)
egyenl6tlenséghez jutunk. Ez a (10.5.22) tulajdonség figyelembevételével a
dio llenlloo < h?(lgllo (10.5.38)

becslést jelenti. A min, ) ¢ := gmin > 0 feltétel kovetkeztében

lenlloo < hQ@ < Ch?, (10.5.39)

min

ahol M M
~ 44 Pmax M3
C=I 2 6

Mindez azt jelenti, hogy h — 0 esetén a hiba masodrendben tart nulldhoz. B

)/qmirn Mj = max |u(])‘7 Pmax = INax |p|
la,b] la,b]

A 10.5.6. tétel arra az esetre vonatkozik, amikor a (10.5.20) feladatban ¢(¢) > 0 az [a, ]
intervallumon. Igy nem ad valaszt a (10.1.6) feladat p = ¢ = 0 speciélis esetére.
Tekintsiik tehat az

u =r(t), te(0,0),
u(0) =«a, u(l)=p

peremeérték-feladatot. (Az egyszertiség kedvéért az intervallumot [ hossztisagunak tekintjiik, és a
bal oldali végpontot az origoba helyezziik.) Ebben az esetben tehat az @), racshald

(10.5.40)

wp={t;=ih, i=0,1,...,N+1, h=1/(N+1)} (10.5.41)

alakd. Ekkor a (10.5.21) rendszer mindegyik diszkretizdco esetén a (10.5.28) feladatot eredmé-

nyezi, ahol
1 2 1
P YR ¥ L
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Ezért a diszkrét feladat az
Apy, =by (10.5.43)

alaku linedris algebrai egyenletrendszert jelenti, ahol az Aj;, € RN*N matrix

2 -1 0 0 0 0 0

-1 2 1.0 0 0 0

m| o e (10.5.44)
0 0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 2

alaki, és a by, € RY vektorra pedig

—r(t1) + a/h?
by =| —r(t), i=23....N—1 |. (10.5.45)
—r(ty) + B/h*

El6szor megmutatjuk, hogy a fenti diszkretizacié korrekt.

10.5.7. tétel.
A (10.5.43) feladatnak tetszéleges h > 0 esetén létezik egyértelmid megoldasa.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy barmely i > 0 mellett az A méatrix regularis, azaz
A = 0 nem sajatértéke.
Hatarozzuk meg az Aj, matrix N darab \®) (k = 1,2,..., N) sajatértéket! Mivel A; szimmet-
rikus, ezért mindegyik \; valos, és valamely nem nulla v € RY vektor mellett A,vy = \pvi,
azaz (ideiglenesen elhagyva a k index jelolését) a vg = vy11 = 0 értékekkel a v sajatvektor v;
koordinataira teljesiil a

—V;—1 + 2v;

= "YU Ny, i=1,2,...,N (10.5.46)

egyenlet. Ezzel a
vi_1 — 2(1 — 0.5 M) v4vi =0, i=1,2,...,N,

(10.5.47)

Vo = 0, UN+1 = 0

feladatot kapjuk. Keressiik a (10.5.47) feladat megoldasast a
v =sin(pt;) i=0,1,...,N+1 (10.5.48)

alakban, ahol p € R egy egyelére tetszdleges szam. Ekkor a (10.5.47) elsG egyenletébe behelyet-
tesitve:

sin(p(t; — h)) — 2(1 — 0.5AR?) sin(pt;) + sin(p(t; + h)) =0, i=1,2,...,N. (10.5.49)

Felhasznalva a kozismert sin(p(t; —h))+sin(p(t;+h)) = 2sin(pt;) cos(ph) azonossagot, a (10.5.49)
Osszefiiggeés a

2sin(pt;) cos(ph) — 2(1 — 0.5Ah?) sin(pt;) =0, i=1,2,...,N, (10.5.50)

azaz a
(2cos(ph) — 2(1 — 0.5Ah?)) sin(pt;) =0, i=1,2,...,N (10.5.51)
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feltételt jelenti. Mivel sin(pt;) = v; és a v sajatvektor nem nulla, ezért legalabb egy ¢ indexre
v; # 0. Ezért (10.5.51) kovetkeztében

2 cos(ph) — 2(1 — 0.5\h?) = 0. (10.5.52)
Innen ) A .,
A= 5 (1~ cos(ph)) = 3 sin” %. (10.5.53)

A p parameétert ugy valasztjuk meg, hogy a (10.5.47) méasodik feltétele is teljestljon, azaz a (10.5.48)

megvalasztas kivetkeztében vy = sin(p - 0) = 0 és vy 1 = sin(p - 1) = 0 legyen. Az els§ feltétel

nyilvanvaléan minden p esetén teljesiil, mig a masodik egyenlethdl pl = kr, azaz p = pp = kn /.

Ezt behelyettesitve a (10.5.53) Osszefiiggésbe megkapjuk az Aj matrix sajatértékeit:

4 krh
.ng ™

e = —

= s’ T k=12 N (10.5.54)

A (10.5.48) Osszefiiggeésbdl a vy, sajatvektorok is felirhatok:

kmih\ ™

Vi = | sin— , k=1,2,...,N. (10.5.55)
i=1

Mivel A, fligg h-tol, alkalmazzuk a X\, =: Ag(h) jelolést! Konnyen lathato, hogy Agx(h) > 0

minden k =1,2,..., N esetén, és emellett a legkisebb sajatérték a k = 1 indexhez tartozo6 érték.

Igy tetszolegesen rogzitett h (azaz rogzitett felosztas) esetén

k:lrglf.,N)\k(h) =M (h) = 7z S0 o (10.5.56)
Vezessiik be az L
T
—_ —_—— ]. . .
s =5 (10.5.57)

4j valtozot! Mivel h < 1/2, ezért s € (0,7/4]. Ekkor a legkisebb sajatérték felirhato

7T2

Ais) = 7z (sin s/s)?, s e (0,m/4] (10.5.58)

alakban. Hasznéljuk fel, hogy a sinz/z fiiggvény a (0,7 /4] intervallumon monoton csdkken.!!
Ezért minge (o, r/4) M1(8) = A1(7/4), azaz

I\ 16 . 7 8

]}Lr>1% A1(h) =X\ <2> =@ sty =5 (10.5.59)

Igy minden h > 0 esetén
8
720

Ar(h) > (10.5.60)

o~

vagyis az Aj, matrix legkisebb sajatértéke minden h > 0 esetén a § := 8/12 > 0 szamnal nagyobb.
Ezzel belattuk allitasunkat. ®

10.5.8. kovetkezmény. A fenti tételbdl és a bizonyitasabol kozvetleniil kdvetkeznek az alabbi
allitasok.

HEz az 4llitas elemi fiiggvényvizsgalattal 6nalldan is kénnyen belathato.
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1. Az A), matrix invertalhato, és [|A; |2 < 1/6 = 12/8.
2. Az Aj matrix szimmetrikus, szigoraan pozitiv definit.

3. A (10.5.55) formulabol lathato, hogy vi > 0. Mivel A\j(h) > 0 is igaz, ezért az Apvy =
A1(h)vy Osszefliggeés alapjan igaz, hogy a vi > 0 vektorral Apvy > 0, azaz Aj, M-métrix.
(Tovéabbi részletekért 1lasd a 10.5.5. pontot.)

10.5.9. megjegyzés. A fenti tétel bizonyitasdhoz a klasszikus algebrai megkozelitést alkalmaz-
zuk, és nem hasznaltuk a korabbi (az M-maéatrixra vonatkozo) kordbbi eredményeinket, amelybdl a
regularitas szintén kovetkezik. Ezen megkdozelités egyik fontos eredménye a 10.5.8. kévetkezmény-
ben szereplé becslés a || A} ' |2 norméra, hiszen ennek segitségével az ezen normabeli konvergencia
és annak sebessége rendjében szerepls allandé nagysaga is megmutathatd. (Lasd a 10.5.10. té-
telt.) o

Eredményiinket felhasznalva kozvetleniil belathato a (10.5.28), (10.5.42) numerikus médszer

konvergencidja az @y, := {tg,t1,...,tN+1}, h 1épéskozi ekvidisztans racshalon értelmezett yp,
racsfiiggvények
N+1
lynll3p =0 i (10.5.61)
i=0

alakd norméjaban.'?
Megjegyezziik, hogy ekkor a megfelel6 matrixnormaéra

[Avi2n _ hl|Av]2
IAVIan _ oyp 24V

oh  vers B[Vl

[All2n = sup

= [|A]l2,
verx [|V]

tehat az 1. fejezetben definialt szokasos 2-es (vagy euklideszi) norméval szamolhato.

Tekintsiik tehat az

i—1— 2Yi + Yi .
Vit ZoWit Vel _ 19 . N
[ (10.5.62)
Yo=0, Yny1 =0
feladatot, és mutassuk meg, hogy a megoldéasa a || - ||2,, normaban h — 0 estén tart a (10.5.40)

peremérték-feladat megoldasahoz. Jelolje ismét e; = y; — u(t;) a t; pontbeli hibat! Ekkor y; =
e; + u(t;), és ezt behelyettesitve a (10.5.62) séméba a hibafiiggvényre a

—e;—1 + 261' — €41 ’U,(ti_l) — QU(tz) + u(tl'+1) .
= - = iy :1,2,...,N
h? rit h2 Vi, (10.5.63)
e0 =0, eny1 =0
feladatot kapjuk. A (10.5.63) feladat felirhato
Aye, = O" (10.5.64)

2Ksnnyen lathato, hogy az a = to és b = tyy1 kdvetkeztében ez a norma az Lz[a,b] tér normajanak diszkrét
analogja, azaz ha u az [a, b] intervallumon értelmezett, négyzetesen integralhato fliggvény, és yp (z;) = u(x;), akkor

. _rb
limy, 0 ||yh|@’h = IIUII%Q[a,b] = fa u2(:r)dx.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



10.5. A peremérték-feladat numerikus megoldasa véges differencidk médszerével 309

alakt linedris algebrai egyenletrendszerként, ahol az Aj, € RY*N matrix a (10.5.44) alaki, a
¥" e RN vektorra pedig \Ilh)l- =1, i=1,2,...,N. A (10.5.64) egyenletbsl

e, = A, (10.5.65)
AZAZ

lenllzn < 1AL 2l ¥ o = [|AL 2] "

I (10.5.66)
Mivel (10.5.5) kovetkeztében 1; = O(h?), ezért

N N
13 =Y WF =h)Y OO = hNO(L) = O(hY),
=1 =1
mivel AN = const. Ezért tehat [ ®" o = O(h?). Masrészt a 10.5.8. kovetkezmény szerint
|A; |2 < 12/8. Tgy (10.5.66) alapjan

|2, = O(h?). (10.5.67)

llen

Ezzel belattuk az alabbi allitast.

10.5.10. tétel.

A (10.5.62) séma megoldasa h — 0 esetén masodrendben tart a || - ||2,, norméaban a (10.5.40)
peremérték-feladat megoldasahoz.

10.5.4. A linearis peremérték-feladatok numerikus megoldasanak altalanos
vizsgalata

Ebben a szakaszban ismételten a linearis peremérték-feladatok numerikus megoldaséaval és a koze-
litések konvergencidjaval foglalkozunk, de most az eredményeinket altalanosan fogalmazzuk meg.
Megmutatjuk, hogy ezen &ltaldnos megkdzelitésbdl specidlis esetként az el6z6 szakaszban leirt
eredményeink hogyan nyerheték.

Jelolje Lg azt az operétort, amely a C?[a, b]-beli fiiggvényeken van értelmezve, és
Lou = —u" + p(t)u' + q(t)u, (10.5.68)
valamint By, By azokat a szintén C?[a, b]-beli fiiggvényeken értelmezett operatorokat, amelyekre
Biu =u(a), Bou = u(b). (10.5.69)

Ekkor Lo : C?[a,b] — Cla,b], By, By : C?[a,b] — R tipust linearis operétorok. Vezessiik be
az

Fi[a,b] = C?[a,b], F3la,b] = C[a,b] x R x R (10.5.70)

jeloléseket! Legyen L az az operétort, amely az Fy[a,b] halmazon van értelmezve, és
Lo’U
Lv=| B |. (10.5.71)
BQU
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Tehét L egy Fy[a,b] — Fa[a, b] linearis operétor, amely egy v € C?[a, b] fiiggvényhez az

—v" 4+ p(t)v + q(t)v
Lv = v(a) € Fsa, b] (10.5.72)
v(b)

harmast rendeli hozza.
Ekkor a (10.5.20) feladat felirhato a kdvetkezd modon. Az

—r(t)
f= ! € Fsla, b) (10.5.73)
B

jelolés mellett keressiik azon u € Fy[a, b] elemet (azaz C2[a,b]-beli fiiggvényt), amelyre

Lu=f. (10.5.74)

Jelolje F(wy,) illetve F(wy,) az @y, illetve wy, racshalokon értelmezett racstiggvények vektorterét,
Lé}}{ : F(@n) — F(wp) pedig azt az operatort, amely valamely v, € F(wy) fiiggvény esetén a
kovetkez6 modon hat:

(L((f;)l’Uh) (t) _ _’Uh(t + h) — 21};:2(15) + Uh(t — h) +p; Uh(t + h})L — ’Uh(t)

+ qivh(t), t € wp.
(10.5.75)
Jelolje tovabba B p,, Ba j, azokat az F(wp,)-beli racsfiiggvényeken értelmezett operatorokat, ame-
lyekre
By pup = vh(to = a), By pvp = vp(tnsr = b) (10.5.76)
Ekkor tehat Lo : F(wp) — F(wr), Bin, Bop @ F(@r) — R tipusa lineéris operatorok. Jelolje
Lg) azt az operatort, amely az F(wy,) halmazon van értelmezve és

LWy
0= | 5 10.5.77
h Uh Bipon | - (10.5.77)
By nvn

Tehat L;Ll) egy F(wy) — F(wp) x R xR = F(wy,) tipust linearis operator, amely a vy, (@), racshald
pontjaiban definialt) racsfiiggvényhez az

ot +h) —204(t) +on(t — h) _|_p.vh(t + h) —op(t)

+ qivn(t), t € wp

2 v —
Lﬁbl)’l)h = h vh(a) h € F(wh)
vp(b) ( :
10.5.78

(ugyancsak az wj, racshalé pontjaiban definialt) racsfiiggvényt rendeli hozza.
Jelolje 7y, azt az F(wp)-beli racsfiiggvényt, amelyre r,(¢) = r(t) mindegyik ¢ € wy, pontban. Ekkor
a (10.5.23) feladat felirhato a kovetkezs modon. Az

fri= o € F(w@y) (10.5.79)
B

jelolés mellett keressiik azon vy, € F(wy,) elemet (vagyis az Wy, racson értelmezett racsfiiggvényt),
amelyre

LYoy = fi. (10.5.80)
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Vegyiik észre, hogy (10.5.80) — a jeloléseinket figyelembe véve — egy linearis algebrai egyen-
letrendszert jelent, amelynek mérete megegyezik az @, racshalé pontjainak a szdmaval, azaz
N + 2 ismeretlent tartalmaz. Tehat az ismeretlen vy, illetve az adott f;, racsfiiggvényeket N + 2
dimenziés vektorokkal, mig az Lgbl) linearis operatort egy (N + 2) x (N + 2) dimenziés matrix
segitségével adhatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy a (10.5.80) feladat felirhato

Ay, =1, (10.5.81)

alakban, ahol KS) € RWH2)x(N+2) g 5, £, € RV*2. Mivel a vektorok i-edik koordinataja a
t; € Wy, racsponthoz tartozo értékeket jelenti, ezért a (10.5.81) egyenletben

(yh)l = vh(ti)’ (fh)l = fh(ti)a i= 07 ]-7 cee 7N + 17 (10582)

és (10.5.78) alapjan az XS) matrix

1 0 0 0 ... 0 O 0 0
al d1 C1 0 0 0 0 0
0 a9 d2 Co 0 0 0 0
, , (10.5.83)
0 0 0 0 ... 0 an dN CN
o 0 o0 O ... 0 O 0 1

alakd, ahol a;, d;, ¢; értékei a (10.5.24) képlet szerintiek.
Mivel (¥,)0 és (¥,)n+1 értékei ismertek (a peremfeltételek miatt ezek értéke o és ), ezért
a (10.5.81) egyenlet ekvivalens az
AVy, =1, (10.5.84)

feladattal, ahol Ag) e RVXN 'y, £, ¢ RN és
()1 = ()1 —ara, (Fn)s =(fn)i i=2,3,...,N =1, (fa)n = (fa)nv — cn i,

(yn)i =(¥n)i» i =1,2,...,N,

di e 0 ... 0 0 0 (10.5.85)
as d2 Co 0 0 0

AV _
0 0 0 ... 0 an dN

A (10.5.84)-(10.5.85) feladat megegyezik a (10.5.28) feladattal.

10.5.11. megjegyzés. A masik két diszkretizaciora is az értelemszertien definialt Af) és A;LS)
matrixokkal (10.5.84) érvényes. ¢

A tovabbiakban arra vagyunk kivincsiak, hogy a fenti sémak valamelyikével definidlt numerikus
megoldasok hasznalhatok-e az eredeti peremérték-feladat megoldasanak kozelitésére.

Ezen szakasz elején megmutattuk a kévetkezdsket.

. —(k .
e A 10.5.2. tétel alapjan az alkalmasan megvalasztott h értékek mellett az AEL) matrixok
szigorian diagondlisan dominédnsak, ezért regularisak. Tehat megfelelGen kis h esetén az

Lgbk)vh = fn (k= 1,2,3) feladatok mindegyike egyértelmtien megoldhato.
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e A 10.5.6. tétel alapjan az ey, hibafiiggvény nullahoz tart, azaz a kozelité megoldasok sorozata
h — 0 esetén tart a pontos megoldashoz. Ennek belatasa két 1épésben tortént:

1. Felirtuk a (10.5.33) hibaegyenletet.

2. Megmutattuk, hogy ezen rendszer megoldasai (h — 0 esetén) nulldhoz tartanak.

10.5.12. megjegyzés. Ezzel kapcsolatosan két dologra hivjuk fel a figyelmet.

1. A (10.5.33) hibaegyenlet jobb oldalén szerepls kifejezés a lokélis approximacios hiba. Tehat
a hibaegyenlet jobb oldalan egy olyan vektor all, amelynek i-edik koordindtaja azt mutatja
meg, hogy a t; € w;, pontban a racshalé pontjaiban értelmezett pontos megoldés L;lk)—képe

milyen kozel van a pontos megoldas L-képének értékéhez.

2. A hibavektort a (10.5.33) rendszer megoldasaval allitjuk els. Ezért a globalis hiba visel-
kedése (nevezetesen nulldhoz tartasa) azon mulik, hogy a rendszer jobb oldaldn szerepld
vektorok hogyan viselkednek a rendszer egyiitthatoméatrixadnak inverzén, azaz h — 0 esetén

)y 1
az (Aﬁf)) matrixok hogyan hatnak a lokalis approximaciés hibavektorra.

A tovabbiakban egy éltalanos targyalasméodot adunk eredményeink leirdsara. Legyenek
Fi[a,b] = C?[a,b] és Fala,b] = Cla,b] x R x R adott fiiggvényterek, L : Fi[a,b] — Fa[a,b] egy
olyan linearis operator, amelyre minden f € Fsla, b] esetén az Lu = f egyenlet korrekt kittizést.
Célunk ezen feladat diszkretizacojénak meghatarozasa és vizsgélata.

Legyen szokasosan F(wp,) az wy, racson értelmezett racsfiiggvények vektortere, Lo p, : F(wp,) —
F(wp) egy adott linearis operator, azaz egy olyan leképezés, amely egy @), racson értelmezett
racsfiiggvényhez valamilyen linearis leképezési szabaly szerint megfeleltet egy wp-n értelmezett
mésik racsfiiggvényt. Legyenek Bi ) és By F(w,) — R tipust, szintén lineéris leképezések.
Képezziik ezen operatorok segitségével a kovetkezs

Lo nvn
Lpvp, = | Bipvn (10.5.86)
Bs pup

F(wp) — F(wp,) tipusa linearis operator. (Tehat Ly jelentheti az L;Lk) (k = 1,2,3) operatorok
valamelyikét, de jelenthet valamely mas lineéris operatort is.) A tovébbiakban az L, operétornak
megfeleltetett matrixokat (korabbiakkal megegyezd modon) Ay illetve Ap-val jeloljiik. Legyen

P}?) egy olyan leképezés, amely egy Fa[a, b] elemnek megfeleltet egy F(wy, )-beli racsfiiggvényt, és
jelolje
fn = PP f e Fwy). (10.5.87)
A diszkretizacios eljarasok éaltalanos targyaldsa soran a kovetkezs kérdések megvalaszolasa
sziikséges.
1. Létezik-e az
thh = fh (10588)
feladatnak egyértelmi megoldésa?

2. Hogyan értelmezhets egy F(wy)-beli racsfiiggvény és egy F;a, b]-beli fiiggvény (i = 1,2)
tavolsaga?
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3. Milyen kozel van a v, € F(wy,) fiiggvény a (10.5.74) egyenlet u € Fy[a, b] megoldasahoz?

4. A h — 0 esetben milyen feltételek mellett tart a kozelit6 és a pontos megoldas eltérése
nulldhoz?

A tovabbiakban ezekkel a kérdésekkel foglalkozunk.

1. Az altalanos targyalas soran mindig feltessziik, hogy a (10.5.88) feladatnak létezik egyértelmt
megoldasa. Ugyanakkor minden konkrét Lj, megvélasztas esetén ezt be kell bizonyitani, azaz azt
kell megmutatni, hogy az A} (avagy az Aj) matrix regularis.

2. Ennél a kérdésnél az az alapvets probléma, hogy az [a, b] intervallumon értelmezett w € Fi[a, b]
és az wy, racspontokban értelmezett g, € F(wy,) racsfiiggvény kiilonbozs alaphalmazokon vannak
értelmezve. Ezért legyen P}(Ll) egy Fi[a,b] — F(wy,) tipust linearis leképezést. (Tehat P,El) egy
olyan leképezés, amely az intervallumon értelmezett fliggvényt leképezi egy, a racspontokban
értelmezett fliggvényre.) Ekkor a két fliggvény tavolsagan a HP}EI)

Il |5 egy F(wp) térbeli rogzitett norma.

w — gn||n szamot értjiik, ahol

3. Legyen a v;, € F(w),) fuggvény a (10.5.88) feladat megoldasa. Jeldlje uy, azt az F(wy)-beli
racsfiiggvényt, amelyet a (10.5.74) egyenlet u € Fy[a,b] megoldasanak P,El)—képeként kapunk,
azaz

up, = PP, (10.5.89)

tovabba e, € F(wy,) azt a racsfiggvényt, amelyre
€ = Up — Up.- (10590)

Ekkor az e, racsfiiggvényt a v, kozelité megoldashoz tartozo globdlis hibdnak, és (a 2. pontnak
megfelelGen) a |len||n értéket a kozelitd megoldas hibajanak nevezziik. A vizsgalt modszert akkor
nevezziikk konvergensnek, amikor limy_q |lex||n = 0. Ha |len||n = O(RP), akkor a konvergenciat
p-ed rendiinek nevezziik.

10.5.13. megjegyzés. A numerikus modszer alkalmazaséval az a célunk, hogy a numerikus
megoldasok a (10.5.74) folytonos feladat megoldasdnak u, = P}(Ll)u képéhez keriiljenek kozel,

és ne egy esetleges mas elem P}(Ll) képéhez. Ezért a || - ||, normara kikotjiik a kovetkezs tn.
kompatibilitdsi feltételt. Legyen L : Fy[a,b] — Fala,b], és jelolje || - || az Fq[a,b] térbeli normat.
Azt mondjuk, hogy a || - ||, norma kompatibilis a | - || norméval, ha limp_,o ||P,El)w||h = ||lwl]|

minden w € F1[a, b] esetén. Ekkor megmutathaté a kivént egyértelmiiség.'® o

4. Az el6z6 pontban definialt konvergencia biztositasara alkalmazzuk az L) = LEZC) megvalasztas

esetén alkalmazott modszeriinket. (Lasd a 10.5.12. megjegyzést.) Legyen tetszbleges w € Fq[a, b
esetén
In(w) = Ly(PMw) — PP (Lw) € F@y,). (10.5.91)

10.5.14. definicié.

Azt mondjuk, hogy az Ly operdtor konzisztens az L operdtorral, ha valamely p > 0 mellett
Ih(w) = O(RP) minden w € Fsla,b] fiiggvényre, és a p szamot a konzisztencia rendjének
nevezzik.

13Ugyanis, indirekt médon tegyiik fel, hogy léteznek olyan wi,ws € Fi[a,b], (w1 # wa) elemek, amelyekre
limp 0 |Jwp — P}(Ll)wlﬂh = 0 és limy_,q [Jwp — P}(Ll)wgﬂh = 0. Ekkor HP}El)wl — P}(Ll)wgﬂh = HP}(Ll)wl — wp, +
wp, — P}(Ll)wzﬂh < HP}El)wl — wpllp + |lwn — P}Enwz\lh — 0. Mivel a kompatibilitasi feltételt felhasznalva ekkor

l[wi — wal| = limp, o [|P{ w1 — P wsll) = 0, ezért wi = wo, ami allitasunkat igazolja. M
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A differenciaséma egy masik fontos tulajdonséga (a differencialegyenletek elméletéhez hason-
l6an) a stabilitds, amely azt fejezi ki, hogy a megoldas folytonosan fiigg a feladatot meghatéarozo
adatoktol. (Mas kifejezéssel: két kozeli adatokhoz tartozé megoldas is kozel van egyméashoz.) Ezt
a fogalmat definidljuk a kévetkezdében.

10.5.15. definicié.

Azt mondjuk, hogy a (10.5.88) feladat stabil kittizési (a tovabbiakban: az Ly, operdtor stabil),
ha minden f;, € F(wy,) esetén létezik a feladatnak egyértelmid megoldasa, és a megoldasokra
teljesiil a

lvnlln < Cll falln (10.5.92)
egyenlgtlenség, ahol C' > 0 egy, a h-tol fliggetlen allando.

A stabilitas (10.5.92) tulajdonsédganak ellendrzése elég nehéz. Megmutathat6'?, hogy ez a
fogalom ekvivalens az Lj; operatorsereg kivetkezs, gyakran kénnyebben ellenérizhets tulajdon-
sadgaval: az invertalhatd Ly operdtorokhoz létezik olyan C' > 0 h-tol fiiggetlen allando, amely
mellett

LM n < C. (10.5.93)
10.5.16. tétel.
Tegyiik fel, hogy
1. Lj p-ed rendben konzisztens az L operétorral,
2. az Lj operator stabil.

Ekkor a numerikus moédszer p-ed rendben konvergens, azaz

llenlln = O(RP). (10.5.94)

Bizonyités. Felhasznalva az e, globalis hiba (10.5.90) definicidjat, illetve a (10.5.89) definiciot,
a kovetkezS egyenl6ség érvényes:

Lheh = Lhuh — thh = Lh(Pigl)u) — Lh’Uh = Lh(P}EI)u) - P}E2) (LU) + P}E2) (Lu) — Lh’Uh .

=:lp (u) =:Un(f)
(10.5.95)

A (10.5.74) egyenlet mindkét oldaldnak P}(LQ)—képét véve és figyelembe véve a (10.5.87) Osszefiig-
gést,

PP (Lu) =P f = f. (10.5.96)

Masrészt, a (10.5.88) egyenlet alapjan Lpv, = fr. Igy a (10.5.95) relaciéban I, (f) = 0, tehat

Lheh = lh(u) (10.5.97)

Innen a stabilitas (10.5.92) tulajdonsdga miatt érvényes az

lenlln < Cllin(u)lln = O(RP) (10.5.98)
A (10.5.92) és a (10.5.93) tulajdonsag ekvivalenciajat a kovetkezSk modon lathatjuk be. Mivel vy, = L;lfh,
a norma tulajdonsagai miatt |lvp|, = ||L;1fh||h < ||L;1||h||thh, és igy a (10.5.93) = (10.5.92) implikaci6

nyilvanvalé. Masrészt, (10.5.92) esetén (ismételten a vy, = L;lfh egyenldség miatt) ||L;1fh||h < C|lfnlln, azaz
HL;lthh/Hthh < C, ami a norma definici6ja miatt a (10.5.92) = (10.5.93) implikaciét bizonyitja.
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egyenlGtlenség, amely a tétel allitasat bizonyitja. B

10.5.17. megjegyzés. A (10.5.93) feltételt a numerikus mddszer stabilitdsdinak is szokasos ne-
vezni. Tehat leegyszertsitve a 10.5.16. tétel igy fogalmazhatd meg: "konzisztencia + stabilitds =
konvergencia". ¢

10.5.5. A linearis peremérték-feladatok M-matrixokkal

A 10.5.4. szakaszban megfogalmaztuk a peremérték-feladatok véges differencids approximacio-
janak azon elméleti kérdéseit, amelyeket egy adott L;-moddszer esetén megvalaszolni sziikséges.
Nevezetesen, be kell latnunk, hogy mindegyik h esetén

1. az Ly, lineéris operatort reprezentalé A, métrix reguldris;
2. érvényes a stabilitas, azaz teljesiil a (10.5.93) stabilitasi tulajdonség:
I(AR)~Hw < C, (10.5.99)
ahol C egy h-t0l fiiggetlen allandoé.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy amikor mindegyik A}, specialis tulajdonsagt M-méatrix, akkor
a maximumnormaban a valasz viszonylag egyszertien megfogalmazhat6é. Emellett eredményein-
ket felhasznalva egységesen megmutatjuk a 10.5.3. szakaszban megfogalmazott numerikus sémak
konvergencijat, illetve eredményeinket kiterjesztjiik ijabb feladatosztalyra is.

Legyenek M), € RF*F h = 1/(k — 1),k = 3,4,... adott un. Z-matrixok sorozata, azaz az Mj,
métrix mindegyik f6atlon kiviili eleme nempozitiv. (Tehat (Mp,);; < 0 minden ¢ # j esetén.)

10.5.18. definicié.

Azt mondjuk, hogy az ilyen M, matrixsorozat egyenletes M-mdtriz, ha léteznek olyan g;, € R¥,
g;, > 0 vektorok és 0 < g1, g2 < oo allandok, amelyekre

(Mhrgy); = 91, (10.5.100)

Ignlloo < g2, (10.5.101)

mindegyik h esetén.

Az egyenletes M-matrix tulajdonsag egy, nyilvanval6an M-métrixokokbdl all6 halmazra, azaz egy
maétrixseregre vonatkozik. Az egyszertiség kedvéért a definiciot az egyes elemek tulajdonsagaiként
fogalmaztuk meg.

Az 1.2.40. tételbsl a (10.5.100) és a (10.5.101) tulajdonsagok felhasznalasaval kozvetleniil
nyerjiik az alabbi allitast.

10.5.19. lemma.
Tegyiik fel, hogy M), egyenletes M-métrix. Ekkor

IM; oo < % (10.5.102)

Eredményeinket az alabbiakban foglalhatjuk Gssze.
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10.5.20. tétel.
Tegyiik fel, hogy a (10.5.88) alaku diszkretizécio

a. a maximumnormaban p-ed rendben konzisztens,

b. az Lj operatornak megfeleltetett Aj egyenletes M-matrix.

Ekkor a numerikus moédszer a maximumnormaban p-ed rendben konvergens.

Bizonyitas. Mivel a 10.5.18. definici6 alapjan mindegyik A, M-matrix, ezért reguldris is.
A 10.5.19. lemma alapjan a feladat stabil kittizési is, azaz érvényes a (10.5.99) tulajdonsig a
C = g2/g1 allandoval. Ezért a 10.5.16. tételiink alapjan az allitasunk igaz.

10.5.21. megjegyzés. A (10.5.98) Osszefiiggés alapjan becslést is adhatunk a hibafliggvényre:

lenloo < fnzh(mnm. (10.5.103)

Alkalmazzuk a 10.5.20. tételt a 10.5.3. fejezetben vizsgalt Lglk) (k = 1,2,3) operatorokral
A (10.5.24), valamint a (10.5.26) és a (10.5.27) Gsszefiiggésekbdl lathato, hogy mindharom esetben

megfelelGen kis h esetén az K;Lk) (10.5.83) alaku métrixok diagonalon kiviili elemei nempozitivak,

a diagonalis elemek pedig pozitivak lesznek. Igy a (10.5.22) Gsszefiiggés miatt az K;Ik) matrix
szigortian diagonalisan dominans M-métrix. Legyen g, = [¢min, 1,1, ..., 1, qmin]T € RV+2, Ekkor
nyilvanvaléan ||g)]|c < g2 := max{1, gmax} > 0, és a (10.5.22) kévetkeztében

~ (k)
Ay g, = aqy,

ahol qn = [qmirn q1,42;---,4N, Qmin]T € RN+2' Legyen g1 = min{17 Qmin}- A fenti g1 és g2 megva_
lasztéassal a (10.5.100) és a (10.5.101) Osszefiiggések egyarant érvényesek, ezért teljesiil a (10.5.102)

stabilitasi feltétel, és igy (10.5.103) érvényes. Mivel a konzisztencat (P}(Ll)w) (t;) = (P,Smw)(ti) =
w(t;) megvalasztassal mindharom operatorra mar kordbban megmutattuk, a tétel allitasa igaz. B

10.5.22. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a konvergencia belatasahoz nekiink a (10.5.33) hiba-
egyenletet kell vizsgalnunk, azaz azt kell megmutatni, hogy az Lj operatorok inverzei korlatosak
maradnak a [0, e, ea, ..., en, 0] tipust vektorokon. Ez azt jelenti, hogy a (10.5.99) feltétel helyett
elegendd belétni az

AL < C (10.5.104)

tulajdonsagot. Ezért az L; = Lglk) esetén a g, = [1,1,...,1] € RV egy alkalmas megvélasztas.
Ebben az esetben g1 = gmin és g2 = 1, és ekkor a (10.5.103) becslés megegyezik a (10.5.39)
becsléssel. ¢

Befejezésiil térjiink at a (10.5.20) azon specidlis esetére, amikor p = ¢ = 0, azaz tekintsiik az

u’ =r(t), te(0,1),
u(0) =a, u(l)=p
peremérték-feladatot. A feladat targyalasat az indokolja, hogy

(10.5.105)
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1. A fejezet elején ismertetett motivacios feladat ilyen tipusa peremérték-feladathoz vezet. (Az
egyszeriiség kedvéért az intervallumot egységnyi hosszusagunak tekintjiik.) Az el6zGekben
a konvergenciat csak a speciélis || - ||2,, normaban mutattuk meg, a maximumnormaban
viszont nem.

2. Az eddigi maximumnormabeli konvergencidra vonatkozé eredményeink nem alkamazhatok,
mivel kordbban feltettiik, hogy p > 0.

A szokasos diszkretizacio utan a megoldando linearis algebrai egyenletrendszeriink felirhat6
Ay, =1, (10.5.106)

alakban, ahol az Kﬁf) e R+ X(N+2) matrix alakja

h? 0 0 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0O 0 0 O
1l o =1 2 -1 ...0 0 0 o0
h2 : : : : - (10.5.107)
0 0 0 o ... 0 -1 2 -1
0 0 0 0 ... 0 0 0 A?

és £, € RNV*2 a kordbban definialt vektor. Kénnyen lathato, hogy X;:l) nem marad szigortian
diagondlisan dominans. Ugyanakkor megmutatjuk, hogy egyenletes M-matrix. Ehhez elegendd
megmutatni, hogy taldlhaté hozza g;, vektor a megkdvetelt tulajdonsagokkal.

Legyen

gt =1+ih(1 —ih), h=1/(N+1), i=0,1,...,N + 1. (10.5.108)
Ag, = (glh)jizl € RNV*2 vektorra teljesiilnek az alabbi relaciok.
1. Egyszerti szamolassal kozvetleniil ellenérizhetd, hogy Kgl)gh =11,2,2,...,2,1]T ¢ RN+2,

2. A szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlenségbdl kovetkezSen ih(1 — ih) < 1/4, azaz
h
g < 5/4.

Tehat a g1 = 1 és a go = 5/4 megvalasztassal a (10.5.100) és a (10.5.101) egyenlStlenségek
érvényesek. Ezért a globélis hibara fennall az

5
llenlloo < 7112 (w)lo0 (10.5.109)

lenlloo < CH%, C = %M4 (10.5.110)

mésodrendd konvergenciat bizonyité becslést eredményezi.

10.5.6. A diszkrét maximumelv és kévetkezményei

Ebben a szakaszban megismerkediink a diszkrét maximumelvvel és megmutatjuk alkalmazhato-
sagat a stabilitas (és azon keresztiil a konvergencia) bizonyitasara.'®

15Ez a rész a 10.5.5. szakasz ismerete nélkiil is olvashaté.
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Tekintsiik az
Ayi1+ Diyi+Ciyrr = By, i=1,2,....N
iYi—1 iYi iYi+1 i (105111)
Yo = Bo, yn+1 = Bnt1
alaku lineéris algebrai egyenletrendszert, ahol A;, D;,C; és B; adott szamok. A tovabbiakban
feltessziik, hogy teljesiilnek az

A;,Ci <0, D;>0, A;+D;+C;>0,i=1,2,...,N (10.5.112)
feltételek.

10.5.23. tétel.
Tegyiik fel, hogy a (10.5.111) lineéris algebrai egyenletrendszerre a (10.5.112) tulajdonséag
mellett teljesill a B; < 0 (i = 1,2,...,N) feltétel is. Ekkor minden ¢ = 1,2,..., N indexre
érvényes az

Yi < max{07 B(), BN+1} = yr’zlax (105113)

egyenlGtlenség.

Bizonyités. Jeldlje y* := max;—12 .~ ¥;. Indirekt médon tegyiik fel, hogy az éllitas nem igaz:
y* >yl ... Ez azt jelenti, hogy létezik olyan k € {1,2,..., N} index, amelyre y, = y*, és az ilyen
tulajdonsagt indexekre y; >y .. Ekkor

0 >By = Agyr—1 + Dryr + Cryrr1 = Aryr—1 + Dry™ + Cryr1 >
ZAky* + chy* + Cky* = (Ak + Dy, + C/C) y* > 0. (10.5.114)
—_—

>0 >0

Mivel ezen becslés mindkét oldalan nulla all, ezért mindeniitt > helyett = jel irhato. Igy érvényes
az
Aryr-1 + Dry* + Cryr1 = Apy™ + Dry* + Cry” (10.5.115)

egyenlGség. Ezt atrendezve:
= Ap(y* = yk—1) = Cr(y* — Yr+1) = 0. (10.5.116)

Feltételeink kovetkeztében —Ay, —Ck > 0 és y* > yr_1,yrr1. Ezért a (10.5.116) egyenlGtlenség
csak az

Yk—1=Yk+1 =Y" (10.5.117)

egyenlGség teljesiilése esetén lehetséges. Tehat ha valamely ¢ = 1,2,..., N indexre a (10.5.111)
megoldasa y*, akkor a megfelel¢ koordinata jobb illetve bal oldali szomszédjanak értéke is y*.
Ezért a (10.5.117) egyenlGség miatt érvényes az

Yios = Yriz = ¥ (10.5.118)
egyenldség is. Folytatva ezt a gondolatmenetet azt kapjuk, hogy
yi=vy*, 1=0,1,2,...,N,N +1. (10.5.119)

Mivel yo = By és yn+1 = Bn+1, ekkor (10.5.119) kovetkeztében By = Byi1 = y*. Ez az indirekt
feltétel figyelembevételével a

By = BN+1 > max{(), Bo, BN+1}(: yr’?x/lin) (105120)
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relaciét eredményezi, ami nyilvanvaléan nem lehetséges. B

A diszkrét maximumelvnek szdmos kovetkezménye van.

10.5.24. kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a (10.5.111) lineéris algebrai egyenletrendszerre a
korabbi (10.5.112) tulajdonség mellett teljesiil a B; > 0 (i = 1,2,..., N) feltétel is. Ekkor minden
i=1,2,..., N indexre érvényes az

y; > min{0, By, Bn+1} =y, (10.5.121)
relacio. ¢
Bizonyitas. Az y; ~ —y; transzformacié utan az allitads kozvetleniil kovetkezik a diszkrét
maximumelvbdél. B

Innen kézvetleniil adédik az alabbi tulajdonsag.'®

10.5.25. kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a (10.5.111) lineéris algebrai egyenletrendszerre a
fenti (10.5.112) tulajdonsag mellett teljestil a B; > 0 (¢ = 0,1,2,..., N, N + 1) feltétel is. Ekkor
minden 7 =0,1,2,..., N, N + 1 indexre érvényes az

yi >0 (10.5.122)

egyenlGtlenség. ¢

A diszkrét maximumelv és kovetkezménye tehat azt mondja ki, hogy a (10.5.111) alakd és
(10.5.112) tulajdonséagu linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa nempozitiv jobb oldal esetén
a nemnegativ maximumaét (illetve nemnegativ jobb oldal esetén a nempozitiv minimumat) felveszi
azokban a koordinatakban, ahol a megoldasok adottak.

10.5.26. kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a (10.5.111)-(10.5.113) lineéris algebrai egyenletrend-
szerben minden ¢ = 1,2,..., N esetén B; = 0. Ekkor

ly:| < max{|Bo|,|Bns1l}, i=0,1,2,...,N,N +1. (10.5.123)

10.5.27. kovetkezmény. A (10.5.111)-(10.5.113) linearis algebrai egyenletrendszernek legfeljebb
egy megoldasa lehetséges.'” o

Bizonyitéas. Allitasunkhoz azt sziikséges belatnunk, hogy a homogén egyenletnek (azaz amikor
B; =0mindeni =0,1,..., N+1 indexre) csak a trivilis megoldas (y; =0, i = 0,1,...,N+1) az
egyetlen megoldédsa. Ez viszont a 10.5.25. kdvetkezménybdl kozvetleniil adodik: mivel feltevésiink
miatt By = By4+1 = 0, ezért (10.5.123) alapjan minden ¢ = 0,1,..., N + 1 indexre |y;| = 0, ami
az allitdsunkat jelenti.

10.5.28. kévetkezmény. Tekintsiik a (10.5.111) linearis algebrai egyenletrendszer mellett az

ATy + Digi+Coyizs = By, i=1,2,...,N,
1 o (10.5.124)

Yo = Bo, Ynt1=Bni1

16Fzt a tulajdonsagot az irodalomban nemmnegativitds-megmaraddsi elunek szokasos nevezni.
1TEz a kovetkezmény a (10.5.111) linearis algebrai egyenletrendszer megoldasanak unicitdsdt jelenti.
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feladatot is. Ha a (10.5.112) tulajdonsag mellett feltessziik, hogy

|Bi| <B;, i=0,1,...,N+1, (10.5.125)
akkor a megoldasokra érvényes az

il <G, i=0,1,...,N+1 (10.5.126)

becslés.!® o
Bizonyitas. Vezessiik be a

Vi =Y —Yi, Wi=YitYi (10.5.127)

jeloléseket! Ekkor ezen 1j vektorok kielégitik az

Aivi1 + Djvi+Civip1 = Bi— By, i=1,2,...,N
(10.5.128)

vg = By — By, vn+1 = Bny1 — Byt

illetve az

Ajwi_1 + Dawi+Ciwiyy = Bi+ By, i=1,2,...,N
(10.5.129)

wo = Bo + By, wny1 = Bny1+ By

linearis algebrai egyenletrendszereket. Mivel mindkét rendszer jobb oldala nemnegativ, ezért
a 10.5.25. kovetkezmény szerint minden ¢ = 0,1,..., N + 1 indexre v; > 0 és w; > 0. Ez vi-
szont az y; > y; és az y; > —y; relaciot, azaz allitdsunkat eredményezi. B

A 10.5.28. kovetkezmény jol alkalmazhaté az olyan (10.5.112) tulajdonsagua (10.5.111) alaka
linearis algebrai egyenletrendszerek megoldasanak becsléséhez, amelyben By = By41 = 0. Tehat
tekintsiik az

Awyio1 + Diyi+Ciyi1 = B, i=1,2,...,N

om0, gt — 0 (10.5.130)

feladatot! Vezessiik be az
E;=D;+ A’L + Ci7 Enin = . min Eia Foin = . min (_Az - Cz)» Bhax = maX|Bi|

i=1,2,...,N i=1,2,...,
(10.5.131)
jeloléseket! A (10.5.112) feltétel miatt Epnin > 0 és Fiyin > 0.

8Tzt a kévetkezményt a (10.5.111) lineéaris algebrai egyenletrendszer (jobb oldal szerinti) monotonitdsdnak
szokasos nevezni.
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10.5.29. tétel.
Tegyiik fel, hogy a (10.5.130) linearis algebrai egyenletrendszerre

a. érvényesek a (10.5.112) tulajdonsagok,

b. ha van olyan egyenlet, ahol az egyiitthatok 6sszege nulla, akkor az A; és C; egyiitthatok
egyenldk, azaz

A, =C;, i=1,2,...,N, ha Ey, =0. (10.5.132)
Ekkor az
~ Blaes
Tl o= Emirl,z:0,1,2,...7N+1, ha Enm > 0;
(10.5.133)
Uy o= i::(i(N—f—l—i), 1=0,1,2,...,N+1, ha Fuuy=0

racsfiiggvény majoralja a (10.5.112) és (10.5.132) tulajdonsaga (10.5.130) linearis algebrai
egyenletrendszer y; megoldasanak abszolut értékét, azaz

lyil <gi i=0,1,...,N+1 (10.5.134)

Bizonyitéas. Elgszor tegyiik fel, hogy Funin > 0. Ekkor behelyettesitve a (10.5.133) konstans
Brax/ Emin értéki racsfiiggvényt a (10.5.130) egyenlet bal oldalaba az

Bm X Bm X Bm X Bm X Bm X
A; Em?n + D; Em?n + Em?n =(4;+D; +C;) Em?n =E; Em?n > Bmax = |B;|  (10.5.135)
relaciot nyerjiikk minden ¢ = 1,2,..., N esetén. Mivel nyilvanvaléan Buyax/Emin > 0 = By =

Bn 41, ezért a 10.5.28. kovetkezmény alapjan erre az esetre a (10.5.134) allitasunkat belattuk.
Térjink at az Fuin = 0 esetre! Helyettesitsiik be most is a (10.5.133) szerinti racsfiiggvényt
a (10.5.130) egyenlet bal oldalaba. Kénnyen ellendrizhets, hogy ebben az esetben

Awic1 + Digi + Ciyiy1 =
Bmax

=7 [Aii—1D(N+1—-i+ 1)+ Dii(N+1—-)+Ci(i + H)(N+1—-i—1)] =
Bmax . . . .
o (10.5.136)
Mivel ebben az esetben A; = C;, ezért a (10.5.136) alapjan az
—_— ~ —_— Bmax . .
Aigi-1 + Difji + Citjivr = 4 — [((N+1—-0)E; — (A + C3)] =
B min (10.5.137)
Z Fméx (_(Az + Cz)) 2 Bmax 2 |Bz|
relaciot nyerjiik minden i = 1,2, ..., N esetén. Mivel nyilvanvaléan 7o = yny+1 = 0 = By = By41,

ezért a 10.5.28. kovetkezmény alapjan erre az esetre is belattuk a (10.5.134) allitasunkat. B

10.5.30. kovetkezmény. A szamtani-mértani kézepek kozotti egyenlGtlenség alapjin

Z,(N+1_Z_)<i+(N+1—i):N+1.

2 2
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Ezért

Bmax
Fmin

(N +1)? Brax
4

(N +1—17) < .
l( * 7,)_ Fmin

Igy a (10.5.130) linearis algebrai egyenletrendszer megoldaséra érvényes az

Brax .
T i=0,1,2,...,N +1, ha Egi, > 0;
lys| < (10.5.138)
Bmax N 1 2
o %, 1=0,1,2,...,N+1, ha E,ix=0
becslés. ¢

10.5.31. kévetkezmény. Irjuk fel a (10.5.111) linearis algebrai egyenletrendszert a szokésos

Apy, =by (10.5.139)

matrix-vektor alakban. A 10.5.30. kovetkeznény alapjan ekkor érvényes a

1
. ”bh”ooa ha Emin > 07
[¥hlleo < N2 (10.5.140)
(L_LF;)th”OOa ha Emin =0.

becslés. Mivel y,;, = A,:lbh, ezért tehat

1
E . ) ha Emin > 07
A oo < Ny (10.5.141)

A 10.5.16. tétel és a 10.5.31. kovetkezmény alapjén kimondhaté az alabbi absztrakt allitast.
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10.5.32. tétel.

Tegyiik fel, hogy (10.5.88) egy olyan diszkretizacidja a (10.5.74) operatoregyenletnek, amelyre
teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

1. Az L, operator p-ed rendben konzisztens az L operéatorral.

2. Az L, operétor leirhat6 a (10.5.111) bal oldalan szerepld tridiagonélis matrix segitségé-
vel.

3. A matrix egyiitthatoira teljesiilnek a (10.5.112) feltételek.
4. A (10.5.131) jelolések mellett tegyiik fel, hogy Fnin = 0 esetén (10.5.132) teljesiil, és
létezik olyan C' N-t6l fiiggetlen pozitiv allando, amelyre

(N +1)?
Y < 5.
S @ (10.5.142)

minden N esetén.

Ekkor az Lj, numerikus moédszerrel kapott kozelité megoldas p-ed rendben konvergens.

Befejezésiil egy példan mutatjuk meg a 10.5.32. tétel alkalmazasat.

10.5.33. példa. Mutassuk meg, hogy a (10.5.27) paraméterek megvalasztasa esetén
a (10.5.21) séma masodrendben konvergél a (10.5.20) peremérték-feladat megoldasahoz!

A 10.5.32. tételt felhasznalva elegendé megmutatnunk, hogy a tétel feltételei teljesiilnek.
1. A masodrendd konzisztenciat a szakasz elején mar megmutattuk. (Lasd pl. a (10.5.32)).
2. Ez a tulajdonsig a feladatbol nyilvanvalo.

3. Az egyiitthatok (10.5.27) alakjabol illetve a 10.5.2. tételbd] lathatoan megfelelGen kis
h esetén ez a tulajdonsag is teljesiil.

4. Mivel Eni, = ming(t), ezért ¢(t) > gmin > 0 esetén Eni, > 0, és igy a (10 1)
miatt a séma stabil a C = 1/E,;, stabilitasi allandoval. Amikor p(t) = ¢(t) = 0,
vagyis a (10.5.105) feladatot tekintjiik, akkor E.;, = 0. Ebben az esetben (10.5.27)
alapjén nyilvanvaloan a; = ¢; és F; = 2/h%. Ezért Fy;, = 2/h?, ésigyah=1/(N +1)
Osszefiiggés kovetkeztében

.0.14

(N+1)?2 R¥(N+1)2 1
yyoa— 3 == C. (10.5.143)

Tehat a tétel feltételei teljesiilnek, ezért a séma valoban masodrendben konvergal. <

10.5.34. megjegyzés. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy a konvergencia maéasodrendi, azaz
h — 0 esetén a globalis hiba C' - h2 médon tart nulldhoz. Ugyanakkor a gyakorlatban fontos
a C konstansnak (avagy egy éles becslésének) az ismerete. Ezt az I(u) lokélis approximacios hiba
h2-es tagjanak egyiithat6jabol és a stabilitasi allandobol kaphatjuk. Ezért a példankban g, > 0
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esetén ez a konstans

A M. maxM‘
& ( 4P 3

12 6

) [Qwin, M; = max WD), Prax = max Ipl,

és igy a (10.5.39) becsléssel megegyezs eredményt kapunk. Ha p = ¢ = 0, akkor C' = M,/96,
tehat becslésiink élesebb, mint a (10.5.110) hibabecslés. ¢

10.6. A peremérték-feladatok numerikus megoldasa MATLAB
segitségével

A peremérték-feladatok numerikus megoldasara a MATLAB a BVP4C rutint javasolja. Ez a rutin
a kétpontos peremértékfeladatokat elég altalanos esetben képes megoldani: egyrészt nem szepa-
ralt peremfeltételek is megadhatok (amikor nem csak a két végpontbeli fiiggvényértékek illetve
derivaltak adottak kiilon-kiilon a végpontokban, hanem azok kombinéciéi), mésrészt a peremfel-
tételben paraméter is megadhaté. Modszerként az in. kollokacidés modszert alkalmazza, amelynek
eredményeként egy nemlineéris algebrai egyenletrendszert nyeriink. Ennek megoldasara a New-
ton maodszert alkalmazzuk. Mivel ehhez a bemend fiiggvények parcialis derivéltjai is sziikségesek,
ezeket is kozelitGleg, nevezetesen véges differencidkkal hatarozzuk meg. A modszer részletei meg-
talalhatok a

http://200.13.98.241/ martin/irq/tareas1/bvp_paper.pdf

linken a "Solving Boundary Value Problems for Ordinary Differential Equations in MATLAB with
bvpdc (Lawrence F. Shampine, Jacek Kierzenka, Mark W. Reichelt) leirasban. Nagyon hasznos
tovabba a

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3819

link, ahol a BVP4C rutin hasznalatara talalhato egy oktatéanyag és szamos kidolgozott példa.
Javasoljuk még a

http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/bvp4c.html

linket, ahol a BvP4cC leirasa mellett tovabbi teriileteken valé alkalmazhatésaga is szerepel.

Az anyagunkban szerepls két alapvetd modszeriinkre, a belévéses modszerre illetve a véges diffe-
rencidk modszerére a megfelel6 MATLAB programok 6nélldan is elkészithetSk. Ennek leirasaval
és egy modellfeladaton valo alkalmazéasaval a tovabbiakban foglalkozunk.

10.6.1. A modellfeladat: stacionarius héeloszlas homogén vezetékben

Tegyiik fel, hogy egy hosszu és vékony vezeték két, allandé hémérsékletd fal kozott helyezkedik
el. A vezeték vastagsdga a hosszusagahoz képest elhanyagolhato, igy a sugériranyi hémérsékelet-
valtozas (radialis sugérzas) elhanyagolhato, és ezért a h6mérséklet csak az x egydimenzios térbeli
koordinatatol fiige. A hGaramlas egyrészt a vezetékben torténd hossziranyi héaramlas, mésrészt
a vezeték és a vezetéket korbevevd alland6 hémeérsékletii gaz kozotti konvekeié hatasara torténik.
Feladatunk a stacinarius héeloszlas meghatarozéasa.

Trjuk fel el6szor a mérlegegyenletet egy Az hosszisagu elemre! Jeldlje ¢(x) az 2 ponthoz tartozo
héfluxust [mértékegysége: J/(m?s)], A. a keresztmetszet teriiletét [m?]), azaz A. = 7r?, ahol r
a vezeték sugara. Legyen Dy, a konvekcios h6vezetési egyiitthato [J/(Km?s)], ahol K a Kelvin
héfok, A, az elem feliilete [m?], azaz A, = 27rAx, és Ty, a korbevevs gaz hémérséklete [K]. Az
x pontbeli ismeretlen hdmérsékletet T'(x) jeloli. Ekkor a mérlegegyenlet alapjan

q(z)A: = q(z + Az)A. — DionAs(Too — T'(2)), (10.6.1)

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK


http://200.13.98.241/~martin/irq/tareas1/bvp_paper.pdf
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3819 
http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/bvp4c.html

10.6. A peremérték-feladatok numerikus megoldasa MATLAB segitségével 325

ahol a bal oldalon a bemend hémennyiség, a jobb oldalon pedig a kimend hémennyiség és a
konvekcié okozta veszteség szerepel. Leosztva a (10.6.1) egyenlGséget az elemi rész térfogataval
(mr?Ax), Atrendezés utan a

gz + Az) —q(z)  2Dgon
+
Az

(Too — T(x)) =0 (10.6.2)

egyenléséget kapjuk. Attérve a Az — 0 hatarértékre, (10.6.2) a

2Dkon

— (1) + TR (T~ T(2)) =0 (10.6.3)

egyenletet eredményezi. Mivel Fourier térvénye alapjan a fluxusra q(z) = —Dpop T’ (), ahol Djoy
[J/(Kms)| a hvezetési egyiitthato, ezért a (10.6.3) egyenlet felirhato

T"(x) + DT — T(z)) =0 (10.6.4)
alakban, ahol
2Dkon
D =
TDhov

a héleadast jellemz6 allando [m~2]. Legyen a vezeték hossziséga L, és jelolje
T(0) =Ty, T(L)="1T, (10.6.5)

ahol Ty és T7 a bal illetve jobb oldali fal hémérséklete. Ekkor tehat matematikai modelliink
a (10.6.4)-(10.6.5) kétpontos peremérték-feladat.

A (10.6.4)—(10.6.5) feladat megoldasa analitikusan elGallithato. Ugyanis az egyenlet atirhato
T"(z) — DT (z)) = —DTx (10.6.6)

alakra, amelynek megoldasahoz a homogén egyenlet altaldnos megoldésa és egy partikularis meg-
oldas ismerete sziikséges. Mivel a A = +v/D jelslésekkel a homogén feladat 4ltalanos megoldésa
Thom(z) = C1e* + Coe™ %, ahol C és Cy tetszoleges allandok, a Tpari(7) = Two pedig egy
partikularis megoldas, ezért a (10.6.6) egyenlet altalanos megoldéasa

T(x) = CL1eM + Coe™ ™ + Tl (10.6.7)

A képletben szerepld allandokat a (10.6.5) peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg:

(TQ — TOO)B_AL — (Tl — Too) Cy = —(TO — TOO)eAL + (Tl — Too)

C =
e—AL _ AL ’ oML _ AL

(10.6.8)

A tovabbiakban az aldbbi adatokkal szamolunk: L = 10, Dy,, = 1, Dpoy = 200, 7 = 0.2,
To = 200, Tp = 300, T} = 400. (Adataink a kordbban megadott mértékegységekben értendsk.)
Ekkor D = 0.05, és a feladatunk megoldasa a

T(z) = 20.4671eV05" 4+ 79.5329¢ V057 4 9200 (10.6.9)

fiiggveny.'?

19 Amikor a pontos megoldast beprogramozzuk, nem a (10.6.9) képletben szerepls allandokat adjuk meg koz-
vetleniil, hanem a MATLAB segitségével a (10.6.7) képletbdl szamoljuk ki.
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10.6.2. A tesztfeladat numerikus megoldasa MATLAB segitségével

Alkalmazzuk a belévéses modszert a (10.6.4)—(10.6.5) feladatra. ElsG lépésben felirjuk a masod-
rendi kozonséges differencidlegyenletet egy kétismeretlenes, elsérendii rendszerként:

(@) = 2(2), (10.6.10)
Z(2) = =D(To — T(2)) -
Kezdeti feltételként a
T(O) = To, Z(O) =20 (10.6.11)

feltételeket adjuk meg, ahol Tj ismert, zo értékét a belovéses modszernek megfelelen pedig gy
valasztjuk meg, hogy a (10.6.10)—(10.6.11) kezdetiérték-feladat T'(x) megoldasara a T(L) = T
feltétel teljesiiljon.

A belovéses modszer algoritmusat kovetve MATLAB programunkat két rutin segitségével adjuk
meg. A BVPS rutin adott zg érték mellett az explicit Euler-modszerrel kiszamolja a numerikus
megoldast. Bemend paraméterként a [0, L] intervallum felosztésahoz sziikséges osztéasrészek szama
(Nz) illetve az ismeretlen z komponens-fiiggvény kezdeti értéke (20) szerepel. Kimeng parameé-
terként a végponti (z = L) hémérséklet (T'L), a csomopontokban szdmolt hdmérsékletek (Twect)
és a csomopontok koordinatai (zvect) szerepelnek. A rutin a kovetkezs:

function [TL,Tvect,xvect] = bvpsee(Nx,z0)

% Belovéses modszer (shooting method) egy L hosszisaga rid stacionarius
% hBeloszlasanak kiszamitisdra. Ez a kdvetkezd kétpontos peremérték-feladat
% megoldasat igényli:

% d*T

h --—- +D(Tinf -T)=0, T(0)=T0, T(L)=T1

% da?

% A kezdetiérték-feladat megoldasara az egyszerid explicit Euler-médszert
% alkalmazzuk.

% Nx: a térbeli osztasrészek szama

% z0: a kezdeti meredekség

TO = 300; % bal oldali végponteli peremfeltétel
T1 = 400; % jobb oldali végponteli peremfeltétel
Tinf = 200; % kiils6 homérséklet

D = 0.05; % allandd

L = 10; % a rad hossza

xs = 0; ' kezddpont koordinataja

T = TO; % kezdeti feltétel

deltax=L/Nx; Tvect(1l) = T; xvect(l) = xs; z=z0;
for i=2:Nx+1

dTdx = z;

dzdx = -c * (Tinf - T);

T =T + dTdx * deltax; % Euler modszer

Z = z + dzdx * deltax; xvect(i) = xs + (i-1)*deltax; Tvect(i) = T;
end;

TL=T;
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Ezzel a rutinnal tehat egy adott kezdeti z értékkel tudjuk meghatarozni a hdmérsékleteloszlast.
Nyilvanvaléan ez 6nmagaban nem elegendd, hiszen a kiszamolt T'L kiilonbozik T'1-t6l. A belovéses
modszer algoritmusat kovetve a BVPS rutinnal kiilonb6z6 kezdeti z(0) értékekre kiszamoljuk a
végpontbel T'L hoémeérsékletet, és az igy kapott értékekkel kiszamoljuk a z(0) értékhez tartozo
e(2(0)) = TL(2(0)) — T1 eltéréseket. Mivel olyan z*(0) értéket keresiink, amelyre e(z*(0)) = 0,
ezért a (z(0),e(2(0))) pontokra interpolacios polinomot fektetiink, és a keresett 2*(0) ennek a
zérushelye lesz. Ezt a két 1épést a programban a (10.4.10) szerinti inverz interpolacioval végezziik
el.

A fenti lépéseket a SHOOTING rutin hajtja végre, amelynek bemend paraméterei a kovetkezdk:
e Nuz: a [0, L] intervallum felosztésahoz sziikséges osztasrészek szama,

e zstart: a z(0) kezdeti értéke (ami az ismeretlen T fiiggvény gradiensét jelenti az z = 0
pontban, azaz a hémeérséklet gradiense a kezdet idépontban),

e deltaz: a kiilonb6z6 z(0) értékek meghatarozasara szolgaldo megvaltozas,

o Nz: a kezdeti zstart értékektdl jobbra és balra tovabbi Nz szamu z(0) értékkel szamolunk,
nevezetesen a z(0) = zstart + k - deltaz (k = 1,2,..., Nz) kezdeti értékekkel is meghaté-
rozzuk TL értékét. (Ezzel allitjuk els az interpolacios alappontokat.)

A rutin opcionélisan kiirja a numerikus megoldést, és a pontos megoldas ismeretében kiirja a
maximumnormabeli hibat és kirajzolja a pontos és kozelité megoldasokat.

function shooting(Nx,zstart,deltaz,Nz)

% Beldvéses mdédszer (shooting method) egy L hosszlisagi rid stacionarius
% h8eloszlasanak kiszamitasara. Ez a kdvetkezd kétpontos peremérték-feladat
% megoldasat igényli:

% d*>T

% --- +D(Tinf-T)=0, T0)=T0, T(L)=T1

% dx?

% A kezdetiérték-feladat megoldasara a BVPS nevi rutint alkalamzzuk.
% Nx: a térbeli osztasrészek szama

% z0: a kezdeti meredekség

TO = 300; % bal oldali végponteli peremfeltétel
T1 = 400; % jobb oldali végponteli peremfeltétel
Tinf = 200; % kiilsd homérséklet

D = 0.05; % &llandd

L = 10; % a radd hossza

xs = 0; ’% kezddpont koordinataja

T = TO; % kezdeti feltétel

deltax=L/Nx; zv(Nz+1)=zstart; z=zv(Nz+1);
[T,Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z) ; Tvegpont (Nz+1)=T;
for i=1:Nz

zv(i)=zstart- (Nz+1-i)*deltaz; z=zv(i);
[T,Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z) ; Tvegpont (i)=T;
zv(Nz+1+i)=zstart+i*deltaz; z=zv(Nz+1+i);
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Az 1 0.1 0.01 0.001 0.0001
en 64.0278e 4- 000 | 4.6133e — 001 | 4.6786e — 002 | 4.6852e — 003 | 4.6859¢ — 004
rend 1.1453e — 001 | 1.0142¢ — 001 | 1.0014e — 001 | 1.0001e — 001

10.6.1. tablazat. A belovéses modszer explicit Euler-modszeres valtozatanak hibaja a maximum-
norméaban a tesztfeladatra, és a konvergencia rendje.

[T,Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z) ;Tvegpont (Nz+1+i)=T};

end

for i=1:2xNz+1

Tvegpont (i) ; zv(i);

end

% A gyok megkeresésére az inverz interpolécidét alkalmazzuk.
Tint=Tvegpont-Tb; z=interpl(Tint,zv,0);

fprintf (’A meredekség: Yfn’,z)
[Tfinal,Tvect,xvect]=bvpsee(Nx,z);

% A Meg nevd matrixba Osszerakjuk a numerikus megoldast és utana
% szikség esetén kiiratjuk

Meg=ones (Nx+1,3) ;

for i=1:Nx+1

Meg(i,1)=i; Meg(i,2)=xvect(i); Meg(i,3)=Tvect(i);

end

% disp(’ csomépont koordin. hdmérséklet’)

% disp(Meg)

% plot(xvect,Tvekfinal);

% Ha ismerjiik a pontos megoldast, akkor adjuk meg

% egy PONTOSSHOOTING nevi fiiggvényben.

% Ekkor a hiba kiszamithatd és opciondlisan kirajzolhatjuk a pontos
% és kozelitd megoldasokat.

% [Tpontos,zpontos]=pontosshooting(Nx,xvect);

% hiba=norm(Tvect-Tpontos,inf);

% disp(’lépéskéz és hiba max. normaban:’),deltax, hiba

% i=1:Nx+1;

% plot(i,Tvect,’r’, i, Tpontos,’b’) xlabel(’rad’),

% ylabel(’beldvéses mddszer (piros),

% pontos megoldas (kék)’)

Mivel a (10.6.9) képlet segitségével ismerjiik a pontos megoldast, ezért a belovéses modszert
kiilonb6z6 paraméterek mellett tesztelni tudjuk. A Az lépéskoz fiiggvényében a hibavektor maxi-
mumnormajat a 10.6.1. tablazat mutatja. A pontos és numerikus megoldéasok az egyes racshaldokon
a 10.6.1.-10.6.4. abrakon lathatok.

10.6.1. megjegyzés. Futtatasainkat Nz = 4 és zstart = —12 értékekkel hajtottuk végre. Ha
nagyobb Nz értéket vilasztunk, akkor sem valtozik a futis eredménye. Ennek oka, hogy a teszt-
feladatunk linearis, azaz a 10.4.2. szakasz értelmében direkt mddon is kiszamolhato két adat
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Az 1 0.1 0.01 0.001 0.0001
en 6.3073e — 001 | 6.6929e — 003 | 6.7386e — 005 | 6.7433e — 007 | 6.7446e — 009
rend 1.0611e — 002 | 1.0068e — 002 | 1.0007e — 002 | 1.0002e — 002

10.6.2. tablazat. A bel6véses modszer javitott explicit Euler-modszeres valtozatdnak hibaja a
maximumnormaban a tesztfeladatra és a konvergencia rendje.

ismeretében a kezdeti meredekség. Ezért lényegében nem sziikséges tobb pont megadésa, sét,
valojaban az Nz = 2 is elegendd. Ehhez elegend6 Osszehasonlitani a 10.6.5. és a 10.6.1. abra-
kat, amelyeket ugyanolyan térbeli felosztasra, de kiilonb6z6 Nz értékekre (Nz = 2 és Nz = 10)

kaptunk. ¢

10.6.2. megjegyzés. Ha nagyon tavoli zstart értéket adunk meg, akkor kevés interpolécios
alappont esetén el6fordulhat, hogy az inverz interpolacié nem miikodik. (A nulla érték kivil esik
az alappontokon.) Ilyenkor célszeri elzetesen néhény 6nallo futtatast végezni a BVPS rutinnal,
és kozelitGleg meghatarozni a keresett z értéket. ¢

10.6.3. megjegyzés. Ha az explicit Euler-modszer helyett a mésodrendi javitott Euler-médszerrel
szdmolunk, akkor eredményeink hibai a 10.6.2. tablazatban lathatok. Mint az varhaté volt, a
modszeriink masodrendben konvergens. ¢

400

3801

360

340

3201

300

beldvéses modszer (piros), pontos megoldas (kék)

280
0

4

6
vezeték

10.6.1. abra. A stacionérius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszusagu vezetékben 10 osztas-
ponti ekvidisztans racshalon.

Térjlink at a (10.6.4)—(10.6.5) feladat véges differencias megoldasara. Nem részletezve az al-
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400 T . : :
380} |
360} |
340} 1

3201 8

N \ |

280
0 2 4 6 8 10
vezeték

beldvéses modszer (piros), pontos megoldas (kék)

10.6.2. dbra. A stacionarius hémeérsékleteloszlas az L = 10m hosszisdgu vezetékben 100 osz-
taspontu ekvidisztans racshalon.

420 T T T T

3801
360
3401
320

. \

280
0

beldvéses modszer (piros), pontos megoldas (kék)

vezeték

10.6.3. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisaga vezetékben 1000 osz-
taspontu ekvidisztans racshalén.

goritmust, megadjuk a vDM1 rutint, amely a véges differencidk moédszerével megoldja a fenti
feladatot. Itt bemend paraméterként az L hosszusagu vezeték osztéasrészeinek szamat (Nx) kell
megadni. Kimend adatként a csomopontok koordinatait (xvect) illetve a csomopontokhoz tarto-
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400 T . : :
380} |
360 |
340} 1

3201 1

N \ |

280
0 2 4 6 8 10
vezeték

beldvéses mddszer (piros), pontos megoldas (kék)

10.6.4. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszusagu vezetékben 10000 osz-
taspontt ekvidisztins récshalon.

400 T T T T

3801 1

3601 1

3401 J

3201 1

beldvéses mddszer (piros), pontos megoldas (kék)

280 -
0 2 4 6 8 10

vezeték

10.6.5. abra. A stacionérius hémérsékleteloszlas az L = 10m hossziasagu vezetékben 10 osz-
taspontu ekvidisztans racshalon két alappontra (Nz = 2) tamaszkodo interpolacoval.

26 kozelits megoldast tartalmazo vektort (Tmego) kapjuk.
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|| osztésrészek szdma | hiba max. norméban | rend |

3 1.7002e 4 000

6 4.5604e — 001 2.6823e — 001
12 1.1647e¢ — 001 2.5540e — 001
24 2.9205e — 002 2.5074e — 001
48 7.3158e — 003 2.5050e — 001
96 1.8293e — 003 2.5004e — 001
192 4.5734e — 004 2.5001e — 001
384 1.1434e — 004 2.5000e — 001
768 2.8582¢ — 005 2.4999¢ — 001
1536 7.1573e — 006 2.5041e — 001

10.6.3. tablazat. A véges differencidk médszerének hibaja felez6ds 1épéshosszal. A harmadik osz-
lop a rendet mutatja. (Az elméleti rendnem megfelel hanyados 0.25.)

function[xvect,Tmego]=vdml (Nx)

Ta = 300; % bal oldali végponteli peremfeltétel
Tb = 400; % jobb oldali végponteli peremfeltétel
Tinf = 200; % kiilsG hémérséklet

c = 0.05; % allandd

L = 10; % a vezeték hossza

ndivs = Nx; nunknowns = ndivs - 1; deltax = L/ndivs;

A = -(2 + deltax"2%c); B = -deltax~2*c*xTinf;
for i=1:Nx+1, % a diszkretizacids alappontok eldallitasa
xvect (1)=(i-1)*deltax;
end;
matrix = zeros(nunknowns); % a lin. egyenletrendszer Osszedllitdsa kezd&dik
matrix(1,1) = A; Y az els3 egyenlet Osszedllitasa
matrix(1,2) = 1; rhs(1)= B - Ta;
for i = 2:nunknowns - 1 % a belsd pontokhoz tartozd egyenletek

matrix(i,i-1) = 1;

matrix(i,i) = A;

matrix(i,i+1) = 1;

rhs(i)= B;

end;

matrix(nunknowns, nunknowns-1) = 1; 7 az utolsd egyenlet Osszeadllitésa

matrix(nunknowns, nunknowns) = A; rhs(nunknowns)= B - Tb;
T = matrix\rhs’;
Tmego(1)= Ta;

Tmego(2:1 + nunknowns) = T(:); Tmego(nunknowns + 2)

% a linearis egyenlet megoldasa
% a teljes megoldasvektor eldallitasa
= Tb;

Eredményeinket a tesztfeladatra a 10.6.3. tablazatban adjuk meg. Az elsé harom esethez (azaz
amikor Nz = 3,6,9) tartozo véges differencids megoldast a pontos megoldassal egyiitt a 10.6.6.-
10.6.8. abrakon abrazoltuk.
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10.6.6. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben véges diffe-
rencidkkal a négy pontbél all6 ekvidisztans racshalon.
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10.6.7. abra. A stacionarius hdmérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben véges diffe-
rencidkkal a 7 pontbdl allé ekvidisztéans racshéalon.

Befejezésiil hasonlitsuk 0ssze modszereinket ugyanazon diszkrét racshéalon! Legyen Na = 8,
azaz 9 osztasponti, Az = 1.25 lépéskozii racshalon hasonlitjuk Ossze az explicit Euler- és javitott
explicit Euler-modszeres belovéses eredményeinket, valamint a véges differencias méodszert a pon-
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B
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10.6.8. 4dbra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszisagu vezetékben véges diffe-
rencidkkal a 10 pontbdl all6 ekvidisztans racshalon.

H racspont H explicit Euler \ javitott EE | véges differenciak H pontos megoldas H

0 300.0000 300.0000 300.0000 300.0000
1.2500 287.2008 287.6551 287.3173 287.3173
2.5000 282.2141 282.0058 281.4562 281.4562
3.7500 284.0400 282.6293 281.9589 281.9589
5.0000 292.2889 289.5832 288.8646 288.8646
6.2500 307.1033 303.4096 302.7129 302.7129
7.5000 329.1279 325.1783 324.5856 324.5856
8.7500 359.5199 356.5687 356.1916 356.1916
10.0000 400.0000 400.0000 400.0000 400.0000

10.6.4. tablazat. A kiilonb6z6 modszerek eredményei a tesztfeladatra Na = 8 felosztas esetén. A
pontos megoldas piros, az explicit Euler-médszeres belovéses modszeré zold, a javitott explicit
Euler-modszeres belévéses modszeré fekete, a véges differencas megoldasé pedig kék.

tos megoldassal. Eredményeinket a 10.6.4. tablazat tartalmazza. A megoldésokat a 10.6.9. dbrén

lathatjuk. Mivel a megoldasok kozel haladnak egymashoz, az dbra egy része kinagyitva lathato
a 10.6.10. abran.

10.7. Feladatok

Kozonséges differencidlegyenletek peremérték feladatai
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400 : . : :
380+ 1
360 |
340} 1
3201 p 1

300 P ]

280 -
0

10.6.9. abra. A stacionarius hémérsékleteloszlas az L = 10m hosszusagu vezetékben a kiilonb6z6
modszerekkel a Az = 1.25 1épéskozi ekvidisztans racshalon.

317

316

315

314

313

312

311

7.2

10.6.10. abra. Kinagyitva az el6z6 abra. A pontos megoldéds szine piros, az explicit Euler-
modszeres belovéses modszeré zold, a javitott explicit Euler-modszeres belovéses modszeré fekete,
a véges differencias megoldasé pedig kék.

10.7.1. feladat. Mutassuk meg, hogy az
u” = (5u +sin(3u))e’; u(0) =0, u(1) =0
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feladatnak létezik egyértelmi megoldasa. (Utmutatas. Vizsgaljuk meg a jobb oldali fiiggvény
lipschitzességét!)

10.7.2. feladat. Mutassuk meg, hogy az
u” = sin(tu) +u?; uw(l) =3, u(4) =7

y" =16 (sin(t(4s + 1)y) +y*); y(0) =3, y(1)=7

peremérték-feladatok ekvivalensek egymassal. (Utmutatas. Alkalmazzuk a fiiggetlen valtozo transz-

10.7.3. feladat. Mutassuk meg, hogy az
v’ =2exp(tcosu); u(0)=0, u(l)=0

feladatnak létezik egyértelmi megoldasa. (Utmutatas. Vizsgaljuk meg a jobb oldali fiiggvény
lipschitzességét!)

10.7.4. feladat. Hatarozzuk meg azon («, ) parokat, amelyekre az
v =u; uw(0)=a, u(l)=4

feladatnak létezik egyértelmd megoldasa.

10.7.5. feladat. Hatarozzuk meg
u' =2 +u=0; u0)=aqa, ul) =72

feladat megoldésat! Van olyan («, 8) par, amelyre a feladatnak nem létezik megoldasa?

10.7.6. feladat. Allitsuk el6 az
u” =u? u(0)=2/3, u(l) =3/8

feladat megoldésat!

10.7.7. feladat. Vizsgaljuk meg a 10.7.6. feladatot az

peremfeltételekkel!
10.7.8. feladat. Tekintsiik az

u' = —4u, u(0)=1, u(r/2)=-1
peremérték-feladatot! Melyik allitas igaz az alabbiak koziil?
e nincs megoldésa;

e pontosan két megoldasa van;

e pontosan egy megoldisa van;

az elemi fliggvények korében nincs megoldasa;

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



10.7. Feladatok 337

e egynél t6bb megoldésa van.

10.7.9. feladat. Adjuk meg a 10.7.8. feladat kérdéseire a helyes vélaszokat, ha a feladat pe-
remfeletételei u(0) =1, u(w/2) = 2 alakuak!

Belovéses modszer

10.7.10. feladat. Hatarozzuk meg a belGvéses modszer soran meghatarozando (10.4.6) szerinti
h(c) figgvényt az
u'=—u, u0)=1, u(r/2)=3

peremeérték-feladatra!l Oldjuk meg a h(c) = 0 egyenletet!
10.7.11. feladat. Hatarozzuk meg a h(c) fiiggvényt a

peremérték-feladatra! Oldjuk meg a feladatot a h fliggvény felhasznalasaval!
10.7.12. feladat. Oldjuk meg az
u +y +24+2t-2)=0, u(l)=0, u2) =1
peremérték-feladatot a belovéses modszer segitségével. Irjunk MATLAB programot a modszer

végrehajtasara! Alkalmazzuk az EE-modszert a kezdetiérték-feladatok megoldasaral
10.7.13. feladat. Oldjuk meg az
' =e' +ucost — (t+1)u/, u(0)=1,u(l)=3
peremérték-feladatot a beldvéses modszer segitségével! Alkalmazzuk az RK2 modszert a kezdeti-
érték-feladatok megoldasaral

10.7.14. feladat. Oldjuk meg a a 10.7.13. peremérték-feladatot a belovéses modszer segitsé-
gével! Alkalmazzuk most az RK4 modszert h = 0.01 megvalasztassal a kezdetiérték-feladatok
megoldésaral

10.7.15. feladat. Irjuk 4t a BVPSEE.M és SHOOTING.M m-fajlokat arra az esetre, amikor a kez-

detiérték-feladatok megoldasara ez explicit Euler-modszer helyett a negyedrendd RK4-modszert
alkalmazzuk!

10.7.16. feladat. Irjuk 4t a BVPSEE.M és SHOOTING.M m-fajlokat tgy, hogy az inverz inter-

Véges differencidk modszere

10.7.17. feladat. Hatarozzuk meg h = 0.5 1épéskoz mellett véges differencidk modszerével az
u +2u" 410t =0, u(0)=1, u(l)=2

peremérték-feladat megoldasat a ¢ = 0.5 pontban!
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10.7.18. feladat. Irjunk fel egy véges differencidk modszerén alapuld diszkretizaciot az

peremérték-feladat megoldasaral

10.7.19. feladat. Irjuk fel az operatoregyenletes alakot az
" +eu=f x€(0,), W0)=ca, ul)=48
feladatra!

10.7.20. feladat. Irjuk fel a 10.7.19. feladat véges differencias kozelitését és annak operétor-
egyenletes alakjat!

10.7.21. feladat. Mutassuk meg a 10.7.20. feladatban meghatarozott kozelitések konvergenci-
ajat! (Hasznaljuk fel, hogy a megfelel§ Lj, matrix M-méatrix!)

10.7.22. feladat. Mutassuk meg a 10.5.6. tétel méasodik allitasat az ottani bizonyitas felhasz-
nalasaval!

10.7.23. feladat. Jeldlje LE)?,)L,L(()‘?Z : F(wy) — F(wp) azokat az operédtorokat, amelyek egy
vy, € F(wy,) fiiggvényre a kovetkez6 modon hatnak:

(L(z) ) () = ~op(t+h) —20,(t) ot —h)  wn(t) —wn(t —h)

0.hUh 02 +pi W +qivn(t), t € wp, (10.7.1)
t+ h) —2up(t) + t—h t+h)— t—nh
(L(()?})Lvh> (t) = _ ol ) U;ZQ( ) ¥ ol ) +pivh( )Zhvh( ) + qivp(t), t € wp.
(10.7.2)
Legyen
Lijon
LPu = Blyon |+ k=23 (10.7.3)
By pup,

Mutassuk meg, hogy ebben az esetben is L;Lk) felirhato (10.5.83) alakt méatrix alakjaban, ahol
a;i, d;, c; értékei a (10.5.26) illetve a (10.5.27) képlet szerintiek.

10.7.24. feladat. Trjuk 4t a vDM1.M rutint arra az esetre, amikor a t = 0 pontban az u/(0) = 0
peremfeltétel adott!

10.7.25. feladat. Irjuk 4t a vDM1.M rutint agy, hogy elGallitsa a
W +at) + bty = f(t), u(0) =Tu, u(1) =T
peremérték-feladat megoldasat!

10.7.26. feladat. Oldjuk meg a MATLAB program segitségével az u” (t)+t cosu(t) = 0, u(0) =
0, u(1) = 0 feladatot véges differencia modszerrel!

10.7.27. feladat. Oldjuk meg az u” (t) = —u, u(0) = 3, u(w/2) = 7 feladatot véges differencia
modszerrel. Készitsiink tablazatot a lépéskoz és a hiba kapcesolatarl! Abrazoljuk ezt a fiiggvenyt!
(A pontos megoldas: u(t) = 7sint + 3 cost.)

10.7.28. feladat. Oldjuk meg az u”(t) = 2¢' — u, u(0) = 2, u(1) = e + cos 1 feladatot véges
differencia moédszerrel. Készitsiink tablazatot a lépéskoz és a hiba kapcsolatarol! Abrazoljuk ezt
a fiiggvényt! (A pontos megoldas: u(t) = et + cost.)
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EllenSrz6 kérdések

10.

11.

12.
13.

14.
15.

. Mit neveziink kozonséges differencialegyenlet peremérték-feladatanak?

Mi a szerepe a peremfeltételeknek?

Mit neveziink Lipschitz-féle tulajdonsignak és mi a kapcsolata a peremérték-feladatok meg-
oldhatosagaval?

Ismertesse a linearis peremérték-feladat megoldhatdsiganak feltételét!

Mi a belovéses modszer, hogyan kapcsolodik a kezdetiérték-feladatok numerikus megolda-
séhoz?

Milyen modszereket alkalmazunk a bel6véses modszer soran a h(c) = 0 egyenlet gyokeinek
meghatarozésara? Rendszerek esetén mely modszerek alkalmazhatok koziliik?

Milyen moédszerrel oldhatok meg a linearis peremérték-feladatok?
Ismertesse a véges differencids megoldasi modszer 1ényegét!

Mikor neveziink egy linearis peremérték-feladatot megoldé numerikus médszert konvergens-
nek? Mi a konzisztencia és a stabilitas? Mi a kapcsolat kozottiik?

Mutassa meg, hogy a linedris peremérték-feladatok esetén a véges differencids modszer
konzisztens!

Mutassa meg, hogy a linearis peremérték-feladatok esetén a véges differencidk modszere
konvergens!

Mi a szerepe az M-matrixoknak peremérték-feladatok numerikus megoldasaban?

Mit neveziink diszkrét maximumelvnek? Mi a szerepe peremérték-feladatok numerikus mg-
oldasaban?

Milyen MATLAB programokat ismer a peremérték-feladatok megoldasara?

Milyen alapon miikddnek a beépitett MATLAB programok?

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu






11. A parcialis differencidlegyenletek
numerikus moédszerei

Ebben a fejezetben a parcialis differencidlegyenletek feladatainak elméleti 6ssze-
foglaldsa utan azok numerikus megoldasi modszereivel foglalkozunk. Ismertet-
jik a legtipikusabb véges differencidk moédszerét a kiilonbozs feladatokra.

11.1. A parcialis differencidlegyenletek alapfogalmai

A differencidlegyenletek kozos vonasa, hogy a fliggvény és derivaltjai kozotti ismert kapcsolatbol
kell magat a fliggvényt meghatarozni. Amikor a keresett fliggvény egyvaltozos, akkor kozonséges
differenciélegyenletnek nevezziik a probléméat. Az ezzel kapcsolatos kérdéseket, beleértve a nume-
rikus megoldasi modszereket, az el6zd két szakaszban mér targyaltuk erre az esetre. Amikor az
ismeretlen fliggvény tSbbvaltozds, és igy az emlitett kapcsolat az ismeretlen fliggvény és annak
parcidlis derivdltjai kozotti kapcsolatot jelenti, parcidlis differencidlegyenletrél beszéliink. Néhany
tipikus kétvaltozds parcidlis differencidlegyenlet és elnevezésiik:

a. Laplace-egyenlet:
Pulzy)  Oulzy)

= 11.1.1
52 02 0, ( )
b. Poisson-egyenlet:
*u(z,y) | *u(z,y)
= 11.1.2
81'2 + ayQ f(‘r7 y)? ( )
c. hGvezetési egyenlet:
ou(z,t)  0%u(z,t)
— = 11.1.3
ot Ox2 0 ( )
d. hullamegyenlet:
2 2
Pu(z,t)  Fu(z,t) o, (11.1.4)

ot? Ox2

e. advekciés egyenlet:

ou(z,t) O (k(z,t)u(z,t))

— = 11.1.
ot Oz 0. ( 5)
f. diffuzios egyenlet:
ou(z,t) 0 du(x,1)
_ = = 11.1.
5 pe <D(u,x,t) p 0, ( 6)
g. reakcio-diffizios egyenlet:
2
u(z,t)  O%u(z,t) — R(u), (11.1.7)

ahol R(u) egy adott fiiggvény,
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342 11. A PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS MODSZEREI

h. biharmonikus egyenlet:

4 4 4
2*u(z,y) +25 u(z,y) | 0u(w,y)

Bk 20,7 il (11.1.8)

A fenti példakban x,y a térbeli vdltozokat, t az iddbeli vdltozdt, u pedig az ismeretlen fiigguényt
jeloli. A parcialis differencidlegyenletek elméletében hasznalatos néhany elnevezés. Rendnek ne-
vezzik az u fliggvény legmagasabb el6fordulé parcidlis derivalasi rendjét. Ezért e. els6rendd, h.
negyedrendd, a tobbi pedig mésodrendd parciélis differencidlegyenlet. Megkiilénboztetjiik azokat
az eseteket, amikor az ismeretlen fiiggvény parcidlis derivaltjainak egyiitthatoéi dllanddak avagy
fiiggvények. Példainkban a., b., c., d., g. és h. allandé egyiitthatos parcidlis differencidlegyenlet,
a tobbi pedig fliggvényegyiitthatos. Fontos osztalyozasi szempont a linearitas: ha az egyenletek-
ben az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltjai kozotti kapcesolat lineéris, akkor linedris parcidlis
differencidlegyenletnek, ellenkezé esetben nemlinedris parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik
a feladatunkat. Példainkban f. és nemlinearis R fliggvény esetén g. nemlinedris, a tobbi pedig
lineéris parcialis differencidlegyenlet. Végezetiil, linearis feladatok esetén szokasos megkiilonboz-
tetni a homogén és az inhomogén parcialis differencidlegyenleteket. Az utobbi azt jelenti, hogy az
egyenletben szerepel az ismeretlen u fliggvénytdl illetve annak parcialis derivaltjaitol nem fiiggs
tag. Példainkban b. inhomogén, a tobbi pedig homogén.

Kiilon térjiink ki a fiiggetlen valtozok szerepére! Altalaban t az idét, x és y pedig a helyet
jeloli. Ezek szerepe nem azonos: a folyamatokat dltaldban ¢t > 0 esetén vizsgaljuk, a térbeli valto-
70k viszont akarmilyen elGjeliiek lehetnek. (Emellett a modellekben ¢ mindig névekedd iranyban
valtozik, és a jelenségek tipikusan idében nem megfordithatdk, a térbeli valtozok viszont akarmi-
lyen irdnyban valtozhatnak.) Az olyan feladatot, amelyben az ismeretlen fiiggvény idében nem
valtozik (azaz u nem fiigg t-t6l), staciondrius feladatnak nevezzik, ellenkezs esetben iddfiggd
(instaciondrius) feladatrdl beszéliink.

Mi a tovabbiakban a kétvaltozés, masodrendi, linearis parcidlis differencidlegyenletekkel fog-
lalkozunk. Tekintsiik tehat az Q C R? tartoméanyon az

11.1.9
d(l'yy)% + e(x,y)({mgfy’y) +g(x,y)u(:c,y) _ f(w,y)

egyenletet, ahol az a,b, ¢, d, e, g egyiitthatdfiggvények és az [ forrds adottak. (Ezen fiiggvények
alkalmas megvalasztasaval, illetve az y ~ ¢ jeloléssel a korabbi linearis méasodrendii példak (a.-f.)
mindegyike felirhato.)

A (11.1.9) egyenletben szereplé L operator

O*u(z,y)

u(z,y)
dxdy

0y?

O*u(x,y)

(LOU)(xay) = a(x,y) 2

+ 2b(z, y) (11.1.10)

+c(z,y)
részét az L operator forészének nevezziik. Az Ly operatornak megfeleltethetjiik a

Bay)(a, B) = a(z,y)a® + 2b(z,y)af + c(z,y) 5 (11.1.11)

kvadratikus alakot, és ez alapjan az L operator alabbi osztalyozasa lehetséges. Tekintsiik valamely
rogzitett (zo,y0) € Q pontban a B, ,.)(a, B) = const. > 0 egyenlGséggel definialt masodrendi
gorbéket az (a, B) sikon. Az a(xo,yo),b(zo,y0) és c(xo,yo) értékektsl fiiggden (pontosabban,
az a(zo,y0)c(xo,yo) — b*(z0,y0) eléjelétd] fiiggsen) ez egy ellipszist, paraboldt vagy hiperbolét
hataroz meg. Ez motivalja a kévetkezd definiciot.
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11.1.1. definicio.
Azt mondjuk, hogy az L operator (masképpen, a (11.1.9) egyenlet)

o clliptikus tipusi az (x,y) € 2 pontban, ha a(x,y)c(x,y) — b*(z,y) > 0;
o parabolikus tipusi az (x,y) € 2 pontban, ha a(z,y)c(x,y) — b*(z,y) = 0;
o hiperbolikus tipusi az (x,y) € 2 pontban, ha a(x,y)c(x,y) — b*(z,y) < 0.

Azt mondjuk, hogy elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusu az Q; C Q tartomdnyon, ha
elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipust a Q; tartomany mindegyik pontjaban.

Ha (11.1.9) allando egytiitthatos, akkor az € tartomanyon azonos tipust. Példaul a Laplace-
és a Poisson-egyenletek elliptikus, a h&vezetési egyenlet parabolikus, a hullamegyenlet pedig hi-
perbolikus tipust a teljes €2 tartoméanyon. Ugyanakkor, az

=0

0*u(z, y) Pu(x,y) | u(z,y)
2
Y02 ter Oxdy Ty Oy?

fiiggvényegyiitthatos egyenlet az Qe = {(z,y) € R?,|y| > |z|} halmazon elliptikus, az Qpq, =
{(z,y) € R?, |y| = |z|} halmazon parabolikus, az Qp:;, = {(x,y) € R?, |y| < |z|} halmazon pedig
hiperbolikus tipusa.

Az osztalyozés utan térjiink at a parcialis differencidlegyenletkkel leirt modellek vizsgélatara.
Célunk olyan matematikai modellek megadésa, amelyek korrekt kitizésiek, azaz rendelkeznek az
alabbi tulajdonsigokkal:

a. létezik megoldasa (egzisztencia). Ez azt jelenti, hogy létezik olyan kellgen sima fiiggvény,
amely kielégiti az egyenletet és a kiegészits feltételeket.

b. Ez a megoldasa egyértelmd (unicités).
c. A megoldasa folytonosan fiigg a feladatot meghatéarozé fiiggvényektdl (stabilités).

Ezek a kovetelmények természetes médon kovetkeznek a matematikai modellezés jellegébdl és
céljabol. Vegyiik észre, hogy altalanos esetben a (11.1.9) alaku parcialis differencidlegyenletnek,
ha létezik is megoldésa, akkor az nem egyértelmd. (Példaul a Laplace-egyenletnek megoldasa az
u(z,y) = ax+by—+c alaku linearis fiiggvény tetszéleges a, b és ¢ dllandok esetén.) Ezért tehat a par-
cialis differencidlegyenletek énmagukban nem elegendéek a korrekt kitiizés biztositasahoz. Ehhez
tovabbi feltételek megadasa, sziikséges. Altalaban a megoldasfiiggvényrdl a megoldasi tartomany
hataran kiilonb6z6 informaciokkal rendelkeziink. Ezért a kiegészits feltételeket ezen informaciok
segitségével szokasos megadni.

Amikor az megoldési tartomany az (z, y) térvaltozokbol allo 2 C R? korlatos halmaz, akkor az
Q tartomany I' peremén irunk el6 peremfeltételeket. Amikor tér-idé valtozo egyarant szerepel, azaz
Q az (z,t) tipust pontokbdl all, és a térvaltozoban korlatos a tartomany, akkor a ¢ = 0 pontban
kezdeti feltételeket, a térbeli tartomény hataran pedig tovabbra is peremfeltételeket adhatunk
meg. A peremfeltételek megadasanak harom tipusa van.

o clsd (Dirichlet-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perempontban rogzitjik
a megoldasfiiggvény értékét;

e mdsodik (Neumann-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perempontban
ismerjiik a normal iranya derivaltjanak az értékeét;
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344 11. A PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS MODSZEREI

e harmadik (Robin-) tipusi peremfeltétel, ami azt jelenti, hogy a I'-beli perempontban elére
megadjuk a megoldasfiiggvény és annak kiils6 norméalvektor irdnyt derivaltjanak valamely
linearis kombinacidjanak értékét.

A kezdeti (Cauchy-) feltétel megadéasa azt jelenti, hogy t = 0 id6pontban megadjuk a megol-
dasfliggvény és/vagy annak ¢ szerinti derivaltjanak az értékét.

Célunk, hogy egy adott parcialis differencidlegyenletet olyan kiegészits feltételekkel lassunk
el, amelyekkel a feladat korrekt kittizésd lesz. Megmutathato ([9, 30]), hogy linearis esetben

e az elliptikus feladatok I'-n megadott elsé, mésodik vagy harmadik peremfeltétellel,

e a parabolikus feladatok a ¢t = 0-ban megadott u(z, 0) kezdeti feltétellel és a térbeli hataron
megadott els§, masodik vagy harmadik peremfeltételek egyikével,

e a hiperbolikus feladatok a ¢ = 0 pontban megadott u(z,0) és %(x, 0) kezdeti feltételekkel,

valamint a térbeli hatdron megadott elsd, masodik vagy harmadik peremfeltételek valame-
lyikével

korrekt kittizéstiek.

11.2. Linearis, masodrendii, elliptikus parcialis differenciadlegyenletek

Ebben a részben a linearis, masodrendii, elliptikus parcialis differencidlegyenletekkel és azok wvé-
ges differencidk mddszerével torténé numerikus megoldéasaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy
az el6z6 fejezetben targyalt kétpontos peremérték-feladatok és azok véges differencia modszeres
numerikus megoldasi technikaja lényegében kiterjeszthets az ebben a szakaszban vizsgalt feladat-
ra.

11.2.1. A Laplace-egyenlet analitikus megoldasa egységnégyzeten

Tekintsiik a Q2 = (0,1) x (0,1) tartomanyon és annak I' peremén az alabbi els§ peremérték-
feladatot:
Pulz,y)  Oulz,y)
Ox? Oy>?

u(z,y) = p(z,y), (z,y) €T (11.2.2)

Nyilvanvaléan feltehets, hogy a peremfeltételt leiré p fiiggvény nem azonosan nulla, hiszen
ebben az esetben a feladat megoldasa az u(xz,y) = 0 fliggvény lenne, és ezen eset vizsgalata a
szamunkra érdektelen.)

=0, (z,y)€Q, (11.2.1)

Tegyiik fel, hogy a peremfeltételt leird, adott p fliggvény csak az y = 1 oldal mentén nem
nulla, vagyis a (11.2.2) peremfeltétel helyett az

u(0,y) =0, u(l,y) =0, ye(0,1),

11.2.3
w(z,0) =0, u(x,1)=ps(z), x€(0,1) ( )

peremfeltételekkel oldjuk meg a (11.2.1) egyenletet. Keressiik a megoldast
u(z,y) = X(2)- Y (y) (11.2.4)
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tn. szétvdlaszthatd alakban, ahol X és Y olyan, egyel6re ismeretlen, C?[0,1]-beli fiiggvények,
amelyekre X (x) és Y (y) nem az azonosan nulla fliggvények a (0, 1) intervallumon. Behelyettesitve
a (11.2.4) alakua u figgvényt a (11.2.1) egyenletbe, az

"

X'(2)-Yy)+Y (y)- X(z) =0, z,ye(01) (11.2.5)

egyenletet nyerjiik. Ezért azokban a pontokban, ahol X (z) - Y (y) # 0, (11.2.5) a

X'(x) _Y'(y)
X = T (11.2.6)

azonossagot jelenti. Mivel a (11.2.6) bal oldala csak az x, a jobb oldala pedig csak az y valtozotol
fiigg, ezért az egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha mindkét oldal allando: valamely A € R szam
mellett (ez az un. szeparacios allando) minden = € (0,1) és y € (0,1) esetén érvényes a

X (@) Y (y
X = ¥ A (11.2.7)
egyenldség. Innen a .
- X () =XX(z), z€(0,1) (11.2.8)

egyenletet kapjuk. Masrészt, behelyettesitve a (11.2.4) alakot a (11.2.3) peremfeltételek els két
egyenletébe, az X (0)Y (y) = X(1)Y (y) = 0 egyenlGséget kapjuk, amely az Y (y) # 0 miatt az

X(0)=X(1)=0 (11.2.9)

feltételt jelenti. Célunk tehat olyan A € R szam meghatéarozasa, amely mellett a (11.2.8)-(11.2.9)
feladatnak létezik a trividlis X (z) = 0 fiiggvénytol kiilonbozs C2[0, 1]-beli megoldéasa. Mivel
(11.2.8) egy é&lland6 egyiitthatos, mésodrendii kozonséges differencidlegyenlet, ezért altalanos
megoldésat az s2 + A = 0 karakterisztikus egyenletének gyokeivel hatarozhatjuk meg. Ez X elGje-
lének fliggvényében az alabbi esetekhez vezet.

e Tegyiik fel, hogy A < 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei valosak, és a (11.2.8)
egyenlet dltalanos megoldasa

X(z) = CreV = 4 Cpe= VAo,
Mivel ekkor az X (0) = 0 feltétel a C; + Cy = 0 egyenldséget jelenti, ezért X(z) =
Ch (e\/j‘”” —e_m””) alakt. A maéasik, X(1) = 0 peremfeltételt ide behelyettesitve az

X(1) =y (e\/j‘— e_\/j‘> = 0 feltételt kapjuk. Mivel eV > e‘m, ezért a fenti
egyenl6ség csak Cqp = 0 esetén lehetséges, ami az X (z) = 0 megoldast eredményezi. Mivel

ez nem megengedett, ezért ez az eset nem lehetséges.

e Tegyiik fel, hogy A = 0. Ekkor a (11.2.8) egyenlet X' (z) = 0 alaku, igy az éltalanos
megoldasa X (z) = Ciz + Cs. Erre a fiiggvényre, amelynek képe egy egyenes, a (11.2.9)
feltétel csak C7 = Cy = 0 esetén lehetséges. Ez viszont szintén a nem megengedett X (z) =0
trivialis megoldashoz vezet.

o Tegyiik fel, hogy A\ > 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gydkei +iv/A. Igy a (11.2.8)
egyenlet altalanos megoldésa

X (z) = Oy sin(VAz) + Cy cos(VAx).
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Az X(0) = 0 feltétel miatt Cy = 0. Tehat az X (1) = 0 feltétel a Oy sinv/A = 0 feltételt
jelenti. Mivel C; # 0, ezért ez a VA = kr (k = 1,2,...) feltételt adja, azaz a lehetséges A
értékekre a

Mo = k2m2, k=1,2,... (11.2.10)

értékeket kapjuk. Tehét az
Xi(x) = Cysin(krz), k=1,2,... (11.2.11)

fliggvények tetszéleges Cj allandok mellett megoldasai a (11.2.8)-(11.2.9) feladatnak.

Térjiink at az Y (y) fiiggvény meghatéarozasaral A (11.2.7) egyenl6ség felhasznalasaval az

"

Y (y) =AY (y), ye(0,1) (11.2.12)

egyenletet kapjuk, ahol (11.2.10) alapjan A = )\, = k?mw2. Masrészt, a (11.2.3) Osszefiiggésben
szerepld u(x,0) = 0 peremfeltétel kovetkeztében

Y (0) = 0. (11.2.13)
Tehat olyan Yi(y) (k =1,2,...) nem nulla fiiggvényeket keresiink, amelyekre
Y, (y) = K*72Y (y), y e (0,1), Yi(0)=0. (11.2.14)

Az egyenlet altalanos megoldasa Yy, (y) = C1eF™ +Care™*™Y ésigy Y (0) = Cy +Cy = 0. Tehat
Cy = —C1, vagyis a (11.2.14) tulajdonsagu fliggvények felirhatok
kmy _ eflwry

ke e
Yi(y) = C’; (ek“y —eF y) = 26% ( 5

) = C} sinh(kmy) (11.2.15)

alakban', ahol C} illetve C’,ﬁ tetszoleges allandok.
Osszesitve a keresett megoldas (11.2.4) alakjat a (11.2.11) és a (11.2.15) képletekkel, azt
kapjuk, hogy minden k = 1,2, ... esetén barmely tetszéleges C) alland6 mellett az

ug(z,y) = Xi(2)Yi(y) = Cy sin(knz) sinh(kry) (11.2.16)
fiiggvények olyan fliggvények, amelyek megoldéasai a (11.2.1) egyenletnek, és kielégitik a (11.2.3)

elsé harom (homogén) peremfeltételét. Igy az

u(w,y) =Y uk(x,y) (11.2.17)
k=1

fliggvény is rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. Valasszuk meg a tetszéleges Cj allandokat
ugy, hogy a negyedik, y = 1 mentén adott inhomogén peremfeltétel is teljesiiljon erre az u
fiiggvényre! Nyilvanvaloan (11.2.17) és (11.2.16) alapjan

u(z,1) = i C sin(kma) sinh(k). (11.2.18)
k=1

Masrészt a py(x) fiiggvény Fourier-sora

pa(z) = Z ki sin(kma) (11.2.19)
k=1

LA sinh a jél ismert szinusz hiperbolikus fiiggvény, amelyet gyakran az sh szimbolummal is jelélnek.
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alaki, ahol
1
pk = 2/ 4 (s) sin(kms)ds. (11.2.20)
0

A (11.2.18) és a (11.2.19) képletek Osszevetésébdl

[
= —-". 11.2.21
Cr sinh (k) ( )
Osszegezve: az
o0 k
u(z,y) = ]; sin}fﬁ sin(knx) sinh(kmy) (11.2.22)

fiiggvénysorral definialt u(x,y) fiiggvény a fiiggvénysor egyenletes konvergencidja esetén megol-
désa lesz a (11.2.1)-(11.2.3) feladatnak.

11.2.1. megjegyzés. Ezek utan az Q = (0,1) x (0, 1) egységnégyzeten illetve annak I' peremén
kittizott (11.2.1)-(11.2.2) els6 peremérték-feladat megoldésa tetszdleges p(x,y) peremfeltétel ese-
tén elGallithato a kévetkez6 modon. Vezessiik be a p(0,y) = p1(y), u(l,y) = pa(y), p(z,0) =
wus(x), plz,1) = pa(x) 4 fliggvényeket, és tekintsiik a kovetkezs négy peremfeltétel-rendszert:

e 1. eset:
w(0,y) = m(y), u(l,y) =0, ye(0,1), (11.2.23)
u(z,0) =0, wu(z,1)=0, x 1 B
e 2. eset:
u(0,y) =0, u(l,y) =p2(y), ye€(0,1), (11.2.24)
u(z,0) =0, u(z,1)=0, x € (0,1). 2.
e 3. eset:
0, =0, 1, = U, s L)y
u(_y) u(l,y Y (11.2.25)
u(e,0) = ps(e), ulw,1) =0, z € (0,
o 4. eset:
u(©0,9) =0, u(l,y) =0, ye(0,1), (11.2.26)
u(z,0) =0, ule,1) = pa(a), 1 B

Jelolje rendre uy(x,y), ua(x,y), us(x,y) és ua(z,y) a (11.2.1) egyenlet megoldasat a (11.2.23)-
(11.2.26) peremfeltételekkel. (Az elézGekben az uy(z,y) fiiggvényt allitottuk els. Ennek analo-
gidjaként hasonl6an meghatarozhatjuk a tobbi fiiggvényt is.) Ezutdn az w(z,y) = ui(z,y) +
us(z,y) + uz(z,y) + us(z, y) fiiggvény lesz a megoldasa az eredeti (11.2.1)-(11.2.2) feladatnak.?
Tovabbi részletek és mas tipust feladatok ilyen jellegii megoldasa megtaldlhatok pl. Stephenson
kényvében [32]. ¢

11.2.2. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés: nem létezik-e a (11.2.1)-(11.2.2) feladatnak a (11.2.22)
fiiggvénytdl eltéré mas megoldasa is? A valasz nemleges. Ugyanis ha egy w(z,y) fiiggvény az Q

2Vegyiik észre, hogy az u Osszegfiiggvényben szerepld ui, ug, us, uq fiiggvényekre megadott peremfeltételek nem
a teljes I" peremen adottak: a négy sarokpontban nem adjuk meg az értékeket. Ezért a’priori csak azt tudjuk, hogy
ez az u megoldas csak a sarokpontokon kiviil egyenlé p-vel a I'-n. Ugyanakkor a Fourier-sor konvergenciadjanak
tulajdonsaga miatt a megfeleld fiiggvények hatarértékét veszi fel a megoldas, azaz p folytonossiga miatt ezekben
a sarokpontokban is p értékeit veszi fel.
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348 11. A PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS MODSZEREI

tartomanyon kielégiti a (11.2.1) egyenletet, és folytonos az Q halmazon, akkor teljesiil r4 az tn.
elliptikus mazimum-minimum elv: a fiiggvény a legnagyobb és legkisebb értékét felveszi a I' pere-
men. Ebbdl kdzvetleniil konnyen megmutathato, hogy a feladatnak csak egyetlen megoldasa lehet.
Emellett, a feladat stabil kitiizése is megmutathat6: a megoldéas a bemend fiiggvényektsl folyto-
nosan fiigg a maximumnormaban [9, 30]. Tehat a (11.3.1)-(11.3.2) feladat korrekt kittzésd. o

Mint lathaté, a (11.2.1)-(11.2.2) feladat formalisan ugyan megoldhat6, de a megoldast valo-
jaban négy végtelen fiiggvénysor 0sszegének alakjdban tudjuk csak felirni. Ez azt jelenti, hogy a
gyakorlatban mar az ilyen egyszerii feladat analitikus megoldasa sem kivitelezhets. Tehat nume-
rikus megoldés alkalmazésa sziikséges. A tovabbiakban a wvéges differenciik mddszerével fogjuk
a kozelit6 megoldast el6allitani, és megvizsgaljuk, hogy az alkalmasan meghatéarozott kozelit6
megoldésok kozel lesznek-e a pontos megoldashoz.

11.2.2. Elliptikus egyenletek koézelité megoldasa véges differenciak
modszerével

Ebben a részben a Laplace-egyenletnél altalanosabb alaku elliptikus tipusi parcialis differencial-
egyenlet peremérték-feladatédnak véges differencias megoldasaval foglalkozunk. Tekintsiik a

_ (Pulay) | Pul,y)
ox? Oy?

) +c(z,y)ulz,y) = f(z,y), (z,y) €Q, (11.2.27)

u($7y) = ,u(x,y), (m,y) er (11228)

mésodrendt, elliptikus tipusi parcialis differencialegyenletet az els¢ (Dirichlet-féle) peremfelteé-
tellel, ahol ¢, f és p adott fiiggvények. Jeldlje L : C%(Q) — C(2) N C(T') a kdvetkezs operétort:

0w 82w) }
N ==+t + ) ) ha ) € Q)
Lw(z,y) = { (5962 o) Y (.9) (.9) (11.2.29)

w(z,y), ha (z,y) €T,
tovabba, f : © — R a kdvetkezs fiiggvényt:

Fay) = {f(x,w, be (2,3) € 9 (11.2.30)

Ekkor feladatunk az

Lu=f (11.2.31)

operatoregyenlet megoldésa, ahol u € C?(f2) az ismeretlen fiiggvény.
A tovabbiakban feltessziik a kovetkezsket.

e ceC(Q)és feC(Q)NC(D),
e c >0,
o Q= (0,1) x (0,1).

Mivel a (11.2.31) feladat analitikus megoldasat altalanos esetben nem tudjuk elgallitani, ezért
numerikus eljarast alkalmazunk. Ennek lényege a kovetkezd.
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1. Definidlunk az Q halmazon racshalokat az alabbi médon:
Wh = {(Izay])v Z; :Zha Yj :]hv 17] = 1727"'7N7 15 h:l/N}
wh = {((Ei,yj)7 T; = Zh7 yj :]h7 Z,] = 071,...,N, h:l/N}
Jelolje v5, = wp\wp C T az w), racshald ' peremre esé pontjait.

2. Jelolje F(wp,) és F(wp) az Wy, és az wy, racsokon értelmezett, R-be képezd fliggvények vek-
torterét.

3. Célunk olyan y, € F(wy,) racsfiiggvény meghatérozasa, amely w;, pontjaiban kozel van
a (11.2.31) feladat u megoldaséhoz, és a racshalé finomitasaval (azaz h — 0 esetén) az
eltérésiik nullahoz tart®.

Adjunk meg olyan Ly, : F(wy) — F(wy,) linearis operatort és by, € F(w},) elemet, amelyekre az
Lypyn = bp (11.2.32)

operatoregyenlet y;, € F(w),) megoldasa rendelkezik a fentiekben leirt tulajdonsaggal.

Az L, operator megvalasztasanal otletként a véges differencids approximacio szolgal. Egy
tetszbleges wy, € F(wy) racsfiiggvény esetén jeldlje wp(x;,y;) = w; j, valamint alkalmazzuk a
c(x;,y;) = ¢;; egyszerdsits jelolést. Definidljuk az L, operatort a kovetkezd modon. Rendelje
hozzé a wy, racsfiggvényhez azt az Ljwy,-val jelolt F(wy, )-beli racstiggvényt, amely az (x;,y;) €
Wy, racspontokban az alabbi értékeket veszi fel:

Wit~ 2Wi 5 Wis1y Wil — Wi+ Wi

+ ¢ijwij, ha (xi,y;) € wp;

12 B2 (11.2.33)
Wi, j s ha (z;,y;) € Yh.
Definidljuk a by, € F(wp,) racsfiiggvényt a kovetkezd modon:
Y35 ) h iy Yg 5
b (i, y5) = f@i9;), ba (@i,0;) € w (11.2.34)
:u(xuy])a ha (Z‘z,y]) € Yh-

Ekkor by, értéke Wy mindegyik racspontjaban meghatarozhato, és a (11.2.32) egyenlet azt jelenti,
hogy keressiik azon y, € F(w},) racsfiiggvényt, amelyet a (11.2.33) szerinti L;, operétor ebbe a by,
vektorba képez le.

11.2.3. megjegyzés. Mint az ismeretes, egy fliggvényt akkor tekintiink ismertnek, ha tud-
juk, hogy az értelmezési tartoményinak pontjaiban milyen értékeket vesz fel. Ezért tehat yy,
meghatéarozasahoz az yp(z;,y;) értékek ismerete sziikséges. A (11.2.32) egyenlet az y;, fliggvény
racspontbeli értékeire nézve egy linearis algebrai egyenletrendszert jelent, ahol az ismeretlenek
szdma egyenls az egyenletek szdmaval, és mindketts (N + 1) Ezért a (11.2.32) feladat egy
(N + 1)? ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert jelent, amely felirhato

Lyy, =bs (11.2.35)

3Tzt a fogalmat a késGbbiekben pontositjuk, hiszen a pontos megoldas a teljes Q halmazon, mig a numerikus
megoldas annak csak bizonyos pontjaiban (az @y racshalé pontjaiban) van értelmezve. Ezért a két fiiggvény
kiilénboz6 tereken van értelmezve, és igy "eltérésiik" nem értelmezhet§ a szokasos ("kiildnbségiik tavolsaga')
mobdon.
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alakban, ahol y, € RWV+D? 4 yp, racsfiiggvény racspontbeli értékeibdl allo ismeretlen vektor,
bj, € RV+D® g b, racsfiiggvény racspontbeli értékeibsl 4116 ismert vektor, és Ly, € R(VFD*x(N+1)?
adott matrix, amelynek alakjat késébb adjuk meg. ¢

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a finomodo6 racshélok sorozatén a (11.2.32) feladatok
megoldasaval eldallitott y, a h paraméter megfelelGen kis megvalasztasa mellett jol kozeliti
a (11.2.27) feladat u megoldasit. Ez a kovetkezét jelenti. Minden (z*,3*) € Q ponthoz tudunk
olyan (zp,yn) € @y, racspontsorozatot definidlni, amelyre h — 0 esetén (zp,yn) — (2*,y*). Ekkor
a numerikus moédszer konvergencidja a

lim (yn(zh,yn) —u(z*,y*)) =0 (11.2.36)
(@hsyn)—(z*,y*)

relaciot jelenti.

11.2.3. Altalanos kittizés és az alaptétel

Ebben a részben a 11.2.2. részben megfogalmazott feladatokat altalanos formaban leirjuk, majd
az alaptételben megadunk egy olyan feltételt, amely mellett a (11.2.36) tulajdonséag biztosithato.

Jelolje Py, : C(2) — F(wy) a
(Pro)(@i, y5) = v(@5,y5), (@i, y5) € Wn (11.2.37)
leképezést, azaz a Ppv € F(wy) racsfiiggvény a v fiiggvény értékeit veszi fel az @y racshalo
pontjaiban?.

Legyen L : C?(Q) — C(Q) N C(T) egy olyan lineéris operétor, amelyrdl feltessziik, hogy az

Lu=f (11.2.38)

egyenlet minden f € C(Q) N C(T) esetén korrekt kitiizést. Legyen tovabbé Ly, : F(@y,) — F(wp)
olyan linearis operator, és by, € F(w},) olyan rogzitett elem, amely mellett az

Lypyn = by, (11.2.39)

operatoregyenlet is korrekt kitiizési. Igy léteznek (és egyértelmiek) a (11.2.38) és a (11.2.39)
feladatok u illetve y;, megoldasai.

Az
en = yn — Pru € F(Wy,) (11.2.40)

hibafiigguény jelolés bevezetésével a (11.2.36) tulajdonsag azt jelenti, hogy

li =) = 0. 11.2.41
Tim [l (11.2.41)
Itt || - |p(z,) az F(@n)-beli racsfiiggvényeken értelmezett valamelyik normat jelenti.

11.2.4. definicio.

Az yj, numerikus megoldast el6allité numerikus modszert az || - [|p(z,) norméban konvergens-
nek nevezziik, ha (11.2.41) teljesiil. Ha [lep|lr@,) = O(h?), akkor a modszert p-ed rendben
konvergensnek nevezziik.

4A P, operatort projekcids operdtornak (més szoval: @y -ra képezd projekcionak) nevezziik.
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A tovabbiakban a valamely norma melletti konvergencidval és annak rendjével foglalkozunk.

A (11.2.40) osszefiiggesbdl yp, = ey, + Pru. Ezt behelyettesitve a (11.2.39) numerikus modszert
leir6 egyenletbe az
Lheh = bh — LhPhu (11242)

Osszefiiggést kapjuk. Bevezetve a (11.2.42) jobb oldalan szerepls réacsfiiggvényre a ), € F(wy)
jelolést, azaz a
\I/h = bh - thhu (11243)

jeloléssel az
Lheh = \I/h (11.2.44)

an. hibaegyenletet kapjuk. A (11.2.38) alapjan PyLu = P,f. Ezért a (11.2.43) alapjan Uy
felirhato a ~
Uy, = (bp, — Pnf) + (PnLu — Ly Pyu) (11.2.45)

alakban. Ebben az alakban a jobb oldali elsé kifejezés azt mutatja, hogy a (11.2.38) és a (11.2.39)
feladatokban a jobb oldalak milyen kozel vannak egyméshoz, azaz hogy b milyen pontosan
approximalja az f figgvényt az @, racshalon. A (11.2.45) osszefliggésben a mésodik tag azt
mutatja, hogy az Lj; operdtor milyen pontosan approximalja az twy rdcshalén az L operatort az
u megoldasfiiggvényre. Természetes elvaras, hogy h — 0 esetén ¥, nulldhoz tartson.

11.2.5. definicio.

Azt mondjuk, hogy a numerikus moédszer a | - ||pw,) normiban konzisztens, ha
limp, 0 ||V |lp@,) = 0. Ha limp o [|[¥h|lr@,) = O(hP), akkor a médszert (az adott norméa-
ban) p-ed rendben konzisztensnek nevezziik.

Mint azt az elozé fejezetben lattuk, a konzisztenciabol még nem mutathatd meg kézvetleniil
a konvergencia: ehhez az L; operatorok egy tovabbi tulajdonsiga is kellett. Eddig azt tettiik
fel, hogy a (11.2.38) és a (11.2.39) feladatok korrekt kittizéstiek. Ez azt jelenti, hogy mindkét
feladatnak létezik egyértelmd megoldasa (egzisztencia és unicitas), és ezek folytonosan fiiggnek
a feladatot leir6 paraméterektdl (stabilitds). Ez az L illetve Lj, operatorokra nézve azt a kive-
telményt eredményezi, hogy az operatorok invertalhatoak, és az inverz operatorok korlatosak. A
numerikus modszert leiré L; operatorrdl tehat megkoveteljiik, hogy létezzen L,:l és az korlatos
legyen, azaz létezzen olyan K(h) > 0, amely mellett ||L; '|lps,) < K(h). Ugyanakkor a nume-
rikus moédszer viselkedését (pontosabban a konvergenciajat) limy,_ esetén vizsgéaljuk. Tehat, ha
h csokkenésével a fenti K(h) allandé king a végtelenbe, akkor ezt a korlatossagi (azaz stabili-
téasi) tulajdonsagat a numerikus modszer elveszti. Definidlujnk egy olyan tulajdonsagot az {Lyj}
operatorokra, amelyek mellett ez nem fordulhat els.

11.2.6. definicio.

Azt mondjuk, hogy a (11.2.39) numerikus médszer stabil a || - ||p(z,) normaban, ha az (L; ")
operatorsereg egyenletesen korldtos, azaz létezik olyan K > 0, h-t6l fiiggetlen allando, amely
mellett

Ly M@ < K (11.2.46)

minden megengedett h érték esetén.

11.2.7. megjegyzés. Ha a stabilitési tulajdonsag minden h értékre igaz, akkor a médszert feltétel
nélkil stabilnak, ha csak valamely hg > 0 szadm melletti h < hg értékekre, akkor feltételesen
stabilnak nevezziik. o
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Most, mar bebizonyithatjuk az alaptételt.

11.2.8. tétel.

Legyen a (11.2.38) feladat korrekt kittzést. Tegyiik fel tovabba, hogy a (11.2.39) diszkretizalt
feladatok

e korrekt kittizéstiek,
e konzisztensek a || - [|p(w,) norméaban,
e stabilak a || - [|pw,) normaban.

Ekkor a numerikus médszer konvergens a || - ||r@g,) normaban, és konvergencidjanak rendje
megegyezik a konzisztencidjanak rendjével.

Bizonyitas. A (11.2.44) egyenlSség és a tétel feltételeinek kovetkeztében e, = L; ' W), azaz

lenll@n < 1Ly le@n 1¥alle@n) < Kl¥ale,)- (11.2.47)
Ezért, ha a konzisztencia p-ed rendid, azaz V), = O(hP), akkor
lenllp@,) < K- O(R?) = O(hP), (11.2.48)

ami a tétel allitasat igazolja. B

Fontos megjegyezniink, hogy a 11.2.8. tétel azt mutatja, hogy a kézvetleniil nem (vagy csak
nagyon ritkan) bizonyithat6 konvergencia két, lényegesen kdnnyebben ellendrizhets tulajdonsag-
gal biztosithato, nevezetesen a konzisztenciival és a stabilitassal. Vegyiik észre ugyanis, hogy a
konvergencia kozvetlen belatasahoz a (11.2.38) folytonos feladat u megoldasanak ismerete sziik-
séges. (Ezt viszont tipikusan nem ismerjiik, hiszen a numerikus modszerek alkalmazésanak éppen
az az oka, hogy a feladatot nem tudjuk analitikusan megoldani.) A konzisztencia és stabilitas be-
latasahoz viszont nem sziikséges u ismerete. A konzisztenciat (és annak rendjét) egy megfelelGen
sima fliggvényosztalyon mutatjuk meg, és az ismeretlen megoldés azon tulajdonsagat hasznéljuk
fel csupan, hogy kielégiti az egyenletet. A stabilitds a numerikus séma egy bels§ tulajdonsaga,
a (11.2.38) folytonos feladat u megoldasanak nincs szerepe benne.

11.2.4. Az elliptikus feladatok numerikus kézelitésének konvergenciaja

Ebben részben a (11.2.32) feladat numerikus megoldasanak maximumnormabeli konvergencia-
javal foglalkozunk, ahol az egyenletben az operator és a jobb oldal megvalasztasa (11.2.33) és
(11.2.34) alaku. Ennek belatasahoz a 11.2.8. tételt alkalmazzuk. Tehét tovabbi feladatunk a ma-
ximumnormabeli konzisztencia és stabilitas vizsgalata.

11.2.9. tétel.

A (11.2.32)-(11.2.34) véges differencias approximacié a maximumnorméban masodrendben
konzisztens a (11.2.27)-(11.2.28) feladattal.

Bizonyités. Azt kell megmutatnunk, hogy minden (z;,y;) € wy, pontban ¥y, (z;,y;) = O(h?).
Mivel (x;,y;) € v esetén Wy (x;,y;) = 0, ezért elegends az allitast csak az (z;,y;) € wy belsd
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racspontokra megmutatnunk. Ezekben a pontokban
Wn(@i, y;) = bn(wi, y;) — (LnPru) (i, y5) =
fxisy;) + th (u(@; + h,y;) +u(@s — h,y;) — 2u(zi,y;)) + (11.2.49)
% (u(zi,y; +h) +ulzi, y; — h) = 2u(wi, y;)) — ciju(wi, yj)-

Mivel

u Ou 11.2.50
[z, yy) = (Lu)(zi,y5) = —@(l‘i,yj) - Tyg(xivyj) + (s, yj)ulws, yj), (11.2.50)

ezért a (11.2.49) kifejezés atirhato a kovetkezd alakra:

\Ijh Iuy]
zi + h,y;) + ulzi — hyy;) — 2u(wi,y;)  0%u
(e T o))
11.2.51
w(xi,y; + h) +u(z, y; —h) — 2u(z;, y;) 0%u ( )
02 —aiyg(xiayj) +

(c( wl’yj) (xzayj) Ci,ju(xivyj)) :

Ekkor u(x; £ h,y;) és u(x;,y; + h) kifejezések szokasos Taylor-sorba fejtésével, valamint a ¢; ; =
c(x;,y;) egyenldség figyelembevételével

1 (0% 0*u
0 1095) = g5 ( G i)+ 55 ) ) 12+ O, (11252

Ezért tehat Wp(z;,y;) = O(h?), ahol a h?-es vezets tag egyiitthatoja My/6. Ezzel belattuk a
tételt jelents
1940 = O(2) (11.2.53)
allitast. m
Térjiink at a stabilitas vizsgalatara! Els lépésben megvizsgaljuk a numerikus modszert leird
(11.2.35) feladat egy fontos tulajdonsagat.

11.2.10. tétel.

Tekintsiik a (11.2.33) szerint definialt L, : F(w,) — F(wy,) racsoperatort, és legyen L, €
ROVHD*X(N+1)* a7 ezen operatornak megfeleltetett métrix. Ekkor L, M-métrix.

Bizonyitéds. A (11.2.33) definiciobél nyilvanvaléan az Lj, matrix diagonalon kiviili elemei nem-

pozitivak. Ezért elegendd megmutatni, hogy létezik olyan RV+D* beli g, > 0 vektor, amelyre
Lyg;, > 0. Legyen g5, € F(wy) a kovetkezd racstiiggvény:

gn(@i ;) = [1+ ih(l — ih)] + [1 + jh(l — jh)). (11.2.54)

Jelolje g, azt a vektort, amelynek k-adik koordinataja gy, , = gn(zi,y;), ahol k = j(N +1) +i
és i,j = 0,1,...,N.5 Ekkor nyilvanvaloan g, ;, > 2 és (Lxg,)r = 2 azokban a k-adik koor-
dinatakban, amelyekre ¢ € {0, N} és j € {0, N}. (Vegyiik észre, hogy ezen pontok a 7, ha-
tarpontokhoz tartoznak.) Egyszerd behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy (z;,y;) € wy esetén

5 Az egyszertibb jelolés kedvéért a koordinatik indexelését nullatél inditjuk.

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



354 11. A PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS MODSZEREI

(Lrhgn)(xi,y;) >4, vagyisaz i =1,2,...,N—1ésj=1,2,..., N —1 értékekhez tart6 k-adik ko-
ordinatakra (Lyg),)r > 5/2.° Ezért tehat a (11.2.54) megvalasztéasa g, vektor mellett Lyg;, > 2,
ami az allitdsunkat igazolja. B

A fenti tétel alapjan az Lj matrixok invertalhatok. A tovabbiakban a megmutajuk, hogy az
inverzeire a maximumnormaban jé becslés adhato.

11.2.11. tétel.

A (11.2.33) szerinti Ly, : F(w),) — F(@},) récsoperatornak megfeleltetett L, € RV x(N+1)*
regularis matrix inverzeire érvényes az

1?2+4
LYo <
L7l 1

(11.2.55)

becslés.

Bizonyitas. Mivel L; M-maétrix, ezért az inverzének maximumnormaéja feliilrsl becsiilhets az
alabbi médon:

18l

Ll < — 2ol
IEn oo < min; (Lyg), )i

(11.2.56)
ahol g, a (11.2.54) szerinti vektor. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy min;(Lyg;,); = 2. Masrészt,
a szdmtani-mértani kozepek kozotti Osszefiigges alapjan ih(1—ih) < 12/4, azaz ||gn|lco < (124+4)/2.
Innen a (11.2.55) allitasunk kozvetleniil adodik. m

Igy a 11.2.9. és a 11.2.11. tételek alapjan a 11.2.8. alaptétel alkalmazhato6, és érvényes az
alabbi, konvergenciara vonatkozo allitas.

11.2.12. tétel.

Tegyiik fel, hogy a (11.2.27)-(11.2.28) feladatnak létezik v € C*(Q) megoldasa. Ekkor
a (11.2.32)-(11.2.34) numerikus séma megoldasa a maximumnorméaban mésodrendben kon-
vergens.

11.2.5. A numerikus modszer realizalasanak algoritmusa

A (11.2.32)-(11.2.34) modszer az yp, € F(wp,) racsfiiggvény meghatarozasat jelenti. Ez nyilvanva-
l6an a (11.2.35) linearis algebrai egyenletrendszer megoldéaséaval torténik, ami a gyakorlatban a
kovetkezGt jelenti. Ha y; ; jeloli az yy, racsfiiggvény (x;,y;) € @y, racspontbeli értékét, akkor

. ._2..+._, .. _24,_’_.._ o
S ,Zizz] S Z;] PI=d ey = fige 05 =12, N = 1;

Yij =mig, 1 €{0,N} vagy je{0,N}
(11.2.57)
(Itt a ¢;; = c(xi,y5), iy = p(xi,y;) és az fij = f(xi,y;) egyszertsits jeloléseket hasznal-
tuk.) Trjuk fel a (11.2.57) feladatot a (11.2.35) linearis algebrai egyenletrendszer alakjédban, azaz
hatarozzuk meg a feladatban szerepls L; métrix és a by, jobb oldali vektor alakjat.
A (11.2.57) alakjabol konnyen lathato, hogy azon k indexekre, amelyekre i,5 € {0, N} és
k=j(N+1)+1, az y, vektor k-adik koordinatajanak értékét a peremfeltételbdl ismerjik. (Ezek

6Lasd az eloz6 fejezet a 10.5.5. szakaszat.

tankonyvtar.math.bme.hu Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK



11.2. Linearis, masodrendd, elliptikus parciélis differencidlegyenletek 355

valdjaban a 7, pontjaiban felirt egyenleteknek felelnek meg.) Ezért y; meghatarozasahoz elegendd
csak az wy, pontjaihoz tartozé koordinatakat meghatéarozni. Ez azt jelenti, hogy a (11.2.35) feladat
helyett egy kisebb dimenzioju linearis algebrai egyenletrendszer megoldéasa sziikséges: az y, €
ROV+D? vektorbol a fenti koordinatéak elhagyésa utan nyert RV ~1”_ beli vektor meghatérozésa
szitkséges. Ezt a vektort a séma wy, pontjaiban felirt feltételekbdl hatarozhatjuk meg, amely egy
(N — 1)? ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert jelent. Hatarozzuk meg ezt a feladatot
a (11.2.57) alapjan!

Ak=(G-1)(N-1)+j (aholi,j =1,2,..., N—1) atsorszamozassal az wy, racshalé pontjaihoz
tartozo y; ismeretlen vektorra atirt feladat ekkor az

L,§;, = by (11.2.58)

linearis algebrai egyenletrendszer alakjat olti, ahol y, € ROV-D’ a7 ismeretlen vektor, b, €
RW=1 igmert vektor, és L, € ROV-D**(N=1* 4ott métrix. Hatdrozzuk meg ezek alakjat
a (11.2.57) osszefiiggések alapjan!

Vezessiik be az y; € RV=D b, € R™V-Y (ahol i = 1,2,..., N — 1) vektorokat tgy, hogy
mindegyik rogzitett ¢ indexd vektor j-edik koordinatéja (j = 1,2,...,N — 1) az y;, és a by,
vektorok fenti atsorszamozasi szabalynak megfelel§ k-adik koordinataja legyen. Ekkor

S’h:[)’Ly;a--w)’;q]T? Bh:[blTvaTw"»b—](ffl]T‘

Az egyszertiség kedvéert tegyiik fel, hogy ¢ = allandé. Alkalmazva a Bj, € R(V-1 D jelolest
a By, = tridiag[—1,4 + ¢, —1] tridiagonalis matrixra, illetve a 0, E;, € RV-Dx(V=1 jelsléseket a
zéro- illetve az egységmatrixra, a (11.2.58) egyenletben a matrix

)X (N—

B, -E; 0 e 0 0 0
} 1 -E, B, -E;, ... 0 0 0
Lh:ﬁ (11.2.59)
0 0 0 ... —E; B, —-Ej
0 0 0 . 0 -E;, By
alaku hiperméatrix. A jobb oldali vektorban szerepls b; vektorok elemeire a kovetkezd kifejezéseket

kapjuk.
A b; vektor elemei:

1 1 1
bi1 = -5 (Ho1 + p1,0) + f11, b1 = 720 + fi1, bino1 = — (Uv1 + pnv—1,0) + fn-11,

h h?
ahol j =2,3,...,N — 2. A b; vektor elemei i =2,3,..., N — 2 esetén:

1 1
b;1 = 2o, + fi,i, bij = fji bin—1= pzHN + fN—1,4s

ahol j =2,3,...,N — 2. A by_; vektor elemei:

1 1
by_11= 72 (o,n—1+ p.n) + fin—1, byo1; = pzHiN + v,

by_1,nN-1 = 7z (un,N—1+ pN—1,n)+ fNo1,N-1,

ahol j =2,3,...,N — 2.

Tehat a numerikus megoldés elGéllitasdhoz a fenti modon Osszeallitott (11.2.58) linearis al-
gebrai egyenletrendszert kell megoldanunk.

Az algoritmus MATLAB programjaval és a szamitogépes realizilasi kérdésével a fejezet végén
foglalkozunk.
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11.3. Linearis, masodrendti, parabolikus parciilis differencidlegyenletek

Ebben a szakaszban a lineéris, masodrendi, parabolikus parcidlis differencidlegyenletekkel és
azok véges differencidk modszerével torténd numerikus megoldasaval foglalkozunk. Felirjuk a for-
rasmentes hévezetési egyenlet homogén, elsé peremfeltételi feladatanak analitikus megoldasat,
majd meghatérozzuk a véges differencia méodszeres numerikus megoldast. A modszer konvergen-
cidjanak vizsgalatandl megmutatjuk, hogy az elliptikus tipust feladatokra alkalmazott technika
lényegében kiterjeszthets erre a feladatra is.

11.3.1. Az egydimenzids hdvezetési egyenlet analitikus megoldasa

Tetszbleges t* > 0 adott szam esetén jelolje O = (0,1) x (0,¢*] C Rj halmazt, I'y« pedig a
t =0,z =0 és xz = 1 egyenesekkel hatérolt ponthalmazt, azaz I'ys = Qs \Qps. A Ty halmazt
parabolikus peremnek nevezziik. Tekintsiik a tovabbiakban 2;+ pontjaiban a

ou(z,t)  0%u(z,t)
ot Ox?
egyenletet a I'y+ parabolikus peremen megadott alabbi kiegészits ("kezdeti+perem") feltételekkel:

= O, (ZL’, t) S Qt* (1131)

u(z,0) = po(x), xe€(0,1); wu(0,t)=u(l,t)=0, tel0,t*]. (11.3.2)

Ha pg = 0, akkor a feladat megoldédsa az u = 0 fliggvény. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy
o # 0, igy a keresett megoldas u # 0.

Keressiik a megoldast ismét az
u(z,t) = X () - T(t) (11.3.3)

szétvalaszthat6é alakban, ahol X és T a nem azonosan nulla, egyel6re ismeretlen és megfelelGen
sima fliggvények. Behelyettesitve a (11.3.3) alaka u figgvényt a (11.3.1) egyenletbe, a

T () - X(z)— X (z)-T{t)=0, (z,t)€ N (11.3.4)
egyenletet nyerjiik. Ekkor a (11.3.4) 6sszefiiggés alapjan az

X'(z) _T(t)
X = T (11.3.5)

azonossagot nyerjiik, ami az elliptikus esethez hasonléan azt jelenti, hogy mindkét oldal allandé:
valamely A € R szam mellett érvényes az

=2 =) (11.3.6)

egyenlGség. Innen az

"

X (z) =X (x), z€(0,1) (11.3.7)
egyenletet kapjuk. Masrészt, behelyettesitve a (11.3.3) alakot a (11.3.2) két peremfeltételébe, az
X(0)=X(1)=0 (11.3.8)

feltételt nyerjiik. Célunk tehat olyan A € R szadm meghatérozasa, amely mellett a (11.3.7)-(11.3.8)
feladatnak létezik a trividlis X (x) = 0 fiiggvénytdl kiilonb6z8 megoldasa. Kovetve a (11.2.8)-
(11.2.9) feladat megoldasat, innen a lehetséges \ értékekre a

e = =K%, k=1,2,... (11.3.9)
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értékeket kapjuk. Tehat az
X (x) = C¥sin(krz), k=1,2,... (11.3.10)

fiiggvények tetszéleges CF allandok mellett megoldédsai a A = A, megvalasztast (11.3.7)-(11.3.8)
feladatnak.

Térjiink at a T'(t) fliggvény meghatarozasara! A (11.3.6) egyenl6ség felhasznalasaval a
T (t) = AT(t), t € (0,t"] (11.3.11)
egyenletet kapjuk, ahol (11.3.9) alapjan A\ = Ay = —k?72. Az egyenlet altaldnos megoldasa
Ti(t) = Cyetet, (11.3.12)

ahol C¥ tetszdleges allando. Tehat a (11.3.10) és a (11.3.12) képletekkel azt kapjuk, hogy minden
k=1,2,... esetén tetszbleges C} allandd mellett az

we(2,t) = Xi(2)Th(t) = Cre ¥ ™ U sin(kra) (11.3.13)

fliggvények olyan fliggvények, amelyek megoldasai a (11.3.1) egyenletnek, és kielégitik a (11.3.2)
mindkét (homogén) peremfeltételt. Igy az

u(z,t) = up(,t) (11.3.14)
k=1

fliggvény is rendelkezik ezekkel a tulajdonsidgokkal. Valasszuk meg a tetszéleges C} éallandokat
ugy, hogy a (11.3.2) kezdeti feltétele is teljesiiljon erre az u fliggvényre! A (11.3.14) és a (11.3.13)
képletek alapjan

u(z,0) = i C sin(kmx). (11.3.15)
k=1

Ugyanakkor a po(x) fliggvény Fourier-sora

wo(x) = Z b sin(kma) (11.3.16)
k=1
alaki, ahol
1
ph = 2/ 1o (s) sin(kws) ds. (11.3.17)
0

A (11.3.15) és a (11.3.16) képletek Osszevetésébol tehat

Cy = ub. (11.3.18)
Osszegezve: az
s 2_2
u(z,t) = Z,ulge_k ™t sin(krx) (11.3.19)
k=1

fiiggvénysorral definialt u(z,t) fiiggvény a fliggvénysor egyenletes konvergencidja esetén megol-
dasa a (11.3.1)-(11.3.2) feladatnak.
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11.3.1. megjegyzés. A fenti megoldas segitségével a

oU (x,t) 0?U(z,t)
ot 0x?

U(x,0) =My(z), =€ (0,1); U(0,t) =a, u(l,t)=28, tel0,t"] (11.3.21)

(ahol « és 8 adott allandok) inhomogén peremfeltételii feladat megoldasa is konnyen elGallithato
hasonlé végtelen fliggvénysor alakjaban. Ehhez vezessiik be

w(z,t) = a(l —x) + pz, z€]l0,1] (11.3.22)

jelolést. (Nyilvanvaloan 4(x,t) egy ismert fliggvény.) Ekkor az u = U — 4 fliggvény megoldasa lesz
a (11.3.1)-(11.3.2) feladatnak, ahol p(z) = Mo(x) — (a(1 — ) + Bx). Ezért ennek a fliggvénynek
a (11.3.17) képlet szerinti Fourier-egyiitthatoival elgallitott (11.3.19) fiiggvénysora meghatarozza
az u fiiggvényt, és ennek ismeretében az ismeretlen fliggvényt kiszamolhatjuk az U = u + @
Osszefiiggésbdl. o

11.3.2. megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés: nem létezik-e a (11.3.1)-(11.3.2) feladatnak a (11.3.19)
fiiggvénytol eltéré megoldasa? A valasz nemleges. Ugyanis ha egy w(z, t) fiiggvény az Q: halma-
zon kielégiti a (11.3.1) egyenletet, és folytonos az Q;+ halmazon, akkor teljesiil r4 az Gn. parabolikus
mazimum-minimum elv: a fliggvény a legnagyobb és legkisebb értékét felveszi a I'y» parabolikus
peremen. Ebbdl kdzvetleniil konnyen megmutathato, hogy a feladatnak csak egyetlen megoldasa
lehet. Emellett, a feladat stabil kitiizése is megmutathato: a megoldas a bemend fiiggvényektol
folytonsan fligg a maximumnormaban [9, 30]. Tehat a (11.3.1)-(11.3.2) feladat korrekt kitiizésd. o

Mint lathato, a (11.3.1)-(11.3.2) feladat, a (11.2.1)-(11.2.2) elliptikus feladathoz hasonléan,
formélisan ugyan megoldhaté, de a megoldast valojaban csak egy végtelen fiiggvénysor Gsszegé-
nek alakjaban tudjuk felirni. Ez azt jelenti, hogy a gyakorlatban mar az ilyen egyszerd feladat
analitikus megoldésa sem kivitelezhets. Tehat ismételten numerikus megoldas alkalmazasa sziik-
séges. A tovabbiakban a véges differencidk mddszerével fogjuk a kozelité megoldést elGéllitani egy,
a (11.3.1)-(11.3.2) feladatnal altalanosabb feladatra, és megvizsgaljuk, hogy a kozelité megoldasok
kozel lesznek-e a pontos megoldéashoz.

11.3.2. A hdvezetési feladat numerikus megoldasa véges differenciak
modszerével

Ebben a részben a (11.3.1)-(11.3.2) feladatnal altalanosabb alaku parabolikus tipusa parciélis
differencialegyenlet véges differencias megoldaséaval foglalkozunk. Tekintsiik a

u(z,t) 0%u(x,t)

o 9z fz,t), (x,t) €(0,1) x (0,¢"] (11.3.23)

egyenletet az
u(z,0) = po(x), =€ (0,1) (11.3.24)

kezdeti és az
w(0,t) = p1(t), wu(l,t) = pa(t), te (0,t*] (11.3.25)

peremfeltétellel, ahol f és pg, p1, p adott fiiggvények. Legyen Q4 = (0,1) x (0,*] C R? azon
halmaz, amelynek pontjaiban a (11.3.23) egyenletet felirjuk. Jelolje 'y« az 4« \Q« parabolikus
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peremet, p pedig azt a 'y« halmazon értelmezett fiiggvényt, amely az egyes szakaszokon meg-
egyezik a po, p1 és po fiiggvényekkel. Tegyiik fel, hogy f € C(Q4+) és p € C(T'y).
Vezessiik be az L : C?*(Q4) — C(Q+) N C(T4+) linearis operatort” a kovetkezd modon:
ow 0w

LU)({L',t) = (815 B 6x2> ($7t)’ ha ($7t) S Qt*;

w(z, ), ha (z,t) € Ty,

(11.3.26)

tovabba f : Q4 — R a kdvetkezs fiiggvényt:

~ ) f(=z,t), ha (x,t) € Q;
fl@,t) = {,u(;z:,t), ha (z,t) € Dye. (11.3.27)

Ekkor a (11.3.23)-(11.3.24) feladatunk az

Lu=f (11.3.28)
operatoregyenlet megoldésat jelenti, ahol u € C*'(Qy+) az ismeretlen fiiggvény.
Mivel a (11.3.28) feladat analitikus megoldéasat altalanos esetben nem tudjuk eldallitani, ezért

ismételten numerikus eljarast alkalmazunk. Ennek lényege a kovetkezs.
1. Definidlunk az ;+ halmazon racshalokat a kovetkezé modon:
whr ={(zi,tn), zi=tih, t,=n7, i =1,2,...,N; -1, n=1,2,...,N;}
Whr = {(xs,tn), ® =ih, t,=n71, i=0,1,...,N;, n=0,1,..., N, }.

Itt N, és N, jelolik az x és t irdnyu osztasrészek szamat, h = /N, és 7 = t*/N; pedig a
diszkretizacios lépéskozoket. Jelolje vp,» = Wh » \wh,» C I'tr az Wy, rdcshaléd 'y« parabolikus
peremre esé pontjait.

2. Jelolje F(wp +) és F(wp,r) az @Wp, r €s az wy, - racsokon értelmezett, R-be képezs fliggvények
vektorterét.

3. Célunk olyan y;, . € F(wy,,) racsfiiggvény meghatarozésa, amely @), , pontjaiban kozel
van a (11.3.1)-(11.3.2) feladat u megoldaséhoz, és a racshaléd finomitasaval (azaz h,7 — 0
esetén) az eltérésiik nullahoz tart.

Adjunk meg tehat olyan Ly, : F(@y, ) — F(wy, ) linearis operdtort és by, . € F(w),) elemet,
amelyekre az
Lh,‘ryh,q— = bth (11329)

operatoregyenlet yp, » € F(wp, ) megoldasa rendelkezik a fentiekben leirt tulajdonsaggal.
Az Ly, - operator megvalasztasanal otletként a kovetkezs lemma szolgal.

11.3.3. lemma.
Legyen w € C*?(Qy+). Ekkor tetszdleges 9 € [0, 1] szam esetén

0 ir bn— — W(Ts, tn—

ait;(xhtnﬂ +971) = w(z 1t 7—7). w(z 1) +0(),

92w W(Tig1,tn1) — 2w(@iy tn_1) +w(Ti 1, Ly 1) (11.3.30)
Bz (it +07) = , : ’ + O(1 4 h?).

ox? %

7C2vl(ﬁt*ljelﬁli az els6 valtozoban kétszer, a masodik valtozdban egyszer folytonosan differencialhatéd u(x,t)
(ahol (z,t) € Q) fliggvények halmazat.
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Bizonyitas. Irjuk fel az els6 allitas bal oldalan szereplé fiiggvény elsérendt Taylor-sorbafejtését!

ow ow 9w ow
OW b =it it = S (it . 11.3.31
5 (i, tp—1 + 97) 5 (i, tp—1) + 97 52 (24, t4) 5 (i tn—1) + O(T) (11.3.31)

Mivel
w 72 0%w
w(zi, tho1 +7) = w(wi, ty_1) + Ta(xi,tn_l) ?W(xi,t**), (11.3.32)
ezért ; ; P

’w(xi, n—1-+t '7') - U/(l'iv nfl) _ ﬂ(mi,tn—l) + O(T) (11333)

T ot
A (11.3.31) és a (11.3.33) osszefiiggésekbdl az els6 allitas kozvetleniil leolvashato.

A masodik allitas az elsé allitas bizonyitasaval konnyen belathato, és ezért ezt az Olvasora
bizzuk. &

Célunk a (11.3.26) szerinti (Lw)(x;,t,) érték kozelitése O(1 + h?) pontossaggal a w fiiggvény
wp,r racspontbeli értékeivel. Tekintsiik a 11.3.3. lemma 4llitasat a ¢ = 1 megvalasztassal! Ez
motivalja a kdvetkezdsket,.

Jelolje a wy, , € F(wy,r) adott racsfiiggvény esetén wy, (z;,t,) = wi. Definidljuk az Ly, , :
F(wp, ) — F(wpy, - ) racsoperatort az alabbi modon:

—1 n—1 n—1 n—1
wi —w; wiy — 2w Fwiy ‘ )
(Lh,rwh,r) (i, tn) = T a h2 o ha (@itn) €wnri(11.3.34)
wzn7 ha, (x17tn) € Yh,T-

Alkalmazva az f(z;,t,—1 + 97) =: fin’ﬁ és a p(x;,ty) = b jeloléseket, valamely rogzitett
¥ € [0, 1] értek mellett definialjuk a biﬁ € F(wp, ) racsfiiggvényt a kovetkezé modon:

f.”’ﬁ, ha (z;,t,) € wh.r;

(3

(11.3.35)
M? ha (xzatn) € Yh,T-

bz,r(z’iv tn) = {

Ekkor bg; értéke Wy, » minden racspontjaban meghatérozhato, 8 és a (11.3.29) egyenlet azt jelenti,
hogy keressiik azon yﬁyf € F(wp,,) racstiiggvényt, amelyet a (11.3.34) szerinti Lj, » operator ebbe
a by _ racsfiiggvénybe képez le.

A tovabbiakban, ahol nem okoz félreértést, a jeloléseinken elhagyjuk a ¢ fels6 indexet. (Mint
latni fogjuk a 11.3.7.. tételben, a ¥ paraméter konkrét megvalasztasa nincs kihatassal a modszer
konvergencijara.)

11.3.4. megjegyzés. A 11.2.3. megjegyzéshez hasonléan a (11.3.29) linearis operatoregyenlet
felirhato
Ly Ypr =bnr (11.3.36)

alaki linearis algebrai egyenletrendszerként, amelynek mérete megegyezik az @y, » racshalé pont-
jainak szaméval, azaz (N, + 1)(N; + 1). Késdbb latni fogjuk, hogy esetiinkben y,, , meghataro-
zédsdhoz valdjaban nincs sziikség az Ly, » matrix invertalaséara. ¢

8Ha ¥ = 0, akkor az n = 1 értékre a képletben f(0,x;) szerepel. Bar az f fiiggvényrdl eddig csak azt tettiik
fel, hogy az 4+ tartomanyon van értelmezve, és ott folytonos, a tovabbiakban feltessziik, hogy folytonosan ki-
terjeszthetd a t = 0 egyenesre. Ekkor az f(0,x;) értéken ezen kiterjesztett fiiggvény értékét értjiik, azaz a képlet
értelmes az n = 1 esetén is.
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11.3.3. A véges differencias kozelités konvergenciaja

A tovébbiakban a 11.3.2. részben megfogalmazott feladat megoldhatosigaval és konvergencidjaval
foglalkozunk.

11.3.5. tétel.

Tegyiik fel, hogy a racshalo lépéskozeire teljesiil a
q:=7/h*<05 (11.3.37)
feltétel. Ekkor a (11.3.29) feladatnak létezik egyértelmd megoldasa.

Bizonyitas. A 11.3.4. megjegyzésnek megfelelGen a (11.3.29) feladat egy (11.3.36) alaku line-
aris algebrai egyenletrendszert jelent. Irjuk ki az egyes racspontokhoz tartozé egyenleteket!

o az (x;,ty) € wp,r belsd racspontokban (11.3.36) a kévetkezs egyenletet jelenti:

1 1 n—1 1 n—1 2 1 n—1 n,9
;yin — Y- T pYin + (h2 - T) yi =1 (11.3.38)

o az (z;,t,) € Yp,r perempontokban (11.3.36) pedig a kovetkezst jelenti:

Y= pr. (11.3.39)

Ezért az Ly, » matrix f6atlojaban pozitiv elemek (1/7), mig a (11.3.37) feltétel kévetkeztében azon
kiviil nempozitiv elemek allnak.

Tekinsiik a g = 1 +ih(l —ih) (i = 0,1,...,Ny;n = 0,1,...,N;) vektort. Nyilvanvaléan
gl > 1, ési=0illetve i = N, esetén g = 1. Hatarozzuk meg az Ly, g vektort! Mivel a g vektor
koordinatai az n indextdl fliggetlenek, ezért a belsé pontokhoz tartozé koordinatakra:

n 1, 1 . 1 2 1 _

(Ln,-8); = ~8i — ﬁgﬁf - ﬁg?ﬂl + <h2 - T) g =

1, . . 1 o . . (11.3.40)

— (g —g!'") +3 (—gf +2g7 " - gi+11) =2,

T —_———— h
=0

mivel egyszert behelyettesitéssel ellenérizhetGen —gi' | + 2g}' — g’y = 2h2. (V.6. a 10.. fejezet
10.2.2. szakaszéval.)

Tehat Ly ,g > 0. Ezért Lj, ; M-méatrix, ami az allitdsunkat bizonyitja. B

11.3.6. kovetkezmény. A szokdsos médon ismét becslés adhaté az Ly, , métrix inverzének ma-
ximumnormajara:

Ly o el
|| h,‘r”OO = HllIan(th)?
Az el6z6ekben megmutattuk, hogy min; ,(Lypg)? = 1. Masrészt, a szdmtani-mértani kozepek

kozotti Osszefiigges alapjan ih(l — ih) < 12/4, azaz ||gnlleo < (I + 4)/4. Ezért tehéat az Ly, ,
regularis méatrix inverzére érvényes az

_ ?+4
Ikl < —

(11.3.41)
becslés. ¢
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Térjiink 4t a konvergencia vizsgalatara! Legyen P, . a C(Qy+) — F(wy, . ) projekcio, azaz
(P rw)(xs, tn) = w(xi, ty), (Tiytn) € Whrs (11.3.42)

tovabba wp , = Pp,w € F(whr) a w fiiggvény projekciojat. Ekkor a konvergencia valamely
| [lF(@, ) noméban azt jelenti, hogy az e, r = yn,r — Phru = Yn r — un,~ € F(Wy) racsfiiggvény h
és 7 nullahoz tartasa esetén ebben a norméban nulldhoz tart. A kovetkezd tétel ezt a tulajdosagot
mutatja meg.

11.3.7. tétel.

A (11.3.37) feltétel teljesiilése esetén a (11.3.34) és (11.3.35) képletekkel definialt (11.3.29)
egyenlet yp, » € F(wy) megoldasaibol allo racsfiiggvénysorozat a maximumnormaban tetszo-
leges ¥ € [0,1] érték esetén Wy, -(xi,t,) = O(1 + h?) rendben konvergél a (11.3.28) feladat
elegendGen sima megoldasédhoz.

Bizonyitas. Feltehets, hogy a (11.3.28) korrekt kitiizést feladat (lasd a 11.3.1. szakaszt), ezért
elegend6 megmutatni, hogy a moédszer a maximumnormaban konzisztens és stabil.

Vizsgaljuk meg a konzisztenciat! Ehhez a lokalis approximaciés hiba, vagyis a
Uy o (i, tn) = b7 (w4, tn) — (L7 Prru) (@i, tn) = (bnr — (Lnrun,r)) (i, tn)
kifejezés abszolut értékének maximumaét kell becsiilniink. Mivel az (z;,t,,) € 73, - perempontokban
Unr (@i tn) = pi = (Lnrtine) (2o tn) = w3 — unr (23, t0) = pid — i’ =0,

ezért elegendd a lokalis approximécios hibat csak az (x;,t,) € wi » belsé racspontokban vizsgél-
nunk. Ezekben a pontokban

\Ilh,T(xiytn) = finﬁ - (Lh,'ruh,‘r)(xhtn) = f(xhtn—l + '197') — (Lhﬂ'uh,T)(l‘i)t’ﬂ)' (11343)
A (11.3.23) egyenlet alapjan

8u(xi7 Tiylp—1 + 19’7') B 62U(£L‘i7 th_1+ 19’7')

irtn—1 +9UT) = , 11.3.44
flx 1+ 9U7) BN 92 ( )
és az up . (x;,t,) = ul jeloléssel a (11.3.34) Osszefiiggés alapjan
n _ n—1 un_l — 2un_1 + un_l
(L rtin, o) (i, t) = e — L 3 ! (11.3.45)
T

A (11.3.44) és a (11.3.45) Osszefiiggések alapjan tehat a (11.3.43) kifejezés atirhatoé a kovetkezd
alakban:

h? Ox2
(11.3.46)

Uy (24, t) = (au(mi,tgtl +97) U?HT_ u) . (u?ﬂ —2ul +ufy OPu(wite + m)) .

Ezért a 11.3.3. lemma allitadsa alapjan tetszoleges ¢ € [0, 1] érték esetén
U, o (2, tn) = O(T + h?), (11.3.47)
ami a maximumnormabeli konzisztenciat, és annak rendjét mutatja.
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Mivel a 11.3.6.. kovetkezménybdl (konkrétan a (11.3.41) becslésbdl) a stabilitas kozvetleniil
kovetkezik, ezért a 11.2.8. tétel felhasznalasival ezzel a tétel allitasat belattuk. B

11.3.8. megjegyzés. A 11.3.7. tétel igy is megfogalmazhato: A (11.3.37) feltétel teljesiilése
esetén a (11.3.38)-(11.3.39) line4ris algebrai egyenletrendszer megoldasa a maximumnorméban
konvergal a (11.3.23)-(11.3.25) hovezetési feladat elegendGen sima megoldasahoz. ¢

11.3.4. A numerikus modszer realizalasanak algoritmusa
A konvergencia megmutatisa utan térjiink 4t a modszer realizalasdnak kérdésére.

A 11.3.4. megjegyzésnek megfelelGen a modszer realizalasa a (11.3.36) alaku lineéris algebrai
egyenletrendszer megoldasaval ekvivalens. Mivel a megoldas a parabolikus perem mentén ismert,
ezért valojaban csak az (z;,t,) € wp, » belss racspontokhoz tartozé numerikus megoldésok értékeét
kell meghataroznunk, azaz valdjaban egy

f‘h,TS’h,‘r = bhﬂ' (11348)
alaku lineéris egyenletrendszer megoldasa sziikséges, ahol f.;m egy (Ny—1)N;y X (N, —1) Ny méreti
adott matrix, BhyT adott, ¥, . pedig az ismeretlen (11.3.36)-beli y,, , vektor wy, » racspontjaihoz
tartoz6 komponenseibdl allo, (N, — 1) N; méreti vektorok.

Hatérozzuk meg a (11.3.48) egyenletben szerepl§ Ly, , matrix és by, , vektor alakjat! Ehhez
tehat a (11.3.38) egyenleteket kell felirnunk az ismert kezdeti és peremfeltételek (azaz p fiiggvény)
felhasznalasaval. Nyilvanvaloan (11.3.38) felirhato

n n— n— n— n,9
Y — Ui gyt + (2 - Dyt =TS (11.3.49)

(i=1,2,...,N, —1ésn=0,1,...,N; — 1) alakban, ahol ¢ = 7/h%. A (11.3.24) és a (11.3.25)
feltételekbdl (vagyis a (11.3.39) egyenletekbdl) a (11.3.49) egyenletekben ¢ € {0, N, } illetve n = 0
esetén ismerjiik az y* értékeit: ezekre az indexekre y' = p(z;,t,). Ez azt jelenti, hogy

w0 = po(z), vy =pmite); Yo =pa(ty), i=0,1,...,N;y n=1,2,...,N,.  (11.3.50)

Vezessiik be az y* € R™==1 b™ ¢ RN==1 (ahol n = 1,2,...,N;) szokésosan oszlopvekto-
rokat az alabbi médon:

yn: [y?)yga"'ay%l,—l}Tv b’ﬂ: [ 711a ga"wbr]i]m—l]Tv
Ekkor T T T - T T T
Vn, =) 0 Y 1T b =[bY) (%) .. (b))

Az egyszeriiség kedvéérét tegyiik fel, hogy ¢ = allandé. Alkalmazva a Bj, € RWVe=1)x(Na—1)
jelolést a By, = tridiag[—q,2¢ — 1, —¢] tridiagonalis matrixra, illetve a 0, E;, € RWVe—1x(Na—1)
jeloléseket a zéro- illetve az egységmaétrixra, a (11.3.48) egyenletben a méatrix

E, 0 O ... O 0 0

B, E, 0 ... 0 0 0

L= @ © @ @ @ 1 = (11.3.51)
0 o o ... B, E, 0
0 0O 0 ... 0 B, E;

alakban irhato fel, ami egy N; sorbdl allo alaka hipermatrix.

Faragé Istvan, ELTE TTK, Horvath Rébert, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



364 11. A PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS MODSZEREI

11.3.9. megjegyzés. Konnyen ellendrizhets, hogy az th,T matrix a (11.3.37) szerinti ¢ < 0.5
feltétel esetén M-métrix. ¢

A (11.3.49) egyenletekbol kozvetleniil felirhatok a b™ N, — 1 dimenzios vektorok. Ezek alakja
a kovetkezd:

0,9
Tf% ot ay) — (2¢ — Dy? + qu8
T 4 ayf — (2 — 1)y9 + quf

b' = , (11.3.52)
9 '
TN @y o — (20— Dyl 4+,
ésazn=2,3,..., N, értékekre
Y !
ngnfl,ﬁ
b" = : (11.3.53)
—1
T JT\L/w—Q,ﬂ

n—1 n—1
Tfol,ﬁ +qYn,

11.3.10. megjegyzés. Mint beldttuk, a konvergencia rendjét nem befolyasolja a ¥ paraméter
értéke. A gyakorlatban altaldban a ¥ = 0.5 megvalasztas a szokéisos. Ennek oka, hogy olyan
pontot kell valasztanunk, hogy az azon ponthoz tartozo fiiggvényérték jol jellemezze az f(x;,t)
fiiggvény viselkedését a [t,—1, t,] intervallumon. Mint azt a numerikus integralasnal is lattuk, erre
a felez6pont a legalkalmasabb. ¢

A (11.3.50) Osszefiiggések ismeretében tehat

7107 + quolzo) — (2¢ — Dpo(x1) + qpo(aa)
Tf + quo(a1) — (2¢ — 1)po(x2) + quo(zs)

b! = : (11.3.54)
TINT_1 + quo(n, —2) — (20 — Dpo(wn, -1) + quo(zw,)
ésazn=2,3,..., N, értékekre
T+ g (ta)
n—1,9
2
b" = : . (11.3.55)
Tty
n—1,9
TIn, 21 T+ QN2(tn71)
Mindezek alapjan soronként kiirva a (11.3.48) egyenletet a kovetkezot kapjuk
Ehyl :bla
Bhyn_l + Ehyn :bn7 n= 2) 37 AR Nt7
amelynek atrendezésével az alabbi megold6 algoritmust kapjuk:
1_pl
:b 5
Y (11.3.56)

y* =b" —B,y" !, n=2,3,...,N,.
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A (11.3.56) un. ezplicit modszert jelent: az ismert b™ vektorok ismeretében kézvetlentil nyerjiik
idorétegenként a kozelité megoldast. Emellett a modszer egylépéses (vagy més terminiologiaban:
kétlépcsds), hiszen az y"~! vektorbol hatérozzuk meg a y™ vektort, azaz a megoldés 1j idérétegen
val6 kiszamolésa a megel6z6 idGrétegen mar kiszamolt kozelités segitségével torténik. Ezért a
modszer realizaldsa meglehetdsen egyszert, és nem igényel sok mitveletet: az egy idérétegen vald
megoldasvektor kiszamolasahoz egy (N, — 1) méretd tridiagonalis matrix és vektor dsszeszorzasa,
valamint egy vektorosszeadas sziikséges.

11.3.5. Egy masik véges differencias séma és vizsgalata

Az eddigiekben targyalt, a (11.3.34) és (11.3.35) képletekkel definialt (11.3.29) explicit séma
konvergencidjanak feltétele volt a 7/h? < 0.5 (11.3.37) feltétel. (Lasd a 11.3.7. tételt.) Ez a
feltétel eléggé megszorito, ha a racshalot finomitjuk. Ugyanis, amikor az € megoldasi halmazon
értelmezett wy, » racshalod térbeli lépéskozét csokkentjiik, akkor ennek mértékének négyzetével kell
az idébeli 1épéskozt is csokkenteni. (Példaul, h felezésével T értékét negyedére kell csokkenteniink.)
Ez viszont a réacshélo pontjainak szamat (és igy a szamitéasi igényt) is jelentGsen megnoveli. (Az
el6z6 példank esetén N, a négyszeresére novekszik, azaz amig az eredeti racshalé belsé pontjainak
— és ezért az ismeretleneknek is — a szama (N, — 1)V;, addig a finomitotté (2N, — 1)4N; lesz,
azaz kb. nyolcszorosara novekszik a pontok szdma.)

Felmeriilhet a kérdés: megadhato-e olyan kozelités, amelynek konvergencidjahoz nem sziiksé-
ges ilyen korlatozo feltétel?

A (11.3.29) diszkretizacioban a (11.3.23)-(11.3.25) feladatban szerepld derivaltakat a (11.3.30)
szerint kozelitettiik. (Ez igazabodl az (x1,t,—1) pontban felirt kozelitést jelentette, ahol az id§
szerinti derivaltat egy halado véges differencidval kozelitettiik.) Irjunk fel egy masik, bizonyos
értelemben természetesebb kozelitést: a kozelitést az (x;,t,) pontban (tehat a racshalé pont-
jaban) irjuk fel, és az id§ szerinti derivaltat egy retrograd véges differenciaval kozelitjiik. Tehat

@(x b ~ w(xs, tn) — w(xs, ty —7)
at y'n) — T )
11.3.57
0w L w(@ig,tn) — 2w0(Tis tn) + w(@i—1,tn) ( )
Gz (Tirtn) = h2 ’

azaz a térbeli valtozo szerinti méasodik derivaltat egy adott id6rétegen a rdcshdldval megegyezd
iddrétegen vett kozépponti véges differencidkkal kozelitjiik. Hasonléan, a jobb oldali racsfiigg-
vényre

n

bh,‘r(xiatn) = { L

,u?, ha (wiatn) € Yh,T-

ha (zi,tn) € wh,r; (11.3.58)

Ekkor az Ly, operator definicidja a (11.3.34) szerinti képlet helyett a kovetkezdre modosul:

n n—1 n n n
wi — w; | Wiy — 2wl +wi

(Lh,‘rwh,‘r) (:Eh tn) = T h2 ’
wy, ha (zi,tn) € Y,

ha (l‘i,tn) € Wh,T5 (11359)

A 11.3.5. tételhez hasonloan a (11.3.59) operétor invertalhatosidga (és igy a megfelel§ nume-
rikus séma realizdlhatosdga) megmutathato.

11.3.11. tétel.
A (11.3.59) operatorn (11.3.29) feladatnak létezik egyértelmd megoldasa.
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Bizonyitéas. A 11.3.4. megjegyzésnek megfelelGen a (11.3.29) feladat egy (11.3.36) alaku linearis
algebrai egyenletrendszert jelent. Irjuk ki az egyes racspontokhoz tartozé egyenleteket!

e Felhasznalva az operdtor (11.3.59) alakjat, az (x;,t,) € wp - bels6 racspontokban (11.3.36)
a kovetkez6 egyenletet jelenti:

o2\, 1, 1, 1,
(T+h2)yi_h2yi_l_h2yi+l_Tygl L= (11.3.60)

o Az (x;,t,) € yn,r perempontokban (11.3.36) a kovetkez6t jelenti:

Y=y (11.3.61)

Ezért a (11.3.59) alaka Ly, » matrix f6atlojaban pozitiv elemek, mig azon kiviil nempozitiv elemek
allnak.

Tekinsiik a gl = 1+4h(l—ih) (i =0,1,...,N;;n=0,1,..., N;) vektort! Nyilvanvaloan g" >
1, és i = 0 illetve ¢ = N, esetén g = 1. Hatarozzuk meg az Ly, ;g vektort! A perempontokhoz
tartozé koordinatai nyilvan g?. Mivel a g vektor koordinatai az n indextdl fiiggetlenek, ezért a
bels6é pontokhoz tartozé koordinatakra:

.1 mey L L 0 on
(Ln-g)7 = = (& — &) +75 (~&ils + 287 — gh) =2, (11.3.62)
=0

mivel, mint ismeretes —g}'"}' +2g "' — gl';}! = 2h%.
Tehat Ly ,g > 0. Ezért Lhﬁ M-métrix, ami az allitdsunkat bizonyitja. B

11.3.12. kévetkezmény. A szokdsos médon ismét becslés adhatd az Ly . métrix inverzének
maximumnormajara:
it < el

min; , (L,g)"

Az el6z6ekben megmutattuk, hogy min; ,(Lypg)? = 1. Méasrészt, a szamtani-mértani kozepek
kozotti Osszefiiggés alapjan ih(l — ih) < 1?/4, azaz ||gnlleo < (12 + 4)/4. Ezért tehat az Ly, ,
reguléris matrix inverzére érvényes az

244
L, IIOO_—I (11.3.63)

becslés. ¢

11.3.13. megjegyzés. A 11.3.5. és a 11.3.11. tételek kozotti alapvetd kiilonbség, hogy mig
a 11.3.5. tételben feltételt kotiink ki a 7/h? hanyadosra (lasd (11.3.37) feltétel), addig a 11.3.11.
tételben ilyen korlat nem szerepel. ¢

A kovetkezd allitas a modszer konvergenciajarol szol.

11.3.14. tétel.

A (11.3.59) és (11.3.58) képletekkel definialt (11.3.29) egyenlet y;, » € F(w),) megoldasaibol allo
racsfiiggvénysorozat a maximumnorméban O(7 + h?) rendben konvergal a (11.3.28) feladat
elegendGen sima megoldasédhoz.
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Bizonyitas. A tétel bizonyitasdhoz alkalmazzuk a 11.3.7. tétel bizonyitasat.
A konzisztencia vizsgalata a Wy -(x;,t,) lokalis approximacios hiba rendjének vizsgalatat
igényli. Nyilvanval6an esetiinkben

ou(z tn)  ui — u?*) i (u?-i-l —2ui +uly OPu(wyty)

\I/h,ﬂ—(xiytn)Z( o - 5 -3 ) (11.3.64)

A fenti egyenlGség jobb oldalanak elsd kifejezése

ou(zi,ty)  ul —ul '
ot T = o).

A masodik kifejezésre a masodik derivélt véges differencias kozelitésének pontossidga miatt

ulpy —2ui +u sy Pulwitn) o
h2 Ox? = O(h").

Ezért tehét
W r (2iyt) = O(T + h?), (11.3.65)

ami a maximumnorma-beli konzisztenciat mutatja.

A modszer stabilitdsa a 11.3.12. kdvetkezménybdl (konkrétan a (11.3.63) becslésbdl) kozvet-
leniil kovetkezik.

A 11.2.8. tétel allitasat alkalmazva ezzel allitasunkat belattuk. H

11.3.15. megjegyzés. A fenti tétel fontos kovetkezmeénye, hogy a modszeriink a 7 és h tetsz6leges
modon torténd nulldhoz tartasa esetén konvergens a maximumnorméaban, azaz a diszkretizicios
lépéskozoket csak az approximéacié pontossdganak kivanalmai szerint valaszthatjuk meg, nincs
sziikség az egyéb korlatozasok figyelembevételére. o

Végezetill irjuk fel a modszer realizélasét jelents algoritmust! Ehhez hatarozzuk meg a (11.3.59)
és (11.3.58) képletekkel definialt (11.3.29) operatoregyenletnek megfeleltetett (11.3.48) linearis al-
gebrai egyenletrendszer Ly, » matrixéat és by, jobb oldali vektorat. Ezeket a (11.3.59) egyenletek
atirasaval a

—aqyiy + 2@y —ayle —yi =T (11.3.66)

(i=1,2,...,N, —1ésn=1,2,..., Ny) egyenletekbdl hatarozhatjuk meg. Emlékeztetiink, hogy
a (11.3.24) és a (11.3.25) feltételekbdl (vagyis a (11.3.39) egyenletekbdl) a (11.3.66) egyenletekben
i € {0, N, } illetve n = 0 esetén ismerjiik az y!* értékeit: ezekre az indexekre yI* = u(z;, t,). Ezért

yg = po(xi), y§ =m(tn); yk, =patn), i=0,1,....Ny, n=1,2,...,N;. (11.3.67)

Megtartva a 11.3.4. szakasz y” € RV>=1 b"™ € RN=—1  valamint a 0,E; € R(Na—1)x(Na—1)
jeloléseit, illetve bevezetve a Cp, = tridiag[—q, 1 + 2¢, —q| € RW==1x(N=—1) tridiagonalis matrix
jelolését, a (11.3.48) egyenletben az

Ch o o0 ... 0 0 0
E, C, 0 ... 0 0 0
Ly, = : S : : : (11.3.68)
0 o o ... -E, (C, 0
0 o 0 ... 0 -E, C,
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Ny szamu sorbol allo hipermatrix. A b" (n=1,2,..., N;) (N, — 1) dimenzi6s vektorok alakja a
kovetkezs. Az n =1 értékre

Tf1 + po(z1) 4+ qua(tr)
7 f3 + po(x2)

b! = : : (11.3.69)
TfN, -2 + Ho(TN,—2)
TfN, -1+ Ho(wn,—1) + qua(ty)
azn=2,3,..., NN; értékekre pedig
T+ qua(ts)
e
b" = : (11.3.70)
TIN,—2
7'f]T\liwfl + qpa(tn)
Soronként kifrva a (11.3.48) egyenletet a kovetkezst kapjuk
Cny' =b',
—Epy" 1 4+CLy" =b", n=2,3,...,N;.
Ezt atrendezve az alabbi megold6 algoritmust nyerjiik:
C 1 :bl,
Y (11.3.71)

Chy" =b" +y" 1 n=23,...,N,.

A (11.3.71) an. implicit modszert jelent: az ismert jobb oldali vektorok ismeretében egy Cy,
méatrixa linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa sziikséges mindegyik idérétegen. Ez a mdd-
szer is egylépéses, hiszen az y"~! vektorbol hatarozzuk meg az y™ vektort, azaz a megoldas 1j
id6rétegen valé kiszamolasa a megelézd idérétegen mar kiszamolt kozelités segitségével torténik.
(Megjegyezziik, hogy a Cj, méatrix specialis struktiurajanak kovetkeztében az idorétegenkénti line-
aris algebrai egyenletrendszer megoldasara alkalmazhatjuk a kordbban mar ismertetett speciélis
Gauss-eliminaciot.)

11.3.6. Altalanositas és magasabb rendi médszerek

Foglaljuk Ossze a (11.3.23)-(11.3.25) hévezetési feladat numerikus megoldésara vonatkozo eddigi
eredményeinket! A numerikus moédszerek felépitésénél az volt az alapkérdés, hogyan adjunk meg
olyan Ly, : F(@y, .) — F(wy, ) linearis operatort és by, . € F(wy, ;) racsfiiggvényt, amelyekre
a (11.3.29) operatoregyenlet y, » € F(wy ) megoldasa rendelkezik a sziikséges tulajdonsaggal.
mékra ezutdn megmutattuk a megoldhatésagot, illetve belattuk a konvergenciat: mindkét séma
a maximumnorméban O(7 + h?) rendben tart a (11.3.23)-(11.3.25) feladat megfelels simasagi
megoldasahoz.

A fentiek két tovabbi természetes kérdést vetnek fel.

o Kaphatunk-e mas megkozelitéssel is tijabb, a megfelels tulajdonsaggal rendelkezs Ly, , ope-
ratort és by » jobb oldali racsfiiggvényt?
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e Megadhato-e magasabb rendben pontos (azaz gyorsabban konvergald) kozelités?

Vegyiik észre, hogy az Wy , racshalé elsallithaté a 10. fejezetben alkalmazott racshalénak
megfelels w, = {x; = ih, i = 0,1,...,N,, h = I/N,} térbeli és a 9. fejezetben alkalmazott
racshalonak megfelels @, = {t; = im; i = 0,1,...,N;; 7 = t¥" /N;} id6beli racshalok direkt
szorzataként, azaz Wy, = Wy X W,. Bzért Ly, ; és by, , alakjanak meghatirozasat két lépésben
hajtjuk végre.

e Elsg lépésben a (11.3.23)-(11.3.25) feladatot egy elsérendi, kozonséges differencialegyenlet-
rendszer Cauchy-feladatéval térben diszkretizaljuk az wj, racshéalon. (Ez az un. szemidisz-
kretizdcid.)

e Misodik 1épésben ezen feladat idébeli diszkretizaldsdhoz alkalmazzuk az @, racshalon a 9.
fejezetben megismert numerikus moédszerek valamelyikét.

Az els6 lépés végrehajtasahoz mindegyik z; € @y, racsponthoz hozzarendeliink egy wy, ;(t) (ahol
t € [0,t*]) egyvaltozos fliggvényt, mégpedig tigy, hogy azok lehettleg kozel legyenek a (11.3.23)-
(11.3.25) feladat pontos megoldasanak ezen racspontbeli értékéhez, vagyis az u(x;, t) fiiggvényhez.
Mivel a (11.3.23)-(11.3.25) feladat az « = x; pontban a

ﬁu(xi, t) . azu(xi, t)

o or— = f(ant), =12 Ny~ 1, t€(0.1] (11.3.72)
illetve az
u(zi, 0) = po(zi), (11.3.73)
és az
U(O,t) = :U’l(t)a u(lat) = #Q(t)a te (Ovt*] (11374)
egyenlGségeket jelenti, ezért a csomoépontokhoz tartozéd ismeretlen uy(t) (i = 0,1,2,...,N;)

fliggvényeket gy hatarozzuk meg, hogy azokra teljesiiljenek az aldbbi egyenletek:

_ upit(t) = 2up(t) 4 upi-1(?)

uy, 4(t) 2 = fni(t), i=1,2,...,N,, t € (0,t"] (11.3.75)
un,i(0) = po(i), (11.3.76)
uh’o(t) = ,ul(t), Uk, N, (t) = ug(t), te (O,t*], (11377)

ahol fp,i(t) = f(xs,1).

11.3.16. megjegyzés. A (11.3.75) egyenlet felirasanal a térvaltozo szerinti masodik derivalt

szokasos
0w L w(@ig1,t) = 2w(wi, ) + w(wi—1, 1)
gz (@it) = h2

(11.3.78)

Bevezetve a Q = tridiag[—1,2, —1] € RW==DxWNa=1) 5el5lest, ekkor az uy, ;(t) koordinatafiigg-
vényekkel rendelkezd, ismeretlen uy, : [0,*] — RM=~1 fiiggvényre - a (11.3.75)-(11.3.77) &ssze-
fliggések alapjan - a kovetkezd els6rendii, kozonséges differencidlegyenlet Cauchy-feladata irhato
fel:

), (t) + (;Q> wu(t) = £u(1), e (0,17], (11.3.79)
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u,(0) = po, (11.3.80)
ahol

£.(t) =[(fra(t) + 11 () s frz(t), - frn,—2(t), (Frn,—1(E) + pa(t)]

(11.3.81)
1o =lpo(@1), po(w2), s po(an,—1)] "
A masodik lépés végrehajtasahoz numerikusan megoldjuk a (11.3.79)-(11.3.80) rendszer Cauchy-
feladatat az W, racshalon. Ehhez valaszthatjuk a 9. fejezet barmely modszerét. Legyen yp, - (x4, tn)
a megoldas i-edik koordinatafiiggvényének kozelitése a t = t,, racspontban. Igy megkonstrualtunk
egy Yn,r € F(wp, ) racstiggvényt, amelyrdl be kell ldtni, hogy h és T nulldhoz tartdsa esetén kon-
vergél a pontos megoldashoz, illetve a konvergencia rendjét is meg kell hataroznunk.
A tovabbiakban tekintsiink két példat.

11.3.17. példa. Valasszuk az explicit Euler-modszert a (11.3.79)-(11.3.80) rendszer Cauchy-
feladatat megoldé numerikus moédszernek.Ebben az esetben a numerikus megoldast az

yr—yp ! 1
th “h 4 <h2Q> yrt=£f"" i=12... ,N,—1,n=1,2,...,N;,  (11.3.82)

T

Yo = o (11.3.83)
feladat megoldasaval nyerjiik, ahol f”h_1 =5, (tn-1) és

YZ :[yh,T('rlv tn)a yh,T(IQa tn)a ey yh,T(me—la tn)]T

Konnyen lathato, hogy az igy definialt yp, , € F(w), ) racsfiiggvény megegyezik a (11.3.34)
és (11.3.35) képletekkel definialt (11.3.29) egyenlet y, - € F(w),) megoldéasaibol allo racsfiigg-
vénysorozattal. Tehéat a Cauchy-feladat numerikus megoldasanak ezen megvalasztasa mellett
a korabbi explicit médszeriinket kapjuk. o

11.3.18. példa. Valasszuk az implicit Euler-modszert a (11.3.79)-(11.3.80) rendszer Cauchy-
feladatat megoldé numerikus moédszernek. Ebben az esetben a numerikus megoldast a korabbi
jeloléseink mellett az

—1
yn _yn 1 n
h% + <Q> yr=1f, n=12..., N, (11.3.84)

Yo = o (11.3.85)

feladat megoldasaval nyerjiik. Kénnyen lathato, hogy az igy definialt y;, , € F(wy, ;) racsfiigg-
vény megegyezik a (11.3.59) és (11.3.58) képletekkel definilt (11.3.29) egyenlet y, » € F(@y,)
megoldasaibol all6 racsfiiggvénysorozattal. Tehat a Cauchy-feladat numerikus megoldasanak
ezen megvalasztasa mellett a kordbbi implicit moédszeriinket kapjuk. ¢

A fenti példak alapjan természetes, hogy a tovabbiakban egy olyan moédszert vizsgalunk meg,
amelyet a 9.. fejezetben az explicit és implicit Euler-mddszerek altaldnositasaként nyertiink: ez
a @-modszer volt. Tekintsiik tehat a (11.3.23)-(11.3.25) feladat numerikus megoldasara azt a
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numerikus modszert, amelyet a (11.3.79)-(11.3.80) feladat #-modszerrel valé megoldasaval nye-
riink, azaz amikor az yy , € F(@), ) numerikus megoldast jelents racsfiiggvényt az elére rogzitett
6 € [0, 1] melletti

Yri=Yhl L (1=0.\ 0 n
A ( - Q) il g (h?Q v = £ n=12.. N, (11.3.86)
0 = g (11.3.87)

feladat megoldasaval kapjuk, ahol f"h"g = £},(tn—1 + 07). (Nyilvanvaléan 6 = 0 és 6 = 1 esetén a
korabban vizsgalt sémainkat kapjuk.)

Célunk a fenti modszer racsegyenletként valé megfogalmazasa. Ehhez definidljunk egy ajabb
racsoperatort. Legyen Ly, , olyan, amely egy wy, » racsfiiggvényhez egy olyan racsfiiggvényt rendel
hozz4, amelynek értéke az (z;,t,) € Wy, pontban a kovetkezd:

w? —w ! wit = 2w +wi wis — 20+ wi !
! . L - h; = —(1-6)— }22 =, ha (z,t,) € whr;
wy, ha (zi,tn) € Yh,r-

(11.3.88)
A korabbi speciélis esetekhez hasonloan a (11.3.88) operator invertalhatosaga (és igy a meg-
felel6 numerikus séma realizalhatosaga) is kozvetleniil vizsgalhato.
Legyen tovabba a jobb oldali racsfiiggvény a kovetkezd:

b f?,(g) ha (xwtn) € Wh,T3
h,'r(xiatn) - n
wuh ha (z;,tn) € Y,

Ezen jelolésekkel a (11.3.86)-(11.3.87) feladat felirhato a (11.3.29) alaka operatoregyenletként.
A tovabbiakban ezzel a feladattal foglalkozunk.

(11.3.89)

11.3.19. tétel.
A (11.3.88) operatoru (11.3.29) feladatnak a

T 1
_ < - 11.3.
=2 =21-0 (11.3.90)

feltétel teljesiilése mellett 1étezik egyértelmi megoldasa.

Bizonyitas. A 11.3.4. megjegyzésnek megfelelGen a (11.3.29) feladat egy (11.3.36) alaki linearis
algebrai egyenletrendszert jelent. Irjuk ki az egyes racspontokhoz tartozé egyenleteket!

o Felhasznalva az operator (11.3.88) alakjat, az (z;,t,) € wp, - belsd racspontokban (11.3.36)
a kovetkez6 egyenletet jelenti:

12\ . 6 ., 6,
Stz )Y T Yo T Yt

11.3.91
1 2(170) n—1 1-40 n—1 1-40 n—1 n,0 ( )
_t Y. —_ Y { — —5Y, :f,’_
T h2 7 h2 i—1 h2 i+1 i
o Az (24,t,) € ynr perempontokban (11.3.36) a kovetkezst jelenti:
it = i (11.3.92)
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Ezért az Ly, matrix f6atlojaban pozitiv elemek, mig azon kiviil (a (11.3.90) feltételt figye-
lembevéve) nempozitiv elemek allnak.

Tekintsiik ismét a g = 14+ih(l—ih) (i =0,1,...,Ny;n =0,1,..., Ny) vektort! Nyilvanvalan
gl > 1, és i =0 illetve i = N, esetén g = 1. Hatarozzuk meg az Lj, ;g vektort! A perempon-
tokhoz tartozé koordinatéi nyilvan g?'. Mivel a g vektor koordinatdi az n indextdl fiiggetlenek,
ezért a belsé pontokhoz tartozé koordinédtékras:

0
72 (_g?:ll +2g77 " - g?@l) =2,

n 1 n n— 0
(Lnrg); = — (g —&i ') + 7’
T e—_———

7 (—g?fl +2g; — g?ﬂ) +

=0
(11.3.93)
mivel, mint ismeretes, fg?__ll + Qg?_l — g?_‘__ll = 2h2.
Tehat Ly, -g > 0. Ezért Ly, » M-métrix, ami az allitasunkat bizonyitja.

11.3.20. kovetkezmény. A szokisos modon ismét becslés adhatd a (11.3.88) operatornak meg-
feleltetett Lj , méatrix inverzének maximumnormajara:

gl

Lt <
1L, oo < min,,, (Lyg)"

Az el6z8ekben megmutattuk, hogy min,; ,(Lyg)? = 1. Mésrészt a szamtani-mértani kozepek
kozotti Osszefiiggeés alapjan th(l — ih) < 1?/4, azaz |gnllco < (1> + 4)/4. Ezért tehat az Ly, ,
regularis métrix inverzére érvényes az

2
Lyt < 212

(11.3.94)

becslés. ¢

11.3.21. megjegyzés. A (11.3.90) feltétel jobb oldalat & = 1 esetén szokédsosan oo értékként
értelmezziik, azaz ebben az esetben nincs feltétel ¢ megvélasztasara. (Ezt mar kordbban is megmu-
tattuk, lasd a 11.3.11. tételt.) A 6 € [0, 1) esetén van korlatozo feltétel. Ugyanakkor megjegyezziik,
hogy a 11.3.19. tételben (11.3.90) elégséges feltétel, tehat sziikségességérsl nem szol az allitas. o

A tovabbiakban attériink a modszer konvergencidjanak vizsgalatara. ElGszor a modszer kon-
zisztencidjat vizsgaljuk.

11.3.22. tétel.

A (11.3.90) feltétel teljesiilése esetén a (11.3.88) operatoru és (11.3.89) jobb oldala (11.3.29)
egyenlettel definialt modszer a maximumnormaban konzisztens, és rendje

e O(t+h?),ha6+#0.5,

e O(12+h?), ha 6 =0.5.

Bizonyitas. A definici6 alapjan a lokalis approximaciés hiba
\Ijh,T(xi; tn) = bh,T(:L'iytn) - (Lh,TPh,‘ru)(xia tn) = (bh,T - (Lh,ruh,f)) (mzytn)

Mivel az (z;,t,) € Yn,» perempontokban Uy, -(z;,t,) = 0, ezért elegendd a lokalis approximacios
hibat csak az (z;,t,) € wp,r belsd racspontokban vizsgalnunk. Vezessiik be a th = tp_1+ 071
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jelolést. Ekkor nyilvanval6an
thoy =t — 01, t, =t +(1—0)r. (11.3.95)
A jobb oldali racsfiiggvény (11.3.89) definicoja kovetkeztében ekkor
U o (@i tn) = f(@i,t5,) = (Lizuns) (@i, ). (11.3.96)
Felirva a (11.3.23) egyenletet a t = t? pontban, az

Ou(w;,t9) B 0u(w;,19)

0y —
flaith) = —5 523 (11.3.97)
Osszefiiggeést kapjuk. Masrészt az up, (4, t,) = ul jeloléssel a (11.3.88) alapjan
n_ -l ul , —2ul + ul
(Lhﬁuh,r)(xh tn) e — 0= hZZ -
T (11.3.98)
—(1— )i 2ui Fuy

h2

A (11.3.97) és a (11.3.98) Osszefiiggések alapjan tehat a (11.3.96) lokélis approximécios hiba
felirhato
Uhr (@i tn) = W1+ ¥y (11.3.99)

alakban, ahol
ou(x;, t0)  ulw,t,) — u(wi tn_1)

U, = — 11.3.100
! ot T ’ ( )
) — oulz: o
\112 _ gu(ml+1’tn) u(:;;» tn) + U(.’L‘l 1;tn) +
11.3.101
(1- Q)U(%H,tn—l) = 2u(@i,tp1) Fu(@io1,tno)  OPulw, 1)) ( )
h? Ox?
Felhasznélva a (11.3.95) Gsszefliggést,
u(x;, th
(e, 1) =ulai, 1+ (L= 07) = (e, 1) + (1 - 0)r 20 0) | o(r2)
, t (11.3.102)
0 0 Ou(z;, ty,) 2
w(@, tn_1) =ulx;, ty, — 07) = u(xy, t;,) — GTT +O(17).
Ezért a (11.3.100) és a (11.3.102) Gsszefliggések alapjan
T, = O(72). (11.3.103)

Maésrészt a szokasos Taylor-sorba fejtéssel

’U,({I?Z + h,tnfl) — 2U(1’i7tn,1) + ’Uz(l'z — h, tnfl) 8211,(1'1'715“,1)

_ 2
h? a 0x2 +O(r7),
u(w; + h,ty) — 2u(@i, tn) + u(a; — hoty)  %ula,ty) 9
h? = o O(R°)-
Ezért
aQU(l'i,tn_l) 82u(xi,tn) 2
Wy = 0= 5 o (1= 0) =i+ O(R). (11.3.104)
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Felhasznalva a (11.3.95) Osszefiiggést, ismét sorbafejtéssel a

O?u(wi,ty,_1) B 0?u(x;, t0 — 07) B 0?u(z;, %) Bu(xi, t9)

_ 2
R B
(11.3.105)
Pu(zty)  0Pulwi, tf + (1—0)1)  0%u(wi,th) Pu(z;,t9) 9
Ox? N Ox? N Ox? +(1- H)TW +0()

Osszefiiggéseket kapjuk. Behelyettesitve (11.3.105) kifejezéseket a (11.3.104) Osszefiiggésbe,

Pu(z;, t9)

Wy = (=077 + (1= 0)*r)) =55

+0(7?) + O(h?),

azaz
Bu(xi, t9)
Otdx?

A (11.3.99) jelolés figyelembevételével ekkor a (11.3.103) és a (11.3.106) képletek a tétel allitasat
bizonyitjak. W

Wy = (1—-20)7 +O(T* + h?). (11.3.106)

11.3.23. tétel.

A (11.3.90) feltétel teljesiilése esetén a (11.3.88) operatora és (11.3.89) jobb oldala, (11.3.29)
egyenlettel definialt modszer a maximumnorméaban konvergal a (11.3.28) feladat elegendGen
sima megoldaséhoz, és rendje

e O(t+h?),ha6+#0.5,
e O(72+h?%),ha 6 =0.5.

Bizonyitas. Mivel a (11.3.28) feladat korrekt kitiizést (lasd a 11.3.1. szakaszt), a maximum-
norméban konzisztens (lasd a 11.3.22. tételt) és stabil (lasd a 11.3.20. kovetkezményt), ezért
allitasunk kozvetleniil kovetkezik a 11.2.8. tételiinkbdl. M.

Vizsgéljuk meg a modszer megoldasi algoritmuséat! Az egyszertibb targyalas kedvéért fel-
tessziik, hogy a (11.3.23)-(11.3.25) feladatban a peremfeltételek homogének, azaz p1(t) = ua(t) =
0. Megtartva ezen szakasz eddigi, valamint a 11.3.4. szakasz y® € RV=—1 b" ¢ RN==1 0. E; €
RWNe=1)x(Na=1) jelgléseit, illetve bevezetve a Dy, = Ej + 0¢Q és az Fj, = Ej, — (1 — 0)¢Q
RWe—1)x(Na=1)_beli tridiagonalis matrix jeloléseket, a (11.3.48) egyenletben a matrix ekkor az

D, 0 O ... O 0 0
-F, D, 0 ... 0 0 0
Ly, = el (11.3.107)
o o o .. -F, D, o
0 0 o0 .. 0 -F, D,

Ny szamu sorbol allo hipermatrix. A b" (n=1,2,...,Ny) (N, — 1) dimenzios vektorok alakja a
kovetkezs:

b! =16 + Fruy; b =76 n=23... N,. (11.3.108)
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Soronként kifrva a (11.3.48) egyenletet ekkor a kovetkezst kapjuk:

Dhyl :b17
. (11.3.109)
—Fry" "+ Dpy" =b", n=2,3,..., Ny,
amelynek atrendezésével a kovetkez6 megoldoé algoritmust kapjuk:
D,y'! =b',
ny (11.3.110)

D,y" =b" +Fy" ! n=23 ... N.

A (11.3.110) algoritmus 6 = 0 esetén explicit, az Osszes tObbi esetben viszont implicit moédszert
jelent. Ugyanakkor a Dj;, matrix specidlis struktirajanak kévetkeztében az idérétegenkénti line-
aris algebrai egyenletrendszer megoldéasara alkalmazhatjuk a korabban mar ismertetett specialis
Gauss-eliminaciot.

Befejezésiil vegyiik észre, hogy az ebben a szakaszban alkalmazott diszkretizaciés modszerek
rendje a kovetkezd:

e a térbeli diszkretizaci6 a szokdsos méasodrendt véges differencias kozelités volt, tehat O(h?)
pontossagu;

e az idgbeli diszkretizacié a 0-modszer volt, amelyrsl megmutattuk a 9. fejezetben, hogy
0 = 0.5 esetén masodrendii, egyébként elsGrendd.

Az Gsszetett modszer pontossaga tehat ezen rendek 6sszegébdl adodik. Igy magasabb rendti térbeli
illetve id6beli approximéciéval magasabb rendben konzisztens médszerek allithatok els. Ugyan-
akkor az ilyen modszerek stabilitdsa (ami a konvergencidhoz sziikséges) altalaban kérdéses, és ha
igaz is, tobbnyire nehéz megmutatni.

Az elméleti rész befejezéseként megjegyezziik, hogy terjedelmoi okok miatt nem foglalkozunk a
mésodrendi hiperbolikus feladatok numerikus megoldési modszereivel. Ezek vizsgélatai modszere
lényegében megegyezik a parabolikus feladatok modszerekkel, és igy az Olvasé néhany meglévs
szakirodalom tanulmanyozasaval (pl. [29, 23, 35]) 6nalloan is elvégezheti.

11.4. A parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldasa
MATLARB segitségével

Az el6z6 szakaszban megadtuk a Laplace-egyenlet és a hévezetési egyenlet véges differencias
megoldési modszerét. Ezek az algoritmusok a MATLAB programrendszer segitségével megvalo-
sithatok. Készithetiink 6nallo programokat, illetve alkalmazhatjuk a MATLAB programrendszer
sajat, mar elkészitett és beépitett programjat is. Ebben a szakaszban a két fenti feladatosztalyra
vonatkoz6 MATLAB programok ismertetésével foglalkozunk.

11.4.1. A Poisson-egyenlet megoldasa elsé (Dirichlet-féle) peremfeltétellel

Tekintsiik a
PPulz,y)  Oulz,y) _
Ox? oy
egyenletet az inhomogén (elsd, avagy Dirichlet-féle) peremfeltétellel az egységnégyzeten. Nume-
rikus megoldasként a véges differencidk 11.2.5. szakaszban ismertetett algorimusat alkalmazzuk.

flz,y) (11.4.1)

Egy ekvidisztans racshalot generalunk, és mindegyik irdnyban ugyanannyi osztaspontot jeld-
liink ki.
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Az elkészitett POISSON11.M m-fijl egyetlen bemend paramétere n, amely az irdnyonkénti
osztasrészek szama. Ugyancsak egyetlen kimend paramétere van, az uapprox vektor, amely a
numerikus kozelitést tartalmazza.

A programban beliil a Poisson-egyenletre definialjuk az f jobb oldali fliggvényt, illetve a perem-
feltételeket leird ux0,uxl, uly, uly fliggvényeket, amelyek rendre az y = 0, y = 1, x = 0 és az
x = 1 oldalakon megadott peremfeltételeket jelentik.

A rutin a kovetkezds:

function[uapprox| = poissonll(n)

% a Poisson egyenlet megoldéasa egységnégyzeten

% inhomogén els6 peremfeltétellel

h

% n: az egyetlen bemend adat, az egységnégyzet osztasrészeinek szama
% (mindkét irdnyban ugyanannyi)

% uapprox: az egyetlen kimend paraméter, a numerikus megoldas a
% racspontokban

h

% A feladatot definidlo fiiggvények: jobb oldal: f

% peremfeltételek a négyzet odalain:(ux0,ux1,u0y,uly)

% a pontos megoldas: u.

f = inline(’2? + y?');

ux0 = inline(’0’);

ux1 = inline(’0.5*z%’);

w0y — inline(’sin(pi*y)’); uly — inline(’exp(pi)*sin(pi*y) + 0.5*y*");
u = inline(’exp(pi*x)*sin(pi*y) + .5*(z?)*(y?)");

h

h=1/n;N = (n—1)%

A = sparse(N,N); % az A matrixot ritka matrixként kezeljitk

F = zeros(N,1);

% A tovabbiakban felépitjiik az A matrixot és az F jobb oldali vektort
/)

% A maétrix felépitése:

A = -4*sparse(eye(N,N));

for j=1:n-1,

for i=1:n-1,

k = (j-1)*(n-1)+is

ifj > 1, A(kk-(n-1)) = 1;

end;

if j < n-1, A(kk+(n-1)) = 1;
end;

ifi > 1, Akk-1) = 1;

end;

ifi < n-1, A(kk+1) =1;
end; end;end;

A= (1/(hx )*A;

/)

% F vektor felépitése:
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for j=1:n-1,

for i=1m-1, k = (j-1)*(n-1)+i;

xi = i*h; yj = j*h;

F(k) = f(xi,yj);

if j==1, F(k) = F(k) - (1/(h * h))*ux0(xi);
end;

if j==n-1, F(k) = F(k) - (1/(h * h))*ux1(xi);
end;

if i==1,

F(k) — F(K) - (1/(h b)) *u0y(5i);

end;

ifi-—n-1, F() — F(K) - (1/(h+ h))*uly());
end; end;end;

/)

% Az Ax = F egyenlet megoldasa

uapprox = A\F;

% A pontos megoldas kiszdmolasa

utrue = zeros(N,1);

for j=1:n-1,

for i=1:mn-1,

k= (1) (n-1) 4

xi = i*h; yj = j*h;

utrue(k) = u(xi,yj);

end; end;

display(’ls és a max. hiba’)

err2 — h*norm(utrue-uapprox),

errinf = norm(utrue-uapprox,’inf’)

% A pontos megoldas, a numerikus megoldas és a hiba kirajzolasa
ugrid = reshape(utrue,n-1,n-1);

figure(1) mesh([h:h:(n-1)*h]’,[h:h:(n-1)*h]’ugrid’)
title("A pontos megoldas’)

pause

apgrid = reshape(uapprox,n-1,n-1);
figure(12) mesh([h:h:(n-1)*h]’,[h:h:(n-1)*h]’,apgrid’)
title("A kozelité megoldas’)

pause

errgrid = reshape(utrue-uapprox,n-1,n-1);
figure(3)
mesh([h:h:(n-1)*h]’,[h:h:(n-1)*h]’ errgrid’)
title("Hibafiiggvény’)

A rutin a pontos megoldas ismeretében a pontos megoldést, a kozelité megoldast és a hibat
is kirajzolja. A véges differencias linearis algebrai egyenletrendszerben az egyiitthatématrixot
ritka méatrixként taroljuk, és a rendszert a MATLAB beépitett (és altalaban optimélis) A\F
utasitasaval oldjuk meg.

Megjegyezziik, hogy a fenti programban a pontos megoldas az u(x,y) = exp(nx)sin(my) +
0.522y2 fiiggvény. Mas feladatok esetén a programban a megfelels fiiggvénydefiniciokat értelem-
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szertien meg kell valtoztatnunk. Ha olyan feladatot oldunk meg, ahol a’priori nem ismerjiik a
megoldast, akkor a programboél a megfelel§ modulrészek (a pontos megoldés és a hibafiiggvény
abrazolasa illetve kiszdmolasa) kihagyasra keriil.

A pontos megoldas

11.4.1. &bra. A Poisson-egyenlet u(z,y) = exp(nz)sin(ry) + 0.522y? megoldasa az egységnégy-
zeten.

A programban szerepl§ fiiggvényekkel végeztiink néhany numerikus kisérletet. A pontos meg-
oldas a 11.4.1. 4bran lathato.?

Kiilonbo6zo felosztasokra nézziik meg a hibédkat!

Az n =5 esetre a numerikus megoldést és a hibafiiggvényt a 11.4.2. 4bra mutatja. Az n = 10
és n = 20 eseteket a 11.4.3. és a 11.4.4. 4brak mutatjak.

Az n = 80 megvalasztas esetén, mint a 11.4.5. 4bran is lathatd, a numerikus megoldas gyakor-
latilag megegyezik a pontos megoldassal.

A 11.4.1. tablazatban Osszefoglaltuk a szamitésainkat, megadva a felez6ds diszkretizacios
lépéskozok melletti maximumhibakat és a konvergenciarendet. (Mivel n értékét minden lépés-
ben megkétszereztiik, ezért a hibanak negyedére kell csokkennie.) Mint az a harmadik sorbol
kiolvashaté, a gyakorlatiban a hibak hanyadosa ezzel lényegében megegyezik.

A moédszer MATLAB realizdlasa soran keletkezett szamitasi hibat jol jellemzi a kiévetkezd
példa. Legyen a Poisson-feladat megoldasa az u(x,y) = = + y linearis fliggvény. (Ekkor a prog-
ramban értelemszerten f = 0, uz0 = z, uxl = x+1, u0y = y és uly = y+1.) Ebben az esetben a
modszer lokalis approximacios hibaja nulla. (Ugyanis a (11.2.52) szerinti Wy (x5, y;) kifejezésében
a h2-es vezets tag egyiitthatoja My/6, és a mi esetiinkben My = 0. Mivel minden magasabb
rendd derivalt is elttinik, ezért erre a példara a véges differencias approximécié pontos.)

A fenti linearis fiiggvénnyel végeztiink néhény numerikus kisérletet. A pontos megoldéas a 11.4.6.
abran lathato.

9Mivel a megoldast a peremen ismerjiik, és ott a hibafliggvény nulla, ezért a tovabbiakban tbbnyire csak a
megoldasi tartomany belsejében abrazoljuk a hibat illetve a megoldasfiiggvényt.
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Akbzelits megoldas Hibafiiggvény

02 02

11.4.2. dbra. A numerikus megoldas és hibafiiggvénye n = 5 esetén.

Akbzelits megoldas Hibafiggvény

11.4.3. 4bra. A numerikus megoldas és hibafliggvénye n = 10 esetén.

A kbzelits megoldas Hibafiggveny

11.4.4. dbra. A numerikus megoldas és hibafliggvénye n = 20 esetén.
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A kpzelitd megoldds

R -

11.4.5. bra. A numerikus megoldés

Hibafiggvény

Ji
g T
g
TR
R
Ay

és hibafiiggvénye n = 80 esetén.

n ) 10 20 40 80
en 2.3747e — 001 | 6.6841e — 002 | 1.6826e — 002 | 4.2139e — 003 | 1.0539e — 003
hanyados 2.8147e — 001 | 2.5173e — 001 | 2.5044e — 001 | 2.5011e — 001

11.4.1. tablazat. A Poisson-feladat véges differencias megolddsanak hibaja a maximumnorméban

és a hibak hényadosa.

A pontos megoldas

11.4.6. abra. A Poisson-egyenlet u(z,y) = x + y megoldasa az egységnégyzeten.

A tovabbiakban a kiilonb6z6 felosztasokra nézziik meg a hibakat!
Az n =5 esetre a numerikus megoldést és a hibafliggvényt a 11.4.7. 4bra mutatja.
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A kdzelitd megoldas Hibaftiggveny

16

x 107

-2 =+ N oW A g o

02 o2 02 o2

11.4.7. dbra. A numerikus megoldés és hibafiiggvénye n = 5 esetén.

n 5 20 40 80 100
en || 4.4409e — 016 | 4.4409e — 016 | 6.6613e — 016 | 2.2204e — 015 | 1.8874e — 015

11.4.2. tablazat. A Poisson-feladat véges differencias megoldasanak hibaja a maximumnorméban
az u(z,y) = x + y megoldasu tesztfeladatra.

A hibafiiggvény nagysagabol (10716) lathato, hogy mar ilyen, viszonylag durva felosztas ese-
tén is a numerikus megoldés gyakorlatilag megegyezik a pontos megoldassal, és hiba csak a gépi
szamitasok miatt keletkezik. Ezért a racshalo finomitasaval nem varhato az eredmények tovabbi
javulésa, s6t, a miveletek szdmanak novekedése miatt, azok romlasa varhato. A 11.4.2. tabla-
zatban GsszegyUjtottiik a kiilonbozs 1épésk6zokhoz tartozé6 maximumnorma-beli hibakat, és az
eredmények alatamasztjak ezt az elvarasunkat. (Ertelemszertien a hibahanyadost nem szerepel-
tetjiik a tablazatban.)

11.4.2. A hévezetési egyenlet megoldasa véges differenciak modszerével

A hévezetési egyenletre viszonylag konnyen onélldan is elkészithetiink MATLAB progamot. A
tovabbiakban megadjuk az explicit méddszert realizdl6 HEATEXP.M nevii m-fajlt. Ez a program a

u(z,t) 0%u(x,t)
ot Ox?

=0, (z,t) € (0,endx) x (0,endt) (11.4.2)
egyenletet oldja meg az

u(xz,0) =init(x), z € (0,endz); u(0,t) =0bdry(l), wu(endx,t) =bdry(2), t € |[0,endt]
(11.4.3)
kiegészitG feltételekkel.
Mindkét irdnyban egy-egy ekvidisztans racshéalot generalunk, és ezen a racshalon a (11.3.56)
séma segitségével hatarozzuk meg a véges differencias kozelitéseket.

Az elkészitett m-fajl bemend paraméterei a kovetkezok:

e endx: a térbeli egydimenzios tartoméany megadéséara szolgél, a térbeli valtozo a [0, endx]
intervallumon véltozik.
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e endt: az idgbeli tartoméany megadésara szolgal, az id6beli valtozo a [0, endt] intervallumon
valtozik.

e Nzx: a diszkretizacod sorén a térbeli osztasrészek szama;

e ¢: a (11.3.37) képletben definialt 7/h? hanyados. (Emlékeztet6iil: a konvergencia feltétele a
q < 0.5 feltétel volt, lasd a 11.3.5. tételt.)

A kezdeti feltételt a programon beliil az init fiiggvénnyel definidljuk. A peremfeltételt a kétdi-
menzios bdry vektorral, ugyancsak a programon beliil definialjuk. (A két térbeli végpontban elss
peremfeltétel adott: u(z(1),t) = bdry(1), u(z(end),t) = bdry(2).)
A program kimend paramétere a numerikus megoldast jelentd wu.

A rutin a kovetkezd:

function u = heatexp(endx, endt, Nx,q)

h

% Az egydimenzios hévezetési feladatot oldjuk meg

% A program bemené adatai:

% endx: a térbeli valtozo [0,endx]intervallumon valtozik

% endt: az idévaltozo [0,endt]intervallumon valtozik

% Nx: a térbeli osztasrészek szama

% q: az idGbeli és a térbeli diszkretizacids 1épéskoz négyzetének hamyadosa

% (stabilitasi feltétel: ¢ < 0.5)

% A két térbeli végpontban els6 peremfeltétel adott: u(x(1), t) = bdry(1), u(x(end), t) =
bdry(2).

% A kezdeti fliggvényt az init fiiggvényben definidljuk

h

x= linspace(0, endx, Nx);

dx = (endx/Nx) % a lépéskozok definidlasa

dt=(q*dx*dx)

h

Nt=fix(endt/dt) t = linspace(0, endt, Nt); s = dt/(dx * dx)

% ellendrizziik a szabilitasi feltételt

if s >0.5

Yinstabilitas!’

pause

end

h

init = sin(x); % a kezdeti és a peremfeltétel

bdry=[0 0];

h
J = length(t); N = length(x); u = zeros(N,J); u(:, 1) = init; for n = 1:J-1
u(2:N-1,n+1) = s*(u(3:N,n) + u(1:N-2,n)) + (1 - 2¥s)*u(2:N-1, n);
u(l, n+1) = bdry(1);

u(N, n+1) = bdry(2);

end

% az eredmények abrazolasa

apprgrid = reshape(u,N,J);
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383

figure(1) mesh([dx:dx:(N)*dx]’,[dt:dt:(J)*dt]’ ,apprgrid’)
title(’a numerikus megoldasfiiggvény’)

pause

% ha ismerjiik a pontos megoldast, ide irjuk be!
upontos=zeros(N,J); for i=1:N

for n=1:J

upontos(i,n)=exp(-t(n))*sin(x(i));

end

end

% hibamatrix=upontos-apprgrid;

figure(3)
mesh([dx:dx:(N)*dx]’,[dt:dt:(T)*dt]’,hibamatrix’)
title("hibafliggvény’)

A programban szerepl§ fliggvényekkel végeztiink néhany numerikus kisérletet. A pontos meg-

oldas a 11.4.8. abran lathato.

a pontos megoldasfigguény

08 -

11.4.8. 4dbra. A hévezetési egyenlet u(z,t) = e~ sinz megoldasa a (0, 7) x (0,2) tartoméanyon.

Kiilonbozs felosztasokra nézziik meg a hibakat! Legyen mindvégig ¢ = 0.4!

Az Nz = 5 esetre a numerikus megoldast és a hibafiiggvényt a 11.4.9. dbra mutatja. Az

Nz =50 és az Nz = 100 eseteket a 11.4.10. és 11.4.11. abrak mutatjak.

A 11.4.3. tablazatban Osszefoglaltuk a szamitésainkat, megadva a csokkend diszkretizacos

lépéskozok melletti maximumhibakat.

Vizsgéljuk meg, mit jelent ugyanezen tesztfeladatra a g < 0.5 stabilitési feltétel megsértése!
Legyen mindvégig Nax = 50. A g = 0.5 megvalasztis esetén jo kozelitést kapunk, lasd a 11.4.12.
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a numerikus megoldasfaggvény hibaflggvény

11.4.9. dbra. A numerikus megoldas és hibafiiggvénye Nx = 5 esetén.

a numerikus megoldasfiggvény hibafuggvény

0.015 .
0.01

0.005 -

11.4.10. dbra. A numerikus megoldés és hibafiiggvénye Nx = 50 esetén.

a numerikus megoldasfuggveény hibaflggveny

11.4.11. dbra. A numerikus megoldas és hibafiiggvénye Na = 100 esetén.
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[Nzl e ]
10 || 6.9396e — 002
25 || 2.8868e — 002
50 || 1.4592e — 002
100 || 7.3599¢e — 003
150 || 4.8875e — 003
200 || 3.6761e — 003
250 || 2.9340e — 003
300 || 2.4490e — 003
350 || 2.1014e — 003
400 || 1.8355e — 003

11.4.3. tablazat. A hévezetési feladat véges differencids megoldésanak hibdja a maximumnorma-
ban.

a numerikus megoldasfuggvény hibafuggvény

14 - - 0015,

11.4.12. abra. A numerikus megoldés és hibafiiggvénye ¢ = 0.5 esetén.

abrat). Azonban g nagyobb értékei mellett az eredmények hasznalhatatlanok! A ¢ = 0.51 meg-
valasztés esetén még ugyan korlatos marad a numerikus megoldas (lasd a 11.4.13. abrat), de
q = 0.52 esetén mar gyakorlatilag felrobban a rendszer (lasd a 11.4.14. abrat).

A 11.4.4. tablazatban Osszefoglaltuk Na = 50 mellett a kritikus ¢ = 0.5 értékhez kozeli
megvalasztasokhoz tartozé maximumhibéakat.

Megjegyezziik, hogy ¢ = 0.51 esetén a hiba még elfogadhatonak latszik. Ezért azt gondol-
hatnank, hogy ez a megvalasztas is megengedhets. Az ezen esethez tartozo abrat nézve (11.4.13.
abra) azt latjuk, hogy a numerikus megoldés az idGintervallum végén (¢ = 2 koriil) kezd elromlani.
Tehat elképzelhets, hogy az idGintervallum novelésével tovabb romlik a megoldas. Ezért oldjuk
meg a feladatot ugyanezen numerikus modszerrel (Nx = 50 és ¢ = 0.51) a [0, 5] id6Sintervallumon,
azaz legyen most endt = 2 helyett endt = 5! Sejtésiink beigazolodik: ahogy az a 11.4.15. 4bran is
lathato, a hiba gyakorlatilag nem marad korlatos.

Befejezésiil néhany sz6 a MATLAB programrendszer sajat megoldo programjarél. A legélta-
lanosabb a PDEPE.M nevi program. Ez a program numerikusan megoldja a

Ou Ou _mOu [ Ou Ou
c (x,t,u, (%c) %= o (m f(z,t,u, 8x)) +s (x,t,u, 896) (11.4.4)
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a numerikus megoldasfoggveény hibafaggveny

11.4.13. abra. A numerikus megoldas és hibafiiggvénye ¢ = 0.51 esetén.

a numerikus megoldésﬂ]ggveny hibafaggvény
x0T ) x10” i ; A
R ,:»snﬁlk\iﬁﬂl‘,l!.llilitilier\[‘ o ol e | 1 "}irt:'lEl".lﬁ.“{“.‘.\l‘lﬂw“"* e
0.5l G e B a5l
0 . ! - 0
05+ Mg o = Mg
] S : . & R R
-1.5 -1.5
2 it 2
e~

11.4.14. dbra. A numerikus megoldas és hibafiiggvénye ¢ = 0.52 esetén.

La [ e [
0.48 || L4595 — 002
0.49 || 1.4428¢ — 002
0.50 || 1.4668¢ — 002
0.51 || 2.1019¢ — 002
0.52 || 1.1172¢ + 015
0.53 || 1.1020¢ + 029
0.54 || 2.3063¢ + 042
0.55 || 4.1650¢ + 054
0.56 || 4.7364¢ + 066
0.57 || 4.9813¢ + 077

11.4.4. tablazat. A hovezetési feladat véges differencias megoldasanak hibéja ¢ fliggvényében,
rogzitett Nz = 50 esetén.
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a numerikus megoldasfuggveény

x10

1 Mmm [Uillllllmph.

11.4.15. &dbra. A hdvezetési feladat véges differencids megoldasa a (0,7) x (0,5) tartoméanyon
q = 0.51 és Nz = 50 paraméterek esetén.

egyenletet, ahol ¢, f, s adott fliggvények. A rutin meghivasa a
PDEPE(m,pdefun,icfun,bcfun,xmesh,tspan)
utasitéssal lehetséges, ahol az egyes bemend paraméterek a kdvetkezsk.

e m a feladat térbeli tartoményanak szimmetriajat jellemz paraméter.

pde fun: a parcialis differencidlegyenletben szerepls fiiggvények megadasara szolgal.

icfun: a kezdeti feltételt leird fiiggvény.

befun: a peremfeltételeket leird fliggvény.

e zmesh: megadjuk a térbeli valtozo szerinti racspontokat az [0, 21, ..., xn] vektor segitségé-
vel.

o tspan: megadjuk az idébeli valtozo szerinti racspontokat a [t0,t1, ..., t f] vektor segitségével.

(Az xmesh és tspan vektorok minimélis mérete 3.) A program alkalmazisanak részletei meg-
tanulhatok a MATLAB "help" funkci6janak felhasznalasaval, tovabba szamos méas konyvbdl. A
MATLAB néhany kidolgozott és a "help" funkci6jaban a forraskodjat is ismertet6 programmal
rendelkezik (PDEX1,PDEX2,PDEX3,PDEX4,PDEX5). Az érdeklddoknek javasoljuk ezek tanulmé-
nyozasit és megismerését.

Javasoljuk a tovabbi MATLAB programokkal megismerkedni szandékozoknak a kovetkezs
linkeket:
http://www.math.umd.edu/undergraduate/schol/matlab/pde.html,
http://people.sc.fsu.edu/” jburkardt/f_src/fdld_heat_implicit/fdld_heat_implicit.html
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Megjegyezziik, hogy mas tipust feltételek is megadhatok a feladat kiegészits feltételeként.
Ilyenek az un. periodikus feltételek. Fzek nagy gyakorlati jelentGséggel rendelkeznek, ezért vizs-
galatuk fontos. Az ilyen feltételek melletti hévezetési egyenletet megoldo MATLAB programok,
kidolgozott példakkal megtalalhatok az alabbi linken:
http://www.math.toronto.edu/mpugh/Teaching/SamplePrograms/heat.html

11.5. Feladatok

Parcialis differencidlegyenletek

11.5.1. feladat. Hatarozzuk meg, hogy R? egyes részein milyen tipust az alabbi egyenlet:

x32U(z, y) N y82U(3:, )

Ox2 Oy? =0

11.5.2. feladat. Hatarozzuk meg, hogy a folytonos a,b és ¢ egyiitthatofiiggvények milyen tu-
lajdonsagai mellett lesz elliptikus, parabolikus és hiperbolikus tipusi az aldbbi egyenlet:
0*u(z, y)
0y?

O*u(z,y)

0%u(z,
oz, ) (z,y) o

0x2 =0

+ 2b(z,y) + c(z,y)

11.5.3. feladat. Folytonos a,b és c fiiggvények esetén érintkezhet-e egymassal az elliptikus és
hiperbolikus tipust pontok R2-bel halmaza az

0*u(z, y) u(z,y) *u(z,y)

(Lou)(w,y) = a(w, y)w + 25(337?/)87% + 0(337?/)871/2 (11.5.1)
operatorra?
11.5.4. feladat. Hatarozzuk meg a

0u(z,t) B 0?u(z,t)

22 922 =0, z€R, t>0

egyenlet megoldasat az
u(2,0) = ¢(z), €R
Ju(zx,0)

ot

=¢Y(x), veR

kiegészit$ feltételek mellett!
(Utmutatas: a £ = x+t, ¥ = x—t 14j valtozok bevezetésével transzformaljuk at az egyenletiinket!)

11.5.5. feladat. Mutassuk meg, hogy a

*u(z,y) N O*u(z,y)

=0. z€eR, y>0

Ox? Oy?
egyenlet
u(z,0) =0, z€R
0
u(z,0) =0, z€R
ot
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feltételek megadasa esetén instabil feladat!
(Utmutatéas: Hasznaljuk fel, hogy tetszéleges n € N esetén az

up(z,y) n Oup(x,y)
Ox? Oy

=0. z€eR, y>0,

un(x,0) =0, z€R

Ouy, (z,0) 1
— = — R
7 cos(nx) x €

L cos(nx) sinh(ny) fiiggvény!)

feladat megoldasa az un(v,y) = -

11.5.6. feladat. Oldjuk meg a valtozok szétvilasztdsanak modszerével a hivezetési egyenletet

0u(0,t)

a u(x,0) = ug(x) kezdeti feltétel és a = u(l,t) = 0 peremfeltétel esetén.

11.5.7. feladat. Trjuk fel az (z,y,z) valtozokra a Laplace-egyenletet R3-ban! Allitsuk els a
homogén, elsé peremfeltételd feladat megoldaséat a valtozok szétvilasztasdnak modszerével.

11.5.8. feladat. Bizonyitsuk be a maximumelvet a Laplace-egyenletre R?-ben!

11.5.9. feladat. Bizonyitsuk be a maximumelvet a hGvezetési egyenletre!

Elliptikus feladatok numerikus megoldasa véges differenciakkal

11.5.10. feladat. Tekintsiik az egységnégyzeten a

Pulr.y) | Oulr.y)
Oz Oy?

= ey(:v2 +2)

egyenletet az u(x,0) = 22, u(z,1) = ex?, u(0,y) = 0, u(l,y) = e peremfeltétellel. Irjuk fel

mindkét irdnyban N, = N, = 3 osztasrészt vesziink! Oldjuk meg a rendszert és hasonlitsuk dssze
a numerikus megoldést az u(z,y) = 2%e¥ pontos megoldéssal.

11.5.11. feladat. Tekintsiik az eléz6 feladatot a

ou(z,0)

o = 2w u(w 1) =ea?, u(0,y) =0, u(l,y) = ¢’

egyenletrendszert, amikor mindkét irdnyban N, = N, = 3 osztasrészt vesziink! Oldjuk meg a
rendszert, és hasonlitsuk &ssze a numerikus megoldést az u(z,y) = x%e¥ pontos megoldéssal!

11.5.12. feladat. Tekintsiik az egységnégyzeten a

O*u(z,y) N O*u(x,y)

0x? Oy? =4

egyenletet az u(z,0) = 22, u(z,1) = 22 + 1, u(0,y) = v?, u(l,y) = y?> + 1 peremfeltétellel! Irjuk

s sz

mindkét irdnyban N, = N, = 5 osztasrészt vesziink! Oldjuk meg a rendszert, és hasonlitsuk dssze
a numerikus megoldast az u(z,y) = x?+y? pontos megoldassal. Elemezziik a kapott pontosségot!
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11.5.13. feladat. Tekintsiik az egységnégyzeten a

Puley) | Puley) | dulzy) | dulwy)
0x? Oy? Ox 4 Oy

+2u(z,y) = 4

egyenletet az u(z,0) = 22, u(z,1) = 22 + 1, w(0,y) = v?, u(1,y) = y® + 1 peremfeltétellel. Irjuk

mindkét irdnyban N, = N, = 3 osztésrészt vesziink! Oldjuk meg a rendszert, és hasonlitsuk Ossze
a numerikus megoldést az u(z,y) = 2% + y? pontos megoldassal!

11.5.14. feladat. Oldjuk meg a 11.5.10. feladatot a PO1SSON11.M m-f4jl segitségével! Készitsiink
tablazatot, amely az osztasrészek szdma és a maximumnormabeli pontossag kozdtti kapcsolatot
mutatja! Abrazoljuk a MATLAB segitségével ezt a kapcsolatot!

11.5.15. feladat. Trjuk 4t a POISSON11.M m-f4jlt arra az esetre, amikor a megoldandé egyenlet

u(z,y) N Pu(z,y)
0x? Oy?

+Cu:f($7y)

alaku!

11.5.16. feladat. Irjuk 4t a PoISSON11.M m-fajlt arra az esetre, amikor az 2 = 0 oldal mentén
masodik peremfeltétel van adval Az 4j program segitségével oldjuk meg a 11.5.11. feladatot!

11.5.17. feladat. Irjuk fel az egységkordn kittizott Laplace-egyenlet véges differencids megol-
dését az els6 peremfeltétel esetén!

Parabolikus feladatok numerikus megoldasa véges differenciakkal

11.5.18. feladat. Tekintsiik a (0,1) x (0, 1) tartoményon a

u(z,t) 0%u(x,t)
ot Ox?

egyenletet az u(z,0) = e®, x € [0,1] kezdeti és az u(0,t) = e', wu(l,t) = et ¢t € (0,1]
peremfeltétellel. Trjuk fel a feladat explicit Euler-modszeres véges differencids approximaciojat
jelents linearis algebrai egyenletrendszerét, amikor az x irAnyban N, = 3 osztasrészt vesziink!
Milyen idébeli felosztast valaszthatunk? Oldjuk meg a rendszert, és hasonlitsuk Gssze a numerikus

megoldast az u(z,t) = e pontos megoldassal.

=0, (z,t)€(0,1)x(0,1]

11.5.19. feladat. Trjuk fel a 11.5.18. feladat megoldasat implicit Euler-modszeres véges diffe-
rencids modszerrel! Legyen ismét N, = 3. Milyen idébeli felosztéast valaszthatunk? Oldjuk meg a
rendszert, és hasonlitsuk Gssze a numerikus megoldést az u(x,t) = e®T* pontos megoldassal!

11.5.20. feladat. Modositsuk az HEATEXP.M nevid m-fajlt ugy, hogy explicit Euler-mddszerrel

allitsa el6 a
u(z,t) 0%u(w,t)

ot 02

egyenlet megoldasat a

= f(x,t), (z,t) € (0,endz) x (0, endt)

u(z,0) = init(x), x € (0,endr); u(0,t) =bdry(1l), u(endz,t)=bdry(2), t e [0,endt]
kiegészits feltételekkel! Teszteljiik programunkat a (0,1) x (0,1) tartomanyon a

u(z,t) 0%u(x,t)
ot Ox?
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egyenlet, az u(z,0) = z, z € [0, 1] kezdeti és az u(0,t) = 0, u(1,t) =¢', t e (0,1] peremfel-
tételi feladaton, amelynek a pontos megoldasa u(x,t) = ze!!

11.5.21. feladat. Készitsiink egy HEATIMP.M nevi m-fajlt, amely az implicit Euler-médszerrel
allitja el az
ou(z,t)  0u(x,t)
ot a2

egyenlet megoldasat a u(z,0) = init(x), x € (0,endx) kezdeti feltétellel és az

=0, (z,t) € (0,endz) x (0,endt)

u(0,t) = bdry(1), wu(endz,t) =bdry(2), t € [0,endt]

peremfeltételekkel! Teszteljiik programunkat a 11.5.18. feladaton!

11.5.22. feladat. Készitsiink egy HEATCN.M nevid m-fajlt, amely a Crank—Nicolson-moédszerrel
allitja el a
ou(x,t)  0%u(x,t)
ot 0a?

=0, (z,t) € (0,endx) x (0,endt)
egyenlet megoldasat az u(z,0) = init(x), z € (0, endz) kezdeti feltétellel és az
u(0,t) = bdry(1), wu(endx,t) = bdry(2), t € [0,endt]
peremfeltételekkel! Teszteljiik programunkat a 11.5.18. feladaton!
11.5.23. feladat. Készitslink egy HEATTHETA.M nevi m-fajlt, amely a 6-modszerrel allitja el

du(z,t) 0?u(z,t)
ot Ox?

egyenlet megoldasat az u(x,0) = init(z), x € (0, endx) kezdeti feltétellel és az

=0, (z,t) € (0,endz) x (0,endt)

u(0,t) = bdry(1), wu(endz,t) =bdry(2), t € [0,endt]
peremfeltételekkel! Teszteljitk programunkat a 11.5.18. feladaton! Vizsgaljuk meg a médszer pon-

tossagat a 6 € [0.47,0.53] értékekre, 0 értékét szazadonként valtoztatval

11.5.24. feladat. Tekintsiik a

u(z,t) 0%u(x,t)
ot Ox?

= f(z,t), (z,t) € (0,endx) x (0, endt)

egyenletet az u(x,0) = init(z), = € (0, endz) kezdeti és a

ou(0,1)
or

= bdry(1), wu(endz,t) = bdry(2), t e [0,endt]

peremfeltételekkel! Irjuk fel az explicit Euler-moédszeres megoldast erre a feladatra!

11.5.25. feladat. Vizsgaljuk meg az explicit Euler-modszer konvergencidjat valtozo hosszisagu
id6- és térbeli felosztasokra! Altalanositsuk vizsgalatunkat a 0-sémara!
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EllenSrz6 kérdések

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.

. Mit neveziink parciélis differencidlegyenletnek?

. Mi a szerepe a kiegészits feltételeknek? Mi a kiilonbség a kezdeti feltétel és a peremfeltétel

kozott?

. Hogyan lehet operatoregyenletként felirni a Laplace-egyenletet illetve a hGvezetési egyenletet

a kiilonbo6z6 kiegészits feltételekkel?

. Adja meg az explicit Euler-médszer algoritmusét!
. Mutassa meg, hogy az explicit Euler-modszer konvergens!

. Hogyan irhato fel operatoregyenletként az explicit Euler-modszer?

Mikor neveziink egy numerikus modszert konvergensnek? Mi a konzisztencia és a stabilités?
Mi a kapcsolat kozottiik?

. Mi a kapcsolat az M-matrixok és a numerikus sémék stabilitasa kozott?

. Hogyan mutathaté meg a véges differencias modszer konvergencidja a Laplace-egyenletre?

Mutassa meg, hogy az implicit Euler-modszer konvergens!
Mutassa meg, hogy a #-modszer konvergens!

Ismertessiik az explicit Euler-modszer elényeit és hatranyait!
Ismertessiik az implicit Euler-moédszer el6nyeit és hatranyait!
Ismertessiik az Crank—Nicolson-moédszer el6nyeit és hatranyait!

Milyen modszerek esetén sziikséges linearis algebrai egyenletrendszert megoldani a héveze-
tési feladat numerikus megoldésanal? Milyen tulajdonsigu a rendszer matrixa?

Mi a kapcsolat a racsegyenletek és a lineéris algebrai egyenletrendszerek kozott?
Milyen MATLAB programokat ismer az elliptikus feladatok megoldéasara?

Milyen MATLAB programokat ismer a parabolikus feladatok megoldéaséara?
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FFT, 182
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flop, 55
Fourier-analizis, 180
Fourier-sor, 177
Fourier-szintézis, 180
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Gauss—Csebisev-kvadratura, 216
Gauss—Legendre-kvadratira, 216
Gauss—Seidel-iteracio, 78
Gauss-eliminécio, 63
Gauss-modszer, 63
Gauss-transzformaécio, 65
geometriai modszerek, 132
Gersgorin-tétel

elsd, 24

maésodik, 25
Givens-forgatas, 99
globélis approximaéciés hiba, 241
globélis polinominterpolécié, 153
gradiens-modszer, 88
Gram—Schmidt-ortogonalizacié, 18
Green-fiiggvény, 294
gyors Fourier-transzforméacio, 182

hirmédszer, 133

halado differencia, 194

hasonlé matrixok, 25
Hermite-Fejér-interpolacio, 169
Hermite-interpolacio, 169
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hibaegyenlet, 351
hibafiiggvény, 287, 350
hibakorlat, 48
Hilbert-méatrix, 61
Householder-deflacio, 118
Householder-tiikrozés, 98

indefinit matrix, 22
indukélt norma, 16
ingamodszer, 68
interpolacio, 153

trigonometrikus, 177
interpolacios feladat, 153
interpoléciés hiba, 161
interpolécios kvadrataraformula, 201
interpolaciés polinom, 153
intervallumfelezési modszer, 132
inverz diszkrét Fourier-transzformaécio, 180
inverz iteracio, 116
iteracio

konzisztens, 76

Jacobi-iteracio, 78
Jacobi-moédszer
moédositott, 122

kézponti differencia, 195
karakterisztika, 52
karakterisztikus egyenlet, 23
karakterisztikus polinom, 23
kezdetiérték-feladat (Cauchy-feladat), 221
megoldhatésag, unicitas, 222
kiegyensulyozott trigonometrikus polinom, 178
kiegyszertisodés, 54
kondici6észam, 60
abszolut, 51
relativ, 51
konvergencia, 350
p-ed rend, 350
konvergencia, konvergencia rendje, 241
konvergenciarend, 35
konzisztencia, 351
konzisztencia, konzisztencia rendje, 240
konzisztens iteracid, 76
kvadrataraformula, 201
konvergenciarendje, 201
nyilt, 201
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