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A jegyzet elsésorban a BME Villamosmérndki €s Informatikai Karanak informatikus
MSc hallgatoéi szamara késziilt, a Felsobb matematika D cimii targyhoz.

A véletlen valasztasok alkalmazasa atszovi az egész szamitogépes vilagot, jelen van az
alapvet6 protokolloktdl a szoftvertechnologidig szinte minden nagyobb részteriileten. Ho-
gyan lehet hatékony véletlen moddszereket kapni? Mikor van 1étjogosultsaguk az ilyen
megoldasoknak, és mikor érdemes inkabb massal probalkozni? Milyen altalanos elveket
kovetnek ezek a modszerek? Ezekre a kérdésekre legegyszeriibben talan a véletlent hasz-
nalé szamitasi modszerek, masként mondva a randomizalt algoritmusok tanulmanyozasa-
val kereshetjiik a valaszt. Célunk, hogy megismerkedjiink a legfontosabb ilyen modsze-
rekkel. Eddig nem volt magyar nyelven elérheté ilyen targyu jegyzet vagy tankonyv.

Az els6 fejezetben Osszefoglaljuk a valoszinliséggel kapcsolatos alapfogalmakat. A
masodik fejezetet néhany nevezetes és fontos randomizalt algoritmus bemutatasanak
szenteljiik. A gyorsrendezés a kiindulopontunk. Ezutan érdekes és jellegzetes eljarasokat
targyalunk geometriai/grafikai, aritmetikai és algebrai feladatokra. Bemutatunk két erétel-
jes, a véletlent érdemben hasznal6 adatszerkezetet (falom, univerzalis hashelés). A fejezet
Karger, Klein és Tarjan minimalis koltségii feszitéfat szamitod algoritmusanak bemutata-
saval zarul.

A harmadik fejezetben a véletlen modszer matematikai gyokereivel foglalkozunk. Ve-
zérfonalunk Erdds Pal driasi horderejii felismerése: véletlen valasztasok segitségével ér-
dekes matematikai struktirak 1étezése igazolhatd. A nevezetes példak (hipergraf-szinezés,
Ramsey-szamok, Turan-szamok) targyalasakor ismételten hangsulyozzuk, hogy ezek a
tiszta 1étezést bizonyitd érvelések igen gyakran vezetnek hatékony randomizalt algorit-
mushoz. Itt foglalkozunk az algoritmusainkban felhasznalt véletlen csokkentésének, a
derandomizalasnak a problémakorével is. Lovasz lokalis lemmaja és annak a nemrég fel-
fedezett brilians algoritmikus valtozata (Moser—Tardos) zarja a fejezetet.

A negyedik fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy a véletlent hasznalo algo-
ritmusok miként jelennek meg a bonyolultsagi osztalyok térképén. Megismerkediink az
RP, Las Vegas, és a BPP feladatosztalyokkal, és vazoljuk a kordbban megismert nagy
osztalyokhoz vald viszonyukat, pontosabban azt, amit ma tudunk ezekrdl. Lesz sz6 a
BPP=P? kérdésrol, ami azt feszegeti, hogy tud-e a véletlen nagyot segiteni? Masként fo-
galmazva: van-e olyan feladat, amely a véletlent segitségiil hiva polinom idében megold-
hato, véletlen nélkiil viszont nem? A véletlen €s az egyiittes munka (interakcid) 6tvozetét
leird interaktiv bizonyitasok is itt kaptak helyet; fontos gyakorlati alkalmazasa ennek a
gondolatkomek a nulla ismeretii bizonyitas, amit széles korben hasznalnak a titkos adat-
kozlés teriiletén.

Az utolsé fejezetben grafokat és véletlent alkalmazé modelleké a foszerep. El6szor
véges Markov-lancokkal foglalkozunk. Az algoritmikus alkalmazasok koziil targyalunk
néhany fontosabbat: elérhetdség iranyitatlan grafokban, a PageRank algoritmus, Metropo-
lis-algoritmus. A fejezet masodik részében a nagy, bonyolult szerkezetli haldézatok model-
lezésére alkalmas véletlen grafokkal foglalkozunk. Az Erdés—Rényi-grafok, a Watts—
Strogatz-, és Albert—Barabasi-grafok rovid ismertetése utan Kleinberg modelljével zarul
az anyag.

Kulcsszavak: véletlen, algoritmus, randomizalés, rendezés, keresés, bonyolultsagi oszta-
lyok, komplex hal6zatok.
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2 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

Nem a sziikségszeriiség, hanem a véletlen van teli vardzzsal. Ahhoz, hogy a szerelem felejthe-
tetlen legyen, ugy kell ropkddnie korilotte az elsd pillanattol a véletleneknek, mint a madaraknak
assisi Szent Ferenc vadllandl.

(Milan Kundera: A 1ét elviselhetetlen konnytisége)

Eloszo

A jegyzet els6sorban a BME Villamosmérndki és Informatikai Karanak informatikus MSc hallga-
t6i szamara késziilt, a Fels6bb matematika D cimii targyhoz. A 2009-es eladdsom oravazlatait
Domboréczky Attila tette LaTeX-be, ennek bévitésével és csiszolasaval alakult ki a jelenlegi
anyag.

A véletlen, a randomizalas a kezdetektdl jelen van a szamitégépes mbdszerek vildgaban. Az
elsé nevezetes algoritmikus alkalmazas egy szimulaciés program volt az egyesiilt allamokbeli
Los Alamosban, a méasodik vilaghaboru idején, ahol az atombomba létrehozasan dolgoztak. A
maghasadaskor felszabadulé neutronok kiilonb6z6 anyagokban vald terjedését elemezték ilyen
moédszerrel. A hagyomany szerint! Neumann Janos a Monte Carlo kédnevet adta a titkos
projektnek. Az els§ széles korben ismert Monte Carlo-médszer a Metropolis-algoritmus lett,
amirol a jegyzetben részletesebben is lesz szd. Az utdbbi évtizedekben a Monte Carlo-algoritmus
a véletlen valasztasokat hasznal6 algoritmus szinoniméja lett.

A véletlen valasztasok alkalmazédsa atszovi az egész szamitogépes vildgot, jelen van az alap-
vetd protokolloktdl a szoftvertechnologiaig szinte minden nagyobb részteriileten. Hogyan lehet
hatékony véletlen moédszereket kapni? Mikor van létjogosultsaguk az ilyen megoldasoknak, és
mikor érdemes inkdbb maéssal prébalkozni? Milyen altalanos elveket kovetnek ezek a mod-
szerek? Ezekre a kérdésekre legegyszeriibben talan a wvéletlent haszndlé szamitdsi modszerek,
masként mondva a randomizalt algoritmusok tanulmanyozasaval kereshetjiik a valaszt. Elsod-
leges célunk, hogy megismerkedjiink a legfontosabb ilyen moédszerekkel, tervezésiik, elemzésiik
legegyszeriibb kérdéseivel.

A hazai informatikusképzés tanterveivel 6sszhangban feltételezziik, hogy az Olvasé mar isme-
ri egy bevezet6 valdszintliségszamitasi és egy algoritmuselméleti témaju egyetemi targy anyagat.

A jegyzet els6 fejezetében igen roviden Osszefoglaljuk azokat a valdszinliséggel kapcsolatos
alapfogalmakat, tételeket, amelyeket késébb gyakran hasznalunk. A maéasodik fejezet a leg-
hosszabb; ezt néhany nevezetes és fontos randomizalt algoritmus bemutatdsanak szenteljiik. A
ma maér klasszikusnak szamité és igen hatékony gyorsrendezés lesz a kiindulépontunk, ennek ala-
posabb tanulmanyozasa sordan mar eldkeriilnek a véletlent hasznalé médszerek elemzésének és
tervezésének f6 problémai. Ezt kovetSen érdekes és jellegzetes eljarasokat targyalunk geometri-
ai/grafikai, aritmetikai és algebrai jellegii feladatokra. Itt mutatunk be két erételjes, a véletlent
érdemben haszndl6 adatszerkezetet is (falom, univerzélis hashelés). A fejezet egy Gsszetettebb,
a véletlen valasztasokat rendkiviil elegdnsan és bamulatosan hatékonyan alkalmazo eljaras, Kar-
ger, Klein és Tarjan minimalis koltségi feszit6fat szamité algoritmusanak bemutatasaval zarul.

A harmadik fejezetben a véletlen mddszer matematikai gyokereivel foglalkozunk. A vezérfo-
nalunk Erddés Pal éridsi horderejl felismerése: véletlen valasztasok segitségével érdekes matema-
tikai strukturdk létezése igazolhats. A nevezetes példak (hipergraf-szinezés, Ramsey-szamok,
Turén-szamok) targyaldsakor ismételten hangsulyozzuk, hogy ezek a tiszta 1étezést bizonyitd
érvelések igen gyakran vezetnek hatékony randomizalt algoritmushoz. Itt foglalkozunk az algo-
ritmusainkban felhasznalt véletlen csokkentésének, a derandomizdldsnak a problémakorével is.
Egy haladé technika, a Lovasz lokalis lemmaja, és annak a nemrég felfedezett brilidns algorit-
mikus valtozata (Moser—Tardos) zérja ezt a fejezetet.

1[Gs], 11. oldal.
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ELOSZO 3

A negyedik fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy a véletlent hasznalé algoritmusok
miként jelennek meg a bonyolultsigi osztalyok térképén. Megismerkediink az RP, Las Vegas, és a
BPP feladatosztalyokkal, és vazoljuk a korabban megismert nagy osztalyokhoz valé viszonyukat,
pontosabban azt, amit ma tudunk ezekrdl. Lesz sz6 a BPP=P? kérdésrdl, ami taldn a tertiilet
legfontosabb nyitott problémaéja; azt feszegeti, hogy tud-e a véletlen nagyot segiteni? Masként
fogalmazva: van-e olyan feladat, amely a véletlent segitségiil hiva polinom idében megoldhato,
véletlen nélkiil viszont nem? A véletlen és az egyiittes munka (interakcid) 6tvozetét leir6 inter-
aktiv bizonyitdsok is itt kaptak helyet; fontos gyakorlati alkalmazasa ennek a gondolatkornek a
nulla ismeretd bizonyitds, amit széles korben hasznélnak a titkos adatkozlés teriiletén.

Az utolso fejezetben grafokat és véletlent alkalmazd modelleké a fészerep. ElGszor véges
Markov-lancokkal foglalkozunk. Néhany alapfogalom bevezetése utan az algoritmikus alkalma-
zasok kozil targyalunk néhény fontosabbat: elérhetéség iranyitatlan grafokban, a PageRank
algoritmus, Metropolis-algoritmus. A fejezet mésodik részében a nagy, bonyolult szerkezetii
halézatok modellezésére alkalmas véletlen grafokkal foglalkozunk. Az Erdés—Rényi-grafok, a
Watts—Strogatz-, és Albert—Barabéasi-grafok rovid ismertetése utan Kleinberg elegans, a kis vi-
lag jelenség algoritmikus valtozatat mutaté modelljével zarul az anyag.

A feldolgozott ismeretekkel kapcsolatos tovabbi olvasnivalokra a labjegyzetekben utalunk.
Gyakran hivatkozunk a [RISz] tankonyv egyes részeire.

A jegyzetben a log e alapt logaritmust jelol. Az ettél eltérd alapszamot a szokdsos médon
tiintetjik fel (pl. logy).

A cimlapon Monte Carlo tulipanok lathaték.

Koszonetet mondok Gyorfi Laszlonak és Kés Gézanak az anyaggal kapcsolatos értékes észre-
vételeikért, Krahling Editnek a kézirat nyelvi lektoralasaért. Halasan koészoném Benczar And-
rasnak, hogy olyan sokat megosztott velem a targgyal kapcsolatos egészen kivételes tudasabdl;
ezen tul is egy sor hasznos észrevétellel segitett a jegyzet irasaban.

Budapest, 2011. aprilis 18.
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1. fejezet

Alapfogalmak és tételek valdsziniiség-
szamitasbol

Itt felsorolunk néhény olyan fogalmat, eredményt a valdszintiségszamitas korébél, amit gyakran
hasznélunk a jegyzetben. Feltételezziik, hogy az Olvasé mar taldlkozott veliikk. A részletek
a legtobb bevezetd valdszinliségszamitasi jegyzetben és tankdnyvben megtaldlhatok. Ilyenek
példaul: [BT], [Ke], [R], [F], [P].

Gyakran lesz dolgunk a véges valdsziniségi tér fogalmaval: ez egy Q = {wi,...,w,} halmaz
az elemeihez rendelt nemnegativ p1, ..., p, szamokkal, a valdszintiségekkel, amelyekre p; + - - - +
pn = 1 teljesiil. Ritkdbban, de lesz sz6 végtelen (diszkrét) valdszintiségi terekrdl is. Ekkor
Q={wi,...,wn,...} és a nemnegativ p; szamokra Y =, p; = 1 a kovetelmény.

Az Q) részhalmazai az események. Az A C Q) esemény P(A) valészintlisége azon p; valészinii-
ségek Osszege, melyeknél w; € A. Ervényes az unid-korldt: tetszOleges Ay, ..., Ay, eseményekre

P(A1UA2U---UAm)SP(Al)—i-”-—i-P(Am).

Egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha minden i # j parra P(A4; N A;) = 0.

Az Q halmazon értelmezett valds értéki fiiggvények a valdszintségi vdltozok. A & valésziniisé-
gi valtozo6 varhaté értékét E(€) jeloli. Mi itt csak diszkrét valészintiségi valtozokkal foglalkozunk,
amelyek értékkészlete a nemnegativ egészek Z* halmazabdl valé. Ekkor a vdrhaté érték a ko-
vetkez6 egyszerl Osszeggel fejezhetd ki:

B(6) =3 k-P(¢ = )
1=0

A varhaté érték linedris: ha &, n valdszinliségi valtozok, amelyeknek van varhaté értéke, a, b

pedig valés szamok, akkor
E(a& + bn) = aE() + b(En).

Legyen A egy esemény egy valdszinliségi térbél. Az A indikdtora az a & = £4 valdsziniiségi
valtozd, amelynek értéke 1 az A elemein, masutt pedig 0. Ekkor E(§) = P(§ = 1). A &4
indikatort p paraméteri Bernoulli-valtozénak is mondjuk, ha P(A) = p.

Az Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, ha AjUAsU---UA, = Q, ési # j esetén A, NA; = 0.

Legyenek A, B C ) események és P(B) > 0. Ekkor

P(AN B)

P(AIB) = 515

az A esemény B feltétel melletti feltételes valdszinidsége.

tankonyvtar.math.bme.hu Roényai Lajos, BME TTK



1. ALAPFOGALMAK ES TETELEK VALOSZINUSEGSZAMITASBOL 5

Legyen £ egy diszkrét valdszintiségi valtozo, A egy pozitiv valdszinliségli esemény. A & val-
tozénak az A feltételre vonatkozé feltételes varhatéd értéke a kovetkez6 Osszeg

E(¢]4) = Zk (€ = K[A),

amennyiben az 0sszeg létezik. Ez biztosan teljestil, ha az E(§) varhat6 érték 1étezik.

1. Tétel (Teljes varhaté érték tétele). Legyen Aj, Aa, ..., Ay, teljes eseményrendszer, & pedig
diszkrét valészindségi vdltozo, amelynek létezik az E(E) vdrhato értéke. Ekkor

E(¢) = P(A1)E(£|A1) + P(A2)E(|42) + - + P(4)E(£]An).

A kovetkezo két nevezetes egyenlStlenség a & valtozonak a varhaté értékétdl vald (jelentésebb)
eltérésének valdszinliségére ad korlatot.

2. Tétel (Markov-egyenl6tlenség). Legyen & nemnegativ értéki valdsziniségi vdltozo, amelynek
létezik az E(§) vdrhatd értéke. Legyen A\ pozitiv valds szam. Ekkor

P(¢ > AB(O) < 1.

A € valészintiségi valtozd szérdsa a D(€) = /E((£ — E£)?) mennyiség.

3. Tétel (Csebisev-egyenl6tlenség). Legyen & wvaldszindiségi vdltozo, amelynek létezik az E(§)
vdrhatd értéke és a D(§) szdrdsa is, ami véges és pozitiv. Legyen A\ > 0. Ekkor

1
P(§ — E()] 2 AD(E) < 35
Az Aq,..., A, C Q események teljesen fiiggetlenek, ha minden 1 <14y < --- < i < n esetén

P(A,NA,N---NA;,)=P(4;) P(4;,) - P(4;,).

Az Aq,..., A, C Q események pdronként fiiggetlenek, ha az el6zd egyenlGségeket csak k = 2-
re koveteljiik meg.

A &, ..., &, diszkrét valoszinliségi valtozok teljesen fiiggetlenek, ha minden nemnegativ egé-
szekbol allé kq, ..., k, sorozatra

A &, ... &, diszkrét valdsziniiségi valtozok pdaronként fiiggetlenek, ha minden i # j index-
parra §; és {; fliggetlenek.

Legyenek &1,&o, ..., &, teljesen fliggetlen p paraméteri Bernoulli-eloszlast valdszintiségi val-
tozok. Ekkor a & = & + & + -+ - &, Osszeg (n,p) paraméterli binomidlis eloszldst valdsziniiségi
valtozo:

P(E=k) = (Z);;’“(l —p)" k. k=0,1,...

Legyen A > 0 valds szam. Az 7 valészinliségi valtozé A paraméterii Poisson-eloszldst kévet,

ha 3
A o

P(n=k) =177,

k=0,1,...

Ekkor E(n) = D%(n) = \.
A kovetkezo tételt szokés a ritka események térvényének is nevezni:

Rényai Lajos, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



6 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

4. Tétel. Legyen A > 0 és legyen ¢, egy (n, %) paramétert binomidlis eloszldsu valdsziniségi
vdltozé (n =1,2,...). Ekkor tetszéleges k nemnegativ egészre

k
lim P(¢, = k) A

= —¢€
a0 k!

A (, valtozok eloszlasa tehat nagy n-re Poisson-eloszlédshoz kozelit.

lim P(G, = k) = lim (:) <2>k (1 i 2)n’f _
= () (5) (= 2) (-2)

Itt az utolsé tényezé 1-hez tart, az utolsé elétti tényezé hatarértéke pedig e *. Elég tehat
belatni, hogy az els6 tényezo is 1-hez tart:

Bizonyitds.

| — - — —
lim ————— = lim nn=D--=k+D) g (o) (1o 2
n—oo n (n — k)' n—00 nk n—00 n n
mert a jobb oldalon csupén konstans sok (nevezetesen k) tényezd van, és ezek mindegyike 1-hez
tart. O

1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a tétel dllitdsa akkor is érvényben marad, ha csak annyit
tesziink fel, hogy (., eloszldsa (n,p,) paraméterd binomidlis, és lim, o np, = A.

A kovetkez6 eredmény egy Un. nagy eltérés tipusi egyenlétlenség. Sok ilyen jellegii, fliggetlen
osszegekre vonatkozd becslés ismeretes. (Lasd pl. [GyKKW] A.2. fiiggelékét, ahol egységesen
targyalnak tobb, fliggetlen valtozok Gsszegére vonatkozd becslést, igy a Chernoff-korlat mellett
Bernstein és Hoeffding egyenlétlenségeit is.) Mi az egyik legegyszertibbet fogjuk hasznalni:

5. Tétel (Chernoff-egyenlétlenség). Legyenek az X, ..., X, teljesen figgetlen p paraméterd
Bernoulli-valtozok. Legyen S, = X1+ ...+ X, és legyen 1 > ¢ > 0. Ekkor

—(c2np)

P(S, —np>enp) <e 3

9

—(®np)

P(S, —np < —enp) <e” 3

Erdemes dsszevetni a Chernoff-egyenlétlenséget a 2. és a 3. tétellel: a Chernoff-egyenlétlenség
sokkal er6sebb korlatot ad egy igen fontos specialis esetben, amikor £ teljesen filiggetlen, azonos
paraméterti Bernoulli-valtozok Osszege.
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2. fejezet

Randomizalt algoritmusok

Ebben a fejezetben néhany alapvetd véletlent hasznalé algoritmust targyalunk. Ezeket a modsze-
reket t6bb teriiletrol valasztottuk, az adatrendezéstOl a kereséfa-szerkezeteken at a grafikaig és a
primkeresésig. Amellett, hogy 6nmagukban is fontosak, e mdédszerek hasznélhaté els§ benyomaést
nyUjtanak arrél, hogy a véletlen miként foghaté munkaba hatékony algoritmusok tervezésére.

2.1 Egy klasszikus algoritmus: a gyorsrendezés

1. Szamitasi feladat. Adott eqgy U rendezett halmaz elemeibdl valé by, by, ... , b, sorozat.
Rendezziik dt a sorozatot névekvd (pontosabban: nem csokkend) e; < eg < ... < e, sorrendbe.

A célunk itt, hogy ezt a feladatot dsszehasonlitds alapi rendezé mbdszerrel oldjuk meg. Egy
osszehasonlitds alapi rendezd algoritmus csak b;7b; alakt kérdésekkel szerezhet informéciot a
bemend adatokrél. Egy ilyen Osszehasonlitdsnak kétféle kimenetele lehet: b; < b;, vagy b; > b;.
A rendezés kdltsége legyen az Osszehasonlitdsok szama. A célunk tehat a rendezési feladat
megoldésa minél kevesebb 6sszehasonlitdssal.!

Ismert ([RISz], 2.2.3.), hogy egy jé 6sszehasonlitas alapt rendezé algoritmus n hosszu input
esetén legalabb log, n! dsszehasonlitast végez.? A Stirling-formulabdl adédé

log, n! = n(logyn — 1,442) + O(n)

kozelitéssel szamolva legalabb mintegy n log, n 6sszehasonlitdsra biztosan sziikség van. Az igazan
hatékony moédszerek (ilyen pl. az Osszeféstiléses rendezés és a kupacos rendezés) O(nlogn)
Osszehasonlitassal megoldjak a rendezési feladatot.

A gyorsrendezés (Hoare, 1962) legrosszabb esetben O(n?) ésszehasonlitassal dolgozik. Mint
azt késébb latni fogjuk, a gyorsrendezés varhat6 koltsége O(nlogn) dsszehasonlitas. Gyakorlati
szempontbdl is igen j6 moddszernek szamit, valéjaban az egyszeriibb altalanos mddszerek koziil
ezt tekintik a bajnoknak. Az algoritmus vazlata abban az esetben, amikor az input sorozat az
A[l,n] témbben van:

GYORSREND(A[1,n))
PARTICIO(s)
GYORSREND(A[L, k])

'Megjegyezziik, hogy az adatrendezési médszerek és més rokon eljarasok esetén jé hatékonysagi mérészém az
Osszehasonlitasok szama; a tobbi koltség altalaban ardnyos ezzel.
2A korlat a legrosszabb esetre vonatkozik. Késébb itt foglalkozunk az 4tlagos esetre vonatkozé korlatokkal.
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8 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

GYORSREND(A[l,n])
vége

Az algoritmus lelke a PARTiCI()(s) eljaras, amely elGszor kivalaszt egy véletlen tombelemet
(az input A tomb mindegyik eleme egyenléen valészinii). Legyen ez az elem s. Ezutan A-t
harom részre osztja fel. Az els6 részbe keriilnek az s-nél kisebb, a kozéps6be az s-sel egyenld, a
harmadikba az s-nél nagyobb A-beli elemek:

] <s | s.s,s, ... | s < \
—_—— —_——
A[1,k] All,n]

PARTfCIO(s) megvalésithaté n — 1 kulcs-0sszehasonlitassal, egyszertien minden mas elemet
Ossze kell hasonlitani a kivdlasztott s elemmel. Az aldbbi vézlatot kdvetve tehetjilk ezt meg

hatékonyan:
PARTICIO(s)
i=1,j=n

ciklus amig 7 < j
ha Afi] < s — i+ +
ha A[j] > s — j - —
ha A[i] > s és A[j] < s — Ali] és A[j] cseréje, i ++,j — —
ciklus vége
vége

A gyorsrendezés varhaté koltsége

A tovébbiakban feltessziik, hogy az A[i] elemek mind kiilonb6z6k. Legyen e; a tomb nagyséig
szerint i-edik eleme (i = 1,2,...,n).

Az algoritmus egy végrehajtasanak a koltségén a felmerilé kulcs-osszehasonlitdsok szamét
értjiikk. Ez a mennyiség tekinthetd egy & valdsziniiségi valtozonak, ami az s (véletlen) particionald
elemek vélasztasatol fiigg. Az E(§) varhat6 érték a varhaté koltség. Az egyenletes eloszlas
szerinti valasztasok miatt ezt Ugy is tekintjlik, hogy az Osszes lehetséges futasok koltségének
atlagéat kell venniink.

Szemlélhetjiik masképp is az algoritmust: gondolkodhatunk tgy, hogy az aq, ... ,a, elemek
véletlen bemeneti sorrendjére nézve — ahol minden sorrend egyenl6en valdszinii — keressiik a
koltség varhatd értékét. Ebben az esetben a particiondlé s elem mindig a kérdéses résztomb
legels6 eleme.

Legyen C(n) a varhaté koltség A[1, n]-re, tovabba legyen C(n,i) a varhaté koltség abban az
esetben, amikor az e;-t, az i-edik legnagyobb elemet vélasztottuk elsé s-nek. Ugy is fogalmazha-
tunk a fentiek alapjin, hogy C'(n) = E(&) és C(n,i) = E(£|A;), ahol A; jeloli azt az eseményt,
hogy e; lesz az elsé particional6 elem.

Ekkor teljesiilnek a kdvetkezé Gsszefiiggések:

1
C(n) = E(C(n, 1)+ C(n,2) + ...+ C(n,n)), (2.1)
Cn,i)= n—-1 + C(i—1) + C(n—1), (2.2)
V’ j %,—/ H,—/
PARTICIO(s) GYORSREND(A[L,k]) GYORSREND(A[,n])
C(0) = C(1) =0.
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2. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK 9

Az els6 egyenlOség azért igaz, mert, minden elem % valbszintiséggel lesz els6 particionald
elem, a masodik pedig a gyorsrendezés rekurziéjabol, és particionédlas algoritmusabdl olvashato
ki.

Ezutan (2.1)-be (2.2)-t sokszor beirjuk:

C(n) :n—1+%(C’(n—1)+C(n—2)+...+0(1)),
amibdl n-nel val6 szorzas utan kapjuk, hogy
nC(n) =n(n—1)+2(Cn—1)+Cn-2)+...+ C(1), (2.3)
majd ugyanezt n helyett n — 1-re is felirjuk:
(n=1)C(n=1) = (n-1)(n—2)+2(Cn—2)+Cn—3)+...+ C(1)). (2.4)

Ezutan (2.3)-bél kivonjuk (2.4)-et:

nC(n) =2(n—1)+ (n+1)C(n—1),

C(n) _ 2(n—1) n C(n—1)

n+1 nn+1) n

C(n) 2 C(n-1)

m < E + T (2.5)

Ezt ismételten 6nmagaba helyettesitjiik:

%<E+C(n—1)<2+ 2 C’(n—2)<

n—1 n—1

3|

n+1 n n

Végil azt kapjuk, hogy

C(n) 11 1 1
<2 — ...+=-+1|=2H,
n+1 <n+n—1+n—2+ +2+> "

ahol

11 1
H =14+-4+-—-+.--4+ =
n=ldg ot

az n-edik harmonikus szdm.

2. Feladat. Mutassuk meg, hogy H, <logn + 1! (Tekintsik a H, szdmot az [} % dz integral
kozelitd osszegének.)

Megjegyezziik, hogy a feladatban foglalt allitdsnal erésebb is igaz: H,, kozelithetd az log n+-y
kifejezéssel, ahol v egy 0,5 és 0,6 kozotti konstans. A feladat becslését alkalmazva:

C(n) <2(n+1)H, <2(n+1)(logn+1)
=2nlogn+ O(n)
~ 1,39nlogyn 4+ O(n).
C(n)-re ezzel egy igen kedvez fels6 korlatot kaptunk.
Nézziink egy masféle levezetést, amely a valdsziniliségszamitas néhany egyszeri eszkozével

kozeliti meg a problémat. Emlékeztetiink ra, hogy a & valdszinliségi valtozo értéke az Gsszeha-
sonlitdsok szdma A[l, n] rendezésekor (a véletlen az s elem vélasztdsdban van). A C(n) koltség
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10 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

a & varhato értékével lesz egyenld: C'(n) = E(§). Definidljuk az X;; indikdtorvaltozdkat i < j-re
a kovetkezbképpen:

o 1, ha a rendezés soran valamikor e;-t és e;-t Osszehasonlitjuk;
" 0, egyébként.

A ¢ felirhaté az X;; véltozok Osszegeként:
£=> Xy,
1<j
ebbdl a varhato értékre
E(¢) =) E(Xy)
1<j

adédik. Itt kihasznaltuk, hogy a vdrhatéérték-operdtor linedris.

1. Allitas. Tegyiik fel, hogy i < j. Ekkor X;j = 1 pontosan akkor lesz igaz, ha a

H = {6i,ei+1, ,ej_l,ej}

halmazbol e; vagy e; lesz a legelsd particiondlé elem.

Bizonyitds. Az algoritmus futasa soran mindig az aktudlis particionalé elemet hasonlitjuk Gssze
az aktudlis résztomb Osszes tobbi elemével. Amig tehat a H = {e;, €j41, ..., e;} halmazbdl nem
valasztottunk particionalé elemet, addig nem is volt ezen elemek kozti 6sszehasonlitas. Ha ezek
koziil el6szor e;-t valasztjuk, akkor ezzel a H osszes tobbi elemét, igy e;-t is dsszehasonlitjuk.
Hasonlét mondhatunk, ha e; az els6 particiondlé elem. Ha viszont elészor egy e; elemmel
particionalunk, ahol [ nem az i, j valamelyike, akkor ennél a vigasndl e; és e; két kiilonbo6zd
résztombbe keriil, és ezért nem fogjuk 6ket ezutan sem Gsszehasonlitani. O

Az eléz6 allitasbol kovetkezik, hogy

2
PX;j=1=—7-—
(Xig =1) j—i+1
mivel H-bol minden elemet ugyanakkora eséllyel valasztunk ki el6szor particionald elemnek.
Vegyiik észre, hogy egy 0-1 lehetséges értékii n valdszintliségi valtozonak a varhaté értéke E(n) =

Pn=0)-0+P(n=1)-1=P(n=1). Az X;; valtozok is ilyenek, tehat

2
E(X;))=—
( Z]) j_,L_I_l’
innen:
9 n n—i+12
E€)=> ——=> Y = <omH,
i A S ¢

Ugyanazt a fels6 korlatot kaptuk, mint a korabbi mdédszerrel.

3. Feladat. Adjunk felsd becslést annak az eseménynek a valdsziniiségére, hogy & > 4nH,,.
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2. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK 11

Megjegyzések

1. Megfigyelhetjiik, hogy (2.1)-ben a teljes varhaté érték tétele jelenik meg a C'(n) = E(&), és
E(¢|A;) = C(n,i) helyettesitések utan (ahol az A; esemény az, hogy e; az elsé particionald
elem).

2. A véletlen valasztés dltalanossagban akkor elényos, ha a valasztasi tartoményban sok olyan
elem van, amilyet keresiink. Nem j6 a véletlen valasztas, ha a kivanatos elemek szama kicsi
(ha példaul kerestink valakit a telefonkdnyvben, akkor nem az lesz a j6 mddszer, hogy
véletleniil valasztunk egy nevet, és megnézziik, hogy 6 volt-e a keresett személy).

3. A gyorsrendezésnél az olyan s a jé particionalé elem, ami nincs nagyon a rendezett sorozat
szélén. Olyan s kell, amire mindkét keletkez6 részfeladat ,elég nagy” lesz. Nem til szélso
elembdl sok van, pl. an és asn kozott kb. 3 elem van, amelyek j6 particiét adnak.

4

4. Megemlitjiik, hogy létezik O(n) idejii medidnkeresd determinisztikus algoritmus, vagyis az
el k6zépso6 elemet linedris szamu 6sszehasonlitassal meg tudjuk talalni (1asd pl. Algorit-
musok, 2.2.7.). Az igy valasztott s is O(nlogn)-es futasi id6t eredményez (a legrosszabb
esetben is), de a gyakorlatban ez nem versenyképes a gyorsrendezéssel szemben.

5. Erdekes tapasztalati tény, hogy tobbnyire az dlvéletlen vdlasztdsokkal, vagyis a szamito-
gépek véletlenszam-generatoraival dolgozé algoritmusok is igen j6 eredményeket adnak a
randomizalt eljarasok futtatasakor.

Erosebb felso korlat a gyorsrendezés idejére

Az el6z6ekben a gyorsrendezés koltségének varhatd értékét vizsgaltuk, és egy jo fels6 korlatot
adtunk. A koltség varhaté értéke gyakran elegendé informaécié egy randomizélt algoritmus mii-
kodésérél. Vannak azonban kritikus alkalmazasok, amikor ezen feliil tébbet szeretnénk, példaul
valamiféle garanciat arra, hogy a koltség nem lesz til gyakran sokkal nagyobb a varhatoé értéknél.
Ennek pontosabb megfogalmazasara hasznosnak bizonyult a kévetkez6 definicio:

1. Definicié. Legyen A egy véletlent haszndlo algoritmus. Tegyiik fel, hogy az A kéltségének
a vdrhatd értéke az n hosszi inputokon legfeljebb f(n). Azt mondjuk, hogy az A koéltsége nagy
valészintiséggel O(f(n)), ha vannak olyan c,d > 0 szamok, hogy minden n hosszi bemeneten

. 1
P (A koltsége > cf(n)) < 3

A gyorsrendezés ebben az erésebb értelemben is szépen viselkedik. Részben ez magyarizza
a gyakorlatban tapasztalt hatékonysagat. Ervényes a kovetkezo:

6. Tétel. A gyorsrendezés koltsége nagy valdsziniséggel O(nlogn).

A tételt nem bizonyitjuk, els6sorban a benne foglalt szamolasok nehézkessége miatt, viszont
vazolunk egy lehetséges gondolatmenetet. (Itt olvashaté részletesebb bizonyitds: [J]. Még erd-
sebb eredményt talalhaté itt: [DH].)

Vizsgaljuk a gyorsrendezés futasat n hosszti bemeneteken. Képzeljiik el, hogy a programot
rekurziv hivasok alkalmazasaval irtuk meg. A program futésa egy binéaris faval irhaté le, amely-
nek a csicsaiban a rendezendd b; elemek vannak. A gyokerében az elsé particionald elem s foglal
helyet, a bal részfa felel meg az alsé résztombnek, a jobb részfa pedig az s-nél nagyobb elemeket
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12 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

tartalmazo résztombnek. Egy részfa gyokerében levo tombelem a részfat jelent6 résztémb parti-
cionélaséara véalasztott (véletlen) elem. Igy szemlélve a médszert elegendd beldtni, hogy alkalmas
c,d > 0 allandokkal igaz lesz, hogy a fa szintjeinek szédma csak legfeljebb # valOsziniiséggel
lehet nagyobb, mint clogn. Ebbol mar adédik a korlat az osszkoltségre, hiszen egy szinten az
6sszes munka O(n).

Elég tehat a szintszam korlatozasaval foglalkozni. A fa egy cstcsat nevezzilk szerencsésnek,
ha az ottani s’ particiondlé elem a csiicshoz tartozé S kulcshalmazt gy osztja fel S; és S
részekre, hogy |S|/4 < |S1] < 3|S|/4 és |S|/4 < |S2| < 3|S|/4 is teljesil. Ez éppen akkor
torténik igy, ha S-ben van legalabb |S|/4 elem, ami nagyobb s'-nél, és van legaldbb |S|/4 elem

S-ben, ami kisebb s’-nél. Annak a valdszinlisége tehat, hogy egy cstics nem szerencsés, legfeljebb
1

’ Legyen z a fa egy tetszOleges csticsa. Hany szerencsés csics lehet a fa gyokerétol az x-
ig vezetd uton? Ha M ilyen csics van, akkor M < logy3n < 4logn, hiszen egy szerencsés
cstcsnal a résztombok legfeljebb 3/4-szerestikre zsugorodnak.

Legyenek x1, ..., z,, kilénbozd csicsok az z-t6l a fa gyokeréig vezetd titon. Az x; csticshoz
rendeljiik az X; valosziniiségi valtozét, amelynek értéke 1, ha x; nem szerencsés, és 0, ha z;
szerencsés. Az X; valtozok teljesen fiiggetlenek, és P(X; = 1) < % Az X, valtozok osszegét
egyszerlibben attekintheto Y; valtozok segitségével vizsgaljuk:

4. Feladat. Mutassuk meg, hogy vannak olyan teljesen fiiggetlen Y; valdsziniiségi viltozok i =
1,...,m, amelyekre P(Y; = 0) = P(Y; = 1) = 3, X; <Y;. Kovetkezésképpen minden r valds
szamra P(X; > 1) <P Y, > ).

Az el6zé feladatbeli Y; valtozdk % paraméterti, teljesen fiiggetlen Bernoulli-valtozok. Az
2

osszegiikre alkalmazhaté a Chernoff-egyenldtlenség (e = 3):

5. Feladat. Mutassuk meg, hogy

n 5 1

e27

Fzek utan belathatjuk, hogy legfeljebb nl%/g annak a valOszinlisége, hogy az x csics mély-
sége (a gyokérig vezetd tton a csticsok szdma) legalabb m = [24logn]. Ugyanis az dton levd
T1,..., T, csucsok kozil legfeljebb 4 logn lehet szerencsés, amib6l Y1 | X; > m —4logn > %m.
A feladatok allitasait alkalmazva

P(ZXizgm> gP(Z}szm) < 1145

i=1 =1

Annak a val6szintisége, hogy a faban van [24logn] mélységii cstics, legfeljebb n - =5 =
n9

3
o~

Legfeljebb ennyi a valésziniisége, hogy a gyorsrendezés koltsége > n[24logn].

Binaris keresofa naiv beszurasokkal

Ha egy binaris fanak [ szintje van, akkor a csticsok szaméara az n < 14+24224... 4271 =2l 1
becslés adodik, amib6l [ > logy(n+1). A keresés szempontjabdl tehat a legjobb — azaz legkisebb
— szintszam, amit n-pontd fandl elérhetiink, koriilbeliil logy n.

A kovetkezOkben érvet mutatunk amellett, hogy a naiv beszirasokkal épitett fak atlagos
értelemben nem rosszak; egy beillesztés atlagosan O(logyn) Osszehasonlitasba kertl. A pontos
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2. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK 13

modell a kovetkezé: iires faval kezdjilk az algoritmust, a by < by < --- < b, kulcsok egy vélet-
len a1, a9, ... ,a, sorrendben jonnek; ezeket kell besziirni naiv médon, azaz minden 1j elemet

levélbe tesziink, és az eddigi fat médositatlanul hagyjuk (igy pl. a1 lesz mindig a gyokérben).
A koltségnek most is a kulcs-Gsszehasonlitdsok szamat tekintjiik, és a varhaté (mésként mond-
va: atlagos) koltség érdekel benniinket. Az el6bbi rendezési feladatra adott elemzésiink itt is
hasznalhaténak bizonyul.

Az n! lehetséges sorrendre vett atlagos koltséget jeloljik T'(n)-nel, és T'(n, j)-vel az olyan fa
atlagos koltségét, ahol a1 = bj. T'(n)-re és T'(n, j)-re ugyanazok az Gsszefiiggések érvényesek,
mint C'(n)-re és C(n, j)-re:

T(n) = %(T(n, D)+ T(n,2) + ...+ T(n,n)).

Tn,j)=n—14+T(G( —-1)+T(n—7),
T(0) = T(1) = 0.

Az elsé Osszefliggés azért lesz igaz, mert mindegyik b; ugyanazzal az % valdsziniiséggel lesz
a1 (vagyis a fa gyokéreleme). Ha pedig a; = bj, akkor a bal részfaba j — 1 cstcs kertl, a jobb
részfaba pedig n — j. Innen kapjuk a méasodik formulat.

bj

N

A korabbi, a C'(n)-re adott érvelés alapjan a 1,39nlog, n + O(n) felsé korlat igaz T'(n)-re is.
Elmondhatjuk tehat, hogy az egy beszirasra es6 atlagos koltség O(logn). Azt a kovetkeztetést
vonhatjuk le, hogy atlagos fara a naiv beszirasos algoritmus is j6 futdsi id6vel rendelkezik.

2.2 Alsé6 becslések rendez6 algoritmusokra

Ahogy mar utaltunk ra, egy Osszehasonlitds alapi determinisztikus rendezé mddszer n elem-
bol allé bemenet esetén a legrosszabb esteben legalabb logy n! Gsszehasonlitast végez. Ennél
lényegesen erésebbet allit a kovetkezo:

7. Tétel. Egy determinisztikus osszehasonlitas alapi A rendezd algoritmus n elembdl dallo be-
menet esetén dtlagosan legaldbb |logy n!| dsszehasonlitdst végez.

Az allitas ugy értendd, hogy az eq, ..., e, elemek minden egyes sorrendjére mint bemenetre
(6sszesen n! ilyen sorrend van) nézzik az algoritmus Osszehasonlitdsainak a szamat, és vessziik
ezeknek a szdmoknak az atlagat.

Bizonyitds. Epitsiink binaris fat,> amelynek cstcsai az A algoritmus 6sszehasonlitésainak felel-
nek meg. A fa gydkere az A-ban szerepl$ elsé Gsszehasonlitds. Az igen vélasz felel meg a bal
részfanak, a nem a jobb részfanak. A bal részfa gytkere masodik Gsszehasonlitds azon futasok
esetén, amelyeknél az elsé eredménye igen, és igy tovabb. A fa leveleihez nem tartozik Gsszeha-
sonlitds. A fa minden egyes x csiicséhoz bemeneti sorrendek halmazét rendelhetjiik: azokat a

3Ez egy tn. dontési fa, amely az A algoritmus futdsa soran felléps dontéseket irja le.
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14 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

sorrendeket, amelyekkel indulva az algoritmus eljut az z csticsba. Igy a gyokérhez még mind az
n! sorrend hozzérendelhetd. A bal fidhoz mar csak azok, ahol az els6 Osszehasonlitisra a valasz
igen. A fabdl torolheték azok a cstuicsok, amelyekhez nem tartozik input permutécio.

A fanak ekkor minden leveléhez méas, a tobbi levélétdl kiillonboz6é inputsorrend tartozik.
Igazolasul nézzilkk meg, mi torténne ellenkezd esetben, ha egy levélhez a m; # mo sorrendek
tartoznanak. Mivel az algoritmus pontosan ugyanazt az informéciét tudja a két sorozatrol, a
novekvo sorrendbe vald atrendezés 1épései is megegyeznének. Ez pedig nem lehet, hiszen a két
bemeneti sorozat kiillonbo6zé.

A fanak tehat n! levele van. Egy m bemenet esetén a koltség éppen a gyokértél a 7w cimkéji
levélig vezetd Ut éleinek a szdma. Az atlagos koltség igy a gyokér-levél utak hosszosszegének az
%—szorosa.

Belatjuk most, hogy adott k levélszam mellett a hosszosszeg akkor minimalis, ha a fa teljes:
minden nem levél csiicsnak két fia van, és a levelek a szomszédos |logs k|. és [logy k|. szinteken
helyezkednek el. Ugyanis ha egy bels6 csticsnak csak egy fia van, akkor ez a fiti tordlhetd, és
egyetlen részfajanak a gyokere tehetd a helyére. Ha pedig vannak levelek a d. és egy > d + 2.
szinten is, akkor err6l az utobbi szintrol egy levél atkotheté a d. szintre, ami nem néveli a
hosszosszeget. Ha egy teljes fa legalsé szintjének a sorszama t (a gyokér a nulladik szint), akkor
a leveleinek k szdmara igaz, hogy 2! > k > 2!~  ahonnan ¢ = [log, k].

Az A algoritmusbdl kapott fa esetén a hosszosszeg tehat legalabb n!|log, n!|, ezért az atlagos
hossz legalabb |log, n!]. O

A tétel altalanosithaté randomizalt rendezd algoritmusokra, amilyen a gyorsrendezés is.

8. Tétel. Egy véletlent haszndlo dsszehasonlitis alapi A rendezd algoritmus vdrhato lépéssza-
mdnak az dtlaga az n elembdl allé bemenetekre legalabb |logy n!|.

A tétel allitasa tgy értendd, hogy minden régzitett m inputsorrendre vessziik az 6sszehason-
litdsok szaméanak varhaté értékét, majd ezek atlagat képezziik az Osszes lehetséges n! bemeneti
sorrendre. A tétel szerint a gyorsrendezés koltsége konstans szorzd erejéig optimaélis a randomi-
zalt modszerek korében is.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy az A randomizalt algoritmust gy foghatjuk fel, mint
egy valOsziniiségeloszlast determinisztikus rendezé algoritmusokon. A-t olyan determinisztikus
modszernek tekintjiik, amelynek a természetes inputjan kiviil van még egy bemenete, ami egy w
bitsorozat. Ha A a futdsa sorén egy véletlen bitet szeretne, akkor innen veszi a kovetkezd, még
fel nem hasznélt bitet. Az A minden egyes futasa felfoghaté egy adott w bitvektort hasznéald
A, determinisztikus rendezé algoritmus futasanak. Ugy szemlélhetjiik a dolgot, hogy a w-t
beépitettiik az algoritmusba. A 7 inputon az algoritmus varhaté koltsége ezek utan

ZP(U))(&Z Ay, koltsége m-n).

Itt az 6sszegezés az A futdsa soran el6allo 6sszes lehetséges véletlen bitsorozatra torténik. Ezeket
a mennyiségeket atlagolni kell a 7 bemenetekre:

7"15'; Xw: P(w)(az A, koltsége m-n) = :L'Zw: Xﬂ: P(w)(az Ay koltsége m-n) =

= Z P(w) Z %(az Ay, koltsége m-n) > Z P(w)|logy n!| = |logy n!|.

Az egyenl6tlenségnél a determinisztikus A, algoritmusokra alkalmaztuk az el6z6 tételt. O
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2. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK 15

2.3 Nagy primszam keresése

A kovetkezd feladat fontos szerepet jatszik a kriptografisban.? Egyebek kozott a nevezetes
RSA-kédolas egyik alapjanak tekinthetd.

2. Szamitasi feladat. Adott az n pozitiv egész szam. Taldljunk n bites primszdmot.

A praktikus alkalmazasoknal az n értéke tObb széz is lehet. Az Otlet egyszerti: valasszunk
egy véletlen n-bites egészet — egyenletes eloszlas szerint —, és vizsgaljuk meg, hogy prim-e;
szokasos szakkifejezéssel: vessiik ald primtesztnek. A moddszer gyakorlati alkalmazhatésiga
szempontjabol fontos, hogy a primtalalas valdszintisége ne legyen til kicsi. Ennek becslésével
foglalkozunk a kovetkezOkben.

Alapvet6 eszkoz itt a kovetkezd hires (és nehéz) szamelméleti tétel.> Jelolje 7(x) az [1,x]
intervallumban a primek szamat, ahol x pozitiv valés szam.

9. Tétel (Primszamtétel).

jitk:

Az n bites természetes szdmok éppen a [2771 2" — 1] intervallum egészei. A primek szdma
ezen intervallumban kozelitéleg:

7(2") — (2" ) ~
2" 21 _2”—1(2 1 )_2"—1 2n—2-n 21 npn-2
T In2 nn-1) W2 nh-1)

%ln2"71n2”*1_ mn2\n n-1
on—l

2 n

A véletlen primtalalds empirikus valoszinlisége tehat:

kedvezd esetek  m(2") —w(2"71) 1

Osszes eset on—1 nln?2

Példaul az innen ado6dé valdszintiség n = 300-ra hozzavetdlegesen varhatéan

tehat 208 probalkozasbdl kapunk primet. Altaldban igaz, hogy [1, m|-ben koriilbelil ﬁ eséllyel
talalunk primet.

Ezek utén a szamitasi feladatot megold6 eljards igen egyszerti: valasztunk egy véletlen m
egész szamot a [2"71 2" — 1] intervallumbél, majd primtesztet® végziink rajta.

A primszamtétel szerint a primek elég sliriin vannak, ezért a médszer varhatéan n-ben linearis
szamu m valasztasaval talal primet.

*A kriptografia a [BV] miiben olvashatunk.

5A [Z] dolgozatban viszonylag rovid bizonyitdst és torténeti dttekintést is taldlhatunk. A szdmelmélet alapjait
illeten lasd [FGy].

6 A primteszt olyan algoritmus, amely ellenérzi, hogy a bemenete primszéam-e. A primtesztelés témajaval késébb
még taldlkozunk a bonyolultsagi osztalyokrdl szolé fejezetben a Rabin—Miller-algoritmus kapcsan.
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16 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

A szamolasunk soran elhanyagoltuk a Primszamtételben foglalt kozelités hibajat. Vannak
a m(z)-re vonatkozo egyszerii egyenlétlenségek, amelyekkel a primtalalas valoszintiségére bizo-
nyosan igaz (bar aszimptotikus értelemben kevésbé pontos) korladtok kaphaték. Ilyen példaul az
alabbi két egyenl6tlenség:”

T
—, h > 17
7r($)>lnar’ ax > 17,

m(z) < 1,26~

, haxz>1.
Inx

2.4 Ponthalmaz konvex burkanak szamitasa

Itt a szamitogépes grafika egyik alapfeladataval, a konvex burok szamitasaval foglalkozunk.
Emlékeztetiink ra, hogy R™ jeloli az n dimenziés valés teret, igy R? a sikot, R? pedig a teret.
A P € R™ pontokat n komponensii valés vektoroknak tekinthetjik. Ha P és () két pont,

akkor a [P, Q)] 0sszekotd szakaszuk pontjait a két vektor megfeleld linearis kombinaci6i adjék:
[P,Q]={t-P+(1—1t)-Q, aholte[0,1]}.

2. Definicié. A H C R" konvex halmaz, ha P,Q € H esetén a H a [P, Q)] szakaszt is tartal-
Mazza.

Ilyenek példaul a korlemez, a gomb, a kocka, a félsik.® A definicié kozvetlen és hasznos
kovetkezménye az alabbi tény:

2. Allitds. Konvez halmazok metszete is konvez.

3. Definicio. Tetszdleges H C R"™-re a H konvex burka a H-t tartalmazé R™-beli konvex
halmazok metszete.

Az el6z6 észrevétel szerint a konvex burok konvex halmaz. Ervényes a kovetkezd (nem
bizonyitjuk):

3. Allitas. Zdrt H C R? konvez burka a H-t tartalmazé zdrt félsikok metszete.

Az allitas konnyen adodik a kévetkezd ténybol:

6. Feladat. Legyen H C R? egy zdrt halmaz, és P egy pont, ami nincs H-ban. FEkkor van
olyan ¢ egyenes, hogy H az £ dltal hatdrolt egyik nyilt félsikban van, P pedig a mdsikban.

Az allitas és a feladat konnyen altalanosithaté magasabb dimenzidkra. Példaul a térbeli
allitasban az egyenes helyett sik, a félsik helyett pedig féltér szerepel. Mi most csak sikbeli
alakzatokkal foglalkozunk.

3. Szamitasi feladat. Adott egy véges H = {Py, Ps, ... , P,} ponthalmaz R?-b6l, ami dltaldnos
helyzeti (nincs koztik 3 pont, ami egy egyenesre esik). Keressik a H ponthalmaz konvex burkdt.

"Més hasonlé formuldkkal egyiitt ezek is megtalalhaték a [BS] monografidban.
8Félsikon a P € R?; £(P) > 0 alakt alakzatokat értjiik, ahol £ kétvéltozds, nem azonosan 0 linearis fiiggvény.
Ez a félsik azon két tartomény egyike, amelyekre az ¢(P) = 0 egyenletli egyenes osztja a sikot.
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Az el6z6 allitast hasznalva latjuk, hogy a keresett burok egy olyan sokszoglemez, amelynek
a hatarat a P; pontok koziil bizonyosakat 0sszekoto szakaszok alkotjak. Szemléletesen szdlva ez
a hatar a pontokat bekerit6 legrovidebb kerités lesz. A feladat megolddsahoz elég megadni a

A naiv megold6 algoritmus (vézlatos) menete: tegyiik fel, hogy a { Py, ... P;_;} ponthalmazra
mar megoldottuk a feladatot. Ekkor megvizsgaljuk, hogy a P; pont az eddigi kerités mely
szakaszainak van a rossz oldalan. Ha a [P, Q] szakasz éle a keritésnek, és ¢(x,y) =0 a P és Q
pontokon dtmend egyenes egyenlete, akkor a P; pontosan akkor van a [P, Q)] szakasz rossz oldalan
(a keritésen kiviili oldalan), ha ¢(P;) eléjele kiillonbozik az £(P;) el6jelétdl, ahol 1 < j < i és
P; ¢ [P,Q|. Ha P; a [P, Q] szakasz rossz oldalan van, akkor a [P, )] szakasz nem lesz része az 1j
keritésnek. Az ilyen szakaszok helyére alkalmas P’ és P” pontokkal a [P’, P;] és [P;, P"] szakaszok
keriilnek. Egy ilyen novelés O(n) aritmetikai miivelettel (és Osszehasonlitdssal) megoldhato,
fgy az osszes koltség O(n?) lesz. Megemlitjiik, hogy létezik O(nlogn) idejii determinisztikus
algoritmus is.

Egy O(nlogn) varhaté ideji randomizalt médszer

Itt egy hatékony, véletlent hasznélé algoritmust mutatunk be a konvex burok szamitasara. Ki-
induldsul vesziink H-bdl 3 pontot véletleniil (legyenek ezek Py, P, és P3). Jelolje A a Py PP
haromszoget. Felvesziink e mellé még egy D € A pontot. Megadunk egy a H-n értelmezett
T leképezést, amit az algoritmus futdsa sordn karbantartunk, az inverzével egyiitt. A P; € H
ponton legyen

T(P;) = ,,belso”, ha P; € A
7771 A azon éle, melyet a [D, P;] szakasz metsz, ha P; ¢ A

A T inverze a A egy e élére megadja azon P; € H pontokat, amelyekre T'[P;] = e.

7. Feladat. Mutassuk meg, hogy adott P € H pontra a T[P;] konstans sok aritmetikai miive-
lettel meghatdrozhato. (A naiv algoritmus kapesdn emlitett gondolatok haszndlhatdk.)

Tekintsiik marmost az 4ltalanos helyzetet, amikor a H egy H' részhalmazat mar feldolgoztuk.
A H' konvex burka egy sokszog, aminek csicspontjai a A’ = {Q1,Qq, ... ,Q;} ponthalmaz
elemei, a burok hatarat (vagyis a H'-t befoglalé legrovidebb keritést) a Q1Q2, Q2Qs, - .., Q1_1Q,
Q1 Q1 szakaszok képezik. Tegyiik fel tovabba, hogy a T leképezést és az inverzét is meghataroztuk
a A helyett mar erre a nagyobb A’ halmazra: T(P;) = ,bels6”, ha P; € A/, killonben T'(P;) =
QiQi+1, ahol a [D, Pj] szakasz metszi QQ;Q;t1-et (itt az ¢ index modulo [ értendd) (lasd 2.1.
abra).

Q

® P;(belsd)
T(P) = Q:Qs

Qs
Qs

Q4

2.1. abra.
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18 VELETLEN ES ALGORITMUSOK

Az algoritmus f6 lépése (azaz a H' bdvitése, a kerités, valamint T és T~! tjraszamoldsa):
legyen P véletlen pont (egyenletes eloszlas szerint) a H \ H'-bél.

1. Ha T(P) = ,bels8”, akkor P-t hozzdadjuk H'-hoz és a 1épés itt véget ér.

2. Ha T(P) = e, ahol e egy éle A’-nek, akkor a kerités mentén haladunk e-t6l jobbra és balra
is addig az utols6 @ pontig, ami még P-bdl latszik. A két ilyen utolsé pont legyen P’ és
P". A P'-t8l P"-ig terjedd keritésszakaszt kicseréljiik a P'P és PP" szakaszokra, ahogyan
azt a 2.2. dbra is mutatja.

2.2. abra.

Ezt kovetéen P-t hozzdadjuk H'-hoz, végil a H \ H'-beli M pontokra tjraszamoljuk T-t és
inverzét, de csak azokra az M-ekre, amelyekre a T'(M) a P'P” torottvonal egyik szakasza
volt.

A teljes futés alatt keletkezo ,kerités”-élek szama < 3+ (n — 3) - 2, mert egy b6vité 1épésben
legfeljebb 2 1j él keletkezik, és n — 3 bovitd 1épés van. Tehat legfeljebb ennyi élet jarunk be és
torliink. A régi élek bejardsa, torlése, az Gjak hozzavétele ezért dsszesen O(n) koltséget jelent.

Az 1. 1épések Gsszkoltsége O(n), a 2. 1épésekbdl azon T'(P) Gjraszamoldsok osszkoltsége, ahol
az Ujraszamolt T'(P) ,belsé” lesz, szintén O(n) (mert egy P maximum egyszer lesz ilyen). Az
Osszmunka ennek kovetkeztében:

O(n) + (T'(P) szamolasok koltsége akkor, amikor T'(P) értéke masik él lesz).

Visszafelé elemzés

A koltség elemzésének alapgondolata, hogy lejatsszuk wisszafelé a folyamatot, és megnézzik,
hogy a j-edik iteracié uténi helyzetb8l egyet visszalépve mit latunk. Ugy képzelhetjik, hogy az
algoritmus futdsanak filmjét visszafelé, a végétdl az eleje felé forgatva nézziik. Mindenekel&tt
vezessiik be Z;; indikatorvéaltozokat (i, =4,...,n):

g _ 1, ha T'(P;) egy maésik él lett a j-edik iterdcié utan
] 0, Kkiilénben

A véarhat6 6sszmunka a Z;; valészinliségi valtozokkal kifejezve:

O(n—l— E( z": Zij)).

1,j=4

tankonyvtar.math.bme.hu Roényai Lajos, BME TTK



2. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK 19

Igaz tovabba, hogy

E(Z Zij) = > E(Zj) = Y_P(Z; = 1).

A j-edik itericié utan visszalépve a meglevé H’' halmazbdl torliink egy véletlen pontot,
mégpedig egyenletes eloszlds szerint (!) a mér feldolgozott j db pontbdl. Az algoritmusnal
alkalmazott véletlen véalasztasok miatt valéban a j pont barmelyikét % valészintiséggel toroljik
a forditott filmen. A T'(P) akkor és csak akkor lesz egy mésik él a visszalépés soran, ha vagy Q;,
vagy @ a torolt csics, ahol T'(P) = Q;Q; a helyzet a j. iterdcié utan. Az egyenletes valasztas
miatt tehat

| DO

P(Z;=1)<-=.

<

(A Z;; biztosan 0, ha a j. iteracié végére P; mar a keritésen beliil van.) Visszatérve a koltség
becsléséhez:
n n 2
Z E(Z;;) < Z - <2nH, <2n(logn+1).
ij=4 ij=4

Osszegezve, az algoritmus varhaté futasi ideje:

O(n + E(Z Zij)) = O(n+nlogn) = O(nlogn).

i
2.5 Egy algebrai probléma

Itt egy igen fontos algebrai természetii feladattal foglalkozunk. Legyen F egy test.? A felmeriil$
alkalmazasok soran IF igen gyakran Q, a raciondlis szdmok teste, vagy a ¢ elemi [, véges test.
Emellett el6fordul még F = R (a valds szamok) és F = C (a komplex szadmok) is.

Polinomnak, kozelebbrél n valtozos polinomnak nevezziik az olyan algebrai kifejezéseket,
melyeket az x1, z9, ..., x, valtozdkbol, és F-beli elemekbdl (konstansokbol) épitiink fel az dssze-
adas, a kivonas és a szorzas alkalmazéasaval. Az F test feletti polinomok Gsszességét

Flzy, 2, ..., xy)

jelbli.

Példaul R[z] az egyvaltozoés valés polinomok halmaza, 2242z —3 € R[x], vagy 23 —2z3+3ix4 €
C[ml, ro, X3, 1'4].

Legyen f(z1, ... ,x,) egy polinom F[zq, ..., x,]-bél. Ekkor az f(x1, ... ,x,) = 0 egyenletet
kielégité (ay,az,...,a,) € F" pontok egy hiperfeliiletet alkotnak, amit Vy-fel jelolink. A Vy
hiperfeliilet n = 2 esetén gérbe, n = 3 esetén pedig feliilet. Példaul, f(xq,z2) = 2% + 23 — 1
esetén a Vy halmaz éppen az origé-kozépponti egységkorvonal.

4. Szamitasi feladat. Adott az f(xi1,...,x,) € Flxi, ... ,x,] polinom. Taldljunk o =
(a1, ... ,ap) vektort, melyre f(ay, ..., ap) #0.

Masként fogalmazva olyan o € F" pontot keresiink, ami nincs rajta a Vy hiperfeliileten. Ha
az [ egy végtelen test, akkor egy véletlen o pont igen nagy eséllyel j6 megoldast ad. Ezzel az
egyszeru észrevétellel meglepd, mar-mar ellentmondéasos viszonyban van az a tény, hogy nem

9Olyan algebrai struktira, amelyben van négy miivelet, az Gsszeadés (4), a kivonas (—), a szorzés (*) és az
osztés (/), amelyekre érvényesek a valds szdmok koérében megszokott szabalyok; b&vebben lasd pl. [KRSz].
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ismeretes olyan determinisztikus algoritmus, amely hatékonyan (polinom id6ben) taldlna egy
ilyen a pontot.

A tovabbiakban szeretnénk a véletlen valasztast hasznald eljaras egy diszkrét valtozatét
bemutatni, amelyben az « vektor a; komponenseit egy alkalmas véges halmazbdl vessziik.

4. Definicié. Az f polinom foka a kifejtés utdn a tagjaiban eléforduld legnagyobb valtozoszdm.

Pl. 22 foka 2, 1 + my23x3 foka 5. A 0 # c € F konstansok foka nulla, a 0 € F konstansnak
nincs foka.

Sziikségiink lesz a kovetkez6 tényre (nem bizonyitjuk):

4. Allitas. Legyen f(z) € Flx| egyvdltozds, nem azonosan 0 polinom. Ekkor az f(z) = 0
egyenlet megoldasainak szdma nem tobb, mint az f foka.

A bizonyitdshoz hasznos a kévetkez6:

8. Feladat. Legyen f(x) € F[x] egyvdltozds polinom, a € F amelyre f(a) = 0. Ekkor van olyan
g(x) € Flz] polinom, amellyel f(z) = g(z)(z — a).

Most mar bizonyitani tudjuk a szamitasi feladatot megold6 randomizalt algoritmus elvi alap-
jaul szolgalo tételt:

10. Tétel (Schwartz—Zippel). Legyen f(x1, ... ,xzy) € Flz1, ... ,x,] nem azonosan 0 polinom,
aminek a foka d. Legyen tovabba T C F, |T| = N. Legyenek o, ... , o, aT-bdl egyenletes elosz-
lds szerint teljesen fiiggetleniil vdlasztott elemek (minden i-re az elézdektdl teljesen fiiggetleniil,
+ waldszindiséggel sorsoljunk a;-t). Ekkor P(f(au, ... ,an) =0) < %.

Az « valasztasara vonatkozd feltétel Uigy is fogalmazhatod, hogy « az egyenletes eloszlas szerint
valasztott véletlen eleme a T" halmaznak, vagyis barmely o € T™ valdszintisége ﬁ

Bizonyitds. Nyilvan feltehetd, hogy % < 1. Teljes indukciét alkalmazunk n szerint:
e n =1 eset:

kedvez6 esetek

P(f(a1) = 0) = <o

Osszes eset

Itt hasznaltuk az el6z6 allitast, amely szerint a kedvez6 esetek szama < d.

e n > 1 eset: tegyiik fel, hogy n — 1-ig igaz a tétel allitdsa (indukcids feltevés). Fejtsiik ki
f-et z1 szerint:

ho(y) + hi(y)z1 + ... + he(y)ah,

flz1, oo )
y = (z2,...,2pn).

A fentiek alapjan k < d, valamint hy foka < d — k (tételezziik fel, hogy hy # 0). A
bizonyitas tovabbi menetéhez vezessiik be az aldbbi eseményeket:

B={f(a1, ... ,an) =0},
Ay = {hg(ag, ... ,ap) =0},
Ay = {hi(ag, ... ,a,) #0}.
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A1, Aj teljes eseményrendszert alkot, és P(Ay) > 0 az indukcids feltevés szerint. Ekkor

P(B)=P(BnN A1) +P(BnNAy)
< P(A4;) + P(B|A2)P(As)
<P(A4;) + P(B|A2).

Az indukeiés feltevésbdl kovetkezik, hogy P (A1) < 4E, az n = 1 esetbél pedig kovetkezik,
hogy P(B|Az) < £, fgy

d—Fk k

P(B) < P(A1) + P(BJAy) < “ 7+ 1 =

=

O]

A tételb8l adédik, hogy N = 2d esetén P(f(ay, ..., an) = 0) < 5. Ezzel az N értékkel, és
az a € T véletlen vélasztasaval, majd pedig az f(«) kiszdmitasaval olyan algoritmust kapunk,
amely legalabb % valészintiséggel talal Vi-en kiviili pontot, ha f nem azonosan nulla.

Az (aq, ..., «ay) vilasztasat t-szer fliggetleniil megismételve, annak valészintisége, hogy min-

dig 0-t kapunk, kisebb lesz, mint 2%

Két alkalmazasi példa
1. Teljes parositas keresése paros grafban

5. Szamitasi feladat. Adott a G = (L,U; E) pdros grdf, amelyben L és U alkotja a két
csticshalmazt, \U| = |L| = n, és él csak U és L kézott mehet. Allapitsuk meg, hogy létezik-e
G-ben teljes pdrositas (n db figgetlen él).

Tegyiik fel, L = {l1,lo, ... ,l,} és U = {ug,ua, ... ,un}t. Egy n x n-es M matrixot készitiink:
M = (mij)i—
M — x;; valtozd, ha (li’uj) € E,
Y kiilsnben.

11. Tétel. A G paros grifban létezik teljes parositas <= det M # 0 (det M nem azonosan 0
polinomja az x;; vdltozéknak).

Bizonyitas. M determindnsa £x14, %2, - . - Tni, alakd tagok 6sszege, ahol 71, ... , %, csupa kiilon-
b6z6 egész. Ha det M # 0, akkor van egy

+ 215y - Ty, (2.6)

alaki nem nulla tag. Ekkor az (I1,u;, ), (l2, i), .., (In,u;,) élek egy teljes parositast adnak.
A forditott irdny: ha G-ben létezik teljes parositas, pl. (I1,u;, ), (l2,uiy), - .. , (In,u;, ), akkor

det M # 0, mert a (2.6) tag megmarad kifejtés utdn. Minden élhez egyedi, az dsszes tobbitél

kiilonbozé valtozot rendeltiink, ezért a kifejtési tagok nem ejthetik ki egymast. O

A teljes parositas létezése esetén M determindnsa az x;; valtozok Q feletti polinomja, a foka
< n. Az el6z6 tételnek van egy hasznos kovetkezménye. Legyen F = Q, és tekintsiik a det M
polinomot Q felett. Irjunk a determinénsban a valtozok helyébe véletlen és fiiggetleniil valasztott
szdmokat a T = {1,2, ... ,2n} halmazbdl. Az ezekbdl a véletlen értékekbdl képzett vektort
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jeloljik a-val. Ekkor, ha G-ben van teljes parositas, akkor Schwartz—Zippel-tételt alkalmazva
P(det M(a) =0) < £ = 3.

Ezzel egy randomizalt algoritmust nyeriink a teljes parositas létezésének eldontésére. Mennyi
a koltsége a szamitasnak? A determindnsnak mint polinomnak sok tagja lehet (maximum n!), de
numerikusan (a valtozokba szamokat frva) O(n?) aritmetikai miivelettel kiszdmolhatd, lényegé-
ben a linedris egyenletrendszerek megoldasa soran hasznalt Gauss-eliminédciét alkalmazva. Egy
ilyen randomizélt parositasteszt tehat O(n3) miivelettel megvaldsithaté. Az igy nyert médszer
lasstibb a kombinatorikus alapa parositasteszteknél, viszont igen erdteljesen parhuzamosithato,
mégpedig azért, mert a determinans szémolasa hatékonyan parhuzamosithaté.!?

Kiszamitas kontra tesztelés

Gyakran konnyebb egy szamitds helyességét ellendrizni, mint Gjra elvégezni azt. Ebben az
Osszefiiggésben is jol hasznalhaté a Schwartz—Zippel-tétel.

6. Szamitasi feladat. Adottak az A, B, C n X n-es mdtrizok valamilyen F testbeli elemekkel.

Adjunk vdlaszt arra a kérdésre, hogy AB Lo

AB szamitésa a definicié szerint kb. 2n? miivelet F-ben. Egyelére nyitott kérdés, hogy
val6jaban mennyi miivelet kell a matrixszorzashoz. Erdekességként emlitjitk, hogy a jelenlegi
rekord O(n“) miivelet, ahol w értéke 2,37 koriil van, viszont ezzel a mddszerrel nem praktikus
szdmolni, ha az n nem til nagy.'!

Az AB £ C tesztelésére lehet6ség van O(n?) miivelet elvégzésével is, randomizalt teszt
alkalmazasaval. Az alapétlet: vegylink egy T C F halmazt, melynek elemszama legyen n.
Vélasszunk véletlen (aq, ... ,ap)! = a oszlopvektort T-beli komponensekkel. Nézziik meg, hogy

A(Ba) L Ca teljesiil-e. Ha AB = (', akkor itt mindig igent kell kapnunk. Ennek a tesztnek a
koltsége 3 db méatrix-vektor szorzéds (elészor kiszamitjuk a 8 = Ba vektort, majd pedig az AfS
és a Ca vektorokat), ami &sszesen is O(n?) id6.

Hatarozzuk meg a hiba valdszinliségét, pontosabban annak a valdsziniiségét, hogy AB # C,
de A(Ba) = Ca. Legyen x = (x1, ... ,x,)" egy valtozokbol all6 oszlopvektor. Ha AB # C,
akkor az ABx — Cx = y vektor koordin&tdi nem mind 0 linedris polinomjai az x1, ...,z
valtozéknak. Tegytik fel, hogy az eredmény j-edik komponense, y; # 0. Ekkor az y;(z1, ... ,zy)
linearis polinom foka = 1. A Schwartz—Zippel-tétel szerint < % a valoszintisége, hogy y;(a) =0,
tehat legfeljebb % a valdszintisége annak, hogy a teszt nem ad tanit.

2.6 Hashelés

Univerzalis hashelés

A hash-szervezés igen fontos adatszerkezethez vezet, ami széles korben hasznalhatd, erételjes
megoldasokat ad. A véletlen tobbféleképpen is kapcsolatba hozhatd ezzel a szervezéssel. Ezek
egyikét, az univerzalis hashelést vessziik alaposabban szemiigyre. Torekvésiink motivalasara
tekintsiik a kovetkezo algoritmikus feladatot:

7. Szamitasi feladat. Adott n db egész koordindgtdji pont a sikon. Allapitsuk meg, hogy van-e
koztik P # Q gy, hogy d(P,Q) < 2.

9Lasd pl.: [Cs], és [Be].
1A szamitégépes aritmetika egyik legfontosabb nyitott kérdése, hogy kiszdmithaté-e két nx n-es métrix szorzata
O(n?T¢) aritmetikai miivelettel.
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Ha naiv megkézelitéssel minden pontpér tavolsiagat meghatérozzuk, akkor O(n?) (uniform)
koltségli megoldashoz jutunk. Ennél hatékonyabb, O(nlogn) uniform kéltségli megoldast kap-
hatunk kiegyensilyozott keres6fak (Pl. piros-fekete fa, AVL-fa, 2-3-fa) alkalmazédsaval. Az otlet
az, hogy épitsiink keres6fat az adott pontokkal mint kulcsokkal. Ennek ara O(nlogn). Ezt
kévetéen minden P pontra nézziik meg, hogy a P ponthoz kozeli 12 db egész koordinataju R
pont (ezeket szemlélteti a kovetkez abra) koziil valamelyik benne van-e a fadban. A miivelet
koltsége: 12n - O(logn) = O(nlogn), igy az 6sszes munka koltsége is O(nlogn).

L ]

e o @
e o e @
.

.

Meg fogjuk mutatni, hogy a véletlenre tdmaszkodva, univerzalis hasheléssel a feladat li-
nearis varhat6é idoben is megoldhaté. Ki fog deriilni, hogy egy alkalmasan valasztott hash-
adatszerkezetben a feladatban felmeriil miiveletek (besziirés, keresés) varhaté ideje konstans
korlat alatt marad, szemben a kereséfakéval, ahol csak logaritmikus korlat érvényes.

A tovabbiakban X egy adott (nagy) kulcshalmaz, |X|=r, és [M] =1{0,1,2,... , M —1} a
hash-cimek!? tartomanya, ahol M pozitiv egész, végiill H legyen egy X > [M] fiiggvényekbol
4ll6 halmaz. Ez utébbit tekintjiik a lehetséges hash-fiiggvényeink halmazanak.

5. Definicio. A fenti jelolések mellett a H egy 2-univerzalis csalad, ha Va # y € X-re és
véletlen (egyenletesen vdlasztott) h € H-ra igaz, hogy P(h(z) = h(y)) < 77

Nézziink mindjart egy példat: legyen H az osszes X +— [M] fiiggvénybél all6 halmaz, ko-
vetkezésképpen |H| = M”. Ha = # y, akkor éppen M"~! darab h ad {itkdzést (ennyiszer lesz
h(z) = h(y)), vagyis P(h(z) = h(y)) = 4;. Ez a H tehat 2-univerzalis. Az alkalmazésok szem-
pontjabdl stulyos gond viszont, hogy ez a H tul nagy, r-ben exponencidlis szdmu eleme van. Itt
mutatunk majd egy olyan 2-univerzalis H* fiiggvényhalmazt, amelynek kevesebb, mint 472 ele-
me van, és ezért hatékonyan kezelhetd példaul abban az értelemben, hogy egyszeriien és gyorsan
tudunk beléle véletlen h-t valasztani. Az is teljesiilni fog a h € H* fiiggvényekre, hogy a h(x)
hash-cimek gyorsan és kényelmesen szamithatok.

FEl6szor korvonalazzuk, hogy miként hasznalhatd egy 2-univerzilis csaldd hash-szerkezetek
megvaldsitasara. Kiinduldsként vezessiik be a d(x,y, h) indikdtorvaltozokat, ahol z,y € X és
he€ H. A é(x,y,h) értéket igy definidljuk:

5( h) = 1, hax #y, és h(z) = h(y) (vagyis tutkozés adodik h-val)
LY )= 0, kilénben.

A § figgvény segitségével kényelmesen kifejezheté a 2-univerzalitas. A H fliggvényhalmaz
pontosan akkor lesz 2-univerzilis, ha barmely x # y esetén

0(z,y,ha) + ...+ 0(z,y, he) (2.7)

<7a
- M

ahol H = {hy, ho, ..., h}. Valéban, az egyenlStlenség szerint a H elemeinek legfeljebb az M-ed
része okoz ltkozést. Ez egyenértékii azzal, hogy véletlen h € H fiiggvényt valasztva < ﬁ lesz a

1214sd pl. [RISz], 4. fejezet.
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h(z) = h(y) titkozés valésziniisége. A (2.7) egyenlétlenség bal oldalat réviden §(z,y, H)-nak is
irhatjuk. Ezt a jelolést altaldnositva X', Y’ C X; H' C H esetén legyen

S(XY' H ZZZéwy,

zeX'yeY’' heH'

FEzt a tomorebb jelolést alkalmazva érvényes a kovetkez6 egyszerti, de igen hasznos tény:

5. Allitas. Legyen z € X, S C X, tovdbbd h € H eqy véletlen figguény (egyenletes eloszlas
szerint) a H 2-univerzalis csaladbol. Ekkor

S|
E(3(z, S,h)) < 1.

Bizonyitds. A varhato érték definicidja és a (2.7) egyenlétlenség segitségével konnyen kapjuk az
allitast:

1

E(5(x,8,h))—hZ:|H| (z,8,h) = |H|Z(59:Sh ZZaxsh
EH heH heHses
=] 1 1S
ZéwsH Z — =
ses |H‘s€S SM M

O

Tegyiik fel, hogy X egy részhalmazat akarjuk tarolni véletleniil valasztott h € H hash-
fiiggvény segitségével, ahol H egy 2-univerzilis csalad. Az iitkozéseket rekordok lancolasaval
oldjuk fel, ahogy az abra szemlélteti.'®

i

M1

Az r; kulcsokra igaz, hogy h(rj) = i. Ha S a tarolt kulcsok halmaza, és egy miivelet a {keres,
beszir, torol, médosit} halmazbdl az x € X-et érinti, akkor a miivelet koltsége ardnyos lesz az
x-hez tartozo lanc hosszéaval, ami legfeljebb 1 + d(z, S, h).

12. Tétel. Teqgyiik fel, hogy kezdetben egy tires struktirdnk van. Végrehajtunk egy ti, ...ty
miduveletsort, ahol t; € {beszir, keres, torol, médosit}. FEzek kizil a beszirdsok szdma legyen
k < M. Ekkor a sorozat ésszkoltsége (uniform koltség) véletlen h € H alkalmazasa esetén

varhatéan
0 (n (1 + A’})) — On). (2.8)

13 A szerkezet 1ényegében ugyanaz, mint a [RISz] 4.1.1. szakaszéban lefrt vodrés médszernél, azzal az eltéréssel,
hogy itt rekordokat és nem lapokat lancolunk.

tankonyvtar.math.bme.hu Roényai Lajos, BME TTK



2. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK 25

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a t; mivelet elott az S; C X kulcshalmaz van a szerkezetben, és
a mivelet az z; € X kulcsot érinti (ezt illesztjiik be vagy keressiik, stb.). A koltség aranyos a
mutatokovetések szaméval, ami ebben az esetben legfeljebb < 1 + 6(x;, S;, h). Ennek a varhaté
értéke az el6z6 allitds szerint nem tobb, mint < 1 + % Az 6sszes miivelet varhato koltségére
a varhaté érték additivitisa miatt igy a O(n(1 + £)) korlétot nyerjikk. Végill k& < M miatt
1+ £ <2, tehét az 6sszmunka O(n). O

Az iménti érvelésbdl az is kitlinik, hogy egyetlen ¢ miivelet varhat6 koltsége konstans.

Térjiink vissza a most kiindulé feladathoz, a kozeli pontok probléméajahoz. Kerestfa helyett
hasznaljunk inkdbb 2-univerzélis hashelést tgy, hogy a szerkezet méretére M = n teljesiiljon.
Ekkor k = M és az n pont tarolasa O(n) varhat6 koltségii (n db beszir miivelet sziikséges). A
pontok taroldsa utdn még 12n db keres miivelet kévetkezik, melynek varhaté sszkoltsége szintén
O(n). Ez a koltségbecslés akkor tekinthetd realisztikusnak, ha a pontok koordinatai nem til
nagyok.

2-univerzalis hash-fiiggvénycsalad konstrukci6ja

Egy viszonylag kis méretii 2-univerzalis fliggvényhalmazt adunk meg. Legyen p primszam, p >
r = |X|. Feltessziik, hogy X C F,, tovabb4, hogy F, = {0,1, ... ,p — 1}. Egy 2-univerzalis
F, — [M] fiiggvényhalmazt adunk meg. Ha a p nem sokkal nagyobb, mint r, akkor ez a
csaldd hatékonyan hasznalhaté az X kulcshalmaz kezelésére is. Feltessziik tehat, hogy X = IF).
Bevezetjiik a kovetkez6 fliggvényeket:

e Legyen f,p : Fp — Fp, fop(x) :=ax +b mod p, ahol a,b € Ty,
e Legyen g : F, — [M], g(z) := 2« mod M.
o Legyen hyp : Fp — [M], hop(x) := g(fap(2)).

Végiil legyen H* = {hgpla # 0; a,b € F,}. Ekkor nyilvan |H*| = p(p — 1). Azt is szeretnénk
elérni, hogy |H*| minél kisebb legyen. Ismert, hogy r > 1 esetén (r,2r)-ben van p primszam
(Csebisev tétele!?). Elérhetd tehat, hogy p < 2r, amikor is |H*| < 4r%. Ekkor a H* egy véletlen
eleme leirhato kb. 2log, r bittel. Az is igaz, hogy a hgp(c) értékek gyorsan szamolhatok (c € IF,,).

13. Tétel. H* eqy 2-univerzilis fiigguénycsaldd.
Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy x # y € Fp esetén (x,y, H*) = 6(F,,Fp, g) (vagyis,

hogy 0 (z,y, H*) fiiggetlen x, y-tél). Ehhez tegyiik fel, hogy hq p(z) = hap(y) (azaz iitkozés van).
A kovetkezdket irhatjuk fel ekkor:

axr+b=wu modp (2.9)
ay+b=v modp (2.10)
u=v mod M

(2.9) és (2.10) linearis egyenletrendszert ad a, b-re (z, y, u, és v fix), amelynek a determinansa

z 1
det(y 1>—m—y7é0,

tehat x # y esetén egyértelmiien oldhaté meg az egyenletrendszer.

14sd pl. [FCy] 5.5.3. tétel.
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A fentiek alapjan azok az (a,b) péarok, ahol a # 0, és azok az (u,v) péarok, ahol u # v,
kolesonosen megfeleltethet6k egymasnak. A hgp(z) = hop(y) titkozések szama ezért éppen azon
u, v parok szama lesz, amelyekre u # v és u = v mod M. Az utébbi mennyiség pedig definicid
szerint pontosan 6(F,,F, g).

Masodszor igazoljuk, hogy 6(Fp, Fp, g) < 1%. Azon (u,v) parok szamat keressiik, melyekre
d(u,v,9) = 1. Az u értékét p-féleképpen valaszthatjuk meg. Egy rogzitett u-hoz olyan v kell,
melyre u =v mod M, 0<v <p—1, u#wv. Az ilyen v-k szdma legfeljebb

[ﬁw_1<£+M—1 M p-1

M - M M M M’
azaz a parok szama < p(pij\zl). Innen a tétel bizonyitdsa azonnal adédik:
\ plp—1) |H"|
(:Ea ya ) ( Py =D g) — M M 9
tehat H* 2-univerzalis. O

2.7 Egy j6 randomizalt keresofa: a ,falom”

A falom' egy randomizélt kereséfa-konstrukcié jé miiveleti idékkel, és nagyon egyszerti algorit-
musokkal.

6. Definicié. Az F' falom egy bindris fa, aminek a csicsaiban (k,p) alaki pdarok vannak, ahol k
kulcs, a p szdm pedig egyedi prioritds, p € [0,1]. Az F a k kulcsok szerint bindris kereséfa, a p
prioritdsok szerint pedig max-kupac, azaz minden csucsban lévé p nagyobb, mint az & részfdjaban
levd tobbi prioritasérték.

A felhasznalé célja a rendezett U halmazbdl vald k kulcsok, pontosabban a veliik azonositott
rekordok hatékony tarolasa, kezelése. Ezek a kulcsok tehat a bemenet részét képezik az F'
hasznalatakor. A p prioritasokat viszont az F-et kezel6 algoritmusok allitjak el6 azzal a céllal,
hogy a hagyomanyos keres6fa-miiveleteket hatékonnya, gyorssa tegyék. Minden beszurasnal
a beillesztendd k kulcshoz véletlen p-t sorsolunk. A [0,1] intervallumbdl egyenletes eloszlas
szerint és csticsonként egymadstdl teljesen fiiggetlentil valasztjuk (sorsoljuk) a p prioritasokat. A
p prioritasok egyediek: kiilénb6z6 csticsokhoz kiilonbo6z6 p-k tartoznak. Mi most az egyszeriibb
targyalas kedvéért azt is feltessziik, hogy az F-beli kulcsok is mind kiilénb6zok.

6. Allitas. A falom alakjdt egyértelmien meghatdrozzdk a benne lévé (k,p) pdrok.

Bizonyitds. A gyokérben a max-kupac-tulajdonsidg miatt csak az a (k,p) par lehet, amelyikben
p maximadlis. A gyokér bal részfajdban pedig azok a (k/,p’) parok vannak a kereséfa-tulajdonséag
miatt, amelyekre k' < k. A jobb részfijaba azok a (k”,p") parok keriilnek, amelyekre k" > k.
Az eddigi gondolatmenet megismételhetd ezekre a részfakra. O

A szokésos keresofa-algoritmusokat (keres(k), beszir(k), torol(k), min, max) szeretnénk meg-
valésitani. A keresés, a min és a max a binaris keres6faknél tanult médon megy itt is.

Nézziik meg a beszur(k) miiveletet: k helyét a naiv beszuras logikajat kovetve megkeressiik;
ez egy 1j levél lesz, majd sorsolunk mellé egy véletlen p € [0, 1] prioritast (az eddigi sorsolasoktol

5 A falom sz6 a fa és halom szavak 6sszevoniasabdl keletkezett, ahogy a szerkezet eredeti angol neve, a treap a
tree és heap szavakbol.
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teljesen fiiggetleniil). Uténa a (k,p) csucsot forgatasokkal felfelé mozgatjuk annyira, hogy a
max-kupac-tulajdonsig teljesiiljon a prioritasokra nézve.'6
Torlésnél forgatasokkal levissziik az adott elemet addig, amig levélpoziciéba nem keriil, és

onnan egyszeriien kitoroljik. A forgatdsok nem rontjak el a kereséfa-tulajdonsigot, csak a
kupac-tulajdonsagot befolyasoljak.

9. Feladat. A torlendd (k,p) csicsot elvben a jobb részfdjaba és a bal részfdjaba is forgathat-
nank. Hogyan célszert vdlasztani a két lehetdség koziil?

1. Példa. Szirjuk be a J kulcsot az dbra bal oldaldn lévd falomba, legyen a J-hez sorsolt prioritds
p = 0,8. A prioritdsoknak csak a tizedesvesszd utdni elsé jegyét adjuk meg, igy az Uj csics
jelolése: J8. A bal oldalon a kiindulo F szerepel, de mar feltintettik az uj levél helyét is. A
kovetkezd két fa pedig az elsé és a mdsodik (egyben utolsd) forgatds utdani helyzetet mutatja.

K9 K9 K9
H7 w2 HT W2 78 W2
DS T4 DS I8 H7
78 4 D5 T4

A gyakorlatban a p prioritasoknak csak véges sok bitjét sorsoljuk. Egy 4j (k,p) par beszi-
rasakor — miutdn mar megtalaltuk az 1j levél helyét — csak annyi bitet sorsolunk p-hez és az
apjaban levé p’ prioritashoz, hogy egyik se legyen prefixe a masiknak. Ha egy forgatds utdn p és
az 0j apjanak p’ értéke koziil egyik prefixe a masiknak, akkor mindkett6hoz tjabb bitet (esetleg
biteket) sorsolunk egészen addig, amig valamelyik prefixe a mésiknak.

Az algoritmusokat azzal a (kissé idealizalt) feltételezésel elemezziik, hogy a prioritdsok egy-
méastol teljesen fliggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasti szamok. Hasznos lesz a
kovetkez6 feladat, amely a prioritasok szerepét segit megérteni:

10. Feladat. Legyenek pi1,pa,...,pq a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi, teljesen fiigget-
len valosziniiségi valtozok. Ekkor

(a) P(p1 > p2) =P(p2>p1) = 3,

(0) P(ps, > piy > ... > piy) = %, ahol iy,i9,...,1q az 1,2,...,d indexek eqy tetszdleges
permutdcioja,

(¢) P(p; = max{pi,...,pa}) = tetszbleges 1 <i < d esetén,

(d) P(p1 > pa és pa = max{ps, ..., pa}) = gz-7)-

14. Tétel. Legyen F egy falom, csicsainak szima |F| = n, x pedig egy csicsa. A gyokértdl az
x-1g mend ut hossza vdrhatoan < 2logn + 2.

1. Kovetkezmény. Az F-ben vald sikeres keresés varhato kiltsége O(logn).

16361 ismert — 1asd pl. [RISz] 3.5. szakasz —, hogy a forgatdsok megtartjdk a keres6fa-tulajdonsagot, igy elég arra
igyelni, hogy az 4j p ne sértse meg a kupac-tulajdonsagot. Ez pedig elérhetd gy, hogy a friss csiicsot sziikség
szerint felfelé forgatjuk.
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Bizonyitds. Legyenek k1 < ky < ... < k, az F-ben tarolt kulcsok, és vezessiik be az Xj;
indikatorvaltozokat:

Y. 1, ha a kulcsok [k;, k;] intervalluméban k; cstcsa a legnagyobb prioritési
1 0, kiilonben.

Hozzatessziik, hogy itt [k, k;] és [kj, k;] ugyanazt az intervallumot jelentik: az Gsszes olyan
kulcsot, amely k; és k; kozott helyezkedik el a kulcsok rendezésére nézve.

7. Allitas. Legyen

n

Xi=> X

Jj=1

FEkkor X; éppen a csicsok szama a gyokértdl a k; kulcsot tartalmazo csicsig vezetd uton.

(5)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy k; 6se k;-nek. Ez esetben X;; = 1, mert a fenti dbran lathato
helyzetben a [k, k;] intervallum benne van k; jobb részfajaban. Tehat a [k;, k;] intervallumba
es6 kulcsok koziil a k; prioritdsa a legnagyobb, hiszen a részfa minden elemének prioritdsdnal
nagyobb. Hasonléan érvelhetnénk, ha k; a k; bal részfdjaban lenne. Meg kell még mutatnunk,
hogy ha k; nem Gse k;-nek, akkor X;; = 0. Ez azért igaz, mert ekkor létezik egy k;-t6l kiilonboz6
k; kozos Osiik. Legyen a k; kulcsot tartalmazé csics a legalacsonyabb kozos 6s. Ekkor k; benne
van a [k;, k;j] intervallumban, és a prioritdsa nagyobb, mint k; prioritdsa. (Itt megengedjiik azt
a lehetdséget is, hogy k; = ky.) O

Visszatérve a tétel bizonyitasahoz, a gyokértdl k;-ig meno titon a csticsok varhatéd szama ezek
alapjan:

Annak a valészintisége, hogy k; kapja a [k;, k;] intervallum elemei koziil a legnagyobb prioritést
(feltéve, hogy i < j) a feladat (c) részét alkalmazva (ekkor d = j — i+ 1):

1
j—i+1
Hasonléan, ha i > j, akkor ez a valdsziniiség
1
i—j+1
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Ebbél kovetkezden

1

PX;j=1)=—"—"0.
(Xig =1) j—il+1

A 377 P(Xi; = 1) kifejezésben egy fix |j — i| maximum kétszer fordulhat elé, innen

=2H,, < 2(logn+1).

S PG =D)<Y
= =1

j=1

A forgatasok szamanak elemzése

Arra vagyunk itt kivancsiak, hogy varhatéan hany forgatésra van sziikség, amikor egy k kulcsot
torlink az n elem@ F falombol. Az ehhez sziikséges miiveletsort idében megforditva is nézhetjiik,
amibdl arra jutunk, hogy ugyanennyi lesz a forgatasok szama, amikor k-t beillesztjik az n — 1
elemli F'-be. Legyen

1, ha k; prioritasa a legnagyobb a [k;, k;]-ben, és k; prioritasa
Y = a masodik legnagyobb a fenti intervallumban,
0, kiilonben.

&) /N

A B

Példaul a fenti abra altal mutatott helyzetben, amikor is k;-t lefelé forgatjuk k;-nél, teljesiil,'”

hogy
[kj, ki] € {kj, ki} U{B részfa kulcsai}.

Ezek kozott nyilvan k; prioritdsa a legnagyobb, k; prioritdsa pedig a masodik legnagyobb, azaz
Y;; = 1. Hasonlé mondhato, ha k; jobb oldali gyermeke k;-nek. Ezzel lényegében bizonyitottuk
a kovetkezot:

15. Tétel. A k; kulcs torlésekor a forgatdsok szdma mem t6bb, mint 377 4 Yij.

Legyen ezutan
n

=1

Y"Ennek meggondolasahoz hasznos az a tény, hogy egy bindris keres6fa kulcsait az inorder bejaras novekvd
sorrendben adja meg.
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és adjunk fels6 korlatot a varhato értékére:

E(Y;) =) E(Yi) =) P(Yy=1), (2.11)
j=1 j=1
P(Y;=1) = ! ha i < j
Y (G—i+1)(G—1) ’
1
P(Y,; =1) = —, hai>j.

(i=7+1)@—7)

Itt hasznéltuk a feladat (d) részét d = j —i+1, illetve d = i — j + 1 valasztassal. Innen, a (2.11)
sort folytatvas:

P(Y;;=1)< =) 2(——-2)<2
— Y ;l(l—l) l; <z_1 z)

teleszképos
Osszeg

J

Tehéat a forgatasok szaméanak varhaté értéke torléskor < 2.

2. Kovetkezmény. Az n elemd falom esetén eqy elem torlésének és beillesztésének a vdrhato
koltsége is O(logn).

Bizonyitdas. A torlés a torlend6 elem keresésébdl, majd pedig annak lefelé mozgatasabdl all. Az
elsd részfeladat varhat6 koltsége O(logn), a masodiké a 15. tétel szerint O(1), az sszes koltség
tehat O(logn).

A k beillesztésének Osszkoltsége aranyos lesz a beillesztett, mar F-ben levo k keresésének
uthosszaval, plusz a k torlésekor fellép6 forgatasok szaméaval. Két tételiink szerint ezek Osszege
is varhatéan O(logn). O

1. Megjegyzés. Pontosabb elemzéssel megmutathato®, hogy tetszdleges ¢ > e-re annak a valo-

—clog(<)

szintisége, hogy az F fa magassdga nagyobb, mint 2clogn, legfeljebb n (%) , amibol az is

kéovetkezik, hogy a fa vdrhaté magassdga is O(logn).

“Lasd pl. [SA] 4.8. Lemma.

11. Feladat. Mutassuk meg, hogy az F falom alakja megegyezik annak az F* bindris kere-
séfdanak az alakjdval, amelybe az F-beli kulcsokat illesztettiik be az F* = () fabél indulva naiv
beszurdsokkal, mégpedig az F-beli prioritisok szerint csikkend sorrendben. (Tehdt pl. ugyanaz

a k kulcs van a két fa gyokerében, ugyanaz a ki €s ko kulcs a gydkér bal, illetve jobb fidban,
stb.)

A korabbi feladat (b) részére gondolva az F' gy is tekinthetd, mint egy naiv beszurasokkal
véletlen bemeneti sorrend szerint épitett binéris kereséfa. Ervényesek tehat ra az 2.1. szakaszbeli
megallapitasok.

2.8 Sikbeli autoparticio
Most ismét egy geometriai/grafikai hattert feladatot fogunk targyalni. Itt tartomdnyon olyan

sikbeli konvex halmazt értiink, amelyet véges sok szakasz hatarol. Szokas még ezeket konvex
sokszogeknek, esetleg konvex sokszoglemezeknek is nevezni.
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8. Szamitasi feladat. Adott eqy T téglalap a sikon, benne n egymdst nem metszd s1, ... ,Sp
szakasz. Bontsuk fel a T téglalapot minél kevesebb tartomdnyra ugy, hogy az s; szakaszok csak
tartomadnyok hatdardn legyenek, azok belsejében ne legyen pontjuk.

Ez a feladat fontos tobb grafikus alkalmazasnal, meghatarozé szerepet jatszik, egyebek kozott
a lathatésidg szémitaséra szolgdlé Painter’s algoritmusndl'® A cél az, hogy lehetéleg kevés
tartoméanyt kapjunk, és viszonylag gyorsan.

Az RA-algoritmus

Az RA-algoritmus (randomised autopartitioning) rekurziv médon egy bindris fat hoz létre, mely-
nek cstcsai (R, L) alakiak, ahol R egy tartomany, L pedig az R belsejében levé szakaszok egy
listdja. Az R tartomanyok a kiindul6 T téglalap részei, az L listakon levé s € L szakaszok pedig
valamelyik s; bemeneti szakasznak részei.

A fa gyokere (T, L) lesz, ahol L = {s1, ... ,sn}, az input szakaszok listdja. Az RA-eljarés
altalanos lépése a kovetkezd: tegyiik fel, hogy éppen az (R, L) cstcsnél tartunk (kezdetben ez a
cstces a gyokér lesz). Az L az R belsejében levd szakaszok egy listaja.

1. Ha |L| = 0, azaz R-ben mar nincs szakaszunk, akkor az (R, L) feldolgozasa befejezédik.
(Ez a rekurzié megéllasi feltétele.)

2. Kiilonben legyen s az L egy véletlen eleme (egyenletes eloszlas szerint).

3. Vagjuk ketté az R tartomanyt az s szakasz e egyenesével. Az igy kapott tartomanyok Ry
és RQ.

=~

R

Készitsiik el az R; tartoméanyokba es6 szakaszok L; listait. Ennek a menetét az abraval
szemléltetjik. Itt sq az Lo-be keriil, s3 az Li-be, so-t kettévagjuk sy és s5 szakaszdara-
bokka, sy az Li-be, s5 az La-be kertl. (Ry, L) és (Ra, L2) legyenek az (R, L) fiai.

4. Hivjuk meg rekurzivan ugyanezt az eljarast az (Ry, L1), majd pedig az (Ry, L1) csicsra.

Az RA-algoritmus elemzése

Hatarozzuk meg, hogy hany tartomanyunk lesz az RA-algoritmus lefutdasa utan! Tudjuk, hogy
egy szakaszdarabka 2 tartoméany hataran van, és a T-t kivéve minden, az eljaras futasa soran
keletkezé tartoményt hatarol L-bol szarmazd szakasz egy darabja. Ezért ha n > 1, akkor a
végs6 (levélhez tartozd) tartomanyok szama legfeljebb a vagasokkal keletkez6 szakaszdarabkak
szaménak kétszerese. Tehat a keletkezo szakaszdarabkak szamat kell megbecsiilniink. Becsiil-
hetjiik a szakaszdarabok szama helyett az s; szakaszokon levé osztopontok szamaét is, hiszen a
kettd kozott szoros Osszefliggés van:

az Osszes szakaszdarabok szdma = n + osztépontok szama,

18L4sd pl. [A] 7.3. szakasz.
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mert kezdetben n db szakasz van, és minden tovabbi osztépont eggyel néveli a szakaszdara-
bok szamét. Legyen marmost az input szakaszlistank {si, ... ,s,}. Vezessiik be a sziikséges
indikatorvaltozokat:

1, ha s; egyenese az algoritmus futdsa sordn vigja az s; szakaszt
Y = (csak az éppen feldolgozott szakaszdarab tartomanyan beliili metszés szamit),
0, kiilonben.

Legyen Y a kovetkezd valdszintiségi valtozo:
n n
=22 Yy
i=1j=1

Y értéke az algoritmus soran az s; szakaszokon keletkezd osztépontok szdma. Vizsgaljuk ennek
a varhaté értékét a mar megszokott médon:

:E<ZZYM) ZZE i)=Y P(Y;=1).
i—1j=1 i—1j=1 i=1j—1

Jeloljik index(7, j)-vel azon s; szakaszok szamat, amelyeket s; egyenese metsz, miel6tt elérné
-t (feltéve, hogy Y;; = 1).

o /N
/N

Vi1 V2 .ov Vindex(ip)

S

Ekkor Y;j; = 1 csak akkor fordulhat eld, ha az RA-algoritmus az s;, 55,01, ... ; Vindex(i, j) €8
még esetleg tovabbi szakaszok koziil (ez sszesen legalabb index(i,j)+2 szakasz) el6szor s;-t
valasztja ki particionalé szakasznak. Tehat

kedvezd esetek < 1

P(Y.,=1) = .
(Y3 ) Osszes eset  — index(i,j) + 2

Prébaljuk marmost megvalaszolni, hogy adott i-re és k-ra hany olyan j létezhet, amelyre
index(i, j)= k. Példaul k = 3 esetén — a kovetkez6 dbran is lathatéan — 2 olyan s; szakaszt
talalhatunk, melyre az index(7, j)= 3 fennall.

\\/\ﬁ’:\/\ /
[N 7 N

87

Ennél tobb alkalmas s; nyilvin nem lehetséges, hiszen s;-t6l indulva mindkét irdnyban leg-
feljebb 1 ilyen metszéspont létezhet. Ugyanezen okbdl a valasz a kérdésre altalaban, tetszéleges

k-ra: legfeljebb 2. Az osztépontok varhatd szama ezt is figyelembe véve a kovetkezOképpen
alakul:

n n " 2
LTS SZZWSZZg:Mn.
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Vérhatéan tehat O(nlogn) tartomanyt kapunk. Megjegyezziik, hogy mar az sem magatdl ér-
tet6d6, hogy létezik ennyi tartoméanybdl allé autoparticié. Az algoritmus érdekes valésziniiségi
hatteri bizonyitast nyujt ilyen particié 1étezésére.

Ha nem csak a varhaté érték érdekel benniinket, hanem példaul az ¥ > A\2nH,, esemény
valbszintisége, ahol A > 0, akkor ezt becsiilhetjiik a Markov-egyenlGtlenség segitségével. A A =4
valasztassal a Markov-egyenlotlenség szerint

P(Y > 8nH,) <

el

2.9 Az ujjlenyomat-médszer

— Nézze meg a nagyitéjaval, Mr. Holmes!
— Azt teszem.
— Ugye tisztaban van vele, hogy nincs két egyforma ujjlenyomat?
— Igen, hallottam mdr réla.
Sir Arthur Conan Doyle: A norwoodi tilizeset

Tobb érdekes algoritmikus feladat részeként talalkozhatunk a kdévetkezo tipust igénnyel:
adott eqgy nagy U halmaz két eleme, x és y. Dontsiik el, hogy x = y igaz-e.

Egy lehetséges, és gyakran erGteljes megoldast adé megkozelités ujjlenyomat képzésén alap-
szik. Az wjjlenyomat-mddszer egy f : U — V fiiggvényt alkalmaz, ahol |V| altalaban sokkal
kisebb, mint |U|. Az x € U elem ujjlenyomata f(z). Az z L y kérdést tgy prébaljuk megva-
laszolni, hogy kiszamitjuk az f(z) és f(y) ujjlenyomatokat, majd ezek egyenldségét vizsgaljuk.
Ha f(x) # f(y), akkor biztosan = # y. Ha viszont f(x) = f(y), akkor még nem bizonyos, hogy
v =1vy. Az f(z) = f(y)-bdl az x = y-ra kovetkeztetés'? lehet hibas, de gyakran elérhetd, hogy
ennek az esélye csekély legyen.

A hashelés maga is tekintheté az ujjlenyomat-médszer alkalmazasanak. A h : U — [M]
hash-fiiggvények felfoghaték ujjlenyomat-szamité fliggvényeknek. A kovetkezékben tovabbi két
alkalmazéasbdl adunk izelitot.

Egy feladat a kommunikaciés bonyolultsag korébol

9. Szamitasi feladat. A és B egymdastol tavol levd személyek. A-ndl van azx = (ay, ... ,an) €
{0, 1}" bitsorozat, B-nél pedig azy = (b1, ... ,by) € {0,1}" bitsorozat. Céljuk annak eldintése,
hogy x L y, €s ezt minél kevesebb bit elkiildésével szeretnék megtudni (a végén mindkettdjiknek
tudnia kell a helyes vdlaszt, nem elég csak az egyik félnek).

Ismert??, hogy ez teljes bizonyossiggal csak tigy oldhaté meg, ha legalabb n + 1 bitet elkiil-
denek a felek. Ha pl. A elkiildi B-hez a teljes « szét (ez n bit), akkor B egyediil is ellenérizni
tudja, hogy x = y teljesiil-e. Ha igen, akkor 1-est kiild A-nak, ha nem, akkor nulldt. A feladat
megoldasahoz tehat n 4+ 1 bit elkiildése elegend6. Megmutathato, hogy ennyi kell is, ezt itt nem
részletezziik.

¥Tlyen kovetkeztetést alkalmaznak a személyazonositésnal, ahol U az emberek sszességét jelenti, f pedig az
igazi ujjlenyomat képzése. A kiévetkeztetés nem teljesen hibatlan. A 2004-es madridi robbantasok helyszinén talalt
egyik ujjlenyomat olyan mértékii egyezést mutatott egy oregoni férfiéval, hogy az artatlansigara utalé temérdek
bizonyiték ellenére is egészen addig fogva tartottak, amig az ujjlenyomat igazi gazdajat meg nem talalta a spanyol
rendérség.

2011] 9.1.3. Példa.
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A véletlen segitségével, az ujjlenyomat-mddszert hasznélva sokkal kevesebb bit elkiildésével
is megoldhat6 a feladat. Cserébe viszont az algoritmus (kis val6sziniiséggel) hibéazhat. Pontosab-
ban fogalmazva, olyan megoldast adunk, amelynél az elkiildott bitek szdma O(logn), a hibazas
valdszintisége pedig O(%) Az 6tlet az, hogy z helyett A az f(z) ujjlenyomatot kiildi el, ennek
birtokédban B teszteli az f(z) = f(y) egyenl6séget.

Az ujjlenyomatot képezé f : U — V fliggvény értelmezési tartomanya az n hosszi bitso-
rozatok U = {0,1}" halmaza. Az V értékkészlet pedig az I, test lesz, ahol p egy véletlen p
primszam (egyenletes eloszlas szerint) az [1, 7] intervallumbél. A 7 értékét kés6bb hatarozzuk
meg. Az f-et megadd Osszefiiggés pedig

f(z) = fp(m) = fp(ala ceeyOp) = (a12n_1 + CL22n_2 +...+ap-12+a,) mod p.

Masképpen mondva, z-et binarisan abrazolt egésznek tekintjiik, és ennek vesszik a p-vel vald
osztasi maradékat. A fentebb véazolt protokoll akkor hibazik, ha x # y, de f,(x) = fp(y).
Megmutatjuk, hogy ennek a valdsziniiségére a kovetkezd korlat érvényes:
n
P(fp(z) = )z #y) < ——.,

7(T)

ahol (1) a primek szdma az [1, 7] intervallumban. Ugyanis f,(x) = fp(y) pont akkor teljesiil,
ha o = Tye — Yoa 0szthatd p-vel, ahol

Lyal = (11271_1 + a22n—2 + ...+ an—12 + an,

Yval = bIQTL_1 + b22n_2 +...+ bn712 + bn

Mivel |a| < 2™, a-nak legfeljebb n db primosztéja lehet, azaz csak legfeljebb n db p esetén
fordulhat el8, hogy fp(z) = fp(y). Az esemény bekévetkeztéhez vezetd p primek szdma legfeljebb
n, az Osszes eset szama pedig 7(7); az egyenlétlenség tehat fennall. Innen, a 7 = (nlogn)?
valasztassal elég nagy n esetén alkalmas ¢ > 0 konstanssal érvényes a kovetkez6:

n

P (a protokoll hibézik) = P(f,(z) = fp(y)|z #y) < ()

amibdl a Primszamtétel alapjan a hiba valdszintisége

< nlog T _ 2n(logn + loglog n) <. _C :O<1>.
- T n2log?n ~ n? n

n

(2.12)

(log n+loglogn)
logZn
A teljes protokoll tehat a kovetkez6: A valaszt egy véletlen p primet az [1, 7] intervallumbél.
Kiszamitja az fp(z)-et, majd a p-t és f,(z)-et atkiildi B-nek (pontosabban e szdmok binaris
kédjat kiildi el). A p ismeretében a B kiszamitja az f,(y) értéket, majd megvizsgalja, hogy
Ip(z) = fp(y) igaz-e, és az eredménytdl fiiggd bitet kiild A-nak. Ez Gsszesen legfeljebb mintegy
2log, 7 bit elkiildését jelenti. Mivel 7 = (nlogn)?,

Itt hasznaltuk, hogy korlatos marad, amint n tart a végtelenhez.

log, 7 = log,(nlog n)2 = 2(logy n + log, logn) < 4logy n,

vagyis mintegy 8log, n bit kommunikaci6javal kivitelezhet6 a protokoll.

Randomizalt mintaillesztés

A szévegszerkesztd programok egyik igen gyakran hasznalt funkcidja a keresés: egy hosszabb s
szovegben nézziik, hogy el6fordul-e benne az m sz6. Ennek itt azt az esetét tekintjiik, amikor a
szoveg és a keresett minta is bitekbol all.

Emlékeztetiink, hogy az s szénak részszava az m sz6, ha vannak olyan (esetleg tires) vy, z
szavak, hogy s = ymz.
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10. Szamitasi feladat. Adottak az s = s1...s,, és m = myi...mg bitsorozatok (s;,m; €
{0,1}). Keressiik az m (minta) elsé részszoként vald eldforduldsdt s-ben.

A feladat természetesen csak akkor érdekes, ha d < n. A naiv algoritmus: m-et sorban Gssze-
hasonlitjuk az s sz6 d bitbdl allé s(j) = s;5j41 - 8j4d—1 részszavaival, j = 1,2,...,n —d + 1-
re, illetve az els§ olyan i indexig, amelyre m = s(i). Ennek a mddszernek a koltsége bit-
osszehasonlitdsokban mérve a legrosszabb esetben d(n — d + 1), vagyis ez négyzetes koltsé-
gl algoritmus. A feladat megoldhaté determinisztikus linearis id6ben is, mégpedig legfeljebb
2(n + d) betii-dsszehasonlitdssal.?! Mi itt egy randomizalt médszert ismeriink meg, a Rabin—
Karp-algoritmust. Az algoritmus meglepden egyszerti, lényegében a naiv algoritmus logikajat
6tvozi az el6z6 szakaszban targyalt ujjlenyomatos egyenloségteszttel. A Rabin—Karp-algoritmus
varhatéan gyorsan megoldast ad, és az Otlete jol miikddik bizonyos kétdimenziés mintak esetén
is.

Legyen 7 = d(nlogn)?. A Rabin-Karp-algoritmus menete nagy vonalakban a kovetkezo:

1. Valasszunk egy véletlen p primszamot az [1, 7| intervallumbdl (egyenletes eloszlas szerint).
Legyen kezdetben j = 1.

2. Szamitsuk ki az f,(m) és f,(s(j)) értékeket, majd ellendrizziik, hogy fp(m) = fp(s(4))
teljesiil-e (itt f, az el6z6 szakaszban bemutatott ujjlenyomatképzé fiiggvény).

(a) Ha nincs egyenldség, és még nem értiik el s végét, akkor j-t eggyel noveljik, majd
folytatjuk a 2. 1épésnél.
(b) Ha egyenldség van, akkor illeszkedést jelziink.

Az algoritmus a 2.(b) 1épésnél hibdzhat. Az ujjlenyomatok egyezésébél nem kovetkezik, hogy
m = s(j). A hiba valdszintisége a 2.(b) 1épésnél

. , d

P(fp(m) = fp(s(j))Im # s(j)) < et (2.13)
az el6z6 alkalmazasi példanal latottakhoz hasonlé meggondolas szerint. Annak valdsziniisége,
hogy wvalahol hibazunk, legfeljebb a (2.13) valdszintiség n-szerese

nd

P (valahol hibdzunk) < .
m(7)

Hasznélva, hogy 7 = dn?log? n, a korabbi szamolasunkhoz hasonléan kapjuk, hogy

P (valahol hibédzunk) < = =— =0

ndlog T ndlog T 1 logt (1)
T dn2log’n n log’n ’

n
log T
log? T

1épésénél két dolgot tehetiink:

mert korldtos marad. A hibazés valészintisége tehat O(2). A Rabin-Karp-algoritmus 2.(b)

e Nem tesziink semmit, megallunk ,igen” valasszal. Ez egy in. Monte Carlo-tipusi algorit-
mus. A vilasza esetleg hibés, a hiba valészinfisége csekély: O(2).

e A masik lehetdség, hogy innentél atéllunk (teljesen) a naiv algoritmusra az elsé tényleges
illeszkedésig (amikor s(¢) = m), illetve ilyen hijan az s végéig. Ennek a fazisnak a koltsége
O(dn). Az igy ad6d6 médszer egy tn. Las Vegas-tipusi algoritmus: olyan randomizalt
modszer, amely sosem ad téves valaszt.

21 Nevezetes ilyen médszer (tetszéleges véges abe feletti s és m esetére) a Knuth-Morris-Pratt-algoritmus; lasd
[RISz], 323-327.
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Mit mondhatunk a kétféle eljaras koltségér6l? Uniform koltségszamitas esetén egy fp(m) =
fp(s(j)) Osszehasonlitas koltsége egységnyi. Hasznalva, hogy

Fo(s( +1)) = 2f,(s(§)) — 2%s; + sj44 mod p,

az fy(s(j+1)) gyorsan szamolhaté f,(s(j))-bél. Igy az osszes f, szdmolasok koltsége O(n + d).
Ebbél kovetkezik, hogy a Monte Carlo-valtozat 6sszkoltsége O(n + d).

Hasonlé igaz a Las Vegas-valtozatra is: jelolje A azt az eseményt, hogy az algoritmus hibazik,
B pedig a komplementerét, és legyen ¢ az algoritmus uniform koltsége.?? A feltételes varhatéd
érték tétele szerint alkalmas ¢ > 0 konstanssal

B() = P(B)E(¢|B) + P(A)E(E|A) < c(n + d) + c%nd — O(n +d),

hiszen E({|A) = O(nd) és E(¢{|B) = O(n+d). Az uniform koltségszamités redlisnak mondhatd,
ha p dbrazolhaté egy gépi széban.

12. Feladat. Mutassuk meg, hogy mindkét vdltozat vdrhatd logaritmikus koltsége O((n +
d)logn).

13. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Rabin—Karp-algoritmus kiterjeszthetd a linedris koltség-
korlat megtartdasdval arra az esetre, amikor s és m betii kettonél nagyobb elemszami I abc-bol
valok.

Ismert, hogy a Rabin—Karp-algoritmus kevésbé hatékony a gyakorlatban, mint a Knuth—
Morris—Pratt-algoritmus, ha egyetlen m mintat keresiink s-ben. Ha viszont tobb ugyanolyan
d hossztisdgti m', ..., mF mintank van, és arra vagyunk kivancsiak, hogy ezek koziil melyek
fordulnak el6 részszoként s-ben, akkor a Rabin—Karp-mddszer igen er6snek bizonyul. Az 6tlet
az, hogy az m' mintédkat egy H hash-szerkezetbe szervezziik, mégpedig a h = f, mint hash-

fiiggvény segitségével. Utdna az s(j) szavakat keressiik H-ban. A részleteket az olvaséra bizzuk:

14. Feladat. Mutassuk meg, hogy az el6bb megfogalmazott tébbszords keresési feladat megold-
haté O(n + kd) uniform koéltséggel.

Polinomok ujjlenyomata

A 2.5. szakaszban targyaltak egy része is felfoghaté az ujjlenyomat-moédszer alkalmazasanak.
Tekintsiik most azt az esetet, amikor U = U,, 4 az IF test feletti legfeljebb d foka f(z1, ... ,zy)
polinomok halmaza. A kovetkezé feladat a polinomazonossag ellenérzésének egy lehetséges meg-
fogalmazasa.

11. Szamitasi feladat. Adottak az f(x1, ... ,2n),9(21, ... ,2n) € Upq polinomok. Igaz-e,
hogy f = g?
Itt az adott azt jelenti, hogy a = (o, ... ,a,) € F" vektor esetén hatékonyan ki tudjuk

szamitani az f(«) és g(a) értékeket.

Legyen T' C F, |T| = 4d. A Schwartz—Zippel-lemma szerint ha o € T™ véletlen vektor, és
f # g, akkor legaldbb % valésziniiséggel igaz lesz, hogy f(a) # g(a). Ebben az értelemben a
T-beli értékekbdl képzett véletlen behelyettesités tekinthetd jé ujjlenyomatnak az U, 4 halmazra
nézve.

22Emlékeztetiink ra (pl. [RISz] 7.10.), hogy egy algoritmus uniform kéltsége a végrehajtott elemi utasitdsok
szama. A logaritmikus koltségszdmitas szerint egy elemi utasitds dra az utasitds bemend adatainak az 6sszhossza.
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2.10 Minimalis koltségii feszitofa keresése

— Dobjatok ki minden siulyos holmit... mindent!
Jules Verne: A rejtelmes sziget?

Legyen G = (V, E, c¢) valés szamokkal sulyozott élil, Osszefiiggd irdanyitatlan graf (tovabbra
is hasznaljuk az n = |V| és e = |E| jeloléseket). Az f € E él koltségét (silyat) c(f) jeloli. A
F C G részfa feszitéfaja G-nek, ha F' tartalmazza a GG Osszes csucsat. Az F feszitéfa koltsége a
c(fi)+c(fo) + -+ c(fno1) Osszeg, ahol f1,..., fn—1 az F élei.

A minimdlis feszitdfa keresésének feladata: adott a sulyozott éli, 6sszefiiggd irdnyitatlan G
grdaf. Keresstiink benne olyan F feszitéfat, amelynek a kéltsége a lehetd legkisebb.

Kruskal és Prim klasszikus algoritmusai®* O((n + e)logn) lépésszami (uniform kéltségii)
megoldast adnak éllistaval megadott G esetében. Nevezetes nyitott kérdés, hogy 1étezik-e linearis
ideji, vagyis O(n + e) koltségii mddszer.

A véletlen segitségével elérhetd a bilivos hatar: 1994-ben David R. Karger, Philip N. Klein
és Robert E. Tarjan [KKT] lineéris varhat6 idejli randomizdlt médszert javasoltak. Megolddsuk
a véletlen mintavételezés kivételesen szép és hatékony algoritmikus alkalmazésa.

Az eljaras ismertetéséhez sziikségiink lesz bizonyos elékésziiletekre. A targyalds egyszeriisi-
tésére feltessziik, hogy a bemeneti G grafban nincs két azonos silyt él. Célszerii lesz megenged-
niink, hogy G nem feltétleniil osszefiiggé. Ekkor természetesen minimalis koltségii feszitéerdot
(roviden mkf-et) keresiink; ennek részfai minimalis koltségii feszitéfak a G megfelelé Gsszefiiggd
komponenseiben.

A Boruvka-algoritmus

Az eljaras bemenete az éllistaval adott, nem feltétleniil Gsszefiiggd, sulyozott éli G = (V) E, ¢)
graf. Az eredmény egy F' C G mkf éleinek a listdja. Kezdetben F' = (). A {6 1épések a kovetkezOk:

1. Minden v € V csticshoz keressiik meg a legkisebb silyt (v,w) € E élet; ezt szinezziik
kékre. Az izolalt pontokat tordljik G-bol.

2. A kék éleket adjuk F-hez.
3. Huzzuk 6ssze a G kék éleit, az igy kapott graf?® legyen Gy = (Vi, By, ¢).

4. Ha |V;| <1, akkor megallunk, ha pedig |V1| > 1, akkor legyen G := G és menjiink vissza
az 1. 1épéshez.

A piros-kék algoritmus segitségével megmutathat6?®, hogy végiil az F-beli élek egy mkf-et
alkotnak. Az 1-3. 1épések egy végrehajtasit egy Boruvka-menetnek nevezzik.

8. Allitas. Az elsé Borivka-menet végén Gy cstcsainak szdma legfeljebb T

Bizonyitas. Legyen a menetben kapott kék fak csicsainak szama ki, ..., ks. Itt ko > 2, mert az
izolalt pontokat toroltiik. Tehat

n2k1+k2++k32237

amibdl s < 5 adddik. O

ZForditotta: Majtényi Zoltan.

241,45d pl. [RIS7] 6.6.

2@, csicsai a G kék fai lesznek; az élei pedig a killonbozd kék fak kozott mend G-beli élek. Hurokéleket
nem engediink meg, és a parhuzamos élek koziil csak a minimélis sulyat tartjuk meg. A megtartott éleknél
megjegyezzik, hogy melyik F-beli élbdl szarmaznak.

26Lasd pl. [RISz] 155-156.
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15. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy Bortvka-menet megualdsithato O(n + e) kéltséggel.

Nehéz élek és mkf-verifikalas
Legyen F' C G egy rogzitett erdd, és u # v a G két csicsa. Legyen

00, ha wu és v nincsenek az F' ugyanazon komponensében,
kiilonben pedig a maximalis élsily az u és v kozotti egyetlen F-beli tton.

wr(u,v) = {

7. Definicié. Legyen G = (V,E,c) sulyozott éli irdnyitatlan graf, F egy erdd G-ben. Az
(u,v) € E él F-nehéz, ha c(u,v) > wr(u,v). Az (u,v) € E él F-konnyt, ha c(u,v) < wp(u,v).

Megjegyezziik, hogy maguk az F' élei nyilvan F-konnyftiek, hiszen esetiikkben c(u, v) = wr(u,v).

9. Allitas. Legyen F tetszbleges G-beli erdé. Ekkor a G F-nehéz élei nincsenek benne a G
egyetlen minimalis koltséqgil feszitberdejében sem.

Bizonyitds. Indirekt gondolkodva legyen f = (u,v) egy F-nehéz él, és H egy mkf, aminek f
az éle. Az f F-nehéz él, tehat F-ben létezik egy t 1t u és v kozott, és ennek minden f/ élére
c(f") <e(f). Azuésva H\{f} két killonb6z6 komponensében van, mivel a H erd8. A t viszont
Osszekoti az u, v csticsokat, tehat van t-nek olyan f’ éle, amelyre (H \ {f}) U {f'} is feszit6erd§.
Az 1j feszit6erdd koltsége kisebb a régiénél, ami ellentmond H minimalitdsanak. O

16. Tétel. Legyen F a G = (V, E,c) grif egy feszitderdeje. Az F akkor és csak akkor lesz mkf,
ha F megegyezik a a G-beli F-konnyi élek H halmazdval.

Itt is hasznalnunk kell azt a feltevésiinket, hogy nincs két azonos sulyu él.

Bizonyitds. Az el6z6 éllitds mutatja, hogy ha H = F, akkor F szitkségképpen mkf, hiszen G\ F
élei nem lehetnek benne egyetlen mkf-ben sem.

Nézziik ezutan a forditott irdanyt! H O F mindig igaz. Elég tehat azt belatni, hogy ha F
mkf és f = (u,v) € H, akkor f € F is teljesiil. Ellenkez§ esetben az u és v kozotti F-beli uton
van olyan f’ él, amelyre ¢(f") > ¢(f). Val6ban, mivel f F-konny(i, ezért van olyan f’ él az titon,
melyre ¢(f") > c(f), masfelél pedig f # f', és emiatt c(f) # c(f’). Marmost (F\ {f'})U{f} az
F-nél kisebb koltségii feszitéerdd, ami ellentmondést jelent. A tétel bizonyitasa ezzel teljes. [

A kovetkezd igen fontos eredményt Valerie King és Komlos Janos [Ki] és [Ko] taléltak az
1980-as évek kézepén. A bizonyitast és az algoritmus részleteit nem targyaljuk.

17. Tétel. Tegyiik fel, hogy éllistaval adott a G = (V,E,c) silyozott €l grif és abban egy
F C G erdd. Ekkor O(n + e) uniform kéltségi determinisztikus algoritmussal megadhatd a
G-beli F-konnyti élek listdja.

Az el6z6 tételt is figyelembe véve latjuk, hogy a King—Komlés-algoritmus segitségével deter-
minisztikusan linearis idoben ellenérizhetd, hogy egy adott F' feszitoerdd mkf-e.
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Mintavételezés GG-bol

A randomizalt szamitasok szemszogébdl ez a Karger—Klein—Tarjan-algoritmus legérdekesebb ré-
sze. Legyen 0 < p < 1, és G = (V, E, ¢) a bemeneti graf. Utébbibol élek véletlen kivalasztasaval
(szokésos szakkifejezést hasznalva: véletlen mintavételezéssel) kapjuk a G(p) grafot. Ennek
csucshalmaza V. Az f € E élet illetéen sorsolunk — a t6bbi é1tél teljesen fiiggetleniil: p valdszi-
niiséggel f éle lesz G(p)-nek, 1 — p valdszintiséggel pedig nem lesz éle G(p)-nek. A G(p) tehat
egy véletlen részgrafja G-nek, és az éleinek varhatd szama e - p.

A Karger—Klein—Tarjan-algoritmus elemzéséhez sziikségiink lesz még két nevezetes valdszi-
niségeloszlasra is:

8. Definicid. Legyen 0 < p < 1. Az X wvaldszintségi viltozot p paraméterd geometriai eloszlasu
valdsziniiségi valtozonak nevezziik, ha a k = 1,2, ... értékeket veszi fel, és

P(X=k) =p-(1-p""

A geometriai eloszldsu X-re ugy gondolhatunk, hogy olyan pénzdarabot dobalunk fel teljesen
fliggetleniil a korabbi dobasoktdl, amelyiknél p a fej valdsziniisége; X értéke éppen az els6 k,
amelynél fejet dobunk. A p paraméterii geometriai eloszlasi X varhato értéke:

E(X) = ik'P(X =k)= i’“?(l -p)ft = iip(l —py 7t =
k=1 k=1 k=1 j=k
=Y (1 g =S (1t L=l
k=1 7=0 k=1 p p

9. Definicié. Az Y waldsziniiségi vdltozot (n,p) paraméterii negativ binomidlis eloszlast vdlto-
zonak nevezziik, ha Y = X1+ Xo+-- -+ X,,, ahol az X; valdsziniiségi vdltozok teljesen fiiggetlen
p paraméteri, geometriai eloszldst valtozok.

Ekkor nyilvanvalé, hogy
EY)=) E(X;) = >

AzY éppen az eléz6ekben emlitett éremmel végzett (teljesen fiiggetlen) dobasok szdma az n-edik
fejig. Ebbdl a szemléletbdl kozvetleniil adédik, hogy

k—1
P(sz)z( 1>p"(1—p)k”, kE=nn+1,...
n —

Az itt kovetkezd tétel nyijtja az alapotletet a Karger—Klein—Tarjan-algoritmus véletlent hasz-
nalé részéhez. LehetOséget kinél arra, hogy gyorsan eldobhassunk G-bdl sok olyan élet (neveze-
tesen az F-nehéz éleket), amely nem lehet eleme mkf-nek.

18. Tétel. Legyen G = (V, E,c) sulyozott éli iranyitatlan grdf, |V| = n, amelyben nincs két
azonos élsuly. Legyen 0 < p < 1, és F' a G(p) graf minimdlis kéltségl feszitéerdeje. Jelolje & a
G grdf F-konnyi éleinek szamdt. Ekkor E(&) < %.

Bizonyitds. Legyenek fi,..., fe a G élei. Nyilvan feltehet (esetleg a szdmozds megvaltozta-
tasaval), hogy c(f1) < ¢(f2) < -+ < c(fe). Azt is feltehetjiik, hogy a G(p) grafot ebben
a sorrendben épitjilk: el6szor fi; kapcsan sorsolunk, uténa fo jon, stb. Koézben a Kruskal-
algoritmus alkalmazasaval kapjuk az F feszit6erdot. Kezdetben F' iires.
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Tegyiik fel, hogy az f1, fa, ..., fi—1 éleket mar feldolgoztuk. Tekintsiik f;-t. Az f; él pontosan
akkor lesz F-konnyti, ha a végpontjai az eddig kialakult F' kiilénb6z6 komponenseibdl valok.
Kilénben nyilvan F-nehéz lesz, hiszen minden korabbi élnél nagyobb a stlya. Megjegyezziik,
hogy az f; konnyii vagy nehéz volta az i — 1. sorsolds utdn mar nem valtozik: ha nehéz volt
kozvetleniil a sorsolas utan, akkor az is marad, hiszen F-b&l nem torliink élet. Ha pedig F-
kénnyti volt, akkor ezt a tovabbi élek méar nem tudjdk megvaltoztatni, mert a silyuk nagyobb,
mint ¢(f;).

Az i-edik sorsolas el6tt tehat mar vilagos, hogy f; konnyii-e. Az f; pontosan akkor lesz éle
G (p)-nek, ha a sorsolds eredménye fej. Ha pedig emellett még F-konnyti is, akkor bekeriil F-be,
kiilonben pedig nem.

Nevezziink egy sorsolast fontosnak, ha F-konnyt éllel kapcsolatos. A fontos sorsolasok kozil
legfeljebb n — 1 lehet fej, ugyanis ezek adjak az F' éleit, és egy G-beli erdonek legfeljebb n — 1
éle lehet. A sorsoldasok végeztével sorsoljunk még annyit — ezek a végsé sorsolasok —, hogy a
fontos és a végsd sorsolasok Osszesen n fejet adjanak. Legyen a fontos és végso sorsolasok szama
Y. Az Y definicié szerint (n,p) paraméterti negativ binomiélis eloszldsi valdsziniiségi valtozo,
hiszen egy p, 1 — p éremmel dobalunk egymastdl teljesen fiiggetleniil az n-edik fejig. Nyilvanvalo
mésfeldl, hogy & < Y, ugyanis £ éppen a fontos dobasok szama. Innen varhaté értékekre térve
kapjuk a tételt:

B <B(Y) = .

A Karger—Klein—Tarjan-algoritmus és elemzése

A bemenet a silyozott éli, iranyitatlan G = (V, E, ¢) graf; a kimenet a G-beli F' mkf élhalmaza.
Kezdetben F' {ires. A mddszer Boruvka-menetek és mintavételi fazisok véltogatasival oldja
meg a feladatot. Az el6bbi tipust 1épés a cstcsok szamat csokkenti, a méasodik pedig (varhatd
értékben) az élszamot fogyasztja erételjesen. Az algoritmus {6 1épései a kovetkezdk:

MKPF-algoritmus

1. Alkalmazzunk 3 egymas utani Bortuvka-menetet. Legyen a kék élek Osszehiizdsaval kapott
graf G, a kék élek halmaza C. Ha G ires, akkor F := C, és vége.

2. Képezziik a Gy := G4 (%) grafot.

3. Alkalmazzuk (rekurzivan) az MKF-algoritmust G-re, ennek a minimalis koltségii feszit6-
erdeje legyen F5.

4. King—Komloés algoritmussal toroljiik G1-bdl az Fr-nehéz éleket; az igy kapott graf legyen
Gs.

5. (Rekurzivan) MKF-fel szamitsuk ki G3 minimalis koltségli feszitGerdejét, ez (mint élhal-
maz) legyen Fj.

6. Legyen végezetil F := C' U F3.

Helyesség: A Boruvka-algoritmus miikodése (helyessége) miatt a G-beli mkf C'U F* alak,
ahol F* mkf G1-ben. Masfeldl pedig F* = F3, mivel GG1-bdl csupa nehéz élek eldobasaval kaptuk
(3-at; a nehéz élek pedig nem lehetnek benne egyetlen mkf-ben sem.
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A modszer iddigényének elemzéséhez legyen T'(n, e) az algoritmus varhat6 koltségének maxi-
muma legfeljebb n pontu és legfeljebb e élii input grafok esetén. Vegyiik ezutan sorra a mddszer
egyes lépéseit:

Az els6 1épés koltsége a Boruvka-menettel kapcsolatos feladatra tekintettel O(n+e). Gp-nek
legfeljebb g csticsa és legfeljebb e éle van.

A mésodik 1épés uniform kéltsége O(n+e), Go-nek legfeljebb g csticsa és varhatéan legfeljebb
5 €le van.

A harmadik 1épést illetGen legyen p; annak a valésziniisége, hogy a Go grafnak éppen i éle
van. A lépés koltsége a teljes varhaté érték tétele alapjan legfeljebb >°¢7_o piT(, ).

A negyedik 1épés koltsége (King—Komlés-algoritmus) O(n + e).

Az 6t6dik 1épés vizsgalatahoz legyen ¢; annak a valésziniisége, hogy G3-nak j éle van. Ezzel
a jeloléssel élve az 6t6dik 1épés ara legfeljebb > 7 ¢;T'(5, j)-

A hatodik 1épés koltsége nyilvanvaléan O(n). Az egyes lépéseinkre kapott becsléseket 6ssze-
adva kapjuk, hogy alkalmas ¢ > 0 allandoval

e n e n
T(n,e) <Y pT (871) +) qT <8,J> +c(n+e).
i=0 j=0

Innen n+e szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy T'(n, e) < 2c(n-+e), feltéve, hogy a ¢ allandét
elég nagynak valasztottuk ahhoz, hogy a korlat kis n,e értékekre igaz legyen. Ekkor ugyanis
elég csak az indukcids 1épéssel foglalkozni. Marmost az indukcids feltevés szerint

e n . e n '
T(n,e) < QCZpZ- (8 +z> —1—202% (8 —I—j) +c(n+e).
i=0 j=0

Vegyiik észre, hogy >-;pi = 1, >2;ip; < 5 , tovabbd, hogy >°;q; =1 és 32, jq; < 7 (itt az el6z6
tételt alkalmaztuk a G grafra és a p = % valésziniiségre). Az egyenlStlenség jobb oldala igy
becsiilhetd tovabb:

n n.n
Scz+ce+cz+c§+c(n+e):cn+ce+c(n+e):2c(n+e).

A modszer varhaté koltsége valéban linearis. Indoklas nélkiil megjegyezziik, hogy erdsebb allitas
is igaz: a koltség nagy valdsziniséggel linearis lesz.
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3. fejezet

Véletlen és létezés

Itt a diszkrét matematika egyik alapvetsé fontossagi bizonyitési technikéjat, a wvéletlen mdd-
szert ismerjik meg. Ezt Erdds-mddszernek is szokas nevezni: a vilaghirii magyar matematikus,
Erdés Pal fedezte fel,' és tdle szarmazik néhany a legersebb alkalmazasai koziil. Didhéjban
ugy fogalmazhatunk, hogy a véletlen mddszerrel kiillonb6z6 struktiarak létezését bizonyitjuk a
véletlen segitségével. Alkalmas valdszintiségi térben megmutatjuk, hogy nem nulla a valdszi-
nlisége annak, hogy a kérdéses struktira létezik. Innen kovetkezik a struktira létezése. Az
allitasokban magukban nincs szerepe a véletlennek, az csupan a bizonyitas eszkozéil szolgal. A
médszer tekinthetd egyfeldl tisztan 1étezést bizonyité matematikai technikénak. Erdekessége és
igen hasznos vonasa masfeldl, hogy kozel van a hatékony algoritmusokhoz is: gyakran el6fordul,
hogy a tiszta létezést biztosité gondolatmenet kis moédositasa hasznos randomizalt algoritmust
ad ahhoz, hogy megfelel tulajdonsagu objektumot talaljunk.

Az el6z6 fejezetben megismert RA-algoritmust tekinthetjik elsé példanak. A véletlenre
tamaszkodva megmutattuk, hogy n egymdast nem metsz8 szakaszhoz (a sikon) létezik olyan
autopartici6, amely mindossze O(nlogn) tartomanybdl &ll. A kévetkezékben a véletlen modszer
néhany jellegzetes alkalmazasat mutatjuk be, mindeniitt utalva az algoritmikus vonatkozaskora
is.

3.1 Hipergrafok 2-szinezése

19. Tétel (Erdés). Legyenek Hy, ..., H,, az U halmaz r elemd részhalmazai. Tegyiik fel, hogy
m < 2"7L. Ekkor U elemei megszinezheték 2 szinnel (piros, fehér) tigy, hogy egyetlen H; sem
lesz egyszindi.

Bizonyitds. Szinezzik az u € U pontokat % — % valbszintiséggel piros, vagy fehér sziniire, egy-
méastol teljesen fiiggetleniil. Jeloljiik R;-vel azt az eseményt, hogy ,H; egyszinli”. Ez akkor
kovetkezik be, ha H; minden pontja piros vagy, ha a H; minden pontja fehér. Innen

1 1 1
P(Rl) = ? + 27 = or—17
" m
P(van egyszinii H;) = P(U R;) < ZP(Rj) = 5 <1.
j=1 j=1

!Erdéssel 1ényegében egyidében Claude Shannon, az informaciéelmélet alapité atyja is eljutott ehhez a gon-
dolathoz: hires-nevezetes csatornakédolési tételét véletlen kédvalasztassal bizonyitotta. Lasd: [GyGyV], [Gy].
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A szigorti egyenlétlenség azért igaz, mert az R; események nem egymdst kizarok. Osszességében
azt kaptuk, hogy P(van egyszinii H;) < 1, vagyis van olyan 2-szinezése U-nak, amelynél nincs
egyszini H;. Létezik tehat a kivant tulajdonsagu szinezés. O

Szeretnénk itt is hangsilyozni, hogy az allitdsban magéban nyoma sincs a véletlennek. A
bizonyitas soran a véletlen mégis kényelmes és hatékony eszkéznek? bizonyult.

Megjegyezziik, hogy ha m nagyon kézel van 2"~ !-hez, akkor a véletleniil valasztott szinezés
esetleg csak kis eséllyel lesz jé szinezés, mert a P(van egyszind H;) valészinliségre adott korlatunk
kozel van 1-hez. Ha viszont az 527 korldt jéval kisebb, mint 1, akkor az el6bbi valészintiség kicsi,
és ezért a véletlen szinezés komoly eséllyel j6. Ekkor a véletlen valasztas értelmes randomizélt
algoritmust eredményez.

Szamszerli példa: legyen m = 100000, és r = 20. Annak a valdszinlisége, hogy a véletlen
szinezés rossz lesz:

m__ 100000 _ 2'9-27 1

P(van egyszinii H;) < = 519 = 510 T

Ebben az esetben praktikusan is érdemes a pontok véletlen szinezésével probalkozni.
Megjegyezziik még, hogy itt egy nevezetes algoritmikus probléma specialis esetével talalkoz-
tunk. Ez a hipergrafok 2-szinezésének feladata:

12. Szamitasi feladat. Legyenek adottak az U alaphalmaz H1, ... , Hy, részhalmazai. Dontsiik
el, hogy U elemei megszinezhetdk-e 2 szinnel (piros, fehér) gy, hogy egyetlen H; se legyen
eqyszind.

Ismert, hogy a feladat NP-teljes, ezt nem bizonyitjuk.

3.2 Ramsey-szamok

A kombinatorikédban, a logikdban és a szamitasok vilagaban is fontos szerepet jatszik a kovetkezd
fogalom:

10. Definicié. Az R(s,t) Ramsey-szam az a legkisebb pozitiv egész n, melyre igaz, hogy ha K,
(teljes grdf) éleit megszinezziik piros és fehér szinnel, akkor lesz benne vagy csupa piros éli K,
vagy csupa fehér éli K.

J6l ismert ismert példaul, hogy R(3,3) = 6. Ennek az allitasnak az egyik része az, hogy ha
K éleit piros és fehér szinnel szinezziik, akkor vagy lesz benne fehér K3, vagy piros K3. Ezt
konnyen beldthatjuk: vegyiink a mér szinezett Kg-bdl egy v € Kg csticsot. A v-bdl induld éleken
az egyik szin legalabb 3-szor fordul el6. Legyen x,y, z harom olyan cstcs a grafban, melyekbdl
ugyanolyan szin{i (mondjuk piros) él vezet v-be. Ha az z,y, z kozotti élek barmelyike piros, akkor
az a v-be mend két piros éllel egyiitt egy piros Ks-at alkot. Ha viszont mindharman fehérek,
akkor egyiitt egy fehér Ks-at képeznek. FEzzel belattuk, hogy R(3,3) < 6, a mésik irdanyt az
olvasoéra bizzuk:

16. Feladat. Szinezziik meg a K5 éleit két szinnel gy, hogy ne legyen benne egyszinid hdrom-
§20(.

2 Azt is mondhatjuk, hogy a valészintiségek nyelvén kényelmes volt megfogalmaznunk egy leszamldlason alapuld
érvelést. Az U lehetséges 2!V szinezése koziil megbecsiiltilk a rosszak szdmat. Az ilyenek szdma kevesebb, mint
olUl . _m

=T < Q‘U‘, tehat nem lehet mind rossz.
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Az sem teljesen magétol értet6dd, hogy R(s, t) 1étezik egyaltalan. Tisztézza a létezés kérdését
és fels6 korlatot is nytujt a kovetkezo tétel:

20. Tétel (Erdés—Szekeres). Legyenek s,t > 2 egészek. Ekkor

s+1t—2
R(s,t)§< c—1 )

Bizonyitas. Csak vazoljuk a gondolatmenetet. Ennek alapja a kovetkezo:

17. Feladat. Legyen s,t > 3. Ekkor
R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t —1)

Nyilvanval6 maésfel6l, hogy R(2,t) = R(t,2) = t. Ezutan a feladat allitdsat hasznélva s + ¢
szerinti indukciéval adodik a tétel. O

A tétel kovetkezménye, hogy

2t — 2
t—1

R(t,t) < ( ) < 2272 < 92 — 4t
Nyitott kérdés, hogy létezik-e € > 0, hogy nagy t-re R(t,t) < (4 —€)!. A mésik irdnnyal,
R(t,t) alsé becslésével foglalkozik Erdés Pél legendas tétele. Az eredmény egyike a valdszintiségi

modszer elsé megjelenéseinek:

21. Tétel (Erdés, 1947). Ha t > 3, akkor
R(t,t) > 22.

Nyitott a kérdés, hogy ¢! < R(t,t) igaz-e valamely ¢ > v/2-re. A jelenlegi becslések R(t,t)-t
tehat v/2' és 4t kozé helyezik.

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy alkalmas, a t fliggvényében elég nagy N-re a Ky teljes graf
élei szinezhet8k két szinnel ugy, hogy benne minden K; tarka (nem egyszinii) lesz. Szinezziik
a K éleit pirosra vagy fehérre % — % valosziniiséggel, egymastol teljesen fiiggetleniil. Legyen

X C V(Kn) a csticsoknak egy | X| =t elemi részhalmaza. Ekkor

1 n 1
2()  2(3)
Jelolje p annak a valdszinliségét, hogy a szinezéskor keletkezik csupa egyszinti élekkel rendel-
kez6 K;. Ekkor az el6z6 formulét is hasznalva

P(az X-en beliili élek egyszintiek) = —91-(2). (3.1)

p=P(van X CV(Ky), | X| =1, hogy az X-re épiil6 teljes graf egyszinil) <

t 2 9 i_;’_l
< Z 9o1-(2) = <N> 91-() < % 95 95+l _gtlogy N o=t 22t' <

t

XCV(Kp)
| X|=t

< 2t(log2 N-1 )

Az utolsé egyenlétlenségnél felhasznaltuk, hogy

2%4—1

i <1,
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ha t > 3. Végezetiil
2t(log2 N—%) < 1,

ha logy N — % < 0 teljestil, vagyis, ha logo N < % Legyen N = L2%J Erre az N-re a logy, N < %
egyenl6tlenség biztosan teljesil, igy a p < 1 is fennall. Létezik tehat ekkor a K éleinek olyan
2-szinezése, ahol minden K; tarka. Ebbdl kovetkezik, hogy R(t,t) > N, amint azt allitottuk. [

Mint ahogyan a hipergraf 2-szinezésénél lattuk, itt is igaz, hogy ha a szdmunkra kedvezo6tlen
esemény valoszinliségére 1-nél sokkal kisebb korlatunk van, akkor véletlent hasznalé algorit-
mussal j6 eséllyel elkeriilhetjiik ezt az eseményt. A bizonyitasban 2logy N < t esetén tudtuk
garantalni a kedvez& esemény 1étét (a csupa tarka szinezést). Ha itt a jobb oldal jéval nagyobb,
mondjuk ¢t = 4logy, N, akkor a véletlen szinezés jo eséllyel ad csupa tarka szinezést. Ekkor a
rossz szinezés p valosziniiségét igy becsiilhetjiik:

4log2 N—8logZ N __ o—4logZ N —4logy, N __ 1
p<2 82 22 =2 82 §2 82 _ﬁ’

ez pedig kicsi lesz, ha N nagy. Itt is megfigyelhetjiik tehat, hogy a véletlen mddszeren ala-
puld tiszta egzisztenciabizonyitis nincs messze a véletlent hasznald, gyakorlati értelemben is
eredményes algoritmustoél.

3.3 Egy als6 korlat w(G)-re, és a Turan-tétel

A G irdnyitatlan graf legnagyobb teljes részgrafjanak a csicsszamét w(G) jeloli. A kovetkezdkben
a véletlen segitségével bizonyitunk egy alsé korlatot az w(G) értékre. Legyen G csicshalmaza
V ={v1,v9,...,v,}, a v; foka pedig d;.

10. Allitas. w(G) > 31 2 —.
Bizonyitds: N. Alon és J. Spencer érvelése [AZ] 32. fejezet. Legyen m = wy,wo,...,wy, a G csu-
csainak egy véletlen permutacidja egyenletes eloszlas szerint, vagyis barmely m permutacié valé-
szintlisége P(7) = % A 7 segitségével definidljuk a C; C V cstcshalmazt: legyen wy € Cr; ¢ > 1
esetén a w; pontosan akkor keriiljon a Cr halmazba, ha (w;,w;) éle G-nek minden j < i esetén.

Nyilvanval6 a definiciobdl, hogy a C; csiicshalmaz teljes grafot feszit. Hatarozzuk meg a
Cr méretének a varhatd értékét! Ismét az indikdtorméddszer lesz a segitségiinkre. Legyen az
X; valészinliségi valtozd értéke 1, ha v; € Cp, kiilonben pedig legyen az X; értéke 0. Ekkor
nyilvanvald, hogy

Crl = X1+ Xo+ -+ X

Az X; = 1 pontosan akkor kiovetkezik be, ha a m permutaciéban v; a legelsé azon v € V' csiicsok
kozil, amelyekre (v;,v) nem éle G-nek. Ilyen tulajdonsdgi v csticsb6l n — d; van, ezek koziil

pedig mindegyik egyforma eséllyel el6zi meg a tobbit, vagyis P(X; = 1) = n%di' Innen
n n n 1
E|C: =) EX;=> P(X;=1)=)_ .
: : : n— dl
=1 =1 =1
Van tehat a G-ben legaldbb ekkora csticsszami teljes részgraf. O

Az allitas segitségével egyszerli bizonyitads adédik a klasszikus grafelmélet egyik legendas
tételére:
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22. Tétel (Turdn). Legyen p > 2 egész, és G = (V, E) egy irdnyitatlan graf, amely nem
tartalmaz p ponti teljes részgrdfot. Ekkor

1 45
El<(1-— ).
| |_( p—1> 2

Bizonyitds. Elészor emlékeztetiink a Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenségre. Legyenek aq, ..., a, és
b1,...,b, tetszbleges valés szamok, akkor

(a1b1 + agby + -+ + anbn)® < (ai +--- +ap) (0] +--- + 1)

Tegyiik fel, hogy V = {v1,...,v,}, és legyen a v; foka d;. Legyen ezutdn a; = v/n —d;
b; = \/ﬁ, és alkalmazzuk a Cauchy—Schwarz-egyenlotlenséget. Itt a;b; = 1, tehat

n n

<Y - d) ! =< 30— (G
i=1 v

i=1 i=1

Jol ismert, hogy > | d; = 2|E|, a tétel feltétele szerint pedig w(G) < p — 1. Ezeket hasznalva
n® < (n® = 2|B|)(p - 1)

adodik, amibdl egyszerii atrendezéssel kapjuk a Turdn-egyenlGtlenséget. O

3.4 Nagy vagas iranyitatlan grafokban

11. Definicié. Legyen G = (V, E) iranyitatlan grif. Az S C V csiucshalmaz a G egy vagésa.
Az S vdgas k(S) értéke azon G-beli élek szama, amelyeknek egyik végpontja S-ben van, a mdsik
V' \ S-ben (ezek az in. keresztezd élek).

A definiciéban az S = () és S = V is megengedett, ezekben az esetekben k(S) = 0. Itt
most arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen nagy k(S) érhet6 el alkalmasan valasztott S C V
csticshalmazzal. Ezzel foglalkozik a kovetkezd tétel. Legyen e = |E].

23. Tétel. Van olyan S CV, amelyre k(S) > §

Bizonyitas. Sorsoljunk véletlen S C V-t. Ezt ugy tessziik, hogy minden v € V pontot % — %
valésziniiséggel valasztunk S-be, illetve V' \ S-be, a tobbi ponttdl teljesen fiiggetlentl. Ekkor
k(S) egy valbszintiségi valtoz6. Elég belatni, hogy E(k(S)) > §, mert ebbdl kévetkezik olyan S

létezése, amelyre k(S) > 5. Legyen f € E, és vezessiink be a kovetkez6 indikétorvaltozot:

Ve — 1, ha f keresztezd él,
77 0, kiilénben.

Ekkor nyilvan

k(S)=>_Y; = Ek()) =D E(Y;).

feE feE
Haszndlva, hogy Y indikatorvaltozo,

kedvez6 esetek 2 1
EY)=PY =1)= ————— —  —_ =_
(¥7) (¥y ) Osszes eset 4 2’
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mert Yy = 1 a 4 lehetséges eset koziil abban a 2 esetben lesz igaz, amikor az f = (u,v) él egyik
végpontja S-be keriil, a mésik pedig nem. A keresett varhat6 érték tehat

B(HS) = Y B =Y 5=

feE fEE

O]

A bizonyitas természetes randomizalt algoritmust kinal, aminek részeként véletlen S C V
csticshalmazt sorsolunk. Ezt lefuttatva varhatéan legaldbb § keresztezdé élet kapunk. Ha
itt az E(k(S)) varhaté érték mellett valésziniliségeket is szeretnénk tudni, akkor a Csebisev-
egyenlétlenséget alkalmazhatjuk. Ehhez viszont ismerniink kell a k(S) széraséat, vagy legalabb
tudnunk kell becsiilni.

Most abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy a D(k(S)) széras pontosan kiszdmithato.

18. Feladat. Mutassuk meg, hogy
Ve
D(k(5)) = =5

(A szords definicidjat kézvetlenil alkalmazhatjuk, észrevéve, hogy ha f # f' két éle G-nek, akkor
E(Y;-Y}) =31.)

A szérés szdmolasahoz esetiinkben hasznalhat6 a kovetkez6 tétel is (nem bizonyitjuk):

24. Tétel. Legyenek &1, ..., & pdronként fliggetlen valdszinidségi vdltozok, és tegyik fel, hogy
D(&;) létezik minden i-re. Legyenek cq, ... ,c, € R. Ekkor

D?(c1&1 + ... + ckk) = AD*(&1) + ... + zD?(&).
19. Feladat. Mutassuk meg, hogy az Yy indikdtorvdltozok pdronként fiiggetlenek.

A feladat szerint a ¢; = 1 és & = Y vélasztasokkal alkalmazhaté a tétel:

o =s(( 1)) 5 ) () -}

D2(K(S) =D*( V) = D2 =Y ;=5 =

feE feE feE

A szérés birtokaban alkalmazhaté a Csebisev-egyenlStlenség. Példaul a A = 2 értékkel:

P (|hs)- 52 ve) < 1
2 4
Az eredményt altalaban (nagy e esetén) gy értelmezhetjiik, hogy k(S) jé eséllyel kozel lesz a
varhaté értékéhez. Ez megfelel a szorassal kapcsolatos intuitiv elvarasunknak: kis széras esetén
csak kis valészintiséggel lehetiink messze a varhato értéktol.
A k(S) maximumanak meghatarozasa (maximaélis értékii vagas keresésének feladata) NP-
nehéz, illetve a feladat eldontési valtozata NP-teljes.
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3.5 A Max 2SAT-feladat

A logika bamulatosan sok ponton talalkozik a szamitasok vilagaval, a mesterséges intelligenciatél
az adatbazisokon keresztiil egészen az algoritmusokig. Mi itt az utobbi teriiletre tesziink egy
rovid kirandulést.

12. Definicié. A ¢ = C1 A Co A ... AN Cy, egy 2-CNF formula (konjunktiv normdlformaji
formula), ha C; = l;; V l;, alaki (kéttagi diszjunkcid), ahol l;; literdl (Boole-vdltozd, vagy
Boole-valtozé negdltja). A Ci-ket tagoknak nevezzik. A ¢ 2-CNF é16, ha minden C; tagjaban
pontosan két vdltozo fordul eld (esetleg negdlva).

2. Példa. A ¢ = (71 V x3) A (x2 V T3) egy él6 2-CNF.

13. Szamitasi feladat (2SAT-feladat (2-satisfiability)). Adott a ¢ 2-CNF formula. Dontsiik
el, hogy van-e a ¢ vdltozdinak olyan kiértékelése (igaz és hamis értékekkel), amelyre ¢ igaz lesz.

Ismert és hasznos tény, hogy a 2SAT-feladat polinom idében megoldhaté.? Kozeli rokona, a
3SAT, amelyben a tagok l;, V l;, V l;3 alakdak lehetnek (vagyis 3 literdl szerepelhet tagonként),
mar NP-teljes. A 2SAT maésik kézeli rokona a kdvetkezd, szintén NP-nehéz feladat:

14. Szamitési feladat (Max 2SAT). Adott a ¢ = C1ACoA. .. ANCy, 2-CNF formula. Hatdrozzuk
meg a valtozok eqy olyan kiértékelését, amelyre az igaz C; tagok szdma maximdlis lesz.

20. Feladat. Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan graf. A v € V csicsoknak feleltessik meg az
Ty Boole-vdltozokat, és tekintsik azt a ¢ 2-CNF formuldt, amelynek tagjai x, V x, €S Ty V Ty,
ahol (u,v) € E (ez dsszesen 2|E| tagot jelent). A wvdltozok egy adott kiértékelése esetén legyen
S azon w csucsok halmaza, amelyekre x,, tgaz. Mutassuk meg, hogy ennél a kiértékelésnél az
igaz tagok szdma |E| + k(S). A mazimdlis értékii vagds feladata tehdt a Max 2SAT specidlis
esete.

A feladat a két algoritmikus kérdés kozotti szoros kapcsolatra utal. Erre tekintettel nem
meglepo6 a kévetkezo tétel:

25. Tétel. Legyen ¢ élé 2-CNF formula. Ekkor van a ¢ vdltozdoinak olyan kiértékelése, amely
a tagok legalabd %-edét igazzd teszi.

Bizonyitas. Legyen ¢ = C1 A ... A Cp,. Vegyiink egy véletlen kiértékelést, azaz a valtozdknak

adjunk % — % valoszintiséggel igaz, illetve hamis értéket, egymastdl teljesen fliiggetleniil. Legyen

v — 1, ha C; igaz,
‘] 0, kiilénben.

Ekkor az igaz tagok varhat6 szama:

E (iy) _S By =Y P(Fi=1)
=1 =1 =1

Vizsgaljunk egy C; = [;; V Il;, tagot. C; pontosan akkor lesz hamis, ha [;, és [;, is hamis.

Ez % . % = % valészintiséggel kovetkezik be (a valtozok fliggetlensége miatt a valdszintiségek
osszeszorozhatdk). Tehat a C; tag 1 — % = 3 valészintiséggel lesz igaz. Innen pedig
E(>Y|=YPyi=1)=> ~="m
— — —~ 4 4
i=1 =1 i=1
Ebbol kdvetkezben 1étezik olyan kiértékelés, amelynél a C; tagok legaldbb %-e igaz. O

3Lasd pl. [RISZ] 8.7.1.
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Itt és az el6z06 szakaszban is hasznaltuk azt az egyszerl észrevételt, hogy ha a & valdszintiségi
valtozéra E(£) > k teljesiil, akkor van olyan w pont az eseménytérben, amelyre &(w) > k.

3.6 Derandomizalas

Masodik boszorkany: Nem oly szerencsés, mégis boldogabb!
William Shakespeare: Macbeth

A szamitasok soran alkalmazott véletlen valasztasokat (véletlen biteket) is tekinthetjiik erd-
forrasnak, ugyanigy mint az id6t vagy a tarfelhasznalast. Igy szemlélve a dolgot, térekedhetiink
arra, hogy csokkentsiik a médszereink altal hasznalt véletlen bitek szaméat. Ezt a torekvést szo-
kas derandomizdlisnak nevezni. Célja az, hogy minél kevesebb véletlen felhasznalasaval oldjunk
meg egy adott feladatot. Két fontosabb okot latunk, ami igazolhatja ezt a torekvést.

Az egyik inkabb elvi és filozofikus jelentéségli. Erdekes kérdés, hogy valéban sziikség van-e
az algoritmusok vilagaban a véletlenre? Nem igaz-e, hogy minden, amit a véletlennel hatéko-
nyan meg tudunk oldani, kezelheté nélkiile is, esetleg némi hatékonysagvesztés dran? Az eddigi
algoritmusaink — a hiperfeliileten kiviili pont keresését leszamitva — olyan problémara adtak ha-
tékony megoldast, amelyeket a véletlen nélkiil is elég jol lehet kezelni (pl. gyorsrendezés, konvex
burok szamitésa). Hatarozott valasz a kérdésre jelenleg nem ismert. A nincs valasz mindeneset-
re azt jelentené, hogy minden véletlent alkalmazé algoritmus derandomizalhat6. Akik ebben az
iranyban gondolkodnak, aktivan keresik a derandomizalas lehetGségeit.

A masik ok a véletlen biteket hasznéld algoritmusok hibazasi lehetdsége. Kritikus alkalma-
zasoknal (pl. adatbiztonsdg, erémiivek irdnyitasa, stb.) ezek a hibalehet6ségek nem fogadhaték
el, és ezért itt kifejezetten torekednek a véletlen elkeriilésére.

A mintatér csokkentése

Térjiink vissza a nagy vagas keresésének feladatdhoz. Legyen G = (V, E), |V| =n, és |E| = e.
Eredetileg minden csticshoz egy véletlen bitet haszndltunk fel, és bebizonyitottuk, hogy 5 értékii
vagas létezik G-ben. Miésképpen mondva, olyan eseménytérben dolgoztunk, ahol 2™ db elemi
esemény van, ami éridsinak mondhaté a bemenet hosszahoz képest. Megmutatjuk, hogy ennél
a feladatndl ezt a nagy értéket levihetjiik akar ~ 2n-re (tehat elég lesz csupan mintegy logy n
véletlen bit). Ezt a mintateret csokkenté mddszert targyaljuk az aldbbiakban.

Legyen k = [logyn+ 1], azaz k az a minimalis egész, melyre 2% > n. Minden v € V csiicshoz
egy k-hosszt, nem 0 bitvektort rendeliink, kiilonb6zé csticsokhoz kiilonbozé vektort. Ez a k
valasztasa miatt megtehetd. A v csiics vektorat jeloljik v-vel. A véletlen S vagas konstrukcidja
soran minden v € V csticshoz sorsoltunk egy véletlen bitet. Most is rendelni fogunk az v-hez
egy X, bitet, de sokkal kevesebb sorsolassal.

Legyenek v = (v, ... ,vg) és 7 = (r1, ... ,rg) k hosszisagu 0,1-vektorok. A o7 skaldrszorzat
értéke

V-7 =wv1r1 + vorg + - - - VpTk.
Az X, biteket ezek utan ugy kapjuk, hogy valasztunk egyetlen k-hosszui, véletlen 7 bitvektort,
ennek kiszamitjuk a skalarszorzatat v-vel, és vessziik az eredmény modulo 2 maradékat:

X, =0 r(mod 2).

Az X, bit éppen a Zle v;1; Osszeg paritdsa lesz. Ezutan az S vagas definiciéja a régi: legyen
vedS haX,=1¢év ¢S, ha X, =0. Ahhoz, hogy E(k(S)) > § most is teljesiiljon, elég

A [RISz] 9.4. szakaszanak elején tovabbi ideviagd gondolatokat taldlhat az Olvasé pro és kontra is.
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belatni, hogy P(Y; =1) = % ebben az eseménytérben is teljesiil. Ehhez viszont elegendd, hogy
az X, véletlen bitekre igazak az alabbiak:

(1) P(Xv = 1) = P(Xv = 0) = %7
(2) az X, valészinliségi valtozok paronként figgetlenek: P (X, = € és X, = §) = i, ha v # w
csuesok, és €,0 € {0,1}.

Valéban, ha az f = (v, w) élet nézziik, akkor a keresztezés valdszintisége ebben a térben is 3

2
lesz.

11. Allitas. Az (1) és (2) tulajdonsdgok teljesiilnek az X, valdszindiségi vdltozdkra.

Bizonyitds. (1) Tegytk fel, hogy v; # 0 (a koordinatak atszdmozaséaval ez feltehetd). Legyen

—

T :(1—’1"1,7“2, ,’l‘k).

A 7 vektorbdl ugy kapjuk ﬁ—t, hogy 7 elsé bitjét ellentétesre valtoztatjuk. Ekkor

—

v-r=1< v-r=0,

tehat a két esemény ugyanannyi db 7-nél kévetkezik be, azaz valdsziniiségiik % — %

(2) Megmutathaté (nem részletezziik, két egyenletbdl all6 mod 2 lineéris egyenletrendszer vizs-
gélatat jelenti), hogy X, = €, és X, = § a lehetséges 2F db - vektorbdl 282 esetén teljesiil,
igy

kedvezd esetek  28-2 1
P(X, = ¢ és X,y = §) = edvezo esetek _ L

Osszes eset 2k 4

O]

Ebben az 1j val6szintiségi térben 2¢ < 2n darab elemi esemény van. Ennyi S polinom idében,
véletlen nélkiil is végignézhetd, és ezek kozott biztosan lesz olyan, amelyre k(S) > §. A véletlent
igy teljesen ki tudjuk kiiszobolni, mikézben az algoritmusunk tovébbra is hatékony (polinom
idejil) marad. A kis eseménytér valasztasat az tette lehetévé, hogy nem kellett a véletlen bitek
teljes fliggetlensége az algoritmus miikdodéséhez, elég volt csupan a paronkénti fiiggetlenség.

2. Megjegyzés. 1. A Mazx 2SAT-ra adott véletlent hasznald kézelité algoritmusunk (ami
varhatoan %m igaz tagot ad) lényegében ugyanezzel a mdodszerrel derandomizdlhato.

2. A legaldbb 5 értékii vagds keresésére ismert mds hatékony algoritmus is:

21. Feladat. Mutassuk meg, hogy a kévetkezd mohd eljards polinom idejii modszert ad: kez-
detben legyen S C 'V tetszdleges. Ha eqy cstucsnak tobb szomszédja van a sajdt partjdn, mint a
mdsikon (tehat S-belinek S-ben, V' \ S-belinek V' \ S-ben), akkor tegyiik dt a mdsik partra. Ezt
addig ismételjiik, amig talalunk ilyen dttehetd csicsot.
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A feltételes varhatd érték modszere

Itt egy maésik derandomizalé modszerrel ismerkediink meg. Elvi alapja a kdvetkezo egyszert
észrevétel.

12. Allitas. Legyen Ai, Ao, ..., Ay, teljes eseményrendszer, és & diszkrét valdszindségi vdltozd,
amelynek létezik az E(§) varhato értéke. Ekkor létezik olyan i, amelyre E(§) < E(£|A;).

Bizonyitds. Legyen i olyan index, amelyre E(£|A;) a lehetd legnagyobb az E(£|A;) értékek koziil
(7 =1,...,m). Ekkor a teljes varhat6 érték tétele alapjin

= > P(4))E(£]4)) Z E(¢[4;) = E(¢[4i) )_P(4;) = E(¢[4)).
j=1 7=1

7=1
0

Tegyiik fel, hogy a & egy randomizalt algoritmus altal szamitott mennyiség, ami adott be-
menet esetén az sy, ..., s, véletlen valasztésok fiiggvénye. Olyan w = (x1,...,x,) mintat (itt z;
az s; valasztas egy eredménye) szeretnénk, amelyre &(w) > E(§).

Az el6z6 éllitas alapjan a s; véletlen valasztdsnak van olyan x; kimenetele, hogy E(§) <
E(&|s1 = z1). Itt a teljes eseményrendszert a s lehetséges kimenetelei adjak. A gondolatmenetet
¢ helyett a (&|s; = x1) valtozora ismételve kapjuk, hogy alkalmas zo-vel E(§|s; = z1) < E({|s1 =

x1, 82 = x2); altalaban tetszleges x1, ..., x; értékekhez létezik x 11, hogy
E({s1 =1,...,85 =2;) <E({|s1 = 21,...,8j41 = Tj41).
Ha méarmost az algoritmikus feladatunk olyan szerencsés, hogy ilyen x ;11 elemet az x1, ..., x;
ismeretében hatékony determinisztikus algoritmussal tudunk kapni, akkor ugyancsak jé deter-
minisztikus médszert kapunk olyan x4, ..., x, talaldsidra, amelyekkel

E() <E(|si=z1) < - <E(|s1 =x1,...,8, =xn) =&(1,...,Tn).

Ezen a médon teljesen derandomizéltuk a szamitast, az w = (z1,...,x,) mintara érvényes a
¢(w) > E(€) egyenlétlenség.

3. Példa. Nézziik meg ezt a maodszert a nagy vdgdst keresé randomizalt modszer kapcsan. Ekkor
Gz S1,--.,Sy sorsoldsok a G graf csucsathoz kithetdk; az s; két lehetséges kimenetele v; € S,
illetve v; & S, mégpedig mindkettd % valdszindiséggel kovetkezik be. A & szerepét a vagds k = k()
értéke jatssza.

Nézziik meg, mi a helyzet az els6 j+1 sorsolas utan: az E(k|s; = x1,...,5j41 = z;41) értéke
a -+ % alakba irhatd, ahol a azon S-et keresztez6 élek szama, amelyeknek mindkét végpontja a
mar sorsolt cstcsok (vagyis vi,ve,...,vj41) koziil vald, b pedig azon élek szama, amelyeknek
legaldbb egy cstuicsat még nem sorsoltuk. Az ilyen él a tovabbi sorsolasok eredményeként %
valbszintiséggel keresztezi S-et; tehat az indikatormddszerrel szamolva latjuk, hogy %—el jarul a
varhaté értékhez. Az a+g a sorsolasok eredményének ismeretében linearis idében kiszamolhato.

Ha az els6 j cstics S-be tartozasardl mar dontottiink (z1,...,x; mar megvan), akkor z;;
avjy1 €5 ésawvjyr €5 lehetéségek koziil az legyen, amelyikre E(k|s1 = 21,...,5j41 = Tj41)
nem kisebb a mésik lehet6ség valasztasaval kapott értéknél. Egészen pontosan, mivel b mindkét
esetben ugyanaz, a két lehet6ség koziil azt kell valasztani, amelyik a nem kevesebb (v, vj11) € E
alakt keresztez6 élet adja, ahol @ < j. Ezzel egy masik igen egyszerii moho algoritmust nyertiink
legalabb § értékli vagas szdmitasara.
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22. Feladat. Mutassuk meg kozvetleniil, valosziniiségi megfontoldsok nélkil, hogy az elébb vazolt
mohd algoritmus helyes: legaldbb § értékii vagdst eredményez.

23. Feladat. (a) Mutassuk meg, hogy a K, teljes graf élei kiszinezheték hdarom szinnel dgy,
hogy az egyszinii hdromszogek szama legfeljebb (g)?)_2 legyen.

(b) Adjunk n-ben polinom ideji randomizdlt algoritmust egy (a)-nak eleget tevd szinezés meg-
adasdra.

(¢) Derandomizaljuk a (b) algoritmusadt a feltételes varhato érték maodszerével.

3.7 Mintavétel és igazitas

A mintavétel és igazitas (sample and modify) elve, hogy alakitsunk ki véletlen valasztasokkal egy
strukturat, ami majdnem teljesiti a kivant feltételeket, utana javitsuk ki az esetlegesen maradé
(kis) hibakat. Az elv alkalmazhat6 példaul grafokban nem til kis méretii fiiggetlen csticshalmaz
(benne semelyik két cstcs sincs osszekotve) 1étének az igazolasara. Pontosabban fogalmazva,
érvényes a kovetkezo:

26. Tétel. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf, |V| = n és |E| = e. Tételezziik fel, hogy e > 5.
Ekkor van G-ben Z—i méreti fliggetlen csicshalmaz.

Bizonyitds. Legyen d = % (a G-beli fokok atlaga), és tekintsiik a kovetkez8 véletlenen alapuld
kivalasztasi folyamatot:

1. A cstcsokat éleikkel egyiitt toroljiik G-bol 1 — é valbszintiséggel, egymastol teljesen fiig-
getlentl (egy cstcs igy é valésziniiséggel marad meg a kialakul6 részgrafban).

2. A megmaradt éleket toroljik egyik végpontjukkal egyiitt (ez a végpont tetszdleges).

Az 1. 1épésben tortént a mintavétel, a masodikban az igazitas. A végiill megmaradd csics-
halmaz nyilvan fiiggetlen, de mekkora méreti? Legyen X az 1. lépés utan maradd csiucsok, Y
pedig az élek szdma. Ekkor a 2. 1épés utdan maradé ponthalmaz mérete legalabb X — Y. Irjuk
fel ennek varhaté értékét:

E(X —Y)=E(X) - E(®),

ahol E(X) = % (ez példaul indikdtorvaltozokkal lathaté be). Az 1. 1épés utan a G egy f éle

1

pontosan akkor marad meg, ha mindkét végpontja megmarad. Ennek valésziniisége Innen

az élek indikatorait hasznalva “
€ n? n? n
E(Y) = eP(f megmarad az 1. 1épés utan) = BT T 1 2
Igy a végiil megmaradé cstcshalmaz méretének varhaté értéke legaldbb
n o n n n?
B =Y) =22 " 1
Ekkora fliiggetlen halmaz nyilvan van a grafban. O

7’ ’ ’ . . ’ 2 174
Példaul, ha a G gréfra igaz, hogy e = 20n, akkor biztosan lesz benne legalabb gt = & elemii
fliggetlen cstcshalmaz.

tankonyvtar.math.bme.hu Roényai Lajos, BME TTK



3. VELETLEN ES LETEZES 53

3.8 Lovasz Laszl6 lokalis lemmaéja (LLL)

Amit a torék meghagyott, elvitte a tatdr, amit a tatdr
ott felejtett, elhordta a német... Nem maradt ott egyéb
eqy hosszu, kétéli acélpengénél...

Mora Ferenc: Hunyadi kardja

A kovetkez§ alaphelyzetbdl indulunk ki: legyenek Fy, ..., E, rossz (szdmunkra nem kivina-
tos) események egy valdszinliségi térbél. Szeretnénk feltételt kapni arra, hogy pozitiv valdszint-
séggel egyik rossz esemény se kdvetkezzen be. Olyan egyszeriien ellenérizhet6 és jol alkalmazhaté
feltételt szeretnénk, amelybdl kovetkezik, hogy

P(E) =P(E1N...NE,) > 0.

Mésként mondva: arra kellene kényelmes feltétel, hogy a rossz események (torok, tatar, né-
met) egyiittesen 1-nél kisebb valdszintiséget adjanak. Ha az E; események egymdstdl teljesen

fiiggetlenek és P(F;) < 1 igaz minden i-re, akkor természetesen P(E;) > 0 minden i-re, és

P((\E) =P(E1)-...-P(E,) > 0.

Ha tehat az F; események teljesen fiiggetlenek, akkor a kézenfekvé sziikséges feltétel (hogy ne
legyen E;, amelyre P(E;) = 1) mindjart elegend? is.

A fenti észrevétel sokszor nem alkalmazhatd, mert a rossz események nem teljesen fiiggetle-
nek. Gyakran el6fordul viszont, hogy ugyan az E; események nem teljesen fiiggetlenek, de csak
kevés” fiiggés van kozottiik. Ezzel a helyzettel foglalkozik a lokalis lemma.

13. Definicié. Az F' esemény teljesen fliggetlen a B;, i € T eseményektdl, ha

P(F| ﬂ Bj) =P(F) teljesil minden J C T esetén.
JET

Gyakran elég j6 képilink van arrdl, hogy az F; esemény mely masik E; eseményektdl fiigghet.
Az ilyen természetii informécié lefrasara alkalmas a fiiggetlenségi graf.

14. Definicié. Legyenek E1, ... , E, események eqy valdszintiségi térbol. A G grdf eqy fiigget-
lenségi grdf, ha csicshalmaza {1,2, ... ,n} és minden i-re az E; teljesen figgetlen az

{Ej: j#14, (i) ¢ E(G)}

eseményektol.

27. Tétel (LLL egy valtozata). Legyenek En, ..., E, események egy valdsziniiségi térbdl, legyen
G fiiggetlenségi graf és d > 1. Tegyiik fel tovabbd, hogy igazak a kovetkezdk:

e P(E)<p,i=1,...,n.
e (G-ben a csucsok foka < d.
e 4dp < 1.

Ekkor P(E1N...NE,) > 0.
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Bizonyitas. Indukcidt alkalmazunk n szerint a kovetkezo két egyenlGtlenség bizonyitasara:

- - 1
P(E|Ey---E,) < —
(1’2 n)—2d7

P(ElEQ s En) > 0.

(3.2)

Elég a (3.2) egyenl6tlenséget belatni, ugyanis beldle és az indukeiés feltevésbél kapjuk, hogy

o S - 1
P(E\Ey - Ey) =P(Ey- - Ey)P(Ey|Ey -+ Ey) >P(Ey- - Ey) (1 - 2d) > 0.

Az n = 1,2 esetek egyszertiek® meggondolasukat az Olvaséra bizzuk. Ezutan feltessziik, hogy
n > 2. Az E; események esetleges atszamozasaval elérhetd, hogy G-ben az 1 cstics szomszédai

s sz

addédik a kovetkezo:

_ _ P(E1E2--~En) _ _ _
P £y~ PEEr - B) BB F _ P(EAEy- BB B
" P(E;---E,) P(EyEy) P(Ey---Ep|Eniy---En)

P(E}H—l"‘En)

A jobb oldali tort szamlaldéjanak felsé becslése:

- - = - _ - 1
P(E\Ey--- Ep|Epyq - En) <P(E1|Epyr---Ep) =P(E)) < i
Itt hasznaltuk, hogy E; teljesen fiiggetlen az Ejy1,. .., By eseményektol.

A nevez6 alsé becslése:

h
P(E;-- 'Eh‘Eh-i-l o Ey)=1—-P(FyU--- UEh’Eh—&-l o By)>1-— ZP(Ej|Eh+1 - Ey).
=2

Alkalmazhaté az indukeiés feltevés a {j, h+1,...,n} indexti eseményekre (ezek szama kisebb,
mint n) és az ezen indexek altal feszitett részgrafra: P(Ej|Epy1 -+ Ey) < 55, ami szerint a nevezd

legalabb 1 — % > %, mert h — 1 <d.

Az eddigieket Osszerakva:

_ - P(EL\Ey---Ey|Epsq - En 1 1
P(B|By - By) = il BnlBiet o Bu) aq
2

P(Ey---Ey|Epyy -+ Ep)

Az LLL két alkalmazasa

A Beck-tétel

Visszatériink az uniform hipergrifok 2-szinezésének témajahoz. A koévetkezd tétel jelentGsen
tagitja az Erdds-tétel (19. Tétel) altal mutatott horizontot: itt nincs fels6 korlat a H; halmazok
m Szamara.

28. Tétel (Beck). Legyenek Hy, ..., Hy, az U halmaz r elemi részhalmazai. Tegyiik fel, hogy
eqy H; csak legfeljebb 273 mdsikat metsz. Ekkor van U-nak olyan 2-szinezése, amelynél egyik
H; sem egyszini.

5 Az elsé egyenlStlenség csak n > 1 esetén értelmes.
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Bizonyitas. Szinezziik U elemeit %—% valbszintiséggel pirosra, illetve fehérre, egymastél teljesen

fiiggetleniil (ahogyan korabban az Erdds-tétel bizonyitasanal tettiik). Jelolje F; azt az eseményt,
hogy H; egyszinii. Ekkor nyilvan

1
o1
Az u € U pontok szinének egymastdl teljesen fliggetlen valasztasa miatt kijelenthetjik, hogy FE;
figgetlen minden E;-t6l, amelyre H; N H; = (. Ennek kovetkeztében a figgetlenségi grafban a
fokszamokra d < 273 ad6dik. Mivel

p=P(E;) =

Adp < 4-2773. =1,

27‘—1

az LLL alkalmazhaté, vagyis P(E; N...N E,) > 0. Létezik tehat csupa tarka 2-szinezés. O

Ritka k — SAT-formulak kielégithetisége

Legyen ¢ = C1 A ... ANCy, egy él16 kK — CNF formula. Ebben tehdt minden C; tag alakja
liy V...V, ahol lij literdl. Minden C; tagban pontosan k kiilonbozé valtozd szerepel (esetleg
negéltan).

A k — CNF formulak kielégithetGségének a kérdése k > 3 esetén mar NP-teljes. Ennek
tiikrében kiilonosen érdekes a kovetkezo allitas:

13. Allitas. Lekgyen d=Ci1N...NC,, eqy €l6 k — CNF formula. Teqyiik fel, hogy eqy valtozo
legfeljebb T = Z—k darab C; tagban szerepelhet. Ekkor létezik a ¢-t igazzd tevd kiértékelés.

Bizonyitas. Legyenek z1, ... ,x, a ¢ valtoz6i. Ezeknek %—% valoszintiséggel adjunk ¢gaz, illetve
hamis értéket, egymastél teljesen fluggetleniil. Legyen E; = {C; hamis}. Alkalmazzuk a lokélis

lemmat. Az E; események valoszinlisége

ugyanis a C; tagban el6forduld k valtozd Osszes kiértékelése koziil egy ad hamis értéket. Csak
akkor lehetséges fliggés az E; és az E; események kozott, ha Cj-ben és Cj-ben van kozos xy
valtoz6. Legyen Y; azon C; tagok szama, melyeknek van Cj-vel kozos véaltozdja. Ekkor minden
i-re igaz, hogy
K2k
V; <kT =~ =282
— 4]{: b

mert a Cj-ben k valtoz6 van. Tehét egy F; legfeljebb 272 masik Ej;-tél fiigghet. A Lovasz-lemma
alkalmazhatosagi feltétele teljesiil:

dpd =4-27F . 2F2 =1

A lemma alapjan P(N E;) > 0, azaz létezik jé kiértékelés. O

4. Példa. Legyen k = 16 (16 literdl lehet tagonként), ekkor T = % = 1024, azaz eqy x;
vdltozé maximum 1024-szer fordul eld ¢-ben. Az ilyen ¢ 16 — CNF formuldnak a tétel szerint
létezik kielégito kiértékelése.
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Az LLL algoritmikus valtozata

A lokéalis lemma elegans és egyszerli algoritmikus valtozatat dolgozta ki 2009-ben Robin A.
Moser és Tardos Gabor. Modszeriik az LLL legtobb ismert alkalmazasanal hasznalhato.

Legyen P teljesen fiiggetlen valdszintiségi valtozok egy véges halmaza, amelyek az ) va-
l6szintiségi téren értelmezettek. Tegyiik fel, hogy az E; eseményeket ezekbdl a valdszinliségi
valtozokbdl szarmaztatjuk gy, hogy minden i-re van egy P; részhalmaza P-nek, hogy E; beko-
vetkezése csak a Pp-beli valtozok értékeitél fiigg. Tegyiik fel tovabba, hogy (i, j) pontosan akkor
éle a G fiiggetlenségi grafnak, ha i # j és PN P; # (), vagyis van olyan § € P valészintiségi vélto-
z0, amitdl F; és F; is fiigghet. Vegytik észre, hogy a kapott G tényleg fiiggetlenségi graf lesz az
FE; eseményekre nézve. Végiil tegylik fel, hogy az Fn, ..., E, eseményekre és G grafra teljesiilnek
a lokalis lemma feltételei. Moser és Tardos a kovetkezo egyszer®i algoritmust javasoljak:

1. Ertékeljiik ki a & € P valtozokat egy véletlen w € Q helyen, és nézziik ennél a kiértékelésnél
az F; eseményeket. Ha egyikiik sem kovetkezik be, akkor w egy elemi eseményt ad a Nj; E;
metszetbdl, és ezzel befejeztiik az eljarast. Ha nem, akkor

2. vélasszunk egy tetszéleges F; eseményt, ami bekovetkezett. A Pj-beli ¢ valészintiségi
valtozokat értékeljitk ki tjra, a sajat eloszlasuk szerint, egymastdl teljesen fiiggetleniil (a
P\ Pj-belieket valtozatlanul hagyjuk). Ha ezt kovetSen egyik E; sem kovetkezik be, akkor
készen vagyunk, ellenkez6 esetben ismételjiik a 2. 1épést.

Moser és Tardos bizonyitottak (ennek a targyaldsat itt mell6zziik), hogy a 2. 1épést varhatéan
legfeljebb "¢ alkalommal kell elvégezniink (itt n és d az LLL kimondasaban szerepl6 értékek).

5. Példa. Nézziik meg mindezt eqy konkrét példan keresztil, a Beck-tétel esetében! Fkkor az
Q waldszindiségi tér elemi lehetnek az |U| hosszisdgi éremfeldobds-sorozatok lehetséges eredmé-
nyei. A térnek tehdt 2IU! eleme van, minden egyes sorozat bekivetkezési valdszintisége ﬁ A
1,82, -, &§u| az U elemeihez rendelt valdsziniiségi viltozok. A & : Q0 — {piros, fehér} az i-edik
elem szinét mondja meg a véletlen szinezésnél: ez piros, ha az i-edik éremfeldobds értéke iras,
ellenkezd esetben az i-edik elem szine fehér. Az E; eseményhez tartozé viltozok P; halmazdba
azon § € P vdltozok tartoznak, amelyek Hj-beli pontot szineznek.

A Moser—Tardos-algoritmus 1. 1épésében egy véletlen w € Q pontot (azaz éremfeldobés-
sorozatot) valasztunk és ennek megfeleléen szinezziik U elemeit. A 2. 1épést akkor kell elvégez-
niink, ha van egyszinl H;. Ekkor egy ilyen H; elemeit kell Gjraszinezniink az algoritmus szerint:
az u € H; elemek esetén tjra elvégezziik az éremfeldobast — egymadstol teljesen fiiggetlentil —, és
ezeket az elemeket az 11j dobédsok szerint szinezziik &t.

24. Feladat. Mik lesznek az ), a P és a P; halmazok a ritka k — SAT-feladat esetében?
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4. fejezet

Véletlen és bonyolultsagi osztalyok

Az algoritmikus problémdakat a szdmitaselmélet a kiszamitasi (megoldasi) nehézségiik szerint
osztalyozza. Az igy kapott in. bonyolultségi osztélyok (pl. P, NP, EXPTIME) gyakorlati szem-
pontbdl is hasznos irdanytiit adnak a felmerild algoritmikus feladatok kezeléséhez. A kévetkezdk-
ben azzal foglalkozunk, hogy a véletlen miként jelenik meg a bonyolultsigi osztalyok térképén,
milyen érdekes feladatosztalyokat kapunk, ha a véletlent is bevonjuk a szédmitas megengedett
eszkozei kozé.

Ahogy a szamitaselméletben szokasos, elsdsorban eldontési feladatokra Gsszpontositunk: az
L algoritmikus feladat kapcsan az x bemenetrél el kell donteniink, hogy a feladatbeli kérdésre
igen, vagy nem lesz a vélasz. Példaul ha L a grafok 3-szinezésének a feladata (szokésos jeloléssel
3SZIN ), akkor az input G grafokra azt kell eldonteni, hogy G szinezhet6-e 3 szinnel.

A bonyolultsagi osztalyokat sokszor a megoldd algoritmusok 1épésszama segitségével defini-
aljuk. Ennek a kivitelezéséhez sziikséges, hogy pontosan tudjunk beszélni a bemenet hosszéarol.
Hasznos lesz ezért az eldontési feladatokat mint nyelveket megadni.

Tekintsiik az Z = {0, 1} dbécét. A lehetséges bemenetek az = € 7* szavak. Az v = x1... 2,
sz6 az x; € T jelek (bitek) sorozata. Az x bitjeinek n szdma az z sz hossza, szokésos jeloléssel
|z| = n. Az L C Z* halmazokat nyelveknek nevezziik. Az L nyelv tekinthet6 igen-nem feladatnak
a kovetkezOképpen: az x € I* bemenetre azt kérdezziik, hogy = € L teljesiill-e. = € L esetén
a valasz ,gen”, © ¢ L esetén ,nem”. Forditva, az eldontendd szamitési feladatok az input
binaris kédolasa révén felfoghatok nyelvfelismerési feladatoknak abban az értelemben, hogy az
x inputrdl el kell donteni, hogy bele tartozik-e az igen vilaszt add szavak nyelvébe.

Igy szemlélve példaul a 3SZIN-feladat a 3 szinnel szinezhetd grafok leirasaibél 4ll6 nyelv.
Egy gréf lefrasa lehet pl. az illeszkedési métrixa (mondjuk a méatrix sorfolytonos leirdsdnak
binaris kédja).

4.1 Néhany nevezetes bonyolultsagi osztaly felidézése

A P bonyolultsigi osztalyt a polinom idében felismerhet6 nyelvek alkotjak: az L nyelv akkor
van P-ben, ha van olyan algoritmus az L felismerésére, amely n hossza x € I* input sz esetén
legfeljebb cn? lépésben eldénti, hogy = € L teljesiil-e. Itt c,d csak az L nyelvtdl (feladattél)
fiiggd pozitiv konstansok. Az algoritmus lépéseinek fogalméat itt most nem részletezziik. Szem-
léletesen egy programra gondolhat az Olvasé, és az altala elvégzett bit-miiveletek szdméara.! A
P és a tobbi itt emlitésre keriilé6 bonyolultsigi osztaly is robusztus abban az értelemben, hogy
nagy mértékben fliiggetlen a definiciét megalapozé gépmodelltél. A P-re szokas gy tekinteni,

YA [RIS7] 7.1., 7.2., 8.1. és 8.2. szakaszaiban talalhaté drnyaltabb lefrds ezekrdl a kérdésekrél.
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mint a determinisztikus algoritmussal hatékonyan (polinom idében) kezelhet6 eldontési feladatok

EXPTIME

Az L nyelv definicié szerint akkor van az NP nyelvosztalyban, ha létezik egy L, € P nyelv,
melynek bemenete parokbdl all, és létezik ¢ > 0 konstans gy, hogy = € T* esetén

Osszességére.

re€Ll & JyeZ: |yl <|z|% amellyel (z,y) € L.

Az el6z8 meghatarozasban szerepld y szé az & bemenet L-be tartozésénak tandja. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy az L pontosan akkor lesz NP-beli, ha az L-be tartozasnak van révid és
hatékonyan ellenérizhetd tanija.

6. Példa. Legyen L = 3SZIN a 3-szinezhetd grifok nyelve. Legyen x € T* eqy G grdf leirdsa.
Tegyiik fel, hogy G 3-szinezhetd. Ekkor y szerepére alkalmas egy 3-szinezés leirdsa (minden
cstcsnak megmondjuk a szinét). Az Ly nyelv ekkor (G,y) pdrokbdl dll, y 3-szinezése G-nek.
Az L = 3SZIN nyelv NP-ben van, mert létezik olyan c (pl. ¢ =1), hogy az x leirasi G grif
pontosan akkor van L-ben, ha létezik hozza y szinezés |y| < |z|, dgy, hogy (G,y) € Li. Iit
Ly € P valdban teljesiil, mert eqy (G, y) pdrrol gyorsan (polinom iddében) el tudjuk donteni, hogy
y 3-szinezése-e G-nek.

Az EXPTIME nyelvosztalyba azok az L nyelvek tartoznak, amelyekhez van olyan algoritmus,
amely az n hosszi x inputra az x € L kérdést legfeljebb a2 lépésben megvalaszolja. Itt d és
k csak L-t0l fliggd pozitiv egészek. EXPTIME az exponencialis idében felismerheté nyelvek
osztalya.

Az PSPACE osztalyba azok az L nyelvek tartoznak, amelyekhez van legfeljebb polinomiélis
szamu tarcellat hasznalé algoritmus. Pontosabban fogalmazva, vannak olyan (csak L-t6l fliggd)
¢, d pozitiv 4llandék, hogy az algoritmus az n hosszi « inputra az x € L kérdést legfeljebb cn?
tarcella hasznélataval megvalaszolja.

25. Feladat. Mutassuk meg, hogy érvényesek az abrdrol leolvashato tartalmazdsi viszonyok:
PCNPCEXPTIME.

4.2 Az RP nyelvosztaly

Az elnevezés a random és a polynomial szavak kezdSbetiiibél szarmazik.

15. Definicié. Legyen L C T*. Az L € RP pontosan akkor teljestil, ha létezik L1 € P, ésc > 0,
hogy

1. L={zeZ*: Jyel* |yl =]zl amelyre (z,y) € L1}.
2. x € L esetén az |x|®-hosszi y € T* szavak legaldbb felére igaz, hogy (z,y) € L.

A definici6 elsé pontja azt fogalmazza meg, hogy L € NP. A méasodik pont szerint, ha x-hez
létezik tant, akkor mindjart rengeteg tanu létezik.

26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az RP nyelvosztily nem vdltozik meg, ha a definicioban a
felére helyett d-szeresére szerepel, ahol 0 < d < 1 egy tetszdleges dllando.

tankonyvtar.math.bme.hu Roényai Lajos, BME TTK



4. VELETLEN ES BONYOLULTSAGI OSZTALYOK 59

Az alabbi dbra az RP osztaly helyét szemlélteti a bonyolultsigi osztalyok kozott. A tudomany
mai allasa mellett nem tudjuk, hogy a tartalmazasok valédiak-e.

GD}

Itt az RPC NP tartalmazas a definicié 1. pontja miatt igaz. A PCRP nyilvanvalé: ha L €P,
akkor példaul Ly = {(x,1) : = € L} és ¢ = 0 megfeleld lesz.

Az RP-teszt

Az RP-beli nyelvek felismerésére hatékony (polinom idejii) véletlent haszndlé médszer adhato.
Legyen L € RP, és legyen L1 a hozza tartozé parokbdl allé nyelv, Alg pedig az Li-et felismero
(determinisztikus) polinom idejli algoritmus. Az RP-teszt hatékony, véletlen véalasztast alkalma-
z6 modszer annak megvalaszolasira, hogy az x € Z* input esetén z € L teljestil-e. A teszt a
kovetkez6 két 1épésbol all:

e Vilasszunk egy véletlen y € 7* sz6t, amelyre |y| = |z|°.

e Az Alg algoritmus segitségével nézziikk meg, hogy (z,y) € L; teljesiil-e. Ha igen a vélasz,
akkor arra kovetkeztetiink, hogy x € L. Ha nem a vélasz, akkor azzal a kovetkeztetéssel
zéarjuk a tesztet, hogy valdszintleg x & L.

c s 2

x-hez, akkor x bizonyosan az L nyelvbe tartozik. A nemleges vilasz lehet hibas. Megeshet, hogy
x € L teljesiil ugyan, de rossz y tanijeloltet valasztottunk. A definici6 2. feltétele szerint azonban
ennek a balszerencsének a valdszinlisége legfeljebb 1/2. A hibazds valdszintisége tetszolegesen
kicsivé tehetd a jol ismert mdédon: ¢ darab fiiggetleniil valasztott y kiprébalasa utén legfeljebb
2—1,5 a téves kovetkeztetés valoszintisége. Mivel Ly €P, és y hossza az x hosszaban polinomialis,
egy RP-teszt polinom id6ben megvaldsithaté. Tehat a kérdés, hogy = € L igaz-e, varhatéan
polinom id6ben megvalaszolhato.

A Rabin—Miller-primteszt

Itt részben az el6zdek szemléltetésére vazlatosan megmutatjuk, hogy az Osszetett egészek nyelve

O = {m € Z" : m nem prim} € RP.

16. Definicié. Legyen m —1 = 2F . n, ahol k,n pozitiv egészek, és n pdratlan. Az a egész szdm
(1 < a < m) azm dsszetettségének Rabin-Miller-tantja, ha az a™ — 1, a® +1, a®>* +1, a*" + 1,

2/(:71
a

.o T+ 1 egészek egyike sem oszthato m-mel.

14. Allitas. Ha m primszdm, akkor m-hez nem létezik Rabin—Miller-tand.
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Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi azonossagot tetszéleges a egész szammal, melyre 1 < a < m:

A" = 1=(a" - 1)(a" + 1)(@® + 1)(a" +1)... (a> " +1). (4.1)
a2n—1
atn—1
a8n—1
a2kn_q

Ha az m szam prim, akkor a kis Fermat-tétel szerint m osztja az a™ ' — 1 egészet. Ennélfogva
m osztja (4.1) jobb oldalét és m prim volta miatt annak egyik tényezdjét is. Ezért a nem lehet
Rabin-Miller-tant. O

A kovetkezo allitas szerint a paratlan Osszetett szamokhoz sok Rabin—Miller-tana létezik. A
bizonyitést itt nem targyaljuk.?

15. Allitas. Ha az m > 2 pdratlan egész szdm nem prim, akkor az1 < a < m egészek legaldbb
fele Rabin-Miller tani.

Az el6z6 két allitas alapjan kimondhatjuk a kovetkezé tételt:
29. Tétel. O € RP, vagyis az dsszetett szamok nyelve RP-ben van.
Bizonyitds. Legyen

m > 2,1 < a < m egészek, és ha m paratlan,
akkor a egy m-hez tartozé6 Rabin—Miller-tant [’

L= {(m7a)

tovabba ¢ = 1. Ezekkel a valasztasokkal L = O-re teljesiilnek az RP-be tartozas 1. és 2. feltételei,
utébbi a d = (1/4) tényezével. Legyen ugyanis n az m bitjeinek szama. Az el6z6 allitasbol
kovetkezik, hogy a legfeljebb n bittel leirhaté egészek legalabb 1/4-e Rabin—Miller-tantja lesz m
Osszetettségének, amennyiben m paratlan Osszetett szdm. Ha m > 2 és m péaros, akkor az utolséd
bitje mutatja az Gsszetettségét. Ha pedig az m prim, akkor nincs hozza Rabin—Miller-tand.
Meg kell még mutatnunk, hogy L €P. Mas széval egy adott a-rél hatékonyan kell ellendriz-
niink, hogy a Rabin-Miller-tani-e. Az 6tlet az, hogy gyors hatvdinyozdssal® szamolhatjuk az a®™
alaku szamok osztasi maradékat modulo m. Megmutathatd, hogy egy (m,a) par ellendrzése ezt
az utat kovetve O(log® m) bitmfivelettel megvaldsithato. O

A tételbeli L1 nyelvhez tartozé RP-tesztet Rabin—Miller-primtesztnek is nevezik, és az egyik
legnépszertibb primteszt a gyakorlatban, futasi ideje O(log®m). Ha m-et Gsszetettnek taldlja,
akkor ez a valasza biztosan helyes. Hiba a masik esetben lehetséges, amikor a teszt eredménye:
m wvaldszintleg prim. A hiba valOszinlisége a teszt flggetlen ismétlésével tetszdlegesen kicsivé
tehets. A gyakorlatban a kriptografusok akkor tekintenek egy nagy m egészet primnek, ha a
teszt tObbszori ismétlése sem bizonyitotta az Osszetettségét.

2002-ben tudomanyos szenzacidonak szamitott, hogy M. Agrawal, N. Kayal és N. Saxena
determinisztikus polinom idejii algoritmust [AKS] adtak az Gsszetett szamok felismerésére. Mas
széval, a tétel allitasdnal erésebb OcP is igaz. Az AKS-teszt — bar polinom idejii — a gyakorlatban
eddig nem tudott versenyezni a joval gyorsabb randomizélt tesztekkel, mint amilyen a Rabin—
Miller-teszt is.

2Lésd pl. [BS], Vol. 1, Theorem 9.4.5.
3Lasd pl. [RISz] 265. old.
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A Las Vegas nyelvosztaly

Igen érdekesek azok az RP-beli L nyelvek (algoritmikus eldontési feladatok), amelyekre a komp-
lementer nyelv I* \ L is RP-be tartozik.

17. Definicié. Az L nyelv a Las Vegas nyelvosztalyba tartozik, ha L € RP és I* \ L € RP.

Az RP-teszt mintajara bevezetjik a Las Vegas-tesztet annak eldontésére, hogy adott
L € Las Vegas és v € I* esetén ZL' € L teljesiil-e. A Las Vegas-teszt két RP tesztbél all, az

egyik az x 6 L, a masik pedig az x E I*\ L kérdés megvalaszolasara végzett RP-teszt. Ha a ket-
t6 kozil valamelyik teszt igen valaszt ad, akkor x abba a nyelvbe tartozik, ahol az igent kaptuk.
Tudjuk, hogy az igen valasz az RP-teszt esetében mindig helyes. Ekkor tehat pontosan tisztaz-
tuk L és x viszonyat. Annak valdsziniisége, hogy egyik tesztnél sem kapunk igent, legfeljebb %
hiszen anndl a tesztnél, amelyiknél az igen varhatd, ennek a valasznak a valdszintisége legalabb
%. Ha egyik tesztnél sem kaptunk igent, azt gy értelmezhetjiik, hogy nem sikeriilt a kérdést
megvalaszolnunk. Ennek a valoszintisége a Las Vegas-teszt fiiggetlen ismétlésével gyorsan lecsok-
kenthet6. A lényeges kiilonbség a szimpla RP-teszthez képest, hogy a Las Vegas-tesztnél sosem
kapunk helytelen eredményt. Ha egyik teszt sem adott igenld valaszt, akkor tigy vehetjiik, hogy
tovabb kell prébalkoznunk az igazsig kideritésével. Az teszt becsiiletes abban az értelemben,
hogy sosem ad hamis valaszt a kérdésre. A Las Vegas-teszt jellemzdit igy Gsszegezhetjiik: gyors
(polinom idejii), legaldabb % valdszinidséggel valaszol az (x € L?) kérdésre, és a vilasza mindig
helyes.

A kévetkez6 @ (eldontendd) feladatrdl ismert, hogy @@ €Las Vegas, és nem ismert ugyanakkor,
hogy Q €P igaz lenne. Egyszeri szavakkal: @) felismerésére van hatékony, becsiiletes randomizalt
algoritmus, de nem ismert hatékony determinisztikus algoritmus.

15. Szamitéasi feladat. A Q bemenete egy (c,a,p) egész szamokbdl dllé hdarmas, ahol p prim-
szam, 1 < ¢,a < p. Az eldontendd kérdés az, hogy van-e olyan b egész az [1,c| intervallumban,
amelyre b> — a oszthaté p-vel.

Megjegyezziik, hogy @ lényegében a masodfokid egyenletek megolddsanak feladata az I,
testben. Az algoritmust itt nem térgyaljuk.*

27. Feladat. Mutassuk meg, hogy @ € NP N coNP.

4.3 A BPP nyelvosztaly

A BPP nyelvosztély a legtagabb értelmes feladatosztalyt korvonalazza, amelyre 1étezik polinom
idej véletlent hasznal6 algoritmus.

18. Definicié. Az L € T* a BPP-ben van, ha 3L € P és ¢ > 0, hogy
1. hax € L, akkor az |x|¢ hossziy € T* szavak legaldbb kétharmaddra igaz, hogy (x,y) € L1,

2. hax ¢ L, akkor az |z|® hossziy € T* szavak legalabb kétharmaddra igaz, hogy (x,y) ¢ L.

Megjegyezziik, hogy a definiciéban a % helyett barmilyen d allhatna, amelyre 1 < d < 1.

2
(Miért?)
Itt a tand fogalma sokat lazult az NP kapcsan tanult fogalomhoz képest. Az L nyelvbe
nem tartozé x szavakhoz is 1étezhet tani, de ezek markans kisebbséget kell, hogy alkossanak a

1Lasd pl. [I] 2. kétet, 18.3.
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tanujeloltek korében. Az RP-hez képest valtozas van a definicié 1. pontjaban is. Itt erételjes
tobbség sziikséges.

A BPP név a bounded error, probabilistic és polynomial Kkifejezések kezd&betiiib6l szarmazik.
A definiciébdl kozvetlentil kévetkeznek az alabbi tartalmazasi viszonyok:

PC RPC BPPC EXPTIME.

Talan elég, ha csak a legutols6 tartalmazashoz fiiziink egy kis magyarazatot. Legyen L €BPP

ésxel* Azx é L kérdést exponencialis idoben megvalaszolhatjuk gy, hogy sorra vessziik az
|z|¢ hossztisdgn y € I'* szavakat, és mindegyikre megnézziik (polinom idében), hogy (z,vy) € L1
teljesiil-e. Az igen vélaszok szaménak nyilvantartasaval meg tudjuk valaszolni az x-re vonatkozo
kérdést. A definicié szimmetridjabél pedig kovetkezik, hogy

coBPP = BPP.

A korabbi randomizalt osztalyokhoz hasonldéan itt is adddik egy természetes algoritmus.
A BPP-teszt véletlent hasznaldé polinom idejii médszert ad az L €BPP nyelvek felismerésére.
Legyen x € I'*. Szeretnénk eldénteni, hogy = € L igaz-e. A kdvetkezdt tehetjiik: legyen k > 2 és
valasszunk egyenletesen és egyméstél teljesen fiiggetleniil k darab y* € I* szét, amelyek hossza
1y = |x[¢, i = 1,..., k. Ezutdn nézziikk meg mindegyik y’-re, hogy (x,%') € L; igaz-e. Az eredeti
kérdést illetéen tobbségi dontést hozunk: ha az igen fordult elé tébbszor, akkor gy dontiink,
hogy valdszindleg x € L, ellenkez6 esetben pedig arra jutunk, hogy valdsziniileg x & L.

A BPP-tesztnél mindkét valasz lehet hibas. A k novelésével a hiba valésziniisége rohamosan
csOkkenthetd.

7. Példa. Teqgyiik fel, hogyk = 3 ésx € L. A helyes tobbségi dontés q valdsziniiségére szeretnénk
also korldtot kapni. A vdlaszunk helyes lesz, ha a hdrom y* kéziil legaldbb kettd esetén azt kapjuk,
hogy (z,y") € L1. Tudjuk, hogy ez minden i-re > % eséllyel igaz. A valasztasaink fiiggetlenségét

s figyelembe véve tehdt
- <2>3+3 1<2>2—20—2+ 2
7=2"3 3\3) “2r T3

Nézziik, mi torténi a k novelésével. Legyen tovdbbra is x € L (ugyanezen meggondolés a
definicié szimmetridja miatt érvényes lesz az x ¢ L esetben is), és tegyiik fel, hogy a BPP-teszt
soran az y' tantjellteket vélasztottuk. Legyen tovabba

X — 17 ha (xvyl) € le
] 0, kiilénben.

Ekkor a Chernoff-egyenl6tlenség (5. tétel) alkalmazhaté a teljesen fiiggetlen X7, ..., Xy vélto-

zokra. Ezek p = P(X; = 1) > % paraméteri Bernoulli-valtozok. Legyen e = %. Ekkor

(1—¢€)p= %, és a Chernoff-egyenl6tlenség alapjan a hibas dontés valdszintisége

k —e2kp ek
P<Sk§2>:P(5k§(l—e)pk)§e 3 =e °F,

ahol ¢ egy porzitiv dllandé. A hibavaldszinliség tehéat a k ndvelésével gyorsan tart 0-hoz.
A tudomany mai allasa szerint nem tudjuk, hogy a BPP osztaly hol helyezkedik el a P és
az EXPTIME kozott. Jelenleg egyik véglet sincs kizarva. BPP=P azt jelentené, hogy a véletlen
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nem tud dridsit® segiteni: ami véletlen segitségével polinom idében megoldhaté, az determi-
nisztikus polinom idében is megoldhaté. A maésik véglet, a BPP=EXPTIME azt jelentené,
hogy a véletlennel hatalmas gyorsitas érhetd el: a determinisztikusan exponencialis id6igényti
feladatokat lehetne a véletlen segitségével polinom idében legy{irni.

Korédbban az volt a szamitaselmélet kutat6i kozott az uralkodd nézet (talan sejtésnek is
nevezhetjik), hogy BPP#P. Ez hatarozottan megvaltozott az elmilt masfél évtizedben. Ma mar
a szakértSk tobbsége tigy gondolja, hogy BPP=P.® A BPP helyének meghatarozasa jelenleg igen
aktiv és rendkiviil szines kutatési teriilet. Erdekes kapcsolatokat mutat példéul a BPP esetleges
derandomizalhatésiga a kriptografidbol ismert, és ott sokra értékelt egyiranyt fiiggvényekkel.”
A téméatdl bucsizéban egy ilyen tételt emlitiink:

30. Tétel (M. Blum, S. Micali, A. Yao). Ha létezik egyiranyd permutdcio, akkor

BPP C M=o TIME (2“6) :

Ha tehat 1étezik alkalmas egyiranyu fiiggvény, akkor BPP szubexponencialis idében deran-
domizélhaté.

4.4 Interaktiv bizonyitasok

A tobb résztvevo altal végzett egylittes szamitas, az interakcid kézponti motivum tébb helyen
is az informatikdban. Az algoritmusok vildga sem szamit kivételnek. Az interaktiv bizonyita-
sok fogalma a 80-as évek kozepén alakult ki, és rendkiviil gylimolesozének bizonyult egy sor
résztertleten, koztik egészen varatlanokon is, mint amilyen példaul a hatékony kozelité mod-
szerek elmélete. Az interaktiv bizonyitds szdmitastudoményi fogalma lényegében egyidében,
két egymastdl fiiggetlen kutatas eredményeként sziiletett meg. Az egyik kriptografiai hatterti:
Goldwasser, Micali és Rackoff [GMR] a biztonségos informécidkozlés egy probléméjat vizsgél-
va eljutottak a nulla ismeret{i bizonyitds fogalmdaig (amivel itt kés6bb mi is foglalkozunk). A
masik megkozelités Babai Lasz16t61® szarmazik, aki matrixcsoportokkal kapcsolatos algoritmi-
kus kérdések tanulmanyozasira dolgozta ki az Arthur—Merlin-jatékokat [B]. A két munkabdl
kibontakozott elmélet ma is egyike a legfontosabb szamitaselméleti teriileteknek, sok szép ered-
ménnyel és izgalmas kutatasi probléméakkal. Kiemelked6 eredményiikért Babai, Goldwasser,
Micali és Rackoff elnyerték a szamitaselmélet legmagasabb szakmai kitiintetését, a Godel-dijat.

Arthur—Merlin-protokollok

Két szereplénk van, Arthur kirdly és Merlin, a varazslo, akik egymaéassal kommunikédlnak. Arthur
tiirelmetlen uralkodd, csak polinom idejii miikodésre képes: egy x bemenettel maximum |z|¢
ideig tud foglalkozni. Ezzel szemben Merlinnek vardzsereje van: nincs korlatja a szamitési
képességeinek.” Barmely L nyelv és o € I* sz6 esetén egyetlen lépésben el tudja dénteni, hogy
x € L igaz-e. A két fél egyiittmiikodésének, interakcidéjanak célja a kovetkez6: adott egy L
nyelv és egy x € I* sz6; Arthur szeretne meggy6z6dni (bizonyossagot szerezni) arrél, hogy

ST6bb szép példat is lattunk mér igen gyors véletlent hasznalé algoritmusra olyan feladatok esetén, amelyek
determinisztikusan is elég jol kezelhetok. Ilyenek a gyorsrendezés, vagy a konvex burok szamitésa.

6Lasd pl. [AB] 20. fejezet.

"Az f: I* — I" fiiggvény egyirdnyd, ha 2-bél f(z) hatékonyan szdmithaté, viszont az inverz feladatra nincs
hatékony (randomizélt) algoritmus: adott y széhoz nehéz taldlni olyan z-et, amelyre f(z) =y.

8Babai Lészl6 a BME informatikusképzésének egyik alapité professzora is: 6 tanitotta itt el8szér az Algorit-
musok elméletét.

9Valéjaban elegendd lenne azt feltenni, hogy Merlin hatékonyan meg tudja oldani a PSPACE-beli feladatokat.
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x € L, amennyiben ez igaz. Ennek érdekében szamitasokat végezhet, és kérdéseket tehet fel
Merlinnek. A kérdésekre kapott valaszok és sajat szamitasai alapjan dont arrél, hogy az x € L
allitast igaznak tartja-e. Az igen dontést elfogadasnak, a nem dontést elutasitasnak nevezzik.
Feltessziik itt, hogy a helyes bizonyitast elfogadja. Az egész informécidcserére és a szamitasokra
egyiittesen csak legfeljebb |z|¢ idé van, ahol ¢ > 0 csak L-t6l fiiggd alland6. A protokollal'®
szemben két alapvetd kovetelménytlink van:

o Teljesség: Ha = € L, akkor errél Merlin meg tudja gy6zni Arthurt, vagyis végiil Arthur
elfogadja z-et.

e Helyesség: Ha = ¢ L, akkor Merlin nem tudja meggy6zni Arthurt arrél, hogy = € L (még
akkor sem, ha csal). Ekkor Arthur elutasitja z-et.

Milyen L nyelvekhez van ilyen Arthur—Merlin-protokoll? Erre valaszol az alabbi tétel és az
uténa kovetkezd feladat.

31. Tétel. Legyen L € NP. Ekkor létezik L-hez Arthur—Merlin-protokoll.

Bizonyitas. Az L éNP miatt 1étezik ¢ > 0 és Ly € P, tgy hogy = € L pontosan akkor igaz, ha
létezik hozzd y € T*, melyre |y| < |z|¢, és (z,y) € L.
Ezek utan x € L esetén a protokoll a kovetkezé lehet:

1. Arthur elkildi az x sz6t Merlinnek.

2. Vélaszul Merlin kild egy y € Z* sz6t, ahol |y| < |z|¢ és (z,y) € L1 (ha z € L).

?
3. Arthur ellenérzi, hogy (z,y) € Li. Ha igen, akkor elfogad (elfogadja, hogy = € L), ha
nem, akkor elutasit.

Igazoljuk, hogy a fenti protokoll helyes Arthur—Merlin-protokoll:

?
e Arthur szamitéasi képességeinek megfelel, mert (x,y) € L; polinom id6ében ellendrizhetd,
hiszen Ly € P, és |y| < |z|¢. A kiildott és fogadott tizenetek Gsszhossza is polinomidlis.

e Ha z € L, akkor 1étezik rovid y, mellyel (z,y) € Ly teljesiil. Ilyet Merlin képes talalni, és
ezzel el tudja érni, hogy Arthur elfogadja az x € L tényt.

e Ha viszont = ¢ L, akkor Merlin nem tud jé y-t kiildeni, mivel nem 1étezik j6 y. Igy nem
tudja becsapni Arthurt (meggy6zni arrél, hogy = € L), mert Arthur polinom idében rajon,
hogy (x,y) ¢ L1, barmi legyen is az esetleg elkiildott y.

O

28. Feladat. Mutassuk meg, hogy a tétel megforditisa is igaz: Ha L-hez van Arthur—Merlin-
protokoll, akkor L € NP. (Gondoljuk meg, hogy x € L-hez mi lehet megfeleld y tani.)

10A protokoll fogalmét a szemléletesség megtartisa miatt nem adjuk meg formalisan. Az érdekldd olvasé itt
talal pontos definiciét: [AB] 8. fejezet.
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Randomizalt interaktiv bizonyitasok

Az el6bbiekben sikeriilt az NP nyelvosztalyt jellemezniink az interakcié segitségével. Felmeriil
a kérdés, hogy kaphatunk-e itt tobbet, ha a véletlennek is szerepet juttatunk. Létezhet-e NP-n
kiviili nyelvekhez is az el6bbihez hasonl6 értelmii interaktiv bizonyitds? Mint latni fogjuk, a
valasz igen.!! Tartsuk meg a két szereplénket: Arthur kiralyt, aki kérdez, és Merlin varazslot,
aki véalaszol. A probléma, amirél kommunikalnak, ugyancsak a régi: adott egy L C Z* nyelv és
egy x € T* sz6. Merlin szeretné Arthurral elfogadtatni, hogy « € L. Merlin itt is varazserével
rendelkezik, amennyiben barmely algoritmikus kérdést képes egy lépésben megoldani. Arthur
tovabbra is polinom ideig miikodik, de hasznalhat véletlen valasztasokat is a szamitasai soran. A
két fél parbeszédét leird protokollal szembeni kdvetelményben is van valtozas: megjelenik benne
a véletlen.

e Teljesség:'? Ha = € L, akkor P(Arthur elfogadja, hogy x € L)) = 1.

e Helyesség: Ha = ¢ L, akkor P(Arthur elfogadja, hogy x € L)) <

N

Most is az érdekel benniinket, hogy mely nyelvekhez 1étezik Arthur—Merlin-protokoll.

29. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a helyesség definiciojaban % helyébe 0-t irunk, akkor ismét
az NP nyelvosztalyt kapjuk. Csak ezekhez létezik A M-protokoll.

Legyen
IP = {L CZ* : L-hez van Arthur-Merlin-protokoll}.

A kovetkezokben egy olyan nyelvhez adunk Arthur—Merlin-protokollt, amelyrél nem ismert, hogy
NP-beli lenne.
GNI — a nem izomorf grafok nyelve

19. Definicié. Legyenek G1 és Go iranyitatlan grdfok. A Gy izomorf Gs-vel, ha van olyan,
kolesondsen egyértelmi f : V(G1) — V(Ga) leképezés, amelyre

(z,y) € E(G1) & (f(2), f(y)) € E(Ga2).

G1 és Gy izomorfiagjat G1 = Gy jeloli.

Példaul az alabbi adbran lathat6 otszog és csillag izomorf grafok, amint azt az f(x) = x
leképezés mutatja.

"Hozz4 kell tenniink, hogy a tudomany mai 4lldsa szerint. Jelenleg nem tudjuk bizonyitani, hogy az adédé
nyelvosztaly tényleg b6évebb NP-nél, de széles korben elfogadott sejtés szerint ez igaz.

12 A szokésos definicié itt csupan azt koveteli meg, hogy az elfogadés valészinfisége legalabb % legyen. Igazolhatd,
hogy ez a kévetelmény ekvivalens az altalunk megadottal, 1ldsd [FGMSZ].
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Tekintsiik az izomorf graf-parokbdl allé nyelvet és a komplementerét:

GI = {(G1,Gs) : G1 = Gs},
GNI = {(G1,Gs) : G1 % Ga)}.

Nyilvanval6éan igaz, hogy GI € NP. A (G1,G2) € GI tanija egy alkalmas f leképezés lehet. A
G1I gyakorlati szempontbdl is fontos feladat. Elméleti szempontbdl is kiilonleges: olyan régota
ismert NP-beli nyelv, amelyrél nem tudjuk, hogy NP-teljes-e, és azt sem, hogy P-ben van-e. A
G NI nyelvrol nem ismeretes, hogy NP-beli lenne. Igaz viszont a kévetkezo:

32. Tétel. GNI € IP.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a kdvetkez6 protokollt:

1. Az Arthurndl levé input legyen a (G1,G2) grafpar, és az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,

hogy
V(G1) =V(Gy)={1,2,... ,n} =V.

Arthur valaszt egy véletlen!® i € {1,2} értéket (% - % valészintiséggel), és egy f: V =V
véletlen permutéciot (barmelyik f valészinfisége ). Ezt kovetSen képezi a H = f(G;)
grafot, ezt elkiildi Merlinnek, és megkérdezi téle, hogy mi volt az .

2. Merlin valasza egy j € {1,2}.
3. Ha i = j, akkor Arthur elfogadja, hogy G1 = G, kiillénben pedig nem.

A protokollt elemezve lathat6, hogy ha G1 % Gy (azaz (G1,G2) € GNI), akkor a H a Gy és
G2 kozil pontosan az egyikkel izomorf. Erre Merlin rajon, és meg tudja mondani a helyes ¢
értéket. Ha viszont G1 = G4 (azaz (G1,G2) ¢ GNI), akkor H ugyanazzal az % valoszintiséggel
szarmazhat G1-bél és Ga-bél:

1
P(i = 1| Arthur a H grafot kiildi) = P(i = 2| Arthur a H grafot kiildi) = 7
Ez abbdl adédik, hogy

{ (1, f) : Arthur a H grafot kiildi}| = [{ (2, f') : Arthur a H grafot kiildi}|.

sorsoléds sorsolas
eredménye eredménye

A két halmaz azért lesz egyenldé méretli, mert ha o : V — V izomorfizmust ad Gy és G2 kozott,
akkor a (2, f') par pont akkor eredményezi H-t, ha (1, f’o) valasztasakor H-t kapunk. Masként
mondva, o kélcsonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesit a két halmaz kozott.

Merlin tehat G; = G9 esetén nem tud jobbat tenni, mint tippeli i-t. A helyes valaszra, és
ezzel Arthur megtévesztésére ezért % az esélye. Tekintetbe véve még azt is, hogy az tlizenetek
osszmérete és Arthur szamitésainak az ideje is polinomidlis |x|-ben, a protokoll helyességét és a
tételt igazoltuk. O

Megjegyezziik, hogy a protokoll fiiggetlen ismétlésével a helytelen elfogadas valdszintisége
rohamosan csokkenthetd.
Bizonyitas nélkil emlitjik a kovetkezé fontos eredményt.

33. Tétel. IP=PSPACE.

13 A véletlen valasztésait Arthur rejtve, Merlin szdméra nem lathaté médon teszi.
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Helyette a kévetkezd, valamivel egyszeriibb tételt targyaljuk:
34. Tétel. IPDCoNP.
Bizonyitds. Legyen
#3SAT = {(¢p,k),a ¢ egy 3CNF, aminek éppen k kielégit6 kiértékelése van}.

A #3SAT nyelv nyilvan coN P-nehéz, hiszen a k = 0 esetén éppen a kielégithetetlen 3CNF
formuldk nyelvét (lényegében az NP-teljes 3S AT komplementerét) kapjuk, ami teljes coN P-re
nézve.

Egy n valtozds ¢ Boole-formula tekintheté a {0,1}"™ halmazon értelmezett 0,1-értéki fiigg-
vénynek. A protokollhoz, amit meg szeretnénk adni, célszeri lesz ezt a fiiggvényt kiterjeszteni
F™-bol F-be vezetd fiiggvénnyé, ahol az F egy alkalmas test (és igy nyilvan van benne 0 és 1).
Ezt a kiterjesztést szokas aritmetizdldsnak nevezni. A ¢ formula F"-re valdé ¢* kiterjesztését
rekurziéval adjuk meg. Az x; Boole-valtozonak az F feletti X; valtozé felel meg, vagyis x; = X;.
Az T; negalt valtozé esetén (T;)* =1 — X;. Ha ¢ és ¢ Boole-formuldk, akkor (¢ A ¢)* = ¢* - ¢p*
és (p V)" = ¢p* +¢* — ¢* - *. Ezekkel a szabélyokkal tetszoleges ¢ 3C'N F-re definidltuk az F
feletti ¢* polinomot, ami a {0, 1}"™ halmazon megegyezik a ¢ fiiggvénnyel.

Tegyiik fel, hogy a ¢ 3CNF formula valtozéi x1,...,x,, és a formula m tagbdl all. Ekkor
a ¢ € F[Xy,...,X,] polinom foka legfeljebb 3m lesz. A ¢ ismeretében hatékonyan nyerhetiink
egy a ¢ polinomot megadd algebrai kifejezést. A kapott algebrai kifejezés hatékony abban
az értelemben is, hogy a ¢ méretében (lényegében n-ben és m-ben) polinomialis szamu F-beli
miivelettel kiértékelhetd tetszéleges (aq, ..., ay,) € F™ helyen.

8. Példa. Legyen ¢ a kiovetkezé 2CNF: ¢ = (x1 VT2) A (T1 V x3). Ekkor
¢*:(X1+(1—X2)—X1-(1—X2))'(1—X1—|—X3—(1—X1)-X3).

Legyen f(Xi,...,Xp) € F[Xy,..., X,] egy polinom, és 0 <7 < n. Az f(;) polinom legyen a
kovetkezo:

1 1 1
f(i)(Xla"-7Xi) = Z Z Z f(Xl,XQ,...,Xn).

Xi1=0X;42=0  X,=0

Az xq,...,x, valtozdkat tartalmazd ¢ kielégit6 kiértékeléseinek szama definici6 szerint éppen
(¢*)(0)- Ervényesek tovabba a kivetkezdk:

f(n)(Xl,...,Xn) = f(X1,...,X5), (4.2)
f(ifl)(Xla Ce 7Xz'—1) = f(l)(Xl, e, X1, O) + f(z)(X17 e, X1, 1) (43)
Tekintsik a kovetkezd H halmazt:

H = {(f,8)| f EF[Xl,...,Xn] seF, és f(O) = 8}.

A tétel bizonyitasihoz elegendé Arthur—Merlin-protokollt adnunk az olyan H-beli (f,s)
parokra, amelyekre a k := max{fokf,n,7} vilasztassal F = F,, ahol a p egy primszam, és
2k < p < 2L A ¢ j6 kiértékeléseinek szama megkaphaté a (qb*)(o) modulo p értékébol, ugyanis
az ilyen kiértékelések szama legfeljebb 2" < 2% < p.

A protokoll {6 1épései a kiovetkezdk:

1. Arthur elkéri Merlintdl az f(;)(X1) polinomot.
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2. Merlin valasza a g(X1) = go + 1. X1 + - + gp XT € F[X;] polinom.
3. Arthur ellenérzi, hogy ¢(0) + g(1) = s teljesiil-e. Ha nem, akkor elutasit.

A kévetkezd lépéseivel Arthur azt prébdlja kizdarni, hogy Merlin hamisat lépett, azaz f1)(X 1) #
9(X1).

4. Arthur vélaszt egy véletlen r € F elemet, és kiszamitja az s’ = g(r) értéket. (Merlin
korrekt valasza esetén s' = f(1)(r).)

5. Ha n > 1, akkor Arthur elinditja ugyanezt a protokollt az (f’,s’) péarra, ahol f' =
flr,Xo,..., X,,). Ha n =1, akkor kozvetleniil ellenérzi, hogy f(’o) = s igaz-e.

6. Arthur végiil elfogad, ha eddig sehol sem kellett elutasitania.

A protokoll nyilvan hatékony: k-ban polinom idében végrehajthatd. A teljessége is kozvet-
lentil latszik. Ha (f,s) € H, akkor Merlin a korrekt valaszokkal elérheti, hogy Arthur elfogad.
Marad a helyesség kérdése: korlatot kell adnunk a téves elfogadas valdszintiségére. Tegyiik fel
tehat, hogy (f,s) & H, azaz s # f(g). Jelolje L(f, s) azt az eseményt, hogy (f,s) ¢ H, de Arthur

mégis elfogad, azaz Merlinnnek itt sikeriil becsapnia.'* Ervényes a kovetkezd tartalmazés:
L(f,s) CSUL(f,s),

ahol

S={g(r) = fy(r), deg(X1)# fu)(X1)},
ugyanis L(f, s) bekovetkezéséhez Merlinnek vagy be kell csapnia Arthurt az (f’, s’) parral, vagy
pedig akkora szerencséjének kell lennie, hogy Arthur pont a g(X1) és f(1)(X1) egyenldséghalma-
zabdl valasztotta az r elemet (ez utébbi esetben viszont a vardzslé konnyen be is tudja csapni a
kirdlyt, innen mar elég mindig az igazat mondania). Valésziniiségekre térve adodik, hogy

P(L(f,s)) < P(S) + P(L(f',s")),
amibdl L
P(L(f,9)) < o + P(L( ). (4.4)

Itt a P(S) becslésére a Schwartz-Zippel-tételt hasznaltuk a T' = IF), halmazra és az f)(X1) —
g(X7) polinomra. Utdbbi a feltevésiink szerint nem azonosan nulla, a foka legfeljebb k, és
IT| =p > 2~

A 4.4 egyenlStlenséget ezek utan alkalmazhatjuk az (f’,s’) péarra, stb. Végil azt kapjuk,

hogy
n k2 1
P(L << < =
(L(f.5)) < o5 < 55 < 5

ami bizonyitja a protokoll helyességét. O

-

A bizonyitdsban hasznaltuk, hogy az f barmely ) beli kiértékelése k-ban polinom idében
kiszamithaté. Ez teljesiil, ha f egy ¢* alaki polinom.

A tétel szerint olyan feladatokhoz is kaphatunk (statisztikus értelemben vett) tanit, amelyek
nincsenek NP-ben. A tételt, illetve a bizonyitasat ugy is értelmezhetjiik, hogy viszonylag szerény
szamitasi er6vel (Arthur) ellendrizni tudjuk egy sokkal nagyobb szamitési erejii eszkoz (Merlin)
miikodésének helyességét. A véletlen fontos szerepet jatszik a bizonyitdsban. Erdekes lehet
ennek a gondolatkérnek az alkalmazasa a programtesztelésben, ahol Merlin egy nagy teljesit-
ményti, bonyolult program, amit tesztelni kivinunk, Arthur pedig a (szerényebb eréforrdsokkal
rendelkezd) tesztel6 kornyezet.

11, jtt a l6vd tesz elsé betiije.
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Nulla ismeretii bizonyitasok

Hozzon ajandékot is, mégpedig ugy, hogy mégse hozzon,
amikor pedig belép, készonjon is, ne is!

Mdtyds kirdly és a székely ember ldnya

lllyés Gyula: Hetvenhét magyar népmese

Személyazonositas soran bizonyos informécidkat adunk &t a benniinket azonositénak, ame-
lyekkel bizonyitjuk kilétiinket. Ha ezeket az informacidkat elektronikus formaban kozoljiik, akkor
azokat konnyi masolni és megtartani. Komolyan felmeriil ezért a veszély, hogy valaki megszer-
zi az azonossagunkat abban az értelemben, hogy sikeresen azonosithatja magat helyettiink, a
neviinkben. Ennek a problémanak a kezelésére sziiletett a nulla ismeretii bizonyitas fogalma.
Ugy szeretnénk bizonyitani a személyazonossdgunkat, hogy ekézben semmi olyan informéciot
ne adjunk at, ami birtokaban kés6bb mas tudja a neviinkben azonositani magat. Els6 hallasra
képtelenségnek tiinik a gondolat, de mégsem az.

A nulla ismeretd bizonyitds (zero knowledge proof) Arthur—Merlin-protokoll egy L nyelvhez,
amely sordn x € L esetén Merlin ennél a ténynél semmivel sem fed fel tobb informdcidét Arthur-
nak. Merlin tehat Arthurnak bizonyitja az x € L tényt az AM-protokollok szabalyai szerint, de
ennél semmivel tobb érdemi informéciét nem kozol vele. Ezt tgy kell érteni, hogy Arthurnél
a parbeszéd utédn csupan ismert eloszlasi véletlen sorozatok maradnak. Vagyis olyasmi, amit
maga is el8éllithatott volna, Merlinnel valé kommunikacié nélkiil.'®

A kovetkezékben egy nulla ismeretii bizonyitast vazolunk az L = 3SZIN nyelvhez.

Adott G graf esetén Merlin képes nulla ismerettel igazolni, hogy G 3-szinezhet6 (ha ez ut6bbi
allitas igaz). A protokollhoz sziikség van egyiranyu fiiggvényre. Az egyirdnyu fiiggvény olyan
f:I* — I* fuggvény, amelyre x € Z* esetén f(z) hatékonyan (polinom id6ben) szamithatd,
és nincs hatékony algoritmus (randomizalt sem), amely adott y € Z* esetén ad z-et, melyre
f(x) = y). Nem tudjuk biztosan, hogy létezik-e ilyen fliggvény, de inkdbb azok a szakérték
vannak tobbségben, akik szerint 1étezik ilyen. Példaul ilyennek véljiik a jol ismert RSA-kddolést.

Tételezziik fel, hogy adott a G graf Arthurnél és Merlinnél is, és Merlin bizonyitani szeretné
Arthurnak, hogy G 3-szinezhetd. Merlin 1épése a kovetkez6: minden v € V(G) csticshoz valaszt
egy Ey, D, kbédolo-dekdédold part. Ez lehet példaul egy RSA-kodold, illetve dekddold fliggvény.
Bérmely x bemenetre E,(x) hatékonyan szamithatd, &m pusztan E,(z) ismeretében a D, nélkiil
2 nem szamithaté hatékonyan. Legyen a harom szin halmaza

S = {piros, fehér, zold}.

c sz

% = é. Merlin ezutén kivélasztja a G egy 3-szinezését. A v € V(G) cstcs szinét sz(v) jeldli,
sz(v) € S. Végiill Merlin minden v € V(G)-re kiszdmolja az y, = E,(x(sz(v))) tizeneteket, és
ezeket elkiildi Arthurnak. Egyszerii szavakkal: a v csiics szinére alkalmazza a y keveréfiiggvényt,
és az eredményt még el is kédolja egy kriptografiai értelemben biztonsagos kodoldval.

Ekkor Arthur véalaszt egy véletlen (u,w) € E(G) élet (egyenletes eloszlas szerint), és az u, w
part elkildi Merlinnek. Véalaszul a varazslo elkiildi a D,-t és D,, dekdédold kulcsokat Arthurnak.
Arthur képezi a Dy (yy) és Dy(yw) értékeket. Ha ezek S-beliek (szinek kodjai) és kiilonbozéek,
akkor tovabblépiink, ha nem, akkor Arthur elutasitdssal befejezi a parbeszédet.

Ha tovabblépiink, akkor az elejérdl kezdédik a protokoll, Merlin 4j kédolé/dekédolékat,
keverdfiiggvényt valaszt, stb. Osszesen legfeljebb |E|-szer iterdlunk, és Arthur az el6zéekt6l
teljesen fliggetleniil valaszt élet. Arthur végiil elfogad, ha egyetlen egy iteracids 1épés soran sem

volt elutasitas.

15 A pontos, formalis definici6tdl itt is eltekintiink. Lasd pl. [AB] 9.4, és [BV] 9. fejezet.
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Vizsgaljuk meg most a protokoll helyességét. Ha G 3-szinezhetd, akkor van jo sz 3-szinezése.
Ha Merlin ilyet hasznélt, akkor nyilvan x(sz(u)), x(sz(w)) két kiilonb6z6 S-beli szin lesz. Ebben
az esetben Arthur sosem fog elutasitani, vagyis |E| iterdciés menet utan elfogad. A dialdgus és
a szadmitds Osszideje polinomidlis G leirasanak hosszaban.

Mi a helyzet, ha G nem szinezhet$ 3 szinnel? Ekkor nem létezik G-hez jé sz. Azaz minden
sz-re igaz ekkor, hogy van olyan (u,w) éle G-nek, amire sz nem jé: esetleg sz(u) vagy sz(w)
nem S-beli, vagy ha igen, akkor nem kiilénb6znek egyméstol. Ilyen (u,w) élet egy iterdciéban
legaldabb ﬁ valészintiséggel taldl Arthur. Annak a valdsziniisége, hogy a protokoll soran nem
taldl hibat és ezért tévesen elfogad, legfeljebb (1 — ﬁ)‘m ~ 1. Belattuk'S ezzel, hogy helyes
AM-protokollal van dolgunk.

Miért lesz a protokoll nulla ismereti? A dekdédold kulcsok nélkiil az y,, izeneteket Arthur nem
tudja értelmezni, azok nem adnak érdemi informéciét G szinezésérél. A D, és D,, kulcsokkal
meg tudja fejteni az vy, és v, tzeneteket, de amit kap, egy véletlen, a korabbiaktdl teljesen
fiiggetlen s # s’ € S elempér. Ilyet maga is tud generdlni, a varazslé segitsége nélkiil.

Altalanosabban szélva érvényes a kovetkezd (nem bizonyitjuk):

35. Tétel (Goldreich, Micali, Wigderson). Egyirdnyi figguény létezése esetén minden L € NP
feladathoz van nulla ismeretd bizonyitds.

Kézenfekvéen adodik a kérdés: mit mondhatunk akkor, ha esetleg nem létezik egyiranyt
fiiggvény? A kovetkez6 tétel szerint az interakcié szerepének novelése kikiiszoboli ezt a gondot.
Ezt is bizonyitas nélkiil kozoljik.

36. Tétel (Ben-Or, Goldwasser, Kilian, Wigderson). Minden L € NP nyelvhez van nulla
ismeretl bizonyitas két — eqymastol elkilonitett — Merlinnel.

A tétel azt sugallja, hogy két azonositékartya alkalmazasaval lehetséges nulla ismeretii sze-
mélyazonositas.

16 A7 is kivédhetd, hogy egy rossz szandéki varazslé D, D, helyett olyan hamis kulcsot ad Arthurnak, ami
Merlint segiti csalni.
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5. fejezet

Grafok és a véletlen

5.1 Véges Markov-lancok

A Markov-lancok a véletlen folyamatok leirdsara szolgald egyszerii, de igen erdteljes és fontos
eszkozok. Egyszertiségiik miatt jol attekintheték és elemezhetdk, ugyanakkor meglepden sok
jelenség modellezésére hasznalhatok. Nagyon népszertiek tobb teriileten is, egyebek kozott a gépi
tanuldsban, az algoritmusok elemzésében, valamint egyszeriibb fizikai és bioldgiai folyamatok
modellezésében.

20. Definicié. A nemnegativ valds szamokkal sulyozott éli G = (V,E,p) iranyitott grdfot
Markov-lancnak nevezziik, ha minden i € V csucsra teljesiil, hogy

Z pij:]--

(3,9)EE

Itt pi; az (4, j) irdnyitott él stlyat jeloli. A graf cstcsait egy folyamat allapotainak tekintjiik.
A folyamatot gyakran bolyongasnak nevezziik, amelynek az allomasai a cstcsok. A folyamat
allapotrol allapotra lépked. Ha éppen az i € V' csicsban van, akkor a p;; lesz annak a valdszi-
niisége, hogy a kovetkezd 1épésben a j € V csucsba 1ép (itt (i,7) € E).

A folyamat fontos sajatossaga, hogy a kiévetkezd 1épés valdszinlisége csak attol a csiicstol
fligg, ahol éppen vagyunk, és fiiggetlen az esetleg eddig megtett 1épésektdl.

9. Példa. Tekintsik az abrdn lathato 3 csomoponti Markov-ldncot:

B3| =

A grdf minden élére felirtuk a silydt. Példdul a (3,1) él silya ;.
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Tegytik fel, hogy |V| = n, és terjessziik ki a p silyozast a G éleirdl az 6sszes lehetséges (i, )
parra a kézenfekvé médon: legyen p;; =0, ha (i,7) € E. A G = (V, E,p) Markov-lanc matrixa
a kovetkez6 n X n-es matrix:

P = (pij)i'j=1-

c sz

Osszege 1.

Legyen p = (p1, ... ,pn) egy valésziniiségeloszlas a G csticsain, és tegyiik fel, hogy a folyamat
(bolyongas) éppen p; valésziniiséggel tartézkodik az i allapotban. Ekkor, a lanc szabélyai szerint
egyet 1épve a pP sorvektor adja meg a kivetkezé allapot eloszlasat. Altaldnosabban t 1épés utan
(t=1,2,...) az aktudlis allapot eloszldsa pP? lesz.

Az el6z6 példa Markov-lancahoz tartozé P métrix és annak négyzete P? a kovetkezd:

P2 =

= W N
N N N
= wie O
— — —

slo Blov B~
W= = N

Sler
Wl o= O

Ha mondjuk p = (1,0,0), vagyis az 1 csticsbdl indul a bolyongas, akkor pP? = (1—727 i, %), ami

szerint az 1 csiicsbdl indulva é a valdszintisége, hogy két 1épés utan éppen a 3 csicsba jutunk.

21. Definicié. A G Markov-linc irreducibilis, ha a G grif (amelyben csak a pozitiv sulyi
éleket hagyjuk meg) erdsen Osszefiiggd, vagyis barmely csicsbdl barmely masikba el lehet jutni
iranyitott uton.

22. Definicié. A G Markov-lanc j csicsa (dllapota) periodikus, mégpedig A > 1 egész perio-
dussal, ha annak valdsziniisége, hogy 7-bol s lépésben j-be jutunk, mindig 0, kivéve, ha A osztdja

(=0
N7
O

Az abran 1évé korok csicshalmazokat jelolnek, amelyeken beliil tegyiik fel, hogy nincs él,
tovabba élek csak a nyilak iranyaban futnak. Ebben egy periodikus csicshoz tartozé A peridédus
csak a 3 tObbszorose lehet.

23. Definicié. A G Markov-lanc aperiodikus, ha nincs periodikus csicsa.

24. Definicid. Legyen m = (71, ... ,m,) egy valdsziniiségeloszlds. A m staciondrius eloszldsa
G-nek, ha 7P = 7.

Ha egy 7 stacionarius eloszlas adja meg annak a valdsziniiségeit, hogy milyen allapotban van
a folyamat (annak a val6sziniisége, hogy az i csticsban vagyunk, éppen m;), akkor ugyanez a m
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marad az allapotok aktudlis eloszlasa, ha 1épilink egyet a G Markov-lanc szabélya szerint. A
példaban méar vizsgalt

= W N
A= O Nl
= W= O

matrixi Markov-lancnak a

vektor stacionérius eloszlasa.
Sziikségiink lesz egy tovabbi jelolésre. Legyen
P =) (t=1,2,...),

ij Jij=11
azaz a pg) a P matrix t-edik hatvanyanak (i,7) helyzetii eleme. A kovetkezd tétel alapvetd
fontossagn a Markov-lancok elméletében.

37. Tétel. Legyen G = (V, E,p) egy véges, irreducibilis és aperiodikus Markov-ldnc.

1. A G Markov-ldancnak pontosan eqy ™ = (1, ..., my,) staciondrius eloszldsa van. A m; értékek
mind pozitivak.

)

2. Minden 1 < i,5 <n pdr esetén létezik a lim;_, pg

(®) . o
i egyenléségek (j=1,...,n).

4. hy = ﬂi az 1-bol indulva i-be valo elso visszatérés lépésszamdnak a vdrhato értéke.
1

hatdrérték, és fiiggetlen i-tol.

3. Ervényesek am; = limi_op

3. Megjegyzés. A tétel elsd és negyedik dllitisa igaz marad akkor is, ha pusztan csak irreducibi-
lis a G ldnc. Az utobbit nem bizonyitjuk, az eldbbit viszont kiilon feladatként is megfogalmazzuk:

30. Feladat. Legyen G = (V, E, p) véges, irreducibilis Markov-lanc, a matriza P. Legyen I az
n-szer n-es eqységmdtriz (n = |V'|). Igazak a kovetkezdk:

(a) A Q= %(I + P) matriz egy irreducibilis és aperiodikus Markov-ldnc mdtriza.
(b) A Q és P matrizi Markov-lincoknak ugyanazok a staciondrius eloszldsai.

(c) A G-nek pontosan egy staciondrius eloszldisa van.

31. Feladat. Mutassuk meg, hogy a 37. tétel 2. és 3. dllitasa nem marad érvényben, ha csak
annyit teszink fel, hogy a G Markov-ldnc irreducibilis.

A 37. tételt nem bizonyitjuk.! Irreducibilis és aperiodikus G Markov-lanc esetén tekintsiik
a IT a limy_,o P? métrixot. A tétel szerint

™ T2 ... Tp
II =
T T2 ... Tp

Legyen p egy tetszlleges valdszinliségeloszlas G cstucsain. Ha t — oo, akkor a tétel alapjan
pP! — pll = 7, tehat az aktudlis allapot eloszlésa tart a 7 eloszlashoz, barmi volt is a kiinduld

! Bizonyités taldlhaté a [GyGyP] munkéban.
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allapot eloszlasa. Ebben az értelemben a lanc hosszil id6 alatt 1ényegében elfelejti a kezdd
eloszlast, és sok 1épés utan kozelitoleg m; valdszintiséggel lesz az ¢ allapotban.

Az eddig szemlélt példankban 73 = %, vagyis sok-sok 1épés utén a lanc % valoszintiséggel
lesz a 3-as allapotban. A tétel utolsé allitasa szerint a 3-as allapotbdl indulva varhatéan 5 1épés
mulva fog a folyamat el0szor visszatérni ugyanebbe az allapotba.

Véletlen séta iranyitatlan grafokon

Legyen G = (V, E) 6sszefiiggd, iranyitatlan graf, melyben nincs hurokél. A graf élei mentén
véletlen sétat tehetiink gy, hogy minden ¢ € V' cstcsndl egyenletes eloszlas szerint valasztunk
az i-hez csatlakozo élek koziil, és az igy kivalasztott (i,7) él j végpontjaba léptink. A folyamat
egy Markov-lancnak tekinthetd a kovetkezd médon: készitsiik el G-b6la G’ = (V' E', p) Markov-
lancot, ahol V' =V, és minden (7, j) € E élhez E’-ben két irdnyitott él tartozzon, az egyik i-b&l
Jj-be, a masik j-bdl i-be mutasson. Ha G-ben az i cstcs foka d;, akkor legyen p;; = d%_ a G'-beli
(1,7) élek silya. Ezzel nyilvanvaléan Markov-lancot kapunk, hiszen az egy cstcsbél kiindulé élek
osszsulya 1. A G’ irreducibilis lesz, mert a G Osszefliggésége miatt G’ er6sen Osszefiiggd.

Mi mondhaté a G’ periodicitdsar6l? Béarmely i csics és (i,j) € E' esetén az i — j — @
pozitiv val6sziniiségii 2 hosszi séta, tehat a A periédus (ha létezik egyaltalan) csak 2 lehet. Ha
a G péros, akkor A = 2 valéban periddusa lesz G'-nek. Ha viszont G nem péaros graf, akkor G’
barmely csicsan at vezet paratlan hosszi séta is, tehat a G’ 1anc aperiodikus.

A @' lanc a G osszefiiggbsége miatt irreducibilis, igy a 37. tételhez flizott megjegyzés szerint
pontosan egy m = (71, ... ,m,) stacionarius eloszlasa van.

16. Allitads. A G’ staciondrius eloszldsa

2Bl

; 1=1,2,...,n.

Bizonyitds. A stacionérius eloszlas egyértelmiisége miatt elég belatni, hogy az éllitasban leirt 7
vektorra mP = 7 teljestil. Valéban,

d; 1 1 d;
(TP)i= D mpi= D gga T 2 gE T aE
j:(Gi)EE J:(Gi)€E T jGa)eE
O
Az el6bb idézett megjegyzés szerint

1 2|E|

h“ = — =

2% o d’L

lesz az i-bol i-be val6 elsO visszatérésig a 1épésszam varhato értéke.

A kovetkezékben arra keressiik a valaszt, hogy hany 1épésben jut el a véletlen séta i-bdl j-be,
ahol i,j € V tetszbleges cstcsok. Evégbdl vezessiik be a §;; valészintiségi valtozokat: &;; értéke
legyen [, ha az i-bdl indulé bolyongas [ 1épés utdn jut elészor j-be. A §&;; diszkrét valoszintiségi
valtoz6, melynek lehetséges értékei: 1,2,.... Legyen tovabba h;; = E(&;;). A célunk értelmes
fels6 korlatot taldlni a h;; mennyiségekre. Ennek els6 1épéseként bizonyitjuk a kovetkez6 allitast:

17. Allitas. Ha (i,5) € E, akkor hj; < 2|E).

tankonyvtar.math.bme.hu Roényai Lajos, BME TTK



5. GRAFOK ES A VELETLEN 75

Bizonyitds. Legyenek az ¢ € V cstcs szomszédai ji, jo, ..., ja,: Legyen Ay az az esemény, hogy
i-bél elészor a j, csticsba lépiink. Alkalmazzuk a teljes varhaté érték tételét az Aq, Ao, ..., Ag,
eseményekre és a & = &;; valdszinliségi valtozéra:

1

hii = B(§) = — - (E(€] A1) + - + B(£]Aq,) = (14 Rgia) + (L + hypi) + - 4 (L Ry a)-

Innen a h;; értékét behelyettesitve, majd d;-vel szorozva kapjuk, hogy
20E|=d;i+ > hj.
:(ji)eE
A jobb oldali tagok nemnegativ valés szamok, igy tetszoleges (i,j) € E esetén hy; < 2|E|. O

Az el6z6 fontos specialis eset utan nézziink, mi mondhaté tetszéleges ¢, j € V parra:

38. Tétel. Legyen G = (V, E) osszefiiggd, iranyitatlan grdf, amelyre |V| > 1. Legyen tovabba
1,7 € V tetszdleges csucspdr. Ekkor a G-n wvalé véletlen sétandl a j-bdl az elsd i-be érkezés
lépésszdmdnak hj; vdrhatd értékére fenndll a hj; < |V|-2|E| egyenldtienséy.

Bizonyitds. A G osszefiiggd, van tehat (nem feltétlentil egyszerii) Gt j-b6él i-be. Ennek csticsai
legyenek j = jo,j1,...,Jk = 1, és itt (ji,5141) € E (I =0,...,k —1). Nyilvan feltehet6, hogy
kE<|V].
A &;; valészintliségi valtozd — a j bol induld séta elsé i-be érésének 1épésszama — nem nagyobb
mint mint
ogn + gz T F &

hiszen utobbi az olyan j-bél indul6é G-beli véletlen séta lépésszama, amely eléri a ji, jo, ...,k =1
cstucsokat, mégpedig ebben a sorrendben, tehat végil az i = j, cstucsot is. Innen a varhato
értékekre azt kapjuk, hogy

hji < hjosy + Rjrjo + -+ hjp g
A jobb oldal tagjaira alkalmazhat6 az el6zé allitas korlatja:
hj; <k-2|E| <2|V|-|E|.
O

Ha a tételbeli G graf esetében |V| = n, akkor |E| < %2, és {gy a tétel szerint hj; < n3. A

Markov-egyenlétlenséget alkalmazva latjuk, hogy legfeljebb 2n3 lépésben legaldbb % valoszinii-
séggel eljutunk j-bdl i-be:

P(&; > 2E(&:) = P(& > 2n°) < . (5.1)

N =

A h;; mennyiségeket egyszeribb G grafokra pontosan is ki tudjuk szdmolni. Legyen példaul
U, az n hosszu ut. Ennek csicsai 1,...,n, az élei pedig (i,i +1), (i =1,...n—1).
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18. Allitas. Az U, grifban 1 <i < j <n esetén hjj = (j — 1)? — (i — 1)2.

Bizonyitds. A 37. tételhez flizott megjegyzés alapjan hiy = hyp = 2(n — 1), és hy; = n — 1, ha
1 < i< n. Az U;j Gton a j-bel vald els6 visszatérés varhaté ideje ennek alapjan 2(j —1). Ez
nyilvanvaléan eggyel tobb, mint az U; iton a j—1-bdl j-be érés varhato ideje: hj_1 ;+1 = 252,
ahonnan hj;_1 ; = 25 —3. Vegyiik észre, hogy h;_1 ; ugyanaz lesz U,-ben, mint U;-ben, ha n > j,
mert j—1-bol az elsd j-be érkezést illetéen a magasabb sorszami csicsok nem jatszanak szerepet.

Ha 1 <17 < j—1 < n, akkor az i-bdl j-be érkezéshez el6szor el kell jutni j — 1-be, majd
onnan j-be. Innen a kovetkezd Osszefiiggés adddik:

hij = hij—1+2j — 3,

amibdl
hij=2i— 1)+ Qi+1)+-+(2j-3)=G-1*— (i —1)>
O

32. Feladat. Legyen C,, az n hosszi kor, amit U,-bdl kapunk az (n,1) él hozzdaddsdval. Mu-
tassuk, meg, hogy h1a = n —1 és hig = 2(n — 2), han > 4. (Az utébbihoz ldassuk be, hogy
hir =14 52+ hi3) + 22+ hn-2,1).)

33. Feladat. Mutassuk, meg, hogy ha G a K, teljes grdaf, akkor hij =n —1, hai # j.

Elérhetoség iranyitatlan grafokban

Itt most taldn egy kissé szokatlan szemszogbol néziink egy jol ismert, és az idGigényét tekintve
nagyszeriien kezelhet6 feladatra.

16. Szamitéasi feladat. Adott eqy G = (V, E) irdnyitatlan grdf, és az s,t € V csiicsai. Alla-
pitsuk meg, hogy van-e it G-ben s-bdl t-be.

Jol ismert, hogy éllistaval megadott G esetében a feladat megoldhaté linearis idében, vagyis
O(|V| + | E|) uniform koltséggel, mégpedig a szélességi vagy a mélységi bejaras alkalmazdsaval.
A G-ben pontosan akkor van 1t az s-b6l t-be, ha az s gyokerli szélességi, vagy mélységi fanak a
t cstucsa. Ezek a bejarasok a gyakorlatban is igen gyorsak.

De mit mondhatunk, ha az idd helyett a tdr hasznalatdban mérjiik a hatékonysagot? Megold-
haté-e a feladat (n-ben polinomidlis id6ben) gy, hogy legfeljebb O(logn) bit nagysdgu térat
hasznalunk fel a G csak olvashat6 éllistajan kiviil, ahol n = [V|?

A valasz igen:? inditsunk véletlen sétat a G csicsain a G’ Markov-lanc szabélyai szerint, és
tegyiink meg legfeljebb 2n? 1épést. Ha elérjiik t-t, akkor a valasz igen, kiilonben pedig nem.
Az igenl$ valasz mindig helyes, a nemleges lehet hibas, &m a hiba valdszintisége (5.1) miatt
legfeljebb % lehet. A bolyongas lebonyolitdsdhoz csupan O(logn) bites irhaté-olvashatéd tér
elegendo: kell egy szamlald a lépésszam nyilvantartasdhoz, valamint egy kis tar az aktudlis
u € V csucs nyilvantartasahoz, ahol éppen vagyunk, illetve az u-bol valé véletlen tovabblépés
megoldasahoz.

A 2005-6s esztendé egyik tudoméanyos szenzacidja volt, hogy Omer Reingold® O(logn) tarfel-
hasznélasu determinisztikus algoritmust adott a feladat megoldasara. Nevezetes nyitott kérdés,
hogy létezik-e a feladatra O(logn) tarat hasznalé determinisztikus algoritmus abban az esetben,
ha G irdnyitott grif.

2Lésd: [AKLLR], illetve [AB] 7.19. tétel.
3Lasd pl. a 21.21. tételt Arora és Barak [AB] miivében.
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A PageRank algoritmus

A Google cég viharsebes meger6sédésének, a versenytarsak kozili kiemelkedésének egyik oka-
ként az internetes keres6jében alkalmazott igen jé rangsorolé algoritmusét szokéas emliteni.* A
keresorendszer egy adott k kérdésre netlapok egy Hj halmazat adja meg, amelyek a k kérdés-
sel kapcsolatosan érdemi informaciét tartalmaznak. Gyakori eset, hogy a Hj halmaz nagy, tul
sok eleme van ahhoz, hogy egy felhasznalé mindegyikkel foglalkozzon. Ez a gond vezet el a
rangsorolas igényéhez: a Hj elemeit j6 lenne valamilyen automatikus eljarassal fontossagi sor-
rendbe rendezni, és aztan ebben a sorrendben tarni a lapokat a felhasznélé elé. Erre szolgélo
mobdszert javasolt Sergei Brin és Larry Page 1998-ban. A fontossdg definidlasara egy H O Hy,
netlaphalmaz elemei kozotti mutatokat hasznélja.

Legyen |H| = n. Az n érték lehet igen nagy, akar t6bb millidrd is. Definidljuk az n-szer
n-es A = (a;;) matrixot a kovetkezéképpen: a métrix sorait és oszlopait H elemeivel indexeljiik.
Tegyiik fel, hogy az ¢ € H laprdl d; lapra van mutaté a H halmazbél, és az egyszeriiség kedvéért
azt is, hogy d; > 1 igaz minden i-re. Ezek utdn legyen a;; = d%, ha az ¢ laprél van mutato
Jj-re, kiillonben pedig legyen a;; = 0. Az A matrix sorsztochasztikus, tehat egy H csicshalmazi
Markov-lanc matrixanak tekintheto.

34. Feladat. Legyen j = (%, cee %) az az n komponensi sorvektor, amelynek minden eleme %

Tegyiik fel, hogy p = lims_o jJA? létezik. Mutassuk meg, hogy ekkor p staciondrius eloszldsa
A-nak: pA =p.

Els6 kisérletként definidljuk a lapok fontossigat a feladatbeli p vektor segitségével: az i
lap fontossiga legyen p;, a p vektor i-edik komponense. Intuitiv indoklasként képzeljik el a
sztochasztikus szorfolot, akit az A matrix leir. Egyenletes eloszlas szerint valaszt kiindulépontot
az n lap koziil; majd arrdl a j laprél, ahol éppen tartézkodik, egyenletes eloszlas szerint vilasztva
ugrik az egy mutaté mentén elérhetd d; lap valamelyikére. Kozelitoleg p; valoszintiséggel lesz
lesz fontos, amelyre sok fontos lap mutat.

Az elképzelés hatuliitéje, hogy a limesz nem feltétleniil létezik, amint azt a kovetkez6 egy-
szerl, zsakutca jellegii példa mutatja. Legyen az A matrix

01
A=|1 0
10

o O O

Ekkor (1,1,1)A = (2,1,0), (2,1,0)A = (1,2,0), (1,2,0)A = (2,1,0), amibdl vildgos, hogy az
(1,1,1)A? sorozat nem konvergens. Az A matrixra, illetve a neki megfeleld6 Markov-ldncra nem
teljesiilnek a 37. tétel feltételei.

Végezziink el egy egészen kis korrekciot: A helyett tekintsiik a kovetkezé B métrixot:

B:=0,8-A+0,2-N,

ahol az n-szer n-es N matrix minden eleme % Kozvetleniil latszik, hogy B is sorsztochasztikus,
tehat Markov-lanc métrixa. A B métrix minden eleme pozitiv (a grafjaban él vezet barmely i
cstcsbdl barmely j-be), ezért az utébbi Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus is. A 37. tétel
alapjan létezik a csupa pozitiv komponensti 7 = (71, ..., m,) stacionérius eloszlasa, és

7 = lim jB.
t—o0

4Erdekes adalék ehhez, hogy a Stanford University, a PageRank algoritmus szabadalménak tulajdonosa, 2005-
ben 336 milli6 dollarért adta el a mdédszer hasznalatanak jogaért kapott Google-részvényeit. Ez dramai médon
hangstlyozza azt is, hogy egy jo szamitasi eljaras komoly gyakorlati értéket jelenthet.
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A H-beli lapok fontossiaga ezek utan definidlhaté a m vektor segitségével: az i lap fontossiaga
legyen ;. A 7 vektort elég kozelitéleg ismerni, hiszen csak a komponensei kozotti nagysag
szerinti sorrend érdekel benniinket, nem maguk a komponensek. A jB! vektorok hatékonyan
szamithatok iteraciéval a jB! = (jB'~1)B azonossag alapjan, és a konvergencia sebessége miatt
elég csak néhany iteraciés 1épést tenni.

Szemléletesebben szolva a modositott algoritmus és B a szeszélyes sztochasztikus szorfolonek
felel meg, aki minden csticsnal 0,8 valdszintiséggel pontosan tgy viselkedik, mint a sztochasztikus
szorfols. A fennmaradd 0,2 a valdszinlisége, hogy rajon a szeszély, ekkor egyenletesen vélaszt
egyet az Osszes H-beli lap koziil.

Alabb kézvetlen, a 37. tételt nem hasznalé bizonyitast adunk a jB! sorozat konvergenciajara.
A gondolatmenet mutatja azt is, hogy a konvergencia valéban igen gyors.

39. Tétel. Legyen 0 < ¢ < 1 egy valds szam. Ekkor tetszéleges m kezddeloszlds esetén a
7((1 — ¢)A + eN)!

sorozat konvergdl egy csupa pozitiv elemid p staciondrius eloszldshoz, ahogy t tart a végtelenhez.
A p fiiggetlen a w kezddeloszldstol.

Bizonyitds.> A hatvanyozasnal a zardjeleket felbontva
(1—c)A+cN) =D dX, X1 XoXy

adédik, ahol az Gsszegezés az Osszes (szdmszerfien 2') olyan t hosszisdgi X, ---X; szorzatra
értendd, amelynek minden tényezéje A vagy U. A d egyiitthaté pedig ¢*(1 — ¢)'=*, ha éppen k
darab U van a sorozatban. Ugy is szemlélhetjiik ezt, hogy egy (¢, 1—c)-érmét dobunk fel teljesen
fliggetleniil t-szer egymas utan; ha az i-edik dobés eredménye fej, akkor X; = U, kiilonben pedig
X; = A. Az X;--- Xy egyutthatdja éppen az eldforduldsinak a valdszinisége lesz.

Mivel A egy sorsztochasztikus méatrix, AU = UU = U teljesiill. Ha tehat az X;---X;3
szorzatnal j + 1 a legkisebb index, melyre X;;11 = U, akkor X;--- X = UA’. Ezt figyelembe

véve
t—1

(1= c)A+cN) = (1-¢)' A"+ d;UAS
j=0

alakba irhaté alkalmas valés d; egyiitthatokkal. Mi lesz d; értéke? Az éremfeldobds szemlélet
szerint ez annak a valdszinlisége, hogy éppen a j-edik alkalommal dobunk elészor fejet. Ez a
valészintiség pedig nyilvdnvaléan d; = c¢(1 — ¢)? (geometriai eloszlés). Haszndlva tovabbd, hogy
U =j,

t—1

7((1 —c)A 4+ eN) =7(1 —¢)' Al + Z c(1 —c)’jA7.
§=0

Ezzel a gondolatmenettel Bencziir Andras ismertetett meg. Egy mésik — Kés Gézatol szarmazé — bizonyités
valamivel tobb matematikai eszkozt hasznél, mégis igen szemléletes tlizenetet hordoz. A lényege a kovetkezd:
tekintsiik R"-ben azon x = (z1,...,2,) pontok T halmazéit, amelyekre z1 + --- + z, = 1. Vildgos, hogy ha
X sorsztochasztikus matrix, akkor T7X C T, és xU = j minden x € T vektorra. A T metrikus tér az || - |1
tavolsdggal. Megmutatjuk, hogy ennek a térnek

B=(1-¢)A+cN
kontrakciéja. Legyen ugyanis x,y € 1. Ekkor
Ix((1—c)A+cN) -y (1 -c)A+cN) [ =
=0 =a)x=y)A+cxN-yN)|li = 1 - ol[(x = y)AlL < (1 =o)lx =yl

A B valéban kontrakcié. A Banach-fixponttétel szerint pontosan egy fixpontja van, és minden rogzitett x € T'
esetén az xB' sorozat a fixponthoz tart, mégpedig exponencialis sebességgel.
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Itt a jobb oldal elsé tagja a nullvektorhoz tart, ha ¢ — oo mert TA? egy eloszlasvektor, és
ezért minden komponense legfeljebb 1. A 7 ((1 — ¢)A + ¢N) tehat tart a > c(l— c)’jAJ sor-
Osszeghez. Ez egyfelél 1étezik, hiszen komponensenként majoralhat6 a 372 (1 — c)’ konvergens
szdmsorral. Mdsrészt az Osszegvektor minden komponense legalabb = az elsd tag miatt. Ezzel
igazoltuk, hogy a hatarérték létezik, a kezdGeloszlastél fliiggetlen, és pozitiv. O

A bizonyitasbdl kideriil még, hogy a konvergencia gyors; legalabb olyan, mint az 1 — ¢ ha-
nyadosu geometriai soré. Ennek megfeleléen nagyobb c értékre gyorsabb konvergencia varhato.

A modositott algoritmus altal kialakitott rangsorrend, illetve p stacionarius eloszlas gy is
értelmezheto a

t—o00

e¢]
p = lim 7 ((1 — ¢)A + eN)’ Z (1—c)jAl

Osszefliiggés alapjan, hogy az egyenletes eloszlasbdl indulva ¢ paraméterii geometriai eloszlasu
lépést tesziink az A lanc szabélyai szerint (vagyis c¢(1 — ¢)/ annak a valdszintisége, hogy j-t
lépiink igy), és nézziik a helyiink gy kialakulé eloszlasat.

A Google jelenleg hasznélatos rangsorold algoritmusat a cég titokban tartja. A PageRank
csupan egyike a sok eljarasnak, amelyet a fontossagi sorrend kialakitasahoz alkalmaznak.® Ezek
alapjan lehet6ség van személyre szabott sorrend kialakitasara is; ennek a médszerei figyelembe
veszik a felhasznald eddigi kereséseit és a helyet is, ahonnan kérdez.

A Metropolis-algoritmus

For me, great algorithms are the poetry of computation. Just like verse, they can be terse,
allusive, dense, and even mysterious.

Francis Sullivan: The Joy of algorithms; Computing in Science and Engineering, Janu-
ary /February 2000.

Az idézett folydiratszamban érdekes listat tettek kozzé a XX. szdzad legjobb tiz algoritmu-
sar6l. Azokrél, amelyek a szerzok véleménye szerint a legnagyobb hatassal voltak a tudomanyos-
technikai fejlodésre. Az eldkeld gylijteményben helyet kapott a gyorsrendezés, a linearis progra-
mozasi feladatok megoldasara szolgald szimplex mddszer, a gyors Fourier-transzforméacié, és az
itt bemutatéasra keriild6 Metropolis-algoritmus. Az utébbi médszernek fontos magyar vonatkoza-
sa is van: egyik szerzéje a magyar szarmazasu fizikus, Teller Ede [MRRTT].

Egy sor érdekes alkalmazdsnal hasznos, ha egy elére megadott (és messze nem uniform)
eloszlas szerint tudunk véletlen elemet kapni. Tegyiik fel példaul, hogy a G = (V, E) graf
csuicsain értelmezett, pozitiv értékdt f : V. — Ry fliggvény maximumhelyét keressiik. Itt is
feltessziik, hogy V = {1,...,n}. Ha a graf cstcsain egy olyan 7 valdszintiségeloszlasunk van,
amely er6sen koncentralédik a maximumbhelyekre, akkor a m szerint valasztott véletlen csticsok
jO eséllyel maximumbhelyek lesznek. Adott f esetében ilyen eloszlast kaphatunk, ha a csicsok
valészintistigét g(v) = e/(")/T_yel ardnyosnak vélasztjuk, ahol T" egy kis pozitiv szam.

A kérdés ezek utén, hogy miként tudunk a 7 = (m,...,m,) eloszlas szerinti véletlen elemet
valasztani, ahol

g(7)

o)+ T gn)’

FErre ad meglepGen elegans kozelité mdodszert a Metropolis-algoritmus. Az egyszeriiség ked-
véért tegyiik fel, hogy G iranyitatlan, hurokélek nélkiili, 6sszefiigg6 graf, amelyben minden cstics
foka d. Az algoritmus egy véletlen séta a kovetkez6 szabdlyok szerint. Tegyiik fel, hogy az
1 € V cstcsban vagyunk éppen. Ekkor valasszunk véletleniil — egyenletes eloszlas szerint — az ¢

T —

6Léasd pl. http://www.google.com/intl/en/corporate/tech.html.
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szomszédai koziil egy j csicsot. Ha g(j) > g(i), akkor i-b6l j-be léptink. Ha g(j) < g(i), akkor
% valoszintiséggel 1éplink at ¢-bdl j-be, és 1 — # valészintiséggel maradunk i-ben. Szokés
szerint az Osszes véletlen valasztast teljesen fiiggetlennek tételezziik fel.

Mutassuk meg el6szor, hogy az igy kapott véletlen séta Markov-lancot ad. Elég belatni, hogy
minden 7,j € V pdrra létezik a csak i-t6l és j-tdl fliggd p;; dtmenetvaloszintiség, és >, pi; = 1
igaz minden i-re. Valéban, ha i # j és (i,j) ¢ E, akkor p;; = 0. Ha (¢,j) € E és g(j ) g(i),

akkor p;; = 3. Ha (i,5) € E és g(j) < g(i), akkor p;; = li(d)). Ami a hurkokat illeti, p;;
9(9)

vl de g(l1— ﬂ) ahol a H halmaznak azok a j csicsok az elemei, amelyekre (i,7) € E, tovibba
9(j) < g(i). Legyen H* azon j csicsok halmaza, amelyekre (i,j) € E és j ¢ H (pont ezekre az
J indexekre lesz p;; = d) Végezetiil

Shi= Tt Trtm T3+ T A0y (100

jeEH* JjeEH JjEH* ]GH

mivel a két Gsszegben 6sszesen d tag van.
Mik lesznek a az igy kapott Markov-lanc G’ grafjanak az élei? Ezek az i — j és j — i élek,
ahol (i,7) € G, tovabba hurokélek azoknl az i csicsokndl, ahol H nem fires.

40. Tétel. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan, hurokélek nélkili, dsszefiiggd graf, amelyben minden
csucs foka d. Legyen tovibbd g : V — Ry a G csucsain értelmezett, pozitiv értéki, nem konstans
fugguény. Ekkor az elbzdekben definidlt Markov-lanc irreduciblis és aperiodikus. Az egyetlen
staciondrius eloszlasa m = (my,...,7y,), ahol

Bizonyitds. A lanc irreducibilis, mert G Osszefliggd. A G’ grafban biztosan lesz hurokél, mert
g nem konstans, és igy az irreducibilitasat is figyelembe véve latjuk, hogy aperiodikus. A 37.
tétel szerint egyetlen stacionérius eloszlasa létezik. Elég tehat megmutatni, hogy a megadott
7 eloszlas stacionarius. Ehhez pedig nyilvan elegendd belétni, hogy ha g = (g(1),...,9(n)),
és P a lanc matrixa, akkor gP = g teljesiil. Ezt egyfeldl megtehetjiik kdzvetlen szdmolédssal.
Masfeldl viszont kényelmesebben célt ériink, ha észrevessziik, hogy minden i, j csticsparra teljestil
az alabbi, egyszeriien ellendrizhetd egyenléség:

9(7)pji = g(i)psj-

Jelolje marmost (gP); a gP vektor i-edik komponensét. Ekkor

(&P)i =Y g(ipji = Y _ g(i)pi; = 9(i) > pij = g(i)
j=1

J=1 J=1

A 7 eloszlas valéban staciondrius eloszlasa a lancnak. O

A 37. tétel kdvetkezményeként a Metropolis-algoritmus Markov-lanca bdrmilyen kezdo elosz-
lasbdl indulva konvergal a m eloszlashoz.
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Az algoritmusnak seregnyi érdekes alkalmazésa van;” egyaltalan nem véletleniil szerepel az
elmilt szdzad legjobbjai kozott. Nem szabad azonban ezt a mddszert sem mindent megoldo
csodaszernek tekinteni. A stacionarius eloszlashoz valé konvergencia sebessége gyakran igen
lassi, és altalaban nehezen elemezhetd.

10. Példa. Azt szeretnénk itt szemléltetni, hogy a mddszer igen lassi is lehet. Tegyiik fel, hogy
a By, Boole-kockdn értelmezett f fiigguény maximumdt szeretnénk megtaldlni. A B, pontjai az
n-hosszi 0, 1-vektorok. Tegyiik fel, hogy f értéke mindeniitt 1, kivéve egyetlen v wvektort, ahol
az értéke eqy nagy pozitiv szam. A v megkeresésére alkalmazhatjuk a Metropolis-algoritmust.
Kiindulo Markov-lancként vehetjik a gyakran alkalmazott Hamming-grafon valo véletlen sétdt.
A Hamming-grdf csicshalmaza By, és két vektor kézott pontosan akkor van él, ha egyetlen ko-
ordindtaban kilonboznek eqgymdstol. A Hamming-grdf osszefiiggd, regquldris, a csicsainak szama
2" a csucsainak foka n. Legyen G o Hamming-grdf véletlen sétdajanak Markov-lanca. FErre
alkalmazhato a 37. tétel utdni megjeqyzés, ami alapjin hy, = 2".

35. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha w a G-ben a v-tdl 1 tavolsdagra levd csics, akkor hyy =
2" —1.

A feladat azt mondja, hogy varhatéan n-ben exponencialisan® sokat 1ép a G lanc, mire w-bél
v-be érkezik. Masfel6l vegyiik észre, hogy a G-re épitett Metropolis-algoritmus a v csticsot kivéve
minden csicsbdl pontosan a G szabalya szerint 1ép, ezért a Metropolis-algoritmus varhatéan
igen sokat 1ép, mire eltaldl v-be. Ha tehat f nem nyujt fogddzét arrdl, hogy merre vannak a
maximumbhelyei, akkor a Metropolis-algoritmus sem fog hatékonyan miikddni.

Algoritmus elemzése véletlen sétaval

Térjiink vissza egy kis idére a jél ismert 25 AT-feladathoz. Ennek bemenete egy ¢ = Cy A Co A
...\ Cp, alakt formula, amelynek a C; tagjai C; = l;, VI;, alakuak, ahol l;; literdl (Boole-valtozo,
vagy Boole-valtozé negéltja).

Ha adott egy ilyen ¢ formula, akkor determinisztikus polinom id6ben meg tudjuk talalni
a benne szereplé zi,...,xz, valtozdk egy kielégito kiértékelését, amennyiben ilyen egyaltalan
létezik. Ilyen kielégito kiértékelés keresésére szolgal a kovetkezd egyszerti, véletlent hasznald
modszer is:

1. Valasszuk az z1,...,x, valtozoknak egy tetszdleges K kiértékelését, és nézziik ennél a ¢
értékét. Ha ez igaz, akkor készen vagyunk, és befejeztitk a munkat. Ha nem, akkor

2. Valasszunk a ¢-bol egy tetszoleges Cy tagot, aminek az értéke hamis. Ezutan valasszunk
% - % valoszintiséggel, a korabbi valasztasoktdl teljesen filiggetleniil egy véletlen [ literalt
Cs-bSl. Az ebben szereplé z; valtozé értékét valtoztassuk meg (ha | = x; akkor legyen

xj = igaz, ha pedig | = T;, akkor legyen x; = hamis).

3. Szamitsuk ki ¢ igazsdgértékét az igy megvaltoztatott kiértékelésnél. Ha ez igaz, akkor
készen vagyunk. Ellenkez6 esetben menjiink vissza a 2. 1épéshez.

"P. Diaconis [D] dolgozata a Markov-lancok és a Metropolis-algoritmus tobb érdekes alkalmazéasi korét érinti.
Ismerteti példaul a rendkiviil erételjes és 14tvanyos megolddst betlihelyettesitéses (titkos) kédok megfejtésére. A
2.2. szakaszban leirja az altaldnos Metropolis-algoritmust, amelyben a regularis grafon valé véletlen séta helyett
joval altalanosabb Markov-lancokra épiil a médszer.

8FEz a lépésszam a B, méretében viszont polinomiélis; a mostani fejtegetésiink abban az esetben érdekes, ha
az eredeti feladatunk inputhossza n-ben polinomkorlatos.
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A modszer esetleg kiegészithetd azzal, hogy valamilyen k 1épésszam elérésével fejezziik be a
munkét akkor is, ha addig nem kaptunk j6 kiértékelést, mégpedig azzal a kovetkeztetéssel, hogy
a ¢ formuldnak valdszintileg nincs kielégité kiértékelése.

Tegyiik fel, hogy létezik kielégitd kiértékelése ¢-nek. Mit mondhatunk ekkor az algoritmus
miik6désérol? Mennyi id6 alatt, hany iteraciés 1épésben taldlunk joé kiértékelést? Erre ad valaszt
a kovetkezo tétel:

41. Tétel. Ha a ¢ formulinak van kielégitd kiértékelése, akkor az el6z6 algoritmus vdrhatoan
legfeljebb n? iterdcids lépésben taldl ilyen kiértékelést.

A tétel bizonyitasdhoz csatolt véletlen sétékat fogunk hasznalni.

Bizonyitds. Legyen K* a ¢ formula egy rogzitett kielégito kiértékelése. Egy tetszoleges masik K
kiértékelés kozelsége legyen i, ha K és K* éppen i valtozd értékében egyezik meg. A kozelség egy
0 és n kozotti érték. A kozelség segitségével algoritmusunkat tekinthetjiik véletlen bolyongasnak
a [0,n] egészein. Az i dllapot annak felel meg, hogy az éppen szemlélt kiértékelés kozelsége i.
Hogyan lépiink ebben a folyamatban? Ha n-ben vagyunk, akkor nem lépiink tovabb, hiszen
a K* j6 kiértékelés. Ha 0O-ban vagyunk, (és lépiink egyaltalan), akkor biztosan 1-re 1épiink,
mert ekkor a valtoztatas koézelebb visz K*-hoz. Ha i-ben vagyunk, ahol 0 < i < n, és 1épilink
egyaltalan, akkor p > % valészintiséggel @ + 1-re 1épiink, és ¢ = 1 — p valészintiséggel i« — 1 lesz az
4j allapot. Ez azért igaz, mert a Cs két valtozdja kozil legalabb az egyik (de esetleg mindkettd)
értéke kiillonbozik a K*-beli értéktdl, igy ilyet legalabb % eséllyel taladlunk. A valdszinliségek itt
nyilvanvaléan nem csak az aktudlis allapottdl fliggenek, tehat ez a rendszer nem Markov-lanc.
Hogyan tudunk felsé korlatot adni az n-be érés varhaté idejére? Az otlet az, hogy definidlunk
a [0,n] egészein egy masik G bolyongast, ami egyrészt jol elemezheté Markov-lanc, masfeldl az
aktudlis helyzete soha sincs jobbra az algoritmus bolyongasanak aktualis allapotatdl (kozelségé-
t6l). Ebbol mar kovetkezik, hogy a G lancra vonatkozé hg, érték fels6 korlat lesz az algoritmus
varhaté iteracidoszamara. A G bolyongast a kévetkezdképpen definidljuk: a G induljon ugyanab-
bél az ¢ < n pontbdl, ahonnan az algoritmus. Tegyiik fel, hogy a t-edik 1épésben az algoritmus
a C tagot valasztotta, és a G bolyongéds a 0 < j < n helyzetben van. Két eset lehetséges:
(a) A C;s kiértékelése mindkét valtozéban eltér a K*-t6l. Ekkor az algoritmus biztosan jobbra
1ép. A G-t illet6en ekkor sorsolunk: a G az 6sszes korabbi sorsolastdl teljesen fiiggetlentil % — %,
valoszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra.
(b) A C kiértékelése egy valtozéban tér el K*-t6l. Ekkor G 1épjen ugyanigy, mint az algoritmus.
A két széls6 pontbdl G mindig 1épjen visszafelé. Konnyti indukciéval adddik, hogy az elsé
n-be érkezés el6tt G sosem tartézkodhat jobbra a mésik bolyongétél. A G bolyongas pedig nem
mas, mint a véletlen séta az Upyq dton (itt nulldval kezdjitk a csticsok szdmozasat). Ehhez elég
azt észrevenni, hogy a (b) esetben az algoritmus és G is % valészintiséggel 1ép jobbra, illetve
balra, minden ma&s 1épéstol teljesen fiiggetleniil — az [ literdl valasztdsa miatt. Ez biztositja,
hogy a G atmenet-valdszintiségei tényleg az U, 41 Gton vald véletlen séta atmenet-valdszintiségei.
Az titon vald véletlen sétarél tanultak alapjan hg, = n?. A tételt ezzel bizonyitottuk. O

Ha a k megallasi id6t 2n2-nek valasztjuk, akkor a tétel és a Markov-egyenlétlenség alapjan
legfeljebb % a téves valasz valdszintisége.

Az itt latott gondolat, az eredetihez csatolt mésik folyamat alkalmazésa igen fontos eszkoz
a véletlen folyamatok elméletében.

5.2 Komplex halézatok

A nehezebb feladatot: egy szdgecseld munkdst a Ford-mivek mihelyébdl, ezek utdn magam vdl-
laltam, és négy lancszemmel szerencsésen meqg is oldottam. A munkds ismeri mihelyfénokét,
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mdhelyféndke magdt Fordot, Ford joban van a Hearst-lapok vezérigazgatdjdval, a Hearst-lapok
vezérigazgatdjdval tavaly alaposan dsszeismerkedett Pdsztor Arpdd tr, aki nekem nemcsak is-
merdsom, de tudtommal kitiind bardtom — csak eqy szavamba keriil, hogy siirgonydzzon a vezér-
1gazgatonak, hogy széljon Fordnak, hogy Ford széljon a mihelyfénéknek, hogy az a szdgecseld
munkds stirgdsen szégecseljen nekem dssze eqy autot, éppen sziikségem lenne rd.

Karinthy Frigyes: Lancszemek

A nagy méretii, bonyolult szerkezetii halézatok vizsgélata jelentOs szerepet jatszik tobb fontos
alkalmazasi teriileten. Ilyen héal6zatnak tekinthetd példaul a tarsadalom (a cstcsok az emberek,
az élek az ismeretségek), a web (csticsok a weblapok, a koztitk mené mutatok adjak az éleket),
a szakért6 kozosségek (itt akkor van él két cstcs kozott, ha a csticsokat jelentd személyek dol-
goztak egylitt kozos munkéan), vagy egy sejt mint kémiai hélézat (a csicsok a kémiai Gsszetevok,
két cstics kozott él van, ha kozvetlen kapcesolat &ll fenn kozottik), és még igen sok més pél-
da emlithet6. Tobb tudomanyteriileten is megsziiletett a felismerés, hogy pusztan e halézatok
strukturdja, grafszerkezete egy sor értékes informaciot ad a széban forgd jelenségkorrdl. A meg-
névekedett érdeklédést tamogatja a szamitastechnika és szamitastudoméany erételjes fejlodése.
A nagy erejli szamitogépek, a megnovekedett adattérolasi kapacitasok, és a gyors (gyakran kiilsé
taras adatszerkezetekkel dolgozd, adatbanyaszati filozéfidt kéveté”) algoritmusok kivalé lehetd-
ségeket nyujtanak az ilyen halézatok elemzésére, empirikus tanulmanyozasira. Az utébbi par
évtizedben kialakult a hdlozatok tudomdnya, amely t6bb hasznos fogalmat vezetett be. A teriilet
egyik legjelesebb kutatéja Barabési Albert-Laszl erdélyi szarmazéasi fizikus.!?

A hélézatok felépiilésben, szerkezetében gyakran szerepet jatszanak bizonyos determiniszti-
kus mechanizmusok és véletlenszerti (vagy legalabbis ilyennek gondolt) jelenségek. Megértésiiket
segitik a grafmodellek. Ezekbdl itt réviden ismertetiink harmat.

Erdos—Rényi-grafok

Az FErdés—Rényi-modell egy véletlen grafok el6allitdsara szolgalé modell, amely igen hasznos-
nak bizonyult egyebek kozott a grafokkal kapcsolatos kombinatorikai és algoritmikus kérdések
tanulmanyozasidban.

25. Definicié. Legyen n pozitiv egész, 0 < p < 1. Az ER(n,p) Erdds—Rényi-grif egy ird-
nyitatlan graf, amelynek csiucspontjai 1,2,...,n. Az (i,7) pdr (i # j) esetében sorsolunk: p
valdszindiséggel lesz (i,7) éle a grifnak. Ezek a sorsoldsok egymdstdl teljesen fiiggetlenek.

Az ER(n, p) tulajdonképpen egy valészinliségi mez6 az olyan irdnyitatlan grafok halmazan,
amelyek csdcsai 1,...,n. Ebben a térben tehat az elemi események grafok; az m éli G graf
valbszintisége

p(L-p) B,

36. Feladat. Mennyi lesz az ER(n,p) grifban a haromszigek (Ks részgrafok) szamdnak varhato
értéke?

Az Erdds—Rényi-grafokkal tulajdonképpen méar taldlkoztunk: az R(t,t) Ramsey-szam alsé
becslése sordn (3. fejezet, 21. tétel) valojaban az ER(N, 1) véletlen grafot vizsgéltuk (a piros

9 Ami némi egyszeriisitéssel azt mondja, hogy csak a legfeljebb linearis idejii szdmitasok azok, amelyek igazén
nagy adathalmazokon elvégezhetdk.

10[Ba] olvasményos bevezetSt nytjt a halézatok vilagéba. Erdemes tovabb4 megnézni, illetve elolvasni Barabasi
ilyen targyu eléadasat a Mindentudas Egyetemén: http://www.mindentudas.hu/barabasialbertlaszlo/index.
html.
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élek altal alkotott graf), és arra kerestiink feltételt, hogy pozitiv valdszintiséggel ne legyen sem
benne, sem a komplementerében K; teljes részgraf.

Legyen ¢;; az (i, j) él indikatorvaltozéja, azaz legyen £;; = 1, ha (i, j) € ER(n,p), és £;; =0
egyébként. Az (;; valdszinliségi valtozok teljesen fiiggetlen p paraméterti Bernoulli-valtozok
(1<i<j<n) Azélek szdma m = 3, ; £;j, ennek varhat6 értéke E(m) = (3)p. Alkalmazhat6
a Chernoff-egyenlGtlenség: tetszdleges 1 > € > 0 esetén a

()

valésziniiség exponencialis sebességgel tart nulldhoz, ha n — oco. Az élek szama tehét igen erdsen
koncentrélédik a varhaté érték koriil.

Jelolje D az ER(n, p) grafban egy cstcs (mondjuk az 1) fokat. A D egy valésziniiségi valtozo,
amelynek kénnyl megadni az eloszlasat:

1
P(D=Fk)= <”k )pk(l—p)"lk, k=0,1,...,n—1.

Ebbdl, vagy akar az indikatormédszerrel 1atjuk, hogy E(D) = (n — 1)p. Ezuttal is teljesen
fiiggetlen Bernoulli-6sszegrol van szo, igy alkalmazhaté a Chernoff-egyenlétlenség. Barmely
1> € >0 esetén

2(n-1)p

P (1D~ (n—1)p| > e(n—1)p) < 2¢~ 5

Itt is erds koncentracié mutatkozik a varhaté érték koriil.

Erdés Pal és Rényi Alfréd ER(n, p)-vel kapcsolatos hires dolgozatainak talan a legfontosabb
eredménye a kiiszobfiiggvények fogalma, és annak bizonyitisa, hogy egy sor érdekes tulajdon-
sdgnak van kiiszobfiiggvénye. Legyen A egy graftulajdonsig (pl. A lehet az, hogy a grdfban van
haromszag).

26. Definicié. A k(n) : ZT — RT figguény az A tulajdonsdg kiiszébfiigguénye, ha bdrmely
olyan p(n) valosziniségek esetén, amelyekre lim,_.o, p(n)/k(n) =0, teljesil, hogy

Jim P(ER(n,p(n))-ben igaz A) = 0;
tovdbbd, ha barmely olyan q(n) valésziniségek esetén, amelyekre lim, .~ q(n)/k(n) = oo, telje-
stl, hogy

Jim P(ER(n,q(n))-ben igaz A) = 1.

A k(n) kiiszobfuggvény létezése azt jelenti, hogy van egy viszonylag éles hatar, ami alatti

élstirtiségnél az F R-grafban szinte biztosan biztosan nem teljesiil A, a hatar feletti élsliriiség
mellett pedig szinte biztosan igaz lesz A.

11. Példa. Megmutatjuk, hogy k(n) = n% kiiszobfligguénye annak az A tulajdonsdgnak, hogy
a grafnak van éle. Tegyiik fel eldszor, hogy a p(n) waldsziniiségekre lim, . p(n)/k(n) =
lim, 00 p(n)n® = 0. Az ER(n,p(n)) grdfban az élszdm vdrhaté értéke E(m) = (5)p(n) <
n?p(n) — 0, ha n — oo, ahonnan P(m > 0) — 0.

Legyenck masfelél a q(n) valésziniiségek olyanok, hogy q(n)/k(n) = q(n)n?

Megjegyezziik, hogy ekkor nyilvan ¢(n)(5) — oo is igaz. Marmost

P(m=0)=(1-q(n)) = ((1 - q(n))q(1n>>q(n)(g) < ()™ Lo,

— 00, han — oo.
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ha n — oo. Tehat P(m > 0) — 1. Az egyenlStlenségnél a tetszéleges valés z-re érvényes
(1 —x) < e ” becslést alkalmaztuk.

Bizonyitas nélkiil megemlitiink néhény érdekes graftulajdonsigot, a kiiszobfiiggvényével e-
gytitt:

Van a grafban legaldbb masodfoki csics: k(n) = ﬁ

A grafban megjelenik barmely rigzitett d pontii részfa (pl. d ponti csillag): k(n) = ——.

nd—1

Van a grafban d ponti kor: k(n) = %

A grif dsszefiiggd: k(n) = 1287

n

Erdemes olykor a k(n) kiiszobot iddnek tekinteni, ahogy az azonosan nulla fiiggvény feldl
az azonosan 1 fiiggvény felé novekszik, és ennek megfelel6en az Erdés—Rényi-grafok valtozasat
folyamatként vizsgéalni, amint p megy 0-t6l 1-ig. Az ER(n,p) grafok tulajdonsagai ekkor (fordu-
latos'!) fejlédési torténetként jelennek meg: #-nél az els6 él, majd 713% idében két csatlakozo
él, stb.

Az Erdés—Rényi-grafoknak p(n) > 10% esetén O(logn) az atmérGje, vagyis barmely két csiics
kozott van révid ut. Ez az in. kis vildg-jelenség, amit tobb érdekes haldézatban megfigyeltek, és
amit Karinthy Frigyes mar 1929-ben leirt az emberi ismeretségi kapcsolatok grafjarol.

Az FR(n+1, %) grafokban tetszéleges cstics fokszaménak az eloszlasa (n, %) paraméterti bi-
nomiélis eloszlds, ami a 4. tétel szerint nagy n-re jol kozelithetd A paraméterti Poisson-eloszlassal.
Az ut6bbirdl pedig latszik, hogy a P(n = k) valdszintiségek exponencidlisan csokkennek a k no-

vekedtével. A fokszamok eloszlasa tehat erdsen koncentrilédik a varhatd érték koril.

A Watts—Strogatz-modell

Egy sor érdekes halézatban megfigyelhetd a csomdsodds jelensége: egy csics szomszédai kozott
tobb kapcsolat van, mint méas hasonlé méretii csiicshalmazokon beliil. Gondoljuk példaul arra a
grafra, amelynek emberek a csticspontjai, és két cstics akkor van 6sszekotve, ha az illetok isme-
rik egymast. Egy ember ismerdsei koziil sokan jo eséllyel szintén ismerdsei lesznek egymasnak.
Az ER(n,p) grafoknal nem tapasztalunk ilyesmit; barmely csicshalmazon beliil koriilbelil a
lehetséges élek p-szerese lesz tényleg él. Mint latni fogjuk, a Watts—Strogatz-modellnek alaptu-
lajdonsaga a csomédsodas.

A WS(n,k,p) Watts—Strogatz-graf csicsai 1,2,...,n (itt n > k pozitiv egészek, 0 < p <1
egy valészinliség). A graf élei kezdetben (1,2),(2,3),...,(n — 1,n),(n,1), vagyis egy koriink
van. A kovetkezo 1épésben kossiik Gssze éllel a kor mentén egymastol legfeljebb k tavolsagra levo
csucsokat. Egy csucs foka ekkor 2k lesz, és az élek szama kn. A kovetkezé menetben az eddig
kapott Osszes él esetén sorsolunk. Az élet 1 — p valdsziniiséggel meghagyjuk, p valdszintiséggel
teljesen wjat sorsolunk helyette: egyenletesen valasztunk az 6sszes (i, j) par kozil. Végiil toroljik
az esetleges hurokéleket és tobbszoros éleket. Az Gsszes véletlen valasztasunk teljesen fiiggetlen
a t6bbitdl.

A megmaraddé régi élek csomdsoddst biztositanak, az 0j élek pedig kis vildgot: viszonylag
révid utakat barmely két csics kozott. A WS-grafok kis p esetén a determinisztikus 1épésekkel
megadott szabalyos grafra hasonlitanak; a p névekedésével egyre inkabb olyanokka valnak, mint
az Erdés—Rényi-grafok.

HKilénss, elsd latasra varatlan fordulat példéul, hogy egy nagy fa el8bb jelenik meg, mint barmilyen kicsi kor.
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Albert—Barabasi-grafok

Mert akinek van, annak adatik, és bovelkedik...
Maté Evangéliuvma, 13,10-17

Vannak olyan nagy hélézatok, amelyekben a csticsok fokszaménak az eloszlasa nem annyira
koncentralédik a varhatd érték koriil, mint az ER vagy a WS grafoké. Tobb érdekes graf
esetén sikeriilt kimérni, hogy a fokszamok eloszlasa sokkal lassabban cseng le, pontosabban
hatvdnyeloszlast kovet. Més széval, ha P(k) jeloli annak a valdszintiségét, hogy egy cstcs foka k
akkor a P(k) sorozat k =0, 1,...,n—1 nagyjabdl ardnyos a k=7 sorozattal, ahol v > 0 konstans.
A nevezetes példaknal v leggyakrabban 2 és 3 kozé esik. Példaul, ha

e a graf csiicsai: amerikai filmszinészek, él akkor van kozottiik, ha jatszottak kozos filmben.
Ekkor v ~ 2,3 +£0,1.

e A graf csuicsai matematikusok, él akkor van kozottiik, ha irtak kozos tudoméanyos dolgo-
zatot. Itt v = 2,1.

o A graf cstcsai telefonszamok. El akkor fut kozdttiik, ha egy adott nap volt kézottik
beszélgetés. Itt is v = 2,1.

e A cstcsok az internettartoményok (domain a szokésos elnevezés). Két cstics kozott akkor
van él, ha van egyikrdl mutaté a masikra. Ekkor v ~ 2,15 — 2,20.

Hogyan modellezheték az ilyen grafok? Milyen egyszerli konstrukciés szabalyok adnak hat-
vanyeloszlast a fokszamokra? Az elsé és maig legfontosabb ilyen tulajdonsagu grafmodellt Albert
Réka és Barabasi Albert-Laszlé javasolta. Legyenek m és ¢ pozitiv egészek. AB(m,t) Albert—
Barabasi-grafnak ¢ csicsa és mt éle van. Tulajdonképpen természetes és egyszerii rekurziv
folyamat eredményeként jon létre az AB(m, 1), AB(m,2),..., AB(m,t) grafsorozat.

1. Egyetlen vy cstcs és m hurokél alkotja az AB(m, 1) grafot.

2. Tegyiik fel, hogy AB(m,t— 1) mér elkésziilt, ¢ csicsa és m(t — 1) éle van. AB(m,t) innen
egy 1j vy csucs hozzaadasaval keletkezik A v, csticshoz illeszked6en m élet konstrudlunk a
véletlen segitségével. A vi-bdl induld l-edik élet (I =1, ... ,m) a graf véletleniil valasztott
v; ponthoz kotjitk (a véletlen valasztasok itt is teljesen fliggetlenek egymastol). A v;-hez
kotés valdszinlisége dj-vel ardnyos. Pontosabban fogalmazva, ha a kotés elétt a csicsok
fokai rendre dy, ds, ... ,d;, akkor a v; csticshoz kotés valoszintisége

d;
dy +do+ - +di

Az Albert—Barabasi-grafok épiilésekor érvényesiil a preferencidlis kitédés elve. Egy 4j cstcs
nagyobb eséllyel kotédik kapcsolatokban méar eddig is gazdagabb csicshoz. Az ismeretségi grafok
esetén is jol megfigyelhetd ez a jelenség.'? Ezaltal a halézatban lesz néhany az atlagosnal sokkal
magasabb fokd csics is. Megmutathatd, hogy a nem tul nagy k értékekre a fokszdmok P(k)
eloszlésa az AB-grafokban hatvanyeloszlast kovet, mégpedig v = 3 kitevivel.

12 Az iwiw-kapcsolatok gréafjaban 2006-os adatok szerint az atlagos fok valamivel 100 alatt volt, ugyanakkor
eléfordult tobb tizezres foku cstcs is.
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Algoritmikus kis vilag

Az emberi kapcsolatok grafjanak vizsgalatdban meghatarozé szerepet jatszottak Stanley Mil-
gram 60-as években végzett kisérletei. Ezek egyikében egy talalomra valasztott nebraskai sze-
mély (az s forrds) megkapta egy massachusetts-i személy (a t célszemély) cimét és még néhany
alapvetd informaciot (pl. ¢ foglalkozasat). Az s feladata az volt, hogy prébaljon egy tizenetet
eljuttani t-hez meghatarozott szabaly szerint: az {izenetet kiildje el egy olyan s; személynek, aki
egyfeldl kozeli ismerdse (keresztneviikon szolitjak egymast), masfeldl s vélekedése szerint esetleg
kozelebb van t-hez, abban az értelemben, hogy ugyanezen szabaly szerint révidebb uton tudja
eljuttatni az iizenetet t-hez. Tulajdonképpen azt kérték tole, hogy tovabbitsa a kiilldeményt
ahhoz a szomszédjahoz az emberi kapcsolatok grafjaban, aki szerinte a szomszédai koziil a leg-
kozelebb van t-hez ebben a grafban. Az s; személy ugyanezeket az instrukcidkat kapta, és a
tobbiek is, akikhez a folyamat soran eljutott az iizenet. Sok ilyen kisérletet végeztek el. Gyak-
ran megesett, hogy az lizenet egyaltalan nem érkezett meg a végsé cimzett t-hez. Nagyjabol az
iizenetek harmada ért célba, ezek viszont meglepden révid iton. Sok kisérletre vetitve a grafban
megtett 1épések szamanak atlaga hat alatt maradt! Ez ékesen mutatja a kis vilag-jelenséget a
kapcsolatok grafjaban.

Jon Kleinberg amerikai szamitastudés egy tovabbi fontos lizenetet olvasott ki a kisérlet ered-
ményébol: ez nem pusztan rovid utak létezését mutatta ki, hanem egy igen erételjes, egyszeri
és hatékony elosztott mukodési algoritmus 1étét is, amivel az lizenet rovid tton eljuttathatéd a
cimzetthez. Itt az elosztott miikodés lényeges tobblet. Tudjuk, hogy a révid utak jol feltérképez-
hetok a szélességi keresés segitségével. Ez azonban sokkal tobb informaciét hasznal fel a grafrol,
mint ami a Milgram-kisérletek résztvevoinek megengedett volt. Kleinberg a kisérlet eredményeit
elemezve arra jutott, hogy a révid utak mellett a kapcsolatok grafja még tovabbi, a decentralizalt
iizenetkiildés szempontjabél hasznos informéacidkat is tartalmaz. Kleinberg ezutian kidolgozott
egy modellcsaladot, ahol kimutathatd az algoritmikus kis vildg-jelenség: egyszerli és hatékony
elosztott algoritmussal lehet révid utat taldlni két csiics kozott. Ezek koziil a legegyszertibbel
ismerkediink meg itt.'3

A Kl, Kleinberg-graf épitésekor a C,, korbdl indulunk ki, ahol n > 2 egész. Ennek csicsai
1,...,n az élei (4,7 + 1), ha 1 < i < n, tovabbd (1,n). Ezek az élek adjak a csucsok helyi
ismerdseit. Minden csucsnak vélasztunk pontosan egy tdvoli ismerdst. Jelentse d(u,v) az u
és v csticsoknak a O, kéron mért tavolsdgat. Ez egy 0 és § kozotti egész. Az u csics tévoli
ismer6sét a tobbi csicsétol teljesen fiiggetleniil véletlentil valasztjuk. Annak a valdsziniisége,
hogy v-t valasztjuk, legyen aranyos ﬁ—vel. Vegylik észre, hogy az igy kapott él iranyitott.
Tipikusan az u tavoli ismer6sének a tavoli ismerése valaki méas lesz, nem u. A v valasztasanak
valoszintisége

d(u,v)™1
d(u,v1)"t + -+ d(u, vp—1)~1
lesz, ahol vy, ..., v,—1 a graf u-t6l kiillonbozé csiicsai. A kés6ébbi gondolatmenetiinkhéz érdemes

lesz fels6 becslést adni a nevezOben szerepld Osszegre:

1 1 1 n
2 dww) = (” 2t LZJ) 2Hig) <2(1+ogl5)) <

< 2(1+logg> < 2<1+log2 Z) = 2logy n.

Az elsd egyenlétlenségnél az hasznaltuk, hogy u-tol adott d tavolsagra legfeljebb két cstics van;
a kovetkezonél a harmonikus szam ismert fels6é korlatja van, végiil pedig attértink 2-es alapu

13 A témérél sok érdekeset olvashatunk [EK] 20. fejezetében.
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logaritmusra. A becslésbdl azt nyerjiik, hogy ha uw # v, akkor annak a valdszintisége, hogy v lesz

az u tévoli ismerdse, legalabb
1

2d(u,v)logyn’

Megmutatjuk, hogy a Kl, grafban érvényes az algoritmikus kis vilag. Masként fogalmazva:
nem csak annyi igaz, hogy két cstics kozott varhatéan van révid it, hanem ilyen utat hatékony,
pusztan lokalis valasztasokon alapulé algoritmussal kaphatunk is. Az eljaras bemenete az s,t €
V(Kl,) cstcspar. A cél eljutni s-bél t-be.

A révidlato algoritmus els6 1épésében az s-t6l ahhoz az u ismer6séhez lépiink, amelyre d(u, t)
a legkisebb. Ha u # ¢, akkor innen ugyanezen szabély szerint 1épiink tovabb. Altaldban, az 1t
soran minden tovabbi érintett csicsnal ugyanezzel a mohé valasztassal éliink.

A résztvevo cstucsoknak csak a sajat szomszédsagukat kell ismerni, illetve tetszéleges t csticsra
meg kell tudni allapitaniuk annak tavolsdgat az ismerdseikt6l. Ennél tobb informaciora nincs
szitkségiik a grafrol.

42. Tétel. Legyenek s,t a Kl, graf véletlenil vdlasztott csicsai. A révidldatsé algoritmus vdr-
hatdan legfeljebb 3(logy n)? lépésben eljut s-bol t-be.

Itt egy lépés egy élen vald dthaladast jelent.

Bizonyitds. A t megkozelitését fazisokra osztjuk. Azt mondjuk, hogy a j-edik fazisban vagyunk,
ha az utunk soran éppen meglatogatott u csticsra 2/ < d(u,t) < 277! igaz. Jelolje X a j-edik
fazisbol induld lépések szdmat. X; nyilvan egy valdszintiségi valtozo, és az algoritmus X teljes
lépésszaméra igaz a kovetkezd:

X<1+Xi+Xo+ -+ X|logyn-

Az EX felsé becsléséhez elég tehét felsé becslést adni az EX; varhaté értékekre.

Evégbdl tegyiik fel, hogy éppen az w csicsnél tartunk a j-edik fazisban, és d(u,t) = d.
Biztosan kilépiink ebbdl a fazisbdl, ha az u tavoli ismerdse legfeljebb % lépésnyire van t-t0l.
Mekkora az esély erre? Legyen I a t-t6l legfeljebb g tavolsagra levo csicsok halmaza. Legaldbb
d cstucs van I-ben, és ezek kozil az u-hoz legtavolabbinak az u-tél vald tavolsaga legfeljebb
d+ g = ?’Q—d. Annak a valoszinlisége, hogy a w € I lesz az u tavoli ismerése, az eddigiek alapjan
legalabb

1 1 1 1

2d(u, w)log,n = 3d/2 2logyn  3dlogyn’

Mivel az I-ben legalabb d cstcs van, annak a valOsziniisége, hogy wu tavoli ismer6se I-beli,

legaldabb
1 1

" 3dlogyn - 3logon’

Az algoritmus minden 1épéssel kozelebb jut t-hez, ezért feltehetjiik, hogy az u tavoli ismerdsét
éppen akkor sorsoljuk, amikor u-bél 1épni késziiltink.
Annak az esélye, hogy legalabb i 1épést tesziink a j-edik fazisban, legfeljebb

i—1
(~m)
3logyn

1
3logyn

amibdl

o0 00 i—1
EXj:ZP(XjZi)§Z<1— ) = 3logy n.
i=1 i=1
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Végezetiil innen
EX <14+ EX; +EXo 4+ EX|j54,, < logyn - 3logyn = 3(logy n)*.

Itt az el6z6 becslést hasznaltuk, amikor j > 2, mésrészt pedig vildgos, hogy 14+ X7 < 3 < 3log,y n,
hiszen legfeljebb 3 tavolsagbdl a kozeli ismerdsok mentén is elég 3 1épés, és n > 1. A bizonyités
ezzel teljes. O
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