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Eloszo

Jegyzetiink azoknak a hallgatoknak késziilt, akik matematikai statisztika és tobbval-
tozds statisztika tanulmdanyaik utdn szeretnék megismerni a modern statisztikai modelle-
ket és modszereket is. A klasszikus statisztika fogalomrendszere és legtobb tétele a XX.
szazad elso felében lett kidolgozva, elsosorban valdszintiségszamitasi alapokon. Ebben
jelentOs szerepet jatszott az angolszasz, orosz és indiai iskola. Erdekes, hogy olyan kulcs-
fontossdgi eredmények, mint a Cramér—Rao egyenlotlenség, Rao—Blackwellizalas, és a
Wald-féle szekvencialis dontési eljaras a II. Vilaghabord idején sziilettek meg, utébbi
toltények gazdasdgos mindségellendrzésére.

A XX. szazad kozepére kifejlesztették a tobbvaltozos statisztikai eljarasokat is, ame-
lyek széleskorti alkalmazéasanak azonban csak a nagy teljesitményti szamitogépek elterje-
dése nyitott utat a XX. szdzad méasodik felében (BMDP, SPSS programcsomagok), hi-
szen ezek a médszerek nagyméretit adatméatrixok és kovarianciamatrixok szingularis- és
spektralis felbontasan alapulnak. Nagyjabdl ezeket az ismereteket foglalja 6ssze a BME
matematikus képzés BSc és MSc statisztika anyaganak gerincét képezd Bolla-Kramli,
Statisztikai kovetkeztetések elmélete (Typotex, 2005 és 2012) konyv.

Az 1970-80-as években azonban mar ez a tényanyag sem bizonyult elégségesnek. Valos
életbeli (biololdgiai, pszicholdgiai, szocioldgiai) adatrendszerekkel foglalkozva azt taldl-
tuk, hogy a klasszikus mddszerek nem alkalamazhatok mindig kozvetleniil, illetve a pro-
bémék sokszor tiulmutattak a tanult (els6sorban tobbvaltozés normaélis eloszlast mintékra
kifejlesztett) mdédszerek alkalmazhatésdgi korén (diszkrét, nem-paraméteres szitudciok,
id6ben is véltozé megfigyelések). L. Breiman, Statistical modeling: the two cultures
(Statist. Sci. 16) 2001-es cikkében szintén ramutat arra, hogy gyakorlati probléméakkal
szembesiilve a klasszikus apparatus néha csodét mond. Az Un. masodik kultira egy
algoritmikus szemléletet visz a klasszikusba, ami azonban nem a numerikus modszerek
automatikus alkalmazasat jelenti, hanem olyan elméleti algoritmusok kifejlesztését, me-
lyek az informacidéelmélet, a Hilbert-terek, sét akar a grafelmélet eszkoztarat hasznaljak
magas szinvonalon. Ebbe az eszkoztarba szeretnénk betekintést nyujtani.

[lyen modon a tankonyv egy, a modern statisztikai modszerek irant érdekl6do hallga-
tok szamara a BME-n kétévente tartott kurzus anyaga, de hasznalhaté témalabor vagy
diplomamunka készitéséhez is, illetve az elméleti részek kihagyasaval a leirt algoritmusok
nagyméretli adatrendszerek adatbanyaszataval foglalkozé szakemberek szamara is hasz-
nosak lehetnek. Az algoritmikus modellek kore egyre terjed, itt csak a legfontosabbakat
foglaltuk Gssze, de utalunk egyéb, hasonld célu eljardasokra, illetve boséges szakirodalmat
kozliink a részletek irant érdeklédoknek. Az elméleti részek tanulmanyozéasa pedig az
arra fogékony olvasdk kezébe Gtleteket és eszkozoket adhat hasonld szituaciok kezelésére.

Bolla Marianna,
Csicsman Joézsef

Budapest, 2013. julius 5.
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1. fejezet

Bevezetés

Hat f6 téma koré csoportositottuk a tananyagot, mindegyiket kiilon fejezetben targyal-
juk, egységes jelolésmdddal és elnevezésekkel. A témék latszolag fiiggetlenek, azonban
eszkozeikben, targyalasmodjukban igyekeztiink a benniik rejlé hasonlosagokat is felfedni.

Az els6 fejezet az in. EM (Expectation-Maximization) algoritmussal foglalkozik,
mely hianyos adatrendszerbdl képes becsiilni maximum likelihood médszerrel a paraméte-
reket. A likelihood fiiggvény maximumhelyének megkeresése még teljes adatrendszerbdl
is sokszor bonyolult feladat, néha hianyosak is az adatok. Az algoritmus mintegy kihasz-
nalva ezt a kortilményt, rekonstrudlja az adatokat (feltételes varhaté érték képzéssel, ez
az E-1épés), mikozben a paramétert a kiegszitett adatrendszerbél becsli klasszikus maxi-
malizéldssal (M-1épés). Targyaljuk az E- és M-1épések alternalasaval kialakitott iteracio
konvergencigjat, illetve a mddszer alkalmazhatdésagat keverékek felbontasara. Utdébbi
esetben nem feltétleniil a paraméter, hanem egy latens valtozo értékei hianyoznak, me-
lyek a mintaelemek osztalybatartozasat adjak meg. Targyalasunkban az 1977-ben meg-
jelent Dempster—Laird-Rubin alapcikket kovetjiik, de beszéliink az azdta elterjedt un.
collaborative filterigrdl is.

A maésodik fejezet az ACE (Alternating Conditional Expectation) algoritmust is-
merteti altalanositott regresszidra, mikor nemcsak a fiiggd és fiiggetlen valtozok kozti
fiiggvénykapcsolat jellege ismeretlen, hanem a valtozok vegyes (diszkrét és folytonos) ti-
pustak is lehetnek. Az ismertetett iterdacié az adatrendszer simitasaval szemléletes képet
nyudjt a valtozok optimalis linearizald transzformacidirél. A Breiman—Friedman 1985-6s
alapcikket kovetjiik, és a Hilbert-terek linearis transzformacioit vizsgald elmélet mellett
kitériink a feltételes varhaté érték képzésnek simitasokkal tortén6 gyakorlati megvaldsi-
tasara sokvaltozds adatrendszereken.

A harmadik fejezet specidlis Hilbert-terekkel foglalkozik, melyeket egy pozitiv defi-
nit magfiiggvény general. Az Un. kernel-trilkk — amit elsésorban az adatokban levd
nem-linearitasok kezelésére hasznalnak — abban &ll, hogy adatainkat nem feltétleniil kell
az un. Reprodukédlé Magu Hilbert Térbe (RMHT) leképezni, elég csak a paronkénti
kovarianciakat a magfiiggvénnyel kiszamolni, legalabbis olyan mddszereknél, melyek a



kovarianciamatrixot hasznéljék inputként (a f6komponens- és faktoranalizis pl. ilyen).
Ramutatunk, hogy a mddszer mogott meghtizodd elmélet a Riesz—Fréchet Reprezenté-
ci6s Tétel, melynek értelmében egy Hilbert-tér és dudlisa (az azon értelmezett linedris
funkciondlok) izometrikusan izomorfak. Nagyon vézlatosan, a nem-linedris funkcionélok
méar egy bonyolultabb Hilbert-tér elemeinek feleltetheték meg (ez az RMHT). Bemutat-
juk, hogyan lehet a szokasos klaszterezo eljarasokkal nem szétvélaszthatd, de szemmel
lathatéan kiilonb6zé (nem linedrisan szeparalt) klasztereket megtaldlni.

A negyedik fejezet élsulyozott grafok és hipergrafok klaszterezésérol szol spektralis
modszerekkel. Az un. spektralis klaszterezés lényege, hogy elészor a csticsokat (a koztiik
lev6 hasonlésagok, azaz a stlyozott élek) alapjén egy véges dimenzids térbe képezziik le, a
tobbvaltozos statisztikai médszereknél hasznalt spektralfelbontasi technikakkal. Ezutan
a reprezentansok metrikus klaszterezésével polinomialis idében vagyunk képesek megke-
resni minimalis tébbszemponti vagasokat vagy maximalizélni az in. Newman—Girvan
modularitast. A minimélis vagasok és maximélis modularitdsok olyan csicsparticiokat
keresnek, melyeken beliil nagy az élstirtiség. Az Gsszes particién valé optimalizalas azon-
ban nagy cstcsszam esetén nem kivitelezhet6 (exponencidlis idejli), ezért hasznéljuk a
fenti in. spektralis relaxaciét. Ilyen modon a csicsklaszterekre csak kozelito megoldast
kapunk, azonban a kozelités josagat a spektrumbeli résekkel becsiilni tudjuk, és az osz-
talyok szamat ugy vélasztjuk meg, hogy jé kozelitést kapjunk. Foglalkozunk még kis
diszkrepanciaju un. regularis vagasokkal, altalanositott véletlen grafokkal, és adatpon-
tok spektralis klaszterezésével. Utdbbi esetben egy hasonldsagi grafot épitiink, példaul
RMHT technikdkat hasznéalva.

Az 6t6dik fejezetbeli Dinamikus Faktoranalizis tobbvaltozés idésorok komponenseibol
valaszt le fliggetlen faktorokat, melyek id6beli lefutdsa a sok Osszefiiggd komponenst
tartalmazé idGsor f6 tendencidit mutatja. A faktorfolyamatok autoregressziv modellt
kovetnek. Ennek egyiithatéi és a faktorsilyok a modell paraméterei, ezek becslésére
adunk egy matrixfelbontasokon alapulé iteracios eljarast. Az algoritmus targyaldsan tul
egy alkalmazast is bemutatunk makrookolégiai idosorokra.

A hatodik fejezet a varianciaanalizis (ANOVA) altaldnos modelljeit térgyalja. A
tobbvaltozos varianciaanalizis (MANOVA) a szérasok felbontdsa helyett a kovariancia-
matrixok felbontdsan alapul, és tébbdimenziés normélis sokasdgbol vett minta esetén
hasonléan miikédik az ANOVA-hoz. A masik mddszer tjszertibb, rangstatisztikdkon
alapul, és tetszoleges, akar vegyes eloszlasu valtozokra is alkalmazhaté. A Brunner—Puri
alapcikk felhasznaldsaval irjuk le a mddszert, majd a kapott becslok konzisztenciajara,
aszimptotikus normalitdsara idézziik az ott bizonyitott tételeket.

A fejezetek elvileg tetszoleges sorrendben olvashaték, kiilon irodalomjegyzékkel ren-
delkeznek, mégis ezt a sorrendet javasoljuk tanulmanyozasukra, a néha egymasra épiilo
jelolések és kereszthivatkozasok miatt.



2. fejezet

Az EM-algoritmus hianyos
adatrendszerekre

LOuvitenek napjaink, a forro sortizek
— valamit minden nap elmulasztunk.
Robotolunk [élekszakadva, jottevon,
— s valamit minden tettben elmulasztunk...”

(Vici Mihdly: Valami nincs sehol)

1976. december 8-an Londonban, a Kiralyi Statisztikai Téarsasag iilésén érdekes elo-
adas hangzott el. Egy olyan algoritmust ismertettek, amelyet kiilonb6z6 formakban a
paraméterek maximum likelihood becslésére mar régota hasznéltak, azonban ilyen &alta-
lanos formaban még soha nem fogalmaztak meg. Az algoritmus eredeti leirdsa konver-
genciabizonyitassal és példdkkal [5]-ben taldlhato.

Az in. EM-algoritmus célja az, hogy becslést adjon a hattéreloszlas valamely 6 pa-
raméterére hianyos adatokbol. A paraméter maximum likelihood becslése még teljes
adatrendszerbdl is bonyolult, sokszor nem is adhaté explicit megoldas. Gyakran hidanyos
is az adatrendszer. Az ismertetendd algoritmus kihasznélva ezt a koriilményt, megproé-
bélja rekonstrudlni a hianyzé adatokat, mikozben a paraméterre is egyre jobb becslést
ad. Ez a kétféle torekvés egy iteracio kovetkezo két alaplépésében valosul meg:

1. E-1épés: a paraméter korabbi becslése alapjan rekonstrudljuk a hidnyzo adatokat
feltételes varhaté érték képzéssel (E: | Expectation”);

2. M-1épés: az ilyen médon kiegészitett teljes adatrendszerbdl meghatarozzuk a likelihood-
fv. maximumbhelyét f-ban (M: ,Maximization”).

A paraméter igy nyert kozelitésével ujra kezdjiik az E-1épést. Tag feltételek mellett
Dempster, Laird és Rubin [5] bebizonyitottédk az algoritmus konvergencidjat. Az algo-
ritmus nem csupan akkor alkalmazhatd, amikor bizonyos valtozok mérései nem allnak



rendelkezésiinkre, hanem cenzorat adatok vagy keverékfelbontas esetén is. Még altala-
nosabban, az adatrendszert 1gy is tekinthetjiik hianyosnak, hogy latens valtozok vagy
egy rejtett modell huzédik meg mogotte (pl. Baum—Welch algoritmus rejtett Markov-
modellekre). Ilyenkor a modell paramétereinek becslése a feladat. Néha csupan technikai
okokbdl egészitjiik ki adatrendszeriinket, mert a kiegészitettben kénnyebben végre tud-
juk hajtani az ML-becslést (1. a kovetkezd példa). Tételek viszont garantédljék, hogy az
iteracié az eredeti (hidnyos) likelihoodot maximalizélja.
A hivatkozott cikk jeloléseivel: legyen X a teljes, ) pedig a hidnyos mintatér, amelyek
kozott tehat 1étezik egy
X =, x — y(x)

megfeleltetés. Jelolje f(x|0) ill. g(y|@) a megfelels eloszldsok egyiittes siirtiség- ill. vsz.-
fiiggvényét, azaz a likelihood-fiiggvényt, amely a f akar tobbdimenzids paramétertol fliigg
(itt az abszolut folytonos esetet tekintjiik). Kozottiik a

g(y10) = / F(x[6) d (2.1)

Osszefiiggés kozvetit (diszkrét eloszldsokndl az [ helyett Y értendd), ahol

X(y)={x:y(x) =y}

Célunk a g(y|@) hidnyos likelihood fiiggvény maximalizaldsa 6-ban az y megfigyelés alap-
jan.

2.1. Egy konkrét példa

Tekintsiink egy genetikai példat (1. Rao [9], 5.5.g. fejezet)! (AB|ab) genotipusi himek
és ugyanilyen genotipusu nostények keresztezésébol szarmazo 197 utéd fenotipusa négy-
féle lehet: AB, Ab, aB és ab. A modell szerint az utédok polinomidlis eloszlds szerint
tartoznak a négy fenotipus valamelyikéhez, az osztalyok valdszintiségei rendre: % + iﬂ',
i— iﬁ, % — 3 és 1m; itt T a modell paramétere (Rao példéjdban m = (1 —6)?, ahol 6 az
un. rekornblna(:los hanyados)

A megfigyelt (hidnyos) adatok:
Y = (¥1, Y2, y3, ya) = (125,18,20, 34).

Itt y tulajdonképpen egy 4 alternativdju indikatorvéltozé osszegstatisztikaja, mely poli-
nomialis eloszlast kovet. A likelihood fiiggvény tehat

1 1.1 1 .1 1 .1
(y1 + Y2 + Y3 + ya)! (= 4+ 1) (5 — =m)¥2(5 — ~m)¥B (=),
Y1'ly2lyslyd! 2 4 4 4 44 4

g(ylm) =



A feladat g maximalizasa m-ben. Ecélbdl egy olyan algebrai egyenletet kell megol-
dani, aminek szamos gyoke van, koziiliik csak kettot lehet explicit médon megadni. A
feladat természetesen numerikusan viszonylag egyszertien megoldhaté, az alabbiakban
ismertetett eljaras az EM-algoritmus egy jol kovethetd illusztracidja.

A fenti adatrendszert technikai okokbdl hianyosnak tekintjiik, amely a valédi, 5 cso-
portbol allé adatrendszerbdl tgy keletkezett, hogy az elsé 2 csoport Osszevonddott. A
teljes adatrendszer tehat:

x = (21, %9, T3, 24, x5), ahol y; =x1+ 9, Yo =1x3, Y3=1=T4, Y4= Ts.

X nem mas, mint egy 5 alternativaju indikatorvaltozo Osszegstatisztikaja, melyre felirt
polinomidlis likelihood:

(IE1+$2+5L‘3+$4+1‘5)! T X9, XT3 T4 I5

f(x[m) = PRERENEAr U S O U
ahol
1 1 1 1 1
= — = — o = - — —7]' o —7'{‘.
b1 % b2 47T7 P3 = P4 14" Ds 1

Az (2.1)-beli integralnak diszkrétben megfelel osszeg:

g(ylm) = > f(x|m).

z1t+x2=y1,212>0,22>0 egész, 13=Y2, T4=Y3, T5=Y41

Ezutén kezdédjék az iterdcié valamely 7(©) kezdéértékkel! Tegyiik fel, hogy az m-edik
1épés utan mar megvan a 7™ kozelités. Az m + 1-edik 1épés a kovetkezé két 1épésbil
fog allni:

1. E-1épés: az y megfigyelés alapjan rekonstrudljuk az x adatrendszert azaz megha-
tarozzuk x1 és vy — Yy =125 ésm = 7™ feltételek melletti — feltételes varhatéd
értékeit. Mivel xq, illetve x5 a fenti feltételek mellett — x3, x4 és x5 értékétol

1
. . . 1 . . n(m) PP
fiiggetleniil — Binos (W) illetve Binias (W eloszlasu, ezért

1

[\

2. M-1épés: az ilyen médon kiegészitett (xgm), xgm), 18,20, 34) teljes adatrendszerbdl
meghatérozzuk = maximum likelihood becslését, és ezt m(™+t1-gyel jeloljiik. Ecél-
bél vonjuk Ossze maximalizalandé f(x|7) likelihood fiiggvény m("™-té]l nem fiiggd
tényezoit egyetlen konstansba:

(m)
1 Ty +34 1 1 18420
f xX|mT) = nst- | —7m |l = = =77 .
( | ) cons (4 ) (4 4 >

8



o (m . .y L g ’
Ezt a kifejezést 4%2 SHLHI820 ) megszorozva a a maximalizalandé fiiggvény az
alabbi alakot olti:

£ (m)
f(x|m) = const - ()" +34 (1— 7_[_)18-&—20’
ami a Bernoulli eloszlés likelihood fiiggvénye, tehat a maximumat a

(mt1) _ xém) + 34
2™ 434+ 18 4 20

™

értéken veszi fel.

Ezzel a 7™+ értékkel visszatériink az E-1épéshez. Az iteraciot 7(© = 0.5-el inditva

2-3 1épés utan 7 értéke 0.6 koriil stabilizalodott.

2.2. Elméleti megfontolasok

Legyen statisztikai mezénk domindlt, paraméteres, identifikalhaté és reguléris (a Cramer—
Rao egyenldtlenségnél tanult bederivalhatiségi feltételek teljesiilnek). Tegyiik fel, hogy
mintank exponencidlis eloszlascsaladbol szarmazik, ahol természetes paraméterezést va-
lasztunk, azaz a stirtiség/suly-fiiggvény

f(z]8) = e(6) - X525 - h(z)

alaki, ahol ¢(f) normdlé tényez6 és a 0 = (64,...,0;) természetes paramétertol va-
16 fiiggést feltételként jeloljiik (nem ok nélkiil, ui. a Bayes mddszeréhez hasonlé meg-
gondoldsokat hasznalunk). Tudjuk, hogy egy X = (Xji,...,X,) n-elemil minta esetén
t(X) = Qo t(Xa), .., >0 (X)) elégséges, s6t — amennyiben a k-dimenzids pa-
ramétertér konvex és tartalmaz k-dimenzids téglat — teljes is, igy minimalis elégséges
statisztika, ami ekvivalencia erejéig egyértelmii. Tehat a realizaltakkal felirt likelihood-
fiiggvény a kovetkezo alaku:

=" 5=10; ?:13‘»’%‘).” ,_L.Q'T(X.
F(x]0) = ¢"(9) - e2i=1 % 2z il ghm)—a@ 0 b(x), (22)

ahol a vektorok sorvektorok, I a transzpondlast jeloli (igy az exponensben tulajdonkép-
pen skalarszorzat all), az utolsé tényezé csak a mintatdl az els6 pedig csak a paramétertol
fiigg és a normalis miatt

a(f) = /X 09 p(x) dx. (2.3)

Jelen esetben az iteracio végigkdvethetd a ¢ minimalis elégséges statisztikan keresztiil
a kovetkez6képpen. Miutan Y (a megfigyelt hidnyos adatrendszer) az X (a posztulalt

9



teljes adatrendszer) fiiggvénye, X feltételes silirlisége x-ben az Y = y feltétel mellett
(2.1) és (2.2) figyelembevételével

X _ f(x[0) 1 21T p(x
KO = 10) ~ ataly) oo 20
ahol
a(lly) = ) p(x) dx. 2.5
o= (0 (2:5)

Azaz a feltétel nélkiili és a feltételes likelihood ugyanazzal a természetes paraméterrel és
elégséges statisztikaval irhato fel, a kiilonbség csak az, hogy kiilonb6z6 tereken — X'-en
ill. X(y)-on — vannak értelmezve, ami a (2.3) ill. (2.5)-beli sulyfiiggvényeken is latszik.

Célunk az L(f) := Ing(y|€) log-likelihood fiiggvény maximalizaldsa @-ban adott y
mellett. (2.4) miatt

L(6) = —Ina(0) + Ina(fly). (2.6)
A bederivalhatésagi feltételek miatt
2lna(Q) = L/ t(x) - 2t () . b(x) dx = E(t|0). (2.7)
90 7 all) Jx a
Hasonl6an
ana(my) _ / t(x) - 27 ) p(x) dx = E(t]y, ).
00 a(@ly) Ja)

(Ez csak tomor jelolés: A vektor szerinti derivalds eredménye a komponensek szerinti
parcidlis derivaltakbdl allé vektor.) Ezek segitségével (2.6) derivéltja

0
510 = ~E(t) + E(tly. ) (2.8)

alaku, aminek zérushelyét keressiik.
Nézziik most a kévetkezo iteraciot, melyben mér eljutottunk 8 m-edik becsléséig.

1. E-1épés: a paraméter 0™ értéke alapjan becsiiljiik a teljes adatrendszer t elégséges
statisztikajat a hianyos adatrendszerbdl

() = E(t]y, 6) (2.9)

a feltételes eloszlas alapjan (a példaban ezek a binomidlis eloszldsu véltozék becs-
lései);
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2. M-lépés: meghatdrozzuk 9"

megoldéasat, azaz

-et, mint a teljes minta likelihood-egyenletének

0
6 In f(x|0) = 0.
Hasznélva az exponencialis eloszlascsalad specialis alakjat, ez nem mas, mint a
0 (m)
— —Ina(@) +t"(x)=0 (2.10)
09
egyenlet, azaz (2.7) figyelembevételével az
E(t|9) = t™ (2.11)
egyenlet megolddsa lesz ™Y,
Amennyiben az iterdcié #*-hoz konvergdl, elég nagy m-re 87 = 9" = ¢* {gy

(2.9) és (2.11) alapjan
Etle") = E(tly,0")

teljestil, azaz (2.8) zérushelyét kapjuk.

Most még altalanosabban belatjuk, hogy az iteracié konvergal. Az altalanossag egy-
részt azt jelenti, hogy nem csupan exponencialis eloszlascsaladra szoritkozunk, masrészt
az M-1épés sem feltétleniil a teljes likelihood maximalizalasat jelenti, csak a célfiiggvény
novelését. Mivel informacidéelméleti fogalmakat hasznalunk, a természetes alapi loga-
ritmus helyett 2 alaput hasznalunk és log-gal jeloljiik. Ez nem jelenti az altaldnossag
megszoritasat, hiszen a hidanyos likelihhoodnak a # argumentumban valé maximalizalasa
arg max szempontjabol ekvivalens a likelihood fiiggvény barmely 1-nél nagyobb alapu
logaritmusdnak a maximalizélasaval. Igy a tovabbiakban L(#) = log g(y|6) lesz a maxi-
malizédlandé log-likelihood fiiggvény.

Tetszbleges 0, 0’ parra vezessiik be a

Q(01¢') = E(log f(x|0)]y.¢') = /X( )logf(XIQ)k(X!y,Q') dx (2.12)

fiiggvényt. Ezzel az iterdcié 8™ — 0™+ fazisa:

1. E-lépés: kiszamoljuk a Q(A0™) fiiggvényt a (2.12)-beli feltételes vérhaté érték
képzéssel (exponencidlis eloszlascsaladndl elég volt az elégséges statisztika feltételes
varhato értékét venni);

2. M-lépés: maximalizaljuk a Q(0]0"™) fiiggvényt 6-ban. Legyen
0" = arg max Q(0]0™)

és tegyiik fel, hogy #"*Y € ©. Exponenciélis eloszléscsalddnal ez a (2.10) egyenlet
megoldasat jelenti.
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Most belatjuk, hogy az algoritmus kovetkezo relaxacidja is konvergal: az M-1épésben
Q(0]6"™)-et nem feltétleniil maximalizéljuk f-ban, hanem csak noveljiik értékét az elézé

iteracidbelihez képest. Azaz Y olyan, hogy
Q™ I1e™) > Q8™ g™). (2.13)
Vezessiik be a
H(00) = Ellozk(xly. Oly.0) = [ logkixiy. Ok(xly. ) (21
y

jelolést.

2.1. Lemma
H(010') < H(¢'|¢)
és eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha k(x|y,0) = k(x|y,8") majdnem biztosan.

(Megjegyezziik, hogy H(0|0) a k(x|y, 8) eloszlas entrépidja.)

Bizonyitas: Alkalmazzuk a Jensen-egyenlttlenséget, melynek értelmében tetszoleges h
konvex fiiggvényre és els6 momentummal rendelkezé £ valészintiségi valtozora E(h(§)) >
h(E(¢)). Emiatt az f eloszlds relativ entrépidja a g eloszldsra [ f log£ > 0, ui. alkal-

mazzuk a Jensen-egyenlStlenséget a h(x) = —log(x) konvex fiiggvényre és az f eloszléds
szerinti varhato értékre:
/flogi = E(—logg) > —log(E(g)) = —log/gf =—logl=0. (2.15)
g f f f
Mivel

/ / / k(X‘y7Q/) /
H@WY) — H(O)) = / log "W L)1 1y 07) dx.,
xy)  k(x|y,0)

nem mas, mint a k(x|y, @) eloszlas relativ entrépidja a k(x|y, @) eloszldsra nézve, gy
a lemma értelmében nem-negativ. Az integral pontosan akkor 0, ha a nem-negativ
integrandus majdnem biztosan 0, azaz a logaritmalandé hanyados majdnem biztosan 1.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

2.2. Definicié A 0D = M (™) iterdcid dltaldnositott EM-algotitmust (GEM) defi-
nidl, ha

QM(9)|6) = Q8l0),  V8eo.

Tehét (2.13) fennalldasakor GEM algoritmusunk van.
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2.3. Tétel Tetszoleges GEM algoritmusra
L(M(9)) = L(0),  V8€®,

ahol egyenléség pontosan akkor dll fenn, ha k(x|y, M(0)) = k(x|y,0) és Q(M(0)|0) =
Q(0|0) majdnem biztosan teljesiilnek.

Bizonyitas: El6szor is

Q(01¢') — H(0]¢') = E(log(f(x]0) — log(k(x[y,0)ly,¢) = E(log(g(y[0))]y,0') (2.16)
= log(g(yl0)) = L(0), (2.17)

mivel log(g(y|@)) mérheté y-ra. Ezutdn
L(M(8)) — L(0) = [Q(M(0)]0) — Q(0]0)] + [H(€]0) — H(M(8)|0)] = 0,

mivel az elsé Szogletes zardjelben allo mennyiség nem-negativ a GEM definicidja miatt,
a masodikban &ll6 pedig a lemma miatt. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Ha a likelihood-fiiggvény korlatos, akkor a GEM — mivel minden iteraci6s 1épésben
noveli (nem csokkenti) a likelihood-fiiggvény értékét — konvergdl, és exponencidlis elosz-
lascsaladnal lattuk, hogy a fixpont a likelihood-egyenlet megoldasat adja. A likelihood-
fiiggvényre tett tovabbi folytonosségi és differencialhatésagi feltételek, tovabba a para-
métertér konvexitdsa esetén belathatd, hogy az iteracié a likelihood-fiiggvény egy lokélis
maximumhelyéhez konvergal ©-ban, ami egyértelmiiség esetén globalis maximumhely is.
[5] cikkben mondjék ki ehhez a pontos feltételeket. Ha ilyen feltételek nincsenek, [3]-ben
példakat mutatnak egyéb eshetéségekre (pl. nyeregpont).

A [1] monografidban Csiszar Imre bebizonyitja, hogy az EM-algeritmus nem maés,
mint egy alterndlva minimalizalé eljaras az I-divergenciara. A P és Q eloszlasok I-
divergencidja a (2.15)-beli relativ entrépia azzal a kiilonbséggel, hogy itt a két eloszlas
ugyanazon a véges tarton értelmezett diszkrét eloszlas:

D(PIQ) = 3 P(a) log -2

Q(a)

Az I-divergencia nem szimmetrikus az argumentumaiban, viszont az euklideszi tavolsag-
hoz hasonlé tulajdonsagai vannak. Ezeken alapul az az 4allitas, hogy az EM-algoritmus
soran

D(P1|Qo) > D(P1]|Q1) > D(P2|Q1) > D(P,|Q2) > ...,

ahol a Q felvett kezdeti eloszlasbol kiindulva Q,Qs,... rekonstrudlja a teljes min-
ta ismeretlen eloszldsat, mig P,, = Eg,, ,(x|y) a teljes minta hidnyosra vett feltételes
vérhaté értéke, amennyiben a teljes minta eloszldsa Q,,_1. A [1] jegyzetben a szerzék
bebizonyitjak, hogy a fenti eljards konvergal az ismeretlen valédi Q eloszlashoz, mivel a
nem-negativ I-divergencia minden lépésben csokken (nem novekszik). (Itt most altala-
nosabban, nem a paramétert becslik, hanem magat az ismeretlen eloszlast, azaz az EM
algoritmus nem-paraméteres verzidjat kapjuk.)
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2.3. Alkalmazasok

Gyakori feladat a tobbdimenzids normalis eloszlds paramétereinek becslése hianyos ada-
tokbdl. Pl. adatrendszeriink péacienseken mért folytonos véltozok értékeit tartalmazza
(pl. testmagassig, testsuly, vérnyomds), de bizonyos paciensek bizonyos mért értékei
hidnyoznak (nem vették fel vagy elvesztek).

1. E-lépés: a paraméter valamely 0™ értéke alapjdn becsiiljiik a hidnyzé adatokat
feltételes varhaté érték képzéssel.

2. M-1épés: az igy kiegészitett teljes adatrendszerben a jol ismert médon maximum
likelihood becslést hajtunk végre a paraméterekre (mintaatlag ill. empirikus kova-
rianciamétrix).

Azonban nem feltétleniil a mérések hianyosak, lehet, hogy valamit meg sem néztiink,
pl. elfelejtettiik, hogy a paciensek mely betegcsoportbdl valok, vagy éppenséggel most
szeretnénk 1j diagnosztikai csoportokat definidlni (a latens véltozé véges értékkészletii).

Adatbanyaszatban nagy mintéaknal el6fordul, hogy a mintaelemek bar fiiggetlenek,
nem azonos eloszlasuak. Ilyenkor gyakran feltessziik, hogy nem homogén mintank kiilén-
boz6 (paraméterti, de azonos tipusi) eloszldsok keveréke, azaz a stirtiség/suly-fiiggvény
véges sok kiilonb6zé paraméterii siirtiség /sulyfiiggvény szuperpozicidja.

2.3.1. EM-algoritmus normalis eloszlasok keverékfelbontasara

Gyakran folytonos sokasagbdl szarmazé mintank empirikus stirtiséghisztogramja tobb
kiugré cstuccesal rendelkezik; dgy néz ki, mint Gauss-gorbék szuperpozicidja. (Pl. folydk
vizszintjének tetézési értékei megfelelhetnek a tavaszi és nyar eleji arhullamnak; vagy
a forgalomban levo részvénymennyiség a tészdén nyitas utan és zaras el6tt mutat egy-
egy cstcsot, ezeket szeretnénk sok nap 8-9 6rds adatai alapjan szétvalasztani.) Ilyenkor
keressiik a komponensek paramétreit és aranyat. Az EM-algoritmus szemléltetéséiil egy
[6]-beli példat ismertetek két komponens szétvalasztasara.

Hattéreloszlasunk valtozéjat jelolje Y, amely az Y; és Y, Gauss-eloszlasu valtozok
keveréke, ahol a keverési aranyt a A Bernoulli-eloszldasu hattérvéltozé jeloli. Amennyiben
A a 0 értéket veszi fel, az els6 (V) éltal képviselt), amennyiben az 1 értéket veszi fel, a
méasodik (Y5 dltal képviselt) Gauss-eloszlds van érvényben. Tehéat modelliink a kovetkezo:

ahol a modell paraméterei: (p;,07) az j-edik Gauss-eloszlds paraméterei (j = 1,2) és
7 a latens Bernoulli-valtozé paramétere (A az 1 ertéket 7 valdszintiséggel veszi fel, a 0

ertéket pedig 1 — 7 valdsziniiséggel). Azaz
Q = (,ula O'%, K2, O'%, 7T>'
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Y strtségfiiggvénye tehat
9(wlo) = (1 = m) fi(y) + 7 f2(y),

ahol f; a (u;,07) paraméterti Gauss-siiriség. Amennyiben n-elemii fiiggetlen minténk
realizaltja az yq, ..., y, mért értékekbol all, a likelihood-fiiggvény

n

9(y10) = [T 9(wile) = [T 11 = m) fi(w:) + 7 fo(wi)]
=1 =1

alaku, melyet vagy melynek logaritmusat maximalizalni §-ban bonyolult feladat. Ezért a
kovetkezé iteraciot hajtjuk végre. (Osszhangban az elméleti meggondoldsokkal, itt is g a
hianyos minta likelihoodja. A teljes minta likelihoodja a két csoport kétféle likelihoodja-
nak a szorzata lenne, de ezt nem tudjuk felirni, mert nem ismerjiik az egyes mintaelemek
csoportba tartozasat.)
0. Inicializalas. A paraméterekhez kezdoértéket rendeliink:
00 = (1, 07" s, 03", 7).

(Pl. 7 lehet 1/2, a két varhat6 érték lehet két szélséséges érték, a szérasok mind-
egyike pedig az empirikus.) Tehat m := 0 és tegyiik fel, hogy mar eljutottunk a

g — (’ugm) Uf(m),ugm) g(m)jﬂ.(m»

jon:
1. E-1épés: kiszamoljuk az egyes mintaelemek ,részardnyat” a kétféle eloszldasban,
azaz az E(A|Y = y;) feltételes varhato értéket, ami A Bernoulli-eloszlasa miatt a P(A =

iteraltig. A kovetkezo lépésben E-M bels6 ciklus

1Y = y;) feltételes valdsziniiséggel egyezik meg és 7r§m+1)—el jeloljik (7 = 1,...,n).
Mindezt a hidnyos adatrendszer és a paraméter kezdeti eloszlasa alapjan tessziik a Bayes-
tétel folytonos eloszlasokra adaptalt verzidja segitségével:

(m) m)
D) _ ™ £ () - (i=1,...,n), (2.18)
(1 —mlm )fl ( i)+ 70 £ (i)
ahol fj(m) jeloli a g paraméter alapjan szamolt j-edik Gauss-stirtiséget (7 = 1,2):

(J?u

2V 27mj(-m) .

2. M-Iépés: kiilon-kiilon maximalizaljuk a teljes mintat jelenté kétféle Gauss likeli-
hoodot, aminek megoldasa jol ismert, csak itt a mintaelemeket részesedésiik aranyaban
szamitjuk be a kétféle becslésbe:

n m+1
,u(m+1) _ Zi:l(l - 771‘( * ))yi
1 - n +1
S (1= w" )
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n m+1 m+1
p2m+t) _ i (L= m ™) i — ™)

D VIR e
illetve (m41)
(m+1) Z?:l P Yi
n_(m+1l), (m41)\2
O_%(m-i-l) _ Zi:l T (yl ) ) (Z — 1’ L ,n),

Zn W(m+1)
=1 "1
A fenti E-M 1épés egy iteracios 1épést jelentett. Ezutan legyen

n

Amt1) % 3 D)
i=1
a Bernoulli-paraméter elsé iterdacidés becslése a mintaatlagaval, m = m + 1 és ismé-
teljiikk meg a fenti 1. és 2. lépést. Elég sokszor ismételve az eljdrdsbeli 6™ sorozat
(m =1,2,...) konvergalni fog, hacsak valami rossz inditds miatt nem ragad le rogton az
elején (pl. a két normadlis paraméterei megegyeznek és 1/2-1/2 eséllyel valasztjuk 6ket).
Konnyt elképzelni, hogyan bonthatnank fel mintankat ketténél tébb, de adott szamu
normadlis eloszlas keverékére (altaldban annyira, ahdny ,pupd” az empirikus stirtiséghisz-
togram).
Végezetiil a pontok osztalyozhatdk az algoritmus paraméterei alapjan: az . pontot
az els6 osztalyba soroljuk, ha m; < 0.5, és a masodikba, ha m; > 0.5, ahol m; a (2.18)-beli
érték, amit az utolso iterdciéban kapunk (i = 1,...,n).

1. Példa Generalunk véletlen szamokbdl 100-100 elemt normalis eloszldsi mintat,
melyeknek varhato értékei és szorasai rendre:

H1 :1701:27

M2:5,0'2:2.
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Q.40

0.8
0.34
032
0.30
028
026
024
022
0.20
0.18
0.8
014
012
010
0.08
0.06
0.04
0.02

0.00
T

040
038
038
034
032
030
03
025
024

020
013
iR L]
o4
o2
010
oos
0.06
ons
ooz
0.00

A két minta slriséghisztogramja

‘l" * ”~ 5
i + 4
+ +
* *

ul % u *

* *

+ * * *

+ +
t + t +
+ ¥ + '
¥ ¥
* "
* + * +
+ .
# + F Y
f R ! %
& + 2 -
+ ha *
# e, +,
" st ra
++ - ++ T + & N e 5
T T T T T T T T T T T T
-2 1 1] 1 2 3 4 5 6 7 a 0
osztalyozas *+4+41 +++5

Keverék a két eloszlashdl 0.6 paraméter( Bernoulli-eloszlas alapjan

L

Az iteracio |Iépései konvergenciaig

0. lépés |1. lépés |2. Iépés |3. Iépés |a. lépés
T 0,5000 0,58 0,59 0,59 0,59
p,| 08000 105 1,05 104/ 104
0y 1,8000 2,01 2,07 2,08 2,08
p2 5,1000 5,07 5,05 5,03 5,02
0y 2,2000 19 1,88 1,88 1,89
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5
L +n
+ll1
3
—‘—g‘]

2 e T—— = = — W

=l

Keverékfelbontas eredménye

0.38 L #ty
4
036 "

ooztalyozas t+++1  +++5

2. Példa Generédlunk véletlen szamokbdl 100-100 elem@ normaélis eloszldsi mintat,
melyeknek varhato értékei és szorasai rendre:

M1 :170-1:2a

Mo = 10,0’2 =4,
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A két minta slir(iséghisztogramja

L

", -

Az iteracio lépései konvergenciaig

0. lépés |1. lépés |2. lépés |3. lépés (4. |épés
h18 0,6000 0,63 0,65 0,66 0,67
Hy 0,2000 0,77 0,84 0,96 0,96
a; | 1,8000 141 1,43 1,51 1,57
w2| 95,0000 9,17 9,25 9,43 9,48
O3 2,9000 3A 3,58 3,63 3,63
10
G
R’
i
+n
G
=11
5
==l
4
. : : ; —|2
__._._._._.—l-._"T_
3 i 2
2 [
T e = A
1
D T T T T 1
0. lEpes 1. lépés 7. lepés 3. lépés 4. lépés
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Keverékfelbontas eredménye

A példak, webes feliileten is megtekinthetoek.
http://calculus.hu/autograph /em.html

2.3.2. EM-algoritmus polinomialis eloszlasok keverékfelbontasa-
ra

Megfigyeléseink itt két véges halmaz elempdrjaira vonatkoznak. Kis médositassal a [7]-
beli algoritmust ismertetem, melyet ott latens osztalyozasi modellnek vagy kollaborativ
filterezésnek (egyiittes szliresnek) neveznek. A hidnyos mintatér X x Y, ahol X =
{z1,.. ;20 }, Y ={y1,. .., ym} és az x;,y; parokra egyiittes megfigyeléseink vannak egy
n X m-es kontingenciatabla formédjdban, melynek elemei v(z;, y;), ezek nem-negativ (nem
feltétlentil, de altalaban) egész szamok. Pl. szemszin — hajszin esetén v(x;,y;) az x;-vel
kédolt szem- és y;-vel kédolt hajszini emberek gyakorisdga a mintaban; mozibajarok —
mozifilmek esetén v(z;,y;) azt jeloli, hogy x; néz6 hanyszor latta az y; filmet (gyakran
0 vagy 1); internetes adatoknal kulcssz6 — dokumentum, felhaszndlé — dokumentum;
banki adatoknal banki rendszerbe valé fizikai belépés id.-je — accountra vald belépés id.-
je; pénzforgalmi adatoknal lehetséges atutalék — lehetséges kedvezményezettek. Utobbi
esetben v(z;,y;) jeloli az x; altal y;-nek atutalt Gsszeg nagysagat (pl. ezer Ft-ban) vagy
az x; — Yy; tranzakci6é gyakorisdgit egy adott iddszakban. Itt X = Y a bank Osszes
igyfele, de a kontingenciatabla altalaban ekkor sem szimmetrikus.

Tehat a kontingenciatabla adott, azonban a v(z;, y;) szdmok rendszerét hidnyos adat-
rendszernek tekintjiik, mert nem tartalmazza a kapcsolat /tranzakcié mogotti szandékot,
melyet latens valtozonak tekintiink. Ez egy diszkrét hattérvaltozé a Z = {z1,..., 2k}
értékkészlettel, k rogzitett és joval kisebb, mint n vagy m. A szemszin — hajszin példa-
ban adatrendszeriink lehet kiilonb6zé tipusi orszagok adatainak keveréke (pl. skandinév,
kozép-eurépai, mediterran); mozibajarék — mozifilmek esetén a latens valtozo a filmnézés
ill. filmek kiilonbozo fajtait jelolheti: pl. miivész-, dokumentum-, kommersz filmek ill.
ilyen filmekre orientélt néz6k (maguk a nézok ill. filmek sem egységesek, bizonyos arany-
ban tartalmazzak ezeket az orientdciokat); a pénzforgalmi példdban latens valtozo lehet
az atutalds szandéka (pl. csaladi, iizleti vagy pénzmosas, ekkor k = 3). Célunk az, hogy
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ezen szandékok szerint szabdaljuk fel az egyes atutaldsokat és kisztirjiik a gyanis szan-
dékokhoz leginkabb kéthetd x;,y; parokat. A [7] cikk példdjédban filmnézési szokdsokat
vizsgélnak.

Modelliink a kovetkezo:

k k

p(wiy;) = > ol ylz) - m(z2) =Y plwilz) - ply;lz) - 7 (2),

=1 =1

ahol a panzforgalmi paldaval élve p(z;,y;) jeloli az x; — y; atutalds valdszintiségét,
7(z) a z szandék a priori valészintliségét, és feltessziik, hogy adott szdndék mellett
p(xi,yil2) = plxi|z) - p(y;lz), ami a két irdnyd pénzforgalom adott szandék melletti
feltételes fiiggetlenségét jelenti.

A modell paraméterei a m(z;) valészintiségek (I =1,...,k) és a p(x;|z), p(y;|z) felté-
teles valészintiségek (i =1...,n;7=1,...,m; 1l =1,... k). Ezeket f-ban fogjuk 6ssze.
Célunk a kovetkez6 hidnyos likelihood maximalizalasa, mely polinomidlis eloszlasok ke-

veréke:
S n(a) - [T [T sl

=1 i=1j=1

ahol a feltételes cellaval6szintiségek (melyek a modell szerint szorzat alakiak) kitevéjében
a cellagyakorisdgok adott szandék melletti értéke all (nem feltétleniil egész szamok), ¢
pedig csak [-tél fiiggd konstans (polinomidlis egyiitthatd, vagy nem egész kitevok esetén
[-fiiggvényeket tartalmaz).

Becsiiljiikk a paramétereket az EM-algoritmus segitségével!

0. Inicializdlds. A paraméterekhez kezdSértéket rendeliink: 7 (z), p©(x4]z),
PO (y;]21). t:=0, tegyiik fel, hogy mar keziinkben van a 6@ iteralt.

1. E-lépés: kiszamoljuk a hidnyzé szandék feltételes varhato értékét a hianyos adat-
rendszer alapjan. Ezt a kovetkezo feltételes (a posteriori) valészintiségek rendszere defi-
nidlja a Bayes-tétellel:

P (@i yila) 7 (=)  pO@ila) - pW(ysla) -7 ()
S oy PO (s, yslav) - 7O (z) iy pO (ail2)p® (yslz) - 70 (20)

2. M-lépés: kiilon-kiilon maximalizaljuk a k£ db. polinomidlis eloszlas paramétereit,
azaz rogzitett [ esetén keressiik a

P (z|z, ) =

V(»'%yj)-p(”l)(zzl%yyj)

a [ [T (i ysl2) "

i=1 j=1

fiiggvény maximumat, ahol a feltételes cellavaléoszintiségek kitevéjében a cellagyakorisa-
gok adott szandék melletti értéke 4ll (Bayes-tétel a gyakorisagokra), a nevezében allé h;
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csak [-t6l fiigg (a szamlédlébeliek i, j-re vett Osszege). A feltételes fiiggetlenséget kihasz-
nalva és atrendezve maximalizalni akarjuk a

1
h

vz ,yi) pCTD (2|2
a HH{p($i|Zz) plyj|z) o) P Gl

i=1 j=1

kifejezést a p(x;|2), p(y;|z) paraméterekben. Rogzitett l-re (I =1,...k) elég a szogletes
zardjelben all6 specidlis polinomidlis likelihood maximumat venni. A specialitas abban
all, hogy a kapcsos zardjelbe foglalt valdszintiségek szorzat alakiak és a kitevobei csonkolt
gyakorisdgokkal dolgozunk (Bayes-tétel megfeleloje a gyakorisagokra). Atrendezve és
ismerve a klasszikus polinomidlis likelihood maximumat, a paraméterekre a kévetkezd
becslés adodik minden [ =1, ...,k esetén:

Z;’I:I V(xia y]) ' p(t+l) (Zl|'ri7 y])
D i1 2y V(@i yg) - U (2], yj)

p(H_l)(xi‘zl) - (7’: 1,--.,”)

illetve

P (y;lz) = > i V(@i ys) - p Y (i, ) G=1,...,m).
’ >t 27:1 v(i,yy) - U (2], yyr) 7

Ezutén legyen

B D i 2yt P (]2, y5)

7_‘,(Hl) (Zl) : —

(l=1,...,k)
a szandékok valoszintiségének kovetkezo iteracios becslése, t :=t + 1 és jra megtessziik
az 1. — 2. 1épést. Ezt elég sokszor ismételve a 8 sorozat konvergélni fog #*-hoz barmely
értelmes kezdés esetén. (Ertelmetlen kezdés, ha az a priori valoszintiségeket egyenlének
valasztjuk. Ekkor az elso lépésben a marginalis valészintiségeket kapjuk, s ezeknél az
iteracio le is ragad.)

Ezekutdn — pl. a pénzforgalmi példaval élve — ha valamely [-re 7*(z;) ,kicsi”, de a
p*(xilz1), p*(y;|z1) feltételes valdszintiségek kozt vannak szignifikdnsan ,nagyok”, akkor
ezek az x;,y; parok , gyanisak”, akdrcsak a hozzdjuk tartozé z; szandék.

2.3.3. EM-algoritmus grafok klaszterezésére

Most a statisztikai minta egy n cstucson értelmezett egyszeri graf n x n-es, szimmetri-
kus szomszédsagi matrixa. Jelolje ezt A = (a;5), ahol a;; = 1, ha i ~ j (i # j) és 0,
kiilonben; a; =0 (i = 1,...,n). A kovetkezd, sztochasztikus blokk-modell paramétereit
fogjuk becsiilni (a modellt a [1] cikkben vezették be, de ott nem-paraméteres szempont-
bdl térgyaltdk). A paramétereket most a [2] cikk alapjén becsiiljikk az EM-algoritmus
segitségével.
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e Adott k egészre (1 < k < n) a cstcsok fiiggetleniil tartoznak a V, klaszterekbe 7,
valészintiséggel, a = 1,...,k; > 0 _ 7, = L.

o V, és V} csucsai egymastdl fiiggetleniil,
P(i~jlie Vi€V =pw, 1<a,b<k
valészintiséggel vannak 6sszekotve.

A modell paramétereit a @ = (my,...,7) vektorba és a k X k-as, szimmetrikus
P = (pwy) métrixba foglaljuk ossze. A teljes valészintiség tétele értelmében a likelihood
fiiggvény:

Z TqTh H pz;j(l — pab (1 a” = Z TaTp pZZb . (1 _ pab)(nab_emb)7

1<a,b<k 1€CG,FECY,i] 1<a b<k

amely binomidlis eloszlasok keveréke, ahol ey, jeloli a V, és V, klaszterket 6sszekoto
élek szamat (a # b), eqq pedig a tisztdn V-beli élek szdmanak a kétszeresét; tovabba
Nap = |Va| - Vo] ha a # b és nge = |Vao| - (|[Va| = 1), a = 1,. .. k a lehetséges élek széma.

Itt A egy hidnyos adatrendszer, mivel a csicsok klaszterbe tartozasat (tagsdgat)
nem ismerjiik. Ezért az A adatmétrixot a cstcsok Aq,..., A, un. tagsagi vektoraival
egészitjiik ki, melyek fiiggetlen, azonos k-dimenziés Poly(1,m) véletlen vektorok. Még
pontosabban, A; = (Ay;, ..., Ag), ahol Ay, = 1 ha i € V, és 0, kiilonben. Ezért A;
koordinédtdinak osszege 1, és P(A,; = 1) = m,. Ezzel a fenti likelihood fiiggvény az

1 Z 4T _p(%i,j:i;ﬁj AqiApjaij . (1 . pab)zi’j:i# AgiApj(1—ayj) (2.19)

1<a,b<k

alakot 0lti, és ezt maximalizaljuk az EM-algoritmus alterndlé E és M 1épéseiben.
Megjegyezziik, hogy a teljes likelihood a

n k
IT #i (1=pan) o) = TTTT [Tl ™" - (1 = paa) B 200 (2.20)

1<a,b<k a=11=1 b=1

kifejezés négyzetgyoke lenne, ami azonban csak ismert tagsagok esetén alkalmazhaté.
A kezdé 7@, PO paraméterekbél és A” .. A tagsagi vektorokbdl kiindulva, a
t-edik iteraciés 1épés a kovetkezd (t =1,2,...).

E -1épés: kiszamoljuk A; feltételes varhato értékét a (t — 1)-edik 1épésbeli modell
paraméterek és tagsagok (az M~ Y-el jelolt koriilmények) alapjan. A Bayes-tétel
értelmében, az i-edik cstucs részaranya az a-adik klaszterben:

P(MED|A, =1) - 7Y

(t) JagE=1)y _ (t—1)
Al )= P8 1|M ) Zz  P(M (t_l)’Alizl)'Wl(t_l)

az
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(a=1,...,k;i=1,...,n). Lathaté, hogy minden i-re 7TC(L?

ahol

a szamlaléval aranyos,

k
P(M(t_1)|Am- — H S A Vaij (1— pggl))zj:#i ) (2.21)
b=1

z (2.20) likelihood i-edik csticesal kapesolatos része a A,; = 1 feltétel mellett.

M -lépés: az Osszes a, b parra kiilon-kiilon maximalizaljuk azt a likelihoodot, mely a
mintaelemeket a klaszterekben valo részaranyukban veszi figyelembe:

() ()

) .
isgeis Tai Ty %3 )iy o iy (1=is)

pab : (1 - pdb
maximumhelye p,-ben a binomidlis likelihood szabdlya szerint:
®)_ ()
® _ Zi,j:i;ﬁ] Tai Ty Aij
" Zi,j:i;ﬁj 772?715? ’

ahol az a és b klasztereket Osszekoto éleket végpontjaik részardnyaval szorozva
vessziik figyelembe. Legyen P®) = (pgb)) szimmetrikus matrix.

1<a<b<k,

m maximum likelihood becslése a t-edik 1épésben a 7 vektor, melynek koordinatai
=1 =S 7T (a =1,...,k), mig a A; tagsdgi vektor maximum likelihood becslését

diszkrét max1mahzéléssal kapjuk: As;) =1, ha 71'6(;) = MaxXpe(l,... .k} WZEE) és 0, kiilonben.
(Ha nem egyértelmi, akkor a kisebb indexti klasztert vélasztjuk.) = ilyen vélasztésa
csokkenti (2.19) értékét.

Megjegyezziik, hogy elég a tagségokat csak az iteracié végén meghatdarozni, és (2.21)-
ben 7T(t Vg helyettesiteni A helyére, ahol ﬂé?) = Al()(;.).

A fentl algoritmus is a [ ] cikkbeli Uin. kollaborativ filterezés specidlis esete, és az
EM-algoritmus altalanos elmélete alapjan konvergél, hiszen ismét exponencialis eloszlas-
csaladban vagyunk.
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3. fejezet

Az ACE-algoritmus altalanositott
regressziora

LAkdr egy halom hasitott fa,
hever eqgymason a vildg,
szoritja, nyomja, osszefogja
eqgyik dolog a masikat
s igy mindenik determinalt.”
(Jozsef Attila: Eszmélet, IV. ciklus)

A Breiman és Friedman altal kifejlesztett algoritmus [3] az alabbiakban vézolt alta-
lanos regresszids feladat numerikus megolddséara szolgal igen tdg keretek kozott (katego-
rikus adatokra, idésorokra ugyanigy alkalmazhat6, mint olyan tébbvaltozos adatokra,
ahol a véltozok egy része abszolut folytonos, mas része diszkrét; ilyen szituaciok gyakran
el6fordulnak az adatbényészatban).

Az Y fiiggé és az X, ..., X, fiiggetlen valtozéknak keresendék olyan ¥, ®4,...,®,
mérhetd, nem-konstans valds értéki fiiggvényei (szkorjai), amelyekkel

(U, dy,...,0,)=E @(Y)-Zcpj(xj)] /D?(T(Y))

minimélis adott {(yg, Tk1,...,2kp : k = 1,...,n)} adatrendszer alapjan. Valdjaban
feltételes minimumot keresiink a D?(U(Y)) = 1 feltétel mellett.
Linedris transzformdciokkal elérhetd, hogy E(¥(Y)) = E(®1(X;)) = --- = E(®,(X,)) =

0 D?(¥(Y)) =1 legyen.

Amennyiben a valtozdk egyiittes (p + 1)-dimenziés eloszldsa ismert, az algoritmus a
kovetkezé. Legyenek W) (Y), c1>§0) (X1)y-- -,y (IDI(,O) (X,) a feltételeknek eleget tevd kezdeti
fiiggvények. Az iterdcié t)-edik 1épése (mindig csak egyik fiiggvényt valtoztatjuk):
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1. Rogzitett o (X1)y---, o) (X,) esetén

E(Y0_, (X)) |Y)

V() = S -
D ( j=1 (I)j (Xj) | Y)

2. Rogzitett WD (V) oD (x)), . oV (X, ), 00 (Xips), ..., 8 (X,) esetén

i—1

7

p
(" (X;) :=E<[w<t+l><Y>— o (X) - Y @EWXJ-)HXZ-), i=1....p.

1 j=it1

J

Vildgos az algoritmus elnevezése: ACE=Alternating Conditional Expectation (fel-
véltva torténd feltételes varhaté érték vevés).

Ennek az iteracionak a konvergencigja helyett a szerzok ennél egy altaldanosabb algo-
ritmusnak a konvergencigjat latjak be (in. dupla-ciklus iterdcié: az 1.  kiilsd” iteracid
minden 1épésében a 2. ,belsd” iterdciét folytatjak konvergencidig, majd visszatérnek a
kiils6 ciklusba, amig az is nem konvergél).

A hagyomanyos tobbvaltozés regresszié linearis kapcsolatot tételez fel a valtozok kozt
(ez tobbdimenzis normalis hattéreloszlas esetén jogos is), ha pedig tudjuk, hogy a vélto-
z6k kozt milyen fiiggvénykapcsolat all fenn, linearizald transzformaciokat alkalmazunk.
Itt magukat a linearizal6 transzformacidkat is keressiik, melyek hatdsa utdn a fligg6 és
fiiggetlen valtozok kozt kozel linearis fiiggvénykapcsolat alakul ki.

Toébbdimenzids adatsorok esetén az egyik valtozo lehet maga az id6. Ennek a valtozé-
nak az optimalis transzformacidja azt az id6transzformaciot adja, mely a leginkabb Gssze-
fiigg a tobbi valtozd idobeni profiljaval. Megjegyezziik még, hogy az ACE-algoritmusbeli
sorozatos feltételes varhaté érték vevés rokonsagot mutat a Kalman—Bucy-féle szilirés
algoritmusaval.

3.1. Elméleti megfontolasok

A konvergencia bizonyitasa egy altaldnos Hilbert-terek kompakt linearis operatoraira
vonatkozo tételen alapul.

Legyen (£, n) valds értéki valoszintiségi valtozépar — egyikiik sem konstans 1 valdszi-
niiséggel — az X x ) szorzattér felett W egyiittes és P, Q marginalis eloszlasokkal. Tegyiik
fel, hogy & és n fiiggdsége regularis, azaz W egyiittes eloszlasuk abszolut folytonos a a
P x Q szorzatmértékre, és jelolje w a Radon—Nikodym derivéltat, 1d. [4].

Jelolje H = Lyo(§) ill. H' = Ly(n) £ ill. n 0 varhatd értékil, véges variancidju
fiiggvényeit a P ill. Q eloszlasok szerint. H és H' Hilbert-terek a kovariancidval, mint
skalarszorzattal és altérként bedagyazhatok a szorzattér feletti Lo-térbe.
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Legyen K : X x Y — R magfiiggvény olyan, hogy
| [ i) Q) < 0. (3.1)
xJYy

Ezzel egy A : H' — H linedris operator (integral operator) definidlhaté a kovetkezOkép-
pen: a ¢ € H' fiiggvényhez A azt a ¢ € H fiiggvényt rendeli, melyre

v(a) = (40)(e) = [ Koy)o(s) Q). w e .
Y
A linearitdsa miatt ¢ varhato értéke 0, és konnyt latni, hogy variancidja véges, tovabba

[l < I -9l < oo,

ahol ||.|| a megfelel6 térbeli Lo-normat (szérast) jeloli. Ezért A operdtornormajara:
1A} = sup [Ag] < [IK1]- (3:2)

A fenti Lo-terek szeparabilis Hilbert-terek, és (3.1) miatt A Hilbert—Schmidt operétor,
igy kompakt (teljesen folytonos) is. Ezért 1étezik a kovetkezo szinguldris érték felbontdsa:

A= si diy i,
=1

ahol (.,.) jeloli a megfelelé Hilbert-térbeli skaldris szorzatot (kovariancidt), s; > so >
-+ > 0 valds szingularis értékek, melyek egyetlen lehetséges torlédési pontja a 0; a ¥;, ¢;
fiiggvényparok pedig megvalaszthaték tgy, hogy {v;}2, C H és {¢;}2, C H' teljes
ortonormalt rendszer legyen. Ennél kicsit tobb is igaz:

o0
> st =IIK]3 < oo,
i=1

ami maga utan vonja, hogy lim; ., s; = 0. A adjungdltja (valésban transzponéltja):

o0

Al = Z 5i(., Vi) H i,

=1

és
Api = sihi, AT =sid, i=1,2,...,

tovabba s; A és AT spektrdlnorméja.
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A szimmetrikus esetben w(z,y) = w(y,x), x € X, y € Y. Ekkor £ és n azonos
eloszlasuak (de nem fiiggetlenek, hiszen egytittes eloszlasuk W), ezért H és H' izomorf
abban az ertsebb értelemben is, hogy tetszéleges v € H wval. valtozéhoz van olyan
W' € H' val. valtozé és megforditva, hogy v és 10" azonos eloszlasiak. A Hilbert—Schmidt
tétel [0] értelmében a A : H' — H onadjungalt (valésban szimmetrikus) kompakt linedris

operator spektralfelbontasa
i=1

valds sajatértékekel, melyek egyetlen lehetséges torlodasi pontja 0, és a 1,9, ... sa-
jatfuggvények olyanok, hogy v; és 1. azonos eloszlasiak W egyiittes eloszlassal. (A
szingularis értékei a sajatértékek abszolut értékei, és a Hilbert-Schmidt tulajdonsagbdl a
kompaktsag kovetkezik. )

Ha a magfiiggvény. maga w, akkor a feltételes varhaté érték képzés operatorat kapjuk:

I%JT%H,szszWM%fmeAw@wdw@@)
%wH%Hx¢=aw=Mwm,mwzlwmwwwmmy

Nyilvdn PL = Py és megforditva, hiszen

(Px¢,V)g = (Pyy, o) = Covy(¥, ¢), (3.3)

ahol a Covy kovarianciafiiggvény olyan, hogy

Covi(@,d) = [ (@)d(y)W(dz dy) = //w £, )Q(dy)P(dz).

XxY
/){/yw%m,y)@(dy)l?’(da:) < 0. (3.4)

Diszkrét {w;;} eloszlds és {p:} (pi = >_;wij), {¢;} (¢ = D wi;) margindlisok esetén

(3.4) jelentése:
Wy zy
2.2 (pij) o =2 2 gy

Tegyiik fel, hogy

i€X jey i€X jeY
mig abszoh’lt folytonos eloszlés esetén, ha f(x,y) az egyiittes, fi(z) (fi(z) = [ f(z,y) dy)
és f2(y) (f2(y) = [ f(z,y) dx) a margindlis siiriségfiiggvény, akkor (3 4) jelentése:

//<f1 )fl( ) foy) dz dy = //f12 jdudy < oo.
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Ilyen feltételek mellett Py és Py Hilbert—Schmidt operatorok, kompaktak, és szingu-
laris értékfelbontasuk (a tovabbiakban SVD):

=2 sl oot Py—Zs i) (3.5)

ahol 1 > s1 > s9 > --- > 0, hiszen Py and Py megszoritott ortogonalis vetitések egyik
margindlisrél (nem az egész térrdl) a mésikra. Py a H'-beli konstans 1 valészintiségi val-
tozot a H-beli konstans 1-be viszi, de ezeket nem tekintjiik fiiggvény parnak 1 szingularis
értékkel, mivel nem 0 varhato értéktiek. Ezeért 1-et le kell vonni a magbdl. A

/X /y i) — 1P Qdy)B(dr) = 3 o7 < oo

mennyiséget Rényi négyzetes kontingencianak nevezte.
Specidlisan, ha W szimmetrikus (H és H' izomorf), akkor (3.3) miatt Py = P
onadjungalt:

<PX¢7 w>H = COVW(¢7 w) = COVW(w7 ¢) = <wa7 ¢>H’
Py : H — H spektralfelbontésa:

PX—Z)\ H’¢za

ahol |\;] <1 és
P szl' = A,
ahol v; és ¢ azonos eloszlasiak.
A Rényi altal is vizsgdlt mazimadlkorreldicio feladata a kovetkezd: keresendd ¢ € H,

¢ € H' ugy, hogy korrelacidjuk a W egyuttes eloszlas szerint maximalis legyen. Kompakt
operatorokra vonatkozé szeparacios tételek miatt

C ) =
e, Covm(v, @) = 51

és eléretik a 11, ¢y paron.
Ekvivalens feladat:

. 2 . 2 2 _ _
pin v —of"= min_ (017 +[16]" = 2Covw (v, ¢)) = 2(1 = s1).

Tudjuk, hogy rogzitett ¥ € H esetén az E(¥ — ®)? egyiittes eloszlds szerinti varhaté
értéket a & € H' valdszinliségi valtozok korében a & = E(W|n) feltételes varhaté érték
minimalizdlja. Még altalanosabban, keressiik azt a ¥ € H, & € H' valtozopart, melyre
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E(¥ — ®)2 minimélis a D2(0) = 1 kényszerfeltétel mellett. A & = &/D(P) jelsléssel
E(U—3)? = 1—-2E(VP)+E(P?) = 1 —2E(TP)D(P)+D*(®) = 1—2(Py T, &) |||+ D>
aminél nem nagyobb az

L= 2Py, @) @] + || = 1 = 2s1[|@[| + | ]*

kifejezés, ahol hasznaltuk a feltételes varhatd érték vevés operatoranak optimumtulaj-
donsdgat. Az 1 — 2s1||®| + ||®||* kifejezés viszont akkor minimdlis, ha ||®| = s;.

Az altalanos regresszids feladat minimumat tehat a Uy, 519, = PyV¥; par adja. A
Uy, &, par egyben a maximalkorrelacios feladatnak is megoldasa 2 valtozo esetén. Ezt
[1]-ben Rényi bizonyitotta a maximalkorrelacié egyéb j6 tulajdonsiagaival egyiitt. Két
(esetiinkben H- ill. H'-beli) valészintiségi véltozé maximalkorreldciéja nem més, mint a
mérhet6 fliiggvényeik kozt felléps lehet6 legnagyobb korreldcié. Ez egy [0,1]-beli szdm,
pontosan akkor 0, ha a valtozok fiiggetlenek, és 1, ha az egyik valtozo valamely mérheto
fiiggvénye a masik valtozé mérheté fiiggvényével 1 valdszinliséggel megegyezik. Jelen
esetben tehat az E(¥ — @)? célfiiggvény minimuma a D?(¥) = 1 kényszerfeltétel mellett
kifejezhetd az s; maximdlkorreldciéval: 1 — 2s;s; + 87 =1 — s2.

Két véltozé (p = 1 esetén) az ACE-algoritmus konvergencidja kozvetleniil adédik a
kovetkezo tételbol.

3.1. Tétel A fenti jelolésekkel legyen E az A : H — H' kompakt linedris operdtor
legnagyobb (s1) szinguldris értékéhez tartozé H-beli izotrdp altér, azaz az A operdtor
sy szingularis értékhez tartozo jobb oldali (H-beli) sajdtfigguényeii dltal kifeszitett altér.
Ekkor tetszéleges olyan W € H elembdl kiindulva, melyre | U] = 1 és amely nem
merdleges E-re, az aldbbi iterdcio konvergens:

@t . A\If(m)7 pm+1) . A*q)(m+1)/||A*(I)(m+1)||’ m=20,1,2,...

A hatarértéket is megadjuk. Legyen
U = PpuQ /| Peu@, @ = AT,
ahol Pg jelenti az E altérre valo vetitést. Ekkor
lim [0 —@*| =0, lim [|[®"™ —®*| =0, lim [|[®"™)| = s;.

m—00 m—00 m—00
Bizonyitas: A tételt az n-dimenzids esetre bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy dim F = r <
az A operator jobboldali sajiatbazisdban (ami ugyanaz, mint az A*A operator sajat-
bézisa) felirva. Legyenek 11, ...,%, a U vektor koordinitdi az A operdtor jobbol-

dali sajatbdziséban (ami ugyanaz, mint az A*A operdtor sajatbazisa) felirva. Ekkor
Pp¥® =" 4,0, és az ACE algoritmus definiciéja szerint

wom (A*A)m© @My Wy 4 2, T,
[(A*A)mW O |57 Wy 4 - - - + s2m1P, Wy ||
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Felhaszndltuk, hogy az A*A linedris operator énadjungdlt s2,...,s? sajatértékekkel és

vy, ..., ¥, sajatvektorokkal; a 1épésenkénti normalast pedig az m-edik 1épés végén egyet-
len normalassal helyettesitettiik. Azért kell elég gyakran normélni, hogy az eljaras nu-
merikusan stabil legyen.

Mivel a ¥y, ..., ¥, jobb oldali sajitbdzis ortonormalt, || S-1" , s2mh, W, ||> = S°7 | simy?.

i=15i =15 Vi
De sg =+ =8 > 841 >+ > 5, tehdt s} = -+ = 2™ >> 2 > ... > 2™ ham

elég nagy, ezért

p(m) —

T n s3m
STy Uy + - - 4§82, T, _ > im iV + Zj:rJrl S%—mqufj
o Am, 2 m ’
> icr SiTY; S 243 i¢2
i=1 ¥ j=r+1 5 Y

Azonban . §
ot — PO Y

PR /ST e

fgy a W™ sorozat gyenge konvergencigja ebbél kisebb atalakitdsokkal mar adddik:

lim || — @*|| = 0.
m—r0o0

Ebbél viszont a &™) sorozat gyenge konvergencidja is kovetkezik:
lim [0 — @*|| = [|ATT) — AV < [ A - T — @, (3.6)
m—0o0

amely szintén 0-hoz konvergél, hiszen az A kompakt linedris operator korldtos.

A bal- és jobboldali szinguldris vektorok kozti Osszefiiggés alapjan (1. [2]) AU* =
519" /||®*||, masrészt viszont AV* = &~ {gy ||®*|| = s; és (3.6) alapjan lim,, . ||| =
s1 is teljesiil. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A preciz bizonyitds [1]-ben és [3]-ban is megtaldlhats. Megjegyezziik, hogy ennek
az eljarasnak specidlis esete a matrixok legnagyobb sajatértékének és a hozza tartozéd
sajatiranynak a meghatarozasara alkalmazott hatvanyiterdacié modszere.

3.2. ACE-algoritmus egymasba agyazott ciklusokkal

Tobb valtozo esetén tekintsiik a
Hy(Y)={¥(Y) : E¥(Y) =0, D?*¥U(Y) < oo}
ill. a
Hy(X;) = {9;(X;) : E®j(X;) =0, D*®j(X;) <oo}, j=1,....p

Hilbert tereket és tegyiik fel, hogy a Hy(Y)-ra vetité P ill. a Hy(Xj)-re vetité P;
(j =1,...,p) feltételes varhato érték vevés operatorai kompaktak.
Ezekkel az in. dupla ciklusi algoritmus a kévetkezéképpen néz ki.
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1. Kiils6 ciklus: Induljunk ki a U kezdsértékbél, pl. ¥© = Y/|Y|. t := 0, s
belépiink a bels6 ciklusba.

2. Belsé ciklus: Induljunk ki tetszéleges ®"),..., @} kezd8értékbl, pl. & = X;

IE
de akar 0 is lehet (j = 1,...,p). Ha mar az m-edik CIDEm), e q)l()m) iterdlt megvan,
legyen

O™ = py(w® =N "o N o™y =1 m=0,...
1<j 1>]

amig csak a ®; sorozatok nem konvergalnak. Jelolje @7 a végsd fiiggvényeket
(j =1,...,p), majd ezekkel visszatériink a kiils6 ciklusba:

P P
V= R(Y @)/ IR 25l
j=1 J=1

Ezutan t ;= t+1, s tjra lefuttatjuk a bels6 ciklust, amit Gjraindithatunk akar az eredeti,
akédr a @7 kezddértékekkel. A kiilsd ciklus konvergélni fog a U* fiiggvényhez.

Ad= Z;’:l ®; jeloléssel a t-edik kiilsé ciklus m-edik belsd iteracidja a
o) — @) = (T~ PB,)...(I = B)(I — P)(¥® — ") = 7(T® — ™)y (3.7)
Osszefiiggéssel irhato le. Ez onnan is lathatd, hogy pl. az els6 1épésben
(1= P) (B0 — 0y = 0 =30 — p (00 =" (™) = ¢ -3 (™ — oY),
j#1 j#1 j#1
ahol kihasznaltuk, hogy P;®; = ®;. Az i-edik 1épés utan

(I=P)...(I—P)®Y —3m) =g — 3 glm N g =1, p,
J>i J<i

igy (I — P;)-k egymas utani alkalmazasa soran kialakul a (3.7)-beli allapot. Innen

WO _ GOt = et (0 _ §O)

)

amibdl a konvergencia levezethet$ kihasznélva, hogy ||T'|| < 1 (ugyanis T" alterekre meg-
szoritott vetitések szorzata, és az egyes tényezok spektralnorméja a megszoritds miatt
kisebb, mint 1, hisz a teljes vetitések spektralnormaja lenne 1).
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3.3. ACE-algoritmus adatmatrixra simitasokkal

Ha az egyiittes eloszlast nem ismerjiik, az n darab (p+ 1)-dimenziés mintaelemet tartal-
mazo6 adatrendszer alapjan minimalizalandé célfiiggvényt akkor is felirhatjuk

%Z U(yx) — Z @j(xkj)]
h=1 =1

alakban, amit amellett a kényszerfeltétel mellett oldunk meg, hogy %Zzzl U2 (y,,) = 1.
Itt a W és ®; n értéket felvevd diszkrét fiiggvények, maguk az értékek hatdrozzédk meg
6ket. Linedris transzformacidkkal elérhetd, hogy a mintaatlagok nulldk.

Az iteracids épések a fentiek azzal a kiilonbséggel, hogy a feltételes varhato értéket is
a minta alapjan képezziik.

Amennyiben véltozéink diszkrétek kevés felvehet6 értékkel, a feltételes varhaté érték
vevés egyszerl atlagolds a feltételben all6 véaltozo értékei szerint. Pl. ha egy évfolyam ma-
tematika és fizika osztalyzatai jelentik a mintdat, akkor egy hallgaté matematika osztaly-
zatat a kovetkezoképpen kozelitjiik a fizika osztdlyzata alapjan: vessziik azon hallgatok
matematika osztalyzatanak az atlagat, akiknek fizika osztalyzata azonos volt a széban
forgd személyével (igy nem feltétleniil egész értéket kapunk kozelitésként). Amennyiben
a vizsgélt diszkrét valtozok sok kiilonbozé értéket felvehetnek (pl. életkorok, 1Q) vagy
méréseink folytonos valtozékra vonatkoznak (pl. testmagassag, testsily), ez a mdédszer
nem jar eredménnyel, hanem a koévetkezo tun. simité algoritmust alkalmazzuk. Latni
fogjuk, hogy a simitdsok a feltételes varhatd érték vevés operacidjanak felelnek meg a
folytonos esetben.

Adatrendszeriink az n x (p+ 1)-es X matrixban foglalhaté 6ssze, melynek 0. oszlopa
a fiiggd, j. oszlopa pedig a j. fiiggetlen valtozora vonatkozd n db. mérést tartalmaz-
za. Az i. sorban tehdt az i. objektum — &ltaldban Osszefiiggd — adatai talalhatok (x;,
i =1,...,n). Ezekhez az algoritmus sordn tovabbi valés értékeket rendeliink, nyilvan
mindegyik objektumhoz ugyanolyan médon. Jelolje ¥, @y, ..., ®, az oszloponkénti hoz-
zarendelést, ahol az egyes valtozok minden objektumon kiértékelenddk, azaz n-dimenzids
oszlopvektort alkotnak.

Egy S-el jelolt simitds az adatmatrix egy n-dimenzios oszlopvektoran mikodik, de az
egyes koordinatak adjusztalasakor nemcsak az illeté és szomszédos koordinatakat veszi
figyelembe, hanem kitekint az x; koordinatat tartalmazo egész x; sorvektorra, mintegy
x; koordindtainak algoritmus soran adodé linearis kombindciéjara alkalmazva az amugy
n-értékl fiiggvények terébol n-értékil fiiggvények terébe hatd simitast. Miutan mind a
kitekintés (vagyis a tobbi véltozo figyelembe vétele), mind a simitas lineéris fiiggvény, az
egész operacidé matrixokkal irhato le.

Nézziink elOszor néhany konkrét simitést, ahol S(®|zy) jeloli a k-adik koordinéta
simitott értékét, ®(x,,) pedig az m-edik koordinédta eredeti értékét, ami tehat fiigg az
aktudlis adatmatrix egész m-edik soratol.
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a. Hisztogram. Az x; értékek értékkészletét az I; diszjunkt intervallumokra osztjuk
és jelolje az [-edik intervallumba es6 értékek szamat n;. Akkor, ha z; € I;, akkor

S(@lw) = — 3 D(x,).

ny
Tm€l}

Itt x,, a kiszemelt oszlop m-edik koordinataja, x,, pedig az azt tartalmazd sora az
adatmétrixnak.

b. Legkozelebbi szomszéd. Legyen | < m és x1 < xo < .-+ < x, (tegyiik fel, hogy
nincsenek egyenld értékek).

((I)|xk) 21l ( _Z CI)(Xk—i-m) + Z d)(xk—i-m)) .

m=—1 m=1

c. Magfiigguény. Legyen K valés magfiiggvény, maximuma 0-ban van.
S(P|zg) : ZK m— Tr) - P(xXp /ZK i — Tk).

d. Regresszio. Legyen | < n és x; < x9 < --- < x,. Linearis regressziét hajtunt
végre az Tp,, (X,) értékparokra, m =k —1,... ) k—1,k+1,...,k+1. Jelolje L a
regresszis fliggvényt.

A fenti simitasok linedriasak és konstans-tartok. A konstanst a simitott értékek at-
lagdnak levondsdval zéréba tolhatjuk el. Jelolje Sy, Si, ..., S, az adatmatrix egyes oszlo-
pain végrehajtott simitasokat, melyekbol oszloponként levonjuk az atlagot. Ezekkel az
ACE algoritmus iteracidja a kovetkezo:

1. Kiilsé ciklus kezdbértéke: 0O (y,) = vy — g/|lyll, ahol § = 2% wi/n, |yl =
Sy —y)?/n. t:=0.

2. Belsd ciklus. Az oszlopokbdl is levonjuk az atlagot, azaz xy; helyébe az zy; — 7;
értéket irjuk, ahol z; = > @;i/n, j = 1,...,p. A kiils§ ciklus t-edik 1épésében

legyen
<I)§-m+1) =8 <\If(t) — Z@gmﬂ) — Z(Dl('m)> , j=1....p; m=0,...
i<j i>j
ahol 7 = 1,...,p esetén el6szor az Osszes ®j-t lenulldzzuk: <I>§-O) (x1;) := 0, majd

az oszlopokat feliilirjuk a simitastél fiiggo, altalaban szomszédos x; vektorok ko-
ordindtdinak linearis kombindci6jabol szédmolt értékek simitottjaval (a simitast az
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oszlop aktudlis — még felilliratlan — értékei diktaljak). A ®; értékeket tartalmazo
oszlopvektorok koordinataibol minden 1épésben levonjuk az atlagukat. A belso cik-
lus addig tart, amig csak a @ém) sorozatok nem konvergéalnak; a hatarértéket jelolje
®; (j=1,...,p). A konvergencia elég tag feltételek mellett teljesiil, 1. kés6bb.

Ezutan visszatériink a kiils ciklusba:

p p

T = 5530 /156> @)

Jj=1 Jj=1

(a koordinatak atlaga automatikusan 0), majd ¢ := t + 1-el beldpiink a 2. pontbeli belsé
ciklusba. Itt altalaban <I>§-O) := ®;, azaz a konvergencia hatarértékével kezdiink djra, de
akédr az eredeti adatokkal is kezdhetnénk (friss ujrakezdés). A kiilsé ciklus addig folyik,
amig a U® sorozat nem konvergal.

Bevezetve az S; transzformacidknak megfelelé n x n-es S; matrixokat és a ¥ :=
(9,0,...,0), @:=(0,D,...,%,) il f=(fo,f1,---.fn) nx(p+ 1)-es matrixokat,
az S; transzformécioé hatasa egy tetszoleges f-re olyan, hogy az S; f métrix i-edik oszlopa
0, ha j # i, kiilonben pedig

(Sif); =1+ SO )
i

Ezért a U, @™ matrixokkal kezdve egy teljes belss ciklus
U= @ = (I = 8§)(I = Spa) .- (1 = S)(L— ™) =T(T—2™)  (3.8)
alakba irhaté, ahonnan

o = W —T™(W — 2). (3.9)

A belso ciklus konvergencigja akkor all be, mikor egy tovabbi lépésben mér nincs
valtozas, azaz a hatarértékre

(I=8)(¥—-2)=0-9,

vagy ami ezzel ekvivalens,
S(U—®)=0, i=1....p (3.10)
teljestil, ahol 0 az n X (p + 1)-es O-métrix. A kiilsé ciklus

U = 5,2/]|So2|
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egyenletét is figyelembe véve a (3.10) egyenletrendszer a
J#

alakba irhat6 (jobb oldalon az n-dimenziés 0-vektorral), melynek megoldésa:

p
(1= S)®; =S¥ — 5y @,

j=1
azZaZ

p
O = (I—-8,)7'S0—(I-38)7"'5) @ (3.11)
7=1

Innen az A; 1= (I—9;)7'S;ill. A:= 3", Aj jeloléseket bevezetve, a (3.11) egyenleteket
az © = 1,...p indexekre Osszegezve:

i@i = AV —Aicbj,
i=1 j=1

ahonnan

p
> @ =(I+A)AT.
=1

Visszatérve (3.11)-hez,

a megoldas. Tomoren: & = PV megfelel§ P linedris transzformécioval (vetitéssel). Azaz
az iteracio végén linearis kapcsolat alakul ki a fiiggo és fliggetlen valtozok rendszere kozt.
Ekkor (3.8) miatt, amennyiben a ®™ sorozat ®-hez konvergal,

(I -T)(¥ - PT) =0.

Ezzel (3.9)
@M = Py — T™(PY — )

alakba irhaté. fgy a belsé ciklus pontosan akkor konvergdl, ha T™f — 0 (m — o0)
tetszbleges f esetén. De ||T']| < 1 miatt ez teljesiil. Figyeljiikk meg, hogy S; a (3.7)-beli
P;-nek felel meg (1 = 1,...,p).

Ha feltessziik, hogy a fellépd matrixok invertdalhatok, akkor még bizonyos, a sajat-
értékekre tett plusz feltételek mellett belathato, hogy a métrix formaban felirt iteracio
konvergens. A feltételek a (b) simitdsok esetén teljesiilnek, néha a tobbiek mellett is
bedll a konvergencia. Az is belathatd, hogy a kapott hatarértékek konzisztens becslést
szolgaltatnak a ¥, ® fiiggvényekre.
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3.4. Az ACE-algoritmus outputja

Az algoritmus célja, hogy linearis kapcsolatot keressen a valtozok megfelel6 fiigvényei
kozott. Az algoritmus outputjai a kovetkezo pontok 2-dimenzids plotjai:

i (ylmqj*(yk))a kzl,...,n

° (xkj,q);‘-(ﬂikj))v k=1,....n; j=1,...,p
o (U*(y), 20 ®f(any),  k=1,....n

Viarhaté, hogy az elso két esetben megkapjuk a véltozdk optimalis transzformacioit,
mig az utolsé esetben linedris Osszefliggés alakul ki, amennyiben a célfiiggvény végso
értéke ,kicsi”.

Pl. p = 1 esetben az Y ~ a® modellben ¥(Y) = InY és ®(X) = (Ina)X jelenti a
linearizal6 transzformaciot, mig tetszéleges p-re az Y ~ X' ----- Xp? in. multiplikativ
modellben a ¥(Y) =InY ill. &;(X;) =a;InXy,...,P,(X,) = a,In X, transzformdcidk

fognak linearizalni.

3.5. Alkalmazasok

e Egy 200 elemii mintat generdlunk. A fliggetlen, azonos eloszldst (xy, yx) mintaele-
mek a kovetkezok:
3
yp = € k=1,...,200,

ahol 73 és e fiiggetlen, standard normalis eloszldsiak.

Az 1. dbra mutatja a generalt (xy,yx) koordinataju pontokat (k =1,...,200).

1. dbra



e s oo o <

2. dbra

A 2. 4bra a fiiggd valtozé optimalis (yx, V*(yx)) transzformécidjat mutatja, ami
szemmel ldthatéan logaritmikus.

3. dbra

A 3. 4bra a fiiggetlen vdltozé optimélis (xg, @7 (7)) transzformdcidjét abrazolja,
ami harmadfokt polinom.

Végiil a 4. dbra a (W*(yx), ®3(zx)) pontok plotja, amely kézelebb &ll a linedrishoz,
mint az eredeti (g, yx) pontok plotja (k= 1,...,200).
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Az ACE-algoritmusban a simitashoz a legkozelebbi szomszéd médszert hasznaltuk.
A példa, webes feliileten is megtekintheto.

http://calculus.hu/autograph/ace.html
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4. fejezet

Reprodukalé magu Hilbert-terek

saz Os vagyok, mely sokasodni foszlik:
apam- s anydmmda vdlok boldogon,
s apam, anyam maga is ketté oszlik
s én lelkes Eqqyé igy szaporodom!”
(Jozsef Attila: A Dundndl)

A Reprodukalé magi Hilbert-tereket a XX. sz. kozepén fedezték fel ([1, 2, (]), és
az utébbi évtizedekben terjedtek el széles korben a tobbvaltozods statisztikaban, nem-
linearitasok kezelésére. Lényegiik, hogy adatainkat egy uin. reprodukélé magu Hilbert-
térbe (RMHT) leképezve a szokdsos linedris faktor- és klaszteranalizis eljarasok alka-
lamazhatok ahelyett, hogy az eredeti térben nemlinearis modszereket hajtottunk volna
végre. Magukat az adatokat nem is sziikséges leképezni, ehelyett egy tin. magfiiggvénnyel
operalunk.

Maga az elmélet a Riesz—Fréchet Reprezentécios Tétel ([0, 7, 8, 9]) alkalmazdsa.

4.1. Elméleti hattér

4.1. Definicié Legyen H Hilbet-tér, mely X — R fiigguényekbol all. H RMHT, ha az
L, : H — R un. kiértékelo leképezés Iétezik és folytonos Vo € X. Az L, leképezés eqy
f € H figguényhez az

Lo(f) = f(2) (4.1)

szdmot rendels.

A Riesz—Fréchet Reprezentacios Tétel értelmében a H Hilbert-tér és dudlisa (a H — R
folytonos, linedris funkcionalok, pl. L,) izometrikusan izomorfak. Ezért barmely L,-hez
egyértelmiien tartozik K, € ‘H ugy, hogy

L(f) = (f, Ko)u, VfeN. (4.2)
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Mivel K, maga X — R fv, kiértékelheté barmely y € X esetén. Definialjuk a kétvaltozos
K : X x X — R fiiggvényt a kdvetkezoképpen:

Ezt nevezziik H reprodukdlé magjanak. Ekkor (4.1), (4.2) és (4.3) alapjan egyrészt
K(Qf, y) = Kr(y) = Ly(Kx) = <Kxa Ky)?-b

masrészt
K(y,z) = Ky(x) = L,(K,) = <Ky’Ka:>H'

A (valds) skaldris szorzat szimmetridja miatt K szimmetrikus és
K(x,y) = <Kx7Ky>7'l = <K(I>‘)7K<'7y)>7{7 (44)

és K pozitiv definit is (1. Def 4.2.). Ezt nevezik kernel tritkknek, mellyel a X-beli pontok
a tobbi ponthoz valé hasonlésaguk alapjan reprezentalédnak.

4.2. Definicio Egy szimmetrikus kétvdltozos K : X x X — R fo-t pozitiv definit magnak
neveziink, ha minden n € N és xy,...,x, € X esetén o K(v;,z;) = K(xj, ;) (i,] =
1,...n) elemekbdl dllo szimmetrikus mdtriz pozitiv szemidefinit.

Legegyszeriibb a linedris mag:

Klin(x7 y) - <l‘, y>X7

ha X részhalmaza egy Euklideszi-térnek.
A kovetekz6 transzforméciok pozitiv definit magot eredményeznek:

1. Ha K és Ky : X x X — R pozitiv definit magok, akkor a K(z,y) = Ki(x,y) +
Ky (z,y) mag szintén pozitiv definit.

2. Ha Ky, Ky : X x X — R porzitiv definit magok, akkor a K (z,y) = K (z,y)Ka(z,y)
mag szintén pozitiv definit. Specidlisan, ha K pozitiv definit, akkor cK is az V¢ > 0.

Kovetkezésképpen, ha h egy pozitiv egyiitthatos polinom és K : X x X — R pozitiv
definit mag, akkor Kj : X x X — R is az, ahol

Ki(z,y) = h(K(z,y)). (4.5)

Mivel az exponencidlis fiiggvény pozitiv egyiitthatos polinomokkal kozelithetd, a fenti
igaz a h(z) = e” fiigvénnyel vagy megfelel$ transzformaltjaival is.
Hasznélva az

lz = yl* = (z,2) + (y,y) — 2(z,y) (4.6)
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Osszefiiggést, a Gauss mag is pozitiv definit:

2
lz—=yll

KGauss(xay) =e 202 ) (47)

ahol ¢ > 0 paraméter. Valoban, (4.6) miatt a Gauss mag kétpozitiv definit mag szorza-
taként irhato:

KGauss(xa y) = K1<x7 y)K2($7 y)7
ahol

(z,2)+(y,y)

Ki(z,y) =e = 22

és
(z,y)

Ky(x,y) =€ o2 .

Itt K5 pozitiv definit, mivel a ﬁKhn egy pozitiv definit mag exponencialis fiiggvénye,
K, pedig a definicié miatt pozitiv definit, ui. megmutatjuk, hogy minden n € N és

x1,...,T, € X esetén az a matrix, melynek ¢, 7 eleme
_ {zixg) _ {zg.4) L.
Ki(xj,xj) =e 22 -e 222 | dqj=1,...n

pozitiv szemidefinit. De ez egy 1 rangii matrix, melynek egyetlen nem-nulla sajatértéke
a nyoma (tr), ami pozitiv.

Ha X = {x1,...,2,} és S egy n X n-es szimmetrikus hasonlésagi métrix, mely az
n pont kozti paronkénti hasonlésdgokbdl &ll, akkor az e*S métrix egy diffuzidcs magot
definidl, ahol 0 < A < 1 paraméter. A diffiziés mag mindigpozitiv definit, még akkor is,
ha S nem az.

Lattuk, hogy egy RMHT egy pozitiv definit magot definidl. A kovetkezo tétel (Aron-
szajn, Moore) azt mutatja, hogy ez megforditva is igaz.

4.3. Tétel Minden K : X x X — R pozitiv definit maghoz egyértelmien létezik eqy
(esetleg végtelen dimenzids) Hilbert-tér, mely X — R fiigguényekbdl dll, és melynek K
reprodukdlo magja.

Azaz H RMHT a K maggal: Hy. A tétel bizonyitasa azon alapul, hogy Span{K, =
K(z,.) |z € X} egyértelmlien meghatéroz egy Euklideszi-teret, mely lezdrhaté Hilbert-
térré. Ez lesz Hy.

Néha a Hx RMHT elemeit egy kézenfekvébb F Hilbert-térben szeretnénk megjeleni-
teni (képzetes tér, feature space). Tegyiik fel, hogy létezik egy (altaldban nem-linedris)
leképezés ¢ : X — F 1gy, hogy amennyiben x € X’ képe ¢(x) € F, akkor

K(z,y) = {¢(x), o(y)) 7
a pozitiv definit mag. Ugyanakkor, (4.4) miatt

K(x’ y) = <Km> Ky>HK>
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ahol K, = K(x,.) egy X — R fiiggvény, igy nem azonos ¢(x)-el, de sszekapcsolhatdk
a kovetkezo transzformacié altal. Legyen a T' linearis operator, mely F-rél az X — R
fiiggvények terébe képez, a kovetkezoképpen definidlva:

(TH)y) ={f o)) yeX, feF.

Akkor
(To(x))(y) = (o(x), d(y))F = K(x,y) = K.(y),

ezért

Té(z) = K,, Vre X, (4.8)

és Hy lesz T képtere. Ez csak egy vazlatos bizonyitas volt.

4.2. Példak
Most két példan illusztraljuk Hy és F mibenlétét, K, és ¢(z)-ekkel egyiitt.

(a) Legyen K folytonos magja egy pozitiv definit Hilbert—Schmidt operdtornak, mely
integraloperator az Ly(X) téren, ahol X kompakt halmaz (pl. R-ben). Azaz

//ny V() dzdy >0, V€ Lo(X),

//K2 (z,y)dxdy < co.
xJx

A fenti Hilbert—Schmidt operdtor kompakt (teljesen folytonos), igy diszkrét spekt-
ruma van, melynek 0 az egyetlen lehetséges torlédasi pontja. Mivel K szimmet-
rikus, és pozitiv definit, a Hilbert—Schmidt Tétel miatt a fenti integraloperator
sajatértéki valosak, A\ > Ay > -+ >0, ¥y, 19, ... sajatfiiggvényekkel, tovabba

ZAf://KZ(x,y)dxdy<oo.
i=1 X JX

A Mercer Tétel szerint, ha K folytonos magja egy pozitiv definit integraloperator-
nak Lo(X)-en (X kompakt halmaz), akkor a mag a

és K € Ly(X x X):

=Y A\i(@)tily), VryeX
i=1
egyenletesen konvergens sorba fejthetd.
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A RMHT legyen:
o0 o 2
G
Hi={f:X > R|f(z ;(wz hogy ;A—ZKOO}-
Ha g(z) = > .2, dihi(z), ahol > 7, ‘il < oo, akkor f(z)+ g(x) € Hg, mivel
(c; +d;)? <2(c2+d?); cf (z) € Hi, ezért Hy Lo(X) altere.

> Cidi
S

i=1

Ekkor .
) = Z Aii(z)
i=1
is Hyx=Dbeli, ui.

= Z Aty (2)1hi(2)

és
Z )\fﬁf(m) = K(z,z) < o0.
i=1 v
Ezért
N (@) N\t
(Ko K = ¥ <""’*‘)X Yily) _ K(z,y). (4.9)
i=1 v

Itt H-hoz a kovetkezd F tartozik. F elemei végtelen dimenzids vektorok:

T) = (\/)‘_ﬂbl(m)v \/)\_sz(:v), ), TEX

ahol
(60), 6w = S Ath()uil)

ami egyenld (K, K, )y, -el.

Itt a v/ A1y, VAaihe, . .. fiiggvények alkotnak ortonormaélt bézist, és egy f € Lo(X)

Hp-beli, ha ||f[3, = 221%2 < oo. Egy f € Hg szintén folytonos. Legyen
{L, |z € X} folytonos, linearis funkciondlok kollekci6ja, melyre

sup || L (f)[| = sup [ f(x)] < o0
reX TEX
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Vf € Hi. Ezért a Banach- Steinhaus Tétel értelmében az egyenletes korlatozssag
is igaz:

sup || L. || < oo,

zeX

vagyis van olyan B > 0 konstans, hogy

sup sup |f(z)| < B < .
TEX || fllaepe =1

Legyen X véges-dimenziés Hilbert-tér (pl. RP).

Ha Kjj,-t alkalmazzuk on X x X-en, akkor Ky = (x,.)x, és ¢(x) = x reprodukalja
a magot, mert Ky, (x,y) = (X,y)x Vx,y € X. Most a RMHT és F azonosithatd
X = RP-vel.

Komplikéltabb magokkal H ; nem-lineéris fiiggvényekbdl all, és ¢(x)-ek magasabb
dimenzids terekben realizalhatdk.

Pl.
Kpoly<x7 y) = (<X7 Y>X + C)da c Z 07 de Na (Xay € Rp)

Legyen p =2, d = 2. x = (11, 23) € X = R? esetén
P(x) = (55%71537 \/ixlx2)7

azaz F C R3. Ha pl. az eredeti R2-beli x-ek koncentrikus korokkel valaszthaték
szét, akkor ilyen klasztereket a k-kozép modszerrel nem lehet megtaldlni. Azonban
a 3-dimenzids ¢(x)-ek mar linedrisan szeparalhatok.

Itt

(9(x), d(y))F = 2iy; + 23y5 + 212091y = (T1y1 + T2y2)? = (X, ¥)%,

ezért k(x,y) = [kin(x,y)]* (polinomidlis mag, ¢ = 0, d = 2).
A Hyxg RMHT, ami F -hez tartozik most R? — R homogén mésodfoki polinomok-

bol &ll, fi: (1, @9) — 23, fo i (w1, 1) — 23, f3: (w1, 72) — V22129 ortonormélt
bazissal: K(x,y) = Z?:l fi(x) fi(y). Ugyanakkor
K(Xay> = [Klin<x7 Y)]27 vxay eX.

Itt

3

Ky = Zfi(x)fi =aifi + a3 fo+ V2o fs, xEX.

i=1

Pl fi = K0, fo = Ka), és f3 = ﬁ(K(m) — K(_11))-
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Ekkor F = {¢(x) |x € R*} C R3, és

(Ko, Ky)nye = (0(%),0(y))F = K(x,y),

azaz nem-linedris R? — R fiiggvényeket reprezentatunk. A kovetkezd animdciéban
illusztraljuk a targyalt leképezéseket.

4.3. Empirikus kernel
Véges X = {xy,...,%,) alapjan egy empirikus b : X — R" leképezésiink lesz:
d(x) = K20, (x), (4.10)

ahol ¢, (x) = (K (x,x1), ..., K(x,x,))" megfelel K(x,.)-nek, és K = (K;;) n x n-es pozi-
tiv definit matrix K;; = (K (x;,x;)), 4,7 = 1,...,n elemekkel (ha K pozitiv szemidefinit,
akkor altaldnositott inverzét vessziik). Mivel

on(x:) = Ke;,
ahol e; az i-edik R"-beli egységvektor, (4.10) alapjan
o(x;) = K126, (x;) = K%,
és
(D(x:), d(x;)) = (K%e;)T (K %e;) = el Ke; = Kij, 4,5 =1,...,n.

Megjegyezziik, hogy az x; adatpontokhoz nem sziikséges gzg(xi)—k kiszamolasa, spekt-
ralis klaszterezéshez elég, ha paronkénti tavolsagaikat meghatarozzuk a mag alapjan:

16(x:) = ()P = (D), D)) + (d(xs), d(x2)) — 2(D(x;), d(x;))
= K(x;,x;) + K(x;,%x;) — 2K(x;, %X;)

(i, =1,...,n). Ha pl. K(x;,x;) = (x;,%;)?, akkor

A R ldx) =) 12 (i) R (x50 2 —20x,x5) 2

Kauss(9(x), 0(x5)) =€ 27— =e 207

és ezzel végezhetiink spektralis klaszterezést, melyrol a kovetkezo fejezetben szolunk
részletesen. fgy linearis modszerek alkalmazhatok a képzetes térben. Azonban az fon-
tos kérdés, hogy milyen magot hasznaljunk. Néha tobb magot kell 6sszeszorozni, pl.
képfelismero eljarasoknal.

A K :RP x RP — R mag eltolds-invaridns, ha

K(x,y)=k(x—y)
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valamely k : RP — R fligvénnyel. Pl. a Gauss-mag ilyen. Ekkor F végtelen dimenzios,
és Fourier elméletet hasznalunk. Mivel az RP-n négyzetintegralhaté fiiggvények Fourier
transforméltjai sebesen csokkennek, Hy sima fiiggvényekbdl all. Gauss mag esetén, l.
(4.7):

lx—yl2

K(xy)=kx—y)=¢ = (xycR),
és Ky-ek az un. radial basis fiiggvények, az RMHT elemei pedig L (R?)-beliftiggvények

2
[l

konvoluciéi e” «2 fv-ekkel. Az RMTH ritkul Ly(RP)-tol (-ig, amint o né 0-t6l oco-ig.
Ezért a Gauss-magok pl. az ACE-beli simitasra is hasznalhatok.

Ha X valészinliségi mezo és a szorzattér egy egyiittes eloszlassal van ellatva, akkor
kereshetjiik az in. F-korrelaciét, mely a valoszintliségi valtozdk ¢-fiiggvényei kozt fellépd
maximalis korrelacié. Leképezve az adatokat, fokomponens vagy kanonikus korrelacio
analizist hajthatunk végre F-ben, amik az eredeti térbeli nem-linearis moédszereknek fe-
lelnek meg. Ilyen pl. az ICA (Independent Component Analysis = Fiiggetlen Komponens
Analizis), mely nem-normaélis eloszlasu véltozokra alkalmazhaté. A tobbvéltozos statisz-
tika és alakfelismerés teriiletérdl szamos példa taldlhaté az [3, 4, 10, 11, 12] cikkekben.

4.4. Szemléletes példak

http://autograph-maths.com/activities/jozsefcsicsman /rep2D.html
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5. fejezet

Spektralis klaszterezés

,» Vdagom a fat hivos halomba,

fényesiil a gorcse sikongva...”
(Jozsef Attila: Favagd)

Egyszerti és élsulyozott grafok, tovabba hipergrafok klaszteresedési tulajdonsagait
vizsgaljuk linedris algebrai segédeszkozokkel. A csiicsok optimadlis részhalmazait (klasz-
tereit) kiilonbozé kritériumok alapjan keressiik. Alapesetben az egymédssal szorosan
osszefiiggd csticsok (melyek ’sok’, magy’ sulyu éllel vannak 6sszekotve) tartoznak egy
klaszterbe; ez megfelel a fizikusok altal definialt in. ’community structure’-nek és a
Newman—Girvan modularitds maximalizalasdval vagy minimalis tobbrészes vagasok ke-
resésével oldhaté meg, 1. [0, 6, 9, 10, 12, 35, 67, 68, 71]. Ellenkez6 esetben éppen a
laza Osszekottetésben vagy Osszekottetésben egyaltalan nem levo csicsok alkotnak klasz-
tereket; ez megfelel a fizikusok altal definidlt n. ’anticommunity structure’-nek, és a
stratégiai interakcios halozatok un. ’strategic substitutes’ jatékainak optimumat ado
megolddsoknak, 1. [7, 41], ugyancsak kapcsolédik a max-cut probléméhoz, 1. [65]. Alta-
lanos esetben a klaszterek kozti élstirtiséget szeretnénk minél homogénebbé tenni, azaz a
klaszterek paronkénti diszkrepancidjat minimalizalni; ez megfelel in. regularis klaszter-
parok keresésének, melyek létezésére (esetleg o6ridsi) klaszterszaimmal elméleti garanciat
ad a Szemerédi Regularitasi Lemma, 1. [17, 76, 79].

Megmutatjuk, hogy ezekért a tulajdonsdgokért a (néha normélt) Laplace ill. modu-
laritds matrix szélso, un. strukturdlis sajatértékei a felelosek, maguk a klaszterek pedig a
hozzajuk tartozo sajatvektorok segitségével allapithatok meg. Altalénositjuk a Laplace
matrix fogalmat hipergrafokra is, ahol a cstcsok atfedd és az élek diszjunkt klasztereit
keressiik. Az algoritmusok mindig a megfelelé matrix spektralfelbontasan alapulnak.

Foglalkozunk tovabba véletlen, illetve zajos grafokkal, mint példaul a klasszikus
Erdés—Rényi modell altalanositasaként kapott véletlen grafokkal és sztochasztikus blokk-
modellekkel, melyekben vizsgaljuk a strukturalis sajétértékek és hozzdjuk tartozé sajatal-
terek aszimptotikus viselkedését, amint a cstucsok szdma és ezzel egyiitt a blokkméretek
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végtelenbe tartanak.

5.1. Grafok és hipergrafok reprezentacigja

5.1.1. Egyszeri és sulyozott grafok

El6szor élstlyozott grafokat reprezentdlunk. Legyen G = (V, W) silyozott graf a V'

csicshalmazzal — V' = {1,...,n} — és az n x n-es W silymétrixszal, amelyrol feltessziik,

hogy szimmetrikus, elemei nem-negativak, diagonalis elemei pedig nulldk. Az altalanos

w;; elemre ugy gondolhatunk, mint az i-edik és j-edik cstcsok hasonlésdgara, ahol 0 azt

jelenti, hogy nincs kapcsolat — azaz él — a két csics kozott. Egyszerti graf esetén W a 0-1

elemeket tartalmazo szomszédsagi matrix. W szimmetriaja miatt grafunk iranyitatlan.
Bevezetiink még néhany gyakran haszndlt jelolést: W sorosszegei, a

n
dZ:E Wi, Zzl,...,n
j=1

szamok az un. &ltaldnositott fokszdmok (egyszerii grafok esetén maguk a fokszamok).
A D = diag(dy,...,d,) métrixot fokszdm-matrixnak, mig a d = (di,...,d,)T vektort
fokszam-vektornak nevezziik. Megjegyezziik, hogy alapban a vektorokat oszlopvekto-

roknak tekintjitk. Néha sziikségiink lesz a (vV/dy,...,v/d,)T vektorra, melyet \/d-vel
jeloliink.

Egyelére adott 1 < k < n egész mellett keressiik a csticsok k-dimenzidés ry, ..., r, € R¥
reprezentansait, melyek minimalizaljak a
Qk:Zwij”ri_erQZO (5.1)
i<j

célfiiggvényt a

n
Z rir] =1, (5.2)

i=1
kényszerfeltétel mellett, ahol I jeloli a k x k-as identitas matrixot. A minimumot adé
reprezentacié a nagy sulyu élekkel 6sszekotott csucsokat helyezi kozel egymashoz, ezzel

mintegy a csicsok hasonlésagan alapuld graf-rajzolast megvaldsitva, 1. [50].

A minimalizaldshoz jellje X a reprezentansokat soronként tartalmazdé n x k-as mat-
rixot, és xi,...,X; € R"™ annak oszlopvektorait, melyre az X = (x1,...,xx) jelolést
haszndljuk. A (5.2)-beli kényszerfeltételek miatt X oszlopai ortonorméltak, azaz X egy
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tin. szubortogonalis matrix: XTX = I,. Ezzel az (5.1)-beli célfiiggvény a

1 n n n n n
Qe =5 2D wyllri = xl = Y dlleill? = D2 Y wisr
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

) (5.3)
= %/ (D - W)x; = t2[X"(D - W)X] = tz[X"LX]

alakban irhato fel, ahol a tr kifejezésben fellépo, és igy az optimalizalasban kulcsszerepet
jatszd matrixot Laplace métrixnak nevezziik és L-el jeloljiilk. Tehat L = D — W, ami
egyszeri grafokra a Laplace matrix szokasos definiciéjat adja. A Laplace matrix fizikai
jelentésérél és a Laplace operdtorral valé kapcsolatardl sokat olvashatunk a [3, 21, 27,

| konyvekben és cikkekben. Megjegyezziik, hogy ha grafunk a sikbeli rdcs (I. 4.1.5.
alfejezet), akkor Laplace métrixa a parcidlis differencidlegyenletek elméletébdl ismert
Laplace operator diszkrét kozelitésének egyiitthatémétrixa.

A k = 1 esetre alkalmazva a (5.3) formuldt, @)1 > 0 adédik, ami egy kvadratikus alak,
és igy a Laplace matrix pozitiv szemidefinit. Konnyt latni, hogy 0 mindig sajatértéke
L-nek az azonosan 1 koordinatakat tartalmazé 1 vektorral, mint sajatvektorral, hiszen
az L matrix sorosszegei nullak. Azt is be lehet latni (hivatkozunk a [59] cikkre), hogy a
0 sajatérték multiplicitasa megegyezik a graf ¢sszefiiggé komponenseinek szamaval. Mit
értiink Osszefiiged komponensen élstilyozott graf esetén? Olyan feszitett részgrafokat,
amelyek kozt nem fut él (0 silyu élek futnak), a részgrafok viszont osszefiiggdek olyan
értelemben, hogy barmely csticsukbdl barmely masikba eljuthatunk pozitiv silyu éleken.
G = (V, W) osszefiiggé komponenseinek szama valdjaban a W matrix azon diagonélis
blokkjainak a maximalis szama, melyek eléallnak a szimmetrikus W matrix sorainak
és oszlopainak ugyanolyan permutacigjaval. Miutan az egyes tulajdonsagok komponen-
senként vizsgalhatdk, a tovabbiakban Gsszefiigg6 grafokkal foglalkozunk, melyekre a W
matrix irreducibilis, és az L matrix 0 sajatértéke egyszeres az 1, vagy az egység-normaju
uy = \/%71 sajatvektorral.

5.1. Tétel Legyen G = (V, W) élsulyozott graf az L Laplace mdtrizszal. Legyenek 0 =
Ao < A < -+ < N1 L sajatértékei a hozzdjuk tartozo egységnormdji ug, uy, ..., U, 1
sajatvektorokkal. Legyen k < n pozitiv egész, melyre A1 < Ap. Akkor a (5.1) célfigg-
vény minimuma a (5.2) kényszerfeltétel mellett

k—1 k—1
D= N,
i=0 =1

és a minimum azokkal az ry, ..., r) reprezentinsokkal érhetd el, melyek az
X* = (ug,uy, ..., ux_1) mdtriz sorvektorai.
A bizonyitds megtalalhat6 [10]-ban, és a tr[X?LX] mininimumdra vonatkozd linedris

algebrai 4llitdsbél adédik az XX = I; kényszerfeltétel mellett (1. a [I]-beli Linearis
algebrai emlékeztetét).
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5.2. Definicié A 5.1. tételbeli optimumot ado 175, . .., 1} vektorokat a csicsok optimalis

k-dimenzios reprezentansainak nevezzik, az L mdtrix g, ..., ux_1 sajdtvektorait pedig
az optimdalis reprezentacioban részt vevd vektorkomponenseknek.

Megjegyezziik a kovetkezoket:

e A dimenzi6 (k) egyel6re nem jatszik lényeges szerepet, hiszen a vektorkomponensek
egymas utan valaszthatok be olyan k-ig, melyre \p_; < Ag.

e A k-nal kisebb indexii, esetleges tobbszoros sajatértékhez tartozé sajatvektorok egy
sajataltéren beliil tetszolegesen valaszthatok az ortonormaltsagi feltételek mellet.
A reprezentdnsok ugyancsak elforgathaték R¥-ban: a célfiiggvény és a kényszer-
feltételek ui. nem véaltoznak, ha r; helyett Rr;-t hasznalunk, vagy — ami ezzel
ekvivalens — X helyett XR-t, ahol R tetszoleges k X k-as ortogonalis matrix.

e Mivel az ugy sajatvektor azonos koordinatakat tartalmaz, a reprezentansok els6
koordinatai megegyeznek, és igy nem informativak azok elhelyezkedésére nézve.
Ezért ug kihagyhaté, és csak az uy,...,u,_; vektorkomponenseeket hasznaljuk a
reprezentaciohoz.

e Feltettiik, hogy a W matrix diagonélisa nulla, azaz nincsenek hurokélek. Az L mat-
rix definicigja miatt azonban L-be a W maétrix diagonalis elemei nem szamitanak
bele, igy akar hurokéleket is megengedhetnénk. Ez nem teljesiil majd a normalt
Laplace matrixra.

5.1.2. Hipergrafok

Legyen H = (V, E) egy hipergraf, ahol V' = {v;...v,} jeloli a csicsok, E = {e1...e,}
pedig a hiperélek halmazat. H egyértelmiien megadhatd az n x m-es A incidenciamat-
rixszal, melynek dltaldnos eleme aj; = Z(v; € e;), ahol a v € e relacid azt jeloli, hogy a
v cstcs benne van az e hiperélben:

1 ha wvee
I<U€e)_{0 ha ov¢ée.
Legyen k (1 < k < n) rogzitett egész. Keressiik a a cstcsok xi,...,x, és az élek

Yi,-..,¥Ym k-dimenzios reprezentdnsait a
Z X; XJT =1, (5.4)
j=1

kényszerfeltétel mellett tigy, hogy az élek koltségosszegét kifejezo

Q=Y Kl (5.5)
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célfiiggvény minimalis legyen, ahol
n
K(e;) = ajillx; — yill® (5.6)
j=1
az e; hiperél reprezentalasanak koltsége.

A célfiiggvény konstrukcidja olyan, hogy a hipergraf élei 6ssze szeretnék hiizni a csi-
csok reprezentansait, mig a kényszerfeltétel kifesziti azokat. Az optimélis reprezentacid
bizonyos kompromisszum: azok a csicsok keriilnek kozel egymashoz, amelyek sok k6zos
élben vannak benne.

Ezekutén a célfiiggvényt a kovetkezd lépésekben minimalizéljuk. Jelolje x(e) az e
hiperélet alkoté csiicsok reprezentansainak atlagat:

_ RN
x(e) := Tel ZI(U]' € e)x;. (5.7)
j=1
Jelolje X 1= (x1--+%X,) és Y = (y1---ym) & csticsok és élek reprezentdnsaibodl, mint

oszlopvektorokbdl allé k x n-es ill. k x m-es matrixokat, tovabba D, ill. D, a cstcs- ill.
él-fokszdmokat tartalmazé n x n-es ill. m x m-es diagondlmétrixokat (a diagondlisban
all6 elemek valdjaban az incidenciamétrix sor- és oszloposszegei). Feltehetd, hogy D,
nem szinguldris (nincsen {ires él).

Ezekkel a jelolésekkel K (e) csokkenthetd a Steiner-formula segitségével:

K(e)> > I(v; €e)lx; —x(e)|*, e€E.

Jj=1

A jobb oldalt L(e, X)-szel jelolve, egy kis szamoldssal

1 n n
L(e,X) = el ;;I(UZ ce)I(v; €e)llx; —xj|>, e€FE (5.8)
adddik. Az L(X) := > L(e,X) jeloléssel a @ > L(X) egyenlStlenség a csicsok barmely

ecE
X reprezentaciéjara fennall. L(X) viszont dltalanositott kvadratikus alakra hozhato:

Lx) =y B S Z(vs € ) (v € e)%'} =02 =33 el (5.9)

i=1 j=1 .7 ccE i=1 j=1
ahol
— > I(vi e e)I(v; € e)|—i|, ha i#7j
=Y s S I(n € O =si— Y I o), ha i (5.10)
eckE le|>1

ahol s, =#{e € E : v; €e, |e| > 1}.
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5.3. Definicié Az (5.9)-beli kvadratikus alak matrizdt a H hipergrdf Laplace mdtrizanak
nevezziik és C-vel jelolyiik.

C elemei (5.10) alapjan szamolhatok, matrix jeldléssel pedig C = D, — AD_'AT. Meg-
mutathaté, hogy egyszerii gréfra (minden él két cstcsot tartalmaz), C = %L, ahol L
a 5.1.1 paragrafusban definidlt Laplace matrix. Tovabba egy (V, E) hipergrafhoz egy-
értelmiien hozzarendelhet6 a (V, W) élstlyozott graf ugy, hogy Laplace méatrixaik meg-
egyezzenek a kovetkezéképpen: .

Wi;j = j{: TET.

i,j€e
Most minimalizaljuk a fenti L(X)-szel jelolt altaldnositott kvadratikus alakot a (6.1)
kényszerfeltétel mellett. Konnyen lathato, hogy a minimalizdlandé kifejezés nem mas,
mint tr[XCXT], a kényszerfeltétel pedig XXT = I. Mivel az n x n-es C matrix szimmet-
rikus és pozitiv szemidefinit, egy — homogén kvadratikus alakok szélsoértékeire vonatkozo
— tétel szerint bebizonyitottuk a kovetkezé Reprezentacios Tételt hipergrafokra:

5.4. Tétel A (6.2) célfiggvény minimuma a (0.1) kényszerfeltétel mellett

k
> N (5.11)
j=1
ahol 0 = Xg < A\ < -+ < \,_1 jelli a C Laplace matriz sajatértékeit. A minimum azon

az X k-dimenzios euklideszi reprezentdacion éretik el, amely a C mdatrix k legkisebb sa-
jatértékéhez tartozo pdronként ortogondlis, normadlt sajatvektorait tartalmazza soraiban,
a sajatértékek novekvo sorrendje szerint. Eqy ilyen optimalis X-et X*-gal jelolve, az élek
optimdlis reprezentdcidjdra Y* = X*AD_! adddik.

A reprezentaciordl hasonléak mondhatdk el, mint az elézé paragrafusban. Lattuk,
hogy a hiperélek reprerezentansai az abban foglalt cstcsok reprezentansainak atlagai,
ebbol adddik az élek optimalis reprezentacidja.

5.1.3. Normalt Laplace matrix

Most a G = (V, W) silyozott graf csucsait is silyozzuk az sq,...,s, pozitiv silyok-
kal. Jelolje S az ezeket a sulyokat ilyen sorrendben diagondlisaban tartalmazd dia-
gonalmatrixot. Most a (5.3)-beli @y célfiiggvényt az ry,...,r, reprezentansokra tett
P sityrl = XTSX =1, és > i1 8iTj = 0 kényszerfeltételek mellett minimalizdljuk.
Mivel most

Qi = trXTLX = tr(SY2X)T[S~Y/2LS /%] (SY/2X)

alakban frhaté, és az S'/?X métrix szubortogonalis, , minimumat a szogletes zaréjelben
allo, a tovabbiakban Lg-el jelolt sulyozott Laplace matrix (amely szintén szimmetrikus,
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szinguldris, pozitiv szemidefinit) k& — 1 legkisebb pozitiv sajatértékének osszege adja, az
optimélis (k — 1)-dimenziés reprezentdnsok pedig az S'/2X* matrix soraibél nyerhetdk,
mely a megfelelo sajatvektorokat tartalmazza oszlopaiban, és az elsé oszloptol eltekin-
tiink.

A tovabbiakban az S = D specialis esettel foglalkozunk csak, amikoris a csticsok az
altalanositott fokokkal vannak sulyozva. Ekkor az

LD — D—l/ZLD—l/Q — In . D—l/QWD—1/2

matrixot normalt Laplace matrixnak nevezziik. Ez nem maés, mint identitas minusz az
tin. normalt élsily matrix, D~Y/2WD~1/2, Utébbi métrix egy normalt kontingenciatabla
specidlis (szimmetrikus) esete, melyrdl tudjuk, hogy sajétértékei korrelacidk, igy a [—1, 1]
intervallumban helyezkednek el. Az is is ismert tovabba, hogy a legnagyobb sajatérték
mindig 1, és egyszeres, ha G osszefiiggd (W irreducibilis), a hozza tartozé sajatvektor
pedig a v/d vektor. Kovetkezésképpen, az osszefiiged G métrix normélt Laplace spekt-
ruma:
O=X <M< A< <A L2

az uy = vd,uy,...,u,_; ortonormalt sajatvektorokkal. Megjegyzziik, hogy egyszerfi
grafok esetében 2 pontosan akkor sajatérték, ha G paros graf. 5.1.5
A reprezentacios tétel pedig a kovetkezdképpen alakul.

5.5. Tétel Legyen G = (V, W) élsilyozott grif az Lp normdlt Laplace mdtrizszal. Le-
gyenek 0 = Ao < Ay < --- < N1 Lp sajdtértéker a hozzdjuk tartozo egységnormdji
Ug, Uy, ..., U, 1 sajatvektorokkal. Legyen k < n pozitiv egész, melyre A1 < \p. Akkor
a Q. célfigguény minimuma a

d dppl =X"DX =1, > dx;=0
j=1 j=1

kényszerfeltételek mellett

k-1 k—1
A= N
=0 i=1

*

és a minimum azokkal az optimdlis r7,...,r) reprezentansokkal érhetd el, melyek az

rTn

X* =D V2(ug,uy, ..., u,_,) mdtriz sorvektorai.

Mivel D=Y2u, = 1, az elsé oszlop ismét kihagyhaté a reprezentaciébol.

5.1.4. Modularitas matrix

Az M-el jelolt modularitds métrixot Newman és Girvan vezették be [07, 68]-ben egy-
szeril grafokra, és [16]-ben természetes mddon kiterjesztettiik a fogalmat a G = (V, W)
élsulyozott grafra:

M =W —dd’, (5.12)
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ha "  d; = 1. Konnyen lathat6, hogy 0 mindig sajétértéke M-nek az 1 vektorral, mint
sajatvektorral (hiszen M sordsszegei nullak). Azonban, mig egy nem Osszefuggd graf
Laplace spektruma az Osszefiigeé komponensek spektrumainak unidja, ez nem teljesiil
a modularitds matrixra. Mivel trM < 0, M-nek mindig van negativ sajatértéke, és
altalaban indefinit. Belathaté, hogy egy egyszerti graf modularitdas matrixa pontosan
akkor negativ szemidefinit, ha a graf teljes vagy teljes k-részes valamely k < n egésszel.
Newman és Girvan motivaciéja a modularitas métrix bevezetésével olyan csicsklaszterek
(modulok) keresése volt, melyeken beliil a csicsok kozti kapesolatok siirtibbek, mint azt
fiiggetlen kapcsolddas esetén varnank.
[16]-ben bevezettiik a normalt modularitds matrix fogalmat is:

M =D /?2MD?2 = D"/?WD 2 — Vavd =1, - L, —vdvd .

Mivel a normalt sulymaéatrixbol levont 1 rangu \/H\/HT didad egyetlen nem-nulla sa-
jatértéke 1 a v/d sajtvektorral, az Mp maétrix spektruma csak abban kiilonbozik a
D~'/2WD~!/2 mitrixétdl, hogy annak 1 sajatértéke az Mp métrix 0 sajatértékévé valik
a Vd sajétvektorral. Igy Mp spektruma is [—1, 1]-beli és tartalmazza a 0-t, tovabbé 1
nem lehet sajatérték, ha a graf dsszefiiggo; és egyszert grafok esetében —1 csak akkor
sajatérték, ha a graf paros.

Ezért a 5.5. Tételben vizsgalt minimumfeladat az M p matrix segitségével maximum-
feladattd fogalmazhaté at. A késébbiekben, még altalanosabban, az Mp matrix nagy
abszolut értékil sajatértékeit hasznaljuk in. kis diszkrepanciaji klaszterparok keresésére.

5.1.5. Nevezetes grafok spektruma

Trividlis, hogy a szomszédsagi, Laplace vagy modularitds matrixok sajatértékei és sa-
jatvektorai nem filiggenek a csiicsok szamozasatol, azaz izomorf grafokra megegyeznek.
Vannak azonban tn. kospektralis grafok, melyek spektruma megegyezik, de nem izo-
morfak. Ez nem meglepd, hiszen egy szimmetrikus matrixot a sajatértékei mellett a
sajatvektorai is jellemeznek. Ugyanakkor [16]-ben bevezettek olyan gréfosztalyt, melyet
jellemez Laplace matrixanak spektruma. Erdekes tény, hogy majdnem az 6sszes fa (adott
csucsszam mellett) kospektralis, 1. [66].

Most megadjuk néhany graf Laplace és normalt Laplace matrixanak sajatértékit,
esetenként a reprezentacidhoz hasznalt sajatvektorokat is.

e A K, teljes graf Laplace métrixanak sajatértékei a

-1
)\0207 )\1:~--:An_1:M:n
n—1

szamok, ahol a 0 sajatértékhez tartozd sajatvektor az 1 vektor, a masik, n-el egyenld
sajatértékhez pedig az 1+ sajataltér tartozik. Itt az 1-dimenzids reprezentédnsok
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ugyanabba a pontba esnek, mig az n-dimenziosak egy szimplex csicsait alkotjak
R™ egy (n — 1)-dimenzids hipersikjaban.

A
n—1

Mivel K, regularis, normalt Laplace matrixanak sajatértékei a
azokkal a sajatvektorokkal.

szamok ugyan-

Legyen P, a szalag- vagy ut-graf (n csiccsal). Ha a cstcsok a természetes sor-
rendjiikben vannak szamozva, akkor az A szomszédsigi méatrix tridiagondlis (az
azonosan 0 diagondlis feletti és alatti savban l-esek allnak). Cvetkovic [27] és
Lovész [53] konyveikben bebizonyitjak, hogy A sajatértékei a
2 cos il , 1=1,....,n
n+1

szamok. P, Laplace spektruma (1. [66]) pedig a kévetkezo:
No=4sin? L =21 —cos L), i=0,1,...,n— L
2n n

fgy a legkisebb pozitiv Laplace sajatérték A\; = 2(1 — cos 7), mely szerepet jatszik
majd a kovetkezd részben. Pératlan n (n = 2¢ + 1) esetén, a Aj-hez tartozé
sajatvektor koordinataival reprezentdlva, a reprezentansok:

2
a:j:\/jsinjz, j=—0,...,—1,0,1,....,¢ (5.13)
n n

melyek tényleg egy utat alkotnak, azonban a pontok kozti tavolsidg szinuszosan
rovidiil a szélektdl tavolodva.

P, normalt Laplace matrixdnak sajatértékei:

T

1 — cos 1=0,1,...,n— 1.

n—1
A legnagyobb sajatérték 2, hiszen P, paros graf (a péaratlan és paros sorszamu
csicsok alkotjak a fiiggetlen csicshalmazokat). 'Nagy’ n-re P, majdnem reguld-
ris, ilyenkor a normalt Laplace sajatértékek aszimptotikusan %—szeresei a Laplace
sajatértékeknek.

Legyen G, a 2-dimenzids m X n-es racs, ami a P, és P, grafok Descartes-szorzata
(direkt Gsszege). Az mn x mn-es A szomszédségi métrix a kovetkez6képpen &ll eld
P, A,.-el jelolt és P, A,-el jelolt szomszédsagi matrixabodl:

A=A, +1,®A,,

és ezért sajatértékei a kovetkezok (1. [27]):

+1+2(:osn‘]:1, 1=1,....m; j=1,...,n.

Qi = 2cos
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A [32] cikk alapjan, egy Descartes-szorzat graf Laplace métrixdnak sajatértékeire
is hasonlé teljesiil: a két tényezo sajatértékeibol alkotott Osszes lehetséges mn par
Osszegei ezek:

\ij = 4sin® Ty gsin? T = 2(1 — cos Z—W) +2(1 — cos Z—7T),
2m m n

2n
1=0,1,....m—1; 57=0,...,n—1.

Magasabb dimenziéban tekintsiik a Gridg, d-dimenziés kockardcsot n = (2¢ + 1)4
cstcesal. Gridgy d darab Poyyq graf Descartes-szorzata. Ezért Gridg, sajatértékei:

QZcosi Wyeeoytg=1,...,20+ 1.
1

Hasonlé meggondoldsokbol, Gridg, Laplace métrixanak sajatértékei:

d .
i
Nitooi 4Zsm 2€+ 21—0082£+1) (5.14)
,Zd:O,...,Qg.

Ezért a Laplace matrix legkisebb pozitiv sajatértéke

Asin® — " = 2(1 — cos

—)
2(20+1) 20+1

d multiplicitdssal. A cstcsok d-dimenzids reprezentansai (a trividlis dimenziét le-
szamitva) R" egy d-dimenzids hipersikjaban récsot alkotnak, ahol a szomszédos
csucsok kozti tavolsagok szintén szinuszosak.

Legyen K,, . ., a teljes k-részes grif, ahol n = Zle n; a csucsok szama, és
Vi,..., Vi alkotjdk a csicsok maximélis fiiggetlen részhalmazait, ahol |V;| = n;
(t=1,...,k). Mivel mind a szoszédsagi matrix, mind a Laplace matrix un. felfijt
méatrix (1. a 5.18. Definici6t)), a Laplace métrix sajatértékei: 0 egyszeres, n — n;
multiplicitdsa n; — 1 (i = 1,..., k), és n multiplicitdsa k — 1. Ha a csticsokat most
a legnagyobb (n-el egyenld) sajatértékhez tartozé (k — 1)-dimenziés sajataltérbeli
ortonormalt sajatvektorok segitségével reprezentaljuk, akkor a (k — 1)-dimenzids
reprezentansok k kiilonboz6 pontot alkotnak (az azonos fliggetlen csicshalmazba
esO csucsok reprezentdnsai megegyeznek). Ezzel az dltaldanosabb, struktira-feltard
reprezentaciéval a 5.3.2 paragrafusban még foglalkozunk.

Mint specidlis estet megjegyezziik, hogy a K, ,, teljes paros graf Laplace sajatér-
tékei:
>\0 = 07 )\1 == )\n1+n272 = 17 )\n1+n271 = 2.
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Mivel az Sg-vel jelolt csillag-graf — amely egy kozponti csticsbol és d végzodésbol
allé d + 1 csicsu graf — nem més, mint a K, 4 graf, sajatértékei:

)\020, )\1:...,/\(1_1:1, )\d:2.

A kovetkezo példak néhany nevezetes graf spektrumat, sajatvektorait és 2-dimenzios
reprezentaciéjat szemléltetik.
http://www.calculus.hu/autograph/a.html

5.2. Minimalis vagasok, maximalis modularitas

Most a csticsok particidin definialunk minimalis vagasokat ill. maximalis modularitéso-
kat, melyek optimuma a cstcsok olyan particidéin vétetik fel, ahol az egy klaszterben levd
csucsok kozt 'szoros’, a kiillonbozékben levok kozt pedig laza az 6sszekottetés. Ezeket az
optimumokat kapcsolatba hozzuk a 5.2. paragrafusbeliekkel, csak itt tn. particiévekto-
rokon keressiik az optimumot, igy a Laplace vagy normalt Laplace matrix ’kis’ sajatérté-
keivel also korlatot kapunk rajuk. A becslés annal pontosabb, minél kézelebb hozhatdk a
sajatvektorok a particiévektorokhoz, melyet a k-kozép algoritmus célfiiggvénye fejez ki,
ha k-részes vagasokat keresiink.

5.2.1. Aranyos és kiegyenstlyoztott vagasok

Legyen G = (V, W) élstilyozott graf n csicesal, W élstily matrixszal és dy, ..., d, alta-
lanositott fokokkal. Adott 1 < k < n egész mellett legyen P, = (Vi,..., Vi) a csicsok

k-particiéja, ahol a Vi, ..., Vi nem-iires, diszjunkt csticshalmazokat klasztereknek fogjuk
nevezni. Az Osszes k-particiok szama az {Z} Stirling-féle szam, mely rogzitett k esetén n-
el exponencialisan né (1. [53]). Ezért az dsszes k-particién, Pg-n valé minimalizalds nem

oldhaté meg polinom idében, helyette a csiucsok szamaban kobos idejii in. spektralis
relaxéaciét alkalamazunk.
Jelolje a V,, V, klaszterpar esetén

Vm ‘/b E E Wi 5
1€Vy JEV,

a V, és V, klaszterek kozt atmetsz6 élek Osszsulyat, ha a # b, egyébként pedig a V,-n
beliili élek Gsszsulyanak kétszeresét.

5.6. Definicié Legyen G = (V, W) sulyozott graf és P, = (Vi,..., Vi) a csicsok k-

particioja. G ardnyos k-vagdsa Py-ban:

e w0(Va, V)
9h, G ZZ(WI ) Vi) =

a=1 b=a+1
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G ardnyos k-vdgdsa pedig
g(G) = min g(F, G).

Az els6 alakbdl lathatd, hogy az ardanyos vagas olyan k-particién lesz minimalis, ahol
a klaszterek kozt kis sulyu élek futnak, a klaszterméretek pedig nem kiilonboznek tulsa-
gosan. A mésodik alak egyszeri atalakitas kovetkezménye.

Amennyiben a klasztermérettel nem sulyoznéank, csak a klaszterek kozt atmetszo élek
Osszsulyat akarnank minimalizalni, k£ = 2 esetén az in. min-cut problémat kapnank. En-
nek minimuma a Fiedler-féle élosszefiiggdség, ami egyszerii grafoknal megmutatja, hogy
minimum hény él elmozditasaval sziinik meg Osszefiiggdségiik. A problémat el6szé Hoft-
man vetette fel (1. [37, 38]), foglalkozott vele Juhdsz és Mélyusz (1. [12]), a [32] cikkben
pedig Fiedler alsé és felso becslést ad az élosszefiiggdségre a Laplace matrix legkisebb
pozitiv sajatértéke segitségével, amit ezért algebrai osszefiiggéségnek nevez. A becslés
az ut-grafra éles (1. az eléz6 paragrafus példaja), jollehet ez barmely él elmozditasaval
két Osszefiiggd komponensre esik szét, amiken beliil nincsen tipikusan eros Osszefiiggés a
csucsok kozt. A kiegyensulyozott vagasok ezt prébaljak korrigalni.

A 5.1 paragrafus reprezentéciés technikdjaval gi(G)-re konnyen alsé becslést adha-
tunk a Laplace matrix sajatértékei segitségével a kovetekzoképpen.

A Py particiéhoz egyértelmiien hozzarendelhetjiik a Zy = (z1,...,2;) un. particié-
matrixot, melynek a-adik oszlopa, zq = (214, - - -, Zna)’ szakaszonként konstans:

0 egyébként.

L_ ha i€V,
Zig = { Vival (5.15)

Normaélasa miatt a Zj; matrix szubortogonalis, és az ilyen particié-matrixok halmazat
Z;, jeloli. Tekintsiik azt a specialis reprezentaciét, melyben a cstcsok Ti,...,T, € R”
reprezentansai a Z; matrix sorvektorai. Ezzel a 5.6. Definiciobeli kiegyenstilyozott vagas
a

n—1 n k
9P, G) =Y > wyllts — 57 =zl Lz, = tr(Z[LZy) (5.16)
i=1 j=i+1 a=1

alakba irhat6, melyet a Z; € Z; matrixokon minimalizalunk.

5.7. Tétel Jelolie 0 = \g < M\ < -+ < A\y1 a G = (V, W) dsszefiiggd, sulyozott grif
Laplace matrizdnak sajdtértékeit. Akkor G ardnyos k-vdgdsdra a

E

1
ak(G) > i

i=1

also becslés teljestil.
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Bizonyitas: a fenti diszkrét feladat folytonos relaxaciéjaval torténik. A cstcsokry,...,r,
k-dimenzids reprezentansaira a 5.1. Tétel alapjan

k—1
: T _ A
i Z Z wij||r; — 1j||* = mln tr(X LX) = ‘ i
=1 j=i+1 =0
teljestil, ahol egyenl6ség az X = (uy, ..., us_;) matrixszal érheté el.
Mivel egy particié-matrix specidlis szubortogonalis,
k—1
gx(G) = min tr(Z]{LZ;) > iy (5.17)
€2 i=0
ahol egyenldség csak a k = 1 trividlis esetben érheté el, kiilonben az u; (i = 1,...,k —

1) sajatvektorok nem lehetnek particiévektorok, mivel koordindtaik osszege 0, hiszen
ortogondlisak az uy = 1/4/n vektorra.

A k = 2 esetben ¢(G)-re A\ az alsé korlat. A bizonyitasbdl az is lathatd, hogy
a becslés annal élesebb, minél kozelebb hozhaté a k-particid-vektorok altere a Laplace
matrix k legkisebb sajatértékéhez tartozé sajatvektorai dlatal kifeszitett altérhez. Errol
és a felsé becslésrél a [10] cikkben olvashatunk tébbet. Itt csak annyit jegyziink meg,
hogy ez az altér-eltérés a reprezentansok

St DB 5
k <r17 ) rk) I‘I/ll{n ,Vk Hrj C; H C;, = |V| I']

=1 jeV; JjEVE

k-variancidjaval fejezheté ki, melyet a k-kozép eljards minimalizal (erre léteznek poli-
nomidejli algoritmusok).

Mivel egy hipergrathoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy élsulyoztt graf ugy, hogy
Laplace matrixaik csak egy kettes szorzoban kiilonbozzenek, a kiegyensilyozott vags
fogalma atvihet6é hipergrafokra is. Azonban ha a vagasbeli nagyméretli hiperéleket is
biintetni szeretnénk, akkor célszertibb a kovetkezé mennyiséget tekinteni a H = (V, E)
hipergraf minimalis k-vagasanak:

v(H) = _min WZ Z Z leNV,|-len Vi,

a=1 b=a+1

ahol k£ a csticsok szamat meg nem haladé pozitiv egész, a minimalizélas pedig a csiicsok
P, = (Vi,..., V) particidin torténik. Itt is be lehet latni, hogy

l%(ff)Z Au



ahol 0 = \g < Ay < -+ < \,_1 a H hipergraf Laplace matrixanak sajatértékei.
Megjegyezziik, hogy
v(H) <wv3(H) <--- <u,(H).
Amennyiben a csticsok k-dimenzids reprezentansai jol klaszteresednek, vy (H) felilrol

is becsiilheto a k legkisebb Laplace sajatérték tsszegének konstansszorosaval a kévetke-
z6képpen.

5.8. Definicié A csicsok P, = (V4,. .., Vi) particidja jol-szepardlt azry, . . ., v, k-dimenzids
reprezentdcioban, ha a Pi-hoz tartozo ¢ szinezéssel megfogalmazva

miﬂc(w)#c(vj) |r; — rj||

>1
MaXe(v;)=c(v;) [ri — ]

teljestil.

Azaz a kiilonbozo klaszterbeli pontok minimalis tavolsaga legalabb akkora, mint az azo-
nos klaszterbeliek maximalis tavolsaga.

5.9. Tétel Tegyiik fel, hogy valamely 1 < k < n egészre a H = (V, E) hipergrdf csi-
csai optimalis k-dimenzios reprezentansainak létezik jol-szepardlt k-particioja, melyre a
klaszterdatmérdk felsd korlatja €, és e < #ﬁ Akkor

k—1

aholq—l—l—1 T

Ebben az esetben a k-kozép eljaras iteracidja felfedezi a jél-szepardlt k-particiot.
Ezutdan a G = (V, W) élsilyozott grafra a normdlt vagdsokat definidlunk, melyek

particiokon vett minimumat a normalt Laplace matrix sajatértékeivel becsiiljiik. Itt a

kiegyensulyozds nem a klaszterek mérete, hanem azok térfogata tekintetében torténik,

ahol az U C V cstucshalmaz térfogata a dy, ..., d, atalanositott fokokkal a kévetkezo:
Vo) = Y a = 33w
€U ieU j=1

5.10. Definicié Legyen G = (V,W) silyozott grdf, melyre >  d; = 1, és P, =
(Vi, ..., Vi) a csucsok k-particidgja. G kiegyensilyozott k-vdgdsa Py, -ban:

k-1 k 1
f(PLGYy =3 < Vol(vb))w%v;)

a=1 b=a+1
eV z’“:wvva
= Vol(V,) T & Vol(V,)



G kiegyensulyozott k-vdgdsa pedig

P ePy,

Az étalakitasnal felhasznéltuk, hogy S2F_ Vol(V,) = S0 d; = 1.

Vegyiik észre, hogy fi(G) azokat a k-particidkat biinteti, melyekben ’sok’, 'nagy’ silyu
atmetsz6 €l fut eltérd térfogatu klaszterek kozt. fo(G)-t mar a [64] cikkben bevezették
egyszeril, a [(2] cikkben pedig élstilyozott grafokra. Altaldnos k-ra a [0] cikkben lett ilyen
néven bevezetve, el6tte pedig a [11] cikkben, csak ott k-slirtiségnek neveztiik. Utdbbi
cikkben, hasonléan az aranyos vagasoknal targyalthoz, alsé és felsé becslést is adtunk
frx(G)-re a normalt Laplace matrix k legkisebb sajatértéke segitségével. Itt csak az alsé
becslést ismertetjiik.

5.11. Tétel Legyen G = (V, W) dsszefiiggd sulyozott grdf, és jelolje 0 = Ng < Ay <
<o < A1 <2 a grdf normalt Laplace mdtrizdnak sajatértékeit. Akkor

N

-1
fe(G) = ) A

1

i

Bizonyitas: A bizonyitas hasonléan megy, mint az aranyos vagasoknal, csak itt normalt
particiémétrixokat hasznalunk. A P, particié szintén egyértelmiien meghatarozza az

n X k-as Zy = (21,...,2;) tn. normalt particiémétrixot, melynek a-adik oszlopa, a
Zo = (Z1ay - - 2na)’ vektor, a kovetkezd:
—L_ ha i€V,
Zig = Vol(Va,)
0 egyébként.

A D'/?Z,, métrix trividlisan szubortogondlis. Jelolie Z, a normalt k-particiématrixok
halmazat!

Ezutan a diszkrét feladat folytonos relaxacidjaval dolgozunk. Az rq, ..., 1, k-dimenzids
reprezentdnsokkal, melyeket az X métrix tartalmaz soronként,

n—1 n
o 0> wile =)

i=1 j=i+1
k—1 k—1

_ : 1/2 T 1/2 _ R )

= in tr[(DV?X) Ly (D'?X)] = Zl A = z; by

teljestil, mint azt a 5.5. Tételbdl (sulyozott grafokra vonatkozd reprezentacios tétel)
tudjuk.
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Mivel a Zj; normdlt particiéméatrixra ZI DZy, = I, ezért

fo(G) = min tr(ZILZ;) > i

ZkEZ

E
—_

I
o

i

A fels6 becslés itt is a reprezentansok klaszteresedési tulajdonsagaitdl fiigg, amit
ezesetben az un. sulyozott k-vagassal fejeziink ki. Ezutdn ezt a mennyiséget a k = 2
esetben feliilrol tudjuk becsiilni a normalt Laplace matrix két legkisebb pozitiv sajatérté-
kének a hanyadosaval. Ez a tény azt fejezi ki, hogy a Ay és Ay kézotti rés a spektrumban
onmagaban is elég fo alacsony szintre szoritasahoz. Itt csak a definicidkat és a tételt
kozoljiik, a bizonyitas a [10] cikkben taldlhato.

5.12. Definicié Az ry,...,r, reprezentinsok siulyozott k-variancidja

1
Si(rl, ce ,I'k) P— (I‘I/ll{n ) Z Zd ||I‘] CZ||2 C;, = W Zdjrj,

i=1 jev; JEV;
melyet a silyozott k-kozép eljaras minimalizal.

5.13. Tétel Legyen G = (V, W) dsszefiiggd silyozott grdf. G normdlt Laplace mdtrizd-
nak sajdatétékei: 0 = Ao < Ay < --- < \,_1. Akkor az optimadlis 2-dimenzios reprezentdn-
sok sulyozott 2-variancidjdra

A
Sy, om) £ 3

teljestil.

Végezetiil szélunk az izoperimetrikus szamrél, mely a k = 2 esetben f; nem-szimmetrikus
valtozta és azt fejezi ki, hogy menyire vaghato jol ketté a graf. Riemann-sokasagokra
(L[19]) vagy még régebben a matematikai fizikaban (1. [71]) gyakran hasznaltak, és kap-
csolatat az un. expander grafokkal sokan targyaltdk, 1. [1, 28, 10, 58, 63, 61] vagy a [21]
osszefoglalé monografia.

5.14. Definicié Legyen G = (V, W) sulyozott grif a dy,...,d, dltaldnos fokokkal, me-

lyekrdl feltessziik, hogy > . ,d; = 1. G izoperimetrikus szdima (mds néven Cheeger-
konstansa):
. w(U,0)
h = e
@)= min oD
Vol(U)< %

Nyilvan 0 < h(G) < 1, és h(G) > 0 pontosan akkor, ha G 6sszefiiggd. Az izoperimetrikus
szam nagy, ha a csiicsok barmely particidjara az atmetszo élek Osszsilya nagy még a
kisebbik rész térfogatahoz (az onnan kilép6 élek 6sszsulydhoz) képest is.
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A bevezetendd izoperimetrikus egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy amennyiben h(G)
élesen elvalik 0-t6l, G' nem vaghaté jol két részre, amit az in. Expander Mixing Lemma
is kifejez, 1. a 5.20. Tétel és [10]. Az izoperimetrikus szam szorosan Osszefiigg az un.
él-expanziéval és konduktancidval, 1. [1, 10, 58].

5.15. Tétel (Cheeger egyenlStlenség) Legyen G = (V, W) dsszefiiggd sulyozott grif
h(G) izoperimetrikus szammal és \y legkisebb pozitiv normdlt Laplace sajatértékkel. Ak-
kor

A1

5 < h(G) < min{l,v/2)}

és ha A\ <1, akkor

h(G) < VA2 = A1)

Megjegyezziik, hogy A1 < 1 mindig teljesiil, ha a W matrix tartalmaz legaldbb egy nem-0
elemet. Egyszerti grafokndl lattuk, hogy a teljes grafra A\; = ~*, minden mds egyszeri
grafra Ay < 1. Az is igaz tovabba, hogy egy egyszerii grafra A\; = 1 pontosan akkor
teljesiil, ha az teljes k-részes, valamely 1 < k < n egésszel.

Megjegyezziik, hogy A\ < fo(G) < 2h(G), igy az alsé becslés a normélt 2-vigésra
bizonyitottbdl is adodik.

Az izoperimetrikus egyenlétlenség szintén kapcsolddik az Osszefiiggd grafon az élek
mentén (az élsilyokkal, mint valdszintiséggel) tett véletlen sétédkhoz, 1. [28, 21, 54, 55,

, 09, 80]. Maga a séta egy diszkrét idejii &o, &1, ..., &, ... sztochasztikus folyamattal

irhaté le, melynek allapottere {1,...,n} és dtmenetvalészintiségei:

wij

d;

P(fmrl:j’ft:i):

Az dtmenetvaldsziniiségek nem fiiggenek az id6t6l. Az dtmenetvalészintiség matrix D~IW,
mely ugyan nem szimmetrikus, de sajatértékei megyegyeznek a D~1/2WD~1/2 matrix
sajatértékeivel, igy valdsak, és nem maésok, mint az 1 — \; szamok, ahol \;-k a normaélt
Laplace matrix sajatértékei.

A véletlen séta ergodikus pontosan akkor, ha a fenti Markov-lanc irreducibilis (A; > 0)
és aperiodikus (\,_1 < 2). Ezért egy Osszefiiggd és nem paros grafon tett sétdnak egy-
értelmil staciondrius eloszlds van, ami nem mds, mint a {d,, ..., d,} fokszdmsorozat. A
staciondrius eloszldshoz val6 konvergencia sebessége (keverési id6) anndl gyorsabb, mi-
nél nagyobb a \; sajatérték. Ezekrdl és egyéb fizikai paraméterekkel vald kapcsolatrol
bévebben olvashatunk a [54, 77, 80, 81, 82] cikkekben. Benniinket azonban inkabb az
‘anti-expanderek’ érdekelnek, amikoris A; a nulldhoz kozeli. A paragrafusbeli eredmé-
nyek azt sugalljak, hogy amennyiben k£ — 1 nulldhoz kozeli sajatérték van a normaélt
Laplace méatrix spektrumaban, és a tobbi ettol élesen elvalik, akkor k£ lazan Gsszefiiggo
csucsklaszterre szamithatunk, és a véletlen séta nagy valdszintiséggel a klasztereken beliil
marad.
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A Cheeger-egyenlétlenség kiterjesztése tobbszempontu (k > 2) ritka vagdsokra meg-
talalhat6 a [18, 51, 52] cikkekben, melyekben egy, egymadssal laza 6sszekottetésben levo
Vi, ..., Vi diszjunkt csicshalmaz rendszert (nem feltétleniil meritik ki V-t) Ap_1-el hoz-
nak kapcsolatba. Ugyanakkor a normalt Laplace matrix legnagyobb sajatértékére az in.
dudlis Cheeger-egyenldtlenség bizonyithatd, 1. [33]. Ez nagyon feliiletesen a kovetkezot
jelenti: minél kozelebb van a graf egy paros grafhoz, annal kézelebb van A, 1 a 2-hoz,
azaz a normalt Laplace spektrum felsé hatarahoz, ami szintén egyfajta spektralis rés.

A kovekez6 paragrafusban még altalanosabban vizsgaljuk a normalt Laplace matrix
szélsOséges, vagy ami ezzel ekvivalens, a normalt modularitdas matrix nagy abszolut értéki
(un. strukturdlis) sajatértékeit, és ezek kapcsolatét a klaszteresedéssel.

A klaszterméreteket egyéb célfiiggvényekkel figyelembe vevé eljardasok is vannak, 1.
példaul [29], egyéb szempontokat vet fel [14, 72, 73]. A [67] cikkben bevezetett Newman—
Girvan modularitas kozvetleniil a belsd élek Osszsilyanak a cstucsok fiiggetlen kapcsolé-
dasa esetén varttol valé kiilonbségét maximalizalja. Az elnevezés onnan ered, hogy a
fizikusok a csucsklasztereket moduloknak nevezik. A maximalizélasra kiilonb6z6 algorit-

musok ismeretesek (1. [30, 67, 68, 69, 21]), ezek nem spektralisak. Viszont a modularités
méatrix spektruméat hasznalja [70] és [10].
5.16. Definicié Legyen G = (V, W) sulyozott grdf, ahol W elemeinek dsszege 1. A
P, = (Vi,..., Vi) particidhoz tartozé Newman-Girvan modularitds:
k k
M(Py,G) =Y "> (wij — didy) = [w(Va, Vi) = Vol (Vo).
a=1 i,jeV, a=1

Adott 1 < k < n egészre a G grdf k-részes Newman-Girvan modularitdsa:

My(G) = max M(Py, G).

A Newman—Girvan modularitas kapcsolatarél a modularitas matrix sajatértékeivel és
kiilénb6z6 normalt valtoztairdl részletesen szélunk a [16] cikkben, melyben azt is meg-
mutatjuk, hogy a normélt modularitas maximalizalasa ekvivalens a normalt k-vagas mi-
nimalizalasaval ugyanarra a k-ra. A modularitas matrix elonye, hogy altalaban indefinit,
és a 0 sajatérték egyfajta vizvalasztd: a pozitiv sajatértékek alapjan egymassal lazan, a
klasztereken beliil pedig szorosan osszefliggd cstcsparticiét tudunk taldlni (’community
stucture’); mig a negativ sajatértékek alapjan éppen ellenkezdleg, egymadssal szorosan, a
klasztereken beliil pedig lazén Gsszefiiggd cstucsparticiét kapunk ("anticommunity struc-
ture’).

5.3. Altaldnositott véletlen grafok

Itt elészor bevezetiink olyan véletlen grafokat, melyekre teljestl, hogy akar a szomszéd-
sagi, akar a normalt modularitds matrix rendelkezik strukturalis sajatértékekkel, melyek
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abszolut értéke nagysagrendileg nagyobb a tobbi sajatértékénél; tovabba a hozzajuk tar-
tozd sajatvektorok segitségével reprezentalva a csicsokat, a k-kozép algoritmus segitsé-
gével azokban jdl elkiiloniilé klaszterek fedezhetok fel. Ezutédn azt vizsgédljuk, hogy egy
nagyméretli determinisztikus grafban hogyan fedezheto fel ilyen 1in. regularis struktira,
amit a klaszterparok kozti diszkrepanciaval definidlunk.

5.3.1. Felftijt zajos matrixok

Definidlunk egy altalanos véletlen matrix fogalmat, mely a Wigner-féle félkortétel mat-
rixanak altalanositasa. Ezt, mint zajt fogjuk hozzaadni specialis determinisztikus blokk-
matrixokhoz.

5.17. Definicié Legyenek w;;-k (1 < i < j < n) figgetlen, valds értéki valdszini-
ségi valtozok, melyek ugyanazon a valdszindségi mezén vannak értelmezve; wj; = w;j,
E(w;;) = 0 (Vi,7), és wi;-k egyenletesen korldtosak, azaz van olyan K > 0 konstans
(figgetlendl n-tdl), mellyel |w;;| < K, Vi,j. A W, = (wi;)1<ij<n Szimmetrikus, valds,
n X n-es matrivot Wigner-zajnak nevezziik.

Megjegyzezziik, hogy az egyenletes korlatossag feltétele feloldhatd, és a kovetkezo
allitasok normalis eloszlasi matrixelemek esetén is érvényben maradnak.

A leggyakrabban hasznélt allitds, mely Fiiredi és Komlés [34] cikkében lett kimondva
egy n X n-es szimmetrikus Wigner-zaj spektralnormajara, a kovetkezo:

Wl = max I\ (W,)| < 20vn + O(n'/2logn) (5.18)

1-hez tarté valdszintiséggel, ha n — oo, ahol 6% a w;; elemek variancidjanak kozos felsd
korlatja.

5.18. Definicié Legyen k < n rdgzitett pozitiv egész. Az n X n-es szimmetrikus B
mdtrizot a k X k-as szimmetrikus P matriz felfijtjanak nevezzik (0 < p;; < 1), ha
vannak olyan ny, . .., ny pozitiv egészek (Zle n; = n), hogy a B mdtriz sorait és oszlopait
ugyanigy permutdlva egy k* blokkbdl dllé blokkmdtrizot kapunk, ahol az n; X nj-es (i, )
blokk elemei mind p;j-vel egyenldek (1 <1i,j < k).

Most rogzitjiik a P maéatrixot és egyre nagyobb n x n-es B, matrixsza fajjuk fel.
Vizsgaljuk az A,, = B,, + W,, véletlen (zajos) métrixsorozatot, amint ns,...,ny — 0,
a kovetkez6 feltétellel:

ahol 0 < ¢ < % konstans.
Tegyiik fel tovabba, hogy W,, elemeinek egységes K korlatjara

K < mi i . 1— max  p; 5.19
- mm{z’,jer?ll,?,k}pj z‘,jer?l,?.{.,k}pj} ( )
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teljesiil. Igy A,, elemei a [0, 1] intervallumban lesznek, és G, = (V, A,,) véletlen élstilyo-
zott grafot definial. A kovetkezo6 specialis Wigner-zajjal el tudjuk érni, hogy G,, egyszert
graf lesz a véletlen A, szomszédsagi matrixszal, melynek elemei az (a,b) blokkban 1-ek
Pap €8 0-k 1 — py, valoszintiséggel. Ezt a kovetkezd W, véletlen zajjal tudjuk megoldani:
legyen Vi, ..., Vi a csicsok felfijas szerinti k-particidja, |V,| = n, (a = 1,...,k). Az
1 <a<b< kegészekre és az i € V,,, j € V}, indexekre legyenek

wy = | 1~ Par Pa valosziniiscggel (5.20)
—DPay 1 —pa  valészinlséggel
fiiggetlen valdszintiségi valtozdk; az a = 1,..., k egészekre és az i,j € V, (i < j) inde-
xekre pedig legyenek a
Wy = 1= Daa  Paa Valészir%ﬁségige} (5.21)
~Paa 1 —Paa valészintliséggel

elemek szintén fiiggetlenek, majd ezeket tiikrozziik a diagondlisra ugy, hogy W szimmet-
rikus legyen. Ez a W kielégiti 5.17. Definicié kritériumait, mivel elemei egyenleteasen
korlatosak és varianciajuk

1
2
o= 1;?g?ékpij(1 —pij) < 1
Ezesetben a véletlen (zajos) G,, = (V, A,) graf egy un. édltaldnositott véletlen graf lesz a
Vi,..., Vi particién agy, hogy V, és V, csucsai egymastol fiiggetleniil, p,, valdszintiséggel
vannak Osszekotve (1 < a < b < k), 1. [25, 26, 45, 61, 75]. Ezt a sztochasztikus
blokkmodellnek is nevezett modellt eldszor a [39] cikkben vezették be, majd a [20, 49]
cikkek szintén targyaljak. A fenti altalanositott véletlen grafra gy is tekinthetiink, mint
az [31] cikkben bevezetett Erdés—Rényi véletlen graf altaldnositasara (az eredeti modell,
ami a vilag els6 véletlen graf modellje volt, az egyklaszteres specidlis esetre vonatkozott).
A modellt részletesen ismerteti a [18] kényv is.

Majdnem biztos konvergencia allitasahoz az n x n-es W,, Wigner-zajra ismert kovet-
kez6 koncentracids egyenldtlenséget hasznaljuk, 1. [3]:

AW~ BIWIDI > 0 < exp (-0 ),

ahol K a W,, matrix elemeinek felsd korlatja. Ezt Osszevetve a (5.18)-bol kovetkezd
W]l = O(y/n) becsléssel azt kapjuk, hogy E|W,,|| = O(y/n), 1-hez tarté valdszinii-
séggel. Ezért vannak olyan c¢;, ¢ pozitiv valés szamok (amelyek nem fiiggnek n-tél, csak
K-t6l), hogy

P (W] > cavn) <e ™ (5.22)
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Miutan a jobb oldal egy n-tdl fiiggd konvergens végtelen sor altalanos tagja, a Borel-
Cantelli lemma miatt W,, nem csak 1-hez tarté valdsziniiséggel, hanem majdnem biz-
tosan is \/n rendi. Ezt a tényt fogjuk haszndlni a kovetkezd tétel megfogalmazdsédban.
Felhasznéljuk tovabba, hogy az n x n-es B felftijt matrix rangja megegyezik a k x k-as
P matrix rangjaval, az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy ez k. Akkor a B matrix
nem-nulla sajatértékei, a fi,..., 5, szamok, n nagysagrendiiek a blokkméretekre tett
feltételek mellett.

5.19. Tétel Legyen B,, a k X k-as szimmetrikus P matrix felfigtja, melynek nem-nulla

sajdtértékei a By, ..., 0, szamok, és legyen W,, n x n-es Wigner-zaj. Akkor az A, =
B, + W,, zajos véletlen mdtriznak van olyan A\, ..., N\, sajdtértéke, melyekre
X — Bi] <20v/n+ 00 Plogn), i=1,....k (5.23)

és a tobbi n — k sajdatértékre
\j| € 20vn+OnY3logn), j=k+1,...,n (5.24)
teljesiil majdnem biztosan, ha n — oo a blokkméretekre tett feltételek mellett.

B, sajatértékeinek O(n) nagysdgrendjét figyelembe véve, az A,, matrix k legnagyobb

abszoluit értéki és a tobbi sajatértékei kozt egy A — 2e rés lesz, ahol
e =20vn+ 00 Plogn) é A= 12112{ |Bi]. (5.25)
7

A 5.19. Tétel értelmében az A, matrix tehat rendelkezni fog k kiugrod, un. struktu-
ralis sajatértékkel. A [13] cikkben belattuk, hogy a B,, matrix i, ..., O sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok koordinatai megegyeznek a felfijasnak megfelelo Vi, ..., Vi particié
egyes elemein. Jeldlje F' az ezen szakaszonként konstans vektorok alterét. Azt is belattuk,
hogy az A, matrix \q, ..., \; strukturalis sajatértékeihez tartozo normélt sajatvektorok
tavolsaga ettol az altértol (9(%) rendl, igy az ezeken alapuld reprezenticioban a csu-
csok reprezentansainak k-variancidja is O(%) rendii. Nem-szimmetrikus matrixokra, ha
a véletlen matrixelemek eloszlasa csak els6 momentumukban tér el, hasonlé eredmények
talalhatok a spektrumra a [13] cikkben.

Hasonlé eredmény bizonyithaté a normalt modularités ill. Laplace métrix spektru-
méara, 1. [17]. A tételek lényege az, hogy a fenti jelolésekkel, a A, zajos matrixszal, mint
élsuly matrixszal definialt véletlen graf normélt modularitas matrixanak lesz k — 1 sajat-
értéke, melyek élesen elszepardlodnak 0-t6l (egy n-tdl fiiggetlen konstansnyi téavolsdgban
lesznek 0-t6l), a tobbi sajatérték pedig 0 koriil torlédik, ha n — oo. Az elszeparalt struk-
turalis sajatértékekhez tartozé transzformalt sajatvektorokkal reprezentalva, a reprezen-
tansok klaszterei ismét joél elvalnak. Ekvivalens modon, a normalt Laplace matrixnak
lesz k sajatértéke, melyek élesen elszeparalédnak 1-t6l (beleértve a 0 sajatértéket is), a
tobbiek pedig 1 koriil torlédnak, ha n — oo, majdnem biztosan.
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5.3.2. Regularis particidk

Az eddig vizsgalt véletlen struktirakban tehat torvényszertien jelennek meg a struktura-
lis sajatértékek, a hozzajuk tartozé sajatvektorokkal pedig fel tudjuk tarni a strukturat.
Most annak erediink a nyomaba, hogy determinisztikus grafokban hogyan lehet az dlta-
lanositott véletlen grafokéhoz hasonlé strukturat talalni. Egy ilyen strukturat a klaszter-
parok un. térfogat-regularitasanak diszkrepanciajaval jellemziink, amely diszkrepanciat
becsiilni tudjuk a normalt modularitas matrix kiugro és egyéb sajatértékei kozotti réssel
és a kiugro sajatértékekhez tartozo sajatvektorokkal torténé reprezentacié klasztereinek
Osszvarianciaival.

A k = 1 esetre ismeretes az tn. Expander Mixing Lemma, 1. [22, 10], melynek
sulyozott grafokra val6 atfogalmazdsa [15]-ben taldlhato:

5.20. Tétel Legyen G = (V,W) silyozott grdaf, melyre Vol(V)) = 1. Akkor minden
X, Y CV csucshalmaz parra

lw(X,Y) — Vol(X)Vol(Y)| < [[Mp]| - v/Vol(X)Vol(Y),

ahol |[Mp|| a G grdf normalt modularitds mdtrizdnak spektralnormdja.

A [23] cikkben a kis’ diszkrepanciat (Mp spektralnorméajat), mint kvazirandom tu-
lajdonsagot targyaljak. Ez azt jelenti, hogy a graf egy véletlen graf tulajdonsagait hor-
dozza. A tobbosztélyos esetre az dltaldnositott kvézirandom grafok definiciéja a [57]
cikkben talalhato.

Most a tobbklaszteres esetet vizsgaljuk, mikoris M p 'nagy’, de van néhany nagy ab-
szolut értékili, a tobbitdl élesen elszeparalodd sajatérték. Ebbol a célbdl bevezetjuiik a
klaszterparok térfogatregularitdsanak fogalmat [1] cikk alapjan. A szerzék ugyancsak
adak egy algoritmust, mely kiszamolja egy — néha ritka — graf csicsainak reguléris parti-
ciéjat n-ben polinom idoben, ezzel mintegy konstrukciot adva a Szemerédi Regularitasi
Lemméra ([79]).

5.21. Definicié Legyen G = (V, W) silyozott grdaf, melyre Vol(V) = 1. Az A, B CV
diszjunkt par a-térfogat requldis, ha minden X C A, Y C B részhalmazra

w(X,Y) — p(A, B)Vol(X)Vol(Y)| < ar/Vol(A)Vol(B),

ahol p(A, B) = % az (A, B) pdr kizti élsiiriség.

a 'kis’ értéke azt jelenti, hogy az (A, B) par Gn. paros expander, melyet [2] és [21]
cikkek vezettek be.

[15]-ben bebizonyitottuk, hogy a k = 2 esetben, amennyiben a normalt modularités
matrix egyetlen sajatértéke ugrik ki a 0 kornezetébol, akkor a hozza tartozoé sajatvektor
koordinatai alapjan klaszteresitve, a kapott két klaszter ilyen regularis part alkot, ahol a-
t a klaszterek 2-variancidjaval becsiiljiik. Altaldnos k-ra a kovetkezd tételt bizonyitottuk
[17]-ben.
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5.22. Tétel Legyen G = (V, W) siilyozott grdif n csicesal, és dy,...,d, dltalanositott
fokokkal, melyek a D fokszdm madtriz diagondlis elemei. Tegyiik fel, hogy G dsszefiiggo,
Vol(V') = 1, és nincsenek domindns csiucsok: d; = O(1/n), i = 1,...,n, ha n — oo.
Legyenek G normdlt modularitds mdtrixdnak sajdatértékei

L2 | = > 1| > > ] = -+ > |pa| = 0.

AV esicshalmaz (Vi, . .., Vi) particidja olyan, hogy minimalizdlja azt az s* = Si(ri%,...,r5)-
el jelolt siulyozott k-variancidt, melyet az optimdlis (k — 1)-dimenzids reprezentdnsok k
klaszterbe soroldsdval kapunk. (Ezek a reprezentinsok a (D~Y?uy,...,D™?u;,_,) mat-

rix sorvektorai, ahol uy, ..., Ug_1 @ fi1, ..., g_1 Sajatértékekhez tartozo ortonormadlt sa-
jdtvektorok.) Tegyiik fel, hogy van olyan 0 < K < ¢ konstans, mellyel |Vi| > Kn,

i =1,...,k. Akkor a (V;,V}) pdrok O(V2ks + €)-térfogat requldrisak, ha i # j; az

i = j esetben pedig a V; (i = 1,...,k) klaszterekre teljesiil, hogy tetszdleges X, Y C V;
részhalmazokra

lw(X,Y) — p(V;)Vol(X)Vol(Y)| = O(V2ks + €)Vol(V}),

ahol p(V;) = i(%(g; a 'V, csucsklaszter belsd élstrisége.

5.4. Algoritmusok grafok és hipergrafok klaszterezé-
sére

5.4.1. Sulyozott grafok

Itt az M p normalt modularitds matrix
1> ] = [po| 2+ = |pa| =0

csokken6 abszolut értéki sajatértékei alapjan klasztereziink. A klaszterek k szamat egy
olyan pozitiv egésznek vélasztjuk, melyre szignifikans rés tapasztalhatd py_1 és ux kozt
(ha ilyen nincs, akkor legyen k egy viszonylag kis szam, esetleg k = 2 vagy k = 3, ha
szemléletesen szeretnénk megjeleniteni a klasztereket 2- vagy 3-dimenziés dbrakon).

Specialisan, ha a k£ — 1 legnagyobb abszolut értékii sajatérték mind pozitiv, akkor
olyan klaszterekre szamithatunk, melyeken beliil nagy, a klaszterek kozt pedig kicsi az
élstrtiség. Az ellenkezd esetben, ha a k — 1 legnagyobb abszolit értéki sajatérték mind
negativ, akkor olyan klaszterekre szamithatunk, melyeken beliil kicsi, a klaszterek kozt
pedig nagy az élstirtiség. Az altaldnos esetben pedig csak olyan klaszterekre szamitha-
tunk, melyekben mind a klasztereken beliil, mind a klaszterek kozt homogén az élstirtiség,
és a klaszterparok kozti diszkrepancia (a térfogat regularitas konstansa) kicsi.

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezo: Inmput: Az n x n-es W matrix és a klasz-

terek szama (k), amirdl elézetesen tajékozédunk.
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1. Kiszamoljuk a d fokszam-vektort, a D fokszam-matrixot és az Mp = D~'/2WD~1/2—
T
vdvd normélt modularitds méatrixot.

2. Kiszamoljuk ennek k — 1 legnagyobb abszolit értékii s ajatértékét és az azokhoz
tartozé uy, ..., u,_1 sajatvektorokat.

3. Meghatdrozzuk a csicsok r1, ..., r, € R¥! reprezenténsait, mint a
(D_l/zul, .. ,D_l/Quk_l)
matrix sorvektorait.
4. A sulyozott k-kozépeljarassal az rq, ..., r, pontokat k£ klaszterbe soroljuk.

Output: a csicsok ennek megfelel6 Vi, ..., V} klaszterei.

Nagyméretli matrixok strukturalis sajatértékeinek meghatarozasara gyors kozelito
eljarasok léteznek, 1. [33, 30]. Az fentiekben haszndlt stlyozott k-kozép eljaras pszeu-
dokddja pedig a kovetkezd. Inmput: a véges dimenziés ry,...,r, pontok és a dy,...,d,

pozitiv sulyok.
e Inicializalas: V...,V a pontok kezdeti klaszterei.
o Az iteracié:
1. Kiszamoljuk a klaszter-kézéppontokat:

1 :
CiZVT(‘/i)Zdjrj7 Zzl,...,]{?.
JEV;

2. Athelyezzﬁk a pontokat a klaszterek kézt: r; abba a V; klaszterbe keriil, melyre
|lr; — ci|] = ming||r; — c¢f|. (Ha ez tobb indexre is teljesiil, a legkisebbet
vélsaztjuk.)

Az 1j klaszterekkel megismételjiik az 1-2 lépéseket konvergencidig (amig a pontok
stabilizdlédnak a klaszterekben).

Output: a pontok Vi, ..., Vi klaszterei.

Megjegyezzik, hogy néha eleve metrikus térbeli adatpontokat szeretnénk klasztere-
siteni. Ilyenkor is alkalmazhatjuk a fenti, grafokra vonatkozé modszert ugy, hogy az
x; pontokat egy graf cstucsainak tekintjuk, és a pontok paronkénti tavolsagai alapjan
meghatdrozunk azok w;; hasonléségait, melyeket a W élstly matrix elemei lesznek. A
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4.4. Fejezet otletet ad ahhoz, hogy reprodukalé magu Hilbert-tér technikakkal hogyan
lehet ezt megvaldsitani. Gyakran az in. Gauss magfiiggvényt hasznéljuk, mellyel

2
lxi—xg

Wi = KGauss(Xia Xj) =e€ 202

ahol o > 0 paraméter, . [60]. A médszert képfelismerésre is alkalmazzak, amikoris a pon-
tok pixeleknek felelnek meg, koordinatdik pedig nem csak a pixel térbeli elhelyezkedésére
jellemz6ek, hanem azok szinére, textirdjara, stb., 1. [78].

5.4.2. Hipergrafok kétszempontu klaszterezése

Mintdul a vy, v, ..., v, bindris (0-1) valtozékra tett ey, es,..., e, megfigyelések szol-
galnak (n < m). Ezek a H = (V, F) hipergrafot alkotjdk, ahol V' = {vy,va,...,v,}
és £ = {e1,ea,...,en}, Z(v € e) pedig 1 vagy 0 aszerint, hogy az e objektumon a v
tulajdonsagot megfigyelték-e vagy sem.

Legyen E' C E egy részminta, amely a H' = (V, E') hipergrafot generalja. Jelolje
0=MN(H") <X(H) <--- < \,(H') a H hipergraf Laplace matrixdnak spektrumét és
az n x n-es X*(H') matrix tartalmazza soraiban a hozzajuk tartazoé teljes ortonormalt
sajatvektorrendszert. Az 5.4. Reprezentacids Tétel szerint barmely d egészre (1 < d <
n) a d x n-es X%(H') matrix, amely X*(H’) els6 d sordt tartalmazza, a H' hipergraf
optimalis d-dimenzids reprezentaciéjat adja. Az FE’-beli élek osszvariancidja ebben a

reprezentacioban
d

LXG(H) = 3 Lie, XG(H) = A (H).

ecE'’ j=1

A H' hipergraf bedgyazasanak koltségét a

K(H'):= min [e2"%+ L(X3(H"))]
de{l,...,n}

célfiggvénnyel definidljuk, ahol a ¢ konstanst elére valasztjuk meg (a probléma méretének
megfeleléen), és a 2"~ % tag a tiilsdgosan nagy dimenzidkat biinteti (az élek dsszvarian-
cidgjat kifejez6 L(X%(H')) tag — épp ellenkezéleg — a dimenzié novelésével csokkenthetd).
A minimumot adé d* dimenziét az E’ él-klaszter dimenzidjanak nevezziik.

Jelolje S az E élhalmaz Osszes lehetséges particioit. Keressiik azt az S € S particiot,
melyre a K = Y K(H;) célfiggvény minimalis, ahol H; = (V, E;). Most vélasszunk és

rogzitsiink egy k egészet (1 < k < n). Definidlunk egy iteraciét, amely a fenti célfiiggvény
egy relativ minimumahoz vezet, ha csak az Sg-val jelolt k-particiok koérében keressiik a
minimumot. Legyen tehat (F1,..., Eyx) € S az E élhalmaz egy k-particija. Az eléz
jeloléseket alkalmazva az indukalt H; = (V, E;), (i = 1,..., k) rész-hipergréfokra a

Qu,(H;) = 2" % + L(X} (H;)), (i=1,....k)
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k
jeloléseket bevezetve, a Q = > Qq, (H;) koltségfiiggvényt fogjuk minimalizalni a Sy-beli
=1

1=
particiok és a dy, ..., d; dimenziok korében.
A minimumot keresé iteracio a kovetkezd 1épésekbol all:

0. Kiindulasul tekintjiik az E élhalmaz tetszéleges Fj, ..., Ey particidjat (egy ilyet
nyerhetiink pl. a k-koézép modszerrel.

1. Az Ey, ..., Ey Klasztereket rogzitve: meghatarozzuk a H; = (V) E;) hipergrafok
Laplace matrixainak spektralfelbontasat. Ezutén Qg (H;)-t a d; dimenziéban mi-
nimalizaljuk (minden i-re kiilon). Mivel 1 < d; < n egész, ez egy diszkrét minimali-
zélési feladat. Jelolje df a minimumot adé (nem feltétleniil egyértelmii) dimenzidt,
amellyel tehat

d;
Qu:(Hy) = 2% + > N(H;) (i=1,....k).
j=1

2. Most a d;-dimenziokat rogzitve az objektumokat atsoroljuk a klaszterek kozt: az e
objektumot abba az F; klaszterbe helyezziik, amelyben a hozza tartozé L(e, X} (H;))
variancia minimélis (ha tobb klaszterre is minimélis, akkor vegyiik a legkisebb Zilyen
i-t). Az objektumok igy nyert 1j klaszteresitését Ef, ..., E}-gal jelolve, ezekkel
megismételjiik az 1. és 2. 1épéseket, amig csak () csokkentheto.

Trivialis, hogy a fenti lépések @) értékét csokkentik, s mivel az objektumok szama
véges, az algoritmus véges 1épésben () relativ minimuméhoz vezet.

Bevezethetnénk egy k-ban minimalizald 1épést is, igy azonban az algoritmus nagyon
hosszadalmas lenne. Inkébb végigesinaljuk néhény kivalasztott k-ra (pl. a k-kozép el-
jarast lefuttatva kaphatunk k-ra oOtletet), és Osszehasonlitjuk a minimumként kapott @
értékeket.

Az iteracié soran kitiriilhetnek, és altaldban ki is iiriilnek él-klaszterek. k& értéke
természetesen ezzel csokken. A H; = (V| E;) hipergrafok dltaldban nem osszefiiggéek,
hanem tartalmaznak izolalt csticsokat, melyeket tobb 0 sajatérték megléte jelez. Jeldlje
V. a nem izolalt csucsok halmazdt. Ekkor UleV; =V, dea V..., V; rendszer nem
feltétleniil diszjunkt. Ezek a diszjunkt él-klaszterekre jellemzd tulajdonsag-asszociaciokat
tartalmazzak.

5.5. Irodalom jegyzék

76



Irodalomjegyzék

1]

Alon, N., Milman, V. D.; A, isoperimetric inequalities for graphs and superconcent-
rators. J. Comb. Theory Ser. B 38 (1985), 73-88.

Alon, N.; Eigenvalues and expanders, Combinatorica 6 (2) (1986), 83-96.

Alon, N., Krivelevich, M., Vu, V. H., On the concentration of eigenvalues of random
symmetric matrices, Isr. J. Math. 131 (2002), 259-267.

Alon, N., Coja-Oghlan, A., Han, H., Kang, M., Rodl, V., Schacht, M., Quasi-
randomness and algorithmic regularity for graphs with general degree distributions,
Siam J. Comput. 39 (2010), 2336-2362.

Alpert, C. J., Yao, S.-Z., Spectral partitioning: the more eigenvectors, the better. In
Proc. 32nd ACM/IEEE International Conference on Design Automation (Preas BT,
Karger PG, Nobandegani BS and Pedram M eds) (1995), pp. 195-200. Association
of Computer Machinery, New York.

Azran, A., Ghahramani, Z., Spectral methods for automatic multiscale data cluste-
ring. In Proc. IEEE Computer Society Conference on Computer Vision and Pattern
Recognition (CVPR 2006), New York NY (Fitzgibbon A, Taylor CJ and Lecun Y
eds) (2006), pp. 190-197. IEEE Computer Society, Los Alamitos, California.

Ballester, C., Calvo-Armengol, A., Zenou, Y., Who’s who in networks. Wanted: The
key player, FEconometrica 74 (5) (2006), 1403-1417.

Biggs, N. L., Algebraic Graph Theory. Cambridge Univ. Press, Cambridge (1974).

Bolla, M., Spectra and Euclidean representation of hypergraphs, Discret. Math. 117
(1993), 19-39.

Bolla, M., Tusnady, G., Spectra and Optimal Partitions of Weighted Graphs, Disc-
ret. Math. 128 (1994), 1-20.

77



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

Bolla, M., M.-Saska, G., Isoperimetric properties of weighted graphs related to the
Laplacian spectrum and canonical correlations, Stud. Sci. Math. Hung. 39 (2002),
425-441.

Bolla, M., M.-Saska, G., Optimization problems for weighted graphs and related
correlation estimates, Discret. Math. 282 (2004), 23-33.

Bolla, M., Recognizing linear structure in noisy matrices, Lin. Alg. Appl. 402 (2005),
228-244.

Bolla, M., Kramli, A., Statisztikai kovetkeztetések elmélete. Typotex, Budapest
(2005,2012).

Bolla, M., Beyond the expanders, Int. J. Comb. (2011), 787596.

Bolla, M., Penalized versions of the Newman—Girvan modularity and their relation
to multi-way cuts and k-means clustering. Phys. Rev. E 84 (2011), 016108.

Bolla, M., Spectra and structure of weighted graphs, FElectronic Notes in Discrete
Mathematics 38 (2011), 149-154.

Bollobas, B., Random Graphs, 2nd edn. Cambridge Univ. Press, Cambridge (2001).

Cheeger, J., A lower bound for the smallest eigenvalue of the Laplacian. In Prob-
lems in Analysis (ed. R. C. Gunning) (1970), pp. 195-199. Princeton Univ. Press,
Princeton NJ.

Choi, D. S., Wolfe, P. J., Airoldi, E. M., Stochastic blockmodels with growing
number of classes, Biometrika 99 (2) (2012), 273-284.

Chung, F., Spectral Graph Theory. CBMS Regional Conference Series in Mathema-
tics 92. American Mathematical Society, Providence RI (1997).

Chung, F., Graham, R. L., Wilson, R. K., Quasi-random graphs, Combinatorica 9
(1989), 345-362.

Chung, F., Graham, R., Quasi-random graphs with given degree sequences, Random
Struct. Algorithms 12 (2008), 1-19.

Clauset, A., Newman, M. E. J., Moore, C., Finding community structure in very
large networks. Phys. Rev. E 70 (2004), 066111.

Coja-Oghlan, A., Lanka, A., Finding planted partitions in random graphs with
general degree distributions, J. Discret. Math. 23 (4) (2009), 1682-1714.

78



[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]
[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

Coja-Oghlan, A., Graph partitioning via adaptive spectral techniques, Combin. Pro-
bab. Comput. 19 (2) (2010), 227-284.

Cvetkovi¢, D. M., Doob, M., Sachs, H., Spectra of Graphs. Academic Press, New
York (1979).

Diaconis, P., Stroock, D., Geometric bounds for eigenvalues of Markov chains, Ann.
Appl. Probab. 1 (1991), 36-62.

Ding, C., He, X., Zha, H., Gu, M., Simon, H. D.; A minmax cut spectral method for
data clustering and graph partitioning. Technical Report 54111, Lawrence Berkeley
National Laboratory (2003).

Duch, J., Arenas, A., Community detection in complex networks using extremal
optimization, Phys. Rev. E 72 (2005), 027104.

Erdés, P., Rényi, A., On the evolution of random graphs, Publ. Math. Inst. Hung.
Acad. Sci. 5 (1960), 17-61.

Fiedler, M., Algebraic connectivity of graphs, Czech. Math. J. 23 (98) (1973), 298-
305.

Frieze, A., Kannan, R., Quick approximation to matrices and applications, Combi-
natorica 19 (2) (1999), 175-220.

Fiiredi, Z., Komlés, J., The eigenvalues of random symmetric matrices, Combinato-
rica 1 (1981), 233-241.

Fortunato, S., Community detection in graphs, Phys. Rep. 486 (2010), 75-174.

Golub, G. H., Van Loan, C. F., Matrix Computations, 3rd edn. Johns Hopkins
University Press, Baltimore, MD (1996).

Hoffman, A. L., The change in the least eigenvalue of the adjacency matrix of a
graph under imbedding, STAM J. Appl. Math. 17 (1969), 664—671.

Hoffman, A. J., Eigenvalues and partitionings of the edges of a graph, Linear Algebra
Appl. 5 (1972), 137-146.

Holland, P., Laskey, K. B., Leinhardt, S., Stochastic blockmodels: some first steps,
Social Networks 5 (1983), 109-137.

Hoory, S., Linial, N., Widgerson, A., Expander graphs and their applications, Bull.
Amer. Math. Soc. (N. S.) 43 (4) (2006), 439-561.

79



[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

Jackson, M. O., Zenou, Y., Games on Networks. Megjelenés elott: Handbook of
Game Theory 4 (Young, P. and Zamir, S. eds), Elsevier Science.

Juhész, F., Malyusz, K., Problems of cluster analysis from the viewpoint of nume-
rical analysis. In Numerical Methods, Coll. Math. Soc. J. Bolyai (ed. Rézsa P), Vol
22 (1980), pp. 405-415. North-Holland, Amsterdam.

Juhész, F., On the structural eigenvalues of block random matrices, Linear Algebra
Appl. 246 (1996), 225-231.

Kannan, R., Vempala, S., Vetta, A., On clusterings: Good, bad and spectral, J.
ACM 51 (2004), 497-515.

Karrer, B., Newman, M. E. J., Stochastic blockmodels and community structure in
networks, Phys. Rev. E 83 (2011), 016107.

Kelmans, A. K., Properties of the charasteristic polynomial of a graph. Cibernetics
in the Science of Communication 4, Energija, Moskva—Leningrad (1967), 2741
(oroszul).

Komlés, J., Shokoufanden, A., Simonovits, M., Szemerédi, E., Szemerédi’s Regula-
rity Lemma and Its Applications in Graph Theory. In Lecture Notes in Computer
Science, Vol 2292 (2002), pp. 84-112. Springer, Berlin.

Lee, J. R., Gharan, S. O., Trevisan, L., Multi-way spectral partitioning and higher-
order Cheeger inequalities. In Proc. 44th Annual ACM Symposium on the Theory
of Computing (STOC 2012) (2012), pp. 1117-1130. New York NY.

Leskovec, J., Lang, K. I., Dasgupta, A., Mahoney, M. W., Community structure
in large networks: natural cluster sizes and the absence of well-defined clusters,
Internet Math. 6 (1) (2009), 29-123.

Liotta, G. ed., Graph drawing. Lecture Notes in Computer Science 2912. Springer
(2004).

Louis, A., Raghavendra, P., Tetali, P., Vempala, S., Algorithmic extension of Che-
eger’s inequality to higher eigenvalues and partitions. In Approzimation, Randomi-
zation and Combinatorial Optimization. Algorithms and Techniques. Lecture Notes
in Computer Science (Goldborg LA, Jansen K, Ravi R and Rolim JDP eds), Vol.
6845 (2011), pp 315-326. Springer.

Louis, A., Raghavendra, P., Tetali, P., Vempala, S., Many sparse cuts via higher
eigenvalues. In Proc. 44th Annual ACM Symposium on the Theory of Computing
(STOC 2012) (2012), pp. 1131-1140. New York NY.

80



[53] Lovész, L., Kombinatorikai problémék és feladatok. Typotex, Budapest (2000).

[54] Lovéasz, L., Random walks on graphs: a survey. In Combinatorics, Paul Erdds is
Fighty. Janos Bolyai Society, Mathematical Studies Vol. 2 (1993), pp. 1-46. Keszt-
hely, Hungary.

[55] Lovéasz, L., Winkler, P., Exact mixing in an unknown Markov chain, FElectron. J.
Comb. 2, paper R15 (1995), 1-14.

[56] Lovéasz, L., Simonovits, M., Random walks in a convex body and an improved
volume algorithm, Random Struct. Algorithms 4 (1993), 359-412.

[57] Lovéasz, L., T.-Sés, V., Generalized quasirandom graphs, J. Comb. Theory B 98
(2008), 146-163.

[58] Lubotzky, A., Discrete graphs, expanging graphs, and invariant measures. (With an
appendix by J. D. Rogawski). In Progress in Mathematics 125, Birkhduser Verlag,
Basel (1994).

[59] Von Luxburg, U., A tutorial on spectral clustering, Stat. Comput. 17 (2006), 395—
416.

[60] Von Luxburg, U., Belkin, M., Bousquet, O., Consistency of spectral clustering, Ann.
Stat. 36 (2008), 555-586.

[61] McSherry, F., Spectral partitioning of random graphs. In Proc. 42nd Annual Sym-
posium on Foundations of Computer Science (FOCS 2001) (2001), pp. 529-537. Las
Vegas, Nevada.

[62] Meila, M., Shi, J., Learning segmentation by random walks. In Proc. 13th Neural
Information Processing Systems Conference (NIPS 2001) (Leen TK, Dietterich TG
and Tresp V eds) (2001), pp. 873-879. MIT Press, Cambridge, USA.

[63] Mohar, B., Isoperimetric inequalities, growth and the spectrum of graphs, Linear
Algebra Appl. 103 (1988), 119-131.

[64] Mohar, B., Isoperimetric numbers of graphs, J. Comb. Theor, Ser. B 47 (1989),
274-291.

[65] Mohar, B., Poljak, S., Eigenvalues and the max-cut problem, Czech. Math. J. 40
(1990), 343-352.

[66] Mohar, B., The Laplacian spectrum of graphs. In Graph Theory, Combinatorics,
and Applications Vol 2 (Alavi Y, Chartrand G, Oellermann OR and Schwenk AJ
eds) (1991), pp. 871-898. Wiley.

81



[67]

[68]

[69]

[70]

[71]
[72]

[30]

[81]

Newman, M. E. J., Girvan, M., Finding and evaluating community structure in
networks, Phys. Rev. E 69 (2004), 026113.

Newman, M. E. J., Detecting community structure in networks, Fur. Phys. J. B 38
(2004), 321-330.

Newman, M. E. J., Fast algorithm for detecting community structure in networks,
Phys. Rev. E 69 (2004), 066133.

Newman, M. E. J., Finding community structure in networks using the eigenvectors
of matrices, Phys. Rev. E 74 (2006), 036104.

Newman, M. E. J., Networks, An Introduction. Oxford University Press (2010).

Ng, A. Y., Jordan, M. I., Weiss, Y., On spectral clustering: analysis and an algo-
rithm. In Proceedings of the 14th Neural Information Processing Systems Conferen-
ce, NIPS 2001 (Dietterich TG, Becker S and Ghahramani Z eds) (2001), pp. 849-
856. MIT Press, Cambridge, USA.

Pisanski, T., Shawe-Taylor, J., Characterizing graph drawing with eigenvectors, J.
Chem. Inf. Comput. Sci. 40 (2000), 567-571.

Polya, G., Szego, S., Isoperimetric inequalities in mathematical physics, Ann. Math.
Studies 27 (1951), Princeton University Press.

Rohe, K., Chatterjee, S., Yu, B., Spectral clustering and the high-dimensional sto-
chastic blockmodel. Ann. Stat. 39 (4) (2011), 1878-1915.

Simonovits, M., T.-Sés, V., Szemerédi’s partition and quasi-randomness, Random
Struct. Algorithms 2 (1991), 1-10.

Sinclair, A., Jerrum, M., Approximate counting, uniform generation and rapidly
mixing Markov chains, Inf. Comput. 82 (1989), 93-133.

Shi, J., Malik, J., Normalized cuts and image segmentation, IEEFE Trans. Pattern
Anal. Mach. Intell. 22 (8) (2000), 888-905.

Szemerédi, E., Regular partitions of graphs. In Colloque Inter. CNRS. No. 260,
Problémes Combinatoires et Théorie Graphes (Bermond J-C, Fournier J-C, Las
Vergnas M and Sotteau D eds) (1976), pp. 399-401.

Telcs, A., The Art of Random Walks. Lecture Notes in Mathematics 1885, Springer
(2006).

Tetali, P., Random walks and effective resistance of networks, J. Theor. Probab. 1
(1991), 101-109.

82



[82] Thomassen, C., Resistances and currents in infinite electrical networks, J. Comb.
Theory 49 (1990), 87-102.

[83] Trevisan, L., Max cut and the smallest eigenvalue. In Proc. 41th Annual ACM Sym-
posium on the Theory of Computing (STOC 2009) (2009), pp. 1117-1130. Bethesda,
Maryland USA.

33



6. fejezet

Dinamikus faktoranalizis

,oemmi sem dll, de keringve, forogua
Mozog minden az égen s egek alatt.
S mi hizza, mi hajtja,
Nem szinik az ok:
Nincs nyugalom, minden mozog.”
(Giordano Bruno: Dialégusok)

Egy iteraciés algoritmust ismertetiink a paraméterek becslésére az alabb bevezeten-
d6 dinamikus faktoranalizis modellben adott faktorszam mellett, ahol a faktorfolyamat
autoregressziés sémat kovet. A belso ciklusban végrehajtott tin. kompromisszum fak-
tor felbontas inhomogén kvadratikus alakok 0sszegének maximalizalasara énmagaban is
érdekes, ezért ezt kiilon részben targyaljuk, mint a fokomponensanalizis messzemen¢ al-
talanositasat. Egy alkalmazast is bemutatunk makrogazdasagi mutatok éves idosoraira
Magyarorszagon (a rendszervaltastol kezdve).

6.1. El6zmények és célkitiizések

A faktoranalizis klasszikus modelljének ismeretét feltételezziik, a részletes leirds megta-
lalhaté pl. [I]-ban. A klasszikus faktoranalizis sokvéltozds statikus adatrendszerben a
valtozok szaméanak csokkentésére alkalmas azaltal, hogy a sok, sztochasztikusan ¢sszefiig-
g6 valtozot kevesebb fiiggetlennel, tin. faktorokkal irja le, melyek azért a véaltozok kozti
osszefiiggések nagy részét magyarazzak. A dinamikus faktoranalizis célkitiizése hasonld,
de tobbvéltozos idosorokkal foglalkozik, igy a faktorok is idésorok lesznek. Az els6 dina-
mikus faktormodell megalkotdsa Geweke [10] és Denton [9] cikkéhez flizédik az 1970-es
évek végén. Ezt a modellt az 1980-as évek elején nalunk az akkori Tervhivatalban mar
alkalmaztdk is az 1953-1979 kozti makrogazdasagi mutatdk idésorara. Bankovi és tars-
szerz6i az [1, 2] cikkekben tovabb is fejlesztették a modellt. Mivel a faktorfolyamatokat
autoregresszios modell irja le, a faktoranalizis technikai mellett a regreszidanalizisére is
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szitkség volt. Azdta rengeteg dinamikus faktoranalizis modell latott napvilagot, kiilo-
nosen az ezredforduld utan, mikor a gazdasagi valsagfolyamatok pontosabb el6rejelzést
tettek sziikségessé. A dinamikus faktorrmodell az autoregresszios sémaval képes eloreje-
lezni a faktorfolyamatot, és igy — a faktorsilyok alapjan — magukat a valtozdkat is.

Modelliinkben a sokvaltozoés iddsor (egyméssal osszefiiggé makrogazdasdgi mutatok
ekvidisztans idépontokban megfigyelve) leirdsara joval kevesebb, fix szamu faktort hasz-
nalunk, melyek autoregressziés folyamattal torténé leirasa alkotja a modell dinamikus
részét. A modell alapvetd elképzelése az, hogy a valtozdk minden egyes idépontban a fak-
torok linedris kombinacioi, zajtdl eltekintve. Az egytitthaték (faktorsilyok) alapjan igy
a faktorokkal egyiitt a valtozok is elorejelezheték. Maguknak a faktoroknak csak a szak-
emberek tudnak konkrét jelentést tulajdonitani, akarcsak a klasszikus faktoranalizisben.
A konkrét példaban mi is kisérletet tesziink erre.

A paraméterbecslésre kiilonb6z6 mddszerek haszndlatosak. A [11] cikkben maximum
likelihood becslést alkalmaznak, mig Deistler és térsszerzéi a [7, 8] cikkekben linedris
algebrai médszereket, autoregresszios sémat és egyedi (idiosyncratic) hibatagot hasznal-
nak. A méar emlitett [1, 2] cikkben a szerzék egy iteracios eljarast fejlesztettek ki, melyben
egymas utan valasztottak le a dinamikus faktorokat. Mddszeriik a [0] cikkben bevezetett,
un. kanonikus valtozétranszforméciokon alapult. A faktorok egyszerre torténoé megha-
tarozasa egy technikai nehézségbe {itkozott: inhomogén kvadratikus alakok 6sszegének
optimalizalasat kellett megoldani, melyre csak az 1990-es években sziiletett algoritmus,
melynek leirdsa a [3] cikkben talalhatoé.

Itt az [1, 2] algoritmus [3] alapjan tovabbfejlesztett véltozatot ismertetiink, melyben
egyszerre (nem pedig egymds utdn ) vonjuk ki a dinamikus faktorokat (ennek egy ak-
kori alkalmazasat targyalja a [5] cikk). Inputként a megfigyelések n-dimenzids véletlen
vektora szolgal a t; és to kozti ekvidisztans id6pontokban (esetiinkben években). Meg-
jegyzezziik, hogy n nem feltétleniil kell, hogy nagyobb legyen (to — t; + 1)-nél, 1. [12].
Adott k < n egészre (k éltaldban jovel kisebb, mint n) k korreldlatlan faktort vélasz-
tunk le, melyek lefutdsa a linedaris és autoregresszios sémat koveti. Az utébbiba beépitett
késleltetést szintén meg kell adni (esetiinkben 4 év, de ez csokkenthetd). A paraméterek
becslésére egy kvadratikus célfiiggvényt minimalizalunk, a fatorok ortogonalitasara, vari-
anciajara, és bizonyos — a statikus és dinamikus rész kozti aranyt meghatarozé — sulyokra
tett kényszerfeltételek mellett.

A 6.2. paragrafusban definidljuk a modellt, mig a 6.3. részben a paraméternbecslést
targyaljuk. A belso ciklusban hasznalt, SVD alapt matrixfelbontast a 6.4, az alkalma-
zasokat pedig az 6.5. paragrafusban vezetjiik be.

6.2. A modell

Az input adatok n-dimenziés megfigyelések: y(t) = (y1(¢), ..., yn(t)), ahol t az id6, és a
folyamatot diszkrét, ekvidisztans idépontokban figyeljiik meg a t; < t5 hatarok kozt (t =
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t1,...,tz). Adott k pozitiv egész mellett (k < n) olyan, minden idépontban korreldlatlan
fi(t), ..., fru(t) faktorokat keresiink, melyek kielégitik a kovetkezé modellegyenleteket.

1. Az els6 a linearis modellekben megszokott
Fu) = bimyi(t), t=ti,.. tym=1,.. .k (6.1)
i=1

egyenlet, ahol a b;,,, egyiitthatok a modell paraméterei.

2. A masodik a faktorok dinamikus egyenlete:

A

14
fnt) = o+ Y Cmifmt—J), t=ti+l. . tym=1._Fk (6.2)
j=1

ahol az ¢ késleltetés adott pozitiv egész, fm (t) pedig az m-edik faktor ¢-edrendii au-
toregresszis elorejelzése a t iddpontban (az egyszeriiség kedvéért a fehér-zaj tagot
nem tiintetjiik fel, ezért hasznaljuk a fm jelolést f,, becslésére). A c,,; egyiitthatok
ismét a modell paraméterei.

3. A harmadik egyenlet a valtozok linearis elorejelzése a faktorokkal:

k
m=1

(A hibatagokat szintén elhagytuk, ezért hasznaljuk az g; jelolést y; becslésére.) Itt
a d,,; egyiitthaték lesznek a modell paraméterei.

Célunk a modell paramétereinek becslése, melyeket az alabbi matrixokban foglalunk
ossze: B = (bin,), C = (¢j), D= (dpi) (m=1,....k;i=1,....n;7=1,...4) (a cmo
és do; paraméterek kifejezhetOk az el6bbiekkel). A paraméterek becslésének azokat az
értékeket fogadjuk el, melyek minimalizaljak a

k n
wo Y Vary(fm — f) + Y wi - Var(y; — §) (6.4)
m=1 =1
kvadratikus célfiiggvényt a faktorok ortogonalitdsara és variancidjara tett alabbi feltéte-
lek mellett:
Cov(fm, fn) =0, m#h; Var(fm) =vm, m=1,... k. (6.5)

Fontos, hogy (6.4)-ben az alsé indexbeli ¢ azt jelenti, hogy a variancia szamoldsahoz csak
ati+/, ..., ty idészakot vessziik figyelembe. Itt a wq, wy, . .., w, adott, nem-negativ kons-
tansok balansziroznak a célfiiggvény dinamikus és statikus része kozt, mig a v, pozitiv
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valos szamok az egyes faktorok variancidjat képviselik, megvalasztasukrol a késobbiekben
szolunk.

Elméletileg az idosort gyengén stacionariusnak képzeljiik, ami azt jelenti, hogy w;
és yy4p kovariancidja csak |h|-t6l fiigg. Ez a tulajdonsag a gyakorlatban éltaldban nem
teljesiil, de az idosoranalizis standard mdédszereivel a folyamat ilyenné transzformalhatol
(1. [8, 13]). Itt ezzel nem foglalkozunk, feltételezziik, hogy adatsorunk mar 4tment ezeken
a transzformaciokon.

6.3. A paraméterek becslése
Bevezetiink néhany jelolést:
1 t2
Ui = P tz;l yi(t)

jeloli az i-edik komponens mintaatlagat, mig

to

1
HYi) = T (1) — ui) - (y;(t) — y;
Cov(yinvs) = =77 ;(y( )= 3i) - (y; (t) — 1))
az empirikus kovariancat,
1 &
Cov*(yi, yj) = — Z(yz(t) — i) - (y;(t) — 95)

t=t1

pedig a korrigalt empirikus kovarianciat az i és j valtozd kozt. Az
Vi =Cov(ys,y;),  4j=1...,n

jeloléssel legyen Y = (Y;;) a szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, n X n-es empirikus
kovarianciamatrix (néha a korrigéltat hasznaljuk).

Konnyt latni, hogy a c¢,,0 és do; paraméterek a tobbi paraméterrel kifejezhetok a
kovetkezoképpen:

1 to V4
= t) — fm(t—17 =1,....k
o = g 2 Un = D et =9), m=1
t=t1+¢ j=1

és

k
dOi:gi_deiJFm7 1217,71
m=1
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Ezért a ténylegesen becsiilendé paraméterek az n x k-as B, a k xn-es D és a k X (-es
C maétrix elemei. Jelolje tovabba b, € R" a B matrix m-edik oszlopét.
Definidljuk az un. késleltetett iddsort a

¢
) = i(t) =) it — ), t=ti+l. tyi=1... mym=1...k (6.6
j=1

formulaval, a késleltetett empirikus kovarianciamatrix elemeit pedig a

to

1
§ o= O ) = gy L 0= 0= 6

formuldval (m = 1,... k), ahol

to

1
zZ" = Z 2Mt), i=1,...,n.

ty—t; —(+1 4=,

Végezetiil jelolje Z™ = (Z}) az m-el késleltetett idésor szimmetrikus, pozitiv szemidefi-
nit, n X n-es empirikus kovarianciamatrixat (m =1,... k).

Ezutén a (6.4) célfiiggvényt ezen mennyiségekkel irjuk fel, a kovetkezd atalakitasok
segitségével:

Fn(t) = fn(8) = bjm 2 () — o
j=1
és X
Var(fin — fm)e = bLZ™by,. (6.8)
Az (6.1) modellegyenlet értelmében

Var(f,,) = bl Yb,,, m=1,...,k
és

Cov(yi, fm) :ijmyij, 1=1,....n;, m=1,... k.
j=1

Tovabba a faktorok ortogonalitdsdnak és az (6.3) modellegyenletnek koszonhetéen

k k
Var(y; — 9;) = Yii — 2 Z dpniCov (i, fm) + Z iV
m=1 m=1

k n k
=V, -2 Zl i 2; bjmYi; + Zl dy i Vm
m= J]= m=
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teljesiil.
Ezek felhaszndldsaval az (6.4)-beli, minimalizalandé célfiiggvény a

k n n k n
G(B,C,D)=wy Y bLZ"by + Y wiYii =2 w;» dpi Y bjmYi
m=1 =1 =1 m=1 7j=1

n k
+2_wi ) dvm
i=1  m=1
alakot 6lti, ahol a minimumot a
b2 Yby, = dpn - U, m,h=1,....k (6.9)

kényszerfeltételek mellett keressiik.

A minimumot keresé algoritmus a kovetkezo kétciklusu iterdciot hasznélja. Va-
lasszunk egy kezdeti B(®) matrixot, mely kielégiti a (6.9) feltételeket. Ezekkel ismételjiik
az alabbi kiils6 ciklust konvergenciaig. A t-edik kiilsé ciklus 1épései a kovetkezok.

1. lépés: A BW-beli egyiitthatokkal kiszamoljuk f,,-eket az (6.1) modellegyenlet alapjan.
Ezutdn a linearis modell (Gauss normaélegyenletek, 1. [1]) standard legkisebb négy-
zetes modszerével becsiiljiik az (6.2) autoregressziés modell paramétereit. fgy meg-
kapjuk az egyiitthaték C® métrixat.

2. lépés: CW alapjan kiszdmoljuk a Z™ métrixokat a (6.6) és (6.7) formulakkal (Z™ kiszamo-
ldsdhoz a C) métrixnak csak az m-edik sorat hasznéljuk fel), m = 1,...,k. Ez a
7™ szintén fiigg t-t0l, azonban nem szeretnénk tulkomplikalni a jeloléseket, igy nem
hasznaljuk t¢-t, értelemszerén az aktualis Z™ matrixra gondolunk. Behelyettesitve
ezt a segédvéltozét G(B®, C® D) kifejezésébe, minimalizéljuk G(B®,C® D)-t
D szerint, mikozben a B és C matrixok t-edik rogzitett iteraltjait hasznaljuk. A
minimumot adé D-t D®-vel jelsljiik.

3. lépés: Ezesetben C-t és D-t rogzitve minimalizaljuk G(B,C®, D®)-t B-ben. Ehhez a
késébb térgyalandé belsé ciklusra van sziikség. A minimumot adé B-t BtHD-el
jeloljiik (ez lesz a B matrix kovetkez6 iterdltja).

Ezzel az 1j B matrixszal visszatériink a kiils6 ciklus 1. 1épéséhez (¢t := t + 1), és
konvergencidig folyatjuk eljarasunkat. Mivel a nem-negativ célfiiggvény értéke minden
egyes 1épésben csokken, értéke egy id6 utan egy pozitiv érték koriil stabilizalodik, ami
persze fligghet a kezdoértéktol. fgy az iteracionak csak egy lokalis minimumhoz valé
konvergencidja garantalhato.

A belsé ciklust a kovetkezo fejezetben targyaljuk, viszont az alabbiakban részletezziik
a 2. lépést és a 3. 1épés elokészitését.
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2. lépés: C-t rogzitve, a célfiiggvény B-t6l és D-tol fiiggd, ezekben minimalizalandé
része a kovetkezo:

k n k n k n
m=1 i=1 m=1 i=1 m=1 j=1
melyet el6szor D-ben optimalizalunk. Ehhez meg kell oldanunk a

Jg(B,D)

J=1

egyenleteket D minden egyes elemére. Konnyen ldthatd, hogy az optimalis D aldbbi
elemei adjék ¢g(B, D) lokélis minimumat rogzitett B mellett:

1 n
dfnprU—ijij, m=1,....k;i=1,...,n.

3. lépés: Beirva az igy kapott D?-ot g(B, D) kifejezésébe, az a kivetkezd alakot

olti:
k
g(B, Dopt) = Wo Z bﬁzmbm Z " Z Wy Z meY;J

m=1 = i=1 j=1

Innen az n X n-es szimmetrikus V. = (V};,) matrix Vj, = > w;Y;;Yi, elemenkénti
definicigjaval és az n x n-es szimmetrikus

1
Sm:wOZm——V, mzl,...,k,
matrix bevezetésével g(B, D) a
g(B, D7) = Zst b, (6.10)

alakba irhatd, melyet a b,,-ekre tett kényszerfeltételek mellett minimalizalunk.

Ahhoz, hogy a 6.4. paragrafusban bevezetendd algoritmust alkalmazzuk, a by, ..., b,,
vektorokat egy ortonormalt rendszerbe kell transzformalnunk. A kényszerfeltételek figye-
lembe vételével az

1 _ _
Xy = TmY1/2|om, A, =0, Y V28, Y V2 m=1,.. .k (6.11)
transzformacio az xy, ..., X € R" ortonormalt rendszert eredményezi, tovabba
b%Smbm = X%Amxm, m=1,...,k
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miatt

g(B, D% = ZXTAme (6.12)

adodik.
A kovetkez6 rész algoritmusa (belsé ciklus) a fenti (6.12)-beli inhomogén kvadrati-

. ’ o . e t t o« . , ,
kus alakok Gsszegét minimalizédlja. Legyen x77, ..., x;"" a minimumot adé ortonormalt

rendszer. Végezetiil a (6.11)-beli els6 transzforma(no invertalasaval, a
b = o, Y V2P om=1,...k
vektorok adjdk annak az optimdlis B?* mdtrixnak az oszlopait, mely a g(B, D) kife-

jezést minimalizalja.

6.4. Szimmetrikus matrixok kompromisszuma

Adottak az Ay, ..., Ay n x n-es szimmetrikus, egyelére pozitiv definit matrixok (k < n).
Keressiik azt az x1, ..., X € R™ ortonormalt rendszert, melyre az inhomogén kvadratikus
alakok

k
E T
Xi 1AZXZ
i=1

Osszege maximalis.
Az elméleti megoldast Lagrange multiplikator modszerrel kapjuk: az optimumot ado
x;-k kielégitik a
A(X) =XS (6.13)
egyenletrendszert valamely k X k-as szimmetrikus S matrixszal (melynek elemei éppen

a multiplikdtorok), ahol az n x k-as X és A(X) maétrixok a kovetkezOképpen vannak
definidlva oszlopaikkal:

X =(x1,...,%x%), AX)=(A1x1,...,Apxy).
Az xq,...,x; vektorok ortonormaltsaga miatt az
X'X =1, (6.14)

(nem-linedris) egyenletrendszernek szintén teljesiilnie kell. Mivel X és a szimmetrikus
S osszesen nk + k(k + 1)/2 szabad paramétert tartalmaznak, (6.13) és (6.14) pedig
ugyanennyi egyenletet, a problémara megoldas varhato.

Ha az (6.13) métrixegyenletet egy homogén linedris egyenletrendszerré transzformal-
juk, akkor lathatjuk, hogy nem-trivialis megoldas akkor 1étezik, ha az egyiitthatomatrix
determinénsa nulla:

A-1I,®8|=0, (6.15)
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ahol az nk X nk-es A matrix a A = A; & --- & A, un. Kronecker-osszeggel fejezheto
ki (azaz az A, ..., Ay matrixok alkotjdk az A matrix diagondlis blokkjait), ® pedig a
Kronecker-szorzatot jeldli.

A (6.15) egyenlet egy altalanositott karakterisztikus egyenlet, mivel egy k(k + 1)/2-
fokt polinomja az S szimmetrikus, in. kompromisszum-matrix elemeinek. Az elméleti
megoldds nem ismeretes, numerikus megoldassal prébélkozhatunk. Ehelyett, a [3] cikk-
ben egy algoritmust vezettiink be, melynek konvergencidjat a megoldashoz bizonyitottuk.
Most ezt ismertetjiik.

Egy X(© szubortogonalis métrixbél (oszlopai ortonorméaltak) kiindulva az iteracé m-
edik 1épése az (m — 1)-edik alapjan a kovetkezd (m = 1,2,...). Vegyiik az A(X(m~1)
matrix poldris felbontésat egy X™ n x k-as szuborthogonélis és egy SU™ k x k-as szim-
metrikus métrix szorzatara. Legyen az els6 tényezé X (™, és folyatjuk konvergencidig.

Magat a poldris felbontast (1. [1]) métrixok szinguldris érték felbontédsaval (SVD) kap-
juk. A [3] cikkben bizonyitottuk az algoritmus konvergencidjat. Megjegyezziik tovabbd,
hogy a trS™ sorozat konvergal a célfiiggvény maximumahoz.

Az aldbbi iteracié konnyen adaptalhatd pozitiv/negativ szemidefinit vagy indefinit
matrixokra, és minimumkeresésre maximum helyett.

Keressiik meg példaul
k
Z XZTAixi
i=1

minimumét a (6.14) kényszerfeltételek mellett, ahol Ay, ..., A, tetsz6leges n X n-es szim-
metrikus métrixok. Legyen A\"** az A; matrix legnagyobb sajatértéke (i = 1,... k) és
legyen
A= max A" +¢,
ie{1,....k}

ahol € egy tetszoleges, 'kis’” konstans. Ekkor az

AZ:/\IH—A“ Z:1,,]€
matrixok pozitiv definitek és
k k k
min Z x! A;x; = —max Z x! (—A;)x; = Mk — max Z x? Ax;;
i=1 i=1 i=1

tovdbbd az elsdként szerepld, A;-ktdl fliggd Osszeg minimuma ugyanazokon az x;-ken
vétetik fel, mint az utolsd, A;-oktdl fiiggd Gsszeg maximuma.

6.5. Alkalmazas

A KSH honlapjardl kerestiink a gazdasagot reprezentativan jellemzo, egymassal Gssze-
fiiggd, aggregalt valtozékat. A 10 valtozora vonatkozd éves idésorok az 1989-2011 kozti
id6szakra vonatkoznak.
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A vialtozdk nevel és roviditésel a kovetkezok:

1. Epl'tett lakésok szdma — ELSZ

2. Brutté hazai termék — GDP

3. GDP végso fogyasztas 6sszesen — GDPVF
4. GDP bruttoé felhalmozas 6sszesen — GDPBF
5. Beruhazas folyé aron - BERUH

6. Fogyasztéisr-index — FAI

7. Fogyasztéiar-indexbdl élelmiszer — FAIE

8. Kiskereskedelmi forgalom indexe — KFI

9. Aruszllitds indexe tonna alapjan — AIT

10. Személygépkocsik szama — SZS

3 faktort vélasztottunk le 4-es késleltetési értékkel (melyek a korméanyzasi periédu-
soknak felelnek meg). Miutdn a valtozok kiilonboz6 egységekben voltak megadva, stan-
dardizaltuk azokat. A véltozok silyai a szérasok reciprokai, a faktorok silyai egyenloek
voltak.

Az 1., 2. és 3. abra a harom faktor idébeli lefutdsat dbrazolja.
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1.faktor

4 —
354
3 —
25—
2 —
15—
91—
0.5
D =
T I I ] T ] I
1985 1980 1995 2000 2005 2010 2015
Ev
1. dbra
2.faktor
3 —
2 —
1 —
u —
-1 —
,.2 —
=3 —
T T T T T T T
1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015
Ev
2. dbra
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3.faktor

0.5
0 —
-0.5-
_1_
.1.5_
-2 —
25
-3 -
I T T T T T T
1985 1990 19495 2000 2005 2010 2015
Ev
3. dbra

Az 1. Téablazat a valtozok silyat mutatja az egyes faktorokban.

1.faktor 2. .faktor 3.faktor
ELSZ -1.05& 1.775 -0.80%
GDE -1.454 1.940 —-0.798
GDEVF —2.234 1.641 -2.457
GDEEF -1.075 -0.541 -0.253
BERUH -5.110 1.255 -2.350
FAT -10.50%9 1.773 -4, 55§
FAIE 11.263 —4,457 4,623
¥FI 11.267 -0.867 2.328
ATT -0.230 0.611 -0.524
5Z5 5.730 -3.188 2.205
1. Tabldzat

A 2. Téablazat az egyes valtozok elérejelzését mutatja a faktorok linearis kombunaci-
6jaként. Ahol nagy a konstans, ott a valtozé kommunalitasa viszonylag kicsi.
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1.faktor 2.faktor 3.faktor Constant term
EL3Z 0.019 0.212 -0.071 0.411
GDP 0.110 0.002 -0.325 -0.1a7
GDEVE 0.138 0.024 -0.305 -0.188
DDPEF -0.068 -0.025 -0.273 0.383
BERUH 0.051 -0.10& -0.343 -0.073
FAT 0.052 -0.142 -0.27& -0.028
FATE 0.065 -0.144 -0.257 -0.064
KFI 0.130 0.103 -0.250 -0.058
ATT 0.053 0,058 -0.284 0.099
5Z5 0.093 -0.115 -0.264 -0.005
2. Tablazat

A 3. Téblazatban a faktorok dinamikus egyenletének egyiitthatoi lathatok. Megfi-
gyelhetd, hogy mindharom faktorra az egy évvel elobbi értékeik vannak a legnagyobb
befolyassal, majd a két évvel késébbiek ellenkez6 elGjellel (ami utalhat a korményzati
periédusokban az 1j intézkedések bevezetésének pozitiv, majd negativ hatdsara).

1.faktor 2.faktor 3.faktor
. 0.063 —-0.034 —-0.062
1. 1.644 1.759 1.563
2. -1.058 —-0.g48 —-0.520
3. 0.721 0.087 0.046
4., —-0.338 0,002 —-0.115
3. Tablazat

A példa webes feliileten is megtekintheto.

http://calculus.hu/autograph/dinfak.html
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7. fejezet

A varianciaanalizis altalanos
modelljei

S a rossz uton, mert minden ellovan,
Feliiti néha fejét a lovam
Es megkérdi, mig szép feje kigyul:
Hdt mi lesz ebbol, tekintetes ur?”

(Ady Endre: A lo kérdez)

7.1. T6bbvaltozdés varianciaanalizis (MANOVA)

A varianciaanalizis (ANOVA, 1. [1]) — mely egy normélis eloszldsi valtozé kiilonbozé
csoportokban valé megfigyelésein alapul — egyik lehetséges altalanositasa a tobbvaltozos
varianciaanalizis (MANOVA), melyben a kiilonboz6 szinteken megfigyelt valtozé tobb-
dimenzids folytonos (altalaban tobbdimenzids normalis) eloszldst kovet.

Az egyszempontos modellben p-véaltozos megfigyeléseink vannak k kiilonb6z6 cso-
portban. Tébbdimenziés normaélis esetben az egyes megfigyelések kovarianciamatrixa
ugyanaz, csak varhaté érték vektoraik kiilonbozhetnek, éppen azt szeretnénk megvizs-
galni, hogy szignifikdns-e koztiik a kiilonbség. Legyen

Yijw./\fp(m—i—az-,C) (jzl,...,ni;izl,...,k;),
S n; = n, ahol feltehetd, hogy S°F | a; = 0. A
Hy :a=---=a,=0

hipotézis vizsgalatahoz sziikségiink van a p x p-es empirikus kovarianciamétrix n-szeresének
(T) a felbontédsara csoportok kozti (B) és csoportokon beliili (W) szérédast kifejez6 ta-

gokra:
T=B+W,
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ahol

D 9 S e S I
B = ) n(Yi-Y)(Yi-Y)" (7.1)
W = ZE(YU—Yi,)(YU—Yi,)T.

~n
atlagvektora (i =1,... k).
Ezek segitségével hasonld vizsgalatok végezhetok, mint az egyvaltozds esetben, 1. [3].
Megjegyezziik, hogy W hasonlé a 5. Fejezetben bevezetett k-variancia nevii mennyiség-
hez.

Itt Y =1 Zle >, Yi; a mintadtlag vektor, mig Y, =1 >y Yij az i-edik csoport

7.2. Nemparaméteres varianciaanalizis

Itt részletesebben a masik altalanositassal foglalkozunk, melyben egy vegyes tipusu val-
tozé megfigyelt értékei alapjan szeretnénk kiilonbséget tenni csoportok kozott, eloszor
egy szempont szerint.

Megfigyeléseink legyenek egy diszkrét valtozo értékei. Az objektumokat valamely
ismérv alapjan diszjunkt csoportokba soroljuk. Ezek utdn az adatok strukturaja a ko-
vetkezd:

1. csoport:  Xyp...X4,,
2. csoport:  Xoj...Xop,

d. csoport  Xgi...Xgn,

Legyen n := Zle n;. Rendeljiink rangokat minden egyes mintaelemhez az egyesi-
tett mintaban. A legkisebb kapja az 1-est, a masodik legkisebb a 2-est, és igy tovabb,
a legnagyobb kapja n-et. Jelolje R;; az X;;-hez rendelt rangot. Legyen R; az i-edik
csoport rangosszege. Ha két vagy tobb mintaelem azonos, akkor ezekhez atlagolt rangot
rendeliink. Néhany altalanos feltétel:

e A mintaelemek véletlen mintak a sajat sokasagukbol.
e A csoportok kozott, illetve a csoportokon beliil fiiggetlenek a mintaelemek.

e Az adatok legaldbb sorrendi skalan értelmezhetok.
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Brunner és Puri [2]-beli, 2001-ben publikélt nem-paraméteres mddszerét ismertet;jiik,
melynek modellje a kévetkezo:

Xz_]NE(x)7 j:l’,n“ 22177d’

ahol Fy(z) = 1 [F"(z) + F; ()] jeloli az eloszldsfiiggvény normalizalt véltozatat. (F(z) =
P(X; < x) a jobbrdl folytonos, F; (z) = P(X; < z) pedig a balrdl folytonos eloszlés-
fiiggvényt jeloli.)
A nullhipotézis pedig:

Hy:Fy=F=--=Fy,

vagy masképpen
HEY . CF =0,

ahol C a d x d-es centralé matrix: C =1,;— éllT7 ahol 1 jeloli azt a d-dimenziés vektort,
amelynek az 6sszes koordinatdja 1. F = (Fy,..., Fy)T.

Altaldban diszkrét megfigyelések alapjan szeretnénk donteni arrdl, hogy a kialaki-
tott csoportok megfigyelései azonos eloszlasiak-e. Ilyen kérdések a gyakorlatban sokszor
felvetodnek. Példaul ugyanazon tantargybol tartott tobb gyakorlat gyakorlatvezetoinek
tevékenységét szeretnénk osszehasonlitani a hallgaték (0-5 pontos skalan adott) értéke-
lése alapjan (minden gyakorlatvezetének mésok a hallgatdi). Mdsik példa: kiilonbozé
korosztalyokban vagy iskolazottsdagi csoportokban szeretnénk Osszehasonlitani interne-
tezési szokdsokat diszkrét megfigyelések alapjan (pl. internetezéssel toltott érak szdama,
letoltott oldalak kédjai, sth.). Harmadik példa: néhany szorongésgétlé gydgyszer hatédsét
szeretnénk Osszehasonlitani (a gyogyszereket péaciensek kiilonboz6 csoportjain prébaltak
ki) diszkrét valtozok (pl. a szorongés fokozata) alapjan.

Definidljuk az ¢ -edik relativ kezelési hatést:

:/H(x)dFi(x), i=1,....d

ahol H(z) = %Zle n;F;(x) az eloszlasfiiggvények stilyozott atlaga. Példdul ha H(x) =

x, akkor p; = p; = [xdF;(x) a vérhat6 érték. Ebben az értelemben p; = [ HdF;
tekinthet6 egy altalanositott varhaté értéknek.

Mivel az X;; (j = 1,...,n;) vald szintliségi valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlasiak,

pi felirhaté a P(X;1 < X;1) valoszintiségek sulyozott étlagaként 1 Togzitett, az dtlagot

= 1,...,d-ig vesszilk. Ugyanis Fj(z) = P(X; < z) + sP(X;1 = z) és H(z) =

%Z _ n][ (Xj1 < )+ 2P(X;1 = z)], a Bayes-tétel miatt pedig

.

1
Z”y { Xj1 < Xa) + 5 P(Xn = Xa)
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Amennyiben az eloszlasfiiggvények folytonosak, gy P(X; = X;1) = 0 és p; =
1354 nP(Xj1 < Xa).

A p; relativ kezelési hatast gy becsiilhetjiilk meg, hogy az eloszlasfiiggvényeket az
empirikus eloszlasfiiggvényekkel helyettesitjiik:

n;

. 172 - 1
Bla) =5 [Fr@) + F@)] = =Y elo - Xy),
n; =
ahol c(u) = 1 [¢™(u) + ¢ (u)] jeldli a szdmlal6 figgvényt:
1, hau>0
cluy=< 1/2, hau=0
0, hau<0.
Ekkor
. 1 d . 1 d n;
Hiz) =~ > niFy(r) = - D) elx - Xyy).
i=1 i=1 j=1

Ha kiszamitjuk a mintaelemek rangszamait (jelolje R;; az X;; mintaelemhez tartozd
rangot az egyesitett mintdban), akkor azt vehetjiik észre, hogy

) .
Rz] - 5 + ; ;C(Xz] er) B + nH(Xz)
azZaz
1 . . 1 <1 1 1 /— 1
p, = — » H(X; —» —|Ryj—z)=—-|Ri—3 ],
b n,; (Xij) ni]:1n< ! 2) n( 2)

ahol Rl = n% Z;L;l RZJ
Tehét sikeriilt el6allitani a p = (pi, ..., pq)7 vektort:

iz Ry -3
ﬁ = = —
Pd Ry —3
A [2] cikkben targyaljak a kovetkezo tételeket.
Regularitdsi feltételek:
L. n=>" n — oo,
2. n% <ng<oo, i=1,...,d, valamely ny konstanssal,

3. U?:VCM”[H<XZ'1)]>O, Z:L,d
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7.1. Tétel (konzisztencia) Legyenek X;; ~ Fi(z), i =1,...,d, j = 1,...,n; figget-
len wvaldsziniséqgi vdltozok, és legyen p; ill. p; az elébb definidlt. Az elsé és mdsodik
reqularitdsi feltételek teljesiilése esetén E(p; — p;)*> — 0, i=1,...,d, han — oco.

Azaz p; a p; paraméternek négyzetes kozépben, és igy gyengén is konzisztens becslése.
Definialjuk a kovetkezé matrixot:

7.2. Tétel (variancidk becslése) Legyenek X;; ~ Fi(x), i =1,...,d, j =1,....n;
fiiggetlen valdszintiségi vdltozdk, legyen o? a harmadik regularitdsi feltételben definidlt
variancia, a hdrom reqularitdsi feltétel teljesiilése esetén

E(6%/0? — 1) = 0, ha n — oo, ahol

ng

R 1 — \2

J=1

2

%

Azaz 62 és o2 aszimptotikusan ekvivalensek.

7.3. Tétel (aszimptotikus normalitas) Legyenek X;; ~ F;(z), i=1,...,d;

j =1,...,n; figgetlen valdsziniségi vdltozok, a hdrom reqularitdsi feltétel teljesiilése és
HE fenndlldsa esetén a /nCp prébastatisztika aszimptotikusan O vdrhatd érték vektord,

CV,.CT kovarianciamdtrizi tobbdimenzids normdlis eloszldsi (n — 00).

Nagy mintaelemszam esetén a nullhipotézis tesztelésére y2-prébat haszndlhatunk,
ugyanis

~ +
O, =n-p'C’ [Cvncﬂ Cp ~ x2(f),

ahol f a szogletes zardjelben &ll6 matrix rangja (altaldban d — 1), T az dltalanositott
inverzet jeloli, és
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