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Fraktalgeometria

Ez a jegyzet fraktalokrol és a matematika egy fontos tételének, a kontraktiv
leképezések elvének kiilonbozs valtozatairdl szol. Targyalasunk soran a ma-
tematika olyan teriileteire jutunk majd amelynek eredményei elsé pillanatban
hihetetlennek tinnek, ellentétben latszanak a ,,jozan ésszel”. Meg fogjuk mu-
tatni ezeknek az eredményeknek néhany alkalmazéaséat az informatika, biologia,
geodézia és szamitogépes grafika teriiletén. Ezzel példakat szeretnénk adni a
matematikai modellalkotés folyamatara.

A jegyzet tizennégy ilyen példaval indul és csak ezutén tériink ra az elmé-
let kérdéseire. A megfelels, kékkel jelzett, hivoszora kattintva, mar a példak
tanulmé- nyozésa soran is lehetdségiink van attérni a példaval kapcsolatos el-
méletre. 49 feladat ad interaktiv vonast a jegyzetnek és egy kiilon fejezetben,
a feladatok megoldasat is megtalalhatja az Olvasoé.

A kb. 140 oldal els6 fejezete a motivacios példakat tartalmazza. A méa-
sodik fejezea fraktélgeometria alapvets fogalmait és tételeit dolgozza fel egy
hagyomanyos stilusban. Végiil a harmadik fejezet a feladatok megoldésahoz
ad utmutatot és kitekintést a fraktalokkal kapcsolatos tavolabbi problémékra.



1. fejezet

Motivacios példak



1.1. A geometriai sor egy kiilonos dbrazolasa és
kibontasa

Egy geometriai sorozat természetes felirdsa a
Tpy1=qr, n=01,2... xg=c (1.1)

rekurziv sorozat. Hiszen geometriai sorozatot akkor kapunk, ha egy ¢ szamot
mindig ugyanazzal a ¢ szammal ujra meg ujra megszorzunk és az (1.1) for-
mula pontosan ezt fejezi ki. Az 1.1 dbran az (1.1) sorozatnak egy geometriai
szerkesztését latjuk .

y=9x
Y Y el
y=9x
'
qc
q’c
qc X X
0 . 0 ¢
1.1. abra.
Y
r Y=gx+c Y =gx+c
0<g<1 0<g<1
X X
1.
1.2. abra.



Rogton felvetsdik a kérdés:

Milyen sorozatot kapunk akkor, ha az abra szerkesztését egy TET-
SZOLEGES egyenessel végezziik?

Ekkor az (1.1) helyébe
Tpi1=qrp+c n=0,1,2,... 2o=0 (1.2)

lép és a szerkesztés az (1.1) geometriai sorozat részletdsszegeinek a sorozatdt
jeleniti meg (1.2. abra.)

Az 1.2. abrabdl leolvashaté a ¢ hanyadosi és ¢ kezdett (végtelen) geometri-
ai sor Osszege 0 < ¢ < 1 esetén. Az (1.1) geometriai sorozat részletisszegeinek
a sorozatdt megjelenitd lépesdk az y = gx + ¢ és az y = x egyenesek metszés-
pontjaba ,futnak be”. Ebbdl arra kévetkeztetiink, hogy a (végtelen) geometriai
sor Osszege ekkor az

r=qr+c (1.3)

egyenlet x megoldésa.

Az abrakbdl leolvasottak matematikai bizonyitasa.

A fenti gondolatmenet a szemlélet alapjan nyilvanvalonak ttinik. Ha azonban
bizonyitani is akarjuk azt amit a szemlélet alapjan megallapitottunk, akkor a
kovetkezdképpen jarhatunk el.

Az (1.2) rekurziv formulat (Gsszefiiggést) kibontva

xr1 =qro+cC
Ty = qr1 + ¢ = q(qro + ¢) + ¢ = ¢z + qc + ¢
T3 = qry + ¢ = q(¢*xo + qc + ¢) + ¢ = ¢*xo + ¢*c + qc + ¢

teljes indukcidval
Tp=q"t0+q¢" ct+q" ¢t Fqgctec (n=1,2,...) (1.4)

és esetiinkben xy = 0.
Ezzel igazoltuk hogy az (1.2) rekurziv formulaval adott sorozat n-edik ele-
me a ¢ kezdetd, ¢ hanyadost geometriai sor n-edik részletdsszege.



Ezutan azt igazoljuk, hogy ha 0 < ¢ < 1, akkor a (végtelen) geometriai sor
Osszege, az (1.3) egyenlet megoldasa

c
Tr =
l—q
Ugyanis ha xy = 0 akkor
1fq — T, = 1iq (" e+ q" e+ -+ ge+c)
és koz0s nevezére hozva
1iq — (" e+ q" e+t get o) = 1q_cq. (1.5)
A jobboldal a nulldhoz tart ha n — oo.
A tovdbbiakban az (1.4) formuldt a
n—1
e+ q" e+ 4getce= quc. (1.6)
k=0

tomarebb formaban irjuk.
MEGJEGYZES. Az (1.5) megfelel atrendezésével az n-edik részletosszeg
ismert formulajat is megkapjuk

& c q"c 1—q"
Ty T 1= 1=
— q q q

1.2. Geometriai sor egy tabla szelvényes csokola-
déban

Egy csokoladét ugy reklamoz a gyartdja, hogy minden csokoladészelethez mel-
lékel egy szelvényt, amelybdl bizonyos mennyiséget Osszegyiijtve, az 0sszegyiij-
tott szelvényekért még egy csokolddészeletet kapunk. Egy csokoladészelet ara
100 Ft és tiz szelvényért kapunk még egy csokoladét. Mennyibe keriul nekink
eqy szelet csokolddé?



Ha egy szelet csokoladé ¢ forintba keriil nekiink és egy szelvény s forintot
ér akkor nyilvan
c+s =100 (1.7)

és mivel tiz szelvényért kapunk egy csokoladét, amelyhez egy ujabb szelvény
tartozik, ezért
10s=c+s (1.8)

Az (1.7), (1.8) egyenletrendszerbdl ¢ = 90, s = 10.

Mi koze van ennek az egyszeri csokoladépéldanak a geometriai so-
rokhoz?

Az (1.8) szerint, egy szelvény 0.1 csokoladét meg 0.1 szelvényt ér. Igy a 0.1
szelvény 0.01 csokoladét meg 0.01 szelvényt ér. Tovabb folytatva ezzel a
gondolatmenettel: a 0.01 szelvény értéke 0.001csokoladé meg 0.001 szelvény.
Es igy tovdbb a végtelenségig (1.3. abra).

A matematika nyelvén ez igy irhato

s=0.1c+0.1s =0.1¢+ 0.1(0.1¢ + 0.1s) = 0.1¢ + 0.1(0.1¢ + 0.1(0.1¢ + 0.1s))

Osszegezve
s=0.1c+0.1%c+0.1°+ 0.1°s

és teljes indukcioval
s=0.1c+01%c+---+01"+01"s n=12,... (1.9)

Az (1.9) alapjan, a szelvény s értéke a 0.1c kezdett, 0.1 hanyadost végtelen
geometrial sor 0sszege

s=0.1c+0.1%c+---+0.1". ..

mivel 0.1"s — 0.

1.2.1. Feladat Hogyan alakul az (1.9) formula, ha a csokolddé dra 185 Ft és
12 szelvény kell eqy ujabb csokoldadéhoz?

1.2.2. Feladat Fogalmazzuk meg a csokoldadépéldaval hogy a c kezdeld és q
hanyadosiu geometriai sor 0sszege

1—q



] P

mennyi csokolddét ér 1 szelvény?

1.3. 4bra.

1.2.3. Feladat Vizsgdljuk meg, hogyan alakul az (1.2) rekurziv sorozat hatdr-
értéke, amikor xy # 0.

1.3. A halmazelmélet viharos szuletése: a Cantor
halmaz

Legyen M egy véges sok elembdl allo halmaz (tovabbiakban véges halmaz).
Azt, hogy M hany elembdl all, gy hatarozzuk meg, hogy parba allitjuk az
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M halmaz elemeit a természetes szamokkal, vagyis megszamoljuk &ket. Ha
azt akarjuk tudni, hogy két véges halmaz A és B koziil melyik a nagyobb,
akkor nyilvan elegends a A és B elmeinek a parba allitdsa. Felesleges hogy
a halmazokat kiilon-kiilon megszamoljuk. Ha a parba allitas utan valamelyik
halmaznak, mondjuk a B halmaznak, maradnak péar nélkiil elemei, akkor a B
halmaz a nagyobb.

Azt is mondjuk ekkor, hogy a B halmaz szamossaga nagyobb.

Ezt a természetes eljarast végtelen sok elembdl dllo halmazokra alkalmazta
Georg Cantor német matematikus a 19. szazad utolso6 évtizedeiben és ezzel nagy
vihart kavart tudos kortarsai korében mivel ezzel nagyon furcsa, képtelenségnek
ting eredményekre jutott.

A (triadikus) Cantor halmaz a legegyszeriibb olyan halmaz, amelyen ezek
a furcsa, hihehetetlennek ting tulajdonsagok megfigyelhetdk.

A Cantor halmaz legegyszeriibben a kovetkezGképpen szerkeszthetd. Ve-
gyiink egy egyenesszakaszt, vegyiik példaul a [0, 1] zart intervallumot. T6rol-
juk az intervallum kozépsS harmadat, a (%, %) nyilt intervallumot. Ezutan a
fennmarado két egyenesszakasznak is toroljiik a kozépsé harmadat, az (%, %) és

a (%, %) nyilt intervallumot és ezt az eljarast folytassuk a megmaradé egyenes-

szakaszokkal a ,végtelenségig”. Az eljaras végterméke a (triadikus) C Cantor
halmaz (1.4. abra).

Egy pontosabb leirasa ennek:

Legyen C; a [0,1] — (%, %) zart halmaz, vagyis a [0, 1] kozéps6 harmadéanak, a
(3,2) nyilt intervallumnak a torlése utén kapott halmaz.

1.3.1. Definici6 ((Triadikus) Cantor halmaz) A (triadikus)C Cantor hal-
maz a ,toroljiik a kézépsé nyilt harmadéat mindegyik zart intervallumnak” sza-
bdly ismétlésével kapott C,, (n=1,2,...) halmazok kozis része

C= ﬁ Ch.
n=1

A C halmaznak a kovetkezs tulajdonsaga van:

1. a Cantor halmaz hossza csak 0 lehet.
2. a Cantor halmaz szamossiaga megegyezik a [0, 1] szamossagaval.

3. Haa [0, 5] NC vagy a [3,1] NC halmazt haromszorosara nagyitjuk, akkor

megkapjuk az egész C Cantor halmazt.
Igy a C Cantor halmaz, hozza hasonlé [2,1]NC és a [0, 3] N C halmazok
unidja (egyesitése). Ezta tulajdonsagot odnhasonldsignak nevezzik.
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| — b

_ —

HH HH HH HH
1.4. abra.

Els6sorban a 2. allitds az, ami hihetetlennek tiinik, ami elképeszté volt
Georg Cantor kortarsai, a 19. szdzadvég matematikusai szaméara. Hogyan le-
hetséges az, hogy egy halmaz szamossaga ugyanannyi, mint egy nagyon kicsi
részének a szamossaga?! Georg Cantornak a mér emlitett parbaallitason ala-
puld magyarazatat is valamiféle szemfényvesztésnek tekintették.

Bizonyitas (1). Nyilvdnvald, hiszen az eljards minden lépésében a halmaz
eqgyharmadat torélyik és igy a megmarado intervallumok hossza elegendden sok
lépés utdn tetszdlegesen kicsivé valik. Pontosabban, az n-edik lépés utan a meg-
maradd zdrt intervallumok (uniojdinak) hossza (2)™ amely barmely pozitiv szdm-

3
ndl kisebbé vdlik ha n elég nagy.

Bizonyitas (2). A Cantor halmaz itt ismertetett, egyszeri szerkesztése egy
geometriai konstrukcio. Megadhatjuk azonban a Cantor halmazt egy aritme-
tikai konstrukcicval is. Irjuk fel a [0, 1] intervallum minden elemét triadikus
tort alakban (harmas szamrendszerben). A Cantor halmaz szerkesztésében az
elsd lépés ekkor azt jelenti, hogy mindazokat a pontokat (torteket) tdvolitjuk el
amelyek triadikus alakjaban a tortjel utan 1 dll.
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A mdsodik lépésben mindazokat a pontokat (torteket) tordljik amelyek tri-
adikus alakjdban a tortjel utani mdsodik jegy 1 (1.5. dbra).

A geometriai szerkesztés mellett a C Cantor halmaz a kévetkezo

aritmetikai eljarassal is eloallithato:

0.00... 0.02.. 0.20... 022:..
0 1
0.0... 0.2...
?
0.020.. 0022.. 0.200.. 0.202...

R e Lo |

0 1
a két intervallum az iteracio eredménye
akét fekete intervalluma masodik iteracio eredménye

1.5. abra.

A szerkesztés n-edik lépésében mindazokat a pontokat (torteket) toroljiik
amelyek triadikus alakjaban a tortjel utani n-edik jegy 1 (n=1,2,...)

Megmutatjuk, hogy a [0, 1] intervallumnak ugyanazt a részhalmazdt kapjuk,
mint amikor rekurziv mddon, torolyik a zdrt intervallumoknak kézépsd nyilt
harmadadt.

Azok a triadikus tortek, amelyeket az elsd lépésben toroltink, pontosan a
(3,2) intervallum. A mdsodik lépésben toroltik a 0.01... €s0.21... triadikus
torteket. Ezek pontosan a (g3z,45) €s (3 + 55,2 + %) intervallumok pontjai.

Az n-edik lépés utan toréljik azokat a maradék pontokat, amelyek triadikus
tort alakjaban 1 dll az n + 1-edik helyen. Pontosabban, mindazokat a triadikus
torteket torolyik, amelyek n+1-edik jegye 1 és az elsé n helyen csakis O és 2 dll.

1

Az elsd ilyen intervallum (s, 5or), amely a [0, 55] kdzépsd nyilt harmada.

A tébbi bentmarado-torlendd par ezeknek a transzlacidja (eltoltja).

MEGJEGYZES. Azokat a tizedestorteket, amelyekben egy adott jegytdl
csupa nulla all, kétféle moédon lehet felirni. Példaul, 0.01 és 0.00999. .. ugyan-
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az a tizedesszam. Ez a jolismert tulajdonsag triadikus tortekre is all. Példéul,
a 0.1 és 0.0222..., 0.01 és 0.00222..., 0.001 és 0.000222..., triadikus tort
paroknak a [0, 1] intervallum ugyanazon pontja felel meg. A C Cantor halmaz
aritmetikai elgallitasdban ezek a pontok is szerepelnek (természetesen a 0 és 2
szamjegyekkel felirt formaban).

Ezutdn ha felirjuk a Cantor halmaz pontjait triadikus tort alakjaban és
a [0, 1] pontjait binaris tort alakban (kettes szamrendszerben), akkor rogton
lathajuk, hogy hogyan tudjuk 6ket parba &llitani. Mivel a Cantor halmaz-
ba pontosan azok a pontok tartoznak, amelyek triadikus alakja csakis 0 és
2 szémjegyet tartalmaz, a parba allitas a kovetkez6 egyszert szabaly szerint
torténhet:

Cseréljik le az x € C triadikus alakjiban a 2 szamjegyeket 1-re. Az igy
kapott bindris tort lesz az x pdrja
(Példaul, ha x = 0,2202|3, akkor a parja a 0,1101 binaris tort. Tizedestortek-
ben kifejezve, a 0,47419... parja 0,8125.)

Bizonyitas (3). A [0,1] elsé harmaddnak triadikus tort alakja 0,0. .., vagy-
1s mindazon pontok halmaza, amelyek triadikus tort alakjiban a tortjel utan 0
van, hiszen ezek a C mindazon pontjai amelyek egyharmadndl kisebbek. A C
mindazon pontjar amelyek kétharmadndl nagyobbak az 0sszes 0,2 ... alaki tria-
dikus tortek, vagyis mindazon pontok halmaza, amelyek triadikus tort alakjaban
a tortjel utan 2 van.

Ha a C 0,0... alaki pontjait harommal szorozzuk akkor megkapjuk o C
0sszes pontjat.

Ha o C 0,2... alaki pontjaibol levonunk kétharmadot, akkor a C 0,0...
alaki pontjait kapjuk.

1.3.1. Feladat Moddositsuk a Cantor halmaz szerkesztését gy, hogy % helyett
mindig a megmaradd zdrt intervallumok kézépsd (nyilt) % részét torolyik és ezt
ismételjik ujra meg ujra. Legyen az gy kapott halmazok sorozata C!: (n =
1,2,...).

Mennyi lehet ekkor az C: (n=1,2,...) halmazok kozds részenek hossza?

1.3.2. Feladat Moddositsuk a Cantor halmaz szerkesztését gy, hogy % helyett
mindig a megmaradd zdart intervallumok kozépsd (nyilt) ﬁ részét toroljuk és
ezt ismételjiik ujra meg ujra. Legyen az igy kapott halmazok sorozata C:* (n =
1,2,...).

Mennyi lehet ekkor az C* (n=1,2,...) halmazok kiézos részenek hossza?

13



1.3.3. Feladat Tudunk-e olyan kis % szamot mondant, hogy ha mindig a meg-
marado zdrt intervallumok kozépsé (nyilt) % részét torolyik €s ezt ismételyiik uj-
ra meg ujra, akkor pozitiv lesz a megmarado halmazok kézos részének a hossza?

Egy masik eljaras a Cantor halmaz szerkesztésére.

Legyen

Fi(x) = %m, Fy(x) = éx +§ (x € R). (1.10)

Alkalmazzuk a [0, 1] pontjaira az F; majd az F, fiiggvényt. Az igy kapott
halmazok egyesitése Cy, vagyis az a halmaz, amelyet a (3, %) nyilt intervallum
torlésével kapunk.

AC,.1 n=12,... halmazt ugy kapjuk, hogy a C, halmazra alkalmazzuk
az F} majd az F; fliggvényt, majd az igy kapott halmazokat egyesijiik.

Allitas. AC, n=1,2,... halmazok kozis része

C= ﬁcn
n=1

a (triadikus) C Cantor halmaz lesz.

1.3.4. Feladat Igazoljuk az dllitdst.

1.3.5. Feladat Irjunk fel olyan Fi, F5 R — R fligguénypart, hogy a szerkesztés

eredménye a
o0
kx o kk
=N
n=1

halmaz legyen.

Ha egyharmad helyett az intervallumok p%-at toroljiik, ekkor is Cantor
halmaznak nevezziik a kapott halmazt.

Cantor halmazok szamos helyen fordulnak el6 a természetben és a mate-
matikai modellalkotdsban. (1.6., 1.7., 1.8. abra).
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Szennyezbdések sodrédasa

A kezdeti fest€kesepp

Lefolydk __ .

1.6. 4bra.

"Rezegtetett” inga mozgasa

v: sebesség
x: hely

1.7. 4bra.
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a szaturnusz bolygo gydrdi

1.8. 4bra.

1.4. A Sierpinski sz6nyeg (carpet)

Az egységnégyzetet, a [0, 1] x [0, 1] halmazt felosztjuk 3 x 3 egyenld négyzetre és
toroljiik a kozépss % X % nyilt négyzetlapot, majd ugyanezt tessziik a maradék
nyolc nényzettel Gjra meg Gjra. Az igy kapott S, n =1,2,... halmazok k6z0s
része az S Sierpinski szényeg (carpet) (1.9. abra).

Az § halmaznak a Cantor halmazhoz hasonl6 tulajdonsagai vannak:

1. a Sierpinski szényeg teriilete csak 0 lehet.
2. a Sierpinski sz6nyeg szamossaga megegyezik a [0, 1] x [0, 1] szamossagaval.

3. Ha a [0, 3] x [0, 3] NS halmazt linearisan a haromszoroséra nagyitjuk,
akkor megkapjuk az egész Sierpinsk szényeget. Az S Sierpinsk szényeg.
nyolc egyharmad méret Sierpinski szényeg egyesitése.

cz 2

kinthets. A Sierpinski szényeg, éppugy mint a Cantor halmaz, hatartalanul
nagyithato. Ez azt jelenti, hogy nagyitaskor egyre tobb és tobb részlet bukkan
fel és igy a halmaz egyre lyukacsosabbnak latszik. Pontosabban, barmilyen
kis d > 0 szamot adunk meg, a Sierpinski szényeg tartalmaz egy legfeljebb d
atmérdji Sierpinski szényeget.
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1.9. 4bra.

A nagyitast csupan bizonyos mélységig tudjuk elvégezni, amely fligg a fe-
lilet (példaul a szamitogép képernyGje) felbontod képességétsl. Ha azonban a
nagyitas kozben az iteraciot is folytatjuk és e két mitivelet szinkronban van,
akkor a nagyitast barmeddig folytathatjuk és szemlélhetjiik ezt a jelenséget.

A Sierpinski szényeg egy masik szerkesztése.

Legyen Sy a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzet és
F: Skalavaltoztatés (zsugoritas) 5 faktorral.

F5: Skalavaltoztatas (zsugoritas) ! faktorral ¢és eltolas (3, 0) vektorral.
F3: Skalavaltoztatas (zsugorl’tas) 3 faktorral és eltolas (,0) vektorral.
F,: Skalavaltoztatas (zsugoritas) 3 faktorral és eltolas (0, é) vektorral.
Fy: Skdlavéltoztatas (zsugoritas) 5 faktorral és eltolas (0, 5) vektorral.
Fy: Skalavaltoztatés (zsugoritas) 5 faktorral és eltolés (3,3) vektorral.
Fr: Skalavaltoztatés (zsugoritds) 5 faktorral és eltolas (2, 5) vektorral.
Fy: Skalavaltoztatés (zsugoritas) 5 faktorral és eltolas (%, %) vektorral.

Az {F;; i=1,2,...,8} leképezések (fiiggvények) méatrix alakban

17



=
&
]

(1.11)

8 K
[

5
=
I
+

8 K
[y

o
=
I
+

8 K
N =

=

2
||

+

3
=
I
+

8 K
N =

=

&
I
+

N N NS N N N N
8 K
N =

8 8
N =

Qwirkr Owl Owlr Owlkrkr Ow- Owkr Owlr Owli-

+

N " N

Y

§ 8 88

N— S
+

N/ N N7 N7 N N N

>

—

S

N~—

I I

7~ N/ N7 N7 N7 N7 N N N
Wi O wrr O wr O wr O wr O wr O wrk O wr O
WINWIN WIFWIN WIw - wihn O wik O Owin Owl-
A A A A W U

AS,.1 n=0,1,... halmazt tgy kapjuk, hogy a §,, halmazra alkalmazzuk
az {F, k=1,...,8} fiiggvényeket, majd az igy kapott halmazokat egyesijiik.

Allitas. AS, n=1,2,... halmazok kézds része

S = ﬁ Sn
n=1

lesz a Sterpinski szdnyeg.

Ennek a mésik szerkesztésnek az az el6nye, hogy ha az egységnégyzet helyett
egy masik halmazbol indulunk ki, a végeredmény ugyanaz lesz. A bizonyitast
a kontraktiv leképezések tétele fogja megadni.

1.4.1. Feladat Igazoljuk a Sierpinski szényeg 1-3 tulajdonsdgdt. (Hint.: irjuk
fel a [0,1] x [0,1] pontjait triadikus koordinatdkkal.)

1.4.2. Feladat Igazoljuk a Sierpinski szényeg szerkesztését az (1.1) figgvény-
rendszerrel.
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1.4.3. Feladat A Cantor halmaznak van térbeli megfeleldje is (1.10. dbra).
Ezt Menger szivacsnak is nevezik. Menger szivacs a kovetkezd végtelen rekurziv
eljardssal keletkezik. Eqy kockdt az oldalélek harmadoldsdval 27 eqyenld részre
vdagunk, és torélyik annak a hét kockanak a belsd pontjait, amelyeknek nincsen
kozos pontja a kocka éleivel. Az eljards mdsodik lépésében ugyanezt csindljuk
a megmaradt 20 kockdval és ezt folytatjuk ,a végtelenségiq”. Eppigy, mint a
Cantor halmazndl, vagy a Sierpinski szényegnél, az eljardssal kapott egymdsba
skatulydzott halmazok kézds része a Menger szivacs.

A Menger szivacs milyen metszete lesz Sierpinski szdnyeq? Milyen metszete
lesz Cantor halmaz?

1.10. abra.

Vegyiik sorra a Cantor halmaz és a Sierpinski szdnyeg 1-3 tulajdonsdgdt.
Keresstink hasonlo tulajdonsdgokat a Menger szivacs esetére.
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1.5. A Koch gorbe

(Egy poligon, amelynek barmilyen kis atmérgji része végtelen hosszi-
sagi)

a gorbe hossza:

K, %\ / k.3
1.iterdcié 3
1 4 , _[4,\?
N O e
K

2 2.iteracio

Vb i l iz-. — is
N I R et

K3 3 iteracié
¢ é,v“é % K3 hossza |4
K4 4 iteracio

1.11. abra.

A kezd6 halmaz ezittal is a [0, 1] intervallum és a {KC,, n =1,2,...} sorozat
els§ eleme az 1.11. abran lathato K poligon (tértvonal). Ezutéan

a {K, n=2,...} halmazokat gy kapjuk, hogy a K,,—1 minden egyenesét
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lecserélyik a IC,,—1 negyedére skaldzott (kicsinyitett) vdltozatdval.

A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy a Koch gorbe négy negyedére skalazott (ki-
csinyitett) Koch gorbe egyesitése. Ha az 1.12/a. abréan a sziirke részt négysze-
resére nagyitjuk, akkor is megkapjuk az egész Koch gorbét. Vagyis a Koch
gorbe onhasonlo.

A ———

kiindulé halmaz

Ky L 4 %o
1.iteracio a szabaly
K, 2.iteraci6

a szabély kétszer (a szurke részben a tukorkép )
Nk W S
3.iteréacic
K3 e 3. iteracié
Kd 4 iteracid 4. iteracio

és a véletlen Koch gorbe?

véletlen Koch gérbe
mennyi a véletlen Koch gérbe hossza? zeg-zugos partvonal

1.12. abra.

A {K, n = 1,2,...} poligonok hossza tetszSlegesen nagy lesz ha elég
messze megyiink a sorozatban. Ugyanis minden csere utan a poligon hossza %-
szor nagyobb lesz. Vegytik észre, hogy a {K,, n=1,2,...} gorbék akdrmilyen
kis atmérdji szakaszanak a hossza is tetszdlegesen nagy lesz.

Az 1.12/B .abran egy olyan sorozatot mutatunk, amelyben a Koch gorbé-
re vezetS sorozatot kissé modositottuk. Az egyenesszakaszokat olykorNEM a
Kipoligonnal, hanem annak a tikorképével helyettesitettiik. Ez els6 izben a 2.
iteracio sziirkével fedett részében valik lathatova. Ilyen modositasokkal kiilon-
b6z6 zeg-zugos gorbék, példaul tengerpartvonalak modellezhetSk. Példa erre
az amikor minden lépésnél véletlenszerden alkalmazzuk a generdtor helyett a
tiikorképét.

Ha egyenesszakasz helyett, egy egyenlGoldalii hdromszéghdl indulunk, akkor
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Koch sziget médositott Koch sziget

masodik
elsd lepes léné
épes
e
Harmadik Negyedik
lépés lépés
1.13. abra.

az 1.11. abra szerkesztése egy zart gorbére, a Koch szigetre vezet (1.13. abra).

A Koch gorbe egy masik szerkesztése.

Az 1.11 .abran lathato KC; poligon (tortvonal) a kévetkezs lépésekben szer-
keszthetd

Fi: vegyiik az egyenesszakasz harmadat

Fy: az egyenesszakasz harmadat forgassuk el 60%al és toljuk elére egyharmad-
dal

Fy: az egyenesszakasz harmadat forgassuk el 120%-al és toljuk elére egyhar-
maddal

Fy: az egyenesszakasz harmadat toljuk el6re kétharmaddal

A K1 poligon a fentiek egyesitése lesz

K1 = B(0.1)) | Fa(10, 1) | B(lo, 1) B0, 1)) = [ B0, 1)), (1.12)

A Ky poligont ugy kapjuk, hogy az (1.12) formulat alkalmazzuk a ICy-re
4
ICQ == Fl(lCl) U FQ(’Cl) U Fg(’Cl) U F4(IC1) == U Fk(Kl)
k=1
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Hasonléan kapjuk a K,, n = 2,3... sorozat tovabbi részét:
A K, poligont gy kapjuk, hogy az (1.12) formulat alkalmazzuk a K, _;-re

K = Fi(Koo1) | F2(Kn) | Fs(Knct) | Fa(Knr) = (| Fu(Kaa).

Ennek a masik szerkesztésnek az az elénye, hogy ha az egyenesszakasz helyett
egy masik halmazbol indulunk ki, a végeredmény ugyanaz lesz (1.14. dbra). A
bizonyitast a kontraktiv leképezések tétele fogja megadni.

& =%
e Og9g
D ¢ %

0®o¥ “o0®n Phol Lol

1.14. abra.

1.6. Korulottunk levd onhasonlé halmazok

Hatartalanul nagyithato6 faag.

Az 1.15. dbra azt mutatja, hogyan &llithato el egy fadg képe egyszeri geo-
metriai szabélyok ismétlésével. Ekkor Fi, Fy, F3, Fy négy olyan transzforméacio,
amely az eredeti dbra linearis méretét a 0.4-szeresére valtoztatja, majd az ab-
ran lathaté modon, kiilonb6z6 mértékben eltolja illetve elforgatja. Eme négy
szabaly uniojanak (egyesitésének) ismétlésével alakul ki a fadg.

Az abran egy egyenesszakaszb6l indultunk ki. De a fenti algoritmussal,
barmely halmazbol inditva, 7-8 1épés utan egy fadg képét kapjuk.
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|

E
i
F(E) 7 p o

/ _\/_\/C\/_\/§/_
F(E)  F(e) i Sl S

\ 3.1épés \\
F(E)

/ z’ z’//—li/;w
/ //L/_ /1/ . P
g R —a S = S
2. lépés \\_ 4. lépés }\_
1.15. 4bra.

1.6.1. Feladat [rjuk fel az I\, Fy, Fy, Fy leképezéscket (fiigguényeket) mdtriz
alakban.

A fadg szerkesztése egy 1.4 egység hosszu tortvonalbol indul és minden 1é-
pésnél 1.4-szer lesz hoszabb a tortvonal. A poligon (tortvonal) hossza barmely
M szamnal is nagyobb lesz, ha elég messze megyiink a sorozatban. A szerkesz-
tett halmaz dnhasonld vagyis a fadggal hasonld fadgak unioja (1.16. dbra) és
harom elemi geometriai szabaly, skala valtoztatas, eltolas és elforgatas ismételt
alkalmazésaval jon létre.

Egy valodi faag NEM 6nhasonld, NEM novekszik a végtelenségig és teljesen
mas dinamikaval fejlédik, mint az 1.15. 4bran lathat6 halmaz. Mégis, az 1.15. és
az 1.16. abran lathatd halmazt egy fadg képének tekintjiik.

Az abrak és egy valddi fadg kapcsolata szemléletesen mutatja azt hogy egy
természettudomanyos jelenség és annak matemtikai modellje milyen kapcsolat-
ban allnak egymassal. A természet nem a matematika nyelvén beszél, ahogyan
azt Gallilei gondolta, hanem forditva, a matematikai (termeészettudoményos)
modellek azok, amelyekkel tajékozodunk a vilagban.

Rozetta ablak.

Az 1.17. abra egy rozetta ablak szerkesztését mutatja. Az indul6é halmaz egy
négyzet és a masodik abrabol leolvashatd az 6t leképezés, amely unidjanak
iteraciojaval (a szabalyt ujra meg ujra ismételve), kapjuk a harmadik abrat, a
rozetta ablakot.
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1.16. abra.

1.17. abra.

Onaffin fa.

Az 1.18. és az 1.19. abran lathato fa a kovetkezs 6t szabaly (fliggvény, leképe-
zés) egyesitése (unioja)
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1.18. abra.

hogyan késziil?  (képekben)

1.19. abra.

0.1950 —0.4880
0.3440  0.4430

0.4620 0.4140 )
0
0

)
)

(&)
(i )
+( 450)
()
(i)

—0.2520 0.3610

0=
0=
( —0.0580 —0.070
0=
0=

0.4530 —0.111

—0.0350  0.0700
—0.4690 —0.0220

—0.6370 0.0000
0.0000  0.5010

(:
(5)7
) (%)
) (%)
(5)7

)
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négyzet helyett egyenesbdl inditva...

1.20. abra.

Az abréan itt is csupan az elsG lépés (iteracio) eredményét és az eljaras
végtermékét, az dbran lathato fat mutatjuk meg. Itt egy négyzetbdl inditunk
és 7-8 iteracio utan mar megfelels kozelitését kapjuk a végterméknek.

Azok a megdllapitisok, amelyeket a hatdrtalanul nagyithato fadg és egy va-
losdgos fadg kapcsolatdra tettink, az onaffin fdara is vonatkozik.

Csillar

A kovetkez§ fliggvények uniojabol egy csillarra emlékeztetd alakzat allithato

el6:
(% (1)

0

- (3 2)(3)+ ()
F3(x):(063 093)(2)*(180)
- (% 8)(4)-(2)
- (% 8 (1) ()

o= ( ) () ()

A faag, fa, ablak és csillar képeit az iteracios szabaly és csupan N X 6 pa-
raméter (szamadat) teljesen meghatarozza. ( N a méatrixfiiggvények széama.)
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Ezzel képtomoritést ériink el, mivel itt N x 6 szamadat meghatéroz tobbezer
képpontot.

1.7. A pitagorasz tétel legegyszeriibb bizonyitasa

Egy derékszogii haromszog onhasonld. A ¢ atfogdhoz tartozd m,. magassig
két, a haromszoggel hasonlé haromszogre bontja a derékszogii hiaromszoget.
Ha a haromszog oldalait r-szeresre valtoztatjuk, akkor teriilete az r2-szeresére
valtozik (1.21. &dbra).

1.21. abra.

Csupéan ebbdl a két tulajdonsagbol mar igazolhatd a pitagorasz tétel. A
matematika nyelvén ez a két tulajdonséig

T1 + T2 - T3 (113)
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Tl CZQ

T3 c?

Az (1.13) és az (1.14) Gsszevetésével

T, v
b2
g - 1

ami, c¢*>-el atszorozva, mar a pitagorasz tétel.

1.7.1. Feladat Legyen a derékszogi hdromszdg c dtfogojihoz tartozé magas-
sdg m. = mq1. Az myy magassaggal nyert derékszégi hdromszogek dtfogohoz
tartozd magassdagai legyenek moy €s mas. Az may €s Moy magassdagokkal nyert
derékszogi hdromszogek dtfogohoz tartozo magassdagar legyenek msy, mss, ma3 €s

mgy (1.22. dbra).

21 3

m
33
m
MM /
Moy
m33\

1.22. abra.

A rekurziv mddon igy folytatott szerkesztés k-adik lépésében kapott i-edik hd-
romszog magassaga leqgyen my; €s a k-adik lépésében kapott haromszogek szama

legyen sy,.

1. Mennyi lesz

2. Mennyi lesz

o Sk

>

k=1 =1
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1.8. Milyen hosszt a norvég tengerpart?

Lewis Fry Richardson a huszadik szazad elsé felének polihisztora volt, fizikus,
meteorolégus, matematikus és pszihologus egyszemélyben. Az elsé vilaghabori
nyomaszto élményei utan a habortuk okait vizsgéalta és tigy gondolta, hogy két
orszag kozott egy hosszi hatarvonal nagyobb esélyt ad egy héborts konfliktus
kirobbantasara, mint egy révidebb hatar. Ezért kapcsolatot probalt 1étesite-
ni két orszag kozotti hatarvonal hosszisaga és az orszagok kozotti haborus
konfliktusok kozott. Ebéli vizsgalatai soran meglepetéssel tapasztalta hogy a
kiilonbo6z6 orszagok hivatalaiban wugyanaz a hatdrvonal kilonbozd hosszisdggal
van feljegyezve. Példaul Portugdlia és Spanyolorszag hatarvonala 987 kilomé-
ter volt az egyik orszag és 1214 kilométer volt a masik orszag foldhivatalaban.
Csupéan a nagyon zegzugos hatarvonalaknal tapasztalt ilyen eltérést. Kanada
és az Egyesiilt Allamok hatérvonala, amely nagyrészt egyenesvonali, ugyan-
olyan adattal szerepelt mindkét orszag foldhivataldban. Richardson javaslatot
is tett egy robosztusabb mérési eljarasra zeg-zugos hatar vagy partvonalak ese-
tére.  Richardson észrevételeit és javaslatat kétséggel fogadta a tudomdnyos
vildg majd az tgy feledésbe is meriilt.

Mandelbrot,a fraktalelmélet atyja és névadoja emelte ki a feledésbsl Ri-
chardson észrevételeit a ,How Long is the Coast of Britain?” c¢. 1967-ben
megjelent irdsdban ahol a nagyon zeg-zugos vonalakat, mint amilyen Norvégia
partvonala, tortdimenzios gorbéknek nevezte.

Ahhoz hogy megértsiik a zeg-zugos partvonalak mérésére szolgalo6 Mandelbrot-
Richardson koncepciot, meg kell ismerniink a partvonal hagyoméanyos mérését,
amely az ivhossz definiciojara épiil.

A partvonal szokasos mérése tgy torténik hogy haromszogelési pontokat
jelolnek ki a partvonalon és ezek tavolsagaibol épitik fel a partvonal hosszat.
Ha az i-edik és i + 1-edik haromszogelési pont tavolsaga L(i) és a megmérendd
partvonal k haromszogelési pontot tartalmaz, akkor a partvonal hosszanak a

ZL(Z’) (1.15)

Osszeget tekintik. Ez 6szhangban van az ivhossz definiciojaval és az (1.15) dsszeg
jol kozeliti a partvonal hosszat ha tjabb haromszogelési pontok felvételével ez
az Osszeg alig valtozik. Ezt illusztréalja az 1.23. abra, ahol az (1.15) Osszeg méar
nem valtozik lényegesen ha az 1.23/C. abran ujabb haromszogelési pontokat
vesziink fel.

Ha a szokasos skdlan végzett haromszogelési eljaraskor, tjabb haromszo-
gelési pontok felvételével az (1.15) sszeg jelentGsen novekszik, ekkor cs6dot
mond ez az eljaras.
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1.23. 4bra.

Richardson javaslata az volt, hogy ekkor (1.15) helyett az

Y LG s>1. (1.16)

Osszeget tekintsiik. Zeg-zugos partvonal esetén, amikor Gjabb haromszogelési
pontok felvételével az (1.15) Osszeg jelentGsen véltozik, azzal a legkisebb s > 1
értékkel adjuk meg a partvonal méretét, amikor az (1.16) mér alig valtozik
tjabb haromszogelési pontok felvételével.

Az (1.15) képletet tudjuk értelmezni: (1.15) megadja a beirt poligon hosszat,
amikor a beirt poligon méar alig kiilonbozik a gdérbétsl, ami jelen esetben a
megmérendd partvonal. Node mit jelent az s az (1.16) képletben? Es hogyan
tudjuk az s értékét meghatarozni?

A Richardson-Mandelbrot eljaras matematikai hattere.

Vannak gorbék amelyeknek nincsen ivhosszuk. Ez az ivhossz definicioja alap-
jan azt jelenti, hogy barmilyen nagy M szamot adunk meg, van olyan beirt
poligon, amelynek hossza nagyobb mint M. Ekkor

lim N(r)r = 0o (1.17)

r—0

ahol N (r) a beirt poligon poligon éleinek a szama. Azt is mondjuk ekkor, hogy
a gorbe fvhossza végtelen.

Ha a gorbe ivhossza végtelen, akkor tekintsiik az N(r)r® értékeket. Ha
r<lésl<s <s” akkor

N()rs > N(r)re.
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Ezért lehetséges olyan s > 1 hogy N (r)r® konvergens ha r — 0 vagyis

ImN(r)r'=c (0<c<oo s>1) (1.18)

r—0

A legkisebb s érték amelyre (1.18) érvényes a gorbe dimenzidja.
Legyen
L(r,s) = N(r)r?

ekkor
log L(r,s) =log N + slogr (1.19)

és ha (1.18) érvényes, akkor

(1.20)

Ezzel megadtunk egy formuldt az s meghatarozasara.

1.8.1. Feladat Igazoljuk, hogy legfeljebb egy olyan s van amelyre (1.18) érvé-
nyes.

Ha a G, gorbe s; dimenzidja nagyobb mint a G, gorbe s, dimenzi6ja, akkor
elegendden kis r mellett, a Gy gorbe r éld hurpoligonja éleinek szama, Ny — 1,
nagyobb mint a G; goérbe ugyanolyan r éld hirpoligonja éleinek szama, N; — 1.
Igy, ugyanazon r mellett, a G, gorbe hirpoligonja hosszabb mint a G; gorbe
hurpoligonja.

Ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy nagyobb s esetén, a beirt poligonok hossza,
r — 0 esetén, ,,gyorsabban” tart a végtelenhez.

A Richardson-Mandelbrot eljarast ugy osszegezhetjiik, hogy amikor egy gor-
be ivhossza végtelen, akkor a gbrbe nagysagat azzal mérjik, hogy az (1.17)
milyen gyorsan tart a végtelenhez.

Azt is mondhatjuk, hogy a goérbe dimenzidja annak zeg-zugossagat méri.
Amikor az ivhossz nem mérhets, akkor a gorbe dimenzidja egy s € [1, 2] érték
és nagyobb s esetén a gorbe zeg-zugosabb képet mutat. Ezt ugy is szoktak
kifejezni, hogy ekkor nagyobb a gérbe komplexitasa.
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Az s tortdimenzi6é alkalmazasa a geodéziaban.

Térképek készitésénél a kovetkezd szerepe lehet a a tortdimenzionak. Ha egy
kisebb 1éptéki térkép alapjan egy nagyobb léptékit készitiink, akkor a térkép
vonalai ,megrovidiilnek”. Egy partvonal kisméret oblei, a révid, éles kanya-
rok egy folyonal eltiinhetnek a nagyobb léptékii térképen. A vonalhossz meg-
valtozasanak a mértékét, vagyis a térkép pontossigénak a mértékét, ekkor a
tortdimenzio adja (Miért?). Ha az s kozel van az 1-hez, akkor vonalhosszak
megvaltozéasa kicsi, nem jelents.

A véletlen Koch gorbék modellként szolgélnak a zegzugos partvonalaknak.
A legtobb zegzugos partvonalhoz szerkeszthets olyan véletlen Koch gorbe, ahol
a partvonal menetével adott torvényszertiség szerint olykor a XC; poligonnal,
olykor a tiikorképével cseréljiik le az egyenesszakaszokat.

A partvonal és a véletlen Koch gorbe modell kapcsolata anal6g azzal, ami-
lyen egy valodi fadg és a hatartalanul nagyithato fadg kapcsolata.

A dimenzié grafikus meghatarozasa.

A gyakorlatban legtobszor nem az (1.20) formuléval, hanem egy geometriai
eljardssal hatarozzék meg s értékét.
Az r, N kordinatarendszerben felvesziink egy 7, — 0 sorozathoz tartozo

[log N, —log r| (1.21)

pontsorozatot. Ha az (1.20) hatarérték létezik, akkor a nullahoz kozeli r érté-
kekhez tartoz6 pontok egy olyan egyenes mentén sorakoznak, amelynek mere-
deksége s (1.24. abra).

Coastline Java Applet

Ruler size Measure Grid size |Measure

a0 6 20 n
ok 00 s Gga 134 179 224 2o S4s a5 s A4l

a
L = size of ruler or grid
N =number laid dawn

L = size of ruler or grie
N = nurber laid dawn

M= 199633077 dimension: 1.29

1.24. 4bra.
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1.8.2. Feladat Hatdrozzuk meg a Koch gorbe dimenzidjdt.
1.8.3. Feladat Hatdrozzuk meg a fadg dimenziojdt.

1.8.4. Feladat Melyik igaz és melyik hamis a kovetkezd dllitasok kozul:
1. A Koch girbe és a Koch sziget dimenzidja megeqyezik.

2. Ha a Koch szigetet hdarom egyenld részre vdgjuk, akkor mindegyik rész
dimenzidja megegyezik az egesz Koch sziget dimenzidjaval.

1.8.5. Feladat Igazoljuk, hogy ha s > 1 akkor a beirt poligonok hossza tetszd-
legesen nagy lehet ha r — 0.

1.9. DNS lanc kiilonos abraja egy négyzetben

Az oroklédési informaciok egységes modon DNS (DNA) lancok forméjaban
vannak térolva az él6lények sejtjeiben. A DNS négyféle nukleinsav (nucleic
acid) nagyon hosszu lancolatabol all és ebben a lancban a neviik kezdébetiijével
g,c,a és t betiikkel jeloljiik meg a helyiiket (1.25. abra).

Reind  TTTTTACGGT GRRACTGO T AGRACAGTTA TAGTTICTTT TTCCATGGAT AACCGTGCTA 150
Bativ TGGCTCATT TTICTTT GGTATTCGTT

Reind  ATTGTAS T TTATTAGTTE TARRACCATC CCTTTTGGTT 230
Bdiv  ATTGTAGGGC T T TTATTAGTTC TTTTGGTT TTCGGTGATT

Reind CATAATRAAC TTGCGRATCG CAATTTTITG CGATGGRCCA TICRAGTTTC TGACCTATCA GCTTGACGGT AGEGTATTGE 310
Bdiv  CATAATAAAC TTGCGRATCG CAATTTTTTG CGRTGGACCA TTCRRGTITC TGACCTATCA GLTTGACGGT AGGGTATIGG

Reind TTAGGGTTCG ATTCCGGAL TR 390
Base pairs [ m— Bdiv TACCGAGS TTRGGGT ATTCCGGAGR GEGAGCCTGA GAARCGGCTA CCACATCCAR
Adenine  Thymine
'y Reind GGAAGGLAGC AGGCGCGCAR ATTACCCAAT CCTGACACAG AATTGICT 470
— Bdiv T b
) Reind  TGTAR' T ACAATIGGAG GGCAAGTCTG GTGCCAGCAG GCGAGGTAMT 550
Guanine  Cylosine Bdiv  TGTAATT ACAATTGEA GTGCCAGCAG CCGCSGTAAT
Reind TGCAGCTGCA ATAGGGTATA TTRARCTTGT TGCAGTTAAR RAGCTCGTAG TTGRATTTTT GCCTGGTGTT RATATEGACT 630
Bdiv  TCCAGCTCCA ATAGCGTATA TGCAGTTARA TIGRATTTTT 1
Sugar phasphate Reind GATGTCGAGA TTGCACTTCS CTTTTGGGAT TTTTCCCTIT TTACTTTGAG AARATTAGAG TGITTCARGC AGACTTITGT 710
ackbone Bdiv  AATGTCGAGA TTGCACTICG CTTTTGGGAT TTATCCCTIT TTACTTTGAG AAARTTAGAG TGTTTCARGC AGACTTTTGT
Reind CTTGAATACT TCAGCATGGA ATARTAGAGT TTIGE TICTATTTTG TTGGTITGTG AACCTTAGTA ATGGTTAATA 790
Bdiv  CTTGARTACT TCAGCAT AGGACTTIGE TTCTATTTIG TIGGTTTGTG ARCCTTAGTA RTGGTTAKTA
Reind TTCG TATTTAACT TTCTTAGA TTTGTTARAG ACGARCTACT GCGAMAGCAT 870
Bdiv  GGAACGGTTG GGGGCATTCG TATTTAACTG TCAGAGGTGA ARTTCTTAGA TTTGTT TR
Reind T GRARGTTAGG CTRACCATA 450
Adiv
Reind ATTITICCGR CTCCTTEAGE ACCTTGAGAG ARATGARAGT CTTTGEGTTC 1030
Bdiv TTTTTCCGA GTCCTTCAGC ACCTTGAGAG ARATGARRGT CTTTGGGTTG

1.25. 4bra.
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A DNS-ben tarolt informaciét ezen nukleinsavaknak a sorrendje hatarozza
meg. Vagyis az, hogy a lanc milyen szavakbol 4ll és ezek a szavak hol és milyen
strtin helyezkednek el a lancban, adja meg az 6roklgdési informéciokat. Igény
van arra, hogy ezt a nagyon hosszu lancot egyetlen pillantdssal dttekinthetd
képpé alakitsuk, ahol vizualisan és szignifikins médon jelennek meg a szavak
eloszlasanak jellegzetességei. (Ez az igény a GENBANKI 1.25. abréara ratekint-
ve nagyon is nyilvanvalo.)

A legkisebb egység amelynek mér jelentése van harombetiis (ilyen a GTA,
CAG). Ilyenek a kodonok, amelyeknek fontos szerepiik van a sejtek miikodésé-
ben alapvetd szerepet jatszo fehérje szintézisben.

Vannak olyan 4-8 betiibdl allo szavak, amelyek a DNS lanc olyan szakaszait
jelolik, amelyekhez olyan enzimek kétédnek, amelyek felismerik az idegen DNS-
t és megakadalyozzéak, hogy beépiiljon a lancba. A DNS lanc ilyen szakaszainak
(szavainak) a hidnya idegen DNS beépiilését és ezzel idegen virus behatolasat
teszik lehetévé a szervezetbe. A DNS lanc ilyen funkciét betolts szakaszainak
(recognition site) ismeretére sziikség van akkor is, amikor éppen a behatolas
megakadalyozasat kell megakadélyozni, példaul génmanipulacié esetén.

Csupan ez a két példa is mutatja, hogy milyen fontosak azok az informéa-
ciok, amelyek arrol szolnak, hogy a DNS lancbol mely szakaszok hidnyoznak
vagy akar csak szignifikinsan alulreprezentaltak.

H. J. Jeffrey az Illinoisi Egyetem professzora 1990-ben egy gyorsan attekint-
het6 geometriai modellt javasolt hianyz6 DNS szakaszok felkutatasara, amelyet
késébb masok DNS lancok altalanosabb vizsgalataira is kiterjesztettek. H.J.
Jeffrey DNS ldnccal vezérelt kdoszjatéknak nevezte el modszerét.

A torténet azzal kezdddik, hogy H. J. Jeffrey és néhéany munkatarsa meg-
lepGen tapasztalta, hogy ha egy négyzet sarkait a DNS lanc betdivel jeloli és
a DNS lancokhoz egy igen egyszerd szabaly szerint pontsorozatot rendel, ak-
kor érdekes mintazatok alakulnak ki a négyzet belsejében (1.26. és 1.27. abra).
Felvet6dott a kérdés: van-e valami kdnnyen felismerhets kapcsolat a mintazat
és a DNS lanc szerkezete kozott?

A DNS lanchoz tartozé mintézat szerkesztése a kovetkezs. A zart egység-
négyzet négy csucsahoz rendeljiik az a, g, t és ¢ betiiket, a négyféle nukleinsav
kezdébettit. A modell (szerkesztés) minden

010y...0, 0 €{a,g,t,c}

szohoz egy n-elemt {Py; k = 1,2,...,n} pontsorozatot rendel hozza a kovet-
kez6 rekurziv modon: (1.28. abra)
Py az [0, 01] egyenesszakasz felezd pontja, ahol 0 az eqységnégyzet kozéppont-
ja. A
Pk, k:2,3,...,n
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1.26. abra.

E. coli genome M. musculus  A. fulgidus genome E. coli
(45 Mb) 1.3 Mb sequence 22 Mb)

E. coli M. musculus A. fulgidus

typical 100 kb sequence typical 100 kb sequence _typical 100 kb sequence

1.27. abra.

-0

1.28. abra.

pontok a [Py_1, 0k] egyenesszakaszok felezd pontjai.
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Hasznélni fogjuk a kovetkezé részletesebb jelolést is
Pk - PO'10'2...0'k'

Igy minden a {a, g,t,c} ABC-vel alkotott n hosszi szonak megfelel n pont
az egységnégyzetben. Nagyon hosszi szavakat, a DNS lanc tizezres nagyséag-
rendd szakaszait igy abrazolva, el6fordul hogy (majdnem) tires foltok maradnak
az egységnégyzetben. Ebben az esetben ,bizonyos szavak” nem, vagy alig for-
dulnak el6 a tobbtizezres hossziisagu lancban. Ekkor érdekes ez a szerkesztés
(matematikai modell).

Az 1.26. és az 1.27. abrakon a kaoszjaték végeredményét latjuk spec. DNS
lancok esetén. A (majdnem) fehér foltok DNS szakaszok hianyat jelzik és a
sziirke egyre sotétebb arnyalatai a tertiletre tomoriilt pontok stirtiségét (gyako-
risdgot) jelzik.

Az 1.27. abra azt is jelzi, hogy viszonylag révid szakasz a DNS lancbol mar
jellemzi a szavak eloszlasat, a majdnem, vagy teljesen hianyzo szavakat. A 100
kilobit anyaghol késziilt kdoszjaték képe majdnem megegyezik a 2.2 Megabit
anyagbol késziilt képpel.

Hogyan lehet a kapott halmaz {ires foltjaibol meghatéarozni a hianyzo szavakat?

g c g c
gd [ge |€9 |cc g
. . ga | ot |ca | ct 99999
A t ag | ac|tg |tc ggal99t
aal at [ta | tt
a t a T

a=0 t=2 g=1 =3

1.29. 4bra.

Peéldaul az 1.29. abran lathato szerkesztéssel. A k hosszii lancok egy 2F x 2%
négyzetracsban foglalnak helyet és a kiévetkezd rekurziv modon szerkesztjiik
Gket:

k =1:az ABC bettii négy 27! oldalt négyzetben foglalnak helyet.
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k—1—k: A k—1 hosszi szavak tédblazataban linearisan feleziink min-
den négyzetet és az igy kapott négy négyzetben a kiévetkezs k hosszu szavak
foglalnak majd helyet. Ha a négyzetben

Ok_1...0901 0; €{a,g,t c}
volt, akkor a négy 4j négyzethez

Lok—=1)...0001 30k —1)...0004
0ok —1)...0001 20k —1)...090,

k hosszu szavak tartoznak. (1.29. abra ha k = 1,2, 3).

Ezzel a szerkesztéssel egy 0 = 27" méretd d-hélon elhelyeztiik az Gsszes
n-hosszu szot. Ezt a DNS lanc képére, az 1.28. dbra szerinti szerkesztéssel ka-
pott pontsorozatra helyezve meghatarozhatok azok a legfeljebb n hosszi szavak,
amelyek hianyoznak vagy csupan alulreprezentaltak a lanchban.

1.9.1. Feladat Igazoljuk azt az eljardst, amellyel a kapott mintdazatbol megha-
tdrozzuk a DNS lancbol hidnyzo szavakat.

1.9.2. Feladat Milyen halmazt kapunk, ha eqy eqyenldszdari derékszégi hd-
romszog A, B, C csicsaival végezzik a kdoszjdtékot?

1.9.3. Feladat Milyen halmazt kapunk, ha eqy tetszdleges hdromszog A, B, C
csucsaival végezzik el a szerkesztést?
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1.10. Megmérhetetlen mintazatok

H. J. Jeffrey és munkatarsainak érdeklédését az keltette fel, hogy az igen egy-
szerl szerkesztési szabalybol komplex, bonyolult mintazatok alakulnak ki. Mi
a kozos vonasuk ezeknek a mintézatoknak?

Egymassal hasonlo tires foltok tomege van a mintazatban a legkiilonb6zbb
méretekben. Nagyitaskor egyre tobb egyméassal hasonlé halmaz, iires folt, buk-
kan fel a mintazatban. Ha kiemeliink egy iires foltot, akkor barmilyen kis ¢
pozitiv szamhoz talalunk ehez a folttal hasonlé foltot, amelynek az atmérs-
je kisebb mint . Azt mondjuk ekkor hogy a mintdzat (halmaz) hatdrtalanul
nagyithato.

Mennyi az egyre szaporod¢ iires foltok Osszteriilete? Dacéara annak, hogy
az lres foltok mérete a kiilonb6z6 mintazatokban egymastol kiilonbozének 14t-
szik, az iires foltok Osszteriilete tetszdleges pontosaggal megkozeliti a négyzet
tertiiletét ha a szerkesztést egyre tovabb vissziik. Vagyis a szerkesztéssel kapott
ponthalmaz teriilete csak nulla lehet.

toréliik a 3 jelet tartalmazé ésszes négyzetet

0 2
teriilet: 3_ teriilet: (%)n
|—: 1 keriilet >(%)"-1

a=0 t=2 g=1 c=3 teriilet: 0, keriilet: oo "

1.30. abra.

Az elmondottakat két példan illusztraljuk és igazoljuk. Tekintsiik az 1.29. db-
ra kodolt négyzethéaléit. Minden négyzethalobol tordljiik azokat a négyze-
teket amelyekhez tartozo szo a ,g” jelet tartalmazza (1.30. dbra). Legyen
S, (n=1,2,...) a 2" x 2" négyzethéloban a ,g” jelet tartalmazo szavak
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torlésével kapott halmaz és

S=1{Sn
n=1
Ekkor S, teriilete (2)" és a keriilete legaldbb (2)". Ezért S teriilete csak 0

lehet és a keriilete minden pozitiv M szamnél nagyobb kell hogy legyen. Ez
utobbira azt mondjuk, hogy a keriilete oo.

minden olyan négyzet térélve, amelynek kodjaban a o) szerepel:

BENET LR 120) 2 sl ol

01 |03 | 21|23

00 02 22
- x = o -

a négyzetek kodja legfeljebb anégyzetek kodja legfeljebb
haromjegyl négyjegyti

a=0 t=2 g=1 c=3 terilet?  kertlet?

1.31. 4bra.

Most toroljiik azokat azokat a négyzeteket az 1.29. dbra négyzethaldin, ame-
lyekhez tartozo szo az ,ta” jelet tartalmazza (1.31. dbra). Ezeket a szavakat
tiltott szonak fogjuk nevezni. Legyen S* (n =2,...) a2"x2" négyzethaloban
az ,ta” jelet tartalmazo szavak torlésével kapott halmaz és

S =8
n=2
Hogyan alakul az S n =1,2,... sorozat teriilete és keriilete?

A S§* teriilete nagyobb, keriilete pedig kisebb mint az S halmaznak. Meg-
mutatjuk, hogy itt is a , tertlet 0, kerilet oo” eset all fenn.

Ellentétben az el6z6 példéaval, itt az S halmazok egyre csokkend teriiletei
NEM alkotnak geometriai sorozatot. Viszont ha csupan azokat a négyzete-
ket toroljiik, amelyek kodja ,,ta’-ra végzddik, akkor a paros indexti halmazok
tertiletei egy }—2 héanyadost geometriai sorozatot alkotnak.

Ennek igazolasa a 1.32. abra alapjan. Az S; halmazt Ggy kapjuk, hogy
az 1.29. 4bran a 22 x 22 négyzethalobol toroljiik a ,,ta” szohoz tartozo négyzetet.
Ezutan megmarad a t, a, g, c négyzet tizendt-tizenhatod része.

A kovetkezd 1épésben a megmarad6 halmazbol toroljiik azokat a négyzete-
ket, amelyek kodja 4-jeld és a kod ,,ta’-ra végzédik. ilyen négyzetbdsl 15 van.

Ennek alapjan a megmarad a t, a, g, c négyzet
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eldszor csak azokat a négyzeteket tordljiik, amelyek kodja | 20-ra végzédik

11 13 31 33

10 T2 30 32 ]

E R
01 03 | 21 [ 23 hogyan tovabb?
00 02 0 | 22

a négyzetek kédja kétjegyli  a négyzetek kodja négyjegyl

16

AR R

teriilet: 13 teriilet: (E)Z
16 a=0 =2 g=1 =3

1.32. abra.
15\2 .. . 1 15 _ (15)\2
(E) része, mivel 1 — 6 16 = (1—6)

Ezt a gondolatmenetet megismételve, teljes indukcioval beldthato, hogy az el-
jaras n-edik lépése utan, miutan tordltiik azokat a négyzeteket, amelyek kodja
2n hosszusagu és utolso két betiije ,,ta”, a t, a, g, ¢ négyzet

15\"
16
része marad meg.

Erdemes megemliteni az elmondottak egy geometriai leirasat. A fenti el-
jarast ugy szemléltethetjiik, hogy miutédn rogziettiik a ta négyzetének torlése
utan megmarado 15 négyzetet, a rekurziv 1épés azt jelenti, hogy a 15 négyzet
mindegyikét lecseréljiik a megmaradt halmaz linearisan egynegyedére kicsinyi-
tett méaséaval (n = 2 eset az 1.32. dbran).

Hasonl6 gondolatmenettel igazolhatjuk, hogy a H; halmazok keriilete

3 (15\"
K,>> (=) . 1.22

Az §* szerkesztése.
Elgszor a S* komplementer halmazdt szerkesztjitk meg a négyzetben. Vagy-
is mindazon pontok halmazat, amelyek kédja tartalmazza a ta szot.
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A ta négyzetéhez pontosan azok a szavak tartoznak amelyek prefixe (kezdd
betti) ta. Azok a pontok, amelyeknek a kodjaban a masodik helytél all az
ta tiltott sz6 , az eta szavakhoz tartozd négyzetek pontjai, ahol e helyén az
a, ¢, g,t bettik valamelyike 4ll. Ezeket a négyzeteket a 23 x 23 négyzethaléban
jeloljiik ki.

Azokat a pontokat, amelyek kodjaban az n-edik helytdl szerepel ta, rekurziv
modon kapjuk. Ezek n + 1 hosszu tiltott szavakhoz tartozo négyzetek pontjai.
Mindazon négyzetek, amelyek kodja deta alakt, ahol & egy n — 1 hosszu tiltott
sz6. Ezeket a négyzeteket a 27! x 27! négyzethaloban jeldljiik ki.

n | | | | ]
B i

"M Fi .,"\-’1 1 U ."Vf 2

TR ey

e B

‘R LB LR R

:" L] - - - L]

‘M
ELJ i

1.33. abra.

A mondottak alapjan, az S* komplementer halmazanak a szerkesztése:
(1.33. abra)

My = ta négyzete
M,1(n=1,2,...): a M,, mintazatot a g, a, t, ¢ csticsokba vetitjik és képez-

ziik a négy halmaz és az M,, uniojat.
Az §* komplementer halmaza, az M, halmazok unioja

UM,
n=1
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Figyeljiik meg azt, ahogyan a szerkesztés folyaman kialakulnak az egyre
kisebb atmérsji, egymaéassal hasonlé halmazok.

Egy masik példa az S* komplementer halmazanak a szerkesztésére az 1.34. ab-
ra amikor tobb tiltott szo szerepel.

Jol Ay

JVJ,U'\/I IU’VI'U\/{

IEE! K

a tiltott szavak: 01, 22, 33, 10
1.34. abra.
cgyvencs 3 a tiltott sz0 20 a tiltott szo
(0 ¢és 3 a tiltott szavak)
1.35. abra.

1.10.1. Feladat Tdroljik a 2" x2™ hdlozatbol azokat a négyzeteket, amelyekhez
tartozo sz0 tartalmazza az 1.35 és 1.36. abrék alatti szavakat. Legyen a 2™ x 2"
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00, 11,22, 38

1.36. abra.

hdlozatbol ezutdan kapott halmaz S. Igazoljuk, hogy a
S =\s;
halmaz teriilete csak nulla lehet. Mennyi lehet az S* keriilete?

1.10.2. Feladat Adjunk meg olyan tiltott szavakat, amelyhez tartozo S* hal-
maznak terilete nem nulla. Ha a tiltott szo agett, akkor is nulla lehet csak az
S* teriilete?

1.10.3. Feladat Igazoljuk az (1.22) egyenlitlenséget.
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Hogyan tudjuk méret szerint osztalyozni (megmérni) a ,teriilet 0,
keriilet végtelen” tulajdonsagt halmazokat?

Hasonlbéan a ,megmérhetetlen” partvonal esetéhez, keressiik azt az s értéket
amelyre
Im N(r)rf =c¢ (0 <c< o0)

r—0

azonban itt N(r) a halmazt lefedd r éli négyzetracs négyzeteinek a szima
(1.37. abra).

1.37. 4bra.

A, megmeérhetetlen” partvonal esetéhez hasonloéan, ha
L(r,s) = N(r)r?

akkor
log L(r,s) =log N + slogr

és ha 0 < L(r, s) < oo akkor

Az igy kapott s a halmaz boxdimenzidja.
Az s meghatarozéasara hasonlo grafikus eljards van, mint a partvonal esetén:

Az (L,r) koordindrendszerben a (log L,logr) pontok, kis r esetén, egy olyan
egyenesre illeszkednek, amelynek meredeksége s (1.30. abra))
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Mit mér a boxdimenzi6?

Az elmondottakbol kovetkezik hogy az s box-dimenzio az N, — oo sebességét
méri. Pontosabban, egy eléggé stirti négyzetracsbol, nagyobb s boxdimenzio
mellett, tobb négyzet sziikséges a halmaz lefedéséhez, mint kisebb s mellett.
Nagyobb s esetén N, rohamosabban novekszik, ha r kézeledik a nulldhoz, mint
kisebb s esetén. Ez akkor is érvényes, ha a halmazok teriilete nulla.

Egy kevésbé matematikus valasz arra, hogy mit mér a boxdimenzié. Egy
halmazt adott felbontas mellett tudunk csak megfigyelni. A szamitogép képer-
nyGjén megjelens kép megfigyelésének a képernyd pixelmérete, egy ,valosagos”
targy megfigyelésének pedig a szemiink felbontoképessége szab hatéart. Legyen
h-atmérsjld az a legkisebb objektum, amelyet megfigyelni tudunk. Ez a nulla-
hoz nagyon kozeli érték. Igy az elmondottak alapjan nagyobb s mellett tébb
lesz a halmazt lefedd h éld négyzetek N, szama és igy tobb ilyen négyzetet tu-
dunk megfigyelni mint kisebb s boxdimenzi6 esetén. Igy valéban nagyobbnak
latjuk a halmazt. Ez akkor is érvényes, amikor s < 2, vagyis a halmaz teriilete
nulla. FEzzel méret szerint is kiilonbséget tudunk tenni olyan halmazok kéozott
18, amelyek mindegyikének terilete nulla.

Az elmondottak illusztralasara az 1.58. abrdn néhany eddig megismert hal-
maz N, értékeinek és boxdimenzidjanak alakulasat mutatjuk.

r N,
E 0.5 2 3 - 4
0.25 4 9 15 16
0.125 8 27 56 64
log N 0.0625 16 81 208 256
. . 8 % g
= = =
B4 - négyzet Sierpinski- g’h E g E’
32 iL| naromszog g’- I! c
16 4 agyenas €
8 egyenesszakasz N | A
1 e = _.-1.584
9 | Sierpinski haromszog | Nr =r
FEE TN e N, =r= [s=1.89%
2 4 816
N =2

1.38. 4bra.
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1.10.4. Feladat Mennyi a Cantor halmaz dimenzidja?
1.10.5. Feladat Melyik igaz és melyik hamis a kévetkezd dllitasok koziil:

1. Ha két halmazt egyesitink, akkor az egyesitett halmaz dimenzidja a két
halmaz dimenzi’dja kézil a kisebbik lesz.

2. Ha két halmazt egyesitink, akkor az egyesitett halmaz dimenzioja a két
halmaz dimenzidja kézil a nagyobbik lesz.

3. Ha két halmazt egyesitiink, akkor az egyesitett halmaz dimenzidja a hal-
mazok dimenzioinak 0sszege.

1.10.6. Feladat Igazoljuk, hogy ha B C C dimenzidja nem lehet nagyobb, mint
a C dimenzidja.

1.10.7. Feladat Legfeljebb mennyi lehet eqy R? sikbeli kompakt halmaz di-
menzidja?

1.11. Kaotikussa val6é sorozatok
Egy geometriai sorozat természetes felirasa a
Tpe1=qr, n=0,1,2... zg=c (1.23)

rekurziv sorozat. Hiszen geometriai sorozatot akkor kapunk, ha egy ¢ szamot
mindig ugyanazzal a ¢ szammal ujra meg ujra megszorzunk és az (1.23) formula
pontosan ezt fejezi ki. Ha g < 1 akkor a sorozat a nullahoz tart, ha ¢ > 1 akkor
a sorozat hatéartalanul névekszik, x, barmely M szdmnal nagyobb lesz, ha n
elég nagy vagyis elég messze megyiink el az (1.23) geometriai sorozatban.

Hogyan alakul az (1.23) sorozat, ¢ > 1 esetén, ha nem engedjiik meg, hogy
egy adott M értéken tullépjen?

Két természetes maodjdat mutatjuk meg ennek. Az eqyik esetben az x = M
faltol visszapattannak a sorozat elemeit reprezentdlo tomegpontok, a masik eset-
ben a tullépd pontot M eqységgel visszatoljuk.

Legyen c € (0,1), M =1 és q = 2.

47



Az egyik esetben az (1.23) sorozat a kovetkezore valtozik

_ qTn ha =z < 0.5
T { q(1 —z,) hax>05 (1.24)

A masik esetben az (1.23) sorozat igy alakul

| gz, ha z < 0.5
Tnt1 = { qr, —1 hax>0.5 (1.25)

Az (1.25) rekurziv formula vizsgdlata.
Felirva a sorozat elemeit, egymastol csupan 0.0003 tavolsdgban levé c érté-
kekbdl inditva, a sorozat elsé 5 eleme

0.420420 0.420720
0.84084 0.84144
0.68168 0.68288
0.36336 0.36576
0.72672 0.73152
0.45344 0.46304

Els6 pillantasra nem latunk semmiféle szabalyossiagot egyik sorozatban sem.
Azzal, hogy x,, > 1 esetén visszaléptettiik a sorozatot eggyel, a sorozat elvesz-
tette az (1.23) jellegét.

Most irjuk fel a sorozat elemeit kettes szamrendszerben, binéris tort alak-
ban. Ekkor a ¢ = 0.420720 kezdéértékbdl inditott sorozat igy alakul

0.01101011
0.11010110
0.10101100
0.01011000
0.10110000
0.01100000

Kettes szamrendszerbe irva az (1.25) sorozat elemeit, mar kialakul egy sza-
baly: Az x,-bdl a kévetkezd n+ 1-edik elemet gy kapjuk a sorozatban, hogy az
x, jegyeit eggyel hdtratoljuk, majd az igy kapott szdm egész részét tordljik. (
n=12,...)

A szabaly alkalmazasaval igazolni fogjuk hogy az (1.25) sorozatnak a ko-
vetkez6 kiilonos tulajdonsaga van:
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Kaosz (ergodicitas)
Legyen ¢ € (0,1) és € > 0. Ekkor ¢ minden ¢ kirnyezetében

1. van olyan ¢*, amelybdl ki-indulva az (1.25) sorozat egy adott helytdl
kezdve periodikus;

2. van olyan ¢**, k par, hogy a ¢**-bol inditott (1.25) sorozat k-adik eleme
egy adott p € (0,1) pont tetszéleges ¢ kornyezetébe keriil.

Szemléletesen, de kevésbé pontosan a , kaotikus (ergodikus)” tulajdonséag azt
jelenti, hogy egy pont barmilyen kis kornyezetében, van olyan pont amelybdl
ki-indulva az (1.25) sorozat periodikus, elemei vissza-visszatérnek a ¢ pontba.
Es van olyan pont is ugyanebben a kornyezetben amelyik bejarja a (0, 1) min-
den kornyezetét.

Az allitas elsd, 1. része nyilvanvalé. Hiszen ha a ¢ binéris tort elsdé k +
1 jegyét periodikusan folytatjuk, akkor az igy kapott c¢* a c-nek ¢ = 107*
kornyezetében van.

Az allitas tovabbi, 2. részét harom példaval probaljuk megvilagitani. Tize-
destortekkel kezdek, ezeket jobban ismerjiik mint a binaris torteket.

1.11.1 Példa Legyenek
c=0.2002995331, ¢ =10"2, p=0.71033115011, § =107°, k =4.

Ekkor ¢ = 0.20071033831 a ¢ pontnak az € kérnyezetében van és a c**-bol
induld (1.24) sorozat negyedik eleme, x4, benne van a p-nek 107° kornyezetében.
Ugyanis | ¢ — ¢ |< 1073 és | ¢ — x4 |< 1075,

1.11.2 Példa Legyenek
c¢=0.11011100101..., e =273 p=0.11100011..., 6 =275 k=3.

Ekkor ¢ = 0.1100111001 ... a ¢ pontnak az € kérnyezetében van és a c¢**-bol
induld (1.25) sorozat negyedik eleme, x4, benne van a p-nek 107 kornyezetében.
Ugyanis | ¢ — ¢ |< 273 és | q — x4 |< 27°.

1.11.3 Példa Ha a 0.1001 bindris tortet gy folytatjuk, hogy mindegyik hd-
romjeqyt bindris tortet eqymds utdn hozzd irjuk, akkor az igy kapott 23.3 + 4
Jeqyt bindris tortbél indulé (1.25) sorozat a (0,1) minden pontjinak § = 274
kornyezetét bejdarja.
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1.11.1. Feladat Legyen ¢ = 0.11000111, p = 0.001101. Adjunk meg egy olyan
bindris tortet a ¢ pont 272 kornyezetében, hogy onnan indulva a sorozat hatodik
eleme a p-nek 2~ 4kérnyezetébe keriil.

1.11.2. Feladat A példdk alapjin igazoljuk a kiosz (ergodicitas) tulajdonsd-
got.

Az (1.24) rekurziv formula vizsgdlata.

Itt is akkor lathatunk szabalyossagot ha kettes szamrendszerben, binaris
tort alakban frjuk fel a szamokat. Ekkor, x < 0.5 esetén, ugy kapjuk az x,-
bél a kovetkezd, n + 1-edik elemet a sorozatban, hogy az z, jegyeit eggyel
hatratoljuk. Ha viszont = > 0.5, akkor pedig 0 <> 1 csere utan hajtjuk végre
ezt az eltolast.

1.11.4 Példa Ha ¢ = 0.01101011 akkor az (1.25) sorozat igy alakul

0.01101011
0.00101001
0.01010010
0.01011011

Az (1.2]) sorozat szemléltetése web-diagrammal.

Tekintsiik az
_ ) qx haz < 0.5
Fz) = { q(1—z) haz>05 (1.26)

fliggvényt. Az (1.26) fiiggvénnyel a ¢ pontbol indulé (1.24) rekurziv sorozatot
igy irhatjuk
e, fe), fAe), ..., f"e) ... (1.27)

ahol f¥ = fo f vagyis az f fiiggvény kompozicidja énmagaval és f az f
fiiggvény n-szeres kompozicidja.

Az (1.26) figgvényt alkalmazva, az 1.39. abran lathato szerkesztéssel is
megkaphatjuk az (1.24) rekurziv sorozatokat. Az 1.39. abran q = 2.

Az (1.27) sorozatot iteracios sorozatnak is nevezziik. Azt mondjuk, hogy
az

(f,10,1])

par egy dinamikus rendszert hataroz meg és (1.27) a dinamikus rendszer ¢
pontbol induld pélyéja.

Egy rekurziv sorozatnak ilyen szerkesztéssel torténd elGallitasat nevezziik
web-diagramnak, vagy hal6 diagramnak.

Az (1.26) fiiggvényeket, grafikonjuk alapjan, sdtorfiggvényeknek is nevez-
zik.
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1.39. abra.

1.11.3. Feladat Legyen q = 3. Irjuk fel az (1.24) sorozat elsé hat elemét, ha
c = 0.02202022

triadikus tort alakban (hdrmas szamrendszerben).

1.11.4. Feladat Legyen q = 3. Irjuk fel az (1.24) sorozat elsé hat elemét, ha
c = 0.02102122

triadikus tort alakban (hdrmas szamrendszerben).

1.11.5. Feladat Milyen ¢ kezddérték mellett lesz az (1.24) sorozat minden
eleme a (0, 1) intervallumban?

1.11.6. Feladat Legyen q = 4 és ¢ € (0,1). Mi a szikséges és elégséges
feltétele annak, hogy az (1.24) sorozat elemei a |0, 1]-ben maradjanak?

1.11.7. Feladat Legyen ¢ = 10 és ¢ € (0,1). Mi a sziikséges és elégséges
feltétele annak, hogy az (1.24) sorozat elemei a [0, 1]-ben maradjanak?

1.11.8. Feladat Irjunk fel egy olyan g : R — R (egyvdltozds) figgvényt,
amelynek ¢ € (0,1) pontokbol induld iterdcids sorozata az (1.25) formuldval
adhato meg.

1.11.9. Feladat Vizsgdljuk meg, hogy az (1.25) sorozat kdosz (ergodicitas)
tulajdonsdga érvényes-e az (1.2]) sorozatra is.
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A pék leképezés

Az el6z6 két szabaly kombinacidja az

] 2z, Ny ha x < 0.5
HLM_{Q@—@J—M/M$ZO5

R? — R? fiiggvény (leképezés) ahol A € (0,1). Igy az X tengely iranyaban
az el6z6 tipusa, az x = 1 falba iitkozs, az Y tengely iranyaban pedig Cantor
halmaz tipust lesz az £ egységnégyzetbdl indulo

{F(&) n=1,2,...} (1.28)

iteracios sorozat A attraktora. Részletesebben, F' az egységnégyzet also felét
(amikor z < 0.5) X iranyban duplajara nyujtja és Y iranyban Osszehuzza a
A-szoroséra. A kinyujtott rész x > 1 részét levagja, majd az egységnégyzet
fels6 széléhez visszahajtja (1.40. dbra). Innen a pék elnevezés hiszen ez a
kenyérdagasztas dinamikaja amikor A = 0.5.

Y Y
1 1_1ﬁ
' 'f\. —
.\"‘--‘--"/
— X
1 X 1
1.40. abra.

Az (1.28) sorozat egymésba skatulyazott halmazok sorozata, amalyek kézos
része lesz a dinamika végterméke.

Mivel az X tengely iranyadban az el6z6 tipusd, az x = 1 falba iitkozs a
dinamika, a kdosz (ergodicitas) tulajdonsag érvényesiil a pék leképezés attrak-
toraban. A dagasztasi hasonlattal kifejezve, az F' iteracidi soran, az £ négy-
zetben egy kupacban elhelyezett mazsolak szétszorodnak a végtermék minden
részletébe.
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1.12. Informaciét hordoz6 kdotikus dinamika

A séatorfliggvénnyel vezérelt dinamikahoz, természetes modon, tizeneteket kap-
csolhatunk. Legyen

z, f(z), fof(x)...fM(x)...

az 1.11 (1.26) figgvénnyel adott dinamikus rendszer palyaja amikor ¢ = 2.
Ekkor az
flz) <050  fMa)>05e1 (1.29)

szabéllyal, minden palyahoz egy (végtelen) binaris kodot rendeltiink.
Egy adott N hosszi
aiasy . ..ay (1.30)

binaris tlizenetet szeretnénk tovabbitani. Hogyan valasszunk ki egy olyan x €
(0,1) pontot amelybdl indul6 palya az (1.30) binaris lizenetet tartalmazza?

Pontosabban, a matematika nyelvén kifejezve, a kovetkezs feladatot fogjuk
megoldani. Adott egy ajas .. .ay binaris sz6 és keresssiik azt az x € 0,1 pontot
amelynek a kodja

T1T2 ... Tpp@1G2 - . . ANTN £t 1T N L2 (1.31)

vagyis a kod, az m-edik elemétdl kezdve, éppen a tovabbitando tlizenetet tar-
talmazza.

Az els6 lépés a feladat megoldasaban: Kiemelni egy olyan M C (0, 1) hal-
mazt, amely elég stird (0, 1)-ben. Az ,elég stiri” a kovetkezst jelenti

minden x € (0,1) ponthoz van ¥’ € M amelyre | R(z') — R(x) |< 5%

2m
ahol N

Ty

i=1
és x; az (1.29) szerint az x-hez rendelt kod i-edik eleme.

Az R(x) bindris torteknek fontos szerepe lesz az tzenetet tartalmazo pdlya
(trajektoria) kivdalasztdsdban.

ALGORITMUS. Tekintsiik egy = € (0,1) kodjanak m + 1-edik betdjét. Ha
Tm4+1 = Q1

akkor eggyel hatratoljuk a kodot. Ha
Tmg1 7 Q1
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vagyis az x € (0, 1) kodjanak m + 1-edik betiije NEM az iizenet kezdsbetije,
akkor
tekintsiik a kovetkezé Y € M halmazt

Y = {2/ € M kodjanak m + 1-edik bettje a,}
és keressiik azt az x” pontot, amelyre
x” €Y, | R(z”) — R(x) | minimalis.

Ekkor az z” pontra cseréljiik az x pontot, majd eggyel hatratoljuk az " kodjat.

Ezt az ALGORITMUST N-szer megismételve, az (1.31 kodot kapjuk.

1.12.1. Feladat Igazoljuk, hogy az ALGORITMUS a kivant tzenetet dllitja
eld.

1.12.2. Feladat Mi a szerepe az x € M ponthoz hozzdrendelt R(x) bindris
tortnek az tzenet elddllitasdaban?

Miért alkalmas a satorfiiggvény az informéacié (lizenet) tovabbitasa-
ra?

A satorfiiggvénnyel vezérelt dinamika, vagyis minden
{f"(z); n=1,2,...} z€C (1.32)

sorozat kodja, ¢ = 2 mellett, rendelkezik a kéosz (ergodicitas) tulajdonsaggal.
Ez pontosan azt jelenti, hogy barmely (1.32) sorozat kodjanak barmilyen kis e
kornyezetében van (1.31) és igy az ALGORITMUS végrehajthato.

A valoségban az atvitel elektronikus tuton, a Chua oszcillatorral (rezgékor-
rel) torténik. A Chua oszcillator rajza és egyenlete az 1.41. dbran lathato. A
differencalegyenletrendszer minden

i (8), va(t), i (1) (1.33)
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R IV graph of nonlinear resistor in Chua's Circuit
Ig=alvg)

I == = Chua's
C, C Diode

L

dv, 1

1 E;l' =E(v2 =)= ()

av. 1

Z'E?_:'_"(vl V) +i;
Lﬁ=—v2

dt

1.41. abra.

megoldésa egy térgorbével abrazolhatd. Ez a térgérbe, nagy ¢t paraméter mel-
lett vagy egy ellipszis A kozépponttal, vagy egy ellipszis B kozépponttal, vagy
az 1.42. abran lathato gorbe, ahol A kozépponti és a B kozéppontu ellipszise-
ken wvdltakozva halad az (1.33) térgorbe. Informaciok atvitelére akkor alkalmas
az aramkor, amikor az 1.42. abra alakjat veszi fel a megoldasgorbe. Ekkor a
differencalegyenletrendszer minden (1.33) megoldasahoz hozzarendelhetjiik az
A, B bettik egy-egy végtelen sorozatat. A kiosz tulajdonsag itt azt jelenti, hogy
az A koriili ellipszisbdl, a palya nagyon kis valtoztatasaval, egy B kozépponti
palyara jutunk és igy az ALGORITMUS végrehajthato.

1.13. Egy képtomorité eljaras a szamitogépes gra-
fikaban.
Hogyan lehet egy fényképet néhany matrixba tomoriteni?

Most egy olyan algoritmust mutatunk, amely egy sziirke arnyalata képet to-
morit kb. 1 : 1000 ardnyban. A tomoritett kép gyorsabban tovabbithatd. Az
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1.42. 4bra.

eljaras megértését segiti, ha a fényképet egy domborzatnak képzeljik el, ugy
hogy minél vilagosabb egy részlet annal jobban kiemelkedik a kép sikjabol. A
matematika nyelvén: a fényképet egy f = f(x,y) kétvaltozos fiiggvénnyel ad-
juk meg, amelynek a maximuma 1, ahol a fénykép fehér, és minimuma 0, ott
ahol a fénykép fekete (az 1.43. &bra).

Ily modon a fényképet azonositjuk az f(x,y) kétvdltozds figguénnyel. A
fénykép rajzolatat, arnyalatait az f(z,y) fliggvényt abrazolo felillet domborza-
taval frjuk le (az 1.43. &bra).

A fényképet (kozelitoleg) eloallito IFS megszerkesztése azon alapszik, hogy
a fénykép kulonbiozd részletei, jo kizelitéssel, eqymdsnak affin képei lehetnek (
az 1.44(a). abra). Ilyen részletek barmilyen fényképen fellelhetsk.

Ez alatt azt értjiik, hogy van olyan affin R® — R3 (vagyis térbeli) leképezés
amely a nagyobbik D, illetve D, keret feletti domborzatot a kisebb R, illetve
Ry, feletti domborzatba viszi. Természetesen ez csupdn megfeleld kézelitéssel
érhetd el. Ilyen affin leképezéseknek az unidja adja majd a W fiiggvényt.

Az ,eredeti” IFS modell az R? kompakt (korlatos, zart) halmazaibol alakit-
ja ki a képet. Itt az alaphalmaz egy fénykép részleteibdl all. Ez a matematika
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kontraszt valtozas. skala valtoztatas (a Z tengely iranyaban)
fenyerd valtozasleltolas (a Z tengely iranyaban)

An f=f(x,y) surface generated from the Lena image

1.43. abra.

1.44. abra.
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nyelvén, kétvaltozos fiiggvények halmazat jelenti. Ennek megfelelGen, egy tet-
sz6leges h = h(x,y) figgvénybdl induld

(Whlh), n=1,2,...} (1.34)
iteracios sorozat fogja elGallitani, megfelels kozelitéssel, a fényképet.

MEGJEGYZES. Célszerti a h(x,y) = C konstans fiiggvénybdl indulni.

Az eljaras (kodolas) egy részletes leirasa

1. lépés A fénykép sikjat felosztjuk 64 x 64 egybevagd négyzetre és mind-
egyik négyzeten megallapitjuk a fénykép atlagos sziirkeségi fokat, amely-
hez természetes modon egy A € [0, 1] szamot rendeliink. Az igy kapott
diszkretizalt (vagyis lépcsosfiggvény) f = f(x,y) fogja reprezentalni a
fényképet az eljaras soran.

Az f = f(x,y) fliggvény az lesz, amelynek az értéke a 64 x 64 négy-
zet mindegyikén beliil alland6, mégpedig \, az atlagos sziirkeségi foknak

megfelelGen az
1

— =1,2,...,256
n256 n )< )

értékek egyike.

Legyenek R;; ¢ = 1,2,...,16 a fényképre fektetett 4 x 4 négyzetrécs
elemei és D; olyan négyzet a fénykép sikjaban amelyek lineéris mére-
te (oldaléle) az R; négyzetekének a duplaja (1.44(b). dbra). (1024 ilyen
négyzet van). Az eljaras kovetkezs lépése az lesz, hogy adott R;-hez
keressiik azt a D;-t amely feletti f(z,y) domborzat, megfelel6 affin mo-
dositassal, elég kozel lesz az R; feletti f(z,y)-hoz.

MEGJEGYZESEK.

(a) Az ismertetett eljaras adatai természetesen ,nem kotelezGek”. Az el-
s6 1épésben nem kell ragaszkodni a 64 x 64 négyzethez, csupan ahoz,
hogy a négyzetekkel diszkretizalt fiiggvénybdl | felismerhets legyen”
f = f(z,y), a masodik lépésben a D; négyzetek éle a B; négyzete-
kének a duplaja legyen és a D; négyzetek szama a lehetséges ilyen
részhalmazok legaldbb 80 szazaléka legyen.
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(b) A négyzethalohoz sem kell ragaszkodni. B; és a D; haromszogek
is lehetnek és a hald a fénykép részletdus részein striibb is lehet.
Ekkor D; a haromszoghél6 négyeseibdl osszeallitott elemek.

2. lépés Megvizsgaljuk, hogy a {D;; j =1,2,...1024} feletti képreszletek
koziil, a fenti affin dtalakitds utdn, melyik lesz legkozelebb az az elsé
racsnégyzet, az Ry feletti képrészlethez. Ez a képrészlet keriil majd az
R, feletti képrészle helyére a megfelels affin atalakitas utdan. Ezutan

ugyanezt elvégezziik az

{R;; i=2,...,16} négyzetekkel is.

A megfelel§ affin atalakitas esetiinkben azt jelenti, hogy a D; — R; cserén
kiviil, a kép o sziirkeségi fokat (fényességét) és s kontrasztjat megfelelGen
valtoztatatjuk.

s=0.625 o0=52

1.45. abra.

Az eljaras részleteit az 1.45. és az 1.46. abrak mutatjak. A Domain, a
nagyobbik keretben levd kép kinagyitva. Ezt megfelelGen elforgatjuk (1),
majd a kép s kontrasztjat és o sziirkeségi fokat tigy modositjuk, hogy
az ,alig kiilonbozzék” a Range, a kisebbik keretben levd kép kinagyitott
hasonméasatol (2). A kisebbik keretben levs kép helyébe a (2) kertil, line-
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1.46. abra.

arisan fele méretben (2).

Az eljdrds lelke ez a 2. 1épés. Ezért megadjuk a vdzolt képcsere leirdsdt a
matematika nyelvén is.

Adott R;, D; parhoz tekintsiik azt a g;; matrixfiiggvényt (leképezést)
amely a D; négyzetet az R; négyzetbe viszi. Négy ilyen leképezés létezik.
Ha

_1 11 A12 Ty by . . xy
wod =y (Y () (0 ) x= (1)

akkor az (1.35) formulédban a 2 x 2 méatrix a kovetkezs négy méatrix egyike

) () G a) (B)

Ugyanis, a D; négyzetet, az els6 esetben, linearisan a felére csokkentve,
megfelel6 b vektorral az R; helyére toljuk. A maradék harom esetben
pedig még 90°, 180° illetve 270° elforgatést is végziink.

Ezutan annak a leképezésnek a matrix alakja, amely a D; feletti dom-
borzatot az R; feletti domborzatba viszi

apr az 0 1 b
Fl’j (X) = 921 A929 0 i) —+ bg . (136)
0 0 1)\ flo,a) 0
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Ha a domborzatok cseréje el6tt affin atalakitast is végziink , akkor

ayp aip 0 1 by
Fij(x)=| an ax» 0 9 + | b x € D; (1.37)
0 0 Sij f(.Tl,IQ) 0ij

Ugyanis, ha az (1.36) formulaban 1 helyébe 0 < s;; < 1 értéket tesziink,
akkor a D; feletti kép kontrasztjat csokkentjiik (a domborzatot az alap-
sikra merolegesen, ,,Z iranyba”, 6sszenyomjuk). Ha a b oszlopaban a 0
helyébe egy o0;; > 0 értéket teszlink, akkor a fényerét noveljiikk (a dom-
borzatot az alapsikra merélegesen, ,,Z iranyba”, eltoljuk).

Igy az F;; figgvény a D; minden x pontjat atviszi az R; egy meghataro-
zott pontjaba és az f(x) fiiggvényértéket, eme képponthoz tartozo

s f (2, y) + o0y (1.38)

fiiggvényértékbe viszi.

Mikor alkalmazzuk ezt az (1.37) formuldt, vagyis mikor alkalmazzuk a 2. 1é-
pésben leirt képcserét?

Akkor, amikor az (1.38), megfelel§ s;;, b;; valasztassal, elég kizel hozhato
az R; feletti képrészlethez (az R; feletti f(z,y) domborzathoz). Ponto-
sabban, akkor amikor az (1.38) és az R; felett feliilet négyzetes eltérése
egy elére megadott e-nal kisebb. A matematika nyelvén

D (siif (@1, m2) + 05 — f o gij(w1,72))* < e (1.39)

(z1,22)€D;

Jobb eredményt ad az a valamivel hosszabb eljaras, amikor minden olyan
D; koziil, amelyre f teljesiti az (1.39) egyenl6tlenséget, kivalasztjuk azt,
amelyre az (1.39) baloldala a legkisebb és ezzel a D; képrészlettel végez-
ziik el a cserét.

. lépés  Ha az el6z6 2. lépésben minden R;-hez kaptunk Fj; leképezést,
akkor a kovetkezs, /4. lépésben leirt modon Osszedllitjuk a W leképe-
zést. Ha maradt olyan R; amelyhez nem taldltunk megfelels F;;-t (vagyis
az (1.39) eltérés minden j-re nagyobb, mint a megadott hibakorlat), ak-
kor a 2. lépés eljarésat megismételjiik a kimaradt négyzeteken feleakkora
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linearis méretd D;, R; parokkal.

4. lépés Az (1.37) formulaval adott F;; fiiggvényekbdl Gsszeallitjuk a W
leképezést a kovetkezdképpen.

W minden f fiiggvényhez hozzarendel egy W (f) figgvényt. A W (f)
figgvényt az R; tartomanyokban az Fj; fliggvények hatarozzak meg. Pon-

tosabban
W()(R) = Fy(F(D)); i=12..... (1.40)

Ez egy tomor leirdsa a 2. lépésben megadott eljarasnak. Azt fejezi ki,
hogy a W (f) feliiletnek az R; feletti részét tgy kapjuk meg, hogy a D;
feletti feliiletrészre alkalmazzuk az F;; affin leképezést és az igy kapott
felilletészre cseréli az R; feletti feliiletet (ahogyan azt a PELDABAN
lattuk).

Igy ezeknek a feliiletdaraboknak az

U Fi(f(D;)) (1.41)

egyesitése adja egy f felillet W(f) képét.

Az (1.40) formulaval adott R; <+ D; csere akkor torténik meg, ha Fi;(f(D;))
elég kozel van f(R;)-hez. (1d.: (1.39))

Az 1-4 1épésben megadtunk egy IFS-re épiil6 eljarast sziirke arnya-
lata képek (fényképek) ezred nagysagrendii tomoritésére.

Ezzel a fénykép tovabbitasanak sebessége aranyosan meggyorsult.

A tomoritett kép kibontasa (dekddolasa).

Az 1-4 lépésben leirt eljaras végeredményeként kapott Fj;; ¢« = 1,2,..., N
fiiggvényekbdl megszerkesztett

(Whl(n); n=1,2,...} (1.42)
iteracios sorozat adja meg a fénykép kozelitését. Bdrmely h indulo képpel, a

féenyképnek ugyanazt az A* kozelitését allitja eld.
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dekodolas

1.47. abra.

Ezt illusztralja az 1.47. dbra, ahol a Lena arckép dekddolésa a ,kaoszbol”
lathato.

Az iteracios sorozat A* végterméke, a kodolt kép, alig kiilonboztethetd meg
az eredeti képtsl. Mégis lényeges eltérés van kozottik. Az egyik eltérés az,
hogy a kodolt kép hatdrtalanul nagyithato az eredeti fénykép viszont nem. A
mésik eltérés az, hogy a kodolt kép huszad annyi helyen térolhaté mint az
eredeti fénykép, mas szoval, az eljarés ill. az algoritmus kivélasztja a fénykép
et meghatéarozo sszinformacioknak 5%-at, az {F;; ¢ = 1,2,..., N} szabélyok
formajaban, tgy hogy ebbdl az 5%-bol mar rekonstrualhato a kép. Egy ilyen
eljarast adattomoritésnek neveziink.

Mit jelent az, hogy egy halmaz hatartalanul nagyithat6? Ismeretes az,
hogy minden fénykép csak egy bizonyos mértékig nagyithaté. Nagyitaskor
a kép egyre ,laposabba” valik, egyre jobban észre vehet§ hogy a fényképen a
val6sadg nem minden részlete van jelen. Igy a bizonyos mértéken tul nagyitott
képen a részleteknek olyan hianyat vessziik észre amely azt élvezhetetlenné
teszi és ez adja meg a nagyithatosag hatéarat.
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Ugyanez a helyzet a kinyomtatott kodolt képpel is. Ha azonban a kodolt ké-
pet tgy nagyitjuk fel hogy kdzben az iteraciok szamat is noveljiik, akkor ez nem
torténik meg. Ugyanis az iteraciok szdmanak novelésével a kodolt kép ujabb
és tjabb részletei bukkannak el6, amit csak a képernyd, fotépapir vagy maés
képhordoz6 objektum korlatoz. Més szdéval, az iteraciok megfelelg névelésével
tarsitott nagyitaskor a kodolt kép felbontasa mindig a képerny§ maximalis fel-
bonto képességével azonos.

Miért sikeres az eljaras?

Legel@szor is el kell arulnunk végre, hogy milyen értelemben kozeliti meg az (1.42) hal-
maz sorozat a fényképet, vagyis a fényképet az 1./5. dbra szerint reprezentélo
f kétvaltozos fiiggvényt.

A (korlatos) fiiggvények kozott egy természetes tavolsagfogalom

dlf,g] = max{| f(z,y) — g(x,y) |}. (1.43)

vagyis a fligguénygorbéjik mazimalis eltérése. Ezért elGszor azt kell megvizs-
galni, hogy az (1.43) tavolsagban kontraktivok-e az (1.37) formulaval adott F;;
leképezések.

Adott (z1,22) € D; pontban

W(f)—=Wl(g) = Fy;(f) — Fi(9)
és az (1.37) és az (1.38) alapjan
max | Fi;(f) — Fij(g) [ symax | f—g| (71,22) € D;.
Ezért

dW(f) = W(g)] = max | F;;(f) — Fij(g) |< sdlf, g]

ahol s = max; ;.
Ennek alapjan, minden F; (és igy W is) kontraktiv ebben a tévolsagban
(metrikdban) pontosan akkor, ha

0<Sij<1.

Ekkor a kontraktiv leképezések tétele biztositja az eljaras sikerét.
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A kontraktivitas feltétele,
0<sy <1

azt jelenti, hogy a kontrasztot csokkentjiik. Node mi van akkor, ha a kont-
rasztott névelni kell? Ha ez utobbi eset viszonylag ritkan fordul el6 akkor
még az eljards konvergens marad. Pontosabban, ha van olyan K, hogy a
{(Whl(g);  n=1,2,...} halmazokat el6allité lancokban minden K hosszu-
sagi kompozicié kontraktiv, akkor ez elegendd arra, hogy a {WI(B); n =
1,2,...} sorozat konvergens legyen.

Ennek igazolasa roppant egyszertd. Arra kell csak gondolni, hogy ekkor az
A* legfeljebb NX kontraktiv fiigguvénnyel alkotott IFS attraktoraként (invaridns
halmazaként) &ll elé.

Az alapvetd eltérés a ,klasszikus” IFS és a most tdrgyalt képtomoritd eljd-
rasban alkalmazott IFS kézott a kovetkezd:

a ,klasszikus” IFS F; fiiggvényei az A-t képezik le a vele affin részhalmazok-
ra, vagyis

A= JF(A).

Ezzel szemben az Fy; fiiggvények az A* részeit (a D; feletti Ay, feliileteket)
képezik le a vele affin részhalmazokra, vagyis

wzu%mw.

Ezért az eljarassal kaphato A* halmazok ,mikro-szerkezete”’, a nagyitaskor
felbukkan6 képek sokaséga, sokkal valtozatosabb mint a ,klasszikus” IFS-el
kaphat6 A halmazok esetén. Ezt ugy szoktak kifejezni, hogy A*-nak nagyobb
a komplexitasa mint A-nak.

Ne felejtsiik el hogy a sok apré technikai részlet maogott itt is a kontraktiv
leképezések tétele dll. Ennek érvényessége biztositja, hogy a kiilonbézd techni-
kdkkal készilt eljarasok sikerre vezetnek.

Problémat jelenthet a most targyalt képtomorits eljarasban két F;; fiigg-
vény kompozicidjanak az értelmezése. Mivel

Ej: D]—)RZ

vagyis Fj; csupan a D; C R? részhalmazon értelmes. Ezért F;; o F,, pontosan
akkor létezik (értelmes) ha R; N D,, # 0. Ekkor barmely H C R? halmazra

Fy(H) = Fy(H(\D;)  Fy(0) =10
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Igy, szamos kompozicié lanc kimaradhat az iteraciok soran, amelyben a kont-
raktiv fiiggvények kisebbségben vannak, ami javitja a konvergenciat.

1.14. Fraktalnovekedés.

1. Elektrolizis.
Egy kerek talkdba, amelyben rézszulfat oldat van, elektrodakat helye-
ziink. A katodot a talka kozepe folé fiiggessziik, az anodot pedig a csésze
peremére helyezziik kor alakban. Az aram bekapcsolésakor a fesziiltség
hataséra a katodon réz rakodik le és nem sok id§ milva a katédon kivalt
réz alakja az 1.48. dbrdkon lathato alakot olt. Az 1.48. dbra a katdd-

DLA modell (diffuzioval meghatarozott részecske tomaorulés)

elektrolizis.

petri plate (dish)

1.48. 4bra.

ra merGleges keresztmetszetét mutatja ennek a halmaznak az elektrolizis
kezdetétsl eltelt elég hosszt id6 milva, miutan a forméatum ,allandosult”.
Ha r a katodtol mért tavolsag és N(r) a legfeljebb r tavolsagra esd lerako-
dott réz mennyisége, akkor a (logr,log N(r)) pontok egy s meredekségii
egyenesen vannak jo kozelitéssel. Az s értéke, a lerakddott réz eme met-
szetének a box-dimenzidja, akkor lesz lényegesen kisebb a 2-nél, ha az
oldat koncentracidja kicsi és az eletrodak kozotti elektromos fesziiltség

nagy.
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2. Baktériumtelepek
Ha egy kerek talkaban (Petri csészében) zselészerti, tapanyagot tartal-
maz6 kozeg kozepébe baktériumokkal teli folyadékesepp keriil, akkor ez
egy baktériumteleppé névekedik. Ha a zselében a tapanyag jol diffundal,
a baktériumok mozgasa nincs akadélyozva és bdséges tapanyag van, ak-
kor kb. korforma a baktériumtelep. (1./9.a dbra). Ha a tapanyag nem

nutrient = 0.01 (g/l), agar = 1.75%

o
r

nutrient = 2 (g/), agar = 1.75%

1.49. 4bra.

elégséges, akkor a csésze belsejében hamarabb fogy el a tapanyag mint a
csésze peremén, hiszen itt van a baktériumok tomege, amig a csésze széle
még érintetlen. Ezért ekkor a csésze belsejében a baktériumok pusztul-
nak, a telep szélén levs egyedek pedig tovabbszaporodnak. A korformaja
telep ,ujasodik” (1.49.b dbra). Tovabb csokkentve a tapanyagot, az agak
egyre hosszabbak lesznek, a fjordok mélyiilnek, a telep ,fraktalszertive”
valik (1.49.c¢ dbra). Az ujjasodas végpontjaiban a baktériumok szapo-
rodasanak valdszintisége egyre nagyobb lesz a bels§ egyedekéhez képest.
A telep NEM az atmérd négyzetével, hanem r°(0 < s < 2) ,mértékben”
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novekszik. Az s dimenzio a nélkiil6zés (discomfort) méretét mutatja. Neél-
kiilozéskor a telep egyre inkabb fraktalszerd”, az s értéke egyre kisebb
lesz.

3. DLA modell (diffusion limited aggregation). Egy eléggé stirtd és eléggé
nagyméretd négyzetracson kijeloliink egy négyzetet, ez lesz a DLA mag-
ja, majd a racs valmely pontjabol elinditunk egy részecske bolyongasat.
Ez azt jelenti, hogy véletlenszeriin kijeloliink egy a magtol kiillonbo6zé
négyzetet a racson és az minden masodpercben (idGegységben) egyen-
16 valoszintiséggel 1ép egy racspontot a négy irany valamelyikében. Ez
a bolyongés (Brown mozgds) addig tart amig a részecskét reprezentélo
négyzet a maghoz jut el. (Egy elére megadott racstavolsagnal kozelebb
keriil a maghoz). Ekkor a részecske a maghoz tapad. Egy masik befeje-
zése a részecske bolyongasanak az, ha a részecskét reprezentald négyzet
a négyzetracs egy perempontjat éri el. Ekkor a részecske megsemmisiil.

Minden bolyongés végén tjabb részecskét inditunk és a mag a hozzéata-
padt négyzettel biiviil. Ha a bolyongés a maghoz tapadassal végzddik,
akkor a bolyong6 részecskét reprezentalo négyzet a hozza legkozelebb allo
négyzethez tapad. (1.50. dbra)

szamitdégépes modell

Tapadas 0.2 valésziniiséggel Tapadds 0.01 valdsziniiséggel

1.50. abra.

Szembeting hasonlatossagot mutat az 1-3 folyamat. Az elektrolizis folya-
man a katédra rakodott réz, a baktériumtelep alakja kedvezdtlen életkoriil-
mények kialakuldsakor és a DLA modellben, a szamitogépes szimulécié soran
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kialakult halmaz alakja teljesen hasonl6 szerkezeti, elegendGen hosszu folya-
mat utan.

A dinamika invarians halmaza hasonlo szerkezetti, de ennek kiilonb6z6 okai
vannak. A DLA modellben, a maghoz kozel jutva, a tovabbjutas valészin-
sége mar NEM azonos minden iranyban. A mag iranyaban a letapadésnak
lesz egyre nagyobb valészintisége. Hasonlo a helyzet az elektrolizis esetén a réz
lerakddasaval. A baktérumtelep esetében, az ujjasodas végpontjaiban a bakté-
riumok szaporodésanak valoszintisége egyre nagyobb lesz a bels egyedekéhez
képest.

MEGJEGYZES. A baktériumtelep alakulasinak finomabb vizsgalataban fi-
gyelembe szoktak venni a chemotaxist, a baktériumok kémiai tton torténd
informaciocseréjét is.
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2. fejezet

Az elmélet
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2.1. Halmazok hasonlésaga

Két haromszog By és By pontosan akkor hasonld, ha
a1 =ras, by =rbycy=rcg >0 (2.1)

ahol ay,by,c1 a By és ag, by, co a By haromszog oldalai.

Két halmazt, példaul két poligont, akkor mondjuk hasonlénak, ha az egyik
halmaz a masik aranyosn kicsinyitett méasa. Hogyan lehet ezt a matematika
nyelvén kifejezni?

2.1.1. Definici6 (hasonloésagi leképezés) Egy F' R* — R? fiigguény ha-
sonlosagi leképezés ha
d[F (), F(y)] = r.d[z,y]

ahol d a zdrojelben dllo két pont tdvolsagdt jelenta.

Hasonlosagi leképezésre példa az R? sikban az origo koriili elforgatés, el-
tolas adott vektorral, skila valtoztatés (ardnyos nagyités, kicsinyités) és ezek
kompozicioi.

2.1.2. Definicié Két halmaz, By és By hasonld ha van olyan F hasonldsdgi
leképezés amely a By pontjait a By pontjaiba viszi. Témdren

F(By) =By (bijection).

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy ha (2.1) fenndll, akkor megadhatd a két hdarom-
szoget eqymdsba vivd F és forditva, ha van hasonlosdgi F' fligguény, amely a By
és By hdromszogeket eqymdsba viszi, akkor (2.1) fenndll.

2.2. Onhasonlé és 6naffin halmazok

Egy H halmaz 6nhasonlo, ha a H, vele hasonlé halmazok unidja (egyesitése).
Pontosabban, a matematika nyelvén

N
H=|JF®H) (2.2)
k=1
ahol Fi, (k=1,2,...N) hasonlosagi leképezések (fiiggvények).
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2.2.1. Definici6é Affin leképezésnek nevezziik a mdtriz miveletekkel megadha-
to leképezéseket. Pontosabban, F : R?> — R? affin leképezés (fiigguény), ha

F(z)=Azx+b
ahol A 2 x 2 matriz és b oszlopvektor.

Az affin leképezések geometriai jellemzdje, hogy parallelogrammat paral-
lelogramméba képeznek le. Igy az egységnégyzet affin képe,az A méatrixtol
fiiggGen, a legkiilonbéz6bb parallelogramma lehet.

Analég moédon értelmeziink F : R¥ — R™; n,m = 1,2, ... affin leképezé-
seket.

Egy H halmaz 6naffin, ha affin Fy, (k= 1,2,... N) fliggvényekkel érvényes
a (2.2).

2.3. Tteralt fiiggvényrendszer (IFS)

Iteracionak neveztiik azt, amikor egy szabélyt Gjra meg tjra ismételtiink. A
matematika nyelvén ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy egy f leképezésnek (fiigg-
vénynek) onmagéval valo kompozicioit képezziik. Képletben (formulaban) ki-
fejezve

f mdsodik iterdcidja (v. iterdltja) f o f, témdrebb jelsléssel f2.

f harmadik iterdcidja (v. iterdltja) f o f o f, témérebb jeldléssel f13.
s.i.t. Pontosabban

2.3.1. Definici6 Ha H egy halmaz és f : H — H, vagyis f egy olyan fiigg-
vény, amely a H halmazt énmagaba képezi le, akkor

@) =2, fl@) = foff"Nz); zeH n=1.2,...
Az " fuggvenyt az f n-edik iterdltjinak és az

{f[”](x); n=12,...} (2.3)
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sorozatot pedig az f leképezésxr € H pontbdl kindulé iteracioé sorozatanak, ro-
viden iterdcid sorozatnak nevezzuk.

Iteralt fliggvényrendszernek mondjuk azt amikor parhuzamosan tobb fiigg-
vényt iteralunk. Pontosabban

Legyenek {F;; i =1,2,...,N} R*> — R? leképezések és B korlatos, zart
halmaz. A tovdbbiakban az R? euklideszi tér korlatos, zart halmazait kompakt
halmazoknak fogjuk nevezni. Legyen

F(B)={F(z); xe€B}  W(B)=|]JF.(B) BCR’ (2.4)

n=1

Szavakban kifejezve, a W(B) halmaz gy dll eld, hogy az {F; i =
1,2,..., N} minden figgvényével képezzik az F;(x) figguényértéket minden
x € B pontban, majd ezeknek vessziik az uniojdt, egyesitjik az igy kapott pon-
tokat.

Iteralt fliggvényrendszer akkor jon létre, ha az (IFS) formulakkal adott sza-
balyt ismételjiik Gjra meg ujra.

2.3.2. Definicio [terdlt fiigguényrendszer a (2.4) formuldkkal képezett W ite-
rdcidinak a sorozata. A

(whB), n=1,2,...} (2.5)
sorozatot az iterdlt fligguényrendszernek a B halmazbol indulo palydja.
Ha B olyan halmaz, amelyre
F,(B)c B (2.6)
akkor a B halmazbol indulé palya egymasba skatulyazott (nested) halmazokbol

all
whrtiB)y cwh(B) n=1,2,....

Ekkor a palyak végterméke

A:ﬁwww)

n=1

az iteralt fiiggvényrendszer (IFS) attraktora.
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Az {F; i=1,2,...,N} leképezésekkel (fiiggvényekkel) meghatarozott
IF'S invaridns halmaza A’, ha

W(A)=A'
Konnyen ellenérizhetjiik a kovetkezdket:
1. Ha A az IFS attraktora, akkor A az IFS invarians halmaza.

2. Az Ainvarians halmaz pontosan akkor 6nhasonlo, ha {F;; 1 =1,2,... N}
hasonlosagi leképezések.

Sierpinski haromszog, a legismertebb IFS attraktor.

1.iteracio : 2.iteracié

Vrrvrrvry FEFEF P BT R
4 74 il
Ay g
EVVV FEVEPE
V I v
o 7
V' 3 tteracis 7 4. iteracié

2.1. 4bra.

Induljunk ki egy zart haromszoglapbol. Az oldalfelezGpontok Osszekoté-
sével osszuk négy egybevagd részre a haromszoget, majd toroljiikk a kdzépsé
nyilt haromszoget. Ezt az eljarast folytassuk a megmarad6 haromszogekkel ,a
végtelenségig” (2.1. dbra). Pontosabban, tekintsiik a kovetkezo szabalyt

sminden hdromszoget osszunk négy eqybevdgo részre és a kézépsd (nyilt)
hdromszaget torolyik”

A (*) szabaly ismétlésével, a haromszogbdl kapott {S,, n =1,2,...} egymésba
skatulyazott (nested) halmazorozat, amelyek kozos része

s (s
k=1
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a Sierpinski haromszog.
A Sierpinski haromszoget a kévetkezd iterélt fiiggvényrendszerrel is megad-

hatjuk
Fi(z) = ( 065 0(.)5 ) ( 2 ) + ( O.(;)a )
= (0 0 ) ()

Fg(x):(o('f 005)@;) x:(ii)GRQ (2.7)

2.3.1. Feladat Vizsgaljuk meg, hol taldalkoztunk az 1.1/ bevezetd példaban ite-
rdlt fiigguényrendszerrel és ezek kizil melyek azok amelyek teljesitik a (2) fel-
tételt?

2.3.2. Feladat A tizennégy bevezetd példdban melyek azok az iterdlt fiigguény-
rendszerek, amelyeknek attraktora onhasonlo.

2.3.3. Feladat Melyik érvényes a kovetkezd Osszefiiggések koziil

1. Ha B C C akkor F(B) C F(C);
2. F(BUC) = F(B)UF(C).
3. F(BNC)=FB)NF(C).

MEGJEGYZES. Az 1.-3. 6sszefiiggések fontosak lesznek a kovetkezékben,
mivel minden F': R? — R? fiiggvényt az

F(B) = {F(z); z¢B) (2.8)

formulaval értelmeztiink (kiterjesztettiink) kompakt B halmazokra is.
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2.4. Kontraktiv fliggvények (leképezések)

Jelolje d[a,b] az a,b € R* pontok tavolsagat. Ekkor az F : R? — R? fiiggvény
kontraktiv ha

AF (@), F)] < rdir,y]  oye R re (1) (2.9)
Egy kontraktiv fiiggvény 0Osszehiizza a pontokat. Ha F' kontraktiv, akkor az
F(z), F(y) képpontok tavolsaga hatarozottan kisebb mint = és y tavolsaga.

Kontraktiv {F;; i = 1,2,..., N} fliggvényekhez mindig van kompakt B
amelyre (2.6) teljesiil.

2.4.1. Tétel Ha I : R?> — R? kontraktiv, akkor
F(K)cK (2.10)
ha K elegendd nagy R sugari kérlap. Pontosabban, (2.10) teljesiil ha
dl,F(0)]+rR <R (2.11)

ahol 0 a IC kozéppontja.

e (0,1)

e

d[F(x), F(y)| = r.d[z, y] d[F(x),F(y)] < r.dfz,y]

2.2. 4bra.
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Bizonyitas. Ha (2.9) érvényes akkor az F figguény a 0 kézépponti, R sugari
K kért az F(0) kozépponti, Rr sugard korbe viszi (2.2. dbra). Ha R elég nagy,
akkor

FIK)cK (2.12)

(2.4. abra). Ugyanis, R névelésével az rR-sugari kor lassabban névekszik,
mint K mikozben a kirok 0 és F(0) kézéppontjai vdltozatlanok maradnak. Igy,
ha kezdetben IKC még nem is tartalmazza az F(K) halmazt késébb, amikor R
mar elég nagy, tartalmazni fogja. A pontos magyardzat az

dlo, F(0)] +rR < R (2.13)

eqyenldtlenségbdl kovetkezik , amely leolvashato a 2.3. Abrabol.

ha df.F(#)]+rR <R
akkor F(K) C K

K: a kérlap

2.3. 4bra.

Igy az {Fy; i=1,2,...,N} kontraktiv leképezés mindegyikéhez taldlhato
olyan (0 kézépponti) IC; zdrt kérlap, amelyre (2.12) érvenyes. A K;; (i =
1,2,...,N) kérok megadhatok gy, hogy a kézéppontjuk kézds legyen. Legyen
B a legnagyobb ilyen korlap. Ekkor

FB)cB i=12,...,N

és 1gy megszerkesztettiink egy olyan B zart kérlapot, amelyre

Arra az eredményre jutottunk, hogy ha B a leirt mddon szerkesztett zdrt

kérlap, akkor W (B) C B és igy
WE(B) =W o W(B) c W(B)
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és teljes indukcioval
whrtiB) cwh(B) n=1,2,.... (2.14)

A 2.1 egymdsba skatulydzott (nested) kompakt halmazok kozds része A, egy
nem tres kompakt halmaz (Cantor axioma) és ez az IFS modell égterméke”,
az IFS attraktora.

A megfelel6en nagy atmérGjd korlapbol induld szerkesztést tgy is felfog-
hatjuk, hogy a K halmazbdl egyre finomabb darabokat eltavolitva alakul ki
A. Ekkor {WI(K); n =1,2,...} egyre kisebb atmérsjii halmazok sorozata,
amelyek egyre ,szorosabban” lefedik az A halmazt.

A kontraktiv leképezések tétele.

Legyen X egy teljes metrikus tér és f: X — X kontraktiv fiiggvény. Ekkor
az

{f[”}(:c); n=1,2,...}

iteracios sorozat konvergens. A hatarérték fiiggetlen x-t6l, barmely x értékbdl
indulva ugyanaz lesz a hatarérték.

Bizonyitas. Ha f kontraktiv, akkor
dlf(z), fy)] < rdlz,y] z,ye X re(0,1) (2.15)
A (2.15) alapjdn
dlfP(x), [fP(y)] < rdlf(x), f(y)] < r*dlz,y]

Teljes indukcioval
d[f" (), [£" (y)] < r"dlz, y] (2.16)

amibdl kovetkezik, hogy ha az iterdcio sorozat konvergens, akkor a hatdrértéke
fiiggetlen a kezddponttol. Bdrmely pontbdl indulunk ki, ugyanaz a hatdrérték.
Legyen a (2.16) formuldban y = f(x). Ekkor

dlf" (@), ()] < rdlx, f()]
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amibdl

dlf! (), fM(@)] < (r™ 4+ r™H 4 [z, f(z)] mo<on

Pt e <

1—7r
Igy a Cauchy konvergencia feltétel teljesiil.

2.4.1. Feladat Adjunk meg eqy geometriai jellegti bizonyitdst a kontraktiv le-
képezés tételére a Tétel alapjdn.

2.5. Az attraktor ,érdekes” részhalmazai

Ha tiizetesebben megszemléljiik az 6nhasonlé halmazokat, akkor nagyon kis
atmérdji, az A-val hasonlé halmazok légiojat fedezhetjiik fel benniik.

Tekintsiik példaul a Koch gorbét. A 2.5 bevezets példaban megallapitottuk,
hogy a Koch gorbe négy, harmad akkora Koch gérbe uniéja. Am a harmad
atmérdji Koch gérbe mindegyike djra négy, harmad akkora Koch gérbe unioja.
Es igy tovabb a ,végtelenségig”. A Koch gérbében barmilyen kis atmérsji Koch
gorbe felfedezhets és csupdn ezekbdl Gsszerakhato a Koch gorbe.

Pontosabban kifejezve ezt a gondolatmenetet, minden pozitiv egész n-re, a
Koch gorbe 4™ olyan Koch gorbe uni6ja, amelyek mindegyikének az dtmérdje
az eredeti koch gorbe %n—ed része.

Ugyanez mondhaté minden 6nhasonlé halmazrol, csupén az ardnyossagi té-
nyezGk lesznek méasok. Példaul, a Cantor halmaz két harmadakkora Cantor
halmaz uni6ja, amibdl kévetkezik, hogy a Cantor halmaz 6sszerakhaté barmi-
lyen kis atmérdji Cantor halmazokbol. A hatartalanul nagyithato fadgnal 0.4
az aranyossagi tényezGés négy kisebb fadg unidja egy nagyobb, de ugyanilyen
fadg lesz. A csillarnél felvaltva 0.25 és 0.5 aranyossagi tényezdket alkalmazunk.

A matematika nyelvén, formuldkkal ez a gondolatmenet igy irhaté le. Rre-

s stz

2.3.3. feladat 2. esetét
N

A=UFRUFW) =JUFo R (2.17)

1= j=1 i=1j=1
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Ezzel az eredeti N helyett, az A-val hasonlé N? részre bontottuk az A halmazt.
Megismételve a rekurziv helyettesitést

A= UUFOF UFk :QLNJQ Fy, o F; 0 Fi(A).

j=1li=1

Ezzel az A-val hasonlo N3 részre bontottuk az A halmazt.
Ujra meg ujra alkalmazva ezt az eljarast

A=|JFno.. 0oF,(A); oief{l,2,... K} (2.18)

A (2.18) formula a kévetkezdket jelenti: Az {F;; i =1,2,...,N} figg-
vényekbdl megalkotjuk az 0sszes n hosszusdgu kompoziciot majd az igy kapott
(N™ szamu) fiigguénynek vesszik az unidgjdat. Ilymddon is eld tudjuk dllitani az

A-t.

Mekkora az A halmaz igy kapott
Foio...0F,,(A); o,€{1,2,...,K}.

részeinek az atmérgje?

Egy H halmaz dtmérdje a {d[z,y|; x,y € H} szamhalmaz maximuma. Ez
esetiinkben annak a két H-beli pontnak a tavolsaga, amelyek a legtavolabb
vannak egymastol.

Ha F egy hasonlosagi leképezés r hasonlosagi tényezével, akkor az F(.A)
halmaz atmérgje az A atmérdjének r-szerese. Fzt alkalmazva azt kapjuk, hogy
az Fy10...0F,,(A) atmérgje az A atmérsjének r,q .. .ry,-szerese és mivel
0 <ry <1,ezért Fyyo...0F,,(A) atmérdje tetszblegesen kicsi lesz ha n elég
nagy. (Pontosabban, barmilyen € > 0 szamot adunk meg, van olyan N, hogy
az

Fao0...0F,,(A); o,€{1,2,... K}

részek mindegyikének atmérgje kisebb mint € ha n > N.)
Az elmondottakbol kivetkezik
Eqgy onhasonlé A tetszélegesen kis atmérsji, A-val hasonldé halmazok uni-
ojaként is elddllithato.
Ha {F}; k=1,2,..., N} affin fliggvények, vagyis
F(z)=Ax+b

ahol A egy 2 x 2 maétrix és b oszlopvektor, akkor is érvényesek az elmondot-
tak. Mivel egy affin leképezés az egységnégyzetet barmely parallelogrammaba
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képezhet le (3.1. abra), ezért egy oOnaffin A halmaz szerkezete (strukturdja)
sokkal valtozatosabb lehet, mint egy 6nhasonlo A.

Megadunk egy eljarast az A érdekes részhalmazainak a felkutatasara. Vé-
gezziik el a fenti felbontéast egy olyan nagy zéart korlappal amelyre érvényes
(2.12). Ekkor

{F,00...0F,,(K) n=1,2,...} (2.19)

egymasba skatulyazott halmazok, amelyek atméréi tartanak a nullahoz. Igy a
kozos résziik egyetlen z € A pontot tartalmaz. Rendeljik hozza ezen z € A
ponthoz a

0 =0109...0,...

végtelen jelsorozatot (végtelen szot). Ezzel A minden pontjahoz hozzarendel-
tiink végtelen jelsorozatot.
Egy ilyen végtelen jelsorozatot N-jeld kodnak és az

reAs o=009...0,...

hozzarendelést az A kddoldasdnak fogunk nevezni.

Az A attraktor kodolasaval, az A részhalmazainak kijelolésének egy termé-
szetes modjat adtuk meg. Ha megadunk szavakat és tordljiik azokat a pon-
tokat, amelyek kodja ezeket a szavakat tartalmazza, akkor sokszor érdekes A*
részhalmazokat kapunk.

2.4. abra.

PELDA. A kivetkezé hat fiiggvénnyel adott IFS attraktora egy fa benyo-
masat kelti. (2.4.A dbra)

(01950 —0.4880 \ [ 333
Fi(x) = < 0.3440  0.4430 ) ( 7 > * ( 183 )
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0.4620 0.4140 1 n 186
—0.2520 0.3610 To 426
n 450
72
n 366
372
_( —0.6370 0.0000 i 642
Fy(z) = < 0.0000  0.5010 ) ( 7 >+ ( 186 )
Tulsdgosan dus lombozatat ritkitando, szavakat (u.n. tiltott szavakat)

adunk meg és ezen szavakat tartalmazé lancokhoz tartozé ponokat toroljiik
az A attraktorbol.

—0.0350  0.0700
—0.4690 —0.0220

Fy(r) = ( (
A= (i oo )
Fy(z) < )

Ty
T2
45
T2

El6szor toroljiik mindazon pontokat, amelyek kédja 11,22, 33,44, 55 szava-
kat tartalmazza. Vagyis azokat a végtelen kompozicio lancokat (és igy a hoz-
zétartozd pontokat) toroljiik, amelyekben kozvetleniil egymas utan szerepel a
betid. Ekkor egy nagyon lecsupaszitott fat kaptunk (2.4.B dbra).

Kisérletezziink a

15,21,22,24,25,31, 32, 34,45
tiltott szavakkal. Ez méar a kell§ format adja (2.4.C dbra), viszont ekkor az
attraktor megmarado része szétess. Finomitsuk az eljarast, a fenti szavakhoz
tartoz6 halmazoknak csupén egy részhalmazat toroljiik. Legyenek a tiltott
szavak

152,153, 154,211, 212, 214, 215, 222, 223, 224, 225, 243, 244, 245, 251, 253, 254, 255,
311,312,313, 314, 323, 324, 325, 341, 342, 343, 451, 452, 453, 454

Az el6z6 fat kaptuk (2.4.D dbra), de ez mar tartalmazza a hianyzo részeket.

2.5.1. Feladat Igazoljuk, hogy az A kddoldsa csupdn a (2.10) teljesiilésétil
figg.
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2.6. Halmazok tavolsaga

A matematika nyelvén hogyan fejezhetd ki, hogy két halmaz kozel van egymas-
hoz? A természetes Ut két halmaz tavolsaganak a fogalman at vezet. Ha két
halmaz tavolsaga h, akkor a h értéke ad felvilagositast arrol, hogy a két halmaz
kozel van-e egymashoz.

A szamitégépes grafikdban is alkalmazott és legcélszertibb tavolsag foga-
lom arra a formuléra épiil, amely megadja egy x ¢ B pont és egy B halmaz
tavolsagat. Ez a formula

d[z, B] = min{d[z,b] : b€ B}. (2.20)

Itt d]x,b] az = és b pont tavolsagat jelenti és a ,min” azt jelenti, hogy annak
a b pontnak az z-t6l mért tavolsagat tekintjiik, amely a B pontjai koziil a
legkozelebb van z-hez (2.5. dbra).

b /dx. B]

\x

d[x, B]

b d[x, B]

b/ cf

2.5. 4bra.

Ha B egy egyenes, akkor ez a pont az x pontra illeszkedd, a B-re meréleges
egyenes és a B metszéspontja. Ha B egy zart korlap, akkor ez a pont az x, 0
pontokra illeszkeds egyenes, ahol 6 a kor kézéppontja (2.5. dbra).

MEGJEGYZES. Egy nyilt korlapnak nincsen olyan pontja, amely legkdzelebb

van egy a koron kiviili z ponthoz. Barmilyen zéartés korlatos halmaznak viszont
van. A tovabbiakban csak korldtos, zart (kompakt) halmazok lesznek.

83



A pont-halmaz tavolsagra épiils uj fogalom a t-vel névelt B
B+t={x:dx,B] <t}

vagyis B + t azoknak a pontoknak a halmaza amelyek legfeljebb t tavolségra
vannak B-t6l (2.6. dbra).

Az N4t halmaz

A K4t' halmaz

2.6. abra.

Figyeljik meg, hogy ha K egy r sugaru korlap, akkor a K + ¢’ halmaz egy
r + t' sugart korlap. Ha N egy négyzet, akkor a téle legfeljebb ¢ tavolsagban
levé pontok hamaza NEM négyzet.

A B és C nem tres kompakt halmazok h|B,C] (Hausdorff) tdvolsiga az a
legkisebb t amelyre
CCB+t BCCH+t. (2.21)

(2.7. dbra). A (2.21) formula informalis jelentése, amit a 2.7. dbrdrol is le-
olvashatunk, hogy a B halmazt addig noveljik, amig B + ¢ ,éppen elnyeli” a
C halmazt, majd ugyanezt tegyiik a C halmazzal. A kapott ¢ értékek koziil a
nagyobbik lesz a B és C halmazok tévolsaga.

A Hausdorff tavolsagnak egy masik, ismertebb, de kevésbé szemléletes meg-
hatarozésa is van.

Legyen d[B,C] = max{d[z,C|; = € B}. Vagyis, legyen x a B halmaznak az
a pontja, amely a legtéavolabb van C-t6l és d[B,C| ennek az = pontnak a C-t6l
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f N
t B
AC
\ 7 ¢
t'>t

A kérlap és a négyzetlap Hausdorff tavolsaga t

2.7. 4bra.

mért tavolsaga. Ekkor a d[B,C] és a d[C, B] értékek koziil a nagyobbik lesz a
h[B,C].

gl X

t

1.iteracié A 1.iteracié B

2.8. 4bra.

2.6.1 Példa A Sierpinski haromszdgre vezetd sorozat (2.1. abra) elsd két ele-
mének a tdvolsiga a kivdgott hdromszog beirt korének sugara: 0.3a (2.8.B ab-
ra). Ezutdn ez a tdvolsig minden iterdciondl (lépésnél) feleakkora lesz. Igy

1
a2n+1

h[Snit, Sa] = 0.3

ami rohamosan (exponencialisan) tart a nulldhoz. Ugyanis, mivel Sy C S;
ezért d[S2,S1] = 0 és az S hdromszognek az Sy halmaztdl t tavolsdgra levd
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pontok a torolt kozépsd hdromszogben vannak és t mazimdlis értéke, a torolt
kézépsd haromszog beirt korének a sugara.

2.6.2 Példa A Koch gorbére vezetd sorozat elsd két elemének a tdvolsdga a
hdromszog magassdga tp = \/75 (2.9. abra). Ugyanis

1 3
d[’Cl,’CQ] - tK e d[ICQ,’Cl] - tE - \/—_

3v5 2.3

K1 az egyenes

2.9. 4bra.

Ezutdn ez a tdavolsdg, minden iterdciondl (lépésnél) harmad akkora lesz. Igy

V3 1
h[ICn+17ICn] = ?3n+1

ami rohamosan (exponencialisan) tart a nulldhoz.

2.6.3 Példa A fadgra vezetd sorozat (1.15. abra) elsd két elemének a tavolsdga
legyen d, amelyet kozvetlen méréssel dllapithatunk meg. Ezutdn, a szerkesztés
alapjan két szomszédos fadg tdvolsiga minden iterdciondl az eldzd 0.4-szerese
lesz.

A fenti példak alapjan, a hasonlosagi leképezésekkel adott iteracios fiigg-
vényrendszer (IFS) pélyainak a  konvergencia sebességét” az A invarians hal-
mazhoz a hasonlésagi tényezdk hatarozzak meg.

A h[B,C] értéket két okbol tekinthetjik a B és C tavolsaganak. Az egyik
az, hogy megegyezik a vizualis tapasztalattal. Ha a halmazok (abrak) h ta-
volséga kicsi, akkor alig tudjuk a halmazokat megkiilonboztetni egymastol. A
mésik ok az, hogy h kielégiti a metrikus axiomdkat, vagyis kielégiti a kovetkezd
tulajdonsagokat
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1. h[B,C] > 0 és h[B,C] = 0 pontosan akkor ha B = C (vagyis B és C

ugyanaz a halmaz);
2. h[B,C| = h|C, B];
3. Barmely A, B,C mellett h[A, B] + h[B,C] > h[A,C].

Ezek koziil csupan a 3., a hdromszog eqyenldtlenség az aminek bizonyitasa
nem nyilvanvald. . A bizonyités a kovetkezd lehet:

Legyen h[A, B] = tap és h|B,C] = tpc. Ez azt jelenti hogy tap és tpc az a
legkisebb érték amelyre

ACB+tag, BCA+tap

BCC+4tpo, CCB+itge.
Az a/ és ¢/ alapjan
ACC+tpe+tap;
a b/ és d/ alapjan
CCA+tag+tipe;
ami éppen azt jelenti, hogy h[A,C] < tpc + tap.

2.7. Egymasba skatulyazott halmazok tavolsaga

A 2.6. fejezet 2.6.1. példajaban megmutattuk, hogy a Sierpinski haromszo-
get elGallitd iteracids sorozat elemei, Hausdorff tavolsagban, egyre kozelebb
keriilnek a Sierpinski haromszoghoz, harmonidaban a vizudlis tapasztalattal és
ugyanezt mutattuk meg a Koch gorbére is a 2.6.2. példaban. A kovetkezSkben
azt fogjuk megmutatni, hogy kompakt halmazoknak minden egymaésba skatu-
lyazott (nested) sorozata, a Hausdorff tavolsdgban mérve, egyre kizelebb kertil
a halmazok kozos részéhez. Pontosabban, matematikai formuléval kifejezve.

2.7.1. Tétel Ha
{C; n=1,2,...}

nem tres kompakt halmazok sorozata,

Cos1 CCpés A= ()G

k=1
akkor
hlA,C,] — 0.
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MEGJEGYZESEK.

1. A nem {ires. Ez kovetkezik abbol, hogy egymésba skatulyazott kompakt
halmazok k6z0s része nem iires kompakt halmaz (Cantor azioma).

2. A hlA,C,] — 0 allitas, koznapi szohasznalattal, azt jelenti hogy C,, tetszd-
legesen kozel keriil A-hoz, ha elég messze megyiink a {C,,; n=1,2,...}
sorozatban. (Ez nem ugyanaz, mintha azt mondjuk: , egyre kdzelebb ke-
ril az A-hoz”.) Igy a tétel allitdsa megegyezik (,harmoénidban van”) a
vizualis tapasztalattal.

Bizonyitas. Az A jelentésébdl kivetkezik
CcDoOA k=1,2,....

lgy csak azt kell bizonyitani, hogy minden € > 0 értékhez van olyan n, hogy ha
k > n akkor
A+eDCy.

Tételezziik fel, hogy az dllitas nem 1gaz. FEz azt jelenti, hogy van olyan t és
{z;; 1=1,2,...} sorozat hogy

v, €C; és x; & A+t (2.22)

Mivel {x;; i=1,2,...} CC (vagyis {z;; i=1,2,...} korldtos sorozat),
ezért a sorozatnak van konvergens részsorozata. Legyen ennek hatdrértéke x.
Erre az x hatdrértékre a kovetkezoknek kell érvényesnek lenni.

Egyrészt, x; € Cy ha i > k, mivel ekkor C; C Cy. Ezért x € C,, mivel Cy,
zart. Ez érvényes minden k-ra €s igy

re(C=A. (2.23)
k=1

Masrészt, (2.22) alapjin, az {x;; i = 1,2,...} elemei legaldbb t tdvolsigban
vannak A-tol, ezért

¢ A+t (2.24)

A (2.23) és (2.24) ellentmond egymdsnak. Igy a tétel tagaddsdval ellentmon-
ddsra jutottunk. (A tétel igaz az indirekt bizonyitds elve” alapjdn.)
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2.8. Kontraktiv halmazfiiggvény

Ha F kontraktiv, akkor a (2.8) szerint hozzarendelt halmazfiiggvény is kont-
raktiv (a Hausdorff tavolsagban mérve).

2.8.1. Tétel Ha F kontraktiv fiigguény r kontraktivitdasi tényezdvel, akkor ez
érvényes az F-hez tartozo halmazfiigguényre is, vagyis

h[F(B), F(C)] <r-h[B,C]. (2.25)
Bizonyitas. 1. lépés. Hasonlosdgi F' esetén nyilvanvalonak latszik hogy
F(B+t) C F(B)+rt (2.26)

hiszen F' ,hatdsdra” eqy halmaz linedrisan az r-szeresére vdltozik és igy a B hal-
maztdl legfeljebb t tavolsdgban levd pontok, az F(B)-tdl legfeljebb rt tdvolsigba
keriilnek.

Barmely kontraktiv F'-re a (2.26) bizonyitasa a kivetkezd: ha x € F(B+1)
akkor van olyan b € B és z hogy x = F(z) és d|z,b] <t amibdl mdr kévetkezik

dlz, F(b] = d[F(z), F(b] <7t
vagyis © € F(B) + rt.
2. lépés. A (2.25) a kovetkezot jelenti
F(C)C F(B)+1t es F(B)C F(C)+rt (2.27)

ahol t = h|B,C].

Ha C C B+t akkor F(C) C F(B+t), ezért (2.26)-bol kivetkezik (2.27) elsd
fele. Ezzel igazoltuk a tételt, hiszen a jobboldali formula bizonyitdsa ugyanigy
torténhet.
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2.9. Halmazok uni6janak tavolsaga

Mi a kapcsolat a {B;; i = 1,2,...,N} és {C;; ¢ = 1,2,..., N} halmazok
h1B;,C] (i =1,2,...,N) tavolsaga és az uniojuk

N N
h [U B, ci]
i=1 =1

tavolsaga kozott?
A valasz a kovetkezd:

h [U Bi,UCi] < max{h[B,,C]; (i=12...,N)} (2.28)

i=1 i=1

vagyis a B; ill. C; halmazok uni6ja kozotti téavolsag legfeljebb akkora mint a
h(B;,C;) tavolsagok koziil a legnagyobb.
A (2.28) bizonyitdsa. A (2.28) egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy

N

B+t =B+t (2.29)

=1

B+l Je+1=B]c]+1

2.10. abra.
(N =2-reld. 2.10. dabrdt). Ugyanis, ha
B, C]=t; (i=1,2,...,N) es t=max{t;; i=12,...,N}

akkor
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igy, ha (2.29) érvényes, akkor

N N N N N N
UsclJcC+y={Ja+tes [ Jac|Bi+t) =B+t
=1 =1 =1 i=1 =1 =1

ami éppen azt jelenti, hogy

N N

Us.Ue

i=1 =1

h <t.

Figyelembe véve a h tavolsag definiciojat, az elmondottakbol mar kovetke-
zik (2.28).

2.10. Tavolsag (metrika) és hatarérték

Ha egy halmazban tavolsag (metrika) van értelmezve, akkor ezzel a hatdrértéket
is értelmeztiik, éppugy,mint a kozoénséges szdmsorozatok esetében.

Legyen {C,; mn = 1,2,...} kompakt halmazok végtelen sorozata. Ekkor
azt mondjuk, hogy ez a sorozat tart egy kompakt A halmazhoz, ha a

{hCp, A]; n=1,2,,...}

(nemnegativ) szamsorozat a nulldhoz tart.
Ezt a szamsorozatok hatarértékének a mintajara igy jeloljik

limC,=A4 wagy C,— A

n—oo

2.10.1 Példa A Koch gorbét eldallito
{K,; n=1,2,...}

sorozat hatdrértéke

ﬁ K: (2.30)
k=1

Masszoval, a {K,;n=1,2,...} és a {K};n=1,2,...} sorozatnak ugyanaz a
hatdrértéke (2.11. abra). Ugyanis a szerkesztésbdl
1

h[Kla Kﬂ = 6
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2.11. abra.
és indukcioval L1
hlK,, K] = —.
316

Masrészt, a {K!; n = 1,2,...} sorozat egymdsba skatulydzott halmazok
sorozata, ezért a hatdrértéke a (2.30).

A metrikabol szarmaztatott hatarérték mindig rendelkezik a szdmsorozatok
hatarértékének a kovetkezs tulajdonsagaival.
a/ legfeljebb egy hatarérték van.
b/ részsorozat hatarértéke ugyanaz.
¢/ ha egy sorozat konvergens akkor korlatos (,elfér” egy elegendSen nagy su-
gara gombben).

2.10.1. Feladat A 2.12., 2.153.e és a 2.13.f dbrdkon adjuk meg a h|A, B] td-
volsdgokat.

Az a/ és b/ abran A a sotét és B a sziirke.

A ¢/ és d/ abrdn A a négyzetlap és B a kérlap.

Az e/ és f/ dbran A a fekete halmaz és B a sziirke és fekete unidja (egyesitése).

2.10.2. Feladat Legyenek B és C koncentrikus korlapok eqy ill. eqynél kisebb
r sugdrral. Nyilvdnvaléan C C B.
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2.12. abra.

e o/ Adjuk meg azr — h[B,C| figgvényt.
e b/ Adjuk meg az r — h|C, B — C| figgvényt.
Rajzoljuk meg mindkét fiigguénygorbét.
2.10.3. Feladat Hogyan alakul a Sierpinski hdromszogre vezetd
AW(B), Wh(B)] (n=1,2,...) (2.31)

sorozat, ha B eqy egyenldszari derékszogi hdromszdg és hogyan alakul akkor,
ha B ennek a hdromszégnek a hdrom csicspontja?

2.13. 4bra.
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2.10.4. Feladat a/ Adjunk meg eqy W leképezést, amely a 2.13. &bran a fekete
halmazba viszi a sziirke és fekete halmaz unidjdt.
b/ Ha a sziirke és fekete halmaz unidja B akkor mennyi

AWE(B), Wt (B (n=1,2,...)?
¢/ Mi lehet itt az A ?

2.10.5. Feladat Adjunk meg egy szabdlyt az By, Bs, Bs, ... sorozat konstruk-
cidjdra. (2.14. dbra)

B a négyzet
B.. a sziirke és fekete unioja
B, a fekete rész

2.14. abra.

Ezzel a szabdllyal folytatva a sorozatot, adjuk meg a  h[By, Bny1] (n =
1,2,...) tdvolsdgokat.
Milyen lehet itt az A =02, B,, ¢

2.10.6. Feladat Vizsgdljuk meg az eddig ismert tdvolsdg fogalmak (metrikdk)
és a Hausdorff tdavolsdg (metrika) kapcsolatdt. Példdul

A.  Mi a kapesolat h{z},{y}| és d|x,y] kozitt?

B.  Melyik nagyobb, dlz, B] vagy h[{z}, B]?

2.10.7. Feladat a/ Igazoljuk, hogy ha A C B C C akkor h[A,B] < h|A,C] és
h[B,C] < h[A,C].
b/ Igaz-e, hogy h|C,C +t| =t?

2.10.8. Feladat Igazoljuk a 2.9-ben felhaszndlt

N

UBi+t =B+t

i=1

eqyenldséget. Ervényes ez végtelen sok halmaz esetén is?
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2.10.9. Feladat A (2.28) formula dltaldnositisa a

h

N N

=1 =1

formula. Ad-e ez a (2.28)-ndl jobb becslést az uniok kézotti h-tavolsagra?
Egydltalan, igaz-e ez a formula?

2.10.10. Feladat Nem tires kompakt halmazokra a Hausdorff tdvolsdg teljesiti
a tavolsdg (metrikus) axiomdkat.

Ha a csupdn korldtos halmazokat tekintjik, vagyis elhagyjuk a ,zért” felté-
telt, akkor is érvényesek a metrikus axiomdk h-ra?

2.10.11. Feladat A h tdvolsdg azt méri hogy vizudlisan (,,szemrevételezve”)
mennyire ldtszik azonosnak két halmaz. Ha viszont azt akarjuk mérni, hogy
milyen hosszi utat kell megtenni ahhoz, hogy pl. a B halmazbdl a C halmazba
Jussunk el, akkor a

A[B,C] = min{d[z,y]; =€ B, yeC}

értékkel kell dolgozni. A[B,C] nyilvin annak a legrovidebb utnak a hosszit adja,
amelyen a B-bdl a C-be juthatunk.

Vizsgdljuk meg, teljesiilnek-e a metrikus aziomdk (2.6. fejezet 1.-3. alaptu-
lajdonsdgok) a A esetében?

Mi a kapesolat A[{b},C] és d[b,C] kdzitt?

2.10.12. Feladat Igaz-e az U mdivelet kévetkezd ,folytonossaga’
Ha h|B,,B] — 0 és h|C,,C — 0, akkor h[B,UC,,BUC]] — 0.

2.10.13. Feladat FEgy G halmazfiigguényt akkor neveziink folytonosnak a Ha-
usdorff tavolsagban (metrikdiban), ha

h[Ca,Cll — 0 RG(Cp), G(C)]] = 0.

(vagyis a szokdsos def.)
Folytonos-e a W = Uf\il F; figguény?

2.10.14. Feladat Legyenek {B,; n = 1,2,...} kompakt halmazok és {p} az
egyetlen p pontbol dllo halmaz. Vizsgdaljuk meg a kovetkezdk érvényességét:

1. Ha B, benne van a p kozépponti € sugari gombben, akkor h[B,,{p}] < €.
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2. Ha minden € > 0-hoz van olyan k, hogy n > k esetén B, benne van a p
kézépponti € sugari gombbe akkor

lim A[Bu, {p}] = 0

vagyis B, — {p} .

3. Ha B, — {p} a Hausdorff tavolsigban, akkor minden olyan {b,; n =
1,2,...} (pont)sorozat, amelyre b, € B,, a p ponthoz konvergdl.

2.11. Iteralt fiiggvényrendszerek (folytatas)

A halmazok téavolsagaval és az erre épilé hatarértékkel jobban kifejezheték
az iteralt fliggvényrendszerek tulajdonsagai és valaszt adhatunk szamos nyitva
maradt problémara is.

Hogyan viselkedik a

(whlB), n=1,2,...} (2.32)

sorozat tetsz6leges kompakt B esetén? Ha B = K vagyis B egy elegend&en
nagy sugaru korlap, akkor az IFS jyégtermékének” az

A:ﬁwww) (2.33)

n=1

attraktort tekintjiik. Mégpedig azért, mert szemmel lathatéan ehez kozeledik
a kompakt halmazok (2.32) sorozata ugy hogy elegends nagy n-re

Wh(B) & M, W)

maér alig kiilonboztethet6k meg egymastol.

A (2.33) formula igy fejezhetd ki, a 2.7. fejezet alapjan, a Hausdorff tavol-
saggal

Egymadsba skatulydzott kompakt halmazok sorozata konvergens és a sorozat
hatdarértéke a halmazok kozos része.

A Hausdorff téavolsara épiil6 hatarértékkel nemcsak egymasba skatulyazott
(nested) halmazokkal értelmezhets A
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2.11.1. Tétel A (2.32) sorozat, a Hausdorff tavolsagban, az A attraktorhoz
konvergél.

Bizonyitas. Ha {Fy; k=1,2,..., N} kontraktiv figgvények {r, k=1,2,...}

kontraktivitdsi tényezdkkel, akkor tetszdleges kompakt B halmazra, a 2.9. feje-
zetben mondottak alapjdn

h(W(K), W (B)) < rh(K, B)

ahol
r=max{r; i=1,2,...,N}.

Teljes indukcioval
R(WP(K), WiN(B)) < r*h(K, B).

mivel v — 0, ezért a (2.32) sorozat minden kompakt B halmazra az A att-
raktorhoz konvergdl.

2.11.3. Tétel Ha W(B) — A akkor
W(A) = A (2.34)

Bizonyitas. Ekkor
whrtl(B) - A (2.35)

hiszen a részsorozat ugyanoda tart. Mdsrészt,
WwhHi(B) — W (A) (2.36)

mivel WInH(B) = WoWW(B) és W folytonos (mivel kontraktiv). A (2.35) és
(2.56) osszehasonlitdsdbol kovetkezik (2.54).

A (2.34) 6sszefliggés a hattere annak, hogy az A attraktort az IFS invaridns
halmazanak is nevezzik.

2.11.5. Tétel Minden IFS-hez pontosan egy invaridns halmaz tartozik.
Bizonyitas. Legyen A # B és

hW(A), W (B)] < rhlA,B] 0<r<1 (2.37)
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WA =A es W(B)=DB. (2.38)
A (2.37) és (2.38) osszehasonlitdsdabdl
h[A, B] < rh[A, B]
ami csak h|A, B] = 0 esetben dllhat fenn mivel r < 1.

2.11.1. Feladat Most mdr minden eszkéziink megvan arra, hogy imequizsgdl-
Juk a 2.1. dbra szerkesztésének és a (2.7) formuldkkal adott iterlalt figguény-
rendszer kapcsolatdt.

2.11.2. Feladat Igazoljuk, hogy az 1.30. abran megadott szerkesztés a (2.7 fiigg-
vényrendszerrel megadott IF'S attraktordra, a Sierpinski hdromszdgre vezet.

2.11.3. Feladat A (2.7) figguényekhez vegyiik hozzd az

Falw) = ( 065 0[.)5 ) ( 2 ) + ( 8:22 ) (2.39)

figgvényt. Mi lesz az (Fy, Fy, F3, Fy) hasonldsdgi fiigguvényekkel adott iterdlt
fliggvényrendszernek az attraktora?

2.11.4. Feladat Az 1.28. abra szerkesztését csupdn a g, a,t csiucsokkal végez-
ziik el. Jellemezziik az igy kapott halmazt.

2.11.5. Feladat Hogyan mddosulnak a (2.7) figgvények, ha azt szeretnénk,
hogy a fiigguényekbdl alkotott IF'S attraktora eqy tetszdleges haromszoghdl, a

,minden haromszoget osszunk négy egybevago részre és a kozépss (nyilt)
haromszoget toroljik”

rekurziv utasitdsra szerkesztett halmazok hatdrértéke legyen.
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2.12. Fraktaldimenzi6, boxdimenzi6

Az R? sik korlatos B részhalmazanak a boxdimenziojat igy mérjiik meg, hogy
a B halmazt lefedjiik egy négyzethaloval és megszamoljuk azoknak a négyzetek
szamat, amelyek éppen lefedik a B halmazt. Ha a lefed§ négyzetek szama NNV,
ahol r a négyzetek oldalanak a hossza a négyzethaloban, akkor a boxdimenzio

a
log N,

—logr

lesz, amikor r olyan kicsi, hogy a
(log N5, —logd) d<r

pontok gyakorlatilag egy s meredekségli egyenesen vannak.
Egy masik eljaras, hogy meghatéarozzuk az

. log N,
s = lim
r—0 — log r

értékét. Mindkét esetben s a boxdimenzio.
A boxdimenzid definicioja vagyis a boxdimenzié pontos meghatarozasa a
matematika nyelvén a kovetkezo.

Egy B halmaz d-lefedése legteljebb ¢ atmérsji Hy; k= 1,2,... halmazok-
nak olyan sorozata amelyre

BgUHk.
k

Minden 4-hoz nyilvan van olyan J-lefedés, amely a legkevesebb halmazbol all.
Ezt minimalis 6-lefedésnek nevezziik.
Legyen Nj(B) a B halmaz minimalis d-lefedése. Ekkor a B halmaz box-
dimenzidja (capacity dimension, boz-counting dimension)
log N5 (B)

A box-dimenziot Minkovski dimenzionak is nevezik.

Ez a definicié nemcsak négyzetracs lefedést enged. Ezért nemcsak ponto-
sabb, hanem &ltaldnosabbnak is latszik, mint a négyzetracsos eljaras.

Meg fogjuk mutatni, hogy a négyzetracsos eljaras ugyanazt az s értéket
adja, mint az altalanosabb definici6. Ezzel igazoljuk, hogy a boxdimenzié meg-
hatarozésanal akar négyzetracsos, akar mas J-lefedést hasznalunk, ugyanazt az
eredményt kapjuk.
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Nyilvan
log N*- (B
lim —g ‘/56( ) < lim —log Ns
=0 —log \/55 =0 — log \/55
ahol Nj a B halmazt lefed6 négyzetek szama a d-haloban. Hiszen a ¢-élid
négyzethaloval egy v/20-lefedést adunk meg és N 5 manimalis lefedés.

(2.41)

Ul

1 i ! LA
5 J 0 f e
\\A\, E\/ %

|

2.15. 4bra.

Maésrészt, és ez a bizonyitds kulcsa, ha egy 0-éld N5 négyzetlap belemetsz
egy 0-atmérsji Hs halmazba, akkor Ns + 6, a d-val novelt négyzetlap, tar-
talmazza a Hs halmazt (2.15. dbra). lIgy, ha meg tudunk adni Nj szamu §
atmérsji halmazt amely lefedi a B-t, akkor a d éld négyzethalo6bol 9Ny négy-
zet mar biztosan lefedi.

Ennek alapjan
log Ns(B) < log 9.5 (B)

—logd — —logd (242)

ahol, mint eddig, Ns a négyzethdldé azon négyzeteinek a szama, amelyek bele-
metszenek a B halmazba.

Ezutan a bizonyitas mar nyilvanvalo formélis szamolas. A (2.41) és (2.42)
Osszevetésébsl

log N*- (B x
g N 55(B) < log N5(B) < log 9. N} (B) (2.43)
—logd —logé —logé

A (2.43) egyenl6tlenségekbdl, a renddr-elv alapjan

. log Nj(B) .. log Ns(B)
lim ————= = lim ———*
6—0 —logd =0 —logd
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és ezzel igazoljuk, hogy a (2.40) formulaban Nj értéket téve az Ny helyére
ugyanazt az eredményt kapjuk. Valoban

log N*- (B log N*- (B) ] 2 log N*
lim —ﬁé( ) = lim \/55( ) o8 V29 = lim 08 Y \2) (B)
5—0 —logd 5-0 —log V26 logd s—0 —logd

és
i log9.N;(B) ~ lim log N} (B) + log 9 — lim log N} (B)
=0 —logd 50 —logd =0 —logd
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3. fejezet

Fluggelék
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3.1. ElGismeretek.

Geometriai szerkesztések és a matrixalgebra.

A képerny6 minden pontjat egy

< bl ) <—>b12+b2j
ba
szamparral jeloljik.

Sok esetben a szamparhoz tartozo pontot egy kiilonos helyzet koordinata-
rendszerben abrézoljuk: b; a képernyé balszélétdl, by a képernyé felsé szélétsl
mért tavolsagot jelenti.

Ha diagonalmatrixal szorzunk, akkor skalavaltoztatas torténik.
ail 0 X ai1T1
= 3.1
<0 (122>($2> (@225752) ( )

r1 — a111 To —> 9229

A (3.1) leképezés

skala valtoztatast jelent. Diagonalmatrixal szorozva, a [0, 1] x [0, 1] egységnégy-
zet pontjai a [0, aq1] X [0, ags] téglalap pontjaiba mennek at (3.1.4 dbra).

14 1 a=a_i

1

22

11 U
- 0 a9

'}
! a _i+a j
1 21J
] @12
agz; 22

; \312i+azzj

3.1. 4bra.

Ha egy tetszéleges invertalhato 2 x 2 maétrixal szorozzuk a [0,1] x [0, 1]
egységnégyzet pontjait, akkor egy parallelogramma pontjait kapjuk. Ez leol-
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vashato a kovetkez6 egyenlGségekbdl
11 a2 1 _ a1 ailp ais 1 _ Q12 (3'2)
Q21 A22 0 21 a1 Q22 0 Q22
(Gn 6112)(%1)_ (Gn CL12)<1) <a11 &12)(1>
=T + X9
a21 A2 X2 a21 A2 0 Q21 A22 0

(3.3)

affin leképezés jellegét mutatja (a 3.1.B dbra).

T T T T
LR 11 T12 1
To T21 T22 o)

affin leképezés jellegét mutatja a 3.2 dbra.

_IIII F

I 1 — P,
o m\%

st

3.2. 4abra.

Ezek utéan az eddigi geometriai jellegii feladatokat a matrixalgebra nyelvén
tudjuk megfogalmazni és igy szamitogépes programcsomaggal (Mathematica,
MatLab) is meg tudjuk azokat oldani.

Ivhossz

Egy gorbét a beirt poligonjaival kozelitjiik meg. Ha elég sok osztopontot ve-
sziink fel a gorbén, akkor a beirt poligont alig tudjuk megkiilonboztetni a gor-
bétsl (1.25. dbra). Ez a szemlélet az alapja a kovetkezd definicionak.
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3.1.1. Definicié Tekintsik a gorbe beirt poligonjainak a halmazdt. Adjuk meg
mindegyik poligonnak a hosszdt és tekintsiik az igy kapott pozitiv szamokbol dllo
halmaznak a felsé hatdrdt. Az igy kapott szamot tekintjiik a gérbe ivhosszanak.

Ha egy beirt poligén osztépontjai kozott ijabb osztépontokat vesziink fel a
gorbén, akkor az tijabb osztoépontokra is illeszkedd poligon altalaban hosszabb
lesz (1.25. dbra). Minden beirt poligon hossza legfeljebb akkora, mint az
ivhosz, hiszen P;, P, pontokat Osszekotd egyenes rovidebb mint barmelyik
més P;, P, gorbe.

Ezen alapul a koévetkez6 eljards az ivhossz meghatéarozéasara.

Felvesziink a gérbén egy hiarpoligont. Ezutan minden egymasutan kovetke-
78 osztopont kozott egy djabb osztépontot felvéve, az Gjabb osztépontokra is
illeszkedd poligon hosszabb lesz. Megismételve ezt a szerkesztést, a kapott po-
ligonok hossza, egy monoton noévekedd szamsorozatot alkot. A gorbe ivhossza
ennek a sorozatnak a hatarértéke lesz.

Vannak gorbék amelyeknek nincs ivhosszuk. Az ivhossz definicidja alapjan
ez azt jelenti, hogy a beirt poligbnok hosszisagainak nincsen felsé korlatja,
barmilyen nagy M szdmhoz meg tudunk adni pontokat a gérbén tgy, hogy a
pontokra illeszkedd (beirt) poligon hosszuséga nagyobb legyen mint M. Ilyen
gorbék a Koch gorbék és ilyen gorbékrél szolunk az 1.8. fejezetben.

SzAmossag.

Az f: A — Begy-egyértelmi (injective) leképezés (fiiggvény), ha az A minden
eleméhez az f hozzarendeli a B egy elemét igy hogy ha a # b akkor f(a) # f(b).
Az f: A — B réképezd (surjective) leképezés (fiiggvény), ha

f(A) =8B
ahol
f(A ={f@)ze Ay f(B) ={f(x) z € B}.
Az A és B halmazoknak megegyezik a szamossaguk, ha van f : A — B egy-
egyértelmi, raképezd fiiggvény.

Az B szamossaga nagyobb, ha van olyan f : A — B egy-egyértelmii fiigg-
vény, amely NEM réképezs.
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Az {1,2,...} természetes szamok halmazanak a szamossagat megszamldlha-
tonak nevezziik. Egy ‘H halmaz pontosan akkor megszamlalhato ha van egy-egy
és raképezs f : {1,2,...} — H fiiggvény. Igy minden végtelen sorozat meg-
szamlalhat6. Ennek alapjan egy megszamlalhaté halmazrol azt is mondjuk,
hogy az sorozatba dllithato.

Minden végtelen halmaznak van megszamlalhato részhalmaza. A valos sza-
mok halmaza NEM megszamlalhato, vagyis a szamossaga nagyobb, mint a
természetes szamok {1,2,...} halmazédnak. FEnnek klasszikus bizonyitésa a
kovetkezd.

Tételezziik fel, hogy a [0,1] pontjai megszdmldlhatoak. Ekkor elkészithetyiik
az eqynél kisebb pozitiv szdmok sorozatdt. Irjuk fel a sorozat elemeit bindris tort
alakban. Szerkessziik meg azt a bindris tortet amelyik az elsd jelben kilonbozik
a sorozat elsd elemétdl, a mdsodik jelben kiilonbozik a sorozat masodik elemétdl
s.1.1.

Ezzel eqy olyan bindris tortet szerkesztettiink, amely biztosan kimaradt a
sorozatbol.

Diszkrét dinamikus rendszerek.

Ha bizonyos (4ltalaban egyenls) id6kozonként megfigyeliink egy folyamatot és
a megfigyelés eredményeképpen megadunk egy f szabalyt arra, hogy a folyamat
hogyan valtozik, amint az egymas utan kévetkezd idépontokra tériink at, akkor
egy diszkrét dinamikus rendszert adunk meg.

Ha az els6 megfigyelés eredménye x1, akkor a kivetkezd megfigyelés ered-
ménye f(x1) és az egymas utan kovetkezs megfigyelések eredményét az

Tpi1 = f(zn); n=12,... 1 =c. (3.4)

(rekurziv) sorozat adja meg. A (3.4) formulaval adott iteracios sorozat a diszk-
rét dinamikus rendszer c¢-bél kindul6 pdalydja (orbit). A megfigyelés eredményét
ado x, objektumot a rendszer (n-edik idépontbeli) allapotédnak nevezziik.

A (3.4) sorozat még igy is is irhato

Tni1 = [1(c) (3.5)

ahol fI" az f n-edik iteraltja.

Osszegezve, a diszkrét dinamikus rendszert egy (f, D) par hataroz meg, ahol
D CR"és f: D— D. A dinamikus rendszer a (3.4) palyak osszesége.
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A diszkrét dinamikus rendszer legfontosabb jellemzd&i a periodikus ill. fix-
pontok és azok jellege. Egy diszkrét dinamikus rendszer fixpontja

x: f(z)==x.
Az x fixpont vonzd (attractive) ha van az x-nek egy olyan U kornyezete, hogy
ha 2’ € U akkor fI"l(2) — =.

A maximalis ilyen U az z fixpont vonzdsi terilete (basin).

Az x fixpont taszitd (repelling) ha van z-nek egy olyan U kérnyezete, hogy
minden 2’ € U ponthoz (természetesen x’ # x) van olyan k hogy f*(z2') € U.
Vagyis véges sok lépés utdn a palya mindig kikeriil ebbdl a kornyezetbdl.

Egy diszkrét dinamikus rendszer periodikus pontja xz, ha van olyan n > 1

hogy
f(z) = a. (3.6)

Ekkor a pélya periddusa az a legkisebb n amelyre (3.6) teljestil. Az x perio-
dikus pont is lehet vonzo6 vagy taszitoé aszerint hogy az x vonzd vagy taszito
fixpontja az ! leképezésnek.

MEGJEGYZES. A fixpontot n = 1 periédusi (specialis) periodikus pontnak
is tekinthetjiik.

A fixpont természetes altalanositédsa az attraktor és a repeller, amelyek
specialis invaridns halmazok a dinamikus rendszerben. Egy A kompakt halmaz
attraktor, ha f(A) = A és van olyan nyilt U C A halmaz, hogy minden U-bol
indul6 pélya az A-hoz konvergal. I.e.

d[f"™(b), A] = 0

Egy A kompakt halmaz repeller, ha f(A) = A és van olyan nyilt 4 C A
halmaz, hogy minden b € U ponthoz van n amelyre

o) ¢u (3.7)

Ez azt jelenti, hogy minden b € U pontbhol induld palya, véges sok 1épés utan
kilép az U kornyezetbdl. Késsbb visszatérhet, de ezutén, (3.7) alapjan, ajra ki
kell valamikor 1épni a palyanak az U kornyezetbdl.

Nagyon sok (f,D) dinamikus rendszer tartalmaz olyan (f,D*) D* C D
DDR-t, amelynek attraktora/repellere tortdimenzios. Nyilvan ez az eset tarto-
zik a fraktalgeometria alkalmazasai korébe. Ekkor az attraktor neve: kilonds
attraktor (strange attractor).
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3.1.1 Példa A geometriai sorrol szolo 1.1. fejezet konstrukcidja felfoghatd mint
dinamikar rendszer. Ekkor

f(x)=ax+0b (b>0) D=R.
és a diszkrét dinamikus rendszer palydi az
Tpi1 =0T, +b; xv1=c€R

(rekurziv) sorozatok.
A diszkrét dinamikus rendszernek egyetlen fizpontja az

r=axr+b

egyenlet

b
v 1—a
megolddsa ha a # 1. Ez a fixpont taszito ha a > 1 és vonzé ha a < 1. A
vonzdsi terilet ekkor az egész R.

A diszkrét dinamikus rendszernek nincs (valodi) periddikus pontja. Ugyanis
az

(3.8)

r=a"z+a" " 'b+---+ab+b

egyenlet egyetlen megolddsa n # 1 esetén is (3.8).
Amint azt az 1.1. fejezetben megmutattuk, a ¢ = 0-pontbdl induls pdlya, eqy
geometrial sor részletosszegeinek a sorozata.

Ha a = 1 akkor a diszkrét dinamikus rendszernek nincs fixpontja sem pe-
riodikus pontja.

Ha a = —1 akkor x = 0.5 taszité fixpont és a [0, 1] minden pontja taszito
periddikus pont 2 periddussal (miért?).

3.1.2 Példa Az 1.11. fejezetben leirt kdotikussd vdlo sorozatok, eqy diszkrét
dinamikus rendszernek kiilonos attraktorban végzédd pdlydi. Ekkor D = [0, 1]
€s
s(z) = qr ha x < 0.5
1l q1—2) haxz>05

amit satorfiiggvénynek neveziink. A diszkrét dinamikus rendszer palydit az
Tpi1 = s(x,) x1=ce€(0,1)

(rekurziv) sorozatok adjik meg (1.39. abra).
Ha a < 1 akkor s kontraktiv és egyetlen fixpontja x = 0, ami természetesen
vonzd fizpont amelynek vonzdsi terilete az egész [0, 1] intervallum.
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Ha a = 3 akkor az x # C pontokbdl indulo pdlydk, véges sok lépés utdn, ki-
keriilnek a [0, 1] intervallumbol. Minden ¢ kezdéponthoz van n hogy x,, ¢ [0, 1].
A C Cantor halmaz pontjaibol indulo pdlyak mindvégig a C Cantor halmazban
maradnak, sot

s(C)=C

és a C Cantor halmaz kiilonds repeller. Igy a diszkrét dinamikus rendszer fiz-
pontjai
pr=Y, P2 = 1
a C Cantor halmaz elemei.
A Cantor halmaz pontjait triadikus tort alakban irva, beldthatd, hogy ¢ pon-
tosan akkor periddikus pontja az (s,[0,1]) diszkrét dinamikus rendszernek ha

c € C és a c triadikus tort alakja periodikus.

3.1.3 Példa Minden iterdlt figguényrendszer eqy diszkrét dinamikus rendszer
amikor D az R? kompakt (zdrt, korldtos) részhalmazainak a halmaza és a leké-
pezés

N
f=w=JF.
k=1

A diszkrét dinamikus rendszernek egyetlen fizpontja van. Ez az A invaridns
halmaz, mds néven attraktor. Az A vonzd fixpont.

3.1.4 Példa Az iterdlt fiigguényrendszer (IFS), a 2.5. fejezetben leirt kodolds
alapjdn, ugy is megadhato, mint a

xn—&—l:Fz(xn) FzE{Fk; k:17277N} (39)

palydk dsszesége. Ekkor a diszkrét dinamikus rendszer attraktora a (3.9) pdlydk
Jégpontjaibol” dlle A* halmaz. Pontosabban, A* a 2.5. fejezetben kodoldssal
megadott pontok halmaza.

Adott iterdlt fiigguényrendszerbdl a 2.5. fejezetben leirt kodolds alapjdn, szd-
mos diszkrét dinamikus rendszer szerkeszthetd. Meégpedig 1igy,hogy megadunk
tiltott szavakat, és pontosan azokat a (3.9) pdlydkat tekintjik, amelyekben tiltott
520 nem szerepel.

Ezt illusztraljak a 2.5. fejezet végén a kiilonb6z6 moédon megritkitott lom-
bozati fakat elgallité dinamikai rendszerek.

3.1.1. Feladat Az 1.5. és 1.11. fejezetben mondottak alapjdin, igazoljuk a 3.1.2. pél-
da dllitasait.
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Szamrendszerek.

Ha egy c € (0,1) szamot tizedestort alakban irunk, akkor ez azt jelenti, hogy
a szamot tiz hatvanyai szerint irjuk fel. Pontosabban

0 (2 2+ 1\"
.a1Q9 . ..0y —@110 Q9 10 Lo Qp 10

1 1\?2 1\? 1\* 1)’
34776 =3— +4 | — — — —
0.34776 310+ (10) +7(10) +7<1O> +6(10)

Az a,, tényezsk csak {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} lehetnek, mivel

példaul

%>1 ha a>10 ¢s loin>1—10n_1 ha a > 10.

Ennek mintajéara, felirhatjuk a ¢ € (0,1) szamot binaris tortben, ketts hatva-
nyai szerint

=0 s a2 2+ L)' (3.10)
c =Vv.a109 ... 0y —(I12 (05} 5 Lo Qp 5 .

0100111——1+ L 4+ L 5+ 1y’
' 2 2 2 2

Ekkor a kapott binaris tortben az a, egyiitthato csak 0 vagy 1, mivel

példéul

5>1 ha a>2 és 2%>2n%1 ha a > 2.

A fentiekhez hasonléan értelmeziink egy triadikus tortet, ambdl kovetkezik,
hogy a triadikus tort jelei, a, (n=1,2,...) csak {0, 1,2} lehet.

Ha egy tizedestortet tizzel szorzunk, akkor a szamjegyeket eggyel elére tol-
tuk. Példaul,

10 % 0.34776 = 3+ 4 ! +7 ! 2+7 ! 3-|—6 LY’
x 0. = — — — —
10 10 10 10
Hasonlo szabaly érvényes, a (3.10) formula alapjan, ha kett6vel szorzunk egy
binaris tortet, vagy ha harommal szorzunk egy triadikus tortet.
Figyeljik meg az 1.11. és az 1.12. fejezetekben, hogy szémos esetben mennyi-

re elényos a megszokott tizes szamrendszerrdl a binaris vagy tradikus tortre
attérni.
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3.2. Feladatmegoldasok.

1. fejezet

1.2.1. Ekkor
c+s=185

és
12s =c+s (3.11)

Szamunkra a (3.11) Osszefiiggés az érdekes, ebbdl alakul majd, rekurziv modon,
a geometriai sor. A (3.11) alapjan

1

= Slets) = 5l (55le+8)) = e+ (g5 + (55)%s

iy 12 12 127 19 12

és teljes indukcioval

| 1, 1
S—Ec—l—(ﬁ)c+---+(—

1.2.2. Ha q = % akkor k darab szelvényért kapunk egy csokoladét, ezért
ks =c+s

amibdl
c

s=gq (3.12)

1—q
Maésrészt a rekurziv helyettesitésekkel, ahogyan a 0.2.1 feladat megoldasaban,
s=qc+¢c+ - +q¢"c+q"s n=12 ... (3.13)

A (3.12) és (3.13) egybevetésébdl mar kovetkezik az dsszegképlet, mivel ¢"s —
0.

1.2.3. A rekurziv sorozat hatarértéke fiiggetlen xq-tol, mivel ¢"xy — 0.

1.3.1. Mivel C! C C,, hiszen most hosszabb intervallumokat torliink, mint
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a Cantor halmaz szerkesztésénél, ezért ekkor is csak nulla lehet a kozos rész
hossza.

1.3.2. Kovetve a Cantor halmaznal alkalmazott gondolatmenetet, minden lé-
pésnél az intervallumok szhossztisaganak ezrederészét toroljiik. Igy az n-edik
lépésnél megmarado egyenesszakaszok (intervallumok) hossza 0.999™ ami a nul-
lahoz tart, mint a (triadikus) Cantor halmaz esetén. A

0.999" n=1,2,...

geometriai sorozat olyan ,lassan” tart a nulldhoz, hogy szerkesztéssel, tapasz-
talati uton, nem tudjuk ezt bizonyossa tenni.

1.3.3. NEM tudunk, hiszen barmilyen nagy N esetén, a megmaradé zart
intervallumok hossza egy nulldhoz tarté geometriai sorozat. Ezt is, mint az
el6z6 feladat megoldasat, szerkesztéssel, tapasztalati iton, NEM tudjuk eldon-
teni.

1.3.4. A C; halmazt tgy kapjuk, hogy a [0, 1] intervallumnak egyharmadat
vessziik, majd ugyanezt kétharmaddal eltoljuk és a két intervallumot egyesit-
juk. Ekkor nyilvan ugyanazt a halmazt kapjuk,mint amikor a [0, 1] interval-
lumnak toroljiik a kézépsé harmadat, az (%, %) nyilt intervallumot.

Ezutén teljes indukcioval folytatjuk. Tételezziik fel, hogy C, megegyezik
a Cantor halmazra vezetd rekurziv szerkesztés n-edik lépése utan kapott hal-
mazzal. Vagyis C, a [0, 1] azon részhalmaza, amelybdl toroltiik a kozépsé nyilt
harmadat, majd a megmaradoé zart intervallumok kozépsé nyilt harmadat, meg-

ismételve ezt addig amig a torolt intervallumok hossza 37" lesz. Az
iCy 68 3C, + 2

halmazokban ez a struktira 6roklédik, hiszen mindketts % skalavaltozassal ala-

kult a C,-bdl. A két halmaz kézott éppen az ( %, %) intervallum van.
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1.3.5.

1.4.1.

1.

999 999 1001

Fy(z) = g 4 = R
2(%) = 5500% + 3000 FE€ B

A Sierpinski szényeg rekurziv szerkesztésének minden lépése utan a te-
riilet nyolc-kilenced része marad meg.

A bizonyitas ugyanaz lehet, mint a Cantor halmaz esetén, miutan tria-
dikus tortben irtuk fel a pontok koordinatait.

A 3.3. dbrdan bejeloltiik a Sierpiski szényeghez tartozoé pontok triadikus
koordinatainak a kezdetét. Pontosabban, megmutattuk hogy milyen a
triadikus alakban felirt koordinatak els§ szamjegye, a Sierpinski szényeg
kiilonb6z6 részhalmazan.

3.3. abra.

Példaul, a (0.0, 0.1) parral jelolt négyzetben, triadikus tértben, a Sierpin-
ski sz6nyeg pontjainak a koordinatai, egyharmad pontossaggal, (0.0,0.1)

Figyelembe véve, hogy harommal szorozva egy triadikus tortet, ugyanazt
az eredményt kapjuk, mint amikor a triadikus tort jegyeit eggyel hatra-
toljuk, a (0.0, 0.0) parral jelolt négyzet és a Sierpinski szényeg metszetét
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(k6z0s részét) linearisan a haromszoroséra névelve megkapjuk az egész
Sierpinski szényeget.

1.4.3. A Menger szivacs minden oldallapja Sierpinski szényeg és minden
lap és test atloja Cantor halmaz. A Menger szivacs 1-3 tulajdonsagénak vizs-
galatanal kovethetjiik a Cantor halmaznél és a Sierpinski szényegnél kovetett
utat.

A (rekurziv) eljarassal kapott halmaz térfogata, minden lépésnél, az el6z6
térfogatdnak hisz huszonheted része lesz. Ezért a Menger szivacs térfogata
csak nulla lehet. A halmazok feliilete viszont egyre nél. A végtelenségig?

A Menger szivacs pontjainak térbeli koordinatait triadikus alakban irva,
kénnyen valaszolhatunk a maradék két kérdésre is.

1.6.1. A matematika (mdtrizok) nyelvén az F szabéaly megfogalmazasa a ko-

vetkezG: Legyen
Fi(w1,22) = ( 0(54 094 ) ( i; ) * ( 8 )
Fy(a1,25) = ( o 04 ) ( )t ( 0 ) '
o= (i i) ()= (%)
o = ( i, Sy ()« (30,

Ekkor F' azt jelenti, hogy a fenti négy leképezést egymas utan alkalmazzuk
az aktualis halmazra, majd az igy kapott halmazokat egyesitjiik.

)
)

1.7.1. Mindegyik my; egy az {a,b,c} hdaromsziggel hasonld hdroszég atfogo-
jadhoz tartozd magassaga. Ennek megfelelGen

a b

mao; = mng Moo = mng
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a b a b

ms; = leE mss = mzlz mss = m22z msq = m225

és nyilvanvaloan
ab
mip = —.
c

Az elmondottakbol mér kovetkezik, hogy a feladat megoldasa

b a
- wvagy -
c c

héanyadost geometriai sorokbol konnyen elGéallithato.

1.8.1. Ha s > s akkor lim,_o N(r)r¥ = 0. Ha s < s" akkor lim,_,o N(r)r*” =
oo. Ugyanis, ha h > 0 akkor

lim N (7)r+t) = lim N(r)rr" = clim " = 0

r—0 r—0 r—0
és

lim N (r)rt™ = lim N(r)r*r ™" = climr ™" = oo
r—0 r—0 r—0

1.8.2. Har = % akkor

log N, log 4
= T =126...
—logr  —loggz

A Koch gorbe szerkesztésébdl kovetkezik: ha az r hosszat egyharmadara vessziik,

. . L . .. . ., . loc4
akkor N, a négyszeresére nél. Ezért a Koch gérbe dimenzidja %

1.8.3. Ha r = 0.4, akkor N, =4 és igy ekkor

log N,  log4

= =1.51...
—logr —log0.4

A fadg szerkesztésébdl kovetkezik (feltételezve, hogy az iteraciok soran nem
lesznek atfedések), hogy r = 0.4" nulldhoz tart6 sorozattal szamolva az ag
dimenzidja 1.51 ... marad. Mivel a

{04" n=1,2,...}
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sorozat monoton csokkenve tart a nulldhoz, ezért

. log N,
lim

=1.51...
r—0 —logr

MEGJEGYZES. Az 1.8.2. és az 1.8.3. feladat megoldasahoz hasonléan igazol-
hato (végigszamolhatd) hogy ha az {Fy; k =1,2,..., N} fliggvények hason-
losagi leképezések ugyanazzal az r € (0,1) hasonlosagi tényezével, akkor az
iteracios sorozat végtermékének dimenzidja

log N
—logr’

1.8.5. Ha s a gorbe dimenzidja, akkor (1.18) alapjan

lgr& N(r)rf=c (c>0) (3.14)
Ha s > 1, akkor
N(r)r® = N(r)r.ors! (3.15)

A (3.14) és (3.15) dsszevetésébsl mar kovetkezik az allitas, mivel ekkor r5=1 — 0
és ezért (3.14) csakis akkor lehet, ha N(r)r. — oo ami éppen azt jelenti, hogy
a beirt poligonok hossza tetszélegesen nagy lehet.

1.9.1. A [0,1] x [0,1] négyzet minden pontjara alkalmazva a szerkesztést, a
megszerkesztendd sz6 négyzetét kapjuk. Ennek igazolasa:

Geometrial szerkesztéssel.

Ha a négyzet minden pontjara a t betl szerkesztését alkalmazzuk, akkor a
t négyzetét kapjuk. Ha ezutéan a t négyzetének minden ponjara az a beti
szerkesztését alkalmazzuk, akkor a ta négyzetét kapjuk. Hasonloan folytatva,
a tag szohoz tartozo algoritmus a [0, 1] x [0, 1] pontjait a tag négyzetébe viszi
(3.4. dbra).

Matrixokkal, egy pontosabb bizonyitas.

A négy cstcshoz tartozo szerkesztés a (2.7) és (2.39) formulékkal adott Fy, Fy, F3, Fy
mattrix miveletekkel is végrehajthat6. Ezutan alkalmazzuk a 2.5. fejezetben,
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A
Ptag
P
\N\ %:>\\ :>\\
a t a t a t
g c g c g C
B
w20
! T3 st Ta o
a t a t a t
3.4. 4bra.

az A kodolasarol mondottakat. Esetiinkben Fj o F, 0 F;(\A) lesz a tag négyzete,
amikor

A=100,1 x [0,1].

1.9.2. Az Fy, F;, F3 fiiggvényekkel megadott IFS invarians halmaza a Sier-
pinski haromszog

1.9.3. Ekkor azt a Sierpinski haromszoget kapjuk, amikor egy tetszéleges ha-
romszognek toroljik a kozépss negyedét (3.5. dbra). Ekkor az IFS megadast
gy kapjuk, hogy az 1.9.2. feladat megoldasaban szereplé F}, Fy, F3 eltolas
(shift) vektorait megfeleléen modositjuk.

1.10.1. Az S teriilete csak nulla lehet, mivel egyetlen tiltott betti esetén is a
betiihoz tartozo négyzetek torlése utan kapott halmaz, a Sierpinski haromszog
teriilete nulla és hosszabb szavak tiltasaval, tobb négyzetet torliink.

Tobb négyzet torlésével, a keriilet novekszik.
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A LS

1.iteracio 2 iteracid

dh b

3. iteracio 4, iteracié

3.5. 4bra.

1.10.2. Igen. A ta eset mintdjara bizonyithato, hogy agctt tiltott sz6 ese-
tén is csakis nulla lehet S* teriilete. Ebbdl mar sejtheté hogy NINCSEN ilyen
tiltott sz6. Barmilyen hosszu tiltott szot adunk meg és csupan azokat a négyze-
teket toroljiik az egyre stirtibb 2™ x 2" négyzethalokbol, amelyek kddja a tiltott
szora végzddik, akkor a megmarad6 halmazok tertilete nulldhoz tart6 geomet-
riai sorozatot alkot.
MEGJEGYZES. A szavak hosszanak novekedésével egyre lassabban tart a so-
rozat a nulldhoz és kb. 8-10 bettibdl 4llo tiltott sz6 esetén ez a konvergencia,
tapasztalati aton méar nem érzékelhetd.

Ha egy végtelen hosszi szot tiltunk meg, akkor ez a jelenség eltiinik, hiszen
minden végtelen kodnak pontosan egy pont felel meg.

1.10.3. Az 1.32. dbrabol leolvashatd és a leolvasottakat teljes indukcioval iga-
zolhatjuk .

1.10.4. A Cantor halmaz szerkesztésébsl kovetkezik, hogy két egyharmad
hosszisagu egyenesszakasz , vagy négy egykilencedhossziisagtu egyenesszakasz
mar lefedi a Cantor halmazt. Ezutan r harmadolasaval N(r) a duplajara nél.
Ennek alapjan

log N(r) < log2"  log2

= =0.622...
—logr ~ log3® log3

Igy a Cantor halmaz dimenziéja legfeljebb 0.622. ...
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A dimenzi6 nem lehet kisebb mint 0.622.... Vagyis 37" hosszt egyenes-
szakaszokbol legalabb 27" sziikséges. Ugyanis, mindegyik megmarado interval-
lumban van pontja a Cantor halmaznak, hiszen a Cantor halmaz a megmarado
intervallumok kozos része. Masrészt, a Cantor halmaz (geometriai) szerkeszté-
sekor 37" hosszt nyilt intervallumokat torliink. Ezért a megmaradé interval-
lumok tévolsaga 37" (3.6. abra). Igy a Cantor halmaz lefedéséhez sziikséges a
27" intervallum.

0 1
; !
e B
e B | —
HH HH HH HH

mindegyik (fekete) intervallumban VAN PONT

3.6. abra.

1.10.5. A héarom éallitas kozil legfeljebb egy lehet érvényes. Legyen a két
halmaz B és C. Ekkor

log Np(r) + Ne(r) < log 2max{Ng(r), No(r)}
—logr - —logr

alapjan a 2. érvényes.

1.10.6. Ekkor minden é-ra, a B halmazt lefedd négyzethédloban Ns legfeljebb
annyi, mint a C halmazt lefed6 négyzethaloban.

1.10.7. Egy kompakt halmaz belefér egy elegendé nagy R sugard korbe. A
korlap dimenzidja 2.
Tekintsiik a korbe irt négyzetet (3.7. dbra). A négyzetlapra
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3.7. 4bra.

és igy
log N5 2loga — 2logd .y

—logd —logé

Ennek alapjan, az R? sikban, egy kompakt (korlatos és zart) halmaz dimenzioja
legfeljebb 2.

A mondottakbol az is kovetkezik, hogy ha egy ‘H halmaznak van belsé pont-
ja, akkor a H dimenzi6ja 2. (P € H) bels6 pont, ha van olyan P kdzéppontu
K korlap amelyre K C H).

Ennek alapjan, ha s € (1,2) akkor a H halmaznak nincsen belss pontja. A
halmaz barmely P pontja koré barmilyen kis r sugari korben van idegen pont
is.

1.11.1. A ¢ pont 273 kdrnyezetében van minden binaris tort, amely igy kezdddik
0.110

és a p pont 274 kdrnyezetében van minden binaris tort, amelynek kezds szam-

jegyei
0.0011.

A binéaris tortnek ilyennek kell lenni
0.110c4¢50011 . ..

ahol ¢4 és c5 helyén tetsz6leges binaris jel allhat.
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1.11.2. Az 1.11.1. gondolatmenetét kovetve, ha
2R <e, 2M<§

akkor minden binaris tort, amelynek els§ k szamjegye megegyezik a c els§ k
szamjegyével és a k-adik helytsl pedig m szamjegye megegyezik a p elsé m
szamjegyével megfelel a kiosz II. feltételnek.

Ha a ¢ binaris tortet a k-adik jegyétdl periodikusan folytatjuk, akkor az I.
feltételnek megfelels ¢* sorozatot kapunk, ha

27k <.

1.11.3.
0.22020220

0.02020022.. ..
0.20200222. ..
0.20222222 . ..
0.2000000. . .

1.11.4.
0.21021222. ..

0.12010000
1.02122222 ...
—0.21200000

1.11.5. Ha a c triadikus tort alakja nem tartalmaz 1 jelet, akkor ez 6roklsdik a
sorozat minden elemére. Ekkor a sorozat minden eleme a (0.1) intervallumban
van. Ez a képzési szabalybol kovetkezik.

Ha c € (3, 2) akkor a triadikus tort alakjanak elsé helyén 1 all és a sorozat
kovetkezd eleme mar kilép a (0, 1) intervallumbol. Ha el6szor a k-adik helyen
all 1, akkor a sorozat k + 1-edik eleme lesz egynél nagyobb.

A mondottakat érdemes szemléltetni a ¢ = 3 paraméter értékhez tartozo

satorfiiggvénnyel, a c-bél indulé web-diagrammal. (3.8. dbra).
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satorfiiggvény

5 Ix ha z < 0.5
£(x) _{ 3(1—2) haz>0.5

15 15|

00

=

fof(x)

3.8. 4bra.

1.11.6. Pontosan akkor, ha ¢ négyes szamrendszerben felirva csupan 0 és 3
jeleket tartalmaz. Ennek igazolasara és szemléltetésére, kovessiik a 11.5 meg-
oldésat.

1.11.7. Pontosan akkor, ha c¢ tizes szamrendszerben (decimalis tort alakban)
felirva csupan 0 és 9 jeleket tartalmaz. Ennek igazolasara és szemléltetésére,
kovessiik az 1.11.5. megoldasat.

1.11.8. A web-diagram szemléltetés utjan igazolhatd hogy

(z) = qx ha z < 0.5
gur) = gr—1 haz>0.5

egy ilyen, természetes modon adodo fiiggvény.

1.11.9. Az 1. tulajdonséag érvényes, hasonloan, mint az (1.25) sorozatra, hiszen
a 0 <> 1 csere utan is periodikus marad a sorozat.

A 2. tulajdonsag igazolasara kovethetjik az 1.11.1. és az 1.11.2. megolda-
sok gondolatmenetét, azzal az eltéréssel, hogy a p pont megfelel6 kornyezetét
azutan tudjuk figyelembe venni, miutan a 0 <+ 1 csere megtortént.
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1.12.1. Az algoritmus, minden lépésben abbdl all, hogy lecseréli a kiildendd
szOt egy masikra, ha a soron kovetkezd betd nem felel meg az iizenetnek. Ek-
kor csupén az lehet a probléma, hogy a cserével eldzd betik is megvéltoznak.
Miért nem valtoznak meg ezek a betik?

Ha két binaris tort eltérése kisebb mint 27™ akkor m hosszu prefixiik meg-
egyezik. Az M halmazt gy valasztottuk, hogy minden = € (0,1) pont 27™
kornyezetében legyen pont az M halmazbol.

1.12.2. Azt akarjuk, hogy a lecserélésnél az n + l-edikbeti és csakis ez a
betd valtozzék. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

v €V, R(@") - R(x) |< 2—1n

Példaul, ha két tizedestort egyméstol legfeljebb egy ezred tavolsagban van,

akkor az els6 két jelben megegyeznek. Minden binéris tort, amely a 0.1011

binéris torttsl kevesebb |, mint egynyolcad tavolsédgra van igy kezdédik: 0.101.

Igy elegends az x kod helyett, csupan a hozzarendelt R(z) binaris torttel

foglalkozni. Tovabbé, az ) elég siird a [0, 1]-ben ahoz, hogy minden x kodhoz
van megfelelen kozel x” € ).
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2. fejezet

2.3.1. A Koch gorbe és a faag kivételével minden IFS példaban a (2.6) feltételt
teljesité B halmazbdl indultunk. A 2.4. fejezetben igazoljuk, hogy minden
iteralt fliggvényrendszerhez van olyan B amely teljesiti a (2.6) feltételt. A
Koch gorbe elsallitasara ilyen B halmaz a 3.9. @brdn a K{ szlirke haromszog.

X
X

3.9. 4bra.

Probaljuk megindokolni, hogy a {K,;n=1,2,...} ésa {K;n=1,2,...}
sorozat ,ugyanazt a halmazt allitja elg”.

Erdemes behatobban tanulmanyozni az 1.13. fejezetben leirt adattémorits
eljarast, mint ,devians” iteralt fliggvényrendszert.

2.3.3. Az 1. és 2. érvényes minden F' fliggvényre, a 3. csak invertalhato fiigg-
vényekre érvényes.

Az 1. nyilvanvalo.

A 2. bizonyitasa: Az 1. alapjan

F(B)c F(B| o)

F(C) C F(B|B)
amibdl
FB)| JF(c) c F(B| )

A masik iranyban: ha € B|JC akkor F(z) € F(B) vagy F(z) € F(C), ami
éppen azt jelenti, hogy

F(z) e FB)| JF(C))
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A 3. bizonyitasa: az 1. alapjan

amibdl
F(B(C) € F(B)[)F(C)

A masik iranyban: Ha z € F(B) () F(C) akkor van b € F'(B) amelyre F(b) = z
és van ¢ € F(C) amelyre F(c¢) = z. Ha F invertalhato (ha b # ¢ akkor
F(b) # F(c)) akkor z € F(BC).

Mi van akkor, ha F' nem invertalhato?

Ekkor van b # ¢ amelyre F(c) = F(b). Legyen

B:beB, c¢B

C:ceC, b¢cC
ckkor F'(b) € F(B)(F(C) de b ¢ C(B és ugyanez mondhato c-r6l. Arra az

eredményre jutottunk, hogy nincsen olyan pontja a B) () C halmaznak amely-
nek képe az F'(B) és az F/(C) kozos részében van.

Ha kettonél tobb olyan pont van amelyeknek képe megegyezik az F' leké-
pezésben, hasonld gondolatmenettel igazolhato, hogy ekkor vannak halmazok,
amelyekre csak

F(B(\C) c F(B)[)F(C)

érvényes.

2.4.1. Hajtsuk végre a tétel bizonyitasat egyetlen kontraktiv I’ fliggvénnyel.
Ekkor a kozos rész egyetlen pont. Ez az iteracié sorozatnak a hatarértéke
barmely z kezd&pontbdl is indul az iteracio.

a bizonyités részletesebben. Inditsunk egy x pontbol. Azt, hogy egy maésik,
z pontbdl is ugyanoda konvergél a sorozat, ugy latjuk be, hogy egy olyan
korlapot vesziink, amelynek = akdzéppontja és az R sugara olyan nagy, hogy
amellett, hogy teljesiti a tétel feltételeit, a belsejében tartalmazza a z pontot.

Hogy a K zart korlapok kozos pontja a hatarérték, matematikai formulak-
kal bizonyitva, a kovetkezs. A {FI(K) n = 1,2,...} sorozat elemei egy-
mésba skatulyazott halmazok, amelyek atmérGje a nullahoz tart. Legyen p a
{F(K) n=1,2,...} kozos pontja és ¢ > 0. Ha n olyan nagy, hogy FI"(K)
atmérdje kisebb mint €, akkor a sorozat minden

{F™(K) (m > n)
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eleme a p pontnak az € kdrnyezetében van.

2.5.1. Legyen K; és Ko két korlap, amelyekre (2.19) egymasba skatulyazott
halmazok sorozata. Vegyiink fel eqy olyan K kérlapot, amely tartalmazza mind-
két korlapot. Ezutan konnyd belatni hogy a (2.19) sorozat ugyanoda konvergél,
akar a IC; akar a ICy korlapbol inditunk.

2.10.1. Az a/, b/ abran legyen a vilagos kor sugara R, a sotét kor sugara
T.
Ekkor az a/ abran

dlA, Bl =2R  d|B, Al =2r

és igy h[A, B] = 2R.
A b/ abran
dA Bl =2R -2 dB,A =0

és igy h[A, B] = 2R — 2r.
A ¢/ és a d/ abran a d tavolsdgok egyike nulla.
A ¢/ abran
hlA, B] = d[B, A] = 0.5(d — 2R)
a d/ abran
hlA, Bl = d[A,B] = 0.5(2R — a)
ahol a a négyzet oldala, d a négyzet atmérGje és R a kor sugara.

Az e/ abran a sziirke haromszog beirt korének a sugara (3.11 &bra).
Az f/ abrén az [a, b] hossza (3.10. dbra).

2.10.2. a/
hB,C]=1—r
. b/
1—r ha2r<l1
hiB,B —C] = { , ha 2r > 1 (3.16)
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3.10. abra.

2.10.3. Mindkét esetben

h|Sn+1,Sn| = const. TSN

A konstans szorzo az egyenlGoldali haromszog esetén a haromszogbe irt kor
sugara (3.11. dbra) , a harom csicspont esetén pedig a*g (2.10. dbra)

3.11. &bra.

2.10.4. A W 6t hasonlésagi leképezés unidja

(% ) (2)
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(" 1) (2)+(3)

A sorozat két szomszédos elemének tavolsaga (2.11. dbra)

1 n
const. <5> (n=1,2,...)

2.10.6.
A h[{z} {y}] = dlz,y).

B. d[z,B] < h[{z}, B]. Itt egyenldség pontosan akkor van, ha B egy = ko-

c stz

2.10.7. Kozvetleniil a h definiciojabol kovetkezik.

2.10.8. Nyilvan

N
Bi+tC| B+t (i=12....N)
=1

és igy
N

UB:+1cl B+t

i=1 i=1

A mésik irdny: Ha

N
velJBi+t (i=12...N)

i=1

akkor a {B;; i = 1,2,..., N} halmazok kozott van olyan, legyen ez {By,
amelyben van olyan b, amely legfeljebb t tavolsagban van z-t6l. Ez pontosan
azt jelenti, hogy

x € B+t
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és B+t CUN,[Bi +1].

2.10.9. Igaz, mert
max{h[B;,C;]; (1,7 =1,2,...,N)}
nagyobb (legalabb is nem kisebb) mint a
{hB;,C;] (i=1,2,...,N)}

részhalmaz maximuma.

2.10.10. Nem. Tipikus példéak:

1. B egy zart korlap és C ezen korlap bels6 pontjainak a halmaza.
2. Ba(0,1) ésCace0,1) raciondlis pontok halmaza.

3. A 1.4. abra vagy az 1.5. dbra halmaz sorozata. Itt

5 U
k=1

C=10,1] % [0,1]

2.10.11. sem az 1. sem a 2. nem teljesiil.

A[{b},C] = db,C]

2.10.12. Igaz. Alkalmazzuk a 2.9. fejezetben mondottakat.

2.10.13. Folytonos, mivel F' kontraktiv és alkalmazzuk a 2.9. fejezetben mon-
dottakat.

130



2.10.14. Ekkor minden b € B pontra d[b,p] < ¢, ezért

dB{p}] <e d[{p},B] <e

1., 2. és 3. ebbdl mar kénnyen levezethetd.

2.11.1. Az indul6 haromszogbdl az 1. iteracidt ugy is megkaphatjuk, hogy
a haromszoget linearisan a felére csokkentjiik, ezt a haromszoget az X és az Y
tengely irdnyéaba 0.5a-val eltoljuk, majd a harom haromszoget egyesitjik. Ez

éppen

BB R(B) | F(8) (3.17)

amikor B a haromszog.

A kozéps6 nyilt haromszog torlése mindig helyettesithets Az (3.17) leképe-
zéssel. Ezutan alkalmazzuk a 2.3. fejezetben talalhato (2.6) Osszefliggést, amely
igazolja az F; fiiggvényeknek és a halmazunionak a felcserélhetGségét.

2.11.2. A g betiit tartalmaz6 szavak torlése, minden lépésnél azt jelenti, hogy
minden eddig nem torolt négyzetet linearisan feleziink és az igy kapott négy
négyzet koziil a jobb fels6 négyzetet toroljik. Ugyanis az igy kapott négyze-
tek koziil pontosan ennek a kédja tartalmaz g betit. Viszont ez a geometriai
miivelet ugyanarra az eredményre vezet, mint (3.17), ha B egy négyzet.

Ezutan alkalmazzuk az F; fliggvényeknek és a halmazunionak a felcserélhe-
tGségét, a (2.6) Osszefluggést és vegyiik figyelembe azt, hogy az IFS attraktora
fiiggetlen az indit6 B halmaztol.

2.11.3. Egy a oldalt négyzet. Ugyanis ez egy invarians halmaz és pontosan

egy invarians halmaz van.
MEGJEGYZES. Induljunk ki a 2.1/. dbra szerkesztésében haromszog helyett
egy négyzebdl. Az ekkor kapott sorozatbol mar sejthetd a feladat megoldasa.

2.11.4. A szerkesztés lépései ugyanazt eredményezik, mintha a (2.7) {F;, ¢ =
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1,2,3} fiiggvényeit felvaltva alkalmaznank a négyzet pontjaira. Ezek, a 2.5. fe-
jezetben mondottak alapjan, a Sierpinski hdromszog pontjait adjak.

2.11.5. A matrix rész ugyanaz, az eltolas vektorok viszont a haromszog ol-
dalvektorai szerint valtoznak.

A satorfiiggvények tulajdonsagai.

A satorfliggvény grafikonjabol lathatjuk, hogy, ha

12
€(5,=
z€ (3 3)
akkor s(z) ¢ [0, 1], ha
12 78
6(575) vagy xe(g,g)

akkor a masodik iteracio keriil ki a[0, 1] intervallumbol, vagyis si?(z) ¢ [0, 1]
és sejthetd, hogy a Cantor halmaz szerkesztése soran az n-edik 1épésben torolt
intervallumokbol inditott palyak az n-edik lépésben kikeriilnek a [0, 1] interval-
lumbol.

A bizonyitas a triadikus tortekkel torténhet. A 2. fejezetben lattuk, hogy
a Cantor halmaz a [0, 1] mindazon pontjaibdl all, amelyeknek triadikus tort
alakja csupan 0 és 2 jegyekbdl all. Ha x € C és © < 0.5, akkor 3x < 1 és a
triadikus tort alakja csupén 0 és 2 jegyekbdl all. Ha z € C és x > 0.5, akkor
3(1 —z) <1 és a triadikus tort alakja csupan 0 és 2 jegyekbdl all.

Ha z ¢ C akkor a a triadikus tort alakjaban van 1. Ha ez a tradikus tort

elsd jegye, akkor z € (%, %) Ha 1 az n-edik helyen all, akkor n — 1 1épés utén,
1 2
n—1
cl(=, =)

Az x € C barmilyen kis kornyezetében van olyan z pont, amelynek triadikus
tort alakjaban van 1 és ezért a z pontbol induld palydk véges sok lépés utan
kikeriilnek a kérnyezetbdl sé6t, a [0, 1]-bél is. A z triadikus alakjat periodikusan
folytatva, si"(z) = z és z a kornyezetben marad, ha n elég nagy.

A fixpontok csakis a C Cantor halmaz elemei lehetnek, mivel az =z ¢ C
pontbol induléd palyak, véges sok lépés utan, kilépnek a [0, 1] intervallumbol.
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