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Eloszo

Ez a példatar a 2011-ben megjelent Numerikus modszerek cimii elektronikus jegyzetiink-
hoz késziilt, igy azzal egylitt képez egységes oktatasi segédanyagot, melyhez jeloléseiben
és a fejezetek tagolasédban is igazodik.

Minden fejezet elején roviden felsoroljuk a témakor legfontosabb tételeit, és ezekre
hivatkozunk is a megoldasok soran. Tobb feladat esetén nemcsak a megoldast kozoljiik,
hanem kiilon helyen megadjuk a feladatok végeredményeit ill. a megoldéasi itmutatokat,
ezzel is segitve a feladatok 6nallo feldolgozasat. A megoldashoz a = jelre kattintva lehet
eljutni, mig a — jel a végeredményekhez ill. itmutatokhoz visz minket. A megoldasok
el6tti sorszamra kattintva visszajuthatunk a feladathoz.

A példatarban nemcsak elméleti feladatokat kozliink, hanem szamitogéppel megol-
dandé gyakorlati feladatokat is. Ezek segitenek a moddszerek alkalmazasdnak bemuta-
tasaban, és elésegitik a mddszerek mélyebb megértését. Egyes feladatok szamitogépes
programok irdsat kovetelik meg. Ezt a tényt a feladatok szévege elotti H szimbdlum jelo-
li. Ha egy feladat megoldasdhoz szamitogép sziikséges, akkor erre a feladat szévege el6tti
H szimbdélum hivja fel a figyelmet.

A jegyzet készitése soran kihasznaltuk azt is, hogy az elektronikus formaban fog
megjelenni, igy tobb helyen kiilsé linkekkel segitjiik a megértést és a szélesebb kori
tajékozodast a témakorrel kapcesolatban.

Budapest, 2013. junius

A szerzok



Feladatok



1. fejezet

Eloismeretek

1.1. Képletek, 6sszefiiggések

A vektorokkal és a matrixokkal kapcsolatos legfontosabb linedris algebrai fogalmak 6ssze-
foglaldsa megtaldlhaté a [1] jegyzet els6 fejezetében. Kiemeliink azonban néhény fogal-
mat, melyek kiilonosen fontosak a feladatmegoldasok soran, és nem tartoznak a standard
linedris algebrai ismeretekhez.

Vektorokhoz és matrixokhoz normat rendelhetiink, amik segitségével mérhetjiik a
,hosszukat” és a ,,tavolsagukat”. A leggyakrabban hasznalt vektornormak az

X[l = || + - - 4 [

1-es vagy oktaédernorma, az

IKll2 = V]a1]? + - -+ [an]?
2-es vagy euklideszi norma, ill. az
Xloe = max{|z1], ... |zn[}

maximumnorma.

Bizonyos vektornormék szarmaztathatok skaldris szorzatbdl az ||z| = /(z,z) kép-
lettel. R™-en a szokdsos skaldris szorzat (X,y) = X'y = 191 + ... + Tpyn. Bz a skaldris
szorzat az euklideszi normat indukalja.

Vektornormaék segitségével in. matrixnorméakat definidlhatunk az

Ax
JA] = sup |AX]

<0 |IXI|

(1.1)

formuldval. A nevezetes vektornormdk altal indukdlt matrixnormék az aldbbiak: oktaé-
dernorma esetén
m
|A]: = max E la;;| (oszloptsszegnorma),
j=1,..n

geeey

i=1



euklideszi norma esetén
Al = \/o(A" A) (spektralnorma)

és maximumnorma esetén

n
Al = max Z la;;| (maximum- vagy sordsszeg norma) (1.2)
i=1,...m

j=1
(ahol o(A) az A métrix spektralsugara, és A” az A matrix transzponélt konjugaltja).

1.1. Tétel (Indukdlt mdtriznorma tulajdonsdgai.) Ha az || - || vektornorma a || -||
mdatrixnormat indukdlta, akkor igazak az aldbbi tulajdonsdgok:

o ||[AZ| <||A|l-||Z| (konzisztencia tulajdonsdg),
e |E|| =1 (az eqységmdtriz normaja 1),
o |ABJ| < ||A|l-||B| (szubmultiplikativitdsi tulajdonsdg).
1.2. Tétel (Sajdtértékek becslése a normduval.) Indukdlt mdtriznormdk esetén
o(4) < | A].

1.3. Tétel (Mdtrixhatvdinyok és Neumann-sor konvergencidja.) Egy A € R"*"
mdtriz esetén pontosan akkor igaz, hogy A® — 0 elemenként, ha o(A) < 1. Pontosan

ugyanekkor lesz a
> 4"
k=0

sor konvergens, és dsszege az (E— A)™! madtrir.

1.4. Tétel (Banach-féle fixponttétel.) Tegyiik fel, hogy az F' : H — H fiigguény
eqy Banach-tér zart H részhalmazdn értelmezett kontrakcio (van olyan 0 < g < 1 szam
melyre ||F(x) — F(y)|| < qllz — y|| minden z,y € H esetén). Ekkor az v = F(xy)
iteracio tetszoleges xg € H elemrol inditva olyan egyértelmiien meghatdrozott * € H
elemhez tart, melyre F(z*) = x*. Az x* elemet a leképezés fixpontjdnak nevezziik, tovdbbd

érvényes az
k

2" = @ill < 77— llz1 — o

becslés. A q szamot kontrakcios tényezének nevezzik.

Az olyan A € R™" métrixokat, melyek foatlén kiviili elemei nempozitivak, nemszin-
gularisak és inverziik nemnegativ, M-matrixoknak nevezziik. Kénnyen lathato, hogy az
M-matrixok féatléjaban mindig pozitiv szamok éallnak.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Banach_fixpontt�tele

1.5. Tétel (M-mdtrixok karakterizdcidja.) Legyen az A € R™ ™ mdtriz olyan, hogy
a féatlojan kivili elemek nempozitivak. Ekkor A pontosan akkor M-mdtriz, ha van olyan
g > 0 vektor, mellyel Ag > 0.

1.6. Tétel (Felss becslés M-mdtriz inverzének mazximummnormdjdra.) Legyen
A M-matriz és g > 0 eqy olyan vektor, melyre Ag > 0 teljesiil. Ekkor

PR
1.2. Feladatok
1.2.1. Nevezetes matrixtipusok
1.1. Tekintsiik az aldbbi matrixot
3 0 0
A=| -1 3 0 |!
0o -1 3

Diagonalizalhato-e ez a métrix? Valaszunkat indokoljuk! — —

1.2. Adjunk példat nem diagonalizalhatd, ill. nem normalis diagonalizalhaté matrixral
—

1.3. Adjuk meg az alabbi matrixok sajatvektorait és sajatértékeit! Ha lehetséges, akkor
diagonalizaljuk 6ket!

0 1 0 3 2 4 5> 1 -1
A = 0 0 1 B = 1 4 4 C= 1 3 -1
-8 —12 —6 -1 -2 =2 -1 -1 3

—

1.4. Igazoljuk, hogy ha A paratlan x paratlan méretii kvadratikus matrix, melyre
det A =1 és A ortogonalis, akkor 1 sajatértéke A-nak! — =—

1.5. Hatdrozzuk meg az A — A\vv’ métrix sajatértékeit és sajatvektorait, ha tudjuk,
hogy A egy szimmetrikus métrix, melynek A egy sajatértéke és v a hozza tartozo sajat-
vektor! — —

1.6. TIgazoljuk, hogy az M = tridiag[—1, 2, —1] alaki métrixok M-métrixok! — —



1.7. Igazoljuk, hogy ha egy szimmetrikus M-matrixnak szigorian dominans a f6atloja,
akkor a matrix pozitiv definit! — —

1.8. Igazoljuk, hogy a szimmetrikus M-matrixok pozitiv definitek! — =—

1.9. Igazoljuk, hogy az M = tridiag[—1, 2, —1] alakd métrixok (szimmetrikus) pozitiv
definitek! — =—

1.10. Hatéarozzuk meg az M = tridiag[—1, 2, —1] alaki métrixok sajatértékeit és sajat-
vektorait! — —

1.11. Igazoljuk, hogy ha A € R™" ferdén szimmetrikus, akkor az
(E+A)(E-A)
méatrix (A tn. Cayley-transzforméltja) ortogonalis matrix! — —-

1.12. Igazoljuk, hogy fels6 haromszogmatrixok szorzata és inverze (ha létezik) is felsé
haromszogmatrix! — =—

1.13. Igazoljuk, hogy ha egy T fels6 hiromszogmétrixra T? T = TT?, akkor T diago-
nalis matrix! — =

1.2.2. Normalt és euklideszi terek

1.14. Igazoljuk, hogy euklideszi térben a skalaris szorzat altal indukalt normaéaval a
skaldris szorzat az

1
(xy) =7 (Ix+ vyl = Ix = yI)
modon fejezhetd ki (polarizécids egyenldség)! —

1.15. Igazoljuk, hogy ha egy normélt tér norméjat skaldris szorzatbdl szarmaztattuk,
akkor a normara igaz az un. parallelogramma-egyenloség

Ix +ylI” + [Ix = ylI* = 2[Ix[I* + 2[ly[*!
=

1.16. Igazoljuk, hogy normalt tér normaja legfeljebb egy skalaris szorzatbdl szarmaz-
tathato! =

1.17. Igazoljuk az euklideszi terekben érvényes Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyen-
16tlenséget:
|, ) < x]- [lyl]!

— =

1.18. Igazoljuk, hogy euklideszi térben ||x||*+||y||* = ||x+y||* pontosan akkor teljesiil,
ha x és y ortogonalisak! —-



1.2.3. Banach-féle fixponttétel

1.19. Tegyiik fel, hogy az F : [a,b] — [a,b], F([a,b]) C [a,b] fiiggvényre igaz, hogy
valamilyen m pozitiv egészre a T := F'™ = F o F o ... o F fiiggvény kontrakci6 az [a, ]
intervallumon. Igazoljuk, hogy az F' fliggvénynek pontosan egy fixpontja van! — —

1.20. Tekintsiik az F : [1,00) — [1,00), F(z) = z/2 + 1/x fuggvényt. Igazoljuk, hogy
F' kontrakcié! Hatarozzuk meg a leheté legkisebb kontrakcids tényezot! Adjuk meg F
fixpontjat! — —

1.21. Tegyiik fel, hogy a Banach-féle fixponttétel feltételei koziil a kontrakcios feltételt
(F0<qg<1, [|[Flzx) = F)| <qllz —yl|, Vx,y € H) kicseréljiik az

[1E (@) = Fll <lle—yl, Ve,ye H

feltételre! Igazoljuk, hogy ekkor F-nek maximum egy fixpontja lehet, de az is lehet, hogy
nincs fixpont! — —

1.22. Tegyiik fel, hogy T kontrakci6 a V Banach-téren! Igazoljuk, hogy tetszoleges
y € V esetén az x = T(x) + y egyenletnek pontosan egy x megolddsa van, és az x
megoldas folytonosan fiigg y-toll — —

1.23. Igazoljuk, hogy ha f : R — R folytonosan differencidlhaté az [a, b] intervallumon,
és | f'(z)| < 1 minden z € [a, b] esetén, akkor f kontrakcié [a, b]-n! — —

1.2.4. Vektornormak
1.24. Adjuk meg az X = [1, —2,3]7 vektor 1-es, 2-es és maximumnorméjat! — =

1.25. Adjuk meg az X = [1,2,...,100]7 vektor l-es, 2-es és maximumnormajat! —
—

1.26. Azonositsuk R? elemeit a sik pontjaival! Adjuk meg a sikon azon pontok halmazat,
melyek tavolsdga az origotdl kisebb, mint egy! Hasznaljuk az 1l-es, 2-es és maximum-
norméakat! =—

1.27. Igazoljuk kozvetleniil az 1-es, 2-es és maximumnormak ekvivalencigjat! —-

1.28. Igazoljuk, hogy R"-en sem a maximum-, sem az 1-es norma nem szarmaztathato
skalaris szorzasbol! — —

1.29. Igazoljuk, hogy p — oo esetén az R"-en értelmezett

I=lly = /|21 lP + - . + |zal?

p-norma (1 < p € R) éppen a maximumnormat adjal =



1.30. Igazoljuk az in. Young-egyenldtlenséget, azaz, hogy tetszdleges a,b > 0 és 1 <
p,q <00, 1/p+1/q =1 szamok esetén
P e
ab<
p q

majd ennek segitségével lassuk be az tn. Holder-egyenlotlenséget R"-en: 1 < p,q < oo,
1/p+1/q =1 esetén

&7 < (Xl - 714!
— =

1.31. Igazoljuk, hogy a p-norma kifejezése valéban normat ad meg R"-en! — —-

1.32. Igazoljuk, hogy ha A nemszingularis matrix, akkor az ||X||4 := ||AX|| hozzéren-
delés vektornorma barmilyen || - || vektornorma esetén! =—-

1.2.5. Matrixnormak

1.33. Tekintsiik az ||A|| := max;_; . ,{|a;;|} matrixnormat! Igazoljuk, hogy ez valéban
norma! Mutassuk meg, hogy nem lehet vektornormabdl szarmaztatni. —» =—

1.34. Igazoljuk az aldbbi becsléseket, melyek nyilvanvaléan az adott méatrixnormék
ekvivalencidjat mutatjak!

1
E”AHl < Ao < n|| Al
1
WHAHM < ||All2 < Vnl||Alls (1.3)
1
%HAHz < [|[A]l; < VAl

—

Jj=1"j
norma valéban norma! Lehet-e ezt a norméat vektornormdbdl szarmaztatni? =

1.35. Igazoljuk, hogy az ||Al|r = \/Z?:l S a2 képlettel értelmezett tin. Frobenius-

1.36. Igazoljuk, hogy ||A]|% = trace(ATA), ahol a trace(-) jelolés az adott matrix foat-
16beli elemeinek Gsszegét jelenti (amely megegyezik a sajatértékek osszegével is)! Igazoljuk
tovabba, hogy ha A és B ortogonalisan hasonldok, akkor Frobenius-normajuk megegyezik!
— =

1.37. Igazoljuk, hogy a Frobenius-norma konzisztens az euklideszi vektornormaval, azaz
teljesiil, hogy [[AX|l2 < [|A[[p[X[l2! =



1.38. Igazoljuk, hogy a Frobenius-norma szubmultiplikativ! =—

1.39. Igazoljuk, hogy nemcsak indukalt matrixnormakra, hanem tetszoéleges szubmul-
tiplikativ matrixnorméra is igaz, hogy o(A) < ||A]|! Az

0.5 0.6
A= {0.1 0.5}

matrix 1-es, maximum- és Frobenius-normainak értékei koziil melyik biztositja a p(A) <
1 feltételt? — —

1.40. Szamitsuk ki a diagonalis matrixok 1-es, 2-es és maximumnormajat az indukalt
méatrixnorma (1.1) képlete segitségével! —

1.41. Milyen métrixnormat indukal az 1-es vektornorma? —-
1.42. Milyen matrixnormat indukal a vektorok maximumnormaja? —
1.43. Milyen matrixnormat indukal a vektorok euklideszi-norméja (2-es norma)? =—

1.44. Igazoljuk, hogy az [|A| := nmax;j—1. ,{|a;;|} hozzdrendelés szubmultiplikativ
normat ad meg R"*"-en! —

1.45. Igazoljuk, hogy minden szubmultiplikativ matrixnormahoz van olyan vektornor-
ma, amivel konzisztens! —» —

1.46. Igazoljuk, hogy indukélt méatrixnorma esetén
[A] = max{||AB| [ |B] < 1}!
—

1.47. Legyen A € R™*" egy nemszingularis matrix és B € R"*" egy szingularis matrix!
Igazoljuk, hogy tetsz6leges indukalt norma esetén |[A~'| > 1/||A - B|! — —

1.48. Legyen || - || egy tetszéleges indukalt matrixnorma. Igazoljuk, hogy tetszéleges
A € R™"™ méatrix esetén

lim [|A% = p(A) |

— 00

— =

1.49. Legyen A € R™ " egy tetsz6leges négyzetes métrix és A® az A métrix k-adrend(
bal fels6 féminormétrixa (A(1 : k, 1 : k))! Igazoljuk, hogy [[A® ||y < [|A|ls! =



1.50. Legyen

1 =01 -02
C=|-01 1 =01
-0.2 =01 1

Igazoljuk, hogy C invertdalhato és adjunk fels6 becslést az inverz méatrix 1-es norméjara
az inverz matrix kiszamitasa nélkiill — =—

1.51. (H) Adjuk meg az n x n-es Hilbert-matrix inverzének maximumnormajat n fiigg-
vényében n = 1,...,10 esetén! —

1.52. Adjuk meg az 5 x 5-6s Hilbert-méatrix 1-es, 2-es és maximumnormajat ill. spekt-
ralsugarat! —-



2. fejezet

Modellalkotas és hibaforrasai

2.1. Képletek, Gsszefiiggések

2.1.1. Feladatok kondicionaltsaga

A matematikai egyenletek egy része d = F'(x) alakban irhatd, ahol d és = valamilyen
normalt terek elemei. Itt a d elem ismeretében kell meghatdrozni az x ismeretlen elemet.
Amennyiben = a d adat segitségével egyértelmiien irhaté fel x = G(d) alakban, és G
derivalhat6 d-ben, akkor a d = F'(x) feladat d-beli kondicidészéma

_ &' @) - [I4]]

A TeTel] 1)

Ez az érték azt adja meg, hogy x relativ megvaltozasa hédnyszorosa d relativ megvalto-
zasdnak.

2.1.2. A gépi szamabrazolas

A szamitogépek altalaban un. lebegépontos szamrendszert hasznalnak a szamok abrazo-
lasara. Ebben a szdmrendszerben a szamokat kerekités utan a

L [ Qo a a2 Qp—1
£ (G

) = @p.a102...0p—1 X bk

alakban irjuk fel, ahol b a szamabrazolas alapja, p a szerepld szamjegyek (mantissza)
szama és k a kitevs (karakterisztika). Az a; (i = 0,...,p — 1) szdmjegyekrdl feltessziik,
hogy azok az alapnal kisebb nemnegativ egész szamok. Ha ay # 0, akkor azt mondjuk,
hogy a felirt szam normaélalakban van.

Tobb feladat esetén az egyszeriiség kedvéért a tizes szamrendszert hasznéljuk (b =
10), mert ehhez vagyunk hozzdszokva, és ez is mutatja a lebegépontos szamabrazolés
tulajdonsagait és korlatait.
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F(p, kmin, kmax) fogja jelolni azt a tizes alapi lebegépontos szamrendszert, amiben a
mantissza hossza p, a minimalis karakterisztika k;,, a maximalis pedig kn.x. Ugyanezt
a szamrendszert kettes alap esetén az Fo(p, kmin, kmax) médon fogjuk jelolni azzal a meg-
kotéssel, hogy ilyenkor p a mantissza kettedespont utani jegyeinek szamat jelenti, hiszen
elétte a normalalakban csak 1-es jegy allhat. A MATLAB szokasos dupla pontossagu
lebegépontos szamai és normalalak esetén p = 52, kpin = —219 — 2 és kypax = 219 — 1.

A szamitégépen valé miveletek végrehajtdsat az alabbi médon fogjuk modellezni.

Egy x valds szam lebeg6pontos képét gy kapjuk meg, hogy normalalakra hozzuk, és
a mantisszat a szamrendszerben adott mantisszahosszra kerekitjiik. Jelolése: fl(x). Ha
|z| nagyobb, mint az abrézolhato legnagyobb szdm, akkor fl(x) = Inf, ha pedig |z| < &,
azaz a legkisebb pozitiv dbrdzolhat6 szam, akkor fl(z) = 0. Ezzel a jeloléssel irhatjuk,
hogy a szamit6gép az x oy miivelet eredménye helyett az a[oly := fI(fl(z) o fl(y)) értéket
adja vissza.

2.1. Tétel Legyen x € R olyan szam, melyre |x| < M (M a legnagyobb dbrdzolhato
lebegépontos szam). Ekkor érvényes, hogy

fillr) = (14 9)z, 9] < wu,

ahol w a gépi pontossdg értéke, azaz az 1 utdn kovetkezo lebegopontos szam 1-tol mért

tdvolsdgdnak fele (MATLAB-ban kb. 10716).

2.2. Feladatok

2.2.1. Feladatok kondicionaltsaga

2.1. Vizsgdljuk meg az © = —d 4+ /d? — 4 kifejezés kondicionéltsagat a d valtozo fiigg-
vényében! Milyen d értékek esetén lesz korrekt kitiizési a feladat? Adjunk meg olyan d
értéket, melyre a (relativ) kondiciészam 100-nél nagyobb! — —

2.2. Tekintsiik az x+dy = 1, dr+y = 0 egyenletrendszert. J6l vagy rosszul kondicionalt
az x megoldas, ill. a megoldasok x+y Osszegének kiszamitasa a d paraméter fiiggvényében,
ha d ~ 17 Adjuk meg mindkét esetben a relativ kondicidészam értékét a d = 0.99 esetre!
— =

2.3. Szamitsuk ki az  — vd + 1 +Vd = 0 feladat (d a bemend adat, = pedig a kimend
adat) relativ kondiciészamat! Mikor lesz rosszul és mikor j6l kondicionélt a feladat? —-

2.4. Legyenek f és g differencialhaté valds-valds fiiggvények! Hogyan becsiilhetd az
r = f(d) és x = g(d) feladatok kondiciészaméval az x = (f - g)(d) feladat kondiciészama
azon d pontokban, melyekben a kondicidszam értelmezhet6? (A szokdsos médon d a
feladat bemend adata és = a kimen6 adat.) =

2.5. Vizsgdljuk meg, hogy korrekt kitlizésli-e az x+dy = 1, dr+y = 0 egyenletrendszer
a d valés paraméter fiiggvényében! Adjuk meg a kondiciészamot maximumnormaban! —-



2.2.2. A gépi szamabrazolas

2.6. Adjuk meg az F(1,—2,2) lebegépontos szamrendszerben pontosan dbréazolhatd
szamokat! —-

2.7. Adjuk meg az F(1,—2,2) rendszerben az 1/3, 1/900, 20 - 200, (((2+0.1) +0.1) +
-+ 4+0.1), (((0.14+0.1)+0.1) +--- 4+ 0.1) + 2 (10 6sszeadas) értékeket! —

2.8. Adjunk meg olyan lebeg6pontos széamrendszert F'(p, kmin, kmax) alakban, melyben
az aldbbi szamok abrézolhatdk!

a) 5,50,500,5000;

b) 5,5.5,5.55;

¢) 5,0.5,0.05,0.005;

d) 5,55,555,5555! —>

2.9. Milyen lebegépontos szamrendszerben szamolhato kerekités nélkiil
a) 2.2 -3.45,
b) 1/80,
c) 2x10%-7 x 10?? =

2.10. Két pozitiv szamot, x és y, elosztunk egymassal egy olyan szamitégépen, melynek
gépi pontossaga u. Jelolje z a hanyados pontos értékét és 2 a szamitott értéket. Adjunk
becslést a |z — 2| és |z — Z|/|z| abszolit és relativ hibdkral —

2.11. Az a =0.001 valasztas mellett A =1—1/(1 — 2a) értéke —0.002004008016. Ha-
tarozzuk meg mi is A értékét egy tizes szamrendszerii, hatjegyii mantisszas lebegépontos
szamokat haszndlé szamitégépen! Javasoljunk numerikus szempontbdl jobb szémoldst
A-ra és végezziik el ugy is a szamoldsokat! —

2.12. A >F 1/i harmonikus sor dsszege +0o. Megkapnénk-e ezt az eredményt gy,
hogy egyre tobb tagot adunk 6ssze a sorbol a MATLAB segitségével? Mekkora Osszeget
kapnank egy F'(2,—1,1) lebegépontos szamokat hasznalé szamitégépen, ha a gép csak
normalalakban 1év6 szamokat tud dbrazolni? — =—

2.13. Egy 10-es szdmrendszeren alapuld szamitégép a sin x, cos z, 22 fiiggvények értékeit
pontosan szamolja, majd az eredmények abrazolasdnal hatjegyli mantisszara kerekit.
Hatérozzuk meg ezen a szamitégépen az f(x) = cos® x — sin® z fiiggvény értékét az v =
0.7854 helyen! Mekkora a szamitott eredmény relativ hibaja? Indokoljuk az eredményt!

Javasoljunk jobb képletet az f(x) érték kiszdmitdséral — —



2.14. Az 2? + ax + b = 0 egyenletet szeretnénk megoldani az

12 = (—a £ Va? —4b)/2

megolddképlettel. Milyen végeredményt adna a MATLAB az a = —500000000 és b =

1 paraméterekkel? Becsiiljiik meg, hogy melyik eredmény elfogadhaté és melyik nem!
Hogyan szamolhatnank ki MATLAB-ban a zérushelyeket pontosabban? —-

2.15. Szimpla pontossigi lebegépontos szamokat hasznélva (32 biten taroljuk a szé-
mokat: 1 el6jelbit, 8 bit a karakterisztika és 23 bit a mantissza téroldsira) szeretnénk
kozeliteni szamitégépen a > oo, 1/i% sor osszegét (72/6)! Az

1 1 1

§+§+...+40962

Osszegre 1.6447253 adédott. Mennyivel tér el az

Pl

Sk = -
— 2
=1

sorozat szamitogépen szamolt hatarértéke a tényleges sorosszegtol? Javasoljunk jobb
moédszert az Osszeg szamitogépes kozelitésére! —r —

2.16. Az x = 0.1 tizes szdmrendszerbeli szam kettes szamrendszerbeli alakja a 0.0001100
szakaszos tizedes tort, ahol az utols6 négy szamjegy ismétlddik. Fejezziik ki az (r —
fl(x))/z relativ hiba értékét az u gépi pontossag segitségével, ha fi(z) az x szam szimpla
pontossagu lebegépontos képe (32 biten taroljuk a szamokat: 1 eldjelbit, 8 bit a karak-
terisztika és 23 bit a mantissza tarolasara)! — =

2.17. () [rjunk MATLAB programot az

1
Yk+1 = 2k+1\/§ (1 —V1- (27kyk)2>

iteracio vizsgalatara! Ismert, hogy ebben az iteracidoban y, — 7, mert a y; az egységkorbe
irt szabélyos 2% szog félkeriiletét adja meg. Hasonlitsuk 6ssze az eredményt az

2
Yet+1 = yk\/l VI )

iteraciovall =



2.18. (B) Irjunk MATLAB programot az

e’ = lim 5 —
n—s00 2
=0

sor részletosszegeinek kiszamitasara! Futtassuk negativ értékek esetén (pl. z = —25)! Mit
tapasztalunk? —-

2.19. Az 2?—16342+2 = 0 egyenletet szeretnénk megoldani olyan szamitégépen, amely
a szamok abrazolasahoz tizes szamrendszerbeli lebegépontos szamokat hasznal 4-jegyti
mantisszaval (a karakterisztikdra nincs megkotés). Az xo megolddsra nulla adédik. Mi
ennek az oka? Szamitsuk ki x1-et, és javasoljunk hatékonyabb modszert x, kiszamitésara
az 12Xy szorzat értékét felhaszndlva! Szamitsuk ki ezzel a mddszerrel x4 értékét! —-



3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek
megoldasa

3.1. Képletek, 6sszefiiggések

3.1.1. Kondicionaltsag

A megoldés egyiitthatoktdl valé fliggését adja meg az alabbi tétel, ahol k(A) az A métrix
adott normabeli kondicidszamat jelenti.

3.1. Tétel (Linedris egyenletrendszerek kondiciondltsdga.) Tegyiik fel, hogy az
AT = b (A € R™™ det(A) # 0) egyenletrendszer helyett az (A + §A)y = b+ 6b
perturbalt egyenletrendszert oldjuk meg, és az egyiitthatomadtriz perturbdciojdra teljesiil
a ||6A| < 1/||[A7Y| feltétel valamilyen indukdlt normdban. Ekkor a perturbdlt egyen-
letrendszernek is egyértelmid megolddsa van. Ezt a megolddst y = T+ 0% alakban irva
érvényes az alabbi becslés:

163 H(A) (158 84|
@ = T r(A)[SA/]A] (uzu T a] )

A tétel bizonyitdsahoz hasznaltuk az alabbi, 6nmagédban is hasznos allitast.

3.2. Tétel (Becslés perturbdlt mdtriz inverzének normdjdra.) Legyen S = E+
R € R™™, ahol | R|| =: q¢ < 1 valamilyen indukdlt normdban. Ekkor S reguldris, és

1
1871 < ——.
1—g¢q
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3.1.2. Direkt mododszerek

Direkt moédszernek nevezziik azokat a megoldasi modszereket, melyekkel véges sok alap-
miivelet segitségével meghatarozhaté a megoldas. A direkt modszereknél fontos szerepe
van az egyiitthatématrixok szorzatfelbontdsainak, melyeket elore elkészitve, az tjabb,
az eredetivel megegyez6 matrixi egyenletrendszerek megoldasa mar egy nagysagrenddel
kevesebb miivelettel megvaldsithaté.

3.3. Tétel (LU-felbontds.) Tegyiik fel, hogy az A € R™" madtrizra det(A(1 : k, 1 :
k) #0 (k=1,...,n—1). Ekkor létezik eqy olyan L normdlt alsé hdromszégmdtriz és
eqy U felsé haromszogmatriz, melyekkel A = LU. Ha egy requldris mdtriznak létezik
LU-felbontdsa, akkor az LU-felbontasa egyértelmdi.

Az LU-felbontast a Gauss-modszer segitségével hatarozhatjuk meg.

3.4. Tétel (Altalcinos LU-felbontds.) Azok a matrizok, melyeknek van LU-felbontdsa,
felirhaték A = DM alakban is, ahol L és M is normdlt alsé hdromszégmdtriz, D pedig

diagondlis mdtriz. Itt D az U mdtriz diagondlisa, M pedig D™ U. Ha A szimmetrikus,
akkor M = L.

3.5. Tétel (Cholesky-felbontds.) Tegyiik fel, hogy A eqy szimmetrikus, pozitiv definit
matriz. Ekkor létezik pontosan egy olyan pozitiv diagondlisi G alsé hdromszégmadtriz,

mellyel A = GG™.

A Cholesky-felbontasban szereplé G matrix elemeit direkt médon, fentrol lefelé és
balrél jobbra haladva az A = GG egyenléséget felhasznalva hatdrozhatjuk meg.

3.6. Tétel ( Altaldnos LU-felbontds. ) Legyen A € R™ ™ egy tetszbleges matriz. Ek-
kor létezik eqy olyan L alsé normalt haromszogmatriz, melynek elemei eqynél nem na-
gyobb abszolit értékiek, eqy U felsé haromszogmdatriz, és eqy P permutdcios mdtriz,
melyekkel PA = LU.

Az altaldnos LU-felbontés a részleges féelemkivalasztassal kombindlt Gauss-modszer-
rel hatarozhaté meg.

3.7. Tétel (QR-felbontds.) Legyen A € R™ ™ (m > n) egy teljes oszloprangi mdtriz.
Ekkor léteznek olyan Q € R™ ™ ortogondlis és R € R™*" felsd hdromszogmdtrizok,

melyekkel A = QR.

A QR-felbontas egymasutani megfelel6 Householder-tiikrozésekkel vagy Givens-forga-
tasokkal eloallithaté eld.



3.8. Tétel (Householder-tiikrézés.) Legyen 0 # T € R™ vektor. Vezessiik be a v =
T+ ||§||2§1 €s
2vv"

]

H=F-
jeloléseket (H szimmetrikus és ortogondlis mdtrixz). Ekkor igaz a

Hz = 7||.e
egyenloség. A H mdatrizot az T vektorhoz tartozo Householder-tikrizésnek nevezziik.

3.9. Tétel (Givens-forgatds.) Legyen T € R™ olyan vektor, melyben két i < j indexre
r? + x? # 0. Legyen tovabbd

:l:l‘j Fx;
§=——, (= —F—=—
[ 2 2 [ 2 2
és . )
1
C —S
1
G(i,j,0) = e R™"
1
S C
- 1 -

(c és s az i-edik és j-edik sorban és oszlopban szerepel, G(i,j,0) ortogondlis matriz).
Ekkor a G(i, j, 0)T vektor j-edik eleme 0 lesz.

3.1.3. Iteracios modszerek

Az iterdciés médszerek esetén az AX = b linedris egyenletrendszer megolddsat egy al-
kalmasan vélasztott iterdcids sorozat hatarértékeként allitjuk elo.

Klasszikus iteracidok

Az iteraciot az A = S — T felbontassal (S invertdlhaté matrix) az

x+) =871 + §71b = Bx® + f



moédon allitjuk el6. A nevezetes mddszerek esetén az alabbi B iteracidos matrixokat és
f vektorokat véalasztjuk (D A diagondlisa, L és U rendre az A maétrix f6atlé alatti és
feletti részének (—1)-szerese, w pedig egy megfelel§ valés paraméter).

Moédszer neve H B ‘ f
Jacobi D (L +U) D 'b
Relaxdlt Jacobi (JOR) E-wD'A wD™'b
Gauss—Seidel (D-L)"'U (D-L)"'b
Relaxalt Gauss-Seidel (SOR) || (D — wL)~}((1 — w)D + wU) | w(D — wL)"'b

3.10. Tétel (Iterdciés mddszerek konvergencidja.) A fenti mddokon konstrudlt
k1) — BzF) + }‘

iterdcid pontosan akkor tart az AT = b egyenletrendszer megolddsdhoz tetszbleges kezdo-
vektor esetén, ha o(B) < 1.

3.11. Tétel (Nevezetes mdtrixi egyenletrendszerek konvergencidja.) Szigo-
ruan diagondlisan domindns mdtrizokra o Gauss—Seidel és a Jacobi-modszer is kon-
vergdl. Szimmetrikus, pozitiv definit mdtrizokra a Gauss—Seidel-mddszer konvergdl. M-
matrizokra a Jacobi-, a Gauss—Seidel- és ezek relaxdlt vdltozatai is konvergdlnak (w €
(0,1) mellett). A relazdlt Gauss—Seidel-iterdcio csak w € (0,2) esetén lehet konvergens.
Ez a feltétel szimmetrikus, pozitiv definit mdtrixok esetén elégséges is.

Variaciés modszerek

A varidcios modszerek esetén szimmetrikus, pozitiv definit matrixi egyenletrendszerek
megoldasat keressiik. Ezek megoldasa ekvivalens a

1 —
H(X) = §—TA§ —x'b

tobbvéltozos fiiggvény abszolit minimuménak megkeresésével, ugyanis az abszolit mi-
nimum a X* = A~'b pontban van és értéke —BTAAB/Q.

Az abszolit minimum keresésének alapja az Uin. egyenes menti keresés, amikor egy
pontbdl egy adott irdnyban keressiik meg az irdanymenti minimumot.

3.12. Tétel (Iranymenti minimumok megkeresése.) Legyenek T és p # 0 adott
vektorok. A g(a) = ¢(® + ap) egyvdltozds figguény egyértelmd minimumdt az o =
p 7/ (P’ AP) vdlasztds esetén veszi fel, ahol 7 a b — AT maradékvektor.



A gradiens mddszer esetén a maradékvektorokat (gradiens vektorral ellentétes vektor)
valasztjuk keresési iranynak, és sorozatos egyenes menti keresésekkel jutunk el az abszolut
minimumhoz.

A gradiens médszer algoritmusa a kovetkezo:

k:=0,Tg:=b,%:=0
while T, # 0

k:=k+1

o =T} Tp_1/(Th_ AT, 1)
Xj 1= Xp—1 + QTx—1

T, := b — AX,

end while

3.13. Tétel (A gradiens-mddszer konvergencidja.) A gradiens-mddszer sordn ér-
vényes a
_T J—
¢<§k+1) + (1/2)b A D <1_ 1
@) + (126 A5~ k2(4)

becslés (k=0,1,...).

A konjugalt gradiens-mddszer esetén a keresési iranyokat mindig gy vélasztjuk, hogy
azok legyenek A-ortogondlisak (ortogonalisak az (X,y) = X' Ay skaldris szorzatban) az
el6z6 keresési iranyokra. Ezt az alabbi algoritmus valdsitja meg.

k:=0,T:=b,X:=0,p, =T
while 1, # 0

k:=k+1

ay =Ty Tr-1/ (P} ADy)

Xk = Xp—1 + QP

T i=Tr_1 — pAD,

By, = T T/ (Ty 1 Th)

Pit+1 =Tk + ﬁl/fﬁk

end while

Az els6 k maradékvektor, az els6 k iranyvektor, és az elso k iteracids vektor ugyanazt
az alterét fesziti ki R™-nek. Ezt az alteret Vi-val jeloljiik. Legyen [X|[a = VX' AX és

b =x* — x4



3.14. Tétel (A konjugdlt gradiens-mddszer lépésenkénti optimdlis tulajdon-
sdga.) Ha 7_1 # 0, akkor @, az egyetlen pont Vi-ban, melyre ||[€®| o minimdlis,

leV)a = € )a > = [[e®]a,
tovdbbd € = 0 valamilyen k < n esetén.

3.15. Tétel (A konjugdlt gradiens-maodszer konvergenciasebessége.) Legyen A
szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz, melynek kondicioszama rky(A). Ekkor a konjugdlt
gradiens-modszer hibavektordra az alabbi becslés érvényes

4) -1

S0, <o [ Vhel )

e < ( ) 1

3.1.4. Tulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az B
AX=b, AcR™" m>n, r(A)=n

alaki egyenletrendszereket vizsgaljuk. Ezek X1 legkisebb négyzetek értelemben legjobb
megoldésan azt az egyértelmiien meghatarozott vektor értjiik, melyre ||b — AX||2 mini-
malis.
3.16. Tétel Az T s megolddst meghatdrozhatjuk az
ATAzZ=A"b
normdlegyenlet megolddsdval vagy pedig az
Rixz="7¢

egyenlet megolddsdval, ahol Ry az A mdtriz QR-felbontdsdban szerepld R matriz felsé nx
n-es része, mig € a Q'b (Q a QR-felbontds Q mdtriza) vektor felsé n elemét tartalmazo
oszlopvektor.

3.2. Feladatok

3.2.1. Kondicionaltsag
3.1. Adjunk becslést az 1.47. feladat eredményét felhasznalva az

1.01 1
=[]

matrix maximumnormabeli kondiciészamara! Ezek utan szamitsuk is ki pontosan a kon-
diciészamot! — =—



3.2. Hatéarozzuk meg az alabbi A matrix kondiciészamat 1-es, 2-es és maximumnorma-
ban! Tekintsiik az AX = b egyenletrendszert, ahol b egy adott pozitiv vektor! Adjunk
felsé becslést maximumnormaban a b vektor maximumnorméjanak segitségével arra,
hogy ezen egyenletrendszer megoldasatol mennyire térhet el azon egyenletrendszer meg-
old4sa, melyben a b vektor minden elemét 1%-kal megnoveljiik (A véltozatlan marad)!

A:L}Q %g}

— =

3.3. Igaz-e az az allitas, hogy egy invertalhat6 valés matrix pontosan akkor ortogonalis,
ha 2-es normabeli kondiciészama 17 Valaszunkat részletesen indokoljuk! — =—-

3.4. Tegyiik fel, hogy az AV = b egyenletrendszer helyett (A invertdlhaté métrix) az
(1 + ¢)Au = b egyenletrendszert oldjuk meg, ahol ¢ valamilyen valés, —1-t&] kiilonbz6
paraméter! Szamitsuk ki tetszoleges indukalt normaban a masodik egyenlet megoldasa-
nak az elso egyenlet megoldasahoz viszonyitott relativ hibdjat a ¢ paraméter fiiggvényé-
ben! —-

3.5. Igazoljuk, hogy ha egy AX = b linedris egyenletrendszer jobb oldaldhoz hozzé-
adunk egy b vektort, akkor az 1j egyenletrendszer X* megoldéasaval igaz lesz az

I =% < [A7"] - [|ob]

becslés, ahol a szereplé métrixnormat a szereplé vektornorma indukalja! Ez alapjan ad-
junk becslést arra, hogy ha az

1 2 _— 5

2 —1 10

linearis egyenletrendszer jobb oldaldn all6 vektor elemeihez rendre olyan €1, €5 szamokat
adunk, melyekre |e|, |e5] < 107, akkor maximum mekkorédt véltozhat az egyenletrend-
szer megoldédsa 2-es normaban! —

3.6. Tekintsiik az AX = b egyenletrendszert, ahol

34 55 = 21
A_[55 89]’]0_{34}'
Az T = b—AX maradékvektort az X = [—0.11, 0.45] vektorral kiszamitva ¥ = [—0.01,0]%,
mig az X = [—0.99, 1.01]7 vektorral T = [—0.89, —1.44]7. A megoldés melyik X kozelitése
pontosabb? Adjunk alsé és fels6 becslést egy X kozelités megoldastdl valo eltérésére a
maradékvektor segitségével! Ellenérizziik a becslést az adott egyenletrendszeren! —-



3.7. Ismert, hogy egy matrix spektralsugara becsiilheté a matrix tetszoleges indu-
kalt normdjdval. Igazoljuk ennek segitségével, hogy tetszéleges A madtrixra ||A|]z <
|A|l1]]Al|s és hogy tetszbleges invertalhaté A matrix esetén

Ro(A) < VE1(A)Rx(A) !
_—

3.8. Igazoljuk, hogy tetszoleges regularis A € R™*™ matrix esetén

%KJQ(A) < Kk1(A) < nkry(A), %KJOO(A) < Ko(A) < nkoo(A),

1
ﬁ/ﬁ(A) < Foo(A) < 2k (A)!
—

3.9. Legyen A € R™" egy olyan kvadratikus matrix, melyben a f6atlo ,felett” -1-esek,
salatta” nulldk és a féatloban 1-esek allnak! Szamitsuk ki a matrix determinansat és a
kondiciészamat maximumnormaban! —-

3.10. Igazoljuk, hogy reguldris A métrixra ro(ATA) = k3(A) > Ky(A)! — —

3.11. Igazoljuk, hogy ha A és B ortogonalisan hasonlé regularis matrixok, akkor ||A ||z =
IBl|2 és ka(A) = ky(B)! =

3.2.2. Direkt modszerek

3.12. Az AX = b egyenletrendszer A métrixdnak és b jobb oldali vektoranak elemei
mért mennyiségek, melyek relativ hibdja 0.01%. Adjunk fels6 becslést a megoldasvektor
relativ hibdjara maximumnormaban!

2 -1 -1 0 0 0.53 0.38 —-0.32 0.07
| -1 15 0 —0.5 = 10 1 0.38 1.01 —-0.25 0.27
A= —1 0 -1.7 —-02 |’ b= 3 A —-0.32 —-0.25 —-0.39 -—-0.12
0 -05 —-0.2 1.7 0 0.07 027 —-0.12 0.65
—
3.13. A
2 5 1 3
4 -1 1 |x=



linedris egyenletrendszer jobb oldali vektora mérési eredményeket tartalmaz. Mekkora
az egyenletrendszer megoldasanak relativ hibaja maximumnormaban, ha tudjuk, hogy a
pontos értékek a szereplo értékek 0.1 sugaru kérnyezetében vannak valahol és az egyiitt-
hatématrix inverze

0.0294 0.2176  —0.0353
0.1765 —0.0941 —0.0118 |?
0.0588 0.0353  0.1294

— =

3.14. Oldjuk meg az AX = b linedris egyenletrendszert a Gauss-médszer segitségével
a lenti adatokkal! Adjuk meg az egyiitthatomatrix determinansat és LU-felbontasat is!

1 2 3 4 1 9
|14 9 16 | — | 10
A=113 97 6 | X7 zs | b=1 4
1 16 81 256 T4 190

—

3.15. Tekintsiik az alabbi matrixot

A=|-1 3

w o O

Hatérozzuk meg a matrix LU-felbontasat! —-

3.16. Tekintsiik azt az A € R™ " matrixot, melyre a;; = 1 ha i = j vagy j = n,
a;; = —1, ha i > j, kiilonben nulla. Mutassuk meg, hogy A-nak van LU-felbontésa,
lij| <1 6s uy,, =2""'. Szdmitsuk ki a novekedési faktort! =

3.17. Tekintsiink egy olyan lineéris egyenletrendszert, melynek matrixaban csak az els6
oszlopban, az els6 sorban ill. a féatléban vannak nemnulla elemek. Mi torténik a mat-
rixszal a Gauss-moddszer alkalmazasa soran? Adjunk javaslatot a jelenség elkeriilésére!
—

3.18. Az aldbbi métrix egy A € R*** szimmetrikus métrix LU-felbont4sét tartalmazza
ugy, hogy a f6atld ,alatti” rész az L matrix megfeleld f6atl6 alatti részét tartalmazza,
a tobbi elem pedig az U matrix megfelel6 eleme. Létezik-e az A matrixnak Cholesky-
felbontdsa? Ha igen, akkor adjuk meg a G matrixot! Adjuk meg azt az X € R* vektort,
melyre AX = [1,0,0,0]7!

2 3 2 4

3/2 3/2 2 3
1 4/3 7/3 3
2 2 9/7 1/7



3.19. AX = b linedris egyenletrendszer megoldéasara a Gauss-Jordan-elimindciés méd-
szert alkalmazzuk (nemcsak "lefelé”, hanem “felfelé” is eliminédljuk az oszlopokat). Adjuk
meg, hogy pontosan hany lebegépontos miiveletet igényel a megoldas! — =—

3.20. Gondoljuk végig, hogy milyen modszerekkel lehetne egy métrix inverzét kisza-
molni, és adjuk meg a mddszerek miiveletszamat! —-

3.21. Hatdrozzuk meg az aldbbi B métrix LDM? felbontésat, ahol L és M normélt
als6 haromszogmatrixok és D diagondalis matrix!

1 -2 1
B=|2 -2 -4
2 2 13

3.22. Hatérozzuk meg az aldbbi B métrix LDL" és Cholesky-felbontésait!
2 1
o= 2]
3.23. Adjuk meg az alabbi matrixok Cholesky-felbontésat!

Bi=| -1 3 —-1]|,By=]|-1 4 -1

3.24. Adjuk meg az alabbi métrix LU- és Cholesky-felbontasait!

4
2
8

= oo
—_
Sy 00 =~

—

3.25. Oldjuk meg az egyenletrendszert a Gauss-mddszerrel teljes foelemkivalasztassal
és anélkiil négyjegyt mantisszat hasznalva! Mekkora a két megoldas eltérése maximum-

normaban?
0.003x; + 59.14z5 = 59.17

0.291xy — 6.132, = 46.78



3.26. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Gauss-mddszerrel részleges féelemkiva-
lasztast alkalmazva egy olyan szamitégépen, amely a lebegépontos abrazolas soran tizes
szamrendszerben hatjegyii mantisszat hasznal és a karakterisztikara nincs megkotés!

0.00001 2 3 x 5.00001
1 2 3 y | = 6
10 3 4 z 17

—

3.27. Adjunk meg egy olyan Householder-féle tiikrozési métrixot, amellyel az [2,1,2]"
vektort az €; vektor szdmszorosaba lehet transzformélni! =—-

3.28. Adjuk meg Householder-tiikrozések segitségével az alabbi matrix QR~felbontasat!

0 1
A=100
11
—
3.29. Adjuk meg a
4 2 1
0 30
04 3

matrix (egy) QR-felbontasat! —

3.30. Alakitsuk két Givens-forgatas segitségével felsé haromszogmatrixsza az

1/vV2 0
A=| 0 V2
1/vV2 V2

matrixot! =

3.31. Az n x n-es Householder-féle tiikrozési matrixot egyértelmiien meghatarozza a
tiikrozési stk v € R™ normalvektora. Ha osztjuk ezt a vektort az els6 elemével (els6 elemre
norméljuk), akkor a vektor egy n — 1 elemii vektor helyén eltarolhaté, hiszen az 1-es elsé
elemet nem kell tarolni. Az alabbi matrix egy A matrix QR-felbontdsat tartalmazza. A
foatld és a felette 1évo rész az R matrix megfelel6 elemeit tartalmazza, a f6atld alatt az
oszlopokban elhelyezked6 elemek a QR-felbontashoz hasznalt Householder-féle tiikrozési
matrixok els6 elemre normalt v vektorainak maradék elemei. Adjuk meg az A matrixot!

-1 -1
0 -1
1 -1



3.32. Igazoljuk, hogy ha A egy nemszingularis négyzetes matrix és Q;R; és Q,R két
kiilonbozé QR-felbontdsa A-nak, akkor van olyan D diagonélis matrix, melyre D? = E
és Ry = DRy és Q, = QD! Igazoljuk, hogy ha R-rdl feltessziik, hogy a foatldjaban
pozitiv elemek allnak, akkor a matrix QR-felbontasa egyértelmt! — —

3.33. Ha egy fels6 Hessenberg-matrixra alkalmazzuk a Gauss-modszert, akkor figyelem-
be vehetjiik, hogy a foatld ,alatt” csak a kozvetleniil a foatld alatti elemek kiillonboznek
nullatél. Mekkora lesz az ilyen matrixok LU-felbontasanak miiveletszama? Mit mondha-
tunk az L és U matrixok szerkezetérél? Ha mar a matrix LU-felbontasa elkésziilt, akkor
mennyi miiveletbe keriil egy egyenletrendszer megoldasa? —

3.2.3. Iteracios maddszerek
Klasszikus iteraciés modszerek

3.34. Egy olyan linedris egyenletrendszert szeretnénk megoldani a relaxalt Gauss—Seidel-
modszerrel, melynek egyiitthatoméatrixa

3 0 0
A= -1 3 0
0o -1 3

Hogyan valasszuk w értékét, hogy a leggyorsabban konvergéljon az eljaras? Mekkoranak
valaszthatjuk w értékét egyaltalan, hogy konvergaljon a médszer? —» —

32511

linearis egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-iteraciéval. Végezziink el két
iteracios lépést a nullvektorrol indulva, és becsiiljiik meg, hogy hany iteracios 1épés lenne
szitkséges ahhoz, hogy a kapott kozelitésnek a maximumnormabeli eltérése a pontos
megolddstol 107%-ndl kisebb legyen! — —

3.35. A

3.36. Legyen A = tridiag [—1,2, —1] € R™*" azaz A egy olyan négyzetes matrix, mely-
nek féatléjaban 2-esek, a szub- és szuperdiagondlisban —1-esek allnak. A t6bbi elem nul-
la. Tegyiik fel, hogy az AX = b linedris egyenletrendszert Jacobi-mddszerrel szeretnénk
megoldani. Hatarozzuk meg a Jacobi-mddszer iteraciés matrixanak spektralsugarat, ha
tudjuk, hogy az A matrix sajatértékei

k
)\k:2<1—cos T ), k=1,....n!
n+1

Mit mondhatunk a mdédszer konvergenciajarél? —




3.37. A Jacobi- vagy a Gauss—Seidel-iteracié konvergal gyorsabban az alabbi egyenlet-

rendszerre?
1 -1/21_ |1
12 1 |71

Adjunk fels6 becslést arra, hogy hany iteraciés 1épést kellene elvégezniink a gyorsabb
médszerrel a [0,0]7 kezdévektorral indulva, hogy a megolddst 1075-nél jobban megkdze-
litse a sorozat hatarértékét 2-es normaban! —

3.38. Dontsiik el, hogy az AX = b linedris egyenletrendszer megolddséra hasznalt
Jacobi- ill. Gauss—Seidel-mddszerek koziil melyik lesz konvergens, ha
1 2 2
A=|111]!
2 21
—
3.39. Dontsiik el, hogy az AX = b linedris egyenletrendszer megolddséra hasznalt
Jacobi- ill. Gauss—Seidel-médszerek koziil melyik lesz konvergens, ha
1 1/2 1
A=1|1/2 1 1 [!
-2 2 1
=

3.40. Igazoljuk, hogy a —4x; + bxy = 1, 21 + 222 = 3 linedris egyenletrendszerre a
Gauss—Seidel-mddszer konvergalni fog (a megolddshoz) tetszoleges kezdeti vektor esetén!
Végezziink el egy iteracids 1épést a nullvektort valasztva kezdévektornak! —

3.41. (H) Legyen xg =1 és x990 = 0 és

3 1
T = Z_lxk_l + é_lxk-H’ k= 1, ceey 19.
Igazoljuk, hogy az egyenletrendszer megolddsa x, = 1— (3% —1)/(3%° — 1)! Oldjuk meg az
egyenletrendszert Gauss—Seidel-modszerrel! Mit tapasztalunk, javitja-e a konvergenciat
az alul- vagy a tulrelaxalds? —

3.42. Az aldbbi egyenletrendszert szeretnénk megoldani a Jacobi-médszer relaxalasaval.
Hogyan valasszuk meg w értékét, hogy a leggyorsabban konvergaljon az eljards? Szamit-
suk ki, hogy a nullvektorrdl indulva a leggyorsabb mddszerrel mennyit kellene iteralni,
hogy a megolddst 107%-nal jobban megkozelitsitk maximumnorméaban!

tHIBRA



3.43. Javasoljunk az aldbbi egyenletrendszer iteraciés megoldasara egy alkalmas elja-
rast! Igazoljuk is a médszer konvergenciajat! Hajtsunk végre egy iteracids lépést vele az

% =[1,0,0]” kezdévektorrél indulval Mennyit kellene 1épni a médszerrel, ha a megol-
désvektort maximumnormaban 10~%-ndl jobban meg szeretnénk kozeliteni?

2 5 1 3
4 -1 1 |x=]2
-2 =27 1

— =
3.44. Az AX = b linedris egyenletrendszert az
k) — (E — wA)X® + wb

iteracioval szeretnénk megoldani tetszéleges X(© vektorrél indulva (w tetszéleges pozitiv
konstans). Tegyiik fel, hogy A Gsszes sajatértéke valds és az [«, 5] intervallumba esik,
ahol 0 < a < B! Adjunk javaslatot w megvélasztasaral —

3.45. Az Ax = b linedris egyenletrendszert szeretnénk megoldani az X*+1) = x(*) 1
a(AX®) — b) iterdciéval, ahol

3 2 = 1 1
e — A _(0) e
A {12],b {z}esx {1}
Adjuk meg « optimalis értékét! —

Variaciés moédszerek

3.46. Végezziink el egy lépést a gradiens mddszerrel a nullvektorrdl indulva a

tHaRe

egyenletrendszerbdl szarmaztatott normalegyenletre! =—-

0

egyenletrendszert a gradiens moédszer segitségével! Végezziink el két 1épést a mddszerrel
a nullvektorrdl indulva! =—-

3.47. Oldjuk meg a

3.48. A konjugalt gradiens moédszert alkalmazzuk a tridiag[—1,2,—1]x = [1,0,1]"
egyenletrendszer megoldasara. Szamitsuk ki az X5 vektort, majd szamitsuk ki a hozza
tartozo maradékvektort! Mit tapasztalunk? =—-



3.49. Oldjuk meg a
2 1 x| |1
1 2 x| |1

linedris egyenletrendszert a konjugalt gradiens mddszer segitségévell —-

] l)

egyenletrendszert a konjugalt gradiens médszer segitségévell —-

3.50. Oldjuk meg a

3.51. Tegyiik fel, hogy a (konj)grad(A,b,toll,nmaz) program a (konjugélt) gradiens
moédszert hajtja végre a nullvektorrdl indulva az A métrixd, b jobboldali egyenletrend-
szerre. A program akkor all le, ha a maradékvektor norméja kisebb, mint a toll tole-
ranciaszint, vagy akkor, ha az iteracidészam elérte az nmax értéket. A program kimeneti
értéke az aktualis 1épés x vektora. Hogyan alkalmazzuk a programot, ha az iteraciot egy
adott y vektortdl szeretnénk inditani? =

3.52. (B) Oldjuk meg a
tridiag (—1,2,—1)x =@

egyenletrendszert a konjugdlt gradiens-moddszer segitségével, ahol a matrix 20 x 20-as
mérett! Hany iteracié kellett a megoldashoz? —-

3.53. (M) Oldjuk meg a gradiens és a konjugalt gradiens mddszerrel is a

10x -2y +32+u=3
—2x4+ 10y — 2z —u=—4
3v—2y+ 10z +bu=7

r—y+5z+30u=38

egyenletrendszert! =—

3.2.4. Tulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasa

3.54. Adjuk meg az alabbi métrix QR-felbontasat Householder-tiikrozések segitségével,
majd adjuk meg a QR-felbontdst alkalmazva az AX = [1,1,1]7 tilhatdrozott egyenlet-
rendszer X;s megoldasat!

A =

o = O
N W O



3.55. Adjuk meg a 3.54. feladatban szerepld tulhatarozott egyenletrendszer X, g meg-
oldasat a normalegyenlet segitségével! —-

3.56. Adjuk meg az alabbi tulhatarozott linearis egyenletrendszer X ¢ megoldasat!

—_— O = O
— N WO
=
[\]

Il
— = =

2
1
0
1
—

3.57. Adjuk meg az alabbi tulhatarozott linearis egyenletrendszer aj s megoldasat! Mit
ad meg a kapott apg vektor?

11 12 0
1 2 22 ao 2
1 3 32 a | =] =1
1 4 42 as 4
1 5 52 3

—

3.58. Két mennyiséget (x és y) mértiink ill. ezek kiilonbségét és Gsszegét. Az eredmé-
nyek: z =a,y=0b, x —y = c és x+y = d. Oldjuk meg ezt a tulhatarozott egyenletrend-
szert! =—

3.59. (H) Oldjuk meg az

1 1 10~*
0k o |- {x] — | 1410°*
0 107k y 1—10°*

tulhatarozott egyenletrendszert k = 6,7, 8 esetén elészor papiron szdmolva, majd az A\b
(QR-felbontést hasznélja) és az (A’ x A)\ (A’ xb) MATLAB-beli utasitasokkal (Cholesky-
felbontdsos megoldas)! Hasonlitsuk 6ssze az eredményt! —



4. fejezet

Sajatérték-feladatok numerikus
megoldasa

4.1. Képletek, Osszefiiggések

Sajatértékfeladatok esetén négyzetes matrixok sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajét-
vektorokat hatarozzuk meg. A matrixok sajatértékeinek lokalizacidjat segiti az alabbi
tétel.

4.1. Tétel (Gersgorin-tétel a sajdtértékek elhelyezkedésérdl.) Tekintsiik az A €
C™™ matrizot. Legyen K; a kompler szamsikon az a zdrt korlap, melynek kdzéppontja
ai;, €s sugara Z?:L#i la;j| (i = 1,...,n). Ekkor a mdtriz sajdatértékei az U=y ,K;
halmazban taldlhatok. Ha s darab kérlap diszjunkt a tobbitol, akkor uniojukban pontosan
s darab sajatérték talalhato.

A Bauer—Fike-tétel ad becslést arra, hogy egy matrix sajatértékei mennyit valtoznak
akkor, ha elemeit egy kicsit megvaltoztatjuk.

4.2. Tétel (Bauer—Fike-tétel a sajdtérték-feladatok kondiciondltsagdrdl.) Le-
gyen A € R™™ eqy diagonalizdlhaté mdtriz (A felirhaté A = VDV alakban), tovdbbd
0 A egy tetszdleges matriz, és legyen p az A+38 A mdatriz eqy sajatértéke. Ekkor tetszdleges
p-normdban igaz, hogy

min A\~ | < my(V)||GA].

A A sajdtértéke

A sajatérték-feladatokat, néhany specialis esettdl eltekintve, mindig iterdacidés maod-
szerrel oldjuk meg. Az iterdcidos mddszereket két nagy csoportra oszthatjuk: a sajatérté-
keket egyenként ill. egyszerre kozelité modszerekre.

A sajatértékeket egyenként kozelité mddszerek alapmodszere a hatvanymodszer:
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4.3. Tétel (A hatvdnymddszer konvergencidja.) Legyen A normdlis mdtriz
eqyszeresen domindns sajatértékkel és a hozzd tartozo v, normdlt sajdtvektorral, és legyen
Y olyan kezdbvektor, melyre o'y # 0, ||y V|, = 1. Ekkor az

for k:=1: kyax
) — AghD
gk = i(k)/H?ﬁ(mb
V) = (5T Agh)
end for

algoritmussal meghatdrozott §*) vektorokra és v®) szdmokra igaz, hogy
k—,
k) _ A y(O)
A GO,
v® A (B — o0),
tovabba létezik olyan {v,} C R sorozat, hogy |v| =1 (k=1,...) és
%y — .

Egy tetszoleges p szamhoz egyetlen legkozelebbi sajatérték és a hozza tartozd sajat-
vektor is meghatarozhaté a hatvanymodszer megfelel6 médositasaval.

4.4. Tétel (Az inverz iterdcié konvergencidja.) Ha A olyan normdlis mdtriz,
melynek pontosan eqy legkizelebbi sajatértéke (A\*) van a p € R szamhoz, akkor a

for k:=1: kyax

(A _ ,uE)E(k) — '!_J(k_l) — k)
g =3/ 2,

8 = (g T Agh)

end for

iterdcio (|[4 Vs = 1, (@70 # 0) a hatvdnymddszernél ismertetett értelemben a \*
sajdatértéket és a hozzd tartozo v* sajdtvektort adja.

Ha van egy kozelitésiink egy sajatértékre, akkor annak értékére az inverz iteracioval
mondhatunk pontosabb kozelitést, és a hozza tartozo sajatvektort is megadhatjuk. Ha
egy sajatvektorra van kozelitésiink (V), akkor a sajatértékkozelitést a

vIAv

vy

Rayleigh-hanyadossal adhatjuk meg.
Most térjiink at a sajatértékeket egyszerre kozelito modszerekre!



4.5. Tétel (A Jacobi-mddszer konvergencidja.) Tekintsik az alabbi iterdciot egy
szimmetrikus A € R™™ mdtriz esetén (legyen A© = A)!

1. Valasszuk ki a mdtriz fodtloja felett a legnagyobb abszolut értéki elemet! Legyen ez
az a;j elem (1 < j).
2. Hatdrozzuk meg az s = sin@ és ¢ = cos@ értékeket az alabbi modon:

Ha a;; = aj;, akkor a cos(20) = 0, s* + ¢ = 1 egyenletrendszer megolddsdt kell
meghatdrozni.

Ha a;; # ajj, akkor tg(20) = —2a,;/(aii—a;;). Ebbl és az s*+c* = 1 dsszefiiggésbdl
s €és ¢ ismét meghatarozhato.

3. Definidljuk az aldbbi n x n-es ortogondlis mdtrizot:

Si' = [El, c. ,Ei_l,CEi — S_Cj,TZH_l, Ce 7Ej—17 Séi + C_Cj,Ej_H, ey en],
azaz B _
1
C S
1
Sy =
J
1
—S C
1
1

4. Legyen A¥D = Sz;A(k) Sij, majd lépgink vissza a 1. ponthoz!

Ebben az iterdcidban minden lépésben az A% mdtriz fédtion kivili elemeinek négyzet-
osszege 2a?j—tel csokken, és igy az A® mdtrizsorozat olyan diagondlis mdtrizhoz, melynek
fodtlojaban az A mdtrix sajatértéker vannak.

4.6. Tétel (QR-iterdcié konvergencidja.) Ha az A € R mdtriznak minden sa-

jatértéke valds és abszolut értékben kilonbozd (|A1] > |Ao| > [As| > -+ > |\u|), akkor
az

AY = A

for k:=1: kyax

AFD = Q=D RE=D (QR-felb.)
Ak . pk-1) Q(k—l)

end for



iteracioval elddllitott matrizsorozatra

)\1 &12 R dln
lim A® = 0 A as
0O 0 0 M\,

valamilyen megfeleld a;; konstansokkal, azaz a hatdrértékmdtriz egy felsé hdromszégmdt-
TIT.
Ha A szimmetrikus, akkor { A%} diagondlis mdtrizhoz tart.

4.2. Feladatok

4.2.1. Sajatértékbecslések
4.1. Adjunk becslést az

1 02 —-01
A=1]103 3 0.1
0.1 0.1 =2

matrix sajatértékeire! Igazoljuk, hogy minden sajatértéke valés a matrixnak! — =—-

4.2. Legyenek

—2 -1 2 -1 1 -1
A=| 2 1 0|,B=] 1 -1 1
0 0 1 -1 1 -1

Jelolje A\;(e) (j = 1,2, 3) az A +¢eB matrix sajatértékét! Adjunk becslést a [A;(0) —A;(g)]
eltérésre! (A-nak [0,2,1]7 és [1,—2,0]" sajdtvektora rendre 1, 0 sajatértékkel.) — =

4.3. Igazoljuk, hogy az

2 0 -10
0 -2 0 1
A= 0 0 3 1
11 2 5

matrixnak pontosan egy negativ valés sajatértéke van! — —

4.4. Igazoljuk, hogy az

A_:

O = O W

0
2
0
1

SN O N
N O = O

matrixnak minden sajatértéke valos! —r —



4.5. (B) Adjunk becslést arra, hogy mennyit valtoznak az alabbi matrixok sajatértékei,
ha az elsé oszlopuk minden eleméhez 0.1-et adunk! Ellendrizziik a becslés helyességét a
MATLAB-ban szdmolva!l Hasznéljuk a Bauer-Fike-tételt (4.2. tétel)!

31 2 31 2
A=|124|, B=|0 2 4
2 4 2 001

—

4.6. Adjuk meg, hogy az X = [1,1,1]7 vektor hanyszorosa van legkdzelebb euklideszi-
normaban az AX vektorhoz, ha

I
N — W
> DN =
— R DN

— =

4.7. A 4.6. feladat matrixdnak egyik sajétvektora kb. v =[5, —6, —6]7. Adjunk becs-
lést a vektorhoz tartozé sajatértékre! —-

4.2.2. Hatvanymoédszer és valtozatai

4.8. Alkalmazzuk a hatvanymoddszert az
1 3
A=l

matrixra! Legyen a kezdévektor X(© = [1,0]7, és az iterdciét a 4. 1épés utan leallitva
adjunk becslést a domindns sajatértékre és egy hozza tartozo sajatvektorral —-

4.9. Jelolje A, Ao, A\3 a C matrix sajatértékeit novekvo sorrendben. Hatvanymodszert
hajtunk végre az A = C — 10E matrixszal. A C maétrix melyik sajatvektora hata-
rozhaté meg az elééllitott ¥¥) vektorsorozattal? Hajtsunk végre egy iteracids lépést a
2/3,1/3,2/3]" vektorral, majd adjunk becslést az eredmény alapjén a C matrix megfe-
lelé sajatértékére!
-1 1
C=1| 0 1
1 10

— ot O



4.10. Hatarozzuk meg az A matrix dominans sajatértékének egy kozelitését ugy, hogy
a hatvanymaédszer segitségével elvégziink 4 iterciés 1épést az [1,1,1]7 vektorrdl indulva,
majd utdna a sajatértéket a Rayleigh-hanyadossal becsiiljiik!

2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2
—
4.11. Tekintsiik az
2 -1 0 0
-1 2 =1 0
A= o -1 2 -1
0 0o -1 2

métrixot! Jelolje a matrix legkisebb sajatértékét Ap,. Igazoljuk, hogy Apin = 4 — o(A —
4E)! Adjunk becslést a A, értékre gy, hogy az A —4E matrixra alkalmazzuk a hatvany-
médszert az X = [1, 1,1, 1]7 kezd6vektorrél indulva, hdrom iterdciés 1épést végrehajtval
=

4.12. Egy A 4 x 4-es matrixrol tudjuk, hogy sajatértékei a 20, 10, 5 és 1 szamok koze-
1ében vannak. Milyen a szammal alkalmazzuk a hatvanymoédszert az A — oE matrixra,
hogy az 1 kozeli sajatértéket és a hozza tartozé sajatvektort adja meg? — =—

4.13. (H) Hatdrozzuk meg a 4.10. feladat métrixdnak legnagyobb és legkisebb sajétér-
tékét a hatvanymodszer segitségével! —>

4.14. (BH) Mddositsuk a powmeth.m programot ugy, hogy az inverz iteraciét hajtsa
végre, és az iteraciét gyorsitsuk a matrix LU-felbontasanak kiszamolasaval! =—-

4.15. (H) A 6 x 6-os Hilbert-matrixnak van egy sajatértéke 1/4 kozelében. Hatarozzuk
meg ezt a sajatértéket és a hozza tartozé sajatvektort az inverz iteracio alkalmazaséavall
—

4.16. (B) Hatdrozzuk meg az

5 9 8 1

9 5 9 2
A=18 9

: .. .. .. 9

1 2 ... 9 5]

matrix legnagyobb és legkisebb abszolut értékl sajatértékeit, ill. azt a sajatértéket, ami
15 koriil van! =


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/powmeth.m

4.17. (H) Hatérozzuk meg az 5 x 5-6s Hilbert-métrix legnagyobb és masodik legnagyobb
sajatértékét rangesokkentéssel! =—-

4.18. (M) Oldjuk meg a 4.17. feladatot a Householder-féle deflaciés eljaras segitségével!
=

4.2.3. Jacobi- és QR-iteraciok

4.19. A Jacobi-mddszernél az

a b
Stx
matrixhoz keresniink kell egy olyan
g_ | cos 6 sinf
| —sinf cos6

forgatdsi matrixot, mellyel az ST AS matrix diagonélis lesz. A 6 szogre teljesiilnie kell,
hogy cos(260) = 0 (a = d esetén) vagy hogy ctg(20) = (d — a)/(2b) (a # d esetén), ill. a
Pitagorasz-tételnek (4.5. tétel). Igazoljuk, hogy az s := sinf és ¢ := cos értékek meg-
kaphatok a 6 szog explicit kiszamitasa nélkiil is! Igazoljuk eldszor, hogy olyan szogekre,
melyekre a szereplo fliggvények értelmezve vannak, igaz a

tg? 0 + 2ctg(20) - tghd —1 =0

egyenloség, majd adjuk meg ebbdl az s és ¢ értékeket! —

LRIy

matrixokhoz tartozé S Jacobi-transzformacids matrixokat! =

4.20. Adjuk meg az

4.21. Végezziink el két 1épést az

A:

N DN W
N W N
W NN

métrixszal a Jacobi-mddszerrel (generaljuk a Jacobi-transzformacidkat az elsé sor harma-
dik és a masodik sor harmadik elemeivel), majd adjunk becslést a matrix sajatértékeire
a kapott iterdcios matrix alapjan! =—-



4.22. Végezziink el két 1épést az

DN NN W
NN W N
N W NN
W NN DN

métrixszal a Jacobi-mddszerrel (generédljuk a Jacobi-transzformdcidkat az els6 sor negye-
dik és a mésodik sor negyedik elemeivel), majd adjunk becslést a matrix sajatértékeire
a kapott iterdcios matrix alapjan! =—-

4.23. (B) Végezziink el a Jacobi-mddszerrel (balrdl jobbra és fentrél lefelé haladva a
matrix f64tl6 feletti részén) annyi iterdciés 1épést az A = tridiag([—1,2, —1]) € R5*5
matrixszal, mig a matrix foatlén kiviili részének Frobenius-norméaja az eredeti matrix
Frobenius-norméjanak 1/1000-e nem lesz! Adjunk becslést a matrix sajatértékeire a ka-
pott iterdcios matrix segitségével! =—

4.24. (H) Hatérozzuk meg annak a 10 x 10-es métrixnak a sajdtértékeit, melynek a
foatléjaban 4-esek allnak a tébbi elem pedig 1-es! =—-

4.25. Alkalmazzuk a QR-iterdciét az
1 3
St
matrix sajatértékeinek meghatarozasara! Végezziink el két iteracids 1épést, és ez alapjan
adjunk becslést a sajatértékekre! —-

1 2
e
matrix QR-felbontasat valamelyik tanult modszer segitségével, és végezziink el egy ite-
racios 1épést a QR-iteraciovall =

4.26. Hatarozzuk meg az

4.27. (8) Irjunk MATLAB programot, amely a QR-iterdcit hajtja végre az
[s,h]l=qriter(A,nmax,toll)

paranccsal, ahol A az a matrix, aminek a sajatértékeit meg szeretnénk hatarozni, nmax
a maximalis iterdcidoszam, és a toll toleranciaszint egy olyan leallasi feltételt ad, hogy ha
az iterdcids matrix féatlén kiviili részének Frobenius-normaéja kisebb, mint az A matrix
Frobenius-norméjanak toll szorosa, akkor mar leallithatjuk az iteraciét! A kimeno para-
méterek az iterdciés matrix f6atldjanak elemei (ezek) a sajatértékbecslések és ezek hibaja
(a Gersgorin-tétel alapjdn). —



4.28. Hozzunk létre egy olyan fels6 Hessenberg-matrixot, melynek ugyanazok a sajat-
értékei, mint az alabbi A matrixnak! Alkalmazzunk Householder-tiikrozést a transzfor-
maciéhoz!

A:

W =

1
4
1

=~ s W

—
4.29. Hozzunk létre egy olyan fels6 Hessenberg-matrixot, melynek ugyanazok a sajat-

értékei, mint az alabbi A matrixnak! Alkalmazzunk Householder-tiikrozést a transzfor-
macidhoz! Milyen alaku lesz a transzformalt matrix azon tul, hogy fels6 Hessenberg?

A_:

W = =
=~
=~ s W

—

4.30. (H) MATLAB-ban szamolva a részszamitdsokat, hozzunk létre egy olyan felsd
Hessenberg-matrixot, melynek ugyanazok a sajatértékei, mint az alabbi A matrixnak!
Alkalmazzunk Householder-tiikrozést a transzformaciéhoz!

4 3 21
3 4 3 2
A_2343
1 2 3 4

—

4.31. (H) Modositsuk a 4.27. feladatbeli programot gy, hogy a program hozza az A
matrixot Hessenger-alakra a QR-iteracié megkezdése elott! —-

4.32. (H) Adjuk meg a 4.30. feladatban szereplé matrix sajatértékeit a 4.31. feladatbeli
QR-iterdciés program segitségével! Legyen a toleranciaszint 107¢! —

4.33. (H) Adjuk meg az A = tridiag(1,—2,1) € R**20 m4trix sajatértékeit a 4.31.
feladatbeli QR-iteraciés program segitségével! Legyen a toleranciaszint 1078 —



5. fejezet

Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek megoldasa

5.1. Képletek, 6sszefiiggések

Az f(x) = 0 egyenlet megoldasat keressiik, ahol dltaldban f : R — R folytonos fiiggvény.
A megoldast el6szor a zérushelyek elkiilonitésével kezdjiik, azaz megadunk olyan in-
tervallumokat, amelyek tartalmazzak a zérushelyeket. Ebben segit az alabbi tétel.

5.1. Tétel (Elégséges feltétel zérushely létezésére egy intervallumban.) Ha
egy folytonos fiigguény esetén f(a)- f(b) <0 (a < b), akkor van olyan c € (a,b), melyre
f(c) =0, sét ha f szigorian monoton, akkor pontosan egy ilyen zérushely van csak.

Polinomok zérushelyeinek lokalizaciojat segiti az alabbi tétel.

5.2. Tétel (Polinomok zérushelyeinek lokalizdcidja.) A p(x) = a,a™+...+a1x+
ag (an,ao # 0) polinom zérushelyei az origd kozepli R = 1+ A/|ay,| ésr = 1/(1+ B/|aog|)
sugarak altal meghatdrozott korgyiriben vannak, ahol

A = max{|a,_1|,...,|aol}, B =max{|a,l,...,|a1]}

Az aldbbiakban felsoroljuk a legfontosabb nemlineéris egyenlet megoldé eljarasokat. A
tételekben k., mindig a maximalis iteracidoszamot és toll a ledllasi feltételekben hasznalt
toleranciaszintet jelentik. Az x* érték az f fliggvény egy zérushelye. Az algoritmus vég-
rehajtasa utan k értékébol tudhatjuk, hogy elértiik-e a kivant pontossagot: ha k < kpax,
akkor a pontossdgot elértiik, ha k = k.., akkor amiatt allt le az algoritmus, mert elértiik
a maximalis 1épésszamot.

44



5.3. Tétel (Az intervallumfelezési mdédszer konvergencidja.) Tegyiik fel, hogy
az [ figguény folytonos az [a,b] intervallumon és f(a) - f(b) < 0. Ekkor az

k=0
while k < kyax and (b—a)/2 > toll
r:=a+(b—a)/2
if f(z) =0 then
end
else
if f(z)- f(a) >0 then
a=x
else
b=z
end if
end if
k=k+1
end while
algoritmus dltal szolgdltatott xy, sorozatra xj, — x*, ahol x* az f figgvény egyik |a,b]-be

eso zérushelye, tovabbd igaz az

b—a
ok+1

xp — o] <
hibabecslés.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény kielégiti az alapfeltevéseket az [a, b] intervallumon,
ha van [a, b] belsejében zérushelye, legalabb kétszer folytonosan derivalhaté, és megfeleld
pozitiv konstansokkal 0 < my < |f'(x)] < M; <00 és 0 <mg < |f"| < My < o0 is igaz
minden x € [a, b] pontban.

5.4. Tétel (A hirmddszer konvergencidja.) FElégitse ki f az alapfeltevéseket az



la, b] intervallumon! Ekkor az

fa:= f(a), fb:= f(b)

k:=0,fr:=1

while k < kyax and |fz| > toll
z:=b—fb-(b—a)/(fb— fa), fr= f(z)
if fr-fa <0 then

b=z, fb:= fx
else

a:=ux, fa:= fx
end if
k:=k+1
end while

algoritmussal eldallitott xy sorozat tart az f(x) = 0 egyenlet egyetlen x* megolddsihoz, a
konvergencia elsorendii, és érvényes az

|Thp1 — 2¥| < Clay, — 27|
becslés, ahol C' = |xg — x*|Ms/(2my).

5.5. Tétel (A szelémddszer konvergencidja.) Teljesitse az f figguény az alapfel-
tevéseket az |a,b] intervallumon! Ekkor, ha max{|a — x*|,|b — 2*|} < 2my/Ms, akkor

a
fa:=f(a), fb:= f(b)
k:=0,fr:=1
while k < kya and |fz| > toll
r:=b—fb-(b—a)/(fb— fa), fx = f(z)
if |fx| < toll then
end
else
a:=bb:=x
end if
end while
szelomaodszerrel eloallitott xy sorozat monoton modon x*-hoz tart, és a konvergencia rend-
je (1 ++/5)/2 ~ 1.618. Tovdbbd érvényes az

k1 — 7| < Clag — 27|z — 27

becslés a C' = My /(2my) vdlasztdssal.



5.6. Tétel (A Newton-mddszer konvergencidja.) Teljesitse az f fiigguény az alap-
feltevéseket az [a, b] intervallumon! Ha az

x :=x,dr:=1,k:=0

while k < kyax and |dzx| > toll
dv = f(x)/f'(x)

r:=z—dx

k=k+1

end while

algoritmust olyan xo pontbdl inditjuk, melyre |xo— x*| < min{|a — z*|, |b—2*|, 2m, /M>},

akkor a mddszer dltal elddllitott x; sorozat masodrendben és monoton maddon konvergdl
az ¥ hatdrértékhez, tovdbbd érvényes az

|zp1 — 2| < Clay, — 2*?
becslés a C' = My /(2my) vdlasztdssal.

5.7. Tétel (Newton-mddszer monoton konvergencidja.) Tegyiik fel, hogy az f
fiigguény elsé és mdsodik derivaltja sem wvesz fel nulla értéket az x* zérushely és az xg
kezddpontok dltal meghatdrozott intervallumon, és f(xo)f"(xo) > 0! Ekkor a Newton-
mddszer dltal generdlt {xy} sorozat szigorian monoton sorozat lesz és x*-hoz tart.

Megjegyezziik, hogy a miiveletszamokat is figyelembe véve a fenti mddszerek koziil a
szelémodszer a leggyorsabb. Az intervallumfelezési médszer és a hirmodszer mindenkép-
pen megtalalja valamelyik zérushelyet az intervallum belsejében, a szel6 és a Newton-
modszer pedig csak akkor talalja meg a zérushelyet, ha megfelel6 helyrol inditjuk oket.

Nemlinearis egyenletek egy masfajta megoldasi modszere az un. fixpont iteracio,
amely a Banach-féle fixponttételt hasznalva allit el6 egy x*-hoz tartoé sorozatot. Ehhez
az f(x) = 0 egyenletet dtirjuk a vele ekvivalens x = F(x) alakra egy megfelel§ F' fiigg-
vénnyel. Az F fiiggvény kontraktivitasanak igazolasahoz hasznalhatjuk az 1.23. feladat
eredményét.

5.8. Tétel Legyen F : [a,b] — [a,b] kontrakcid, tovdbbd legyen F' legaldbb r-szer folyto-
nosan differencialhato gy, hogy

Fl(z*)=...= FU" = Y(z*) = 0,

és F)(z*) # 0. Ekkor az F dltal meghatdrozott fizpont iterdcid [a,b] barmelyik pontjdbdl
inditva r-edrendben tart az F fiigguény egyetlen [a,b]-beli fizpontjdhoz.



Nemlinedris egyenletrendszerek esetén az egyenletrendszer egy f: R* — R”,

fxy,...,zn) = (fi(xy, .. z0), oo [Ty, .o )

vektor-vektor fiiggvény segitségével felirhaté f(X) = 0 alakban, ahol X = (x1,...,2,) €
R™.

Amennyiben ekvivalens médon az f(X) = 0 egyenletet olyan X = F(X) alakra tudjuk
atirni megfelel6 F : R — R,

F(xy,...,z0) = (Fi(z1,. .o xn), .o Fo(zy, ..o )

fiiggvénnyel, melyre egy adott Xy helyrdl inditva az X1 = F(Xj) iterdciét az konvergal
egy X* vektorhoz, akkor X* nyilvanvaléan az egyenletrendszer egy megoldasa lesz.

Az Xy kezdovektort kitalalhatjuk pl. az egyenletrendszer megoldasara vonatkozoé va-
rakozasainkbodl, vagy n = 2 esetén abrazolhatjuk az f; és fo koordinatafiiggvények 0-hoz
tartozo szintvonalait és megsejthetjiik ezek koriilbeliili metszéspontjat, vagy egyszeriien
csak taldlomra elinditjuk néhany helyrol az iteraciot, bizva abban, hogy az konvergalni
fog.

Ha tudjuk igazolni, hogy teljesiilnek a Banach-féle fixponttétel feltételei egy bizonyos
halmazon, akkor az biztositja, hogy a halmazbdl tetszéleges pontrél inditva a fixpont
iteraciot, az az egyértelmien létezd fixponthoz fog tartani. A Banach-féle fixponttételt
alkalmazhatjuk pl. az aldbbi alakban.

5.9. Tétel (A Banach-féle fixponttétel nemlinedris egyenletrendszerekre. [3,
547. oldal, Theorem 10.6]) Tegyiik fel, hogy az T = F(T) egyenlet F iterdcids fiigg-
vénye a D n-dimenzids téglatartomdanyt onmagdba képezi, és folytonosan derivdlhato ko-
ordindtafiigguényer mindegyikére igaz eqy 0 < q < 1 szammal, hogy

<4

OF;
J— n'

8xj

Ekkor az Ty = F(®,) iterdcid tetszbleges ®y € D kezdbvektor esetén az F fiigguény
egyetlen D-beli x* fixrpontjihoz tart, tovdbbd érvényes az

k
— q — —
12k =20 = 71121 — @0

hibabecslés.
Egy specidlis fixpont iteraciét allit el6 a Newton-iteracio is.

5.10. Tétel (Newton-iterdcio konvergencidja nemlinedris egyenletrendsze-
rekre. [10, 283. oldal, Theorem 7.1]) Ha az f: R* — R" folytonosan derivdl-
haté fiigguénynek van & zérushelye eqy D C R™ nyilt, konvexr halmazon, valamint T



eqy kornyezetében az f fiigguény J Jacobi-mdtriza Lipschitz-folytonos, tovdbbd T -ban in-
vertdalhato, akkor létezik olyan kornyezete T*-nak, melynek barmelyik pontjabol elinditva
az

Ty = T, — (J(m)) " f(=)

iteraciot az mdsodrendben az egyenlet © megolddsdhoz tart.

5.2. Feladatok

5.2.1. Sorozatok konvergenciarendje, hibabecslése

5.1. Hatarozzuk meg az a, = 1/k és b, = 2% sorozatok konvergenciarendjét! — —

5.2. Hatéarozzuk meg az e = 1072 és fr = 10+ sorozatok konvergenciarendjét! —
—

5.3. Mekkora az aldbbi 2-hoz tarté szamsorozat konvergenciarendje? — —

.100000000000000
.040000000000000
.001024000000000
.000000000439805

NN NN

5.4. Igazoljuk, hogy az alabbi 5-hoz tarté sorozat konvergenciarendje (legaldbb) kettd!

.200000000000000
.080000000000000
.012800000000000
.000327680000000
.000000214748365
.000000000000092

oo o1 o 01 On

5.5. Tegyiik fel, hogy x* zérushelye egy f valds-valds fiiggvénynek, és hogy x egy tet-
szOleges olyan érték, hogy az x* és x kozti zart szakasz minden pontjaban f folytonosan
derivalhat6, és van olyan m; > 0 konstans, mellyel | f'(x)| > m;. Igazoljuk, hogy érvényes

" ()

|z — 2| <
my

becslés! — —



5.2.2. Zérushelyek lokalizacigja

5.6. Igazoljuk, hogy az f(x) = zlnz — 1 fiiggvénynek van zérushelye az [1, €] interval-
lumban! Hany zérushely van itt? — =—-

5.7. Hény zérushelye van a p(z) = z° — 222 4+ 4z — 4 polinomnak? Adjunk meg olyan
2-nél nem hosszabb intervallumokat, melyekben benne vannak a zérushelyek! — —-

5.8. Hény zérushelye van a p(z) = 23 — 22% + x — 1/10 polinomnak? Adjunk meg olyan
1-nél nem hosszabb intervallumokat, melyekben benne vannak a zérushelyek! — =—-

5.9. Hény megolddsa van az z2%e® = sinx egyenletnek? Hany pozitiv megoldds van?

Lokalizaljuk cket! Lokalizaljuk a legnagyobb negativ megoldast! —

5.10. Adjunk alsé és felsd becslést a p(x) = 2°—4x*+32?+51x—4 polinom zérushelyeinek
abszolut értékeire! — —

5.2.3. Intervallumfelezési mdodszer

5.11. Adjuk meg az 23 + 2 — 4 polinom zérushelyét 10~2-ndl kisebb hibéval tigy, hogy
az intervallumfelezési mddszert hasznaljuk az [0,4] intervallummal inditva az iterdciét!
Becsiiljiik meg eldre, hogy hany 1épésre lesz sziikségiink az adott pontossdgu megoldédshoz!
— =

5.12. Adjunk 1/10-nél kisebb hibdval becslést v/25-re az intervallumfelezési médszert
hasznalva! Becsiiljiik meg elore a sziikséges lépésszamot! — =

5.13. (B) [rjunk MATLAB programot, amely az intervallumfelezési médszert hajtja
végre! =—

5.14. (B) Adjuk meg az f(x) = e” — 2% — 3z +2 fiiggvény [0,1] és a g(z) = 2z cos(2z) —
(z + 1)? fiiggvény [-3,-2] intervallumbeli zérushelyeit! =

5.2.4. Newton-modszer

5.15. A Newton-moédszert hasznaljuk a 2sinz = x egyenlet megoldasara az zo = 2
pontbdl inditva. Az x; elso iteracids 1épés értékére 1.9010 adédott. Adjunk hozzavetole-
ges becslést arra, hogy hany iteracids 1épést kell elvégezniink ahhoz, hogy a megoldast
megkapjuk legaldbb 5 helyes tizedesjegyre! [7, 794. oldal] — =

5.16. Hany megoldésa van az e~ + 2% — 10 = 0 egyenletnek? Hatdrozzuk meg a pozitiv
megoldés(oka)t a Newton-médszer segitségével legaldbb hat helyes tizedesjegyre! —



5.17. Hatarozzuk meg az e™® = sin x egyenlet legkisebb pozitiv megoldasat a Newton-

mobdszer segitségével négy helyes tizedesjegy pontossiaggal! =—-

5.18. Hany valés zérushelye van a p(x) = 23 — 2 — 4 polinomnak? Az egyik meghata-

rozasara hasznaljuk a Newton-mddszert! Végezziink el annyi iteracids 1épést, hogy két
egymas utani kozelités eltérése kisebb legyen méar, mint 0.01! —

5.19. Hatdrozzuk meg az z* —x — 10 = 0 egyenlet legkisebb pozitiv megoldasit hdrom
helyes tizedesjegy pontossiggal! —

5.20. Alkalmazzuk az 5.5. feladat eredményét az f(z) = 22 — 2 fiiggvény pozitiv zérus-
helyének Newton-modszeres megkeresésének leallasi feltételeként! —-

5.21. Alkalmazzuk az 5.5. feladat eredményét az f(z) = cosx — x fiiggvény zérushelyé-
nek Newton-mddszeres megkeresésének ledllasi feltételeként! —-

5.22. Az f(x) = 2®—3x+2 fiiggvény * = 1 zérushelyének meghatarozdsara haszndltuk
a Newton-moddszert. Az iterdcié az alabbi sorozatot generdlja, ami nyilvanvaléan nem
masodrendben tart 1-hez. Mi ennek az oka? Mddositsuk gy a Newton-mddszert az adott
feladatra ugy, hogy az masodrendii legyen! — —

2

.5556
.2979
.1554
.0796
.0403
.0203

s

5.23. Igazoljuk, hogy ha f m-szer folytonosan derivalhat6 és z* f m-szeres zérushelye,
akkor az
f(zn)

L4+1 = T — MM
’ [ (k)

moédositott Newton-iteracié méasodrendben konvergens lesz! —» —

5.24. Igazoljuk, hogy a

o) = L)

f'(x)
fiiggvénynek f(z) minden zérushelyénél egyszeres zérushelye van! Javasoljunk egy olyan
moédositott Newton-mddszert ez alapjan, amelynél nem fordul el konvergenciarend-
csokkenés! —» —

5.25. Az f(z) = =323 — 52% + x + 1 fiiggvénynek van egy zérushelye a [—1,0] inter-
vallumban. Hasznalhatjuk-e a megoldds megkeresésére a Newton-mddszert az zo = 0
pontbdl indulva? — =



5.2.5. Hur- és szelomodszer

5.26. Hatdrozzuk meg az f(z) = cos(2x — 1) fuggvény [-1,1] intervallumbeli zérushelyét
a hurmoédszer segitségével! Végezziink el négy 1épést a modszerrel! —

5.27. Oldjuk meg az 5.26. feladatot a szelémoddszer segitségével! Végezziink el 6t itera-
ciés lépést! —-

5.28. (H) Hasonlitsuk 6ssze a szel6- és a Newton-mddszert az
f(z) = In(sin(z® — 122%)e” ' 4+ 1

fiiggvény legkisebb pozitiv zérushelyének megkeresésekor! Inditsuk mindkét médszert az
xg = 0.7-es értékrdl! A szelomddszer esetén legyen z; = 0.69. —

5.2.6. Fixpont iteraciok

5.29. Szemléltessiik grafikonon az x,.1 = F(xy) alaki fixpont iterdcidkat! Mutassunk
példat egy konvergens és egy nem konvergens esetre! =—

5.30. Az x5 = In(1+ %) — (x, — 22 /2) iterdcié fixpontja z* = 0. Adjuk meg a
fixpont egy olyan kornyezetét, ahonnét az iteraciot inditva az a fixponthoz tart! Mekkora
a konvergencia rendje? — —

5.31. Az f(x) = 22 — 2 = 0 egyenlet megolddsdnak meghatdrozasdra szeretnénk hasz-
nalni az ) )
i — 2 Ty — 2
xk+1:xk+A(k )+B(k3 )
T Ty

iteraciot. Hatarozzuk meg tugy A és B értékét, hogy a leheto legmagasabb rendii legyen
a konvergencia! — —

5.32. Adjunk meg olyan xp1 = F'(xy) alaki fixpont iteraciét, amely az xo = 0 pontbdl
inditva a 2 — 22 = 0 egyenlet pozitiv megolddsidhoz tart! Azt is adjuk meg, hogy a
javasolt médszerrel, mennyit kellene 1épni ahhoz, hogy a megolddst 107%-n4l pontosabban
megkozelitsiik! =—-

5.33. Az z = 0.5 + sinx egyenlet megoldasara alkalmaztuk az
2 ) =05 4+ sinz®, 2@ =1

iteraciot, és eredményiil az x* = 1.497300... értéket kaptuk. Mutassuk meg, hogy 10
iteracié utan mar megkaphattuk ezt a megoldast 6 helyes tizedesjegyre! =—-



5.34. Igazoljuk, hogy az
T 1

oyt = 5+ —
3 T

iteraciéval elGéllitott sorozat tetszéleges xg € [1,2] kezdéérték esetén 4/3/2-hez tart! Ha
xo = 2-rdl inditjuk az iteraciét, akkor hanyadik tagtél esnek mar a sorozat elemei a
hatarérték 1073-os kérnyezetébe? —

5.35. Az alabbi fixpont iterdcidkat hasznaljuk v/21 meghatirozasara az x, = 3 pontbdl
indulva. Vizsgaljuk meg a mddszereket konvergencia és konvergenciasebesség szempont-
jabol!l [3, 54. oldal]

o 2013]@71 + 21/3}%_1
N 21 ’

3 4
Tp_q4 — 21 0) = x Tp_q — 21y
a2 k=Tk-1—" — 5 57
’ 3 —21

a) Ty b) x, = 1 —

2
3xi_,

— =

5.36. Igazoljuk, hogy az

o f(z)
BT ) — Flan) f (o) [ 2 ()

iterdcié harmadrendben konvergél az f(z) fiiggvény x* zérushelyéhez, ha az egyszeres
zérushely! (Ez az in. Halley-féle iteracid.) =

5.2.7. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa
5.37. Tekintsiik az aldbbi nemlinedris egyenletrendszert [3, 548. oldal]
3.%'1 — COS(IQI‘g) — 1/2 = 0,

27 — 81(29 4+ 0.1)? +sinzz + 1.06 = 0,
e %2 4 203 + (10m — 3)/3 = 0!

Igazoljuk, hogy az egyenletrendszernek pontosan két megolddsa van a [—1,1] x [—1, 1] x
[—1, 1] kockdban! — —

5.38. (M) Hatdrozzuk meg az 5.37. feladat megoldésait 10~%-0s, maximumnormaban
mért hibavall =—

5.39. (H) Hény megolddsa van az

2} — 107 + 23 +8 =0
x1x§+x1—10x2+8:0

nemlinedris egyenletrendszernek a [—10, 10] x [—10, 10] négyzet belsejében? [3, 551. oldal,
5. feladat] =



5.40. (H) Igazoljuk, hogy az 5.39. feladatban szerepl6 nemlinedris egyenletrendszernek
pontosan egy megoldasa van a D = [0, 1.5] x [0, 1.5] négyzet belsejében! Hatarozzuk meg
ezt a megolddst 107%-0s pontossdggal maximumnormaban! =

5.41. (H) Hatédrozzuk meg az 5.39. nemlinedris egyenletrendszer megoldésait a Newton-
mobdszer segitségévell —r —

5.42. (H) Hatdrozzuk meg az

522 — 4> =0
y — 0.25(sinz + cosy) =0

nemlinedris egyenletrendszer [1/4,1/4]7 kozelébe es6 megolddsat a Newton-mddszer se-
gitségévell [3, 552. oldal, 6. feladat] —



6. fejezet

Interpolacié és approximacio

6.1. Képletek, 6sszefiiggések

Az interpolécids alapfeladat az, hogy a koordindta-rendszerben adott kiilonbozé absz-
cisszaju pontokhoz megkeressiik egy bizonyos fliggvényosztalybdl azokat az un. interpo-
lacios fliggvényeket, melyek grafikonja atmegy az 6sszes ponton. Csak azokkal az esetek-
kel foglalkozunk, amikor az interpolacios fiiggvényt a polinomok ill. a trigonometrikus
polinomok korében keressiik.

6.1.1. Polinominterpolacio

6.1. Tétel (Interpoldcids polinom egyértelmiisége.) Adott (xy, fi) (k=0,...,n)
pontok esetén egyértelmiien létezik eqy olyan L, legfeljebb n-edfoki polinom, melynek
grafikonja dtmegqy az dsszes adott ponton.

6.2. Tétel (Lagrange-féle elédllitds.) Az L, interpoldcids polinom az

Lu(z) = 3 fuli(x)

képlettel adhato meg, ahol

(x —x0) ... (v —xp_1)(x — Tp31) ... (x — )

(xp —x0) .- (T — xp—1) (T — Tps1) - - - (T — )

az x ponthoz tartozo un. Lagrange-féle alappolinom.
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6.3. Tétel (Newton-féle elbdllitds.) Az L, interpolicios polinom elddllithaté

Ln(z) = [0 f
+ [0, 21]f - (2 — o)
+ [zo, x1, 22| f - (v — xo)(x — 1) (6.1)
+ ...
+ [z, 1, .., xu)f - (x —x0) ... (T — Tpq)

alakban, ahol az egyiitthatoként szerepld un. osztott differencidk rekurziv modon hatdroz-
hatok meg az [xi)f = fi és

[T1, .. xs]f — [To,. ., Ts1]f
Ts — X

[xo,...,xs]f =
képletek segitségével.

Ha egy ismert f fiiggvény grafikonjarol valasztjuk az interpoldlandé pontokat, akkor
mérhetjitk az f fliggvény és a pontokra illesztett L, f interpolacids polinom pontonkén-
ti eltérését. Az E,(z) = (Lnf)(x) — f(x) értéket az x pontbeli interpolaciés hibédnak
nevezziik.

6.4. Tétel (Interpoldcids hiba.) Amennyiben f € C™™ az x pont és az xq,..., T,
alappontok altal meghatdrozott I intervallumban, akkor ez az interpoldcios hiba az
FrD(E)
E,(x) = ——"w,1(z
(@) = Lo (@)
alakban irhatd, ahol &, az I intervallum belsejébe esé megfeleld konstans, és wyi1(x) =
(x —xq) + ... (x —x,) az dn. alappontpolinom. Az alappontpolinom abszolit értéke be-
cstilheto a
h™tin!
i ()] <

formuldval, ahol h a leghosszabb osztointervallum hossza.

Altaldban nem garantalhato, hogy az interpoldciés hiba nullahoz tartson, ha egyre
tobb alappontot vesziink fel.

6.5. Tétel (Az egyenletes konvergencia egy elégséges feltétele.) Teqgyiik fel,
hogy az f figguény tetszblegesen sokszor derivdlhats az I = [a,b] intervallumon és van
olyan M pozitiv szdm, hogy az intervallum minden x pontjdban | f™) (x)| < M™. Ekkor, ha
az interpolacios alappontok mindig az I intervallumbol keriilnek ki, akkor az L, f inter-
poldcios polinomsorozat eqyenletesen tart az f fiigguényhez az I intervallumon, tovdbbad

n+1

CES] (b—a)"*t

[ Lnf — fllctas <



Az interpolacids hiba csokkenthet6, ha az interpolaciét un. Csebisev-alappontokon
végezziik el. A Csebisev-polinomok a [—1, 1] intervallumon a

To(x) =1, T\(z) =, Thy1(z) = 22T, 1 (x) — T)—a(x)
rekurzidval értelmezettek. T}, zérushelyei

(2k + 1)77) b —

alakban irhatoak.

6.6. Tétel (Csebisev-alappontos interpoldcié hibabecslése.) Amennyiben n + 1
Csebisev-alapponton interpoldalunk, akkor az interpoldcios hiba felsé becslésére teljesiil,

hogy

E n+1

[Enf@)] < (n+1)12»°
ahol M, 1 = maxze[,l’l]ﬂf(”“)(ac)\}. A Lipschitz-folytonos fiigguényeket Csebisev-alap-
pontokon interpoldlva L, f — [ egyenletesen a [—1, 1] intervallumon.

Amennyiben olyan polinomot keresiink az interpolacié soran, amelynek értékei és
derivéltjai is adottak az alappontokban, akkor Hermite—Fejér-interpolaciérol beszéliink.

6.7. Tétel (Hermite—Fejér-féle intepoldcids polinom egyértelmiisége.) Ha n+
1 alappont adott, akkor egyértelmiien létezik olyan legfeljebb 2n—+1-ed foki Hy, 1 polinom,
amely az alappontokban az elére megadott értékeket és derivaltértékeket vesz fel.

6.8. Tétel (Hermite—Fejér-féle interpoldcids polinom elddllitdsa.) Az Hermite—
Fejér-interpoldcios eloallithato a

Hopi1(z ka (1 —2(x — 2, (2) 2 (2 Z Wz — 2)2(x)

képlettel, ahol Iy, a k-adik alapponthoz tartozo Lagrange-féle alappolinom. Masfajta elddl-
litas nyerhetd az interpoldcios polinom Newton-féle eloallitasahoz hasonloan, ha minden
alappontot kétszer szerepeltetiink az osztott differencia tabldzatban, és két egyforma pont
elsorendt osztott differencidja helyett a pontbeli derivdltat szerepeltetyiik.

6.9. Tétel (Hermite—Fejér-féle interpoldcio hibdja.)

Fe2(&)

En(x) = H2n+1(x) - f(x) = - (2n+ 2)' wn—&-l(x)a

ahol &, eqy, az I intervallum belsejébe esd megfeleld konstans.



Az eddigiekben a tejes intervallumon ugyanazzal a polinommal interpolaltunk. Most
azt az esetet vizsgaljuk, amikor minden részintervallumon maés-més polinom biztositja az
interpolaciot.

6.10. Tétel (Szakaszonként linedris interpoldcié hibdja.) Legyen f € C?. Ha
olyan folytonos s figguénnyel interpoldalunk, amely minden részintervallumon legfeljebb
elsofoki, akkor az interpoldcios hibdra az
My
|s(z) = f(2)] < ?hQ
becslés érvényes, ahol My eqy felsé korldt f mdsodik derivdltjara, és h a szomszédos
alappontok kozotti mazimdlis tdvolsdg.

6.11. Tétel (Harmadfoki természetes spline-fiiggvény elbdllitdsa.) Teqgyiik fel,
hogy az xg, ..., x, alappontok egyforma h tdvolsaiga vannak egymdstol. Fkkor az a leg-
alabb kétszer folytonosan differencidlhato figguény melynek masodik derivdltja négyzeté-
nek integrdlja a teljes intervallumon minimdlis eqy szakaszonként legfeljebb harmadfoki
s fligguény lesz, amely az aldbbi modon hatdrozhato meg: Megoldjuk a

(21000 ... 00 0] ,
14100 ...000]|7[d fl—fto—?oh/fi
01410 ...00°0 d 27 Jo

i . L = J3—h

31 : : |
000O0O0O...141 d, : )
(00000 ... 01 2 | fo— fuo1 + Duh?/6 |

linedris egyenletrendszert a dy, . . ., d, értékekre, melyek s derivaltjait adjak meg az alap-

pontokban. Ezek utdn az eqyes szakaszok legfeljebb harmadfoki polinomjai Hermite—Fejér-
interpoldcioval hatdrozhatok meg.

6.12. Tétel (Harmadfoku természetes spline hibdja.) Legyen f € C4xg, x,] és
s az [ fiigguény harmadfoki spline-approximdcidja a h lépéskézi ekvidisztins xo < x1 <
... < x, alappontokon. Ekkor

s = FP Nl cmoen) < Coh* N f Dllogeoseals 7= 0,1,2,3,
ahol Co = 5/384, Cl = 1/24, Cg = 3/8 €s Cg =1.

6.1.2. Trigonometrikus interpolacio

6.13. Tétel (Diszkrét Fourier-egyiitthatok szadmitdsa pdros sok alappont ese-
tén.) Tegyik fel, hogy az x,, = 2mk/(n + 1) alappontokban adottak az fr € R érté-
kek (k = 0,...,n). Tegyiik fel, hogy n pdratlan. Ekkor egyértelmien létezik egy olyan



m = (n+1)/2-ed foki kiegyensilyozott t,, trigonometrikus polinom, melyre t,,(xg) = f
(k=0,...,n). A valds diszkrét Fourier-egyiitthatok az aldbbi mddon szamolhatdk:
Y LS feos(mr)
o = m = cos(mxy),
T+l w n+1 F b
k=0 k=0
2 n
aj:n+12fkcos(jxk) G=1,...,m—1),
k=0
2 & . . .
j:nﬂszsm(]xk) (Gj=1,...,m—1).
k=0

Hasonlé képletek érvényesek akkor is, ha az alappontok szdma paratlan. Lasd a [/]
jegyzet 6.6. fejezet.

A trigonometrikus interpolacié miveletszama jelentosen csokkenthet6 a gyors Fourier-
transzformécié médszerének alkalmazasaval. Ennek részletes leirdsa megtalalhaté a a [4]
jegyzet 6.7. fejezetében.

6.1.3. Approximacié polinomokkal

Itt a célunk adott alappontokhoz meghatarozni az alappontokat legkisebb négyzetek ér-
telemben legjobban kozelité adott fokszamu polinomot. Ezt megtehetjiik normélegyenlet
és ortogonalis fliggvények segitségével is.

6.14. Tétel (Alappontokat legkisebb négyzetek értelemben legjobban kiozelitd
polinom meghatdrozdsa normdlegyenlettel.) Az (x;, f;) (1 = 1,...,n) pontokat
legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelits, legfeljebb k-adfoki (k < npg, —1) apz®+
...+ a1x 4 ag polinom egyiitthatoit az

a 1
1z 23 ¥ 0 !
2 k a1 Ja
1 zy x5 T
S : ay | = | Jf3
1 z, 22 xk '
" " B Qg i L fn i

tulhatdrozott linedris eqyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobb aps megol-
dasa adja.

6.15. Tétel (Legkisebb négyzetek értelemben legjobb kézelités ortogondlis fiigg-
vények segitségével.) Legyenek ¢1,...,¢r paronként ortogondlisak és normdltak az



Ty, ..., %, alappontokon, és legyen F = lin{¢1, ..., dr}, azaz a ¢; figguények dsszes line-
daris kombindcioja. Az (x;, f;) (i = 1,...,n) (kilonboz6 abszcisszdji) pontokat legkisebb
négyzetek értelemben legjobban kézelito ¢* fiigguény az F halmazbol a

¢*(x) = (6] (@ PHei()

=1

alakban irhatd.

Természetesen az utobbi tétel alkalmazasahoz eloszor el kell allitani az alapponto-
kon ortogonalis polinomokat. Mivel az 1, sin(jz), cos(jz) polinomok ortogonalis rendszert
alkotnak a szokasos alappontrendszereken, igy a legjobban kozelito trigonometrikus po-
linom az interpoléaciés polinom megfelel6 fokszamu polinomra valé csonkolasa lesz.

6.2. Feladatok

6.2.1. Polinominterpolacio
Interpolaciéo Lagrange és Newton mddszerével altalanos alappontokon

6.1. Hatédrozzuk meg a (—1,2), (2,4), (3,0), (4,2) pontok esetén az alappontokhoz
tartoz6 Lagrange-féle alappolinomokat és a pontokra illeszkedd interpolacids polinomot
Lagrange moédszerévell — —

6.2. Hatérozzuk meg a (—1,2), (2,4), (3,0), (4,2) pontokra illeszkedd interpolacios
polinomot Newton médszerével (vo. 6.1. feladat)! Allitsuk el6 az interpoléciés polinomot
Horner-alakban is! =

6.3. Hatdrozzuk meg az (1,5), (3,2), (4,3) pontokra illeszked6 interpoléciés polinomot
Lagrange és Newton mddszerével is! —-

6.4. Hany miiveletre van sziikség n + 1 alappont esetén a Lagrange- és a Newton-féle
interpolaciés polinomok helyettesitési értékeinek kiszamitasahoz? —

6.5. Hogyan csokkentheto a helyettesitési értékek meghatarozasanak miveletszama az
interpolaciés polinom Lagrange-alakjanak megfelel6 atalakitasaval? — =—-

6.6. Hatdrozzuk meg a (—1,2), (2,4), (3,0), (4,2) pontokra illeszkedd interpolacios
polinomot a baricentrikus interpolaciés formuldval (v6. 6.1. feladat)! A baricentrikus
interpolaciés formulat lasd a 6.5. feladatban. =—

6.7. Hatarozzuk meg az alabbi pontokat interpoldlé interpoldciés polinomokat valame-
lyik tanult moédszerrel!



a)l‘klg
fell4]6
b)fk468
C)xk1345\
fr4]6]8]0]
—

6.8. Igazoljuk, hogy az lx(z) (k =0,...,n) Lagrange-féle alappolinomokra teljesiil az

n
Z zplp(x) = 2°
k=0
egyenléség tetszoleges s = 0, ..., n természetes szam esetén! — —

6.9. A log, 3 értéket szeretnénk kozeliteni az f(z) = log, x fiiggvény xo = 2, x7 = 4 és
xro = 8 alappontokra illeszked6 interpolacios polinomja segitségével. Mekkora értéket ad
ez a kozelités, és mekkora a varhato hiba? —

6.10. Kozelitsiik /5 értékét az f(z) = /z fiiggvényt az 2 = 0,1,4,9 alappontokon
interpolalé polinom x = 5 pontbeli értékévell —

6.11. Az f(z) = 1/x fiiggvényt szeretnénk kozeliteni a [0.5, 1] intervallumon az ekvi-
diszténs felosztdshoz tartozé alappontokbeli fiiggvényértékekre illesztett p(z) interpola-
cios polinommal. Mekkora interpolaciés hibara szamithatunk, ha az osztéintervallumok
szama 107 —

6.12. Hogyan egyszertlsitheté az interpolaciés polinom meghatarozasa a Newton-maéd-
szerrel, ha az alappontok egyforma tavol vannak egyméastol? — —

6.13. Hatdrozzuk meg a 6.12. feladat mddszerével a (4,1), (6,3), (8,8) és (10,20) pon-
tokhoz tartozo interpoldcios polinomot! =

6.14. Az f(x) = Inz fiiggvényt szeretnénk kozeliteni az [1, 2] intervallumon az ekvidisz-
tans felosztdshoz tartozé alappontokbeli fiiggvényértékekre illesztett p(z) interpolécids
polinommal. Ha 20 osztdintervallumot hasznalunk, akkor mekkora interpolaciés hibéara
szamithatunk? —

6.15. Az f(x) = Inz fiiggvényt interpolaljuk az [1,2] intervallumon ekvidiszténs alap-
pontokon. Igaz-e, hogy az interpolacids polinomok egyenletesen tartanak az Inx fiige-
vényhez az adott intervallumon, ha a felosztasok szama végtelenhez tart? —



6.16. Hatdrozzuk meg az f(z) = 1/x fliggvény esetén az [xy, ..., x,]f n-edrenil osztott
differenciat! —

6.17. Hatédrozzuk meg az f(x) = 2! fiiggvény esetén az [z, . . ., z,] f n-edrenti osztott
differenciat! =—

6.18. (B) [rjunk MATLAB programot, amely meghatarozza a Newton-féle osztott dif-
ferenciakat, és adott pontokban kiszamitja az interpoldcids polinom értékét! —-

1
/ sin(x?) dz
0

integralra ugy, hogy az integralt a 11 ekvidisztéans eloszlasi alappontban interpolalo
polinom integraljaval kozelitjiik! —-

6.19. (H) Adjunk becslést az

6.20. (M) A vizgéz nyoméasa (Hgmm) az aldbbi médon fiigg a homérséklettél (°C):
T| 40| 48| 56| 64| 72
p| 55.3 8371238 |179.2 | 254.5

Hatarozzuk meg az interpolaciés polinomot, és becsiiljiik a goznyomast T' = 50°C' esetén
2, 151. oldal]! =

6.21. (B) A

w/2 dt
0 vV1—msin“t

elliptikus integral értékei kiillonboz6 m értékekre az alabbiak (két tizedesjegyre kerekitve).

m | 0.00 | 0.20 | 0.40 | 0.60 | 0.80
K | 1.57]1.66 | 1.78 [ 1.95 | 2.26

Hatarozzuk meg az interpolacios polinomot és becsiiljiik az integral értékét az alabbi m
értékek esetén: m = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9! —

Interpolacié Csebisev-alappontokon

6.22. Interpolaljuk a sin(mx/2) fiiggvényt a [—1, 1] intervallumon két Csebisev-alap-
pontot hasznalva! Irjuk fel az interpolaciés polinomot és becsiiljiik meg az interpolacids
hibéat! —

6.23. Hany Csebisev-alapponton kellene interpolalni a sin z fiiggvényt a [0, 7] interval-
lumon, hogy az interpolaciés hiba 10~6-n4l kisebb legyen? —



6.24. (H) Adjunk becslést az
1
/ sin(z?) dz
0

integralra gy, hogy az integréalt a harom Csebisev-alappontban interpolalé polinom in-
tegraljaval kozelitjiik. =

6.25. Igazoljuk, hogy a Runge-példdban szerepld f(z) = 1/(1+2?) fiiggvényt a [-5,5] in-
tervallumon Csebisev-alappontokon interpolalva az interpolaciés polinomok egyenletesen
tartanak f-hez, ha az alappontok szama végtelenhez tart! — =—-

Hermite-interpolacio

6.26. Tekintsiik azt a legalacsonyabb foku ¢ polinomot, amely dtmegy az (1,0), (2,3),
(3,1) pontokon és ¢'(1) = ¢'(2) = ¢/(3) = 1. Mekkora ezen polinom helyettesitési értéke
az x = 4 pontban? —

6.27. Kozelitsiik az f(x) = sin x fiiggvényt Hermite—Fejér-féle interpolédcids polinommal
az x = 0, = 7/2 alappontokon! Becsiiljiik meg az eredmény alapjan sin(mw/4) értékét!
=

Szakaszonkénti polinomialis interpolacio

6.28. Tekintsiik az f(z) = sin?z fiiggvény grafikonjardl a (kn/(n + 1), f(kn/(n + 1))
pontokat (k =0,1,...,n+1)! Tegyiik fel, hogy az adott pontok koziil a szomszédosakhoz
tartozo szakaszokon legfeljebb elséfokd polinommal interpoldlunk, és igy az egész [0, 7]
intervallumon a p(z) interpolécids fiiggvényhez jutunk. Mekkora legyen n értéke, hogy
|/ = pllcioa < 107° teljesiiljon? =

6.29. Tekintsiik az f(z) = /z figgvény értékeit az z, = 1+ k/n (k = 0,1,...,n,
n pozitiv egész) alappontokban! Minden részintervallumon illessziink az intervallum két
szélén felvett fliggvényértékekre és az intervallum felezopontjaban vett fliggvényértékre
egy-egy legfeljebb masodfoku polinomot! Jeloljiik azt a fiiggvényt s-sel, amelynek az egyes
intervallumokra valo lesziikitései éppen a fenti interpolaciés polinomok! Mekkora legyen n
értéke legalabb, hogy tetszbleges T € [1, 2] pontban igaz legyen, hogy s(z)— f(Z)| < 10787
_—

6.30. Igazoljuk, hogy ha egy f € C? fiiggvényt interpoldlunk harom ekvidisztéans h
tavolsagu racspontban, akkor az interpolacios hibat feliilrol becsli a

h3 "
oo @)}

kifejezés [5, 3.12. feladat]! =—



6.31. Jelolje s(z) az (xg — h, f-1), (x0, fo) és (o + h, fi) pontokat interpoldld, szaka-
szonként harmadfoki természetes spline-fiiggvényt! Igazoljuk, hogy s'(x¢) megegyezik az
elsé derivalt adott alappontokon vett masodrendii kozponti kozelitésévell —-

6.32. Hatdrozzuk meg a (-1,2), (0,0) és (1,1) pontokat osszekotd szakaszonként har-
madfoku természetes spline-fiiggvényt! —

6.2.2. Trigonometrikus interpolacio

6.33. Hatdrozzuk meg a (0,1), (27/3,2) és (47/3,0) pontokra illeszked§ legalacsonyabb
fokszamu trigonometrikus polinomot! — —

6.34. Adjuk meg a (0,—1),(7/2,3), (m,0), (37/2,1) pontokhoz tartozé legalacsonyabb
foku trigonometrikus interpoléacids polinomot! =—-

6.35. Mutassuk be a gyors Fourier-transzformacié elonyét paros alappont esetén! =—-

6.36. Mutassuk be a gyors Fourier-transzformacio elonyét akkor, ha az alappontok n+1
szama n + 1 = tyto alakban irhatd, ahol t; és to két pozitiv egész szam! —-

6.2.3. Approximacié polinomokkal és trigonometrikus polinomok-
kal

6.37. Adjuk meg a (0,1), (0,2), (1,2) és (3,0) pontokat legjobban kozelit6 legfeljebb
elséfoki polinomot a normélegyenlet segitségévell — —

6.38. Hatarozzuk meg a 6.38. feladatban szerepl6 pontokat legkisebb négyzetek érte-
lemben legjobban kozelitd legfeljebb méasodfoku polinomot a normélegyenlet segitségével!
— =

6.39. Hatdrozzuk meg a (-1,2), (0,1), (1,3) és (3,0) pontokat legkisebb négyzetek érte-
lemben legjobban kozelitd legfeljebb els6fokii polinomot ortogondlis polinomok segitsé-
gévell —

6.40. Hatarozzuk meg a 6.39. feladatban szerepl6 pontok legkisebb négyzetek értelem-
ben legjobb kozelitését ortogonalis polinomok segitségével! —

6.41. Melyik az az elsofoku trigonometrikus polinom, amelyik legkisebb négyzetek ér-
telemben a legjobban kozeliti a (0,0), (7/3,1), (27/3,2), (37/3,3), (47/3,4), (57/3,5)
pontokat? — —



7. fejezet

Numerikus derivalas és numerikus
integralas

7.1. Képletek, osszefiiggések

Numerikus derivalas

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet egy fiiggvény derivaltjait ko-
zeliteni adott pontokban ismert fiiggvényértékek segitségével.

Ha egy megfeleléen sokszor derivalhato f fiiggvény egy tetszéleges derivaltjat az xy pont-
ban Df, és ennek kozelitését Af(h) jeloli (h argumentum azt fejezi ki, hogy a kozelités
fiigg az alappontok h tavolsagatdl), akkor a kozelités rendje r, ha |[Df — Af(h)| = O(h").
Bevezettiik a haladd, retrograd és kozponti differencidkat.

f(xt)"‘h)—f(xo).

e A halad¢ differencia az xy pontban: Af, =

h
— —h
e A retrograd differencia az xy pontban: Af_ = f(zo) i(% )
e A kozponti differencia Af. := Afr ; Af- = flwo + h)2—hf(xo — h).

A maésodik derivalt kozelitésére a

Afy = Af flzo+h) —2f(x0) + f(wo — h)

2p
Afe=—73—""7= n?

formulét alkalmazzuk.

A haladé és a retrograd formuldk f € C? esetén elsérendii, a kdzponti formula f € C3,
a A%f. formula f € C* esetén méasodrendii kozelitést adnak.
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A lépéstavolsag-dilemma a hibaval terhelt adatokat tartalmazé numerikus derivalasi 1é-
péskoz megvalasztasara vonatkozik.

A fenti fogalmak részletesen megismerhetdk a [/] konyv 7. fejezetébdl.

Numerikus integralas

A numerikus integralas azt vizsgalja, hogy egy fiiggvény néhany helyen vett fliggvény-
értékének segitségével hogyan lehet kozeliteni a fliggvény hatarozott integréljat. Erre
szolgalnak az interpoldcids mddszerek, amikor a fiiggvényértékekre illesztett interpoléci-
6s polinomok integraljaval kozelitjiik a tényleges integralértéket.

Specialis klasszikus kvadraturaformuldk a trapéz, érinto- és Simpson-formulék, amikor a
fiiggvény két illetve harom pontjara illesztiink alacsony fokszamu interpolaciés polino-
mot. Ha finomodd, h 1épéskozii racshaldkra illesztiink alacsony fokszamu interpolacios
polinomot, akkor klasszikus ¢sszetett kvadraturaformulakrol beszéliink. Utobbiak konver-
gencidja és annak sebessége 1ényeges kérdés. Egy Osszetett kvadratiraformula kozelitését
r-ed rendiinek nevezziik a h 1épéskozii ekvidisztans racshalon, ha a pontos és a numerikus
integral eltérése O(h").

o Az bsszetett trapézformula f € C?[a, b] fiiggvények esetén masodrendii.
o Az Osszetett érintéformula f € C?[a, b] fiiggvények esetén masodrenddi.
o Az dsszetett Simpson-formula f € C4[a, b] fiiggvények esetén negyedrendii.

A Richardson-extrapolacio a kiilonb6z6 racshalokon vett kozelitések kombindlasaval no-
veli a pontossagot (rendet). A numerikus integralé formulédk koziil a Romberg-mdédszer
ezen alapul. A Gauss-féle alappontmegvélasztassal a numerikus integralas rendjét tudjuk
novelni.

A fenti fogalmak kozil a klasszikus kvadratiraformulak részletesen megismerhetdk a [/]
konyv 8.2 fejezetébdl. Az dsszetett kvadraturaformuldkat a 8.3 fejezet tartalmazza. A
Romberg-maodszer a 8.4 fejezetbdl ismerhetd meg, mig a Gauss-kvadratirdkkal a 8.5 fe-
jezet foglalkozik.

7.2. Feladatok

7.2.1. Numerikus derivalas

7.1. Mit approximal a

—3f(x0) + 4f(zo + h) — f(z0 + 2h)
2h
kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibajat! —-




7.2. Mit approximal az

f(zo —2h) = 8f(xo — h) +8f(xo + h) — f(xo — 2h)
12h

kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibajat! —

7.3. Mit approximal a

—f(SC(] - 2h) + 16f($0 - h) - 30f($0) + 16f<$0 + h) - f(ﬂ?o + 2h>
12h

kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibajat! —

7.4. Mit approximal az

f(zo —2h) —4f(xo — h) +6f(x0) — 4f(x0 + h) + f(x0 + 2h)
ha

kifejezés? Hatarozzuk meg a kozelités hibgjat! —-

7.5. Adjuk meg az
/ _ flmo+h) — f(zo + 2h)
f'(xo) = o
kozépponti szabaly e-hibaval megadott fiiggvényértékek melletti optimalis h 1épéshossz
megvalasztasat! —-

7.6. Adjuk meg a 7.2. feladatban szerepld kifejezés felsé hatarolo fliiggvényét e pontos-
sagu adatok esetén! Hatarozzuk meg az optimalis h lépéshossz értékét! —

7.7. Hatarozzuk meg a masodik derivaltat masodrendben kozelité centralis differencia
fels6 hatarold fiiggvényét e pontossagu adatok esetén! Hatarozzuk meg az optimalis h
lépéshossz értékét! —

7.8. Approximéljuk az f”(x¢)-t az f(xg — h), f(xo) és f(xg+ h) értékekbdl az
Af(zo = h) + Bf(w0) + Cf(xo + h)

kifejezéssel, ahol A, B és C adott allandék! Adjuk meg a pontos feltételt az A, B, C
szamokra! —

7.9. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely a sin”(0.5) = —0.479425538604203
értéket a masodrendii centralis differenciaval kozeliti! Magyarazzuk meg, hogy miért in-
gadozik a 1072, 1073, 107, 107> és 107° 1épéskozok mellett az abszolit értékben vett
hiba! =—



7.10. (H) Az aldbbi kozelité kifejezések koziil valasszuk ki azokat, amelyekkel lehet
kozeliteni az f'(1), f”(1) és f”(1) derivaltakat és hatarozzuk meg, hogy a mddszerek
milyen kozelité értéket adnak!

f(xo +h) — f(xo)

(o [t H =TI,
f(xo) — fzo —h)
oy Mol = e =)
f(xo+h) —2f(x0) + f(zo — h)
<C> h2 )
(d) f(zo + 2h) _2];L(2x0+h)+f(x0)’
(©) —f(xog+ h) +3f(xo+2h) — 3f(xo + 3h) + f(xo + 4h)
h3 ’

() —2f(xog+ h) —3f(zo+2h) + 2f(xo + 3h) + 2f(zo + 4h)
h3 ’

ha az f fiiggvény fiiggvényértékeit az alabbi tablazat tartalmazza:

x | 100 | 1.05 110 | 115 | 1.20 1.25
f(z) | 1.00000 | 1.02470 | 1.04881 | 1.07238 | 1.09544 | 1.11803 |

7.1. tablazat. Adott alappontokhoz tartozo fiiggvényértékek.

—

7.2.2. Numerikus integralas

1
/ 2% dx
0

integral értékét érintd-, trapéz- és Simpson-formulaval! Mekkora a hiba? =—-

1
1
/ dx
0 1+x2

integral értékét a [0, 1] intervallum hdrom részre vald felosztasaval Gsszetett trapézfor-
mulaval! Mekkora a hiba? —

7.11. Szamitsuk ki az

7.12. Szamoljuk ki az




7.13. Hatdrozzuk meg a 7.12. feladat esetén hany intervallum kell ahhoz, hogy 1075
pontossaggal megkaphassuk a pontos értéket! =—-

7.14. (H) Hatédrozzuk meg a 7.12. feladatbeli integral pontos értékét! Az intervallum-
szamok novelésével vizsgaljuk meg az egyes Osszetett kvadraturaformuldk konvergencia-
rendjét szamitégép segitségévell —

7.15. (H) Szamoljuk ki az
2
/ (2° = 32° + 22+ 1) dx
-2

integral értékét a [—2,2] intervallum 23 részre valé felosztdsaval osszetett trapézformu-
lavall —

7.16. (B) Irjunk olyan MATLAB programot, amely n részre torténd osztéssal, dsszetett
trapézformulaval kozeliti az integral értékét! —-

7.17. (BH) Modositsuk a 7.16. feladatban megirt programunkat 1gy, hogy az el6zé fel-
adatot Osszetett érintéformuldval oldja meg! —

7.18. (BH) frjunk olyan MATLAB programot, melyben kivélaszthatjuk, hogy az adott
integral értékét mely médszerrel (Gsszetett érinté-, trapéz- és Simpson-formula) és hény
intervallumra torténo6 osztassal kozelitjilk! =—-

7.19. Hatdrozzuk meg a zart N** Newton-Cotes-egyiitthatékat! —

7.20. Hatdrozzuk meg az 2 + cos(2+/x) fiiggvény kozelitd integréljat a [0, 2] intervallu-
mon a 7.19. feladatban kiszamolt egyiitthatok segitségével! —-

7.21. Készitsiik el a harom pontra illeszked6 Gauss—Legendre-formulat! =—-
7.22. Készitsiik el a harom pontra illeszkedé Gauss—Csebisev-formulat! —
7.23. Hatarozzuk meg a Gauss—Csebisev-formulaval az
/1 x4
——dx
1V 1-— 1-2
integral kozelito értékét! —-

7.24. Keressiink olyan ¢; konstansokat, hogy az

/O f(2)de ~ e f (1) + eaf (2) + eaf(4)

kozelito integralas minden legfeljebb masodfoku polinomra pontos legyen! —



7.25. (H) Tekintsiik az alabbi integralt:

0.8
/ (0.2 + 252 — 2002% + 6752 — 900x* + 4002°) duv.
0

Hatarozzuk meg a kozelito integral értékét a Richardson-extrapolaciéval, ha a MATLAB-
ban a Crank—Nicolson-sémat hasznaltuk a médszer inditdasahoz sziikséges numerikus ér-
tékek szamitasahoz 1, 2 és 4 intervallumszam esetén! Szamitsuk ki a hibaszamitashoz az
integral pontos értékét és vessiik Gssze a modszerek josagat is! =

7.26. A 7.25. eredményeit figyelembe véve alkalmazzuk a Romberg-mddszert gy, hogy
a modszer a pontos integral értékét negyed-, hatod-, illetve nyolcadrendben kozelitse!

=

7.27. Hatérozzuk meg Romberg-médszerrel 1078 pontossdggal a Gauss-fiiggvény integ-
raljat a [0, 1] intervallumon! —

7.28. (BH) frjunk olyan MATLAB programot, amely Romberg-mdédszerrel kozeliti az

/ sin(z) dx = 2
0

integrél értékét, ha a fiiggvény bemen6 paramétere az extrapolacios lépésszam! —



8. fejezet

A kozonséges differencialegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus
modszerel

8.1. Képletek, Osszefiiggések

Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenletek kezdetiérték-feladatainak nume-
rikus megoldésait vizsgaljuk. Szokdsos mddon az elsérendii differencidlegyenleteket vizs-
galjuk, azaz az y'(t) = f(t,y(t)) egyenletet az y(0) = yo kezdeti feltétellel. A numerikus
megoldas az ismeretlen y(t) fliggvény egy t; = ih (i = 0,1,..., N) racshalén valé ko-
zelitését jelenti, ahol az y(t;) kozelitését jelentd y; értéket valamilyen képlet segitségével
hatarozzuk meg.

Megkiilonboztetjitk az egylépéses modszereket (amikor csak a t;_; pontbeli kozelitést
hasznéljuk y; kiszdmoldsdra) és a tdbblépéses mddszereket (amikor tobb megel6z6 pont-
beli kozelitést hasznalunk y; kiszdmoldsara). A mddszerek pontossigét a lokélis approxi-
maciés hiba jellemzi, amely azt fejezi ki, hogy a pontos megoldas racshalén vett vetiilete
h milyen rendjében elégiti ki a numerikus megoldast meghatarozé sémat.

Az egylépéses modszerek koziil kiemeljiik az alabbiakat.
e Explicit Euler-médszer: y; = y;—1 + hf(ti—1,yi—1)-
e Implicit Euler-mddszer: y; = y;—1 + hf(t;, v;).
e A Crank—Nicolson-médszer: y; = y;—1 + 0.5h(f(t;io1,vi-1) + f(ti, ys))-

Az els6 két modszer elsérendil, mig a harmadik médszer masodrendii. Ezek altalanositasa
a 6-moédszer, amelynek specidlis esetei a fenti modszerek. A fenti modszerek koziil a
masodik és harmadik is implicit, azaz y; meghatarozasa csak egy egyenlet megoldasaval
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lehetséges. Ennek kikiiszobolésére ezeket a modszereket explicitté tehetjiik az algoritmus
modositasaval. fgy szarmaztathatok a javitott Euler-, illetve az Euler—-Heun-mdédszerek,
ill. ezek altalanositasaként a Runge Kutta-tipusi modszerek, amikor is az in. Butcher-
tablazat segitségével tobb koztes érték segitségével szamoljuk ki az ;1 értékbdl az y;
értékét. Ezek a modszerek a koztes értékek szamdatdl (az tn. 1épesdszamtdl) fliggden
altalaban magasabb rendben pontosak.

Az egylépéses modszerek altalanositasa a linearis tobblépéses mddszerek, amelyek alakja

aoyi + a1yi—1 + -+ apYicm = h(bofi + 01 fici + -+ b fimm), t=mm+1,...,

ahol f; = f(t;,y:), és ax és by a mddszert definidlé adott paraméterek. Ezek a mdd-
szerek by értékétol fiiggben szintén lehetnek explicitek (by = 0) és implicitek (by # 0).
Pontossdgukat az m lépésszam hatarozza meg.

Fontos kérdés a numerikus megoldas rogzitett racshaléon vald viselkedésének vizsgalata.
Ilyenek az A-stabilitas, illetve az erds stabilités.

A fenti fogalmak részletesen megismerheték a []] konyv 9. fejezetébdl. Ezen belil a 9.5.2
szakasz a nevezetes eqylépéses modszerekkel, a 9.4 szakasz pedig a Runge—Kutta-maod-
szerekkel foglalkozik. A linedris tobblépéses modszerekkel a 9.5 fejezetben ismerkedhetiink
meg. Az A-stabilitdast a 9.6 fejezet ismerteti.

8.2. Feladatok

8.2.1. Egylépéses mddszerek

8.1. Hatarozzuk meg az alabbi mddszerek konzisztenciarendjét:
(a) explicit Euler,
(b) implicit Euler,

(c) Crank-Nicolson,

(d) #-modszer!

— =

8.2. Tekintsiik az
y(t) =1 —10y(t)
y(0) =0

kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a t = 2 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 1épéskozok esetén, ha a mddszer


http://hu.wikipedia.org/wiki/Runge-Kutta-m�dszer

a) explicit Euler,

(
(b) implicit Euler,

)

)

(c¢) Crank—Nicolson,
(d) javitott Euler,
(e) Euler-Heun!

— =

8.3. Tekintsiik az

i) = 20

y(1) =1
kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a t = 2 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 1épéskozok esetén, ha a mddszer
(a) explicit Euler,
(b) implicit Euler,
(c) Crank—Nicolson,
(d) javitott Euler,
(e) Euler-Heun!

o

8.4. Tekintsiik az

Ay(t) = ty(t) + 2
y(0) =3

kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a t = 2 pontban h =

1/2,1/4,1/8,1/16 1épéskozok esetén, ha a mddszer

(a) explicit Euler,

(b) implicit Euler,

(¢) Crank—Nicolson,
)

(d) javitott Euler,



(e) Euler—Heun!

—

8.5. Tekintsiik az
y(t) + 0.4y(t) = 3e™"
y(0) =5
kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldas kozelité értékét a t = 3 pontban h =
1/2,1/4,1/8,1/16 1épéskozok esetén, ha a mddszer
(a) explicit Euler,
(b) javitott Euler,
(¢) Euler-Heun!

o

8.6. (B) Hatédrozzuk meg a 8.2.-8.5. feladatok mddszerei koziil melyek explicit m6d-
szerek! Irjunk olyan MATLAB programokat, amelyek megoldjak a 8.2.-8.5. feladatokat!
e

8.7. (H) Alkalmazzuk a 8.2.-8.5. feladatokra a MATLAB ODE45 beépitett modszerét!
—

8.8. (M) Szamitsuk ki a 8.3. feladat pontos megoldasat és vessiik 6ssze a kapott nume-
rikus megoldasokkal! A 1épéskoz felezésével a hiba kiilonb6z6 mértékben csdkken. Mivel
magyarazhaté ez? —-

8.9. Vilasszuk meg az Yny1 = yn+h[clf<tn7 yn)+c2f(tn+ah7 yn+bhf(tna yn))] egylépéses
modszerben a ¢y, ¢o, a, b paraméterek értékeit tigy, hogy a mdédszer rendje minél magasabb
legyen! —

8.10. frjuk fel a 8.2. feladat explicit modszereinek Butcher-tablazatat! —-

8.11. frjuk fel képlet alakban a Butcher-tablazattal megadott klasszikus negyedrendii
Runge-Kutta-médszert! —-

8.12. frjuk fel képlet alakban az aldabbi Butcher-tdblazat formaban megadott Runge-
Kutta-mddszereket! —

(a 0/ 0 0 0
1/211/4 1/4 0
1|0 1 0

| 1/6 2/3 1/6




) 0]l 0 0 0
1/211/2 0 0
1 |-1 2 0
1/6 2/3 1/6
@ o]lo0o 0 0 0
1/211/2 0 0 0
1/21/4 1/4 0 0
110 -1 2 0
1/6 0 2/3 1/6
(d) 1/3|1/3 0
1|1 0
3/4 1/4

8.13. frjuk fel képlet alakban az alabbi Butcher-tablazat formédban megadott implicit
Runge-Kutta-médszereket!

(a) 1]1
1

(b) 1/2]1/2
1/2
(c) 0] 0 0
1

1/2 1/2
[1/2 1/2

—

8.14. Butcher-tablazat segitségével hatarozzuk meg a 8.10.-8.11. feladatokban szerepld
moédszerek rendjét! — =—

8.15. Irjuk fel az aldbbi explicit Runge-Kutta-médszerek Butcher-téblézatét!

(8) Ynr1 =Y + 0f(tn + 5hyyn + 5hf(tn, yn))

(b) Y1 = Yo + h[(1 = 55) f (s yn) + 55 [ (tn + @hyyp + ol f (o, yn))]

(©) Ynsr =Yn+ 1[5 (tayn) + 3F (b + 2h,yn + 2 f(tn + 2, yn + 3 f (s yn)))]
(d) Yngr = Yn + 0 [5F (oo yn) + 2F (tn + 20, yn + 3 (tns Un)) |

(©) Yns1=Yn + 0 [(1=0) f (tn,yn) + O (tnt1, Ynt1)]



— =

8.16. Hatarozzuk meg az alabbi mddszerek stabilitasi fiiggvényét!
(a) explicit Euler
(b) implicit Euler
(c) Crank—Nicolson
(d) 6-médszer
(e) javitott Euler
(f) Euler-Heun
(g) implicit kozéppontszabaly

— =

8.17. Hatarozzuk meg, hogy a 8.16. feladat mddszerei koziil melyek A-stabilak! —
—

8.18. (BH) [rjunk olyan MATLAB programot, amely az RK1, RK2, RK3 és RK4 méd-
szerek stabilitasi tartomanyait abrazoljal —

8.19. (B) [rjunk olyan MATLAB programot, amely a 8.18. feladat stabilitdsi tartoma-
nyainak hatarvonalait egy dbran jeleniti meg! —

8.20. (8) Irjunk olyan MATLAB programot, amely az implicit Euler és Crank—Nicolson-
mobdszerek stabilitdsi tartomanyait dbrazoljal —

8.21. Tekintsiik az alabbi tesztfeladatot:

y(t) = My(t), tel0,00), A €R,
y(0) = 1.

A 8.1 tablazatban a kiilonboz6 A értékekkel kitiizott tesztfeladat numerikus megoldédsa-

nak hibdit lathatjuk a ¢ = 1 pontban.

Adjunk magyarazatot arra, hogy miért viselkednek ennyire eltéréen az explicit és implicit

Euler-modszerek bizonyos h értékek esetén! —

8.22. Vilaszoljuk meg az alabbi Crank—Nicolson-mdédszerrel kapcsolatos kérdést! Ho-
gyan viselkedik a médszer h > 2/(—\), A € R™ esetén? —



A=-9 A=-99 A= —-999
h EE IE EE IE EE IE
0.1 3.07e-01 | 1.20e-01 || 3.12e+409 | 9.17e-02 || 8.95e+19 | 9.93e-03
0.01 1.72e-02 | 1.60e-02 || 3.62e-01 | 1.31e-01 || 2.38e+495 | 9.09e-02
0.001 | 1.71e-03 | 1.60e-03 || 1.90e-02 | 1.75e-02 || 3.67e-01 | 1.32e-01
0.0001 || 1.66e-04 | 1.65e-04 || 1.78e-03 | 1.68e-03 || 1.92e-02 | 1.76e-02
0.00001 || 1.66e-05 | 1.65e-05 || 1.82e-04 | 1.82e-04 || 1.83e-03 | 1.83e-03

8.1. tabldzat. Hibaértékek Euler-mddszerek esetén adott A és A\ értékek mellett.

EE IE
Yo 0 0
y1 || 0.50000 | 0.08333
Yo || -1.50000 | 0.09722
ys || 6.50000 | 0.09936

8.2. tablazat. A h = 1/2 lépéskozre szamolt numerikus értékek.

8.23. Tekintsiik a 8.2. feladatban szerepl6 kezdetiérték-feladatot. Adjuk meg azon h
kritikus 1épéskozértéket, amely mellett a feladatra alkalmazott explicit Euler-mddszerrel
nyert kozelité megoldas oszcillall —

8.24. Tekintsiik a 8.2. feladatban szereplo kezdetiérték-feladatot. A 8.2 tablazatban a
h = 1/2 1épéskozii explicit Euler és implicit Euler-mddszerek eredményeit lathatjuk.
Magyarazzuk meg, hogy ilyen h valasztasa mellett az explicit Euler-mddszer elszalld
eredményt ad, mig az implicit Euler jél kozeliti a feladat megoldasat! —

8.2.2. Tobblépéses modszerek

8.25. Taylor-sorfejtés uitjan hatarozzuk meg az alabbi kétlépéses mddszerek konziszten-
ciarendjét!

(&) yn — %yn—l + %yn—2 = %hfn
(b) Yn — 4yn71 + 33/7172 = _than
(C> Yn + 4yn—1 - 5yn—2 = h(4fn—1 + 2fn—2>

— =

8.26. Mennyi a konzisztenciarendje az alabbi toébblépéses mddszereknek?



(8) Yn = 5Yn—1+ 5Yn—2 = 3hfn

(6) 9 = Y1 = h(§fu1 = $Fua)

() Yn = Yn-2=2hfn1

(d) Yo —Yn-1= h(%fn—l - %fn—2 + %fn—S)
— =

8.27. Hatarozzuk meg az y, + a1yn_1 + a2yn_o = h(by fu_1+ bafn_2) kétlépéses modszer
egylitthatéit ugy, hogy a konzisztenciarendje minél magasabb legyen! —-

8.28. Hatdrozzuk meg az y, —yn_1 = h(by fu_1+0bafr_2+b3fn_3) hdromlépéses médszer
egylitthatéit ugy, hogy a konzisztenciarendje minél magasabb legyen! —

8.29. Oldjuk meg az vy, — 4y,_1 + 3y,_2 = —2hf,_o modszerrel az

{y@) = —y(t), telo1]
y(0) =1

egyenletet h = 1/10 vélasztdssal! Nézziikk meg minden egyes 1épés utén, hogy a hiba
hogyan vialtozik! Konvergens-e a mddszer? —-

8.30. Az alabbi mddszerek koziil melyek teljesitik a gyokkritériumot?
(a) Yn = O6Yn—1 +5Yn—2 = h(4fo1+2fn2)
() Yn — Yn—2 = 2(fo +4fa1 + fu—2)
(€) Yn+ —3Un1+ 3Un2 = 3 fn
(d) Yn = GYUn1+Yn2— §Un-s=h(2fu2—3fu3)
(©) Yn = 2Un—2 + Yn—a = h(fo + fo-3)

— =

8.31. Hatarozzuk meg, hogy a 8.25., 8.26. és 8.30. feladatokban szerepl6é tobblépéses
modszerek koziil melyek lesznek erdsen stabilak! — =—

8.32. Mutassuk meg, hogy az Adams-mddszerek erésen stabilak! —-



9. fejezet

A kozonséges differencialegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerei

9.1. Képletek, osszefiiggések

Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenletek peremérték-feladatainak numeri-
kus megoldasait targyaljuk. Tipikusan a masodrendi differencidlegyenleteket vizsgaljuk
egy korlatos [a, b] intervallumon, azaz az u”(t) = f(t,u(t),u'(t)) egyenletet, ahol a meg-
oldés a két végpontban ismert, azaz adottak az u(a) = « és u(b) = [ peremfeltételek.
Fontos megjegyezni, hogy a Cauchy-féle kezdetiérték-feladattol eltérden erre a feladatra
az egyértelmli megoldas létezése nemcsak az f fliggvény alakjatol fiige, hanem a perem-
feltétel megaddsatdl is.

A legtipikusabb numerikus megoldasi mddszerek a beldvéses modszer és a véges differen-
ciak maodszere.

A belovéses modszer 1ényege, hogy a masodrendii egyenlet peremérték-feladatdnak meg-
oldasat visszavezetjiik elsérendii Cauchy-féle kezdetiérték-feladatra, és ezek megoldésara
a kordbban megismert numerikus médszerek valamelyikét alkalmazzuk. A visszavezetést
az ui(t) = u(t) és az us(t) = u'(t) 4j fiiggvények bevezetésével hajtjuk végre, amelyek
segitségével a feladatunk az

u (t) =us(t)
uy(t) =f(t, ur(t), us(t))

alakot 6lti. A kezdeti feltétel az u; fliggvényre ismert az eredeti feladatbdl (u;(a) = «).
Az us(a) értéket tgy kell meghatdrozni, hogy a kezdetiérték-feladat megoldasara az
uq(b) = [ egyenldség teljesiiljon. A belovéses mddszer lényege az us(a) = c feltételbél az
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ismeretlen ¢ paraméter meghatarozasa. Ez a probléma visszavezet a nemlinedris egyen-
letek megoldasanak probléma&jahoz. Tehat a belovéses modszer realizalasa két numeri-
kus eljaras alkalmas megvélasztasat jelenti: elsorendi Cauchy-féle kezdetiérték-feladat
megoldasa valamely mddszerrel, illetve a nemlinedaris egyenletek megoldasa numerikus
modszerrel.

A masik tipikus médszer a véges differencidk moédszere, amelynek sorén az [a, b] interval-
lumon egy récshélot generalunk, a racshalé pontjaiban az u(t) fliggvény elsé és méasodik
derivéltjait a szokdsos véges differenciakkal kozelitjik. Ezzel az v”(t;) = f(t;, u(t;), v'(¢;))
egyenlet felhasznéldsdval numerikus eljarast konstrualhatunk az u(¢;) ismeretlen értékek
y; kozelitésének meghatarozasara. Alapveto kérdés a konvergencia belatasa, azaz annak
kimutatdsa, hogy finomodé racshalék (h — 0) esetén a numerikus megoldéas tart-e (ha
igen, akkor milyen rendben) a pontos megoldédshoz.

Lényegesen egyszeriibb a linedris eset, amikor az

u’(t) = p(t)u'(t) + q()u(t) + r(t)

egyenletet vizsgaljuk, ahol p, q és r adott fiiggvények. Ilyenkor a véges differencidk maod-
szere egy linedris algebrai egyenlethez vezet. Ennek numerikus kezelése 1ényegesen kony-
nyebb. Emellett a konvergencia, illetve annak rendjének kérdése is megvalaszolhato.

A fenti fogalmak részletesen megismerheték a [/] kinyv 10. fejezetébdl. Ezen belil a
folytonos feladat megoldhatdosagdval a 10.3, a belévéses mdodszerrel a 10.4 foglalkozik. A
véges differencids approrimdciot és annak konvergencidjdt a 10.2 és a 10.5 szakaszok
targyaljdk.

9.2. Feladatok

9.2.1. Peremérték-feladatok megoldhatésaga
9.1. Allitsuk el§ az

u'(z) = u(x), ze€(0,1)
u(0) =2/3, u(l) =3/8

feladat megoldasat! —
9.2. Vizsgaljuk meg a 9.1. feladatot az u(0) = 0, u(1) = 1 peremfeltételekkel! —
9.3. Tekintsiik az

{u”(m) = —du(x), z€(0,7/2)
uw(0) =1, u(n/2) = -1



peremérték-feladatot. Melyik allitas igaz az aldbbiak koziil?
(a) Nincs megoldésa.
(b) Egyértelmli megoldédsa van.
(c) Az elemi fiiggvények korében van megoldasa.

—

9.4. Adjuk meg a 9.3. feladat kérdéseire a helyes valaszokat, ha a feladat peremfeltételei
u(0) =1, u(n/2) = 2 alakiak! —

9.5. Hatarozzuk meg az

{u”(w) —2u/(z) +u(z) =0, ze€(0,1)
uw(0) =, u(l) =p

feladat megolddsat! Van olyan («, 8) par, amelyre a feladatnak nem létezik megolddsa?
—

9.6. Tekintsiik az

{u”(m) = —u(x), z € (a,b)
u(a) = a, u(b) =p

peremérték-feladatot. Mit mondhatunk a feladat megoldasarol, ha a peremfeltételek a
kovetkezoek:

(a) a=0,b=7/2, a=3, f =T,
(b) a=0,b=m, a=3, =17
—

9.7. Van-e az alabbi feladatoknak egyértelmii megoldasa?



— =

9.8. frjuk fel a peremérték-feladatokat elsorendli rendszer alakjaban!

(a) {u”(z) =u(z), xz € (a,b)
u(a) = a, u(b) =p

(b) u’(z) = M/ (z) + Nu(z), z € [0,1], X € [0.5,1]
u(0) =5, u(l) =38

u(0) = b1, u(l) = Ba, W'(1) = By

— =

© {u”’(x) = —2)u(z) + A2/ (x) + 22" (z), x € (0,1)

9.9. Rendszerekre vonatkozé ismereteink birtokaban vizsgaljuk meg az alabbi feladatok
megoldhatosagat!

(a) {u”(@ = —u(x), z€(0,b)

— =

9.2.2. Véges differenciak médszere és a belovéses modszer
9.10. Tekintsiik a

—(2) = f(z), = e (0,

u(0) = g, u(l) = po

peremérték-feladatot. Alkalmazzunk egy véges differencidk moédszerén alapulé diszkreti-
zaciot, majd irjuk fel a kapott linearis egyenletrendszert! —

9.11. Tekintsiik a

{—u”(:ﬁ) + e(x)ulz) = flz), =€ (0,0
w(0) = 1, u(l) = s

peremérték-feladatot, ahol ¢(z) egy C|0,{]-beli nemnegativ fiiggvény. Irjuk fel az opers-
toregyenletes alakot! —-



9.12. frjuk fel a 9.11. feladat véges differencias kozelitését és annak operatoregyenletes
alakjat! —

9.13. Igazoljuk, hogy a 9.11. feladat diszkretizaciéjabol szarmazé egyiitthatomatrix M-
matrix! —
9.14. Mutassuk meg a 9.12. feladatban meghatarozott kozelitések konvergenciajat! —

9.15. Tekintsiik a
u'(x) + a(x)u' () + b(x)u(z) = f(z), =€ (0,1)
w(0) = p1, u(l) = po

peremérték-feladatot, ahol a(x) és b(z) C|a, b]-beli fiiggvények. Alkalmazzunk egy mé-
sodrendli véges differencidk modszerén alapuld diszkretizaciét, majd irjuk fel a kapott
linedris egyenletrendszert! —-

9.16. (B) Hatdrozzuk meg h = 1/5 1épéskoz mellett véges differencidk mddszerével az
{u”(x) + au'(z) + 2%u(z) = 10z, € (0,1)
uw(0) =1, u(l) =2
peremérték-feladat megoldasat az x = 0.8 pontban! —
9.17. (8) Irjunk olyan MATLAB programot, amely az
{u”(x) +tcos(x)u(x) =0, x€(0,1)
u(0) =0, u(l) =1

feladatot véges differencia médszerrel megoldja! Adjuk meg h = 1072 1épéskoz esetén a
megoldas numerikus értékét az x = 0.92 pontban! —-

9.18. (H) Alkalmazzuk a kpep.m fajlt ugy, hogy megoldja az
u"(z) =bz®, x € (—4,4)
u(—4) = —256, u(4) = 256
feladatot véges differencia modszerrel! Mdédositsuk a fajlt dgy, hogy dbrazolja a feladat
pontos megolddséat és a numerikus értékeket h = 1071 1épéskoz esetén! —
9.19. (H) Oldjuk meg az
u'(x) —2u'(z) +u(x) =2 +2, x€(0,1)
u(0) =2, u(l) = e+ cos(1)

feladatot véges differencia médszerrel a kpep2.m f4jl segitségével! Hatarozzuk meg, hogy
mekkora a pontos megoldas és a numerikus értékek abszolitértékben vett maximuma a
[0, 1] intervallumon h = 1/17 1épéskoz esetén! —


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/kpep.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/kpep2.m

9.20. (B) Oldjuk meg az
(

{u” x) =2e¢" —u(z), x€(0,1)
u(0) =2, u(1l) = e+ cos(1)

feladatot véges differencia modszerrel! Készitsiink tablazatot a lépéskoz és a hiba kap-
csolatardl h =271, 272 273 274 1épéskozok esetén! Ezen értékek 1attdn mire kovetkez-
tethetiink a mddszer rendjét illetéen? —

9.21. (B) Tekintsiik a klasszikus dgytgolyé feladatat (a [1] konyv 10.1.1-es példdja).
Ismeretes, hogy az aldbbi peremérték-feladathoz jutunk:

Y'(2)= -2, xe(0,L)

)
U2

ahol g a gravitaciés allandd, mig v a konstans sebesség. frjunk olyan MATLAB progra-
mot, amely a fenti feladatot a belovéses médszer segitségével oldja meg! Alkalmazzuk a
h=0.1, h=0.01, h = 0.001 1épéskozi explicit Euler-mddszert a kezdetiérték-feladatok
megoldaséara! Vessiik Ossze a kilovési szogeket meghatarozd elsé derivaltak kiilonbségé-
nek abszolut értékét a numerikus modszer eredménye és a pontos eredmény ismeretében!
—_—

9.22. (H) Mddositsuk a 9.21. feladat megoldédséara irt agyu.m és belovesesmodszer.m
fajlokat ugy, hogy a kezdetiérték-feladat megoldasara negyedrendi modszert hasznéljon!
—


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/agyu.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/belovesesmodszer.m

10. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

10.1. Képletek, osszefiiggések

A parcialis differencidlegyenletek numerikus maédszerei azokat a numerikus megoldasi
modszereket targyalja, amelyekkel a parcialis differencidlegyenletek peremérték-feladatat
és/vagy kezdetiérték-feladatdt numerikusan meg lehet oldani. A vizsgalt egyenletek alak-
ja

Ou(z,y)

+C(aj7 y) ayQ’ +f (x7 y? u?

Pu(z,y)
ox?

d%u(z,y)

+2b(x,y) 919y

a(z,y)

Ou(w,y) dulz,y)\ _,
or = Oy '

Az adott a,b és c fiiggvények hatarozzak meg az egyenlet tipusat, amely lehet ellipti-
kus, parabolikus vagy hiperbolikus. A megfelel6 kiegészito feltételekkel a feladat korrekt
kitlizésli és a megoldas specidlis esetekben a valtozok szétvalasztasaval eloallithato.

A numerikus megoldast a véges differenciak moédszerével adhatjuk meg. Ennek soran a
folytonos feladat értelmezési tartomanyan racshalot generalunk, a racshalé pontjaiban az
u(z,y) fliggvény elsd és masodik derivaltjait a szokdsos véges differencidkkal kozelitjik.
fgy az egyenlet felhasznalasaval numerikus eljarast konstrudlhatunk az adott csomépont-
beli ismeretlen értékek kozelitésének meghatarozasara. Alapveto kérdés a konvergencia
beldtdsa, azaz annak kimutatasa, hogy finomodé racshalék (h — 0) esetén a numerikus
megoldas tart-e (ha igen, akkor milyen rendben) a pontos megoldashoz. Linearis felada-
tok esetén a konvergencia a konzisztencia és a stabilitas segitségével megmutathato.

A feladatok analitikus és numerikus megoldasai eltéroen vizsgalhatdok az elliptikus és
a parabolikus esetekben. Ugyanakkor mindkét esetben a konvergencia belatasahoz az
M-matrixok tulajdonsagait hasznaljuk fel.

A fenti fogalmak részletesen megismerhetdk a [/] kinyv 11. fejezetébdl. Ezen belil az 0sz-
talyozdssal a 11.1 szakasz foglalkozik. A folytonos feladat megolddsdval elliptikus perem-
érték-feladatokra téglalap tartomdny esetén a 11.2 szakasz, a parabolikus esetre a 11.3
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szakasz foglalkozik. Az alaptétellel, amely a konvergencidt bizonyitja, a 11.2.3 szakasz,
mig az elliptikus feladatok véges differencids megoldasanak elméletét, illetve realizdldsat
a 11.2.4 és 11.2.5 szakaszok ismertetik. Parabolikus feladatokra a numerikus elmélet és
realizaldsa a 11.53.2-11.3.5 szakaszokban talalhatoak meg.

10.2. Feladatok

10.2.1. Elméleti feladatok

10.1. Hatdrozzuk meg, hogy R? egyes részein milyen tipusi az aldbbi differencidlope-

rator:
Pulz,y)  Oulzy),

0x? 4 Oy?

(Lu)(z,y) = =
—

10.2. Hatdrozzuk meg, hogy R? egyes részein milyen tipusii az aldbbi differencidlope-

rator:
0*u(z,y) 0*u(z,y) D*u(z,y)
= -~ 77 __~ 77 — 77
(Lu)(x,y) = (z +y) 92 +2/xy 909y + (x4 y) o0

—

10.3. Hatarozzuk meg, hogy a Laplace-, Poisson-, hdvezetési és hullamegyenletek mi-
lyen tipusiak R? egyes részein! —

10.4. Hatarozzuk meg a
Ou(z,y)  Oulz,y)

=0, (z,y) € R?
egyenlet klasszikus megoldasat! —
10.5. Hatarozzuk meg a
0? 0?
U(QT,y) o u(x,y) :0’ (x,y) GRQ

dy? Ox?
egyenlet klasszikus megoldasat! —

10.6. Oldjuk meg a véltozdk szétvalasztasanak modszerével a

Pu(r,y)  du(z,y)
oxz Oy

egyenletet! —



10.2.2. Elliptikus és parabolikus feladatok megoldasa véges dif-
ferenciakkal

10.7. Tekintsiik az egységnégyzeten a
Pulz,y)  Fulz,y)
0x? Oy?
egyenletet az u(z,0) = 0, u(z,1) = 22/2, u(0,y) = sin(wy) és u(l,y) = e sin(mwy) +
y? /2 peremfeltétellel. Irjuk fel a feladat véges differencids approximéciéjat jelent linedris

algebrai egyenletrendszer egyiitthatématrixat, amikor N, = 3 é N, = 2 osztdsrészt
vesziink! =—>

=$2+y2

10.8. (BH) frjunk olyan MATLAB programot, amely megoldja tetszéleges N, = N,
osztasrész mellett a 10.7. feladatot! Készitsiink tablazatot, amely az osztasrészek szama
és a maximumnormabeli pontossidg kozotti kapcsolatot mutatja, ha a feladat pontos
megolddsa u(z,y) = e™ sin(my) + 0.522y% Abrézoljuk ezt a kapcsolatot a MATLAB
segitségévell —

10.9. (B) Tekintsiik az egységnégyzeten a

Fuz,y)  Pulz,y)
0x? 0y?

egyenletet az u(x,0) = 2% u(x,1) = ex?, u(0,y) = 0 és u(l,y) = ¢’ peremfeltétel-
lel. frjunk olyan MATLAB programot, amely tetszoleges osztasrész mellett megoldja a
feladatot! Készitsiink tablazatot, amely az osztasrészek szama és a maximumnormabeli
pontossdg kozotti kapcsolatot mutatja, ha a feladat pontos megolddsa u(z,y) = e¥z?!
Abrézoljuk ezt a kapcsolatot a MATLAB segitségévell —

=e¥(2? 4 2)

10.10. (H) Tekintsiik a (0,1) x (0, 1) tartoméanyon a
u(z,t)  Pu(z,t)
ot Ox?
egyenletet az u(x,0) = €%, x € [0,1] kezdeti és az u(0,t) = et, u(1,t) =, t € (0,1]
peremfeltétellel. Mddositsuk a heatexp.m fajlt ugy, hogy a fenti feladatot megoldja! A
hibafiiggvény meghatarozasahoz szamoljuk ki a feladat pontos megoldasat is! =—

=0, (z,t)€(0,1) x (0,1]

10.11. (B) Tekintsiik a
ou(t,z)  J®u(t,x)
o 0x2
egyenletet az u(x,0) = sin(x) kezdeti feltétellel és Dirichlet-peremfeltétellel. [rjunk olyan

MATLAB programot, amely a fenti feladatot az aldbbi bemen6 paraméterekkel oldja
meg:

te[0,T], x €0,7]


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/heatexp.m

n: az osztépontok szama,

T: az iddintervallum végpontja,

r: a §/h? rdcsparaméterek hdnyadosa,
0: a 0-mdbdszer értéke!

A program dbrazolja az egyes t € [0, T] id6épillanatban a megoldast a [0, 7] intervallumon!
=



Utmutatasok, végeredmények
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ElOoismeretek

Nevezetes matrixtipusok
1.1. Nem diagonalizalhaté. Nincs harom linedrisan fiiggetlen sajatvektora.

1.4. A det(A — E) értékrél lassuk be, hogy nulla. A zéréjelben emeljiink ki A-t, majd
alkalmazzuk a determinansok szorzasi szabalyat ill. a feladatban szerepl6 feltételeket!

1.5. A ¥ vektor tovabbra is sajatvektor lesz A(1 —V!V) sajatértékkel. A tobbi sajatvektor
és sajatérték nem valtozik.

1.6. Ag = [u(h),u(2h),...,u(nh)]", ahol u: [0,1] = R, u(z) =z(1—z)és h=1/(n+1)
valasztassal megmutathatd, hogy Ag > 0, ami mar mutatja, hogy M-matrixrél van szé.

1.7. Alkalmazzuk a Gersgorin-tételt!

1.8. I/rjuk fel az M matrixot M = uE — H alakban, ahol p megfelel6 pozitiv szam és H
megfelel6 nemnegativ matrix! Mutassuk meg, hogy ez a felbontas regularis, majd hasz-
naljuk ki, hogy nemnegativ inverzi matrixok regularis felbontdsabdl szarmazé iteracios
matrixok konvergensek, azaz spektralsugaruk kisebb 1-nél!

1.9. Igazoljuk, hogy minden bal fels6 sarokdeterminans pozitiv!

1.10. Prébaljuk ki n x n-es métrix esetén sajatvektornak a v = sin(ikmh) alaku vekto-
rokat, ahol h =1/(n + 1), tovabba k,i =1,...,n!

1.11. A transzponaltjaval szorozva, majd egyszerisitve az egységmatrixot kapjuk.
1.12. Gondoljuk végig, hogy két fels6 haromszogmatrix szorzasa sordn a szorzatmatrix
foatld alatti elemei hogy allithatok eld! Az inverz esetén hasznaljunk indirekt bizonyitast

(tegyiik fel, hogy az inverzben van a f64tl6 alatt nemnulla elem)!

1.13. frjuk fel az egyenl6ség két oldalan allé métrixok foatléinak elemeit!

90



Normalt és euklideszi terek

1.17. Nullvektorokra trividlisan igaz az allitdas. Egyébként pedig vizsgdljuk a ¢(t) =
(x + ty,x + ty) nyilvanvaléan nemnegativ fiiggvényt ¢t € R esetén!

Banach-féle fixponttétel

1.19. A T leképezésnek van egyértelmii fixpontja (Banach-féle fixponttétel). Ebb6l meg-
mutathatd, hogy F-nek maximum egy fixpontja lehet. Ezen kiviil mutassuk meg még
azt, hogy T fixpontja F-nek is fixpontja!

1.20. A kontrakcids tulajdonsag a Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével mutathato
meg. Ennek segitségével lathato a legkisebb valaszthatd kontrakcios tényezo értéke is. A
fixpont meghatarozdsdhoz az F'(z*) = x* egyenletet kell megoldani.

1.21. Az egyértelmiiséget gy kell igazolni, mint a Banach-féle fixponttétel bizonyitasé-
ban. Annak megmutatédsara, hogy nem feltétlentil van fixpont vizsgaljuk az F': [1,00) —
[1,00), F(z) =z 4+ 1/x fiiggvényt!

1.22. Igazoljuk hogy az x — T(x) +y leképezés kontrakcid, majd alkalmazzuk a Banach-
féle fixponttételt!

1.23. El6szor igazoljuk, hogy van olyan 0 < ¢ < 1 szdm, melyre |f'(¢)| < ¢ minden
¢ € [a,b] esetén, majd alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt!
Vektornormak
1.24. |X[|1 = 6, [|X|l2 = V14, [|X]|0 = 3.
1.25. ||x[|1 = 5050, ||X||2 = 581.6786, ||X||- = 100.
1.28. Mutassuk meg, hogy ezek a normak nem teljesitik a hdromszog-egyenlotlenséget!
1.30. A Young-egyenl6tlenség igazolasahoz elemi fiiggvényvizsgalati eszkozokkel 1lassuk
be, hogy a

a? bl

fla)=—+——ab
p 4q

fiiggvény nemnegativ a [0, 00) intervallumon! EbbSl mar kovetkezik az egyenlétlenség.

1.31. Az els6é két normaaxiéma teljesiilése trividlis, a harmadik pedig a Minkowski-
egyenlotlenség segitségével igazolhato.



Matrixnormak
1.33. Mutassuk meg pl. hogy ez a norma nem szubmultiplikativ!

1.36. Szamitsuk ki az AT A métrix i-edik sordnak f84tlébeli elemét! Mekkora az egység-
matrix Frobenius-normaja?

1.39. Induljunk ki az AV = AV egyenlSségbdl, majd szorozzuk ezt jobbrél ¥ -tal!

1.45. Definidljunk egy vektornormat egy tetszoleges y # 0 vektor segitségével az alabbi
médon: ||X|| = ||Xy”||! Ezzel a vektornorméval konzisztens a matrixnorma.

1.47. Induljunk ki abbdl, hogy van olyan X # 0 vektor, melyre Bx = 0. Erre az X
vektorra:

A7'(A-B)x=x

1.48. Azt igazoljuk, hogy tetszdleges pozitiv € szamhoz van olyan ng index, hogy minden
k > ng esetén

o(A) < AF|VF < o(A) +e.

Ebbdl ugyanis az allitas mar kovetkezik.

1.50. A matrix M-matrix, igy hasznalhatjuk az M-matrixok inverzére vonatkozd becslést.



Modellalkotas és hibaforrasai

Feladatok kondicionaltsaga

2.1. A feladat d # £2 esetén korrekt kittizésii. A kondicidészam 2 < |d| < /40000/9999
esetén lesz 100-nal nagyobb.

2.2. Az els6 esetben 98.5, a méasodikban 0.4975 a kondiciészam.

A gépi szamabrazolas
2.12. Nem kapnank meg. Az adott szamrendszerben szdmold szamitégépen 2.9 lenne az

eredmény.

2.13. —be — 6 lenne az eredmény, melynek relativ hibdja 0.3612. Elkeriilhetjiik a nagy
realtiv hibdjui szamolést a cos(2z)-re vonatkozé formula hasznélatéval.

2.15. Az eltérés 72/6 — 1.6447253 = 2.0877 x 10~%. Jobb eredményt kaphatunk, ha
forditott sorrendben adjuk Gssze a szamokat.

2.16.
- fllz) _ 1

X
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Linearis egyenletrendszerek
megoldasa

Kondicionaltsag

3.1. Koo (A) > 201, a keresett kondiciészam 404.01.

3.2. Kk1(A) = koo (A) = 1.5 - 18 = 27, 6s ra(A) = 1.2676/0.0657 = 19.3.
16%|oc = 0.01||A™'b||s < 0.18|b]| .

3.3. Ha ortogondlis, akkor a kondiciészama 1, de az allitas megforditdsa nem igaz. Ke-
ressiink ra ellenpéldat!

3.10. Az egyenl6tlenség kovetkezik a kondicidszam egyik tulajdonsagabdl, az egyenloség-
hez pedig eloszor lassuk be, hogy egy matrix és transzponaltjanak 2-es normaja meg-
egyezik!

Direkt moédszerek

3.12.
10|00/ |IX] 0o < 0.00153.

3.13. 0.1035.
3.19. n3 4+ n? —4n + 3.
3.32. A feltételek mellett a szereplo Q és R matrixok nemszingularisak. A Q;R; = QR

egyenl6ségbdl RiR; ! = QT Q, kovetkezik. Vizsgaljuk meg az egyenldség két oldalan all6
matrixok szerkezetét!
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Iteracios modszerek

3.34. Az w paraméter értékének a (0,2) intervallumba kell esnie. Az w = 1 vélasztés
esetén lesz a leggyorsabb a konvergencia.

3.35. Legfeljebb 20 1épés kell az adott pontossag eléréséhez.

3.43. Rendezziik at az egyenletrendszer sorait ugy, hogy diagonalisan dominans matrixu
egyenletrendszert kapjunk!



Sajatérték-feladatok numerikus
megoldasa

Sajatértékbecslések
4.1. Hasznaljuk kozvetleniil a Gersgorin-tételeket!

4.2. Alkalmazzuk a Bauer-Fike-tételt, vagy szamitsuk ki az S~ (A +eB)S matrixot, ahol
S az A métrixot diagonalizalé matrix, majd alkalmazzuk a Gersgorin-tételt!

4.3. Alkalmazzuk kozvetleniil a Gersgorin-tételt!

4.4. Permutécidés matrixszal végzett hasonldsagi transzformacio segitségével hozzuk a
matrixot blokkdiagonalis alakra! Ekkor a matrix sajatértékei a féatléoban allé négyzetes
matrixok sajatértékei lesznek.

4.6. A Rayleigh-hanyadossal kell megszorozni, hogy legkozelebb legyen hozza.

A hatvanymoddszer és valtozatai

4.12. A legjobb valasztas kb. 12.5.
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Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek megoldasa

Sorozatok konvergenciarendje, hibabecslése

5.1. Vizsgéljuk meg, hogy az ay1/aj, hanyados milyen 7 esetén marad korlatos! Mindkét
sorozat konvergenciarendje 1.

5.2. Az elsének 2, a masodiknak 1.
5.3. A konvergencia negyedrendti.

5.5. Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt az x és x* pontokban!

Zérushelyek lokalizacidja

5.6. Az intervallum két végpontjaban ellenkezo6 a fiiggvény elGjele, derivaltja pedig pozi-
tiv.

5.7. Egy zérushely van a [0,2] intervallumban.
5.8. Harom zérushely van rendre a [0,1/3], [1/3,1] és [1,2] intervallumok belsejében.

5.10. Hasznaljuk az 5.2. tételt!

Intervallumfelezési modszer

5.11. Alkalmazzuk az 5.3. tételt! 8 1épés elég, rg = 1.3828125.

5.12. Alkalmazzuk az 5.3. tételt! 3 1épés elég. x3 = 2.9375.
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Newton-moddszer
5.15. Alkalmazzuk az 5.6. tételben szereplé hibabecslést!

5.22. Az ok az, hogy a fiiggvény zérushelye kétszeres zérushely, azaz a derivéltja is nulla
a zérushelynél. A médszer masodrendiivé teheto a

f ()
f'(xx)

moédositassal. A masodrend pl. ugy igazolhatd, hogy a fenti iteracié minkét oldalabol
x*-t kivonunk, majd mindkét oldalt f’(zy)-val szorozzuk. Ezutan a bal oldalon f'(xy)-t
az elsorendii tagig, a jobb oldalon pedig magat az egész jobb oldalt a harmadrendii tagig
sorbafejtjiik x* koriil.

Tpy1 = Tp — 2

5.23. A masodrend pl. ugy igazolhatd, hogy a fenti iteracié minkét oldalabdl x*-t ki-
vonunk, majd mindkét oldalt f’(xj)-val szorozzuk. Ezutdan a bal oldalon f’(xy)-t az
(m — 1)-edrendil tagig, a jobb oldalon pedig magét az egész jobb oldalt az (m + 1)-ed
rendi tagig sorbafejtjitk x* koriil.

5.24. Trjuk fel f(z)-et f(z) = (z —2*)™h(x) alakban és f'(z)-et f'(z) = (x — z*)™ 1k(z)
alakban!

5.25. A Newton-moddszer az adott pontbdl nem hasznalhaté, mert ciklikusan ismétlédo
sorozatot allit elo.

Fixpont iteracidok
5.30. Az iterédci6 indithat6 pl. a [-0.5,0.5] intervallumbdl. A konvergencia harmadrendii.
5.31. Az A=1/4, B = —5/8 valasztéassal a konvergencia harmadrendi lesz.

5.35. Az els6 elsérendben, a méasodik masodrendben konvergél, a harmadik pedig nem
konvergens.

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa
5.37. Alkalmazzuk az 5.9. tételt!

5.41. Alkalmazzuk az 5.10. tételt!



Interpolacié és approximacio

Polinominterpolacié

6.1. 5 9 g

6.5. Vezessiik le az in. baricentrikus interpolaciés formulat!

6.8. Hasznaljuk ki, hogy s < n esetén az (zg,x;) (kK = 0,...,n) pontokra illesztett
polinom éppen az L, (z) = x* polinom lesz!

6.12. R ‘
Zi:o (z) (=1)" f—i
hkk! ’

Cr —

6.25. Alkalmazzuk a 6.6. tételt!

Trigonometrikus interpolacio
6.33. )
t(x) =1+ —=sinz.

V3
Approximacié polinomokkal és trigonometrikus poli-
nomokkal
6.37. y = —0.5z + 1.75.
6.38. y = —2%/2 +x + 3/2.

6.41. Az interpolacios polinom legfeljebb elsofoku részletosszege lesz a legjobban kozelitd
polinom.
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Numerikus derivalas és numerikus
integralas

Numerikus derivalas

7.2. A feladatban szerepld kifejezés az els6 derivaltat negyedrendben approximalja és
hibaja:
h 5
7.3. A feladatban szerepld kifejezés a masodik derivaltat negyedrendben approximaélja és
hib&ja:
At 6) 6
—%f( (z0) + O(R?).

7.6. A kifejezés felsé hatarold fiiggvénye e pontossdgu adatok esetén:

h* 3e

ahol Ms = sup | f©®)(z)]. Az optimélis 1épéskoz:

45¢
AM;5

5
hopt =

7.7. A centralis differencia felsé hatarolé fiiggvénye e pontossagi adatok esetén:

h? 4e
g(h) = EM4 —+ ﬁ’

ahol M, = sup | f®(z)|. Az optimélis 1épéskoz:

. [ 48€
hopt = PV

M,y
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7.10. A feladatban szereplé modszerekrol az aldbbiak mondhatdak el:
(a) A mddszer az f'(1)-et kozeliti a 0.494 értékkel.
(b) A mdédszer egyetlen derivalt értéket sem kozelit.
c

A médszer egyetlen derivalt értéket sem kozelit.

)
(c)
(d) A médszer az f”(1)-et kozeliti a —0.236 értékkel.
e) A mddszer az f"'(1)-et kozeliti a 0.24 értékkel.

)

(
(f) A mddszer egyetlen derivalt értéket sem kozelit.
Numerikus integralas

7.14. Az integrél pontos értéke:

! 1 T
I = dr=—-~=0. 1634.
(f) /0 T2 T 1 0.785398163

A MATLAB programcsomag a
quad('1./(1+x."2),0,1)

parancs esetén is ezt az értéket adja. A MATLAB programcsomag segitségével az alabbi
eredményeket adjak a tanult Gsszetett szabalyok:

Lo || IO - | IO -In(Hl [ ) — Ismp(HD] |
32 [ 2.0345051636 - 105 | 4.0690103704 - 10~ || 9.2391649886 - 10~
64 || 5.0862630135 - 10~° || 1.0172526034 - 10~ || 1.4421797089 - 10~
128 || 1.2715657553 - 10~ || 2.5431315102 - 10~° | 2.5535129566 - 10~
256 || 31789143839 - 107 || 6.3578287790 - 10 7 || 1.1102230246 - 10 ©

10.1. tablazat. Hibaértékek adott n és adott mddszer esetén.

A téblazat eredményeibdl leolvashato, hogy az Gsszetett érinto- és trapézformula az in-
tervallumszam dupldzéséval (avagy ennek megfelelden a 1épéskoz felezésével) a hiba ne-
gyedelddik. Ezt azt jelenti, hogy a két modszer konvergenciarendje 2, amely megfelel az
elméletbdl ismert ténynek.

Az Osszetett Simpson-formula esetében a hiba az intervallumszam duplazésaval tizen-
hatod részére csokken, azaz a mddszer megfelel a korabban ismert ténynek, miszerint a
modszer negyedrendben konvergens.



7.15. Az 6sszetett trapézformula 23 részre torténd osztas esetén a 7.15. feladatban szereplo
integralt a 4 értékkel kozeliti. Ehhez a MATLAB-ban az alabbi parancsokat kell beirni:

>> x = linspace(-2,2,23);
>> y=x.75-3*%x. " 3+2*x+1;
>> trapz(x,y)

ans =

4.000000000000000
7.17. A modositas eredménye az alabbi osszerinto.m forraskédhoz vezet:
function osszerinto(a,b,n,fv)
format long
h=(b-a)/n;

fprintf(°\n’);
disp(’A feladat megolddsa Osszetett érintmformuldval.’)

x=[a:h/2:b];
y=eval (fv);
((b-a) /n)*sum(y(2:2:2%n))

7.19. A zart Newton—Cotes-formulak esetében tudjuk, hogy a formula silyai a Lagrange-
féle alappolinomok [a, b] intervallumon vett integraljai lesznek, azaz

b
ak:/ l(z)dz, k=0,...,n.

A stulyokat kézzel is meghatarozhatjuk, de hasznalhatjuk a MATLAB int parancsat a
polinomok integraldshoz. Ekkor a [0,1] intervallum esetén az aldbbi egytitthatdkat kapjuk:

N [h=0]k=1]k=2]k=3]k=4
|
T 82 [ 2| 2 7

90 | 90 | 90 | 90 | 90

n=4

10.2. tabldzat. A zart N** Newton-Cotes egyiitthatoi.

A mdédszer (in. Boole-formula) az [a,b] intervallumon az aldbbi médon realizalédik:

[ e = O (2g0) + 92500 + 1070 + 270 + 750)
) r)dr =~ 00 a T T3 L3 )


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/osszerinto.m

ahol x; =a+i(b—a)/n, i=1,...,3.

7.22. A 7.21. feladatban hasznalt gondolatmenet alapjan hasonl6an meghatarozhato a
Gauss—Csebisev-kvadratira képlete. Ekkor a formula nem maés, mint

P T
| A e T (r=VE/2) + 10+ 1(V32),

amely pontos lesz minden legalabb 6tédfokt polinomra.

7.27. A Gauss-fiiggvény integralja a [0, 1] intervallumon 0.842700793. Ekkor a Romberg-
modszerrel szamitott kozelité integral értékei az alabbiak:

0.77174333

0.82526296 0.84310283

0.83836778 0.84273605 0.84271160

0.84161922 0.84270304 0.84270083 0.84270666

0.84243051 0.84270093 0.84270079 0.84270079 0.84270079

10.3. tablazat. A Romberg-médszer értékei.

7.28. Utmutatds: A MATLAB-ban két for ciklus segitségével a program eléallithato.
Elébbiben a Crank—Nicolson-moddszert, utébbiban a Richardson-extrapolaciot allitjuk
eld.



A kozonséges differencialegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus
modszerei

Egylépéses médszerek
8.1. A feladatban szereplé mddszerek konzisztenciarendjei az alabbiak:

(
(

a) Az explicit Euler-mdédszer elsérendben konzisztens.

)

b) Az implicit Euler-médszer elsérendben konzisztens.

(¢) A Crank-Nicolson-médszer masodrendben konzisztens.
)

(d) A G-médszer 6 # 1/2 esetén elsérendben, mig 6 = 1/2 esetén masodrendben kon-
zisztens.

8.2. A szamitas eredményeit az alabbi tablazatban foglaltuk Ossze:

h EE IE CN JE EH
1/2 | -25.50000000 | 0.09992283 | 0.09662640 | -5.21906250e+002 | -5.21906250e+002
1/4 | -2.46289062 | 0.09999555 | 0.09999999 -4.76213398 -4.76213398
1/8 | 0.099999999 | 0.09999976 | 0.09999999 0.09999597 0.09999597
1/16 | 0.099999999 | 0.09999998 | 0.09999999 0.09999999 0.09999999

10.4. tablazat. A numerikus értékek adott modszer és 1épéskoz mellett.

8.3. A feladatban szereplé mddszerek adott 1épéskozii eredményei az alabbi tablazatban
foglalhato Ossze:
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h

EE

IE

CN

JE

EH

1/2
1/4
1/8
1/16

3.33333333
3.60000000
SATTITT07T
3.88235294

6.00000000
4.66666666
4.28571428
4.13333333

4.00000000
4.00000000
4.00000000
4.00000000

3.87619047
3.96179918
3.98940000
3.99721170

3.79166666
3.93042304
3.97979547
3.99455697

10.5. tablazat. A numerikus értékek adott mddszer és 1épéskoz mellett.

h

EE

IE

CN

JE

EH

1/2
1/4
1/8
1/16

5.49401855
5.88458254
6.10866555
6.22946604

7.71404151
6.94662094
6.63405317
6.49146658

6.42957783
6.37475602
6.36130951
6.35796378

6.29456039
6.33984573
6.35241232
6.35571693

6.34371731
6.35441025
6.35636471
6.35674557

10.6. tablazat. A numerikus értékek adott mddszer és 1épéskoz mellett.

8.4. A feladatban szerepl6 modszerek adott 1épéskozii eredményei az alabbi tablazatban

foglalhatdak Gssze:

8.5. A feladatban szereplé mddszerek adott 1épéskozii eredményei az alabbi tablazatban

foglalhatoak Ossze:

h

EE

JE

EH

1/2
1/4
1/8
1/16

2.95715863
2.85177621
2.80544980
2.78375834

2.73260420
2.75627855
2.76142191
2.76262203

2.77630626
2.76661978
2.76394025
2.76324360

10.7. tablazat. A numerikus értékek adott mddszer és 1épéskoz mellett.

8.6. Programozzuk le a tanult moédszereket (expliciteuler.m, eulerheun.m, javitotteu-
ler.m)! Segitségképpen megadjuk az eulerheun.m fajl forraskédjat, amely magéatdl ér-

tetddd mddon mdodosithatd a masik két modszerre.

function eulerheun(a,b,t0,y0,N)

%y Bemenm paraméterek listdja

% a

az intervallum kezdete



http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/expliciteuler.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/eulerheun.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/javitotteuler.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/javitotteuler.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/eulerheun.m

h b az intervallum vége

% t0 a kezdeti idmpont
% yo a kezdeti érték
h N a lépéskozok szama

%% Kimenm paraméter

hy a numerikus megoldas vektora
by (N+1) a numerikus megoldas

%% Elmkésziiletek

h=(b-a)/N; %hlépéskodz
x=linspace(a,b,N+1); % az intervallum felosztéasa
y=zeros(1,N+1); % numerikus megoldas vektora

%% Az Euler-Heun-médszer algoritmusa

y(1)=y0;
t(1)=t0;
for j=1:N
y(G+1)=y(j)+h/2x[f(a+(j-1)*h, y(j))]
+h/2%[f (a+j*h,y(j)+h*f (a+(j-1)*h, y(3)))];
end

"y

%h Az £, vagyis az y’(t)=f(t,y(t)) egyenlet jobboldala
function ered=f(t,y)

ered=y+txcos(t);

8.7. Utmutatds: hasznéljuk a MATLAB help funkci¢jat (help ODE45) az ODEA5 médszer
alkalmazasahoz és tanulmanyozzuk a fiiggvény mikodését! A numerikus megoldas az
alabbi médon hatarozhaté meg a 8.2. feladatra:

El6szor elkészitiink egy odefun.m m-fajlt, amely definidlja a differencialegyenlet jobb



oldalat:

function F=odefun(t,y)
F=1-10x*y;

Ezek utan a parancsorbdl az alabbi médon futtathatd a mddszer:
[t,yl=0de45(’odefun’, [0,2],0)

Ha kimeno paraméterek nélkiil futtatjuk a parancsot, akkor a megoldéasfiiggvény grafi-
konjanak kozelitését kapjuk vissza. A parancs els6 argumentuma definidlja a differenci-
alegyenletet, a masodik a megoldasi intervallum, és a harmadik a kezdeti feltétel.

8.9. Egy- és tobbdimenzios Taylor-sorfejtést alkalmazva az alabbi egyenletrendszerhez
juthatunk:

1. 1— Cl — Cy = 0

Il./Ja 1/2—ac; =0,

II./b 1/2 —bcy = 0.

Az T.-es egyenlet az elsé, mig a II./a és II./b egyenletek a masodrendii konzisztencia
szitkséges feltételei. A sorfejtés alkalmazasa utdn kapott hibatag esetén lathatd, hogy a
modszer nem lehet harmadrendii. A fenti egyenletrendszernek eleget tesznek példaul a
javitott Euler (¢; = 0,co = 1,a = 1/2,b = 1/2) és az Euler-Heun-médszerek (¢; = 1/2,
co=1/2,a=1,b=1).

8.12. A megadott Butcher-tablazatokbdl felirt mddszerek az alabbiak:

(a) kl - f(tm yn)
k2 = f(tn + %7 Yn + h(%kl + ikQ))
k3 :f(tn+hayn+hk2

Azaz a médszer alakja: y,11 =y, + h(1/6ky + 2/3ks + 1/6k3).
(b) ki = f(tmyn)

ky = f(tn + %JJn + %kl))

ks = [(tn + b yn + h(—k1 + 2k2))

Azaz a médszer alakja: y,.1 = yn + h(1/6k; + 2/3ks + 1/6k3).

(c) (tn, )
( %ayn kl)
f(tn +2,yn+h(ik1+i 2))
k;4_ f(tn + h,yn + h(—ka + 2k3))

Azaz a médszer alakja: y,41 = yn + h(1/6k; + 2/3ks + 1/6ky).



(d) k1= f(tn+ 2,y + 5k1)
kQ = f(tn + hayn + hkl)

Azaz a médszer alakja: y,1 = yn + h(3/4k; + 1/4ks).
8.13. A megadott Butcher-tablazatokbdl felirt modszerek az alabbiak:
(a) k1= f(tn +h,y, + h)
Azaz a médszer alakja: v, 1 = vy, + hk;.
(b) Ky = f(tn + 590 + )
Azaz a médszer alakja: y, 11 = y, + hky.

(C) kl - f(tm yn)
kQ - f(tn + h, Un + h(%kl + %k&))

Azaz a médszer alakja: y,1 = yn + h(1/2k; + 1/2ks).

8.14. A 8.10. feladat moédszereinek konzisztenciarendje:
(a) A mddszer elsérendben konzisztens.
(b) A mdédszer méasodrendben konzisztens.
(¢) A mdédszer méasodrendben konzisztens.

A 8.11. feladat negyedrendben konzisztens.
8.15. A feladatban szereplé mddszerek Butcher-tablazatai:

8.16. Az adott mddszerek stabilitasfiiggvényei az alabbiak:
(a) explicit Euler: R(2) =1+ z,
1
1—2
. 24z
(c¢) Crank-Nicolson: R(z) = 5
—z

1+z+0
d) #-mddszer: =—.
(d) #-moddszer: R(z) 0

2

(e) javitott Euler: R(z) =1+ z + %

(b) implicit Euler: R(z) =




) 00 0
1/21/2 0
0 1
b) 0] 0 0
o « 0
-5 =
() 0] 0 0 0
1/311/3 0 0
2/31 0 2/3 0
|14 0 1/4
d o] o o0
2/312/3 0
| 1/4 3/4
e) 0] 0 0
1/1-0 0
[1-06 6

2
(f) Euler-Heun: R(z) =1+ 2z + %
24z

22

8.17. A 8.16. feladat stabilitasfiiggvényeinek segitségével meghatarozhatjuk, hogy mely
modszerek A-stabilak. Ezek figyelembevételével az aldbbiakat mondhatjuk:

(g) implicit kozéppontszabély: R(z)

A-stabilak: Implicit Euler, Crank—Nicolson, #-médszer 6 € [1/2, 1], implicit kozép-
pontszabdly.

Nem A-stabilak: Explicit Euler, f-médszer 0 € [0,1/2), javitott Euler, Euler—-Heun.

8.18. A stabilitdsi tartomanyt a stabilitasi fiiggvények segitségével hatarozhatjuk meg.
Ezek eredményei a 8.16. feladathoz tartozé Utmutatasok, végeredmények fejezetben meg-
talalhatéak.

Ekkor feladatunk nem lesz mas, mint az egyes stabilitasi fiiggvények beprogramozasa. A
feladatot MATLAB-ban megoldé fajl: Astabilitas.m.

A futtatds eredményeként a [—5, 5] x [—5, 5] négyzeten dbrézolja a program a stabilitdsi
tartomanyt. A program tanulmanyozésa soran kénnyen észreveheté médon a sziikséges
mobdszer kivételével a tobbit kommentelve az alabbi parancsot irjuk be a futtatdshoz:


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/Astabilitas.m

>> Astabilitas

Ekkor az egyes Runge-Kutta-mddszerekre az alabbi stabilitasi tartomanyokat nyerjiik
vissza, melybol rogton leolvashatd az elméletbdl ismeretes tény, nevezetesen az, hogy
explicit Runge-Kutta-mddszer sosem A-stabil.

Abszollt stabilitasi tartomany Abszollt stabilitasi tartomany
5 5
| i
| 1
| 1
| 1
| i
|
@ @
|
| 1
| 1
| 1
| 1
| i
| . !
§5 0 5 -5 0 5

10.1. abra. Az ERK1 és ERK2 mddszerek abszolit stabilitdsi tartomanyai.

Abszollt stabilitasi tartomany Abszollt stabilitasi tartomany
5 5
| i
| 1
|
|
|
OF—-——48 — —————————— O ——--FEE — ———— ——————
|
|
| i
| 5 !
§5 0 5 -5 0 5

10.2. abra. Az ERK3 és ERK4 mddszerek abszolit stabilitdsi tartomanyai.

8.24. Utmutatds: alkalmazzuk a feladatra a médszerek stabilitdsi tartomanyaira vonat-
kozo ismereteinket.

Tobblépéses mdédszerek

8.25. Taylor-sorfejtés utan az alabbi konzisztenciarendek allapithatoak meg:
(a) A mddszer masodrendben konzisztens.
(b) A mdédszer méasodrendben konzisztens.

(¢) A mddszer harmadrendben konzisztens.



8.26. A konzisztencia feltételek ellenorzése utan az alabbi rendek allapithatéak meg:
A médszer masodrendben konzisztens.

A mdédszer mésodrendben konzisztens.

8.28. A médszer maximaélis konzisztenciarendje 3. Az ismeretlen egyiitthatok az alabbiak:
bo = 23/12, by = —4/3, by = 5/12.

8.30. A gyokkritériumhoz sziikséges feltételek vizsgalata utan az aldbbiak mondhatéak
el:

a) A moédszer nem teljesiti a gyokkritériumot.

A modszer teljesiti a gyokkritériumot.

(
(b
(

d

)
)

(c) A mddszer teljesiti a gyokkritériumot.
) A moddszer teljesiti a gyokkritériumot.
)

(e) A mdédszer nem teljesiti a gyokkritériumot.

8.31. Az er0s stabilitashoz sziikséges feltételek vizsgalata utan az alabbiak allapithatok
meg:

A 8.25. feladat eredményei:
(a) A moédszer erésen stabil.
(b) A mddszer er6sen stabil.
(¢) A médszer nem erésen stabil.
A 8.26. feladat eredményei:
A médszer er6sen stabil.

A mdédszer erdsen stabil.



A 8.30. feladat eredményei:
(a) A mddszer nem erésen stabil.
(b) A médszer nem erésen stabil.
(¢) A mdédszer erdsen stabil.
(d) A mddszer erésen stabil.
)

(e) A mdédszer nem erésen stabil.



A kozonséges differencialegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerei

Peremérték-feladatok megoldhatosaga

—€ € —

:1—626 +1—€26

9.2. A kétpontos peremérték-feladat megoldésa az u(x)

9.4. A peremérték-feladatra az aldbbi valaszok jelenthetéek ki:
(a) Igaz.
(b) Hamis.
(c) Hamis.
9.5. A feladatnak tetszéleges (v, 5) par mellett 1étezik egyértelmi megoldasa. Nevezete-

sen:

— e
b ze®.
e

u(z) = ae® +

9.6. Az egyértelmiiségi kérdésre adott valaszok:
(a) Van egyértelmii megoldasa.

(b) Nincs megoldéasa, igy nincs egyértelmii megoldédsa sem.

9.7. A kérdésre adott valaszok:
(a) Van egyértelmi megoldésa.
(b) Van egyértelmii megoldésa.

(c) Van egyértelmi megolddsa.
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9.8. A peremérték-feladat elsérendii rendszerének és peremfeltételeit tartalmazé alakjai
a kitlizott feladatok esetén az alabbiak:

(a) Az elsérendii rendszer alakja:

A feladat peremfeltétele:

i3 () = (Vo) () = (5) =

(b) Az els6rendii rendszer alakja:

o=t - (5 1) (1)),

A feladat peremfeltétele:

s = (3 8) (380 (4 (2 - (1)

(c¢) Az elsérendii rendszer alakja:

0 1 0 uy(x)
u'(z) = Au(z) = 0 0 1 us ()
—2X\3 A% 2) uz()

A feladat Byu(0) + Byu(1l) = v peremfeltétele:

100 u; (0) 000 u; (1) o
000 uw©0) |+ 1 00 u(l) [ =1| B
000 us(0) 010 u;(1) B3

9.9. A peremérték-feladatok megoldhatésagara az alabbi dllitasok érvényesek:
(a) A feladat pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha b # kx, k € Z.

(b) A feladat pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha b # 0.



Véges differenciak mdédszere és a belévéses modszer

9.12. A feladatra alkalmazott standard véges differencias kozelités utan az aldbbi alakot
kapjuk:

Yn(w; + h) — 2yn(;) + yn(a; — h)

- 2 + c(@)yn(z:) = f(2i), v € wp

yh(fCo) = M1, yh(UCN) = 2.

A fenti alakbdl az Lj,w, = b, operdtoregyenletes alak szarmaztathatd, ahol az L :
F(w,) — F(wy) operdtor egy tetszbleges wy, € F(wy) rdcsfiiggvény esetén az aldbbi
moédon hat:

_wn(@en) - 2w2§£i) + 0 (i) + c(@)wn(z:), @i €wy
(Lawn)(2:) = § wy(z0), w0 =0

wp(zn), ay=L.
A b, € F(wy) (jobb oldal és a peremértékek) az aldbbi alakban irhato:

f(z), m €w,
bh(xi) =M1, Ti=2To

H2, Tj=TN-

9.14. Mutassuk meg, hogy a numerikus feladat diszkretizdlé L;, operdtoranak (amely
ckvivalens az Aj, métrixszal) inverze maximum norméban korlatos! Ekkor a kivént ered-
mény definicié alapjan konnyen igazolhato.

9.18. A feladat pontos megolddsa u(z) = x°/4. Ekkor a kpep2.m f4jl médositésa utdn a
pontos megoldas és a numerikus eredmények a 10.3 abran lathaté mdédon viszonyulnak
egymashoz.

9.19. A feladat pontos megolddsa u(z) = e* + ze® + x + 2. A kpep2.m fdjl médositasa
utan a feladat pontos megolddsanak és a numerikus megoldas kiilonbségének abszolut
értékben vett maximuma a [0, 1] intervallumon h = 1/17 1épéskoz mellett 0.26358552.

9.20. A feladat pontos megoldasa u(x) = 2e” + cos(1). A kpep2.m f4jl médositasa utan
az alabbi tablazatban a feladat pontos megoldasdnak és a numerikus megoldas kiilonb-
ségének abszolut értékben vett maximumét lathatjuk a [0, 1] intervallumon a megadott
h 1épéskozok mellett. Azaz a kivant kozelitésnek megfeleléen a hiba is mésodrendben
csokken.


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/kpep2.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/kpep2.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/kpep2.m

300

=300 1 1 1 1 1 1 1
4 R R B

10.3. dbra. A feladat pontos és véges differencids megolddsa h = 0.1 esetén a [—4, 4]
intervallumon.

h | A hiba értéke

2711 1.13531898
272 | 0.00185654
273 | 0.00046245
2741 0.00011551

9.22. Utmutatés: Nézziik meg az agyu.m és a belovesesmodszer.m fajlok forraskodjait!

Ekkor arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy az agyu.m fajl oldja meg a kezdetiérték-
feladatot. Ennek negyedrendii megoldasara programozzuk be az RK4 moddszert vagy
hasznalhatjuk a MATLAB beépitett ODE45 megoldéjat is!


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/agyu.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/belovesesmodszer.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/agyu.m

Parcialis differencialegyenletek

Elméleti feladatok

10.3. A feladatban szerepld operatorok R? egyes részein az alabbi tipustiak:
(a) A Laplace-egyenlet R2-en elliptikus tipusi.
(b) A Poisson-egyenlet R?-en elliptikus tipusti.
(c) A hévezetési egyenlet R%-en parabolikus tipusi.
)

(d) A hulldimegyenlet R%-en hiperbolikus tipusi.

10.5. A 10.4. feladatban bevezetett gondolatot hasznalva nyerjiik, hogy

Pu(r,y) U, n)

_ LU | BPU(E )

Ox? &2 0N on
Pu(z,y)  PUEn) ,UEn)  PUE )
Oy? 0€2 0o on?
[gy feladatunk alakja:
PUEn) _
3%

Ennek megoldédsa U(&,n) = C(§) + D(n). Azaz az eredeti feladat megolddsa:

u(z,y) = Clx+vy)+ D(x —y), C,DcC*R).

117



Megoldasok
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ElOoismeretek

Nevezetes matrixtipusok

1.1. A matrix mindharom sajatértéke 3. A

0 0 0]T[= 0
~1 0 0| |lyl|=1]0
0 -1 01|z 0

sajatértékegyenletbol a sajatvektorok elemeire azt kapjuk, hogy x = 0, y = 0, 2 # 0
tetszoleges. Tehat nincs 3 linearisan fiiggetlen sajatvektor, igy a matrix nem diagonali-
zalhato.

Maéshogy: Ha diagonalizalhaté lenne, akkor a 3E matrixszal lenne hasonlé, de akkor
A = S(3E)S™! = 3E, ami nyilvdnvaléan ellentmondas.

1.2. Az
1 1
0 1

matrix nem diagonalizalhatd, hiszen akkor az egységmatrixszal lenne hasonld, igy a mat-
rixnak meg kellene egyezni az egységmaétrixszal. Ez pedig nem teljesiil.

-1 -1

0 1
méatrix pedig diagonalizalhaté (sajatértékei kiilonbozéek), de konnyen ellenérizheten
nem normalis.

1.3. Az A maétrixnak a —2 haromszoros sajatértéke, a hozza tartozé sajatvektorok a
[—1,2, —4]T vektor szamszorosai. Emiatt a mdtrix nem diagonalizalhaté.

A B matrixnak az 1 egyszeres, a 2 kétszeres sajatértéke. Az 1-hez tartozd sajatvek-
tor pl. [1,1,—1]7, a 2-héz tartozé két linedrisan fiiggetlen sajatvektor pl. [—4,0,1]7 és
[—2,1,0]7. Emiatt a matrix a

-1

1 -4 =2 1 -4 =2 1 00
1 0 1 B 1 0 1|=]10220
-1 1 0 -1 1 0 0 0 2
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modon diagonalizalhato.
A C matrixnak harom kiilénb6z6 sajatértéke van, igy biztosan diagonalizélhaté: 2,3 és
6. A hozzajuk tartozé sajatvektorok pl. [0,1,1]%, [1, =1, 1]7 és [-2, —1,1]7. [gy a métrix

a
1

0o 1 =21 0 1 -2 2 00
1 -1 -1 cC|1 -1 -1|=[0320
1 1 1 1 1 1 0 0 6

modon diagonalizalhato.

1.4. Azt kell megmutatni, hogy det(A —E)=0, mert ez pontosan azt jelenti, hogy 1 sajét-
értéke a matrixnak. A determinansok szorzasi szabalyat, valamint a matrixok transzpo-
naltjanak és konstansszorosanak determindnsara vonatkozé szabalyt hasznalva kapjuk,

hogy
det(A — E) = det(A — AAT) = det(A) det(E — AT)

=det(E— A) =det(—(A — E)) = —det(A — E),

amibdl nyilvanvaléan kovetkezik mar az allités.

1.5. A ¥ vektor tovébbra is sajatvektor lesz A\(1 — VIV) sajatértékkel, ugyanis
(A - XW)IV=AV - AW v =)\ - ANV V)v=\1-V V)V

Mivel a matrix szimmetrikus, igy a tobbi sajatirany mar mind meréleges lesz az v vek-
torra. Emiatt tehat egy tetszoleges W sajatvektorra és a hozzd tatozd u sajatértékre igaz,
hogy

(A = AWHW = AW — \W W = uw — 0 = uw,

azaz W az Uj matrixnak is sajatvektora lesz ugyanakkora sajatértékkel.

1.6. Tegyiik fel, hogy a méatrix n x n-es. A f6atlon kiviil nincsenek pozitiv elemek, igy
elegendd olyan g pozitiv vektort mutatni, melyre Mg pozitiv. Azt éllitjuk, hogy a g =
[u(h),u(2h), ..., u(nh)]" vektor megfelels lesz, ahol u : [0,1] — R, u(z) = z(1 — x), és
h=1/(n+1). A g vektor pozitivitdsa nyilvanvald, tovabba Mg i-edik eleme

—u(h(i — 1)) + 2u(hi) — u(h(i+ 1)))
h2

=2,

hiszen a fenti képlet pontosan az u fiiggvény ¢h pontbeli masodik derivaltjanak -1-szeresét
adja (lasd numerikus derivalds témakor). Igazabdl most az is elég lenne, hogy az érték
pozitiv, ami konnyen latszik az u fiiggvény konkavitasabol, de a pontos értéket egy
késébbi feladatban hasznalni fogjuk.



1.7. M-matrixoknak a foatléiban pozitiv elemek allnak. Mivel a féatléban pozitiv elemek,
azon kiviil pedig nempozitiv elemek allnak, igy a szigori dominancia miatt a matrixra ér-
vényes az Ae > 0 becslés. Ez viszont azt jelenti a Gersgorin-tétel szerint, hogy mindegyik
sajatértéknek pozitivnak kell lennie, azaz a matrix pozitiv definit.

1.8. Ha p olyan valés szam, amely nagyobb M minden féatlébeli eleménél, akkor a
H = pyE — M maétrix nemnegativ métrix lesz, hiszen egy M-matrix f6atléjan kiviil nem
all pozitiv elem, ill. a féatléjaban nincs pu-nél nagyobb elem. fgy az M = pE — H feliras
mar egy regularis felbontds, hiszen az elébb lattuk, hogy H > 0, masrészt pE invertalhaté
és az inverze is nemnegativ. Mivel ez egy nemnegativ inverzi (M-matrixrdl 1évén szd)
matrix reguldris felbontéasa, igy o((1/p)EH) = o((1/pn)H) < 1, azaz o(H) < u. Mivel
szimmetrikus métrixok sajatértékei valdsak, és M sajatértékei p — (H sajatértékei)
alakuak, igy M minden sajatértéke sziikségképpen pozitiv. Ez mutatja hogy a matrix
pozitiv definit.

1.9. Mivel a matrix szimmetrikus, azt kell igazolni pl., hogy minden bal fels6 sarok-
determinansa pozitiv. Jeloljiik ezeket Dg-val, ahol k£ a determinansok méretét jelenti.
Lathaté, hogy D; = 2, Dy = 3, tovabba a determinansok kifejtési tétele miatt igaz, hogy
D,.1 = 2D, — D,,_1, ahonnét a D, = n + 1 6sszefiiggést nyerjiik, ami nyilvanvaléan
pozitiv értéket ad minden pozitiv egész n-re.

1.10. Korabban lattuk (1.9. feladat), hogy a métrix éppen a masodik derivalt -1-szeresének
kozelitését adja. Innét johet az otlet, hogy kiprébaljuk sajatvektornak az vy, = sin(ikmh)
alaki vektorokat, ahol h = 1/(n + 1), ha a matrix n x n-es, tovabba k,i =1,...,n.
Ekkor
(Mvy,); = —sin((¢ — 1)krh) + 2sin(ikwh) — sin((i + 1)k7h)

= —(sin(ikmh) cos(kmh) — cos(ikmh) sin(kwh)) + 2 sin(ikmh)

— (sin(ikmh) cos(kmh) + cos(ikmh) sin(kmh))

= 2(1 — cos(kmh)) sin(ikmh),
ami mutatja, hogy a megadott vektorok valéban sajatvektorok és a hozzajuk tartozo
sajatértékek Ay = 2(1 — cos(kmh)). Megjegyezziik, hogy mivel minden sajétérték pozitiv,
ez is mutatja, hogy a métrix pozitiv definit (1.9. feladat).

1.11. Mivel a métrix ferdén szimmetrikus, igy A7 = —A, tovdbbd a szerepl métrixok
kommutaldsa miatt igaz, hogy

E+A) ' E-AE+A ' E-A)=E+A)E-AE-A((E+AH

= (E+A) ' E-A)E+A)(E-A)'=E,

azaz a transzponaltja lesz az inverze, igy a méatrix valéban ortogonalis.



1.12. Ha egy C matrix fels6 haromszogmatrix, akkor ¢ > j esetén ¢;; = 0.

Annak igazolasahoz, hogy két felsé haromszogmatrix szorzata is fels6 haromszogmat-
rix, tegyiik fel, hogy A és B is fels6 haromszdgmatrixok, és szamoljuk ki a szorzat i-edik
soranak j-edik elemét a f64tlo alatt (i > 7)

n

(AB)U = Z aikbkj.

k=1

Itt a;x =0, ha k <4, és by; =0, ha k > j, azaz az ¢ > j egyenl6ség miatt a fenti Osszeg
minden tagjaban valamelyik tényez6 nulla lesz, igy (AB);; = 0.

Most igazoljuk, hogy felsé haromszogmatrix inverze is fels6 haromszogmatrix. Jelolje
az inverz matrixot B, és tegyiik fel indirekt, hogy a j-edik oszlopban a f6atlo alatt van a
B matrixban nemnulla elem. Vélasszuk ki a j-edik oszlopban a {6atlé alatt a legnagyobb
sorindexti nemnulla elemet. Legyen az a b;; elem. Tehdt ¢ > j és by; = 0, ha k& > ¢. Ekkor

n i—1 n
(AB);; = Z irbrj = Z irbrj + iibij + Z itbrj -

k=1 k=1 k=i+1
Itt az elso tag nulla, hiszen az A matrix fels6 haromszog, a masodik tag nem nulla, mert
A invertalhaté és b;; # 0, és a harmadik tag szintén nulla (ha van egyéltaldn), mert
k> 1.

Megegyezziik, hogy az allitds igazolhaté az inverz matrix Gauss-eliminaciés meg-

hatarozasi médszerének felhasznalasaval is tgy, hogy végiggondoljuk, hogy hol lesznek
nemnulla elemek az inverz matrixban.

1.13. Jeloljiik a T matrix elemeit ¢;;-vel. A métrixegyenldség két oldaldn 1évé métrixok
els6 soranak elso elemét kiszamitva a

t%l :t%l+t%2+"'+t%n
egyenloséghez jutunk, ami csak gy teljesiilhet, ha T elso soraban a féatlén kiviil nullak
allnak. Hasonl6an okoskodhatunk a tobbi féatlébeli elem esetén, amibol mar kovetkezik,
hogy T diagonalis matrix.
Normalt és euklideszi terek
1.14.

(Ix+yl*=lx=yl*) =~ (x+y,x+y) — (x—y,x—y))

1 =

(Iel® + 26 ) + Iy ll* = (Ix]1* = 262, y) + [Iy[1%))

= (x,y).

1
4
1
4



1.15.

Ix+yllP+]x—ylP=x+y.x+y)+{x—-y,x—Y)
= |x|I” +2(x,y) + [ly[I> + (Ix]I* = 2(x, y) + [l¥]*)
=2||x[]* + 2||y||*.

1.16. Az &llitas kozvetlen kovetkezménye a polarizacids egyenléségnek (1.14. feladat).

1.17. Az allitas trividlisan igaz, ha x vagy y nullvektor. Tegyiik fel, hogy egyik sem
nullvektor, és tekintsiik a

o(t) = (x+ty,x + ty)

valés fliggvényt. Ez a fiiggvény nyilvanvaléan nem vehet fel negativ értéket, tovabba
érvényes, hogy
o(t) = IIx|I* + 2t(x,y) + [y ||*.

Ez csak tgy lehet, ha a t-ben masodfoku kifejezés diszkriminansa nempozitiv, azaz
4(x,y)* = 4lx|*lly[* <0,
ami éppen az igazolandé egyenlotlenséget adja.

1.18.
Ix+y]*=x+y,x+y)=|x|*+2x,y) + [ly]*

ahonnét egyszerre latszik, hogy az allitds pontosan akkor teljesiil csak, ha (x,y) = 0,
azaz a vektorok ortogondlisak.

Banach-féle fixponttétel

1.19. A T leképezésnek a Banach-féle fixponttétel szerint van egyértelmiien 1étez6 fix-
pontja (T a zart [a,b] intervallumbdl ugyanebbe az intervallumba képez és kontrakcid).
Jeloljiik ezt x*-gal. Meg kell mutatni, hogy x* F-nek is fixpontja, és hogy a fixpont
egyértelmii. Az

[F(2") = a™|| = [F(T(z7)) = T(@") || = [T(F (=) = T2 < gl F(27) — 27

egyenl6tlenség csak ugy teljesiilhet, ha [|F(2*) — 2*|| = 0, azaz ha F(z*) = z*, ami
azt jelenti, hogy z* F-nek is fixpontja. A masodik 1épésben felhasznéltuk, hogy T és F
felcserélheto, a harmadikban pedig azt, hogy T' kontrakcio.

Az egyértelmiiséghez elég arra hivatkozni, hogy a T' leképezésnek a Banach-féle fix-
ponttétel miatt pontosan egy fixpontja van, igy F-nek sem lehet egynél tobb, hiszen F
fixpontjai egyuttal T-nek is fixpontjai.



1.20. A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt tetszéleges z,y € [0, 00) szdmokra

[F(x) = F(y)l = [F'(©)] - |z =y,

ahol ¢ egy az x és y értékek kozé esé megfeleld szam. Mivel F/(£) = 1/2 — 1/£% és ennck
abszolut értéke nem lehet 1/2-nél nagyobb az [1, 00) intervallumon, ezért irhatjuk, hogy

|[F(a) = F(y)l = [1/2=1/&| - | — y| < 1/2]z —y].

Tehét F valéban kontrakeid, és a kontrakcids tényezd valaszthat6 1/2-ednek. Ez a lehetsé-
ges legkisebb kontrakcids tényezd, hiszen ha x és y elegendben nagyok, akkor |1/2—1/£2|
tetszélegesen kozel keriilhet (alulrdl) 1/2-hez. Teljesiilnek tehat a Banach-féle fixpontté-
tel feltételei, igy F-nek egyértelmiien 1étezik fixpontja. I fixpontjanak meghatdrozasahoz
az F(z*) = x*/241/2* = 2* egyenletet kell megoldani, melynek megoldasai a7 , = +v/2.
Ezek koziil csak az 2 = /2 érték esik a [0, 00) intervallumba, igy az a fixpont.

1.21. Mutassuk meg el6szor, hogy nem lehet egynél tobb fixpont! Tegyiik fel indirekt,
hogy van két fixpont. Jeloljiik ezeket x*-gal és y*-gal! Ekkor, kihasznélva a feladatbeli, a
kontrakcidés tulajdonsagot helyettesito feltételt, érvényes az alabbi becslés:

lo* =yl = [[F(2") = FOIl < ll2" ="l

ami nyilvanval6 ellentmondas. fgy nem lehet egynél tobb fixpont.

Azt, hogy a feltételek mellett nem feltétleniil van fixpont mutatja az F' : [1,00) —
[1,00), F(z) =z + 1/x fiiggvény. Ennek a fliggvénynek nyilvanvaléan nincs fixpontja a
[0, 00) intervallumon, viszont a feladatban szereplé feltételt kielégiti, ugyanis tetszoleges
z,y € [1,00) esetén a Lagrange-féle kozépértéktételt hasznélva

|F(z) = F(y)| =le+1/z— (y+ 1/y)| = [1 = 1/&| - |z —y| < |z —y].
1.22. Mivel
IT(x1) +y — (T(x2) + )|l = | T(x1) = T(x2) || < qllx1 — %,

ezért az x — T(x) + y leképezés is kontrakcié V-n, igy pontosan egy fixpontja van.
Ezzel igazoltuk, hogy az egyenletnek mindig pontosan egy megoldasa lesz. Legyen a
megoldofiiggvény, azaz az a fiiggvény, amely az y elemhez hozzarendeli az egyenlet x
megoldasat, u. Azt kell megmutatnunk, hogy u folytonos. Tegyiik fel tehat, hogy egy
{y,} sorozat y-hoz tart! Igazoljuk, hogy ekkor u(y, ) — u(y)! Mivel

lu(y,) —u)| = 1T (u(y,)) +y, — (T(uly)) +y)
<|T(u(y,)) — (T(u(y)) +y, =yl
< | T(u(y,)) — (T(uy)l + Iy, — ¥l

< qllu(y,) = u¥)l + [y =9I,



igy
[u(y,) —u(y)ll < Hyn v,

amibdl mar kovetkezik az allitas.

1.23. El6szor igazoljuk, hogy van olyan 0 < ¢ < 1 szdm, melyre |f'(¢)| < ¢ minden
¢ € [a,b] esetén! Tegyiik fel indirekt, hogy nincs ilyen ¢! Ekkor minden n € N esetén
létezik olyan ¢, € [a,b], melyre 1 —1/n < |f'(c,)| < 1. Mivel a {¢,} sorozat korldtos, igy
van {¢;, } konvergens részsorozata. Legyen ennek hatarértéke ¢* € [a, b]! Mivel a feladat
feltétele szerint f’(z) folytonos [a,b]-n, igy f’(¢*) = 1 lenne, ami ellentmond a feladat
feltételének.

Ezek utan a feladat allitasa mar a Lagrange-féle kozépértéktételbdl kbvetkezik, ugyan-
is eszerint tetszéleges x # y € [a, b] esetén egy tolik fliggd megfeleld ¢ € (a,b) szdmra

|f(x) = f(y)]
|z —y|

=1 (0)],

azaz
[f () = F)l < 1F()] - [z =yl < qle—yl,

ami azt jelenti, hogy f kontrakcio.

Vektornormak

1.24. Az 1-es norma az elemek abszolut értékben vett Osszege, azaz 14| —2|+3 = 6. Az
euklideszi norma az elemek négyzetosszegének gydke, azaz /12 + (—2)2 + 32 = V/14. A
maximumnorma pedig a legnagyobb abszolit értékl elem abszolut értéke, azaz 3.

IX|[1 =142+ ...+ 100 = 5050,

[IX]l2 = /12 + 22 +...,1002 = /100 - 101 - 201/6 ~ 581.6786,
1424 ... 4 100 = 5050, ||X]|oc = 100.

1.26. Kételemii X = [z, y]” oszlopvektorok esetén a nevezetes normdk képletei a kovetke-
z6k: ||X||1 = |z| + |y], IX]l2 = 2 + 42, ||X]|ec = max{|z|, |y|}. Emiatt a sikon rendre azon
(x,y) pontok esnek az origd adott normaban 1 sugaru kornyezetébe, melyek koordinéta-
ira rendre igaz, hogy |z| + |y| < 1, 22 + y* < 1 ill. max{|z|, |y|} < 1. Ezek az alakzatok
rendre a 10.4 abran lathaté tartoményokat adjék kérnyezetként.
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10.4. dbra. Az origd 1 sugaru kornyezete 1-es, 2-es és oo normaban.

1.27. Legyen X egy tetsz6leges R™-beli vektor. Ekkor nyilvdnvaléan ||X||. < [|IX||1 és
IX]|oo < [|X]|2- A normdk ekvivalencidja az alabbi egyszerti becslésekbél kovetkezik

I%llso < (%2 < VARl < ValRIL < nv/n][%]loo = 1%%]|cc.

Megjegyezziik, hogy az 1-es és a 2-es normara vonatkozéan a fenti becsléseknél élesebb
becslések is igazak. Nevezetesen

X2 < (%]l < Va2

A bal oldali relacié az

Kl = laa] + -+ faal < V0P + o 2l + 2aa]les] + . > (IR

becslésbol, a jobb oldali pedig a szamtani és kvadratikus kozepek kozti egyenlétlenséghdl
kovetkezik.

1.28. Ha a norma skaldris szorzatbdl szarmazna, akkor teljesitené a parallelogramma
egyenldséget (1.15. feladat). Igy ellenpélddt kell mutatnunk. Tekintsiik pl. az €; és €,
egységvektorokat! Ezekkel

2= & + &l + e — &% # 2@l + 2l[ell5 = 4,
igy a maximumnorma nem lehet indukalt norma. Tovabba
8= |l& +&lff + [[&1 — &t # 2[e ]l + 2[[elf = 4,
azaz az l-es norma sem lehet indukélt norma.
1.29. Az allités az alabbi becslésbol és a rendér-elvbdl kovetkezik:
IXlloo = /KI5 < IXllp = /Jz1l? + -+ [zal? < /K]S < V)R]0 = [K]loo,

ha p — oo.




1.30. Tekintsiik az
ab b
fla)=—+——ab
p q

valds fliggvényt a nemnegativ a szamokon. Vizsgaljuk meg ezt a fiiggvényt! Az
flla)=a"'—b=0

egyenl6ség csak az a = b'/P=1) pontban teljesiil, itt

f(bl/(p—l)) — e (1 + 1) — b1 =0,
P q

tovabba a = bY/(P~1_t8] jobbra szigorian monoton névé a fiiggvény, balra pedig szigo-
rian monoton csokkend, f(0) = b7/q > 0. Ebbél latszik, hogy f(a) > 0 a teljes [0, 00)
intervallumon, ami atrendezve éppen a keresett egyenlotlenséget adja.

Most térjiink &t a Holder-egyenlétlenség igazolasara! Az éllitas nyilvanvaldéan igaz,
ha p vagy ¢ értéke 1, vagy ha X vagy y nullvektorok. Tegyiik fel, hogy 1 < p,q < 0o és
hogy egyik vektor sem a nullvektor. Legyenek X és ¥ olyanok, hogy [|X|[, = ||Vl = 1.
Ekkor a Young-egyenltlenség alkalmazéasaval kapjuk, hogy

i i x|p vld 1 1
Zx1y1<2‘xl |y2|<z(| L il ):H Iy, ISl 1 1,

p q P q
Altalanos esetben (||X||, = ||[¥l, = 1 valamelyike nem teljesiil) alkalmazzuk a fent nyert
becslést az X/||X||, és ¥/||¥]|, vektorokra, melyek p és ¢ normdja most mér egységnyi:

|/ X, ¥/1I7 1) < 1,

ahonnét ||X||,||¥|l,-val val6 szorzds utdn éppen a Holder-egyenl6tlenséget nyerjiik.

1.31. A normaaxiomak koziil az elsé ketto trividlisan teljesiil. Csak a harmadik teljesiilését
(haromszog-egyenldtlenség) kell megmutatni, azaz azt, hogy 1 < p < oo esetén

X +¥llp < Xl + 171l

Ez éppen az tn. Minkowski-egyenlotlenség, melyet az aldbbi mdédon igazolhatunk. Ha



X + ||, = 0, akkor trividlis az allitas, kiilonben pedig az alabbi becsléseket tehetjiik:

n

IR+ =D i+ ul” <D lwi+wl” (2] + |wil)

i=1 i=1

= Z i s + P+ Z il lzs + s~
=1 i—1

< (IIxll, + H?Hp)i Dl gD
=1

= (Ixll, + II?Hp)i >l il
=1

= (I, + 171, 1% + 377,

ahol a masodik sorbdl a harmadikat a Holder-egyenlotlenség segitségével nyertiik. Az

els6 tagban azt pl. az (|zi1],...,|z.])" és (Jz1 + i [P7Y ..o |20 + yuP™HT vektorokra
alkalmaztuk.
Ezek utdn a keresett egyenlétlenséget ||X + |2/ %val val6 osztés utdn nyerjiik, hiszen
a2 ——— - _
—— = K+, < Il + 1515,
X+ ¥llp

amit igazolni szerettiink volna. Azaz a p-norma valéban normat ad meg.

1.32. A normaaxiémakat kell leellendrizni kihasznalva, hogy || - || normaként teljesiti a
norma axiéomait. Nyilvanvaléan ||X||4 = ||AX|| pontosan akkor ad nulldt, ha AX = 0, ez
pedig pontosan akkor teljesiil, ha X a nullvektor, hiszen A invertalhaté.

Tovabba tetszoleges a € C esetén

loX[la = [|A(ax)]| = [la(AX)]| = |af - [[AX]| = [a] - [[X]]-

fgy a masodik axioma is teljesiil.
A harmadik axiéma érvényessége az alabbi becslésbél lathato (két tetszéleges X,y €
R™ vektor esetén):

IX+¥la=AK+Y) = |AX + AY[| < [|AX]| + [[AY]] = [IX][4 + [7]l.a-

Matrixnormak

1.33. A norma axiomai koziil az elsé ketto trividlisan teljesiil. A harmadikhoz pedig az

A+ B|| = H}f}xmij + byj] < H}?Xﬂaz‘j! + [bi]) < max |agj] + mgxwij\ = ||A][ + [|B]]



becslésbdl kovetkezik.
A norma nem szarmaztathaté vektornormabdl, ugyanis az 1.1. tételben nem teljesiil

a harmadig tulajdonsag pl. ha A-t is és B-t is a csupa 1 matrixnak valasztjuk. Ekkor
[A] = [IB]| =1, de [[AB]| = n.

1.34. A becslések egyszertien kovetkeznek az 1.27. feladat eredményébdl.

1.35. A norma axiémai koziil az els6 ketto trividlisan teljesiil. A harmadik becslés pedig
a Minkowski-egyenlétlenség kovetkezménye (lasd 1.31. feladat).

A Frobenius-norma amiatt nem lehet indukalt norma, mert akkor az egységmatrix
norméjanak 1-nek kelle lennie, viszont [|E||p = /n.

1.36.

n n n

(ATA); = (AT)iw(A)s = Y (A)s(A)s = Y (A)w)?,

k=1 k=1 k=1
azaz az i-edik oszlop négyzetosszege. Azaz a foatlobeli elemek 6sszege megadja az Osszes
oszlop négyzetosszegét, azaz a Frobenius-normat.

Legyen B = STAS, ahol S ortogonalis matrix. Hasonlé métrixok sajatértékei meg-
egyeznek, igy a trace-iik is megegyezik, mert az a sajatértékek osszege.

|B||% = trace(B'B) = trace(STAT(SST)AS)

= trace(ST(ATA)S) = trace(ATA) = |A||%.

(Itt azt is kihasznéalhattuk volna, hogy a matrixok ciklikus permutéciéja sorén a trace
nem valtozik.)

1.37. Jelolje a;, az A matrix i-edik sorvektorat! Ekkor a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-
egyenlotlenséget hasznalva

n

n
IAZ]3 =) (@.%)° < Y & l30xl; = IKIZIA.
1=1

=1

Ezt szerettiik volna megmutatni.

1.38. Jelolje altaldnosan egy C matrix j-edik oszlopét (C),;. Ekkor

IABF =D " (AB)ll3 = Y IA®B),l5 < > IAIGIBII5 = IAIZIBI3,
j=1 j=1

Jj=1

ahol felhasznaltuk az 1.37. feladat eredményét.



1.39. Legyen Vv egy A négyzetes matrix egy sajatvektora és A a hozza tartozé sajatérték.
Ekkor igaz, hogy AV = A¥. Jobbrdl szorozzunk v!-tal, majd vegyiik mindkét oldal
normajat:

AV = [|Avv" ]!
A bal oldalt becsiiljiik a szubmultiplikativ tulajdonsag alapjan, a jobb oldalon pedig a
norma egyik axioméjat hasznalva:

JAL- 1997 > |AV" ] = ] - []957]]

Mivel v # 0, fgy |[|[Vv']|| # 0, és ezzel a tényezével osztva adédik, hogy a sajatérték
abszolit értéke nem lehet nagyobb, mint a norma. Igy ez igaz a spektralsugdrra is.

Mivel ||A|l; = |Alle = 1.1 és [|A]|r = v/0.52 4+ 0.52 + 0.62 4 0.12 &~ 0.93, ezért csak
a Frobenius-norma értékébol kovetkezik, hogy a spektralsugar kisebb, mint 1.

1.40. Mindegyik esetben a féatlobeli elemek legnagyobb abszolit értékét kapjuk eredmé-
nyil: [|D]| = max; |d;;|. Jeloljiik az egyszerliség kedvéért ezt az értéket D-vell
1-es norma esetén: mivel

DXy =) " |dazi| < DY |al,
=1 i

igy |DJj; < D. Ha az X vektort €;-nek vélasztjuk, ahol j az az index, melyre |d;;| = D,
akkor |DX||; = D, ami mutatja, hogy ||D||; = D
Az allitds maximum- és euklideszi normara is hasonléan igazolhaté.

1.41. Legyen A € R™ ™ egy adott matrix és X € R" egy tetszéleges nemnulla vektor.
Ekkor

|AX], = Z

=1

§ : QAijj

7j=1

n n n
< (.max > |%‘|> > ] = (.max > |az‘j|> 1%,
7j=1,..,n 4 - Jj=1,...,n £
=1 7=1 =1

ami mutatja, hogy [|Al1 < maxj_1__, > . |aj|. Az egyenldséghez azt kell megmu-
tatni, hogy van olyan X, € R" vektor, mellyel a fenti becslésekben egyenloségek sze-
repelnek. Tegyiik fel, hogy a Y i, |a;;| Osszeg a jo oszlopban a legnagyobb. Ekkor az
Xo = €5, iy |aij,| valasztds megfeleld, ugyanis

n n n
A% |l: = (E |aij0|> E |aije| = (.Tqax E |aij|> X0l
j=1,..,n
=1 =1 =1

Itt €, a jo-adik egységvektort jeloli, azaz azt az n elemi vektort, melynek jo-adik eleme
1, a tobbi pedig nulla.

< ZZMZJH:UJ‘ = ZZ‘CL%JH%’ = Z (|%’ZZ:|%J’> <

=1 j=1 7j=1 =1



1.42. Legyen A € R™" egy adott matrix és X € R" egy tetszoleges nemnulla vektor.
Ekkor

n
E aij.ij

j=1

| AX]|oc = max
(2

n n
< max ) Jay] o] < max ) |aij| max ||
3 K3
j=1 j=1

n
= (mlgx |xk|> max Y |ay]
K3

Jj=1

ami mutatja, hogy ||Alle < max;—y,_ , Z?Zl la;;|. Az egyenlOséghez azt kell megmutat-
ni, hogy van olyan X, € R" vektor, mellyel a fenti becslésekben egyenldségek szerepel-
nek. Legyen 7y annak a sornak az indexe, melynek abszolut értékben vett 0sszege éppen

-----

> (o),

j=1

|AX) |00 = m?x

n
= max Z ;| -
j=1
Ezzel igazoltuk az allitast.

1.43. Az A" A métrix hermitikus és pozitiv szemidefinit. Az hermitikussig nyilvanvalo,
a pozitiv szemidefinitség kovetkezik az XTAYAX = ||AX|2 > 0 egyenl6tlenséghdl. Az
hermitikusség miatt a matrix diagonalizalhaté, azaz A7 A felirhaté AYA = VAVH
alakban, ahol V megfelel6 unitér matrix, A pedig a nemnegativ valés sajatértékeket
tartalmazé diagonalis matrix. fgy

|A%[3  xPA"Ax xIVAVIx  |[VAVIX[]

=3 TR I I3
IVAVI IS _ ok
ST SER CIVAL = oa”A),
2

A VA matrix az a diagondlis métrix, melynek fé4tl6beli elemei A megfeleld elemeinek
gyokei. Az A7 A métrix legnagyobb abszolit értékii sajatértékéhez tartozé sajétvektort
valasztva X-nek pont egyenléség van. Igy az éllitds valéban igaz.

1.44. Az, hogy a hozzarendelés normét ad meg kovetkezik az 1.33. feladat eredményébdl.
A szubmultiplikativitds pedig az alabbi médon lathaté be.

n n
|AB|| = nmax |[(AB);| < nHZlf]%.XZ |aiby;| < nHZlf]%.XZ ||| b
’ k=1 k=1

< - n-maxfa;| max [b;| = [[A][|B]
%) %)



1.45. Jelolje a matrixnormat || - ||! Definidljunk egy vektornormat egy tetszoleges y # 0
vektor segitségével az aldbbi médon: ||X|| = ||Xy” ||! Lathat6, hogy ezzel a vektornorméval
konzisztens a matrixnorma, ugyanis

IAX] = [AX" || < Al %y 1] = [IA][[IX].

1.46.

B — sup [ABEL _ _ IAIBR]|
S I Y

IBx]|

1]l

= HAHﬁig = [lAIBI = Al

1.47. Mivel B szingularis, igy van olyan X # 0, melyre Bx = 0. Erre az X vektorra:
AN A-Bx=%X,

azaz
IAMIIA = BJ[|x]| > [A™(A - B)x|| = |X].
majd ||X||-szel osztva és atrendezve kapjuk a bizonyitandé allitést.

1.48. Azt igazoljuk, hogy tetszéleges pozitiv € szamhoz van olyan ng index, hogy minden

k > ng esetén
o(A) < [[AF[IVF < o(A) +e.

Ebbdl ugyanis az allitas mar kovetkezik.

A bal oldali egyenlétlenség igazolasa: ||A*| > o(AF) = (o(A))*, azaz o(A) <
IAR|[.

A jobb oldali egyenlitlenség igazolasa:

(aree) = () <

(=)

elemenként nullahoz tart, azaz barmilyen norméban is nullahoz tart. fgy elegendGen nagy
k-ra a matrix normaja kisebb lesz 1-nél. Azaz ilyen k értékekre

)

amit atrendezve a jobb oldali egyenlétlenség kovetkezik.

Emiatt

<1

— )




1.49. Legyen y € R* egy tetszéleges nemnulla vektor! Ekkor

f— 0 —
|AR]s —

yerr  [[¥ll2

= [|AB),.

[Allz = sup

T T
0 €R 0

2

1.50. Megoldas I: A C matrix egy M-matrix, hiszen a f6atlén kiviil nincs pozitiv ele-
me ¢és a g = [1,1,1]7 vektorral beszorozva a [0.7,0.8,0.7]7 pozitiv vektor adédik. Az
M-matrixok invertalhatok, tovabbé a szimmetria miatt az 1-es norma megegyezik a ma-
ximumnormaval. fgy az M-matrixok inverzének becslésérol szolo tétel alapjan:

_ - 1
IC7H1 = |C7 e < oo =143

Megoldas II: A C matrix tulajdonképpen az egységmatrix

0 -01 -0.2
R=|-01 0 =01
-02 —-01 0

matrixszal valé perturbaciéja. A 3.2. tétel alapjan, mivel ||R||; = 0.3 < 1, azért E + R
invertalhato és

IC7H; < = 1.43.

1-0.3
1.51. Az eredményeket MATLAB-bal szamitva az aldbbi tablazat adodik.

Az inverz normdja
.0000e+000
.8000e+001
.0800e+002
.3620e+004
.1328e+005
.1865e+007
.7996e+008
.2463e+010
.8871e+011
.2070e+013
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[
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1.52. |H|, = o(H) = 1.5671, |[H]||, = [|H[- = 2.2833.



Modellalkotas és hibaforrasai

Feladatok kondicionaltsaga

2.1. A feladat akkor korrekt kitiizésii, ha |d| > 2. Ez a szerepl6 fiiggvények folytonossaga-
bol kovetkezik. A d = £2 értékek sem megfelel6k, mert ezeknek nincs olyan kornyezetiik,
melyben egyértelmii megoldas lenne. A kondicidészam:

| = 1+ so=2d| - |d] d|

/‘i(d) _ 2v/d?—4 _

| —d+d> — 4 2 —4
Ez akkor lesz 100-nal nagyobb, ha 2 < |d| < 1/40000/9999. Ilyen d pl. a d = 2.0001. A

feladat jél kondicionalt, ha |d| nagy és rosszul, ha értéke kozel van 2-hoz.

2.2. Az z megoldas az & = 1/(1 — d?) alakban frhaté. Igy a relativ kondiciészém

2d>
d) = ——
ami mutatja, hogy 1 kozeli d értékekre a feladat rosszul kondicionalt. A d = 0.99 értékre
k1(d) = 98.5. Mivel x +y = 1/(1 + d) = Ga(d), igy

d

) =g

azaz a megoldasok Osszegének kiszdmitasa jol kondicionalt. A d = 0.99 értékre ko(d) =
0.4975. (Megjegyezziik, hogy ha d kozel van 1-hez, akkor x és y két abszolut értékben nagy
szam, ellentétes eldjellel, melyek Osszege kb. 2, igy x + y kiszamitasakor kiegyszertisodés
léphet fel. Ez viszont mér a numerikus szamitds tulajdonsdga és nem az eredeti feladaté.)

2.3. A képlet alapjéan = = v/d + 1—/d, azaz a megoldéfiiggvény G(d) = v/d + 1—+/d. In-
nét lathato, hogy minden d > 0 esetén a feladat korrekt kittizésti. A relativ kondiciészam
a rk(d) =|d-G'(d)/G(d)| képlettel szamithatd. Erre, egyszertisitések utan, a



eredményt kapjuk, ami minden pozitiv d esetén legfeljebb 1/2 lehet. Ez mutatja, hogy
a feladat minden d > 1 esetén jol kondiciondlt (hiszen maximum fele akkora szazalékot
véltozik x, mint d).

2.4. Azokban a d pontokban, melyekben a kondicidszamok értelmezhetok

d-(f-9)' ()] _ |d-(f(d)-g(d) + f(d) - g'(d))| _
(f - 9)(d)| |£(d) - g(d)] -

azaz a szorzat kondicidszama a két kondicidoszam osszegével becsiilheto feliilrol.

Krg(d) =

Kp(d) + rg(d),

2.5. Az egyenletrendszer megoldasa d # +1 esetén

o -
1o VT 1o

igy a feladat d # +1 esetén korrekt kittizési. A megoldofiiggvény tehat

1 —d
60 =~ |2 s
A kondicidszam a (2.1) képlettel szamithato.

(d) = [[2d/(1 = d?)*, —(1 + d?)/(1 = d*)?] || - |d]
I/ = d?), =d/(1 = d)] |l

i@/ -, ha |d| > 1,
Sl A+d)|d|/|]1—d?, haO<|d <1,

ha pedig d = 0, akkor az abszolit kondiciészam szédmithatd: kqps(0) = 1.

A gépi szamabrazolas

2.6. A pontosan dbrazolhato szamok a kovetkezok: 0, 0.01, ..., 0.09, 0.1,..., 0.9, 1, ..,
9, 10, 20, ..., 90, 100, 200, ...,900, és ezen szamok -1-szeresei. Igy tehat a legnagyobb

abrazolhaté szam a 900, a legkisebb pozitiv abrazolhatd szam a 0.01, a gépi epszilon
pedig 0.01.

2.7. fI(1/3) = 0.3, f1(1/900) = 0, f1(20-200) = Inf, A(((240.1)4+0.1)+---+0.1) = 2,
AO01+0.1) +0.1) + -+ +0.1) +2) = 3.

2.8.a) F(1,0,3) , b) F(3,0,0), ¢) F(1,-3,0), d) F(4,0,3).



2.9. a) 2.2 - 3.45 = 7.59 dbrédzoldsédhoz az F(3,0,0) szdmrendszer kell. b) az 1/80=0.0125
dbrdzolasdhoz az F(3,-2,1) szamrendszer sziikséges. ¢) 2 x 10% - 7 x 10> = 1.4 x 10°
szamitasdhoz az F(2,2,5) szdmrendszerre van sziikség.

2.10. A szamabrazolas hibait vessziik figyelembe. fgy

. 2(140,)
z_yﬂ+%%1+&’

ahol |8/, [0,], 6] < u. Ekkor az abszolit hiba

. (14 0,) x
2—zl=|—2(146) — =
2=l M1+%% ) Y
1 2
_E (1+u) _1‘:f}(u2+2u+1)(1+u+u2+...)—1|%z?;u,
y| 1—u Y Y

ahol u magasabb hatvanyait elhagytuk. Az abszolut hiba jelentés lehet, ha x jéval na-
gyobb y-néal. A relativ hiba 3u, ami a gépi pontossag nagysagrendje.

2.11. A kiszamolt érték (mindig hatjegyl mantisszdra kerekitve): —2 x 1072, A hiba
a kiegyszerisodés miatt 1ép fel, két kozeli szam kivondsa miatt. Ez elkeriilheté kozos
nevezore hozassal és egyszertisitéssel. Igy

—2a

A= ,
1—2a

melynek eredménye —2.00401 x 1073,

2.12. Természetesen nem. Valahdnyadik tagtdl az 1/n értékek mar kisebbek lesznek e¢-
nal, igy a szamitégép ezeket mar nullanak fogja tekinteni. Az adott esetben - mivel csak
normalalakban 1év6 szamokat tudunk abrazolni - a legkisebb abrazolhaté pozitiv szam
0.1, igy csak az 1 +1/2+ ...+ 1/10 &sszeget kell kiszamolnunk. Mindig figyelembe véve
a hasznalhaté mantisszahosszt (a tortek szamitdsakor és az Osszegzéskor is), dsszegnek
2.9-et kapunk.

2.13. A cos(0.7854) érték 6-jegyti mantisszdra kerekitve: 7.07105 x 1071, Ennek négyzete
4.99997 x 10—, Hasonléan sin?(0.7854) = 5.00002 x 101, Igy f(0.7854) ~ —5 x 1076. A
pontos f(0.7854) érték —3.67321 x 1076, A relativ hiba tehdt 0.3612. Ez nagy relativ hiba.
Oka az, hogy két kozeli szamot vontunk ki egymasbdél a szamoléds soran. Ez elkeriilheto
az f(z) = cos(2z) formula alkalmazasaval. Ezzel, szintén hatjegyi mantisszara kerekitve,
—3.67321 x 107°% adddik a szdmolas sordn. Ennek sokkal kisebb a relativ hibaja.



2.14. A gyokjel alatt az a®> — 4b = 2.5 x 10'7 — 4 értéket kellene kiszdmitani, amire a
MATLAB 2.5 x 10'-ent fog adni (g, ~ 2 x 107'6). Ezért a két gyok x; = 5 x 10% és
x9 = 0. Nyilvanvald, hogy x; relativ hibaja kicsi, mig az xy gydké nagy. Jobb eredményt
érhetiink el, ha észrevessziik, hogy a két gyok szorzata (Viéte-formula) 1, igy xo jobban
szamolhaté tgy, hogy x; reciprokat vessziik. fgy Ty = 2 x 1072 adddik. (Hasonlban jé
megoldés a szdmlalé gyoktelenitése is a konjugalttal vald szorzdssal és osztassal.)

2.15. A szimpla pontossagu kettes szamrendszerbeli szamok esetén a mantissza Ugy néz

ki, hogy 1-es szerepel a ,kettedespont” elott, utana 23 biten szerepelhetnek 1-esek ill.

nulldk. Az a + b 6sszeg szamitogépen szamolt értéke akkor marad a, ha b kisebb, mint

2721 (Ekkor mdr kerekitve sem véltoztat a mantisszan.) Azaz 1/(k + 1)? értéke akkor

nem adodik hozza si-hoz, ha k legalabb 4096. fgy a megadott érték, azaz 1.6447253, lesz

a szdmitégépen szamolt hatarérték, azaz az eltérés n2/6 — 1.6447253 = 2.0877 x 107,
Jobb eredményt kapunk, ha forditott sorrendben adjuk Gssze a sor tagjait. PI.

1
2. &

i=nmaz:—1:1
ahol nmax lehet jéval nagyobb, mint 4096.
2.16. A 0.1 szam értéke kettes szamrendszerben

z = 1.100110011001100110011001100... - 274,
szimpla pontossdgu lebegépontos szamként (melynél a gépi pontossag u = 2724) pedig
fl(z) = 1.10011001100110011001101 - 27,

(Itt az utols6 szamjegy kerekitett lett.) Vonjuk ki fl(x)-b6l z-et. Azt kapjuk, hogy
(2—23 _ 2—24 _ 2—25 _ 2—28 o 2—29 - ) X 2—4 _ 2—24(2—3 _ 2—4 _ 2—5 _ 2—8 _ 2—9 — )

1
=272%(1/8 —1/10) = 2 2416'
Emiatt
v — fl(z)  —27%"/40 —lu
T 0.1 4
2.17.

A feladat megoldhaté pl. az

y=2*sqrt (2) ;

for k=2:31

y=2" (k+1) *sqrt ((1-sqrt (1-((2"-k) *y) "2))/2) ;
fprintf (°%16d  %13.12f\n’,2"(k+1),y);

end



szkript segitségével. Az eredményt az alabbi tablazatban adjuk meg.

Cstlcsszam Félkeriilet
4 2.828427124746
8 3.061467458921
16 3.121445152258
32 3.136548490546
64 3.140331156955
128 3.141277250933
256 3.141513801144
512 3.141572940368
1024 3.141587725280
2048 3.141591421505
4096 3.141592345611
8192 3.141592576545
16384 3.141592633463
32768 3.141592654808
65536 3.141592645321
131072 3.141592607376
262144 3.141592910940
524288 3.141594125195
1048576 3.141596553705
2097152 3.141596553705
4194304 3.141674265022
8388608 3.141829681889
16777216 3.142451272494
33554432 3.142451272494
67108864 3.162277660168
134217728 3.162277660168
268435456 3.464101615138
536870912 4.000000000000
1073741824 0.000000000000
2.147484e+009 0.000000000000
4.294967e+009 0.000000000000

Innét jol latszik, hogy bar a sorozat az elején m-hez konvergdlénak tiinik, néhény lépés
utan a sorozat nullava valik, azaz teljesen hibas hatarértéket ad. Ennek oka a kiegysze-
risodés, ugyanis az iteracio képletében két 1-hez kozeli szamot vonunk ki egymésbdl. A
modositott iteracié mar m-hez konvergald sorozatot allit eld.

2.18. Azt kapjuk eredményiil, hogy a kiegyszer(isodés miatt (pozitiv és negativ szamokat
adunk Ossze gy, hogy az Osszeg nagyon kicsi lesz) tobb nagysdgrendnyi eltérés van a



pontos érték és a szamitott érték kozott. Az n érték novelésével az 6sszeg a MATLAB-
bal szémitva 8.0866¢ — 007-hoz konvergalénak tiinik (majd egy adott n-t6l a MATLAB
mar NaN értéket ad). Ez az érték nagyon messze van a tényleges 1.3888¢ — 011 értéktol.
Ezt az értéket tigy kaphatjuk meg pontosabban, hogy e*-it szdmoljuk ki. Ebben nincs
kiegyszertisodés, majd pedig vessziik a kiszdmolt szam reciprokét.

2.19. Minden szamolast ugy végziink el, hogy kiszamoljuk pontosan, majd az eredményt
4-jegyli mantisszara kerekitjiik (tulajdonképpeni normélalak 3 tizedesjeggyel). A megol-

désok

1634 4+ /16342 — 4 - 2

5 .

Az x5 megoldas értéke amiatt nulla, mert a megoldoképletben szereplo gyokjel alatti
kifejezésben nagy szambodl vonunk ki kicsit, ami nem fog valtoztatni az eredmény man-
tisszajan. fgy a gyok értéke éppen 1634 marad, és kivonas utan nullat kapunk a szamlé-
16ban (kiegyszeriisodés). A képlet alapjan x; értéke 1634-nek adddik. Mivel a gyokok és
egyiitthatok kozotti osszefiiggésbdl xi1xo = 2, igy x1 értékébdl zo = 2/x1 adddik, amire
az 1.224 x 1073 értéket kapjuk (a kordbbi nulla helyett).

T12 =



Linearis egyenletrendszerek
megoldasa

Kondicionaltsag

3.1. Vélasszuk B-nek a
11
o<1 1]
matrixot. Ekkor ||A|ls = 2.01 és az 1.47. feladat eredménye miatt ||A ™" ||o > 100, igy a
Koo (A) > 201 becslést nyerjiik. Mivel ||A™"||o = 201, igy a keresett kondiciészam 404.01.

3.2.

-6 12

gy K1(A) = Koo(A) = 1.5 18 = 27, és ky(A) = 1.2676/0.0657 = 19.3 (A legnagyobb és
legkisebb sajatértékének hanyadosa).

Legyen X* az AX = b egyenletrendszer megoldédsa. Ekkor b-t 1%-kal megnovelve az
A(X* + 6X) = 1.01b egyenlSséghez jutunk, ahol §X becsiilendé maximumnormaban. A
fenti egyenléségbdl Adx = 0.01b adédik, azaz

|

16%]|cc = 0.01|A™"B]|oe < 0.01] A7 |oo[Blloc = 0.01 - 18]|b]|oc = 0.18][b]|c.
Ezzel a kivant becslést kaptuk.

3.3. Mivel ortogonalis matrixok 2-es normdja 1, igy a kondicidszamuk is nyilvan 1 2-es
norméban. A mésik irdny pedig nem igaz. Pl. az A = 2E matrixra k9(A) = 1, de nem
ortogonalis, hiszen A~ = (1/2)E # AT,

3.4. _ _ _
Iv-ul _JJA"B-A"B/(L+ ) _ AR 1/(1+0)
&l v &l
9/ ) e/ + )l :‘ c
¥ &l o)’

140



3.5. Az AX = b és AX* = b + b egyenléségekbél kivonds utdn kapjuk, hogy
A(X* —X) = ob,

amibdol
X —x=A"1%b
adddik. Tehat B B
X" — x| = |[A™ob|| < [[A7'] - [|6b].

Ezen becslés alapjan, ha az
1 2 |_ |5
2 1|7 |0

linedris egyenletrendszer jobb oldaldhoz hozzdadjuk az [eq, &9
megvaltozasa 2-es normaban maximum

€1

€9

1 2 17!
9 —1
2

1 2] 1[-1 -2
2 -1 5] -2 1
matrix szimmetrikus, igy 2-es norméja megegyezik a spektralsugaraval. A
(1/5=X)(=1/5—X)—4/25=0

egyenletet kell megoldani. Ennek megolddsai +1 /V/5. fgy a spektralsugar 1//5.
A &b vektor kettes norméaja /e? + €2, melyre /2 - 10~* egy megfelel$ felsd becslés.
A megoldas megvaltozasara vonatkozé megfelel6 felsé becslés tehat

|7 vektort, akkor a megoldés

2

lehet. Mivel az

12107 ~6.3246- 107",

7
3.6. Induljunk ki egy tetsz6leges X vektor esetén az A (X —X*) egyenldségbél, ahol X* az
AX = b egyenletrendszer megoldésa. Ekkor A(X —X*) = AX —b = —T, azaz ||A||||X —
X*|| > |Ir|| valamilyen vektornorméban és az éltala indukélt matrixnormaban. Masrészt
X —Xx = —A'T, azaz |[X — X*|| < ||A7Y|[|F]|. A fenti két egyenldtlenségbél az aldbbi

becsléseket kapjuk:
1AL < = < 1A= e
||
Ez mutatja, hogy abbdl, hogy a maradékvektor kicsi norméaju, csak akkor kovetkezik,
hogy az X vektor kizel van az egyenletrendszer megoldédséhoz, ha ||A || kicsi.
A példdban ||A|s = [[A 7 |o = 144, igy az elsé X vektorra vonatkozoé felsé becslés
144 - 0.01 = 1.44, a masodikra vonatkoz6 pedig 144 - 1.44 = 207.36. Ennek ellenére a

mésodik vektor van kizelebb a pontos megolddshoz, ami x* = [—1,1]7.



3.7.
Al = o(ATA) < [ATAlle < AT [|Alle < [|A][1[[Allec,

ahol felhasznaltuk, hogy egy matrix maximumnorméja megegyezik a transzponaltjanak
1-es normajaval. A masodik allitas az elso &llitas segitségével

k3 (A) = [AIBIATE < (Al Al AT L IAT o = #1(A)ro(A)
moédon adédik.
3.8. A becslések kozvetleniil kovetkeznek az 1.34. feladatban igazolt becslésekbdl.

3.9. A matrix determinansa minden n esetén 1, maximumnormaja pedig n. Mivel a matrix
inverze

r1 20 ot .. 2727
o 1 20 ... o3
: . | 20

00 0 0 1 |

alaki, igy inverzének maximumnorméja 2"~!, azaz a matrix kondiciészdma n2" 1. Lat-
hatd, hogy mig a determinans mindig 1, a kondiciészam n noévelésével exponencidlisan
novekszik.

3.10. Az egyenlGtlenség nyilvanvaléan kovetkezik abbol, hogy indukalt matrixnormakban
a kondiciészam nem lehet kisebb 1-nél.

Az egyenlOség igazolasahoz el6szor lassuk be, hogy egy négyzetes, invertalhaté mat-
rixra ||Ally = |AT]2. Ez egyszeriien kovetkezik abbél, hogy az AAT és AT A matrixok
karakterisztikus polinomjai megegyeznek, igy spektralsugaruk is azonos:

det(ATA — AE) = det(AT) det(A — N(AT)™)
=det(A — AM(AT)" ) det(AT) = det(AAT — AE).
Ezek utan a feladatban szerepld egyenloség az alabbi médon igazolhato:
ry(ATA) = [ATAGI(ATA) TS = o((ATA)ATA)o((ATA) T (ATA)T)
= 0(ATA)*(ATA)T) = [ALIIATY ]2 = AIAT ]z = r3(A).

3.11. Tegyiik fel, hogy A és B ortogonalisan hasonlék, azaz 1étezik olyan S ortogondlis
métrix, mellyel B = STAS. Ekkor

IBJI = o(B"B) = o(S"ATSS"AS) = o(STATAS) = | AS|[; = | A3,

ahol kihasznaltuk a 2-es norma képletét, ill. hogy ortogonalis matrixszal val6 szorzas nem
valtoztatja meg a 2-es normat.
A masodik egyenléség az el6bb igazolt egyenloség kovetkezménye.



Direkt modszerek

3.12. Mivel |5CLij/CI,Z’j| S 001% :_10—4, iZ&Z |(5aij| S 10_4’Clij|, ezért ||5A||oo/||A||oo S
10~*. Hasonléan kapjuk, hogy ||6bllso/[|bllec < 107%. A madtrixokrdl leolvashaté, hogy
|Alloc =4 és [|[A™ || = 1.9. EbbSI a 3.1. tétel alapjan kapjuk, hogy

4-191
0% |oo /1%l < 107" +107") = 0.00153.
3% /Rl € 7T (107 4 1074) = 0.00153
3.13. Mivel a métrix elemei nem hibéval terheltek, igy [[0A| = 0, valamint a szévegh6l

kideriil, hogy ||6b||s = 0.1, koo (A) = 11-0.2824. A 3.1. tételt alkalmazva a relativ hibdra
0.1035 adodik.

3.14. A maétrix LU-felbontasat a Gauss-eliminaciés eljaras soran kaphatjuk meg, igy
lényegében az egyenletrendszert kell csak megoldanunk.
Az indulé eliminacids tablazat a kovetkezd alaku:

1 2 3 4 2
1 4 9 16| 10
1 8 27 64| 44~
1 16 81 256|190

El6szor az elsé sor elsé elemével nullazzuk le az elsd oszlop féatld alatti elemeit.
Ehhez az els6 sor 1-szeresét kell kivonni a masodik, a harmadik és a negyedik sorokbdl.
Ezek a szorzék megmondjak, hogy mik lesznek az L matrix elsé oszlopanak elemei:
loy = l31 = 41 = 1. Ezzel az alabbi tablazatot nyertiik:

1 2 3 4 2
0 2 6 12 8
0 6 24 60| 42°
0 14 78 252|188

A kovetkezo 1épésben a masodik sor masodik elemével nulldzzuk le a masodik oszlop
foatlo alatti részét. A harmadik sorbdl a masodik haromszorosat, a negyedikbol pedig a
hétszeresét kell kivonni. Igy l3s = 3 és 4o = 7. Az tjabb tablazat:

12 3 4 2
02 3 8 6
00 6 24| 18°
0 0 36 168|132

Hasonléan jarunk el a harmadik oszloppal is. fgy l43 = 6 és az 1j tablazat:



1 2 3 41 2
0 2 3 8] 6
00 6 24/18°
0 0 0 248 |24

Az itt szerepl6 matrix els6 négy oszlopa adja az LU-felbontds U métrixat. Az L matrix
pedig a fent meghatarozott elemekbdl és abbdl hatarozhatd meg, hogy a féatléjaban csupa
1-esek allnak. Igy tehat az alabbi LU-felbontéast kapjuk:

(10.1)

1000 1 2 3 4

1100 0 2 6 12
A=LU-=

1 310 0 0 6 24

1 76 1 0 00 24

Az egyenletrendszer megoldasahoz ezek utan ugy jutunk el, hogy a 10.1 alakt egyen-
letrendszert visszahelyettesitéssel megoldjuk. Itt eloszor x4 hatarozhaté meg a negyedik
egyenletbol: x4 = 1. Ezek utan x3-at hatarozzuk meg a harmadik egyenletbol: z3 = —1.
Hasonléan kapjuk, hogy x5 =1 és 1 = —1.

Az A matrix determindnsa megegyezik az U matrix determinansaval, ami pedig a
foatlobeli elemek szorzata. Tehédt a determinans 288.

3.15.
1 0 0 3 00
L=| —-1/3 1 0O, U=/[0 3 0
0 —1/3 1 00 3
3.16. Az, hogy van LU-felbontés, kovetkezik abbdl, hogy az (n — 1)-edik rendig bezardan

a bal felsd sarokdetermindnsok nullatél kiilonbozéek (mindegyik 1).

3.17. Az els6 oszlop eliminaldsa soran a féatld alatti nulldk helyére nemnulla elemek
keriilnek (ezt a jelenséget feltoltédésnek hivjuk), igy a tobbi oszloppal is végre kell hajta-
nunk az eliminaciot. A jelenség ebben a feladatban tgy kiiszobolheto ki, ha felcseréljiik
az elso és utolsd oszlopot, azaz valtozdcserét hajtunk végre az x; és x,, ismeretlenekkel.

3.18. Olvassuk ki a matrixbdl az L és U méatrixokat! Mivel U féatldjanak minden eleme
pozitiv, igy az eredeti matrix minden féminorja pozitiv, azaz a matrix szimmetrikus (ez

a feladat szovegébdl deriil ki) és pozitiv definit. Legyen D az U maétrix féatlématrixa.
Ekkor G = Lv/D (vD-t tigy kapjuk, hogy D minden elemébdl gyokst vonunk), azaz

V2 0 0 0
3v2/2  6/2 0 0

V2 2v6/3 V21/3 0

2v2 V6 3V21/7T V7T

G—:



Az adott egyenletrendszert ugy oldhatjuk meg a leggyorsabban, ha el6szér megoldjuk
az Ly = [1,0,0,0]7 egyenletrendszert, amely egyszerii visszahelyettesitéssel megoldhato.
Megoldasnak az y = [3,—3/2,1,—2/7| vektor adédik, majd pedig az UX = §y egyen-
let megolddsdval (szintén egyszer(i visszahelyettesitéssel) adédik az X = [3, —1,3, —2|T
megoldas.

3.19. Legyen az egyiitthatomatrix n x n-es, a b vektorral bévitve pedig n x (n + 1)-
es. A k. oszlop elimindlasakor n — 1 szorzotényezot kell kiszamolnunk, majd a k. sor
k+1,...,n+ 1 elemeit ezen szorzotényezokkel rendre beszorozva az 1,...,n sorokbol
(kivéve a k.-at) kivonni. Ez 2(n — k + 1) miivelet. Az elimindcié tehét Gsszesen

i(n—1+(n—1)(2(n—k+1))) =) (n—1+2(n*—-1)—2(n—1)k)

k=1 1

3
—

B
Il

= (n—l)(n—1+2(n2—1))—2(n—1)z_:k =(n-1)n-14+2n*-1))—(n—1)(n—1)n

=n*+n?—5n+3

miiveletet jelent. Azutdn mar csak egy olyan egyenletrendszert kell megoldani, mely-
nek egyiitthatomatrixa diagondlis matrix. Ehhez n osztésra van sziikség. Igy az Osszes
miiveletigény n® + n? — 4n + 3.

3.20. Négy moddszert fogunk vizsgalni.

Az els§ médszer a Gauss-médszer. Ebben az esetben az A(A™'); =¢; (j =1,...,n)
egyenletrendszereket oldjuk meg egyszerre az A~ métrix (A_l)j oszlopvektoraira a
Gauss-moédszer segitségével. Az [A|E] matrixra végrehajtjuk el6szor az elimindciét. Itt
a k. 1épésben ki kell szamolni az eliminacios szorzokat n — k sorhoz, majd ezekkel a k.
sor n darab elemét kell megszoroznunk és a megfelel$ sorokbdl (n — k darab) kivonnunk.
Ennek miveletszama

3
—

1 1
(n—k+2n(n—k))=n— 5712 — En:ng—l—O(nz).
1

i

Ezek utan még n darab fels6 haromszogmatrixi linearis egyenletrendszert kell megoldani
visszahelyettesitéssel. Ez n - n? miivelet. Tehat ez a mddszer dsszesen

2n® + O(n®)
miiveletet igényel.
A mésodik a Gauss-Jordan-médszer. Ebben az esetben az A(A™'); = &; (j =
1,...,n) egyenletrendszereket a Gauss—Jordan-médszerrel oldjuk meg (ldsd 3.19. fel-

adat). Itt a k. lépésben ki kell szdmolni az eliminécids szorzékat n — 1 sorhoz, majd



ezekkel a k. sor n darab elemét kell megszoroznunk és a megfelel6 sorokbol kivonnunk.
Végiil a f64tl6 elemeivel le kell osztanunk a sorokat. Ez &sszesen

n

Z(n—1+2n(n—1))+n2:2n3—n:2n3—|—0(n2)

k=1
miivelet.

A harmadik lehetéség, hogy elkészitjiik az LU-felbontast, ennek ismeretében oldjuk
meg az A(A™"); =@; (j = 1,...,n) egyenletrendszereket darabonként 2n? miivelettel.

Ez 0sszesen

2
gn?’ + O(n?) + 2nn* = §n3 + O(n?)

miivelet.

A negyedik moédszerben szintén az LU-felbontast allitjuk el6 eloszor, majd abbdl az
inverz matrixot az A~ = U™'L™' médon szémitjuk ki.

Egy T alsé haromszogmatrix V inverzét (ami szintén alsé haromszogmatrix lesz) az
alabbi modon hatarozhatjuk meg:

Vii = 7= Vij =
tii i

1 —1
L

(i tikvkj> (Z > ])

Ennek miiveletszama ) . . .
gn?’ + 5712 + g" = §n3 +O(n?).

Fels6 haromszogmatrixra a miveletszam ugyanekkora, majd pedig egy felsé és egy also
haromszogmatrixot kell 6sszeszoroznunk, melynek miiveletszama

n

> @2k —1)(2n— (2k—1)) = %n + §n3 _ 2 + O(n).

3
k=1

Igy az Osszes miiveletszam

%n?’ + O(n?).

A szamolasok mutatjak, hogy a harmadik modszer a leglassabb, a masik harom pe-
dig nagyjabol ugyanannyi id6 alatt allitja elé egy matrix inverzét. Az is latszik, hogy
bar egyenletrendszer megoldasra a Gauss—Jordan-mddszer hasznalata nem célszeri a
Gauss-mddszerrel szemben, inverz matrix szamolasa esetén a két mdédszernek 1ényegében
ugyanakkora a miiveletszama.



3.21. El6szor meghatérozzuk az LU-felbontast. Az L métrix az LU-felbontas L matrixa
lesz, D az LU-felbontds U matrixdnak diagonalisa és M” a D™'U matrix lesz. Igy azt
kapjuk, hogy

1 -2 1 100][1 00 1 -2 1
B=|2 -2 -4 |=|210]|020|]0 1 =3
2 2 -13 231][003][0 0 1

L D MT

3.22. A matrix szimmetrikus, pozitiv definit. Emiatt van Cholesky-felbontasa. Praktikus
el6szor ezt meghatarozni.

2= va vie | [0 ila]

Ezek utéan az LDLT felbontés gy allithaté eld, hogy az elsé tényez6bdl jobbra, a méaso-
dikbdl balra kiemeljiik a diagondlisukat tartalmazé diagonalis matrixot.

e 0 e [V ][0

[ 1 0][2 o 1 1/2
12 1)]lo3/2|]0 1 |
Ez az LDL" felbontés.
3.23. A Cholesky-felbontasok G matrixai
V3 0 0

Gi=| (-1/3)v3 (2/3)V6 0 :
0 (-y4VE (1/49)vVE
2 0 0

G,=| —-1/2 (1/2)V/15 0
0 (—=2/15)v15 (2/15)/210

3.24. Az alabbi métrixokat kapjuk a felbontasokban:

|

6 4 4
U= |0 28/3 16/3 |,
0 0 2/7



1 0 0
L=1|2/3 1 0],
2/3 47 1

V6 0 0
G=| 2v6/3 2v21/3 0
2v/6/3 8/21/21 +/14/7

3.25. Minden miivelet utdn az eredményt 4-jegyli mantisszara kerekitjiik. Pl.
5.291/0.003 = 1763.666 . . . ,

ami négyjegyl mantisszara kerekitve 1764. fgy a masodik sor mésodik elemére -104300
adédik:
104322.96—104300=1.043x 10°

—6.13 — 59.14- 1764

~
—104306.13——104300

Tehat
0.003 59.14 | 59.17 0.003 59.14 59.17

5201 —6.13|46.78 0 —104300 | —104400 °

Innét 1 = —10 és xy = 1.001. Teljes féelemkivalasztashoz az elsé két oszlopot kell
felcserélni (a valtozok felcserélédnek).

59.14 0.003 | 59.17 _ 59.14 0.003 | 59.17
—6.13 5.291 | 46.78 0  5.291|52.92

Innét z; = 10 és xo = 1. (Ez a pontos megoldas.)

[ ]-[¥]L -

3.26. A feladat szerint tehat minden szdmot z.zzxzx - 10F alakra kerekitiink, ahol a
tizedespont el6tti x nullatdl kiillonbozo. A kiindulési egyenletrendszer tehat

0.00001 2 3] 5.00001
1 2 3 6
10 3 4 17

El6szor kicseréljiik az elsé és harmadik sorokat a részleges féelemkivalasztas miatt:

10 3 4 17
1 2 3 6 .
0.00001 2 3] 5.00001




Az els6 oszlopot eliminaljuk

10 3 4 17
0 1.7 26 4.3
0 2 3 |4.99999

Itt pl. 2—3-107% = 1.99999700000, kerekitve 2, de pl. 5.00001 —17-10~° = 4.99999300000,
kerekitve 4.99999. Most a masodik és harmadik sorokat cseréljiik:

10 3 4 17
0 2 3 1499999 ,
0 1.7 26 4.3

majd eliminalunk

10 3 4 17

0o 2 3 4.99999

0 0 0.05]5.001x 1072

Ezutan visszahelyettesitéssel x = 1.00001, y = 0.999695 és z = 1.0002 adodik.
3.27. Legyen X = [2,1,2]". Ekkor Vv = X + ||X||2€1, majd a ¥V vektorral meghatdrozzuk a

tiikrozési matrixot a H = E—2vv’ /(V!V) képlet segitségével. A + el6jelnek megfeleléen
a lehetséges két tiikrozés

—2/3 —1/3 —2/3 2/3 1/3  2/3
H=| —-1/3 14/15 —2/15 |, H=|1/3 2/3 —2/3
—2/3 —2/15 11/15 2/3 —2/3 —1/3

3.28. Az elsd oszlophoz tartozé v vektor (a képletben + jellel szamolva) v = [1,0,1]7.
fgy a H; matrix
0 0 -1
0 1 0 )
-1 0 O
azaz
-1 -1
H/ A = 0 0
0 -1

A miésodik oszlop 2. és 3. eleméhez, mint kételemii vektorhoz tartozé v vektor [1, —1]
(4 jellel szdmolva), igy

HQI

o O =
_ o O
O = O



fgy

-1 -1
R=H,HA=| 0 -1
0 0

és
0 —1 0
Q=H'H!=| 0 0 1
-1 0 0

Természetesen a v vektorok masfajta szamolasa esetén masfajta felbontast kapunk.

3.29. A felbontas megadhaté pl. Householder-tiikrozéssel, amit a masodik oszlop utolsé
két elemébdl allé vektorra alkalmazunk. A kovetkezd QR-felbontést nyerhetjiik:

421 1 0 0 4 2 1
030|=|0-35 —-4/5||0 =5 —12/5
04 3 0 —4/5 3/5 0 0 9/5

3.30.

1 0 0 1/vV2 0 1/V2 1/vV2 0 11
0 +/2/3 1/V3 0 1 0 0 V2 |=]0+3
0 —1/v3 /2/3 —1/v/2 0 1/3/2 1/v/2 V2 0 0

3.31. Leolvashato, hogy

-1 -1 1 1
R = 0 —1 ,Vlz 0 ,V2:|:_1:|
0 0 1

A v, vektorral megkonstrudljuk a H; méatrixot és a v, vektorral a I:IQ matrixot, amely a
H, matrix Hy(2 : 3,2 : 3) almétrixa lesz. (Hg)11 = 1. (A t6bbi elem nulla.) Ebbdl

A=HHR=

— O O

1
0
1

3.32. A feltételek mellett a szereplo Q és R matrixok nemszingularisak. A Q;R; = Q,R»
egyenl6ségbdl RiR; ' = QT Q, kovetkezik, ahol a Q métrixok ortogonalitédsat hasznél-
tuk. Jeloljitk az RiR5 "' métrixot D-vel. Ez fels6 hdromszogmatrix, masrészt az RiR, T =
Q7 Q, egyenléség miatt ortogondlis, azaz inverze a transzponaltja. Mivel felsé hdromszog-
matrixok inverze felsé haromszogmatrix, igy az inverze csak ugy lehet a transzponaltja
(ami alsé haromszogmatrix), ha D diagonélis. D ortogonalitdsa miatt D~ = DT = D,
azaz D? = E. fgy aD = RiR,' = QI'Q, egyenléséghél kovetkezik az allitds. Az 4l-
litas pedig kozvetleniil azt jelenti, hogy pozitiv f6atléju R matrixszal a QR-felbontés
egyértelmi.



3.33. A k. oszlop eliminéldsandl kell egy osztds (a f64tlé alatt csak egy nemnulla elem
van) az i1 kiszdmitdsdhoz, majd a k. sor k + 1 : n elemeinek [y 1 x-szoroséat kivonjuk
ak+1.sor k+1:n elemeibdl. Ez 1 + 2(n — k) flop, azaz 6sszesen

3
—

(1+2(n—k)):n—1+2:i;(n—k):n—1+2W:n2—lflop.

i

1

Az U matrix fels6 haromszogmatrix lesz, L pedig olyan matrix, hogy a f6atlé felett és a
szubdiagonalis alatt nullak vannak és a foatléban egyesek.

Ha kész az LU-felbontas, akkor két visszahelyettesités kell. Egy az U métrixszal, ez
n? flop és egy az L mdtrixszal, ami 2(n — 1) flop. Tehat 6sszesen n? — 2n — 2 flopba keriil
a megoldas.

Iteracios modszerek

Klasszikus iteracios mdodszerek

3.34. Az iterdcids métrix a Bgg(,) alsé hdromszégmatrix lesz; minden f6atlébeli eleme

1—w. [gy 0(Baswy) = |1—w| < 1feltétele 0 < w < 2, és a spektralsugar akkor a legkisebb
(nulla), ha w = 1 (Gauss—Seidel-mddszer). Ekkor lesz a leggyorsabb a konvergencia.

3.35. Az iteracié a kovetkezo

(hel) _ [ 0 —1/2 ] 0, [ 1/2 ] |
-1/2 0 1/2

N /
-~

=B,

Ha a nullvektorrél inditjuk az iterdciét, akkor XV = [1/2,1/2]7 és x? = [1/4,1/4]".
Mivel ||x — x| =1/2 és ||By|loe = 1/2, igy a hibabecslés

(1/2)7 1
1-1/22

XV — x|, < <1075,

Innét kapjuk, hogy a 20. tag mar teljesiti a feltételt.

3.36. A Jacobi-mddszer iterdciés matrixa By = D7'(L + R), amely most a
B, = (2E) '(-~A +2E)

alakban irhat6, melyet atalakitva B; = (1/2)(—A + 2E) adédik. Ennek sajétértékei
(1/2)(2 = Ag) = 1 — A\g/2 = cos(km/(n + 1)) alakiak. A spektralsugar k£ = 1-re adddik
0o(By) = cos(m/(n + 1)). Mivel ez 1-nél kisebb, igy a mddszer mindig konvergens lesz.
Nagy n-ekre lassu a konvergencia.



3.37.

A

Igy o(B,) = 1/2 és o(B,) = 1/4. A Gauss Seidel-médszer konvergal gyorsabban. Az

iteracié /
0 1/2 1
< (k+1) _ < (k)
X {0 1/4]X +{1/2}'
fgy XV = [1,3/2]7 és |V — xO| = /13/2. Tovabba o(BLsBgs) = 5/16, azaz

IBasl|la = v/5/4 és a hibabecslé formulédbél (1.4. tétel)

(V54 VI _

a2 =0

= — x| <

azaz k > 26.17 kell legyen.

3.38. A Jacobi-mddszer iteracids matrixa

0 -2 =2
B,=| -1 0 -1
-2 -2 0
Ennek sajatértékei 2 és —1 + /5, azaz a médszer nem lesz konvergens (tetszoleges kez-
dévektorra).
A Gauss—Seidel-mddszer iteraciés matrixa
0 -2 -2
Bgs=1]0 2 1
0 0 2

Ennek sajatértékei 0 és 2, azaz a modszer nem lesz konvergens (tetszéleges kezddvektor-
ra).
Tehat egyik mddszer sem lesz konvergens.

3.39. A Jacobi-mddszer iterdcids matrixa

0 —1/2 —1
B,=|-1/2 0 -1
2 -2 0

Ennek spektralsugara 1/2, azaz a mddszer konvergens.
A Gauss—Seidel-modszer iteraciés matrixa

0 —1/2 -1
Bos= |0 1/4 —1/2
0 —3/2 -1



Ennek spektrélsugara (3 + v/73)/8 ~ 1.443, azaz a mddszer nem lesz konvergens.
Tehat a Gauss—Seidel-médszer nem, mig a Jacobi-mdédszer konvergens lesz az adott
egylitthatomatrixi egyenletrendszerre.

3.40. A Gauss—Seidel-mddszer esetén az iteracids matrix a

e [ 2]

matrix lesz. Ennek spektrélsugara 5/8, ami kisebb 1-nél, igy a médszer valoban konver-
gens lesz. Az els§ 1épés eredménye [—1/4,13/8]T.

3.41. Az, hogy az adott x; értékek megoldasok, egyszerii behelyettesitéssel igazolhato:
3 L1 3/, 3kt -1 LI |
—T1_ —0 - — — — B
ATy Ty 3201 ) "4 320 — 1
. 13F—-3 13t —1 _ 3F—-3+3.3*-1 1-3k-1
S 43201 4301 430 —1) 320-1
ak =0 és k = 20 eset egyszerli behelyettesitéssel adédik. Kiilonb6z6 w relaxalasi pa-
raméterekre futtatva a SOR maddszert, az aldbbi tablazat mutatja, hogy hany iteraciéra
van sziikség a 1071%-es hiba (2-es normaban) eléréséhez. Ahogy lathatd, az alulrelaxalds
nem javit a konvergencia sebességén, de a tulrelaxdlas igen. Kb. 1.3 és 1.35 kozott van
valahol az optimalis w érték.

omega  iteracidszam

i e el e e e S i Y e e e N e}
'_\
o
(0}
o



1.55 51
1.60 61
1.65 74
1.70 91
1.75 116
1.80 154
1.85 217
1.90 343
1.95 751

3.42. Az adott egyenletrendszerre alkalmazva a fenti képletet, azt kapjuk, hogy

— l—w —w/4|_ w/4
(k1) _ e
X _[—20.;/3 1—w}x +l2w/3}'

Az iterdciés matrix sajatértékei: 1 —w +w/v6, 1 —w —w/V6, igy a spektralsugar akkor
a legkisebb, ha w = 1, azaz a Jacobi-mddszerrol van szo. Ezzel az iterdcid

g+ { _3/3 _%)/4 ] < 4 [ ;?g ] ;

tehdt az iterdciés matrix maximumnormaja 2/3 és X = [1/4,2/3]7. A

@23
1-(2/3)

feltételt kell garantalni, ami k& > 35.78 esetén teljesiil, azaz a 36. iterdciés 1épés mar
10~%-ndl jobban megkdzeliti a sorozat maximumnormaban a megold4st.

2
Z <107
5 <

3.43. Cseréljiik ki az egyenletrendszer els6 két sorat, mert akkor diagondalisan szigoruan
domindns egyiitthatomatrixot kapunk, amire pl. a Jacobi-mdédszer konvergalni fog. A
Jacobi-médszert felirva az egyenletrendszerre XV = [1/2,1/5,3/7]7 adédik, és az ite-
raciés matrix maximumnormaja 0.6 lesz. A 3.1. tétel szerint azt kapjuk, hogy legalabb
28-at kell lépniink az iteracioval az adott hiba eléréséhez.

3.44. Az w paraméter megvalasztasaval azt kell garantalnunk, hogy az iteraciés matrix
spektralsugara a leheto legkisebb 1-nél kisebb szam legyen. Az iterdcids matrix \ sajat-
értékei a feltételek szerint az [1 — wf, 1 — wa] intervallumba esnek. Mivel nem tudjuk,
hogy mik lesznek a sajatértékek, valasszuk w-t gy, hogy

min |A|
A€[1-wp,1—wa]



minimdlis legyen. Az w — |1 — wf| és w — |1 — wa] fiiggvények grafikonjait dbrazolva
lathatjuk, hogy a megfelelo kifejezés akkor lesz minimalis, amikor a két fiiggvény met-
szi egymast (az w = 1 pont kivételével). Ez akkor van, ha w = 2/(a + ). Ez lesz a
feltételekbdl kovetkezo legjobb w valasztas.

3.45. Az iteraciés métrix B = E 4+ aA. Ennek a spektralsugarat kell minimalizalni. Az
A matrix sajatértékei 1 és 4, igy B sajatértékei 1 + aill. 1+ 4a. Az a paraméter értéke
akkor optimélis, ha |1 + a| = |1 + 4a] és o # 0. Ebbél az optimalis a-ra -0.4 adddik.

Variacidos modszerek

3.46. Az egyiitthatématrix transzponaltjaval balrél szorozva az egyenletet kapjuk a normal-

egyenletet:
20 10 x| |8
10 10 T | | T |

Erre alkalmazva a gradiens médszert kapjuk, hogy

_y _ [ 452/1445
791,/2890

3.47. %o = [0,0]7, %, = [1/3,0]7, %, = [1/3, —1/12]7.

3.48. Kiindulé adatok: Xy = 0, ¥g = b = [1,0,1]7, p, = b = [1,0,1]7. Innét: a; = 1/2,
X = [1/2,0,1/2]T, T = [0,1,O]T, By = 1/2, Py = [1/2,1,1/2], X = [1,1,1]T, Ty =
0,0,0]7. Azaz két 1épésben megkaptuk a megoldast.

3.49. Kiindulé adatok: Xy = 0, 79 = b = [1,1]", p, = b = [1,1]7. Innét: a; = 1/3,
x; = [1/3,1/3]F, 11 = [0,0]7. Ez azt mutatja, hogy az els6 lépésben megkaptuk mar a
pontos megoldést.

3.50. A métrix szimmetrikus, pozitiv definit, igy alkalmazhaté ra a médszer. Az alabbi
mdédon szdmolhatunk: X = [0,0]7, r = [1,0]7, p = [1,0]", a« = 1/3, x = [1/3,0]7,
r=1[0,-1/3]7,8=-1/9,p=[1/9,-1/3], a = 3/11, X = [4/11,—1/11]T, ami mér az
egyenletrendszer megoldasat adja.

3.51. Az AX = b egyenlet megoldésat megkaphatjuk tgy is, hogy megoldjuk az AXx-—
y) = b — A¥ egyenletet és a megoldashoz hozzdadunk y-t. Igy a korabbi programot a
(konj)grad(A,b— Ay, toll, nmax) + y mdédon kell alkalmazni.

3.52. 10 1épéshol megkapjuk a megoldést (a nullvektorrdl indulva):



X:
[10 19 27 34 40 45 49 52 54 55 55 54 52 49 45 40 34 27 19 10]°
iter =
10

3.53. A konjugalt gradiens modszerrel 4 1épés kell a pontos megoldashoz, a gradiens méd-
szerrel pedig 49 1épés utéan kapjuk meg a megolddst 107 1%-es pontossidggal. A megoldds:

X =
0.067814671156387
-0.260943693789694
0.545032181066451
0.164869357657389

Tulhatarozott linearis egyenletrendszerek megoldasa

3.54. Ebben a feladatban tobb helyes megoldas is lehetséges, hiszen a tiikrézésekhez
hasznalt v vektor nem egyértelmi, igy a QR-felbontas sem lesz egyértelmii. Most a
vV =X+ [|X]|2€1 képlettel fogunk szdmolni. Elészor a

0
1
0

vektorral meghatarozzuk a tiikorsik normalvektorat

0 1 1
vi=|1]|+1-|0|=1]1],
0 0 0

majd ezzel az els6 Householder-tiikrozést:

o 0 -1 0
H=E-2—1=|-1 0 0
Vivi 0 0 1

-1 -3

HA=| 0 0

0 2

Ez a métrix még nem felsd haromszog, igy még egy tiikrozésre lesz sziikség. Most a [0, 2]
vektorhoz kell egy tiikrozést keresniink.

w8+ [3]-13]



mellyel a tiikrozés

és
1 0 0
Hy,=(0 0 -1]1,
0 -1 0
valamint
-1 -3
HzHlA: 0 —2 :R
0 0
A Q matrix a
0 0 1
Q=HH,=| -1 0 0
0 -1 0

képlettel adédik.

A tulhatarozott egyenletrendszer megolddsa az X megoldas megkeresését jelenti.
Ez a QR-felbontédssal gy hatdrozhaté meg, hogy egyiitthatémétrixnak az R(1 : 2,1 :
2) matrixot vessziikk (az R matrix fels§, négyzetes almétrixa), jobb oldalnak pedig a
Q”[1,1,1]" matrix els6 két elemébél allé oszlopvektort. foy a

-1 -3 T o -1
0 —2 To N —1
egyenletrendszerhez jutunk, melynek megolddsa x; = —1/2, 25 = 1/2.

3.55. A normalegyenletet gy kapjuk, hogy balrdl szorozzuk az egyenletrendszert az A
matrix transzponaltjaval.
1 3 x| |1
s a]n]-5]

Ezen egyenletrendszer megoldasa Xpg = [—1/2,1/2]. (V6. 3.54. feladat.)

3.56. A két lehetséges modszer koziil a normaélegyenlet alkalmazasa a konnyebben végre-
hajthaté megolddsi méd. Ezt hasznélva Xpg = [—1/6,1/3,1/2]7 adédik.

3.57. Az egyenlet normalegyenlete

5 15 55 ag 8
15 55 225 a | = 32 |,
95 225 979 ag 138

aminek megoldédsa ay s = [1/5, —2/35,1/7]. Ez a vektor annak a legfeljebb masodfoki po-
linomnak adja meg az egyiitthatéit (22 /7—2x/35+1/5), amely az (1,0), (2,2), (3, —1), (4, 4)
és (5, 3) pontokhoz legkisebb négyzetek értelemben a legkozelebb halad.



3.58. A normalegyenlet felirasaval és megoldasaval megkaphatjuk, hogy

a+c+d b—c+d
r=——— y=——.
3 3
3.59. A pontos megoldas:
1+2-10%+2- 100 —142-10% —2- 100"
T = , Y= , k=06,7,8.
2-100% + 1 2-100F + 1

MATLAB-ban szamolva rendre az alabbi 2-es normédban szamolt hibdkat nyerjiik. Az
eredmények azt mutatjak, hogy a QR-felbontdssal nyert megoldas sokkal pontosabb. A
k = 8 esetben a Cholesky-felbontasos megoldas nem ad hasznalhaté értéket, mert az
egylitthatométrix a MATLAB pontossagan beliil mar szinguldris.

k=6

hibaQR =
1.049175818250489e-010

hibaCholesky
1.257132582260048e-004

k=7

hibaQR =
9.724246745738770e-010

hibaCholesky
0.017034004439712

k=8
hibaQR =
1.961820871056758e-009
hibaCholesky
NaN



Sajatértékfeladatok numerikus
megoldasa

Sajatértékbecslések

4.1. Alkalmazzuk a Gersgorin-tételt! Eszerint a sajatértékek a Ky3(1), Kp4(3) és a
Ky 2(—2) korok unidjaban vannak, ahol most K. (z) az x kozepi, e-sugari, zért korlapot
jelenti a komplex szamsikon. Mivel ezek a korok diszjunktak, igy a mésodik Gersgorin-
tétel szerint mindegyik kérben pontosan egy sajatérték van, ami azt jelenti, hogy mind-
harom sajatérték valés. A kordabbi becslésiinket javithatjuk ugy, hogy észrevessziik, hogy
AT sajatértékei megegyeznek A sajatértékeivel, igy a transzpondltra alkalmazhatjuk
a Gersgorin-tételt: a sajatértékek a Kys3(1), Kos(3) és a Koo(—2) korok uniéjdban
vannak. A korabbi becslésekkel ezeket Osszevetve kapjuk az alabbi sajatértékbecslése-
ket: 1 £0.3, 34+ 0.3, —2 £+ 0.2. (A tényleges sajatértékek rendre: 0.967332067785579,
3.031395311434764, -1.998727379220341.)

4.2. A feladatban kapott becslés fiigg a becslés médszerétol, igy kiilonb6z6 normakban,
vagy mas sajatvektorokat vélasztva, mas-més becslés nyerhet6. Két lehetséges megoldast
mutatunk.

Szamitsuk ki a harmadik sajatértékét a matrixnak és a hozza tartozo egyik sajatvek-
tort! A karakterisztikus egyenlet (1—A)A(1+A) = 0. Igy a harmadik sajétérték -1. Mivel
minden sajatérték kiilonbozo, a matrix diagonalizalhaté. A —1-hez tartozé sajatvektor
pl. [1,-1,0]T. [gy a diagonalizalé métrix

1 1 0
S=| -1 -2 2
0 0 1

lesz.
1. megoldds: Alkalmazzuk a Bauer—Fike-tételt (4.2. tétel)! Ehhez S kondiciészamara
van sziikségiink (mondjuk maximumnorméaban, mert ezt kénny( szamolni). Ehhez S

159



inverzét kell meghataroznunk:

-2 1 0
St=1|-1 1 0
2 -2 -1

Igy maximumnormdban a k. (S) = 25 értéket kapjuk, hiszen S-nek és S™'-nek is 5 a
maximumnormaja. Mivel B maximumnorméja 3, igy a

A (0) —Aj(e)] <25-3-¢=T5¢

becslést kapjuk.
2. megoldas: Az

2 3 -1 —14+2 3¢ —€
ST A+eB)S=D+cS'BS=D+c| -4 —6 2 | = —4e  —6c 2
-2 -3 1 —2e -3¢ 1+4¢

egyenléséghdl, ahol D = diag(—1,0, 1) a sajatértékeket tartalmazé diagondlis méatrix, a
Gersgorin-tételeket felhasznalva nyerjiik, hogy

—1—2e < \(e) < =1+ 6¢,

—12e < A\y(e) <0,

1 —4e < A3(e) <1+ 6e.
Ez a Bauer—Fike-tételnél jobb becslést ad.

4.3. A Gersgorin-korok a kovetkezok: K1(2), K1(—2), K1(3), K4(5), ahol K. (x) jelenti az
x koriili € sugart zart korlapot a komplex szamsikon. Mivel K;(—2) diszjunkt a tobbi
korlaptél, Gersgorin masodik tétele miatt ebben a kérben pontosan egy sajatérték van,
ami nem lehet nemnulla képzetes részii, hiszen akkor a sajatérték konjugaltja is a korbe
esne. A koron belill a [—3, —1] negativ valés szamok vannak. A tébbi kor a komplex sik
pozitiv valds részii oldalara esik. fgy biztosan pontosan egy negativ valds sajatérték van.

4.4. Most a Gersgorin-tétel csak annyit mond, hogy a sajatértékek a Ko (3) korben vannak,
ebbol még nem kovetkezik a bizonyitando allitas.

Rendezziik at a sorokat a 2.,4.,1.,3. sorrendre és az oszlopokat is ugyanigy. Ez egy
hasonlésagi transzformécié egy permutaciés matrixszal, ami kozben a sajatértékek nem
valtoznak meg. fgy kapjuk az aldbbi matrixot:

2100
1 200
00 3 2
001 2



Ennek a matrixnak a sajatértékeit a bal felsd 2 x 2-es ill. a jobb als6 2 x 2-es matrixok
sajatértékei adjak. A bal fels6 matrix szimmetrikus, igy minden sajatértéke valos, a bal
alsénal pedig a sajatértékek 1 és 4, ami konnyen lathaté onnét, hogy a sajatértékek szor-
zatanak 4-nek (det), az dsszegének pedig 5-nek (trace) kell lennie. Igy ezek a sajétértékek
is valdsak.

4.5. Az A matrix szimmetrikus, igy az 6t diagonalizdlé matrix ortogonalis, melynek 2-es
normaja 1. Emiatt érdemes a becslést 2-es normaban elvégezni. Ekkor a 4.2. tétel szerint
a sajatértékek nem valtozhatnak nagyobbat, mint a perturbalé matrix 2-es normaja, ami
V3/10 =~ 0.1732. (Valéban igy van, hiszen a matrix sajatértékei -2.109772228646443,
2.000000000000000, 7.109772228646442, mig a perturbalt matrixé -2.108311239790695,
2.018761474726724, 7.189549765063973.)

A B matrix nem szimmetrikus, igy el6szor meg kell hataroznunk a diagonalizalé mat-
rixat. A matrix sajatértékei 1, 2 és 3, a hozzajuk tartozé sajatvektorok rendre [1, —4, 1],
[—1,1,0]" és [1,0,0]T, {gy a

1 11
V=| -4 1 0
1 0 O

matrix diagonalizdlni fogja a B matrixot. Szdmoljunk most maximumnormaban, mert
azt egyszeril meghatarozni. || V|| = 5,

V=

_ o O
)
W =~ =

63 ||V |oo = 5, azaz koo (V) = 25. Mivel a perturbalé métrix maximumnorméja 0.1, ezért
a sajatértékek maximalis valtozasa 25-0.1 = 2.5. Természetesen mas norméban vagy mas
sajatvektorokat megadva ennél jobb felsé becslés is adhaté a maximélis valtozésra. (A
perturbélt matrix sajatértékei 1.5752, 1.1462, 3.3786).

4.6. A keresett szorzd az A matrix X vektorhoz tartozé Rayleigh-hanyadosa:

x'AX 20
o= = —.
T'x 6

X
4.7. Sajatvektorbol a Rayleigh-hanyadossal tudunk jé sajatértékkozelitést mondani:

A~ 6.7113.



Hatvanymoaédszer és valtozatai

4.8. Elbszor szamitsuk ki az A*x© vektort:

Ez lesz a sajatvektor egy kozelitése, vagy pl. 2-es normdban norméalva [0.7105,0.7036]%.
A sajatérték kozelitését a Rayleigh-hdnyadossal szamitjuk: 3.995.

4.9. A sajatértékek valdsak, Gersgorin tétele miatt van egy -1, 5 és 10 kozelében (1, 1 ill.
2 sugartu kornyezetekben). A C — 10E métrixszal a hatvanymddszer az abszolit értékben
dominéans sajatértéket és a hozza tartozd sajatvektort hatarozza meg. A C — 10E matrix
sajatértékei C sajatértékeinél 10-zel kisebbek, igy lesz egy -11, egy -5 és egy 0 kozelében.
fgy a -11 koriili sajatérték lesz dominans abszolut értéki, az ehhez tartozé sajatvektor a
C maétrix \; sajatértékéhez tartozo sajatvektor.

Egy 1épést végrehajtva az
_ 20

vektorhoz jutunk. Ezzel a Rayleigh-hanyados -10.9641, azaz -10.9641+10=-0.9641 egy
becslést ad a \; sajatértékre.

1 2 6 20
V=10, xP=|2],x0=] 8|, 5= —28
1 2 6 20

Az x® vektorral kiszamolva a Rayleigh-hdnyadost a sajatérték becslése 3.4141. (A pontos
érték 2+ 1/2.)

4.11. A Gersgorin-tétel miatt az A métrix sajatértékei a [0, 4] intervallumbdl keriilhetnek
csak ki. Az A — 4E sajatértékei A sajdtértékeinél 4-gyel kisebbek, igy ezek a [—4,0]
intervallumban vannak. Tehat A — 4E legnagyobb abszolut értékl sajatértéke 4-gyel
kisebb, mint A.;,. Ezzel az allitast igazoltuk.

Az (X7 = [1,1,1,1]" vektort haromszor kell a hatvdnymdédszer szerint A-val szo-
roznunk. (X®-at az A(A(AX©)) médon és nem az (A*)X® médon érdemes szdmitani,
tovabbé az iteracios vektorok elsé és mésodik eleme a szimmetria miatt ugyanaz lesz,
mint az utolsé és az utolsé el6tti elem.) Innét kapjuk, hogy XV = [—3, —4, —4, —3]7,
%) =[10,15,15,10]7, x® = [-35, —55, =55, —35]7. Ebbél a Rayleigh-hanyadossal kap-
hatunk becslést a dominéans sajatértékre. Erre —3.6176 adddik, azaz A\, ~ —3.61764+4 =
0.3824.



4.12. Az « értéket gy kell meghatarozni, hogy a 20 — « koriili érték legyen az A — oE
matrix domindns sajatértéke. Az kell tehét, hogy |20 —a| ne legyen kisebb [10—«, |5—«/|
és |1 — a egyikénél sem. Ezen fiiggvények (« valtozoji) egyszerii dbrazolasabdl latszik,
hogy ez o > 10.5 esetén mar teljesiil. A konvergencia akkor a leggyorsabb, ha a masodik
¢és els6 domindans sajatértékek ardnya a legkisebb. Ez akkor teljesiil, ha o = 12.5.

4.13. Hasznaljuk a powmeth.m programot a feladat megoldasara! A legkisebb sajatérté-
ket gy kaphatjuk meg, ha a matrix inverzére alkalmazzuk a hatvanymaédszert (a matrix
szimmetrikus, pozitiv definit, igy minden sajatértéke pozitiv), majd a kapott sajatérték-
nek vessziik a reciprokat!

% A sajatvektora és a legnagyobb sajatérték.
>> [v,s,iter]=powmeth(toeplitz([2,-1,0]),100,10"-6)

v =
0.499671783135477
-0.707106705035206
0.500328109176836
s =
3.414213257777039
iter =

16
% A sajatvektora és a legkisebb sajatérték.
>>[v,s]=powmeth(inv(toeplitz([2,-1,0])),100,107-6)

v =
0.499817259171219
0.707103662253327
0.500187083262356

g =
1.707106698611546
iter =
6
>> s=1/s
g =

0.585786465962167

4.14. Az inverz iteracié megvalésithaté pl. az aldbbi médon. Az est bemend paraméter
a keresett sajatértékre vonatkozd becslés.

function [y,nu,iter]=invpowmeth(A,est,nmax,toll);
[n,n]=size(A);
y=rand(n,1);


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/powmeth.m

y=y/norm(y) ;
[L,U]=1u(A-est*eye(n));
nuold=y’*Axy;
y=L\y;
y=U\y;
y=y/norm(y) ;
nu=y’ xAxy;
err=abs (nu-nuold) ;
iter=1;
while err>toll && iter<nmax
iter=iter+i1;
y=L\y;
y=U\y;
y=y/norm(y) ;
nuold=nu;
nu=y’ *xAxy;
err=abs (nu-nuold) ;
end;

4.15. A 4.14. feladatban megkonstrudlt programot hasznaljuk.

% A keresett sajatvektor és sajatérték!
>> [v,s,iter]=invpowmeth(hilb(6),1/4,100,107-6)

0.614533738941380
-0.211052124913086
-0.365884211463252
-0.394690747896188
-0.388215561286880
-0.370731600452637

0.242360869819382

4.16. A legnagyobb abszolut értékiu sajatérték a hatvanymodszerrel a masik ketté az
inverz iteracioval hatarozhaté meg gy, hogy a sajatértékbecsléseket rendre 0-nak ill.
15-nek valasztjuk. Az eredményeknél csak a sajatértékeket adjuk meg az aldbbiakban.

% Legnagyobb abszolit érték:
>> A=toeplitz([10:-1:1])-5*eye(10);



>> [v,s,iter]=powmeth(A,100,107-6)
S:
62.840398619704381
% Legkisebb abszolit érték:
>> [v,s,iter]=invpowmeth(A,0,100,107-6)
S=
-0.544007837288017
% A 15 kozeli:
>> [v,s,iter]=invpowmeth(A,15,100,107-6)
S:
15.431729094507599

4.17. A matrix pozitiv definit, igy minden sajatérték pozitiv. El6szér meghatarozzuk a
legnagyobb sajatértéket (s) és a hozzd tartozé sajatvektort (v), majd megkonstrudljuk
az A; = A — svv! matrixot, amire szintén alkalmazzuk a hatvdnymoédszert. Ennek
dominans sajatértéke mar a kivant sajatértéket adja.

>> A=hilb(5);

>> [v1,s1,iter]=powmeth(A,100,107-6)

vl = % sajatvektor

.767827161255247

.445803700165107

.321597758639363

.253459279120881

.209842290359855
% a legnagyobb sajatérték
1.567050688247044

>> Al=A-sixvix*vl’;

>> [v2,s2,iter]=powmeth(A1,100,107-6)

v2 =
-0.602118950814364
0.275703037787104
0.424756424821781
0.443840086261477
0.428985502581610

s2 = Y a masodik legnagyobb sajatérték
0.208534238819530
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4.18. Az aldabbi mdédon szamolhatunk a MATLAB-ban:

>> [v1,s1,iter]=powmeth(A,100,10"°-6)



vl = % sajatvektor

.767827161255247
.445803700165107
.321597758639363
.253459279120881

.209842290359855

o o O O O I

s1
1.567050688247044

% legnagyobb sajatérték

>> v=vi+norm(v1)*[1;0;0;0;0]; % tikrozési vektor
>> H=eye(5)-2*(v*v’)/(v’*v); Y Householder-tiikrézés

>> A1=H*Ax*H;
>> A2=A1(2:5,2:5);

>> [v2temp,s2,iter]=powmeth(A2,100,107-6)

v2temp =
0.427631921230542
0.534349185556795
0.530205824197741
0.500483438113850

s =
0.208534220726836

>> [v,s,iter]=invpowmeth(A,s,100,107-6)
v = % ez a sajatvektor

-0.601871478353973
0.275913417432098
0.424876622351521
0.443903038699774
0.429013353681693

s = % ez pedig a mdsodik legnagyobb sajatérték

0.208534218611013

Jacobi- és QR-iteraciok

4.19. Ha a = d, akkor a cos?f = c® — s> = 0 egyenl8ségbdl és a Pitagorasz-tételbdl
(s + ¢ = 1) kapjuk, hogy az s* = ¢ = 1/2 vélasztds megfeleld.

Ha a # d, akkor az s = 0 (ekkor ¢ = +1) vagy a ¢ = 0 (ekkor s = +1) értékek
nyilvanvaléan nem adnak megfelel6 forgatast, igy feltehetjiik, hogy sem s, sem ¢ nem

nulla. Ekkor

tg? 0 + 2ctg(20) - tgh — 1 = S—2+2
C



Ezek alapjén tehét s/c hanyadosra kaptunk egy masodfokui egyenletet:

d—a
b

% + r—1=0,
majd a Pitagorasz-tételbdl az kapjuk, hogy az egyenlet x megolddsaival az s* = 2% /(2 +
1) és ¢ = 1/(2% + 1) értékek megfelel6k lesznek a transzforméacidhoz.

4.20. A 4.19. feladat eredményét hasznaljuk fel. Mivel az A matrix esetén a = d, igy az
s=c=1/ V2 vélasztas megfeleld lesz. Valéban

e e L A e 6]

Tehat A sajatértékei -2 és 6. A B matrix esetén a = 1,0 = —2,d = 4, azaz a # d. Igy
el6szér megoldjuk az 22 + (4 — 1)z /(—2) — 1 = 2? — 1.5z — 1 = 0 egyenletet: z15 = 2 és
—1/2. Vilasszuk mondjuk az x = 2 értéket, és ezzel hatarozzuk meg az s és ¢ értékeket.

Az
2 1

~ T

valasztasok megfeleléek lesznek. Valéban, hiszen ezekkel az értékekkel:

B R B RV SR

Ez mutatja, hogy a B méatrix sajatértékei 0 és 5.

S

4.21. A Jacobi-mddszert a 4.5. tétel alapjan hajtjuk végre. Az els6 sor harmadik eleméhez
tartozd Si3 Jacobi-transzformacios matrix

1/vV2 0 1/V/2
813: 0 1 0 y

~1/vV2 0 1/V2

amivel

1 0 0
AW =8TAS; =0 3 22
0 2v2 5

Ezek utan a masodik sor harmadik eleméhez készitjiik el a transzformacidés matrixot. Az
So3 matrix
1 0 0
Ses= |0 V6/3 1/V3 |,
0 —1/v3 V6/3



amivel
100
A® =8EAWS,, =10 1 0
007

Itt azt vessziik észre, hogy a létrejott iteracios matrix mar egy diagonalis matrix, aminek
a hasonlésagi transzformaciok miatt ugyanazok a sajatértékei, mint az eredeti matrixnak.
Igy — most kivételesen — a Jacobi-mddszer az A méatrix pontos sajatértékeit adja: 1,1 és
7.

4.22. A Jacobi-médszert a 4.5. tétel alapjan hajtjuk végre. Az elsd sor negyedik eleméhez
tartozé Si4 Jacobi-transzformaciés matrix

1/vV2 0 0 1/V2
5 0 10 0
M 0 01 0 ’

~1/v/2 0 0 1/V2

amivel

1 0 0 0
0 3 2 2V/2
0 2 3 2V2
0 2v2 2v2 5

Ezek utan a masodik sor negyedik eleméhez készitjiik el a transzformaciés matrixot. Az
824 matrix

A(l) = S{4Asl4 =

1 0 0 0
0 v2/V3 0 1/V3

Su=1 0 1 0 ’
0 -1/v3 0 v2/V3
amivel

10 0 0
01 0 0

2) . QT A1
AT=SuATSH= g o 3 93
00 2v3 7

Ezek utan a Gersgorin-tételt alkalmazva kapjuk, hogy az 1 kétszeres sajatértéke a mat-
rixnak, tovabba van két sajatérték a [3—2v/3, 3+2v/3] és [7T—2v/3, 7+2+/3] intervallumok
uniéjaban, azaz a [3 — 2v/3, 7 +2v/3] ~= [~0.4641, 10.4641] intervallumban. (Ez valéban
igy van, mert a matrix pontos sajatértékei: 1,1,1,9.)

4.23. A feladat megoldasahoz hasznalhatjuk pl. a [10] konyvbeli algoritmust, ahol bemend
paraméterként csak a kiindulé matrixot ill. a toleranciaszintet kell megadnunk, ami a
jelen esetben 1/1000.


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/jacobi.zip

A 33. 1épés utédni iterdciés méatrix mar megfelel a feltételnek (négy tizedes jegyre
kerekitve):

3.7321 —0.0000 —0.0001 —0.0000  0.0000
—0.0000  0.2679  0.0000 —0.0000 —0.0000
ABY = | —0.0001 0.0000 1.0000  0.0000 —0.0000
—0.0000 —0.0000  0.0000  3.0000 —0.0000
0.0000 —0.0000 —0.0000  0.0000  2.0000

A Gersgorin-tétel szerint a sajatértékek kb. a féatlobeli értékek, és az értékek hibaja a sor
tobbi elemének abszolut értékben vett 0sszege, azaz a sajatértékek: 3.7321+£1.6627e—004,
0.2679 £ 6.0414e — 005, 1 £ 1.7468e — 004, 3 £ 1.5299¢ — 006, 2 + 1.2959¢ — 007.

4.24. A matrix sajatértékei és a hozzdjuk tartozé hibaértékek a Gersgorin-tétel alapjan.

sajatertekek =
3.000000000000000
12.999999999999996
.999999999999999
.999999999999998
.000000000000000
.000000000000000
.999999999999998
.999999999999998
.000000000000000
3.000000000000001
hibaertekek =
1.0e-014 *

WNNWWNDN

0
.351331785544957
.073729316405455
.086224455293544
.198982285567787
.043644558500404
.086775314369678
.169353318490030
.164133436184475
.188356161912350

O OO O O O O o o

4.25. Egy Givens-forgatds az A matrixot mar felsé haromszogmatrixba transzformalja,
igy maga a G matrix lesz a QR-felbontas Q matrixanak transzponaltja. Igy az elsé transz-
forméaci6 alakja A = GAGT lesz, ahol G az elsé oszlopbél szdmitott Givens-forgatési



matrix .
1 2
G_—[_Q 1].

Azaz

1719 -3
w_1
A 5{—8 —4]

A kovetkez6 1épés ugyanilyen, csak most az AW métrixszal hajtjuk végre A helyett. fgy
kapjuk, hogy (tizedestortekkel kifrva)

A _ [ 38941 13765
~ 03765 —0.8941 |

A Gersgorin-tételt alkalmazva lehet becslést mondani a sajatértékekre: 3.8941 £ 0.3765
és —0.894 + 0.3765.

4.26. Alkalmazzunk Givens-forgatast! Az els6 oszlop elemeibdl meghatarozhatok a forga-
téasi szog szinusza és koszinusza: ¢ = 1/v/2, ¢ = 1/4/2. Igy a forgatdsi métrix és az azzal
vald szorzas:

or<[13 7112 1]-( -

1/vV2 1/V2 -1 0 0 V2

Ez a matrix lesz az R matrix, G transzponéltja pedig Q.
A sajatértékek meghatarozasara valé QR-iteracio els6 1épéséhez az

0 2
Ra-| ) 7]
szorzatot kell kiszdmolni.

4.27. Egy lehetséges megvaldsitas a kovetkezo:

function [s,h]l=qriter(A,nmax,toll)
Ak=A; Dnorm=norm(Ak,’fro’); epsi=toll*Dnorm; iter=1;
while Dnorm > epsi && iter<nmax
(Q,R]=qr (Ak);
Ak=Rx*Q;
Dnorm=norm(Ak-diag(diag(Ak)),’fro’);
iter=iter+1;

end;
if iter<nmax
s=diag(Ak)’;
h=sum( (abs (Ak-diag(diag(Ak))))’);

else
error (’Nem értikk el az adott iterdcidészdmmal a kivant pontossidgot.’)
end;



4.28. Az X = A(2: 3,1) vektorhoz keresiink Householder-tiikrozést: v = [9, 3]7, ahonnét

- 1[4 -3
H_E{—s 4]’

és a megfelel6 Householder-tiikrézési matrix

1 0 0
H=|0 —4/5 —3/5
0 —3/5 4/5

Ezzel a matrixszal a
4 —13/5 9/5
HAH=| -5 32/5 -11/5
0 4/5 8/5

matrix mar fels6 Hessenberg-alaki lesz, és a hasonldsagi transzformacié miatt a sajatér-
tékei megegyeznek A sajatértékeivel.

4.29. A Householder-tiikrozési matrix ugyanaz lesz, mint a 4.28. feladatban:

1 0 0
H=|0 —4/5 -3/5
0 —=3/5 4/5
Ezzel a matrixszal a
4 -5 0
HAH= | -5 196/25 —28/25

0 —28/25 4/25

matrix mar fels6 Hessenberg-alaki lesz, és a hasonldsagi transzformacié miatt a sajatér-
tékei megegyeznek A sajatértékeivel. Mivel A szimmetrikus matrix, igy a transzformaltja
is szimmetrikus, azaz tridiagonalis matrix lesz.

4.30. Az aldbbi parancsokkal szamolhatunk. Két Householder-transzforméaciora van sziik-
ség. Az A2 matrix mar a kivant tulajdonsagi matrix lesz.

>> A=toeplitz([4,3,2,1])

A =
4 3 2 1
3 4 3 2
2 3 4 3
1 2 3 4
>> x=A(2:4,1)

X =



3

2
1
>> v=x+norm(x)*[1,0,0]’
=
6.7417
2.0000
1.0000

>> H=eye (3)-2x(vxv’)/(v’*v)
H =
-0.8018 -0.5345 -0.2673
-0.5345 0.8414 -0.0793
-0.2673 -0.0793 0.9604
>> Hil=blkdiag(1,H)
H1 =
1.0000 0 0
0 -0.8018 -0.5345
0 -0.5345 0.8414
0 -0.2673 -0.0793
>> A1=H1xAxH1
Al =
4.0000 -3.7417 -0.0000
-3.7417 8.2857 -1.3014
-0.0000 -1.3014 1.0707
-0.0000 -2.2543 0.9113
>> x=A1(3:4,2)
x =

-1.3014
-2.2543
>> v=x+norm(x)*[1,0]’
v =
1.3016
-2.2543

>> H=eye (2)-2%(viv’)/(v’*v)
H =
0.5000 0.8660
0.8660 -0.5000
>> H2=blkdiag(1,1,H)
H2 =
1.0000 0 0
0 1.0000 0

.2673
.0793
.9604

.0000
.25643
.9113
.6436



0 0 0.5000 0.8660
0 0 0.8660 -0.5000
>> A2=H2xA1xH2
A2 =
4.0000 -3.7417 -0.0000 -0.0000
-3.7417 8.2857 -2.6030 -0.0000
-0.0000 -2.6030 3.0396 -0.2254
-0.0000 -0.0000 -0.2254 0.6747

4.31. Csupéan a program masodik soranak elsé két parancsat kell modositanunk, hiszen
a hess parancs elvégzi a Hessenberg-alakra hozast:
Dnorm=norm(A,’fro’); Ak=hess(A); epsi=toll#Dnorm; iter=1;

4.32. Az alabbi médon lehet pl. a programot futtatni:

>>[s,h]=qriter(toeplitz([4,3,2,1]),200,10"-6)
S:
11.0990 3.4142 0.9010 0.5858
h =
1.0e-005 *
0.0000 0.0000 0.5698 0.5698

4.33. Az alabbi médon lehet pl. a programot futtatni:

>> [s,h]=qriter(toeplitz([2,-1,zeros(1,18)]),1000,10"-8)
s =
Columns 1 through 7
3.9777 3.9111 3.8019 3.6525 3.4661 3.2470 3.0000
Columns 8 through 14
2.7307 2.4450 2.1495 1.8505 1.5550 1.2693 1.0000
Columns 15 through 20
0.7530 0.5339 0.3475 0.1981 0.0889 0.0223
h =
1.0e-007 x*
Columns 1 through 7
0.7571 0.7572 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Columns 8 through 14
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Columns 15 through 20
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0



Nemlinearis egyenletek és
egyenletrendszerek

Sorozatok konvergenciaja, hibabecslése

5.1. Mindkét sorozat a nulldhoz tart és nemnegativ elemii. Ezért ahhoz, hogy beldssuk,
hogy pl. az ey, sorozat rendje (legaldbb) r (> 1), azt kell igazolni, hogy van egy olyan K
k-t6l fiiggetlen konstans, mellyel e,y < Kej, azaz egy1/e), < K. Természetesen a cél a
lehet6 legnagyobb megfelel6 » megkeresése.

Az els6 sorozatra tehat

wpr  1(k+1) K

ap, — 1/km k41

amely csak r < 1 esetén marad korlatos. fgy a sorozat konvergenciarendje 1.
A masik sorozatra

bep1 _ Q(kJ:) _ g-1-k(1-7)
o 2 !

amely csak r < 1 esetén marad korlatos. fgy a sorozat konvergenciarendje 1.

5.2. Mindkét sorozat a nulldhoz tart és nemnegativ elemii. Ezért ahhoz, hogy beldssuk,
hogy pl. az ey, sorozat rendje (legaldbb) r (> 1), azt kell igazolni, hogy van egy olyan K
k-t6l fiiggetlen konstans, mellyel e,y < Kej, azaz egy1/e), < K. Természetesen a cél a
lehet6 legnagyobb megfelel6 » megkeresése.

Az els6 sorozatra tehat

k41
€r+1 - 10 2

ro —r2k
(2 10

— 102k (r—2) 7

amely csak r < 2 esetén marad korlatos. fgy a sorozat konvergenciarendje 2.
A masik sorozatra

_ 2
Jir1 _ 10~ — 10 2k— 14k 1 (r—1)k*—2k—1
1 10—k ’

174



amely csak r < 1 esetén marad korlatos. fgy a sorozat konvergenciarendje 1.

5.3. Azt kell megnézniink, hogy az e, = |z —2| jeloléssel melyik az a legnagyobb r pozitiv
egész szam (feltételezziik, hogy egész lesz a legnagyobb ilyen szam), melyre teljesiil, hogy
ex+1/ €} korlatos marad k — oo esetén. MATLAB-ban az alabbi médon kisérletezhetiink.
Latszik, hogy a sorozat negyedrendben konvergens

x=[2.100000000000000 2.040000000000000 2.001024000000000 2.000000000439805]
x =
2.1000 2.0400 2.0010 2.0000
>> e=abs(x-2)
e =
0.1000 0.0400 0.0010 0.0000
>> e(2:4)./e(1:3)."1
ans =
0.4000 0.0256 0.0000 % korlatos marad, nulldhoz tart
>> e(2:4)./e(1:3).72
ans =
4.0000 0.6400 0.0004 % korlatos marad, nulldhoz tart
>> e(2:4)./e(1:3).°3
ans =
40.0000 16.0000 0.4096 % korlatos marad, nulldhoz tart
>> e(2:4)./e(1:3).74
ans =
400.0000 400.0000 400.0004 % korlatos marad kb. 400-hoz tart
>> e(2:4)./e(1:3).°5
ans =
1.0e+005 *
0.0400 0.1000 3.9063 % nem marad korlatos

5.4. Azt kell megnézniink, hogy az ej, = |z — 5| jeldléssel igaz-e, hogy e, 1/ei korlatos
marad. MATLAB-ban szamolva kénnyen latszik, hogy ez tényleg igy van.

>> x=[5.200000000000000
.080000000000000
.012800000000000
.000327680000000
.000000214748365
.000000000000092] °

o o 01 o1 On

5.2000 5.0800 5.0128 5.0003 5.0000 5.0000



>> e=abs(x-5)
e =
0.2000 0.0800 0.0128 0.0003 0.0000 0.0000
>> e(2:6)./e(1:5).72
ans =
2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0030
% lathaté, hogy ez a sorozat korlatos

5.5. Induljunk ki a Lagrange-féle kozépértéktételbdl, melynek feltételei nyilvan teljesiilnek
az f fliggvényre: létezik olyan ¢ szam az x és x* értékek kozott, mellyel

pl LB =S @)

xr — x* x —x*

amib6l
oo < @
=

mar kovetkezik.

Zérushelyek lokalizacidja

5.6. Mivel f(1) = —1, f(e) = e—1> 0 és f folytonos fliggvény, igy az 5.1. tétel miatt
az adott intervallumban valéban van zérushely. Mivel f'(z) = Inz > 0, ha z > 1, ezért a
fiiggvény szigoruan monoton novo az adott intervallumon, ami mutatja, hogy csak egy
zérushely van az adott intervallumban.

5.7. Mivel p/(z) = 32% — 4 * x + 4 és ennek a polinomnak a diszkrimindnsa negativ, {gy a
polinom szigortian monoton névé. Az is nyilvanvald, hogy —oo-ben —oo-hez tart, co-ben
pedig oo-hez. Ebbol kovetkezik, hogy a polinomnak egyetlen zérushelye van csak. Mivel
p(0) = —4, igy olyan x > 0 értéket kell keresniink, melyre p(z) > 0. Az x = 2 vélasztés
megfeleld, hiszen p(2) = 4. Tehat a [0,2] intervallum tartalmazza az egyetlen zérushelyet.

5.8. Az nyilvanvald, hogy a polinom —oo-ben —oo-hez tart, co-ben pedig oo-hez. Mivel
p'(x) = 32? —4x + 1, aminek zérushelyei 1/3 és 1, ezért 1/3-ig névd, majd 1-ig csdkkend,
majd 1-t6] jra nové a fiiggvény. Tovabba mivel p(1/3) = 13/270, igy 1/3-t6l balra
pontosan egy zérushely lehet csak. Mivel p(0) = —1/10, igy ez a zérushely a [0,1/3]
intervallumba kell hogy essen. Mivel p(1) = —1/10, igy 1-tél jobbra is van egy zérushely.
Mivel p(2) = 19/10, igy az [1,2] intervallum is tartalmaz egy zérushelyet. Tovabba a
korabbiak alapjan az [1/3, 1] intervallumban is kell lennie zérushelynek.



5.9. Legyen f(z) = z%e® és g(x) = sinz. Azt kell megmondanunk, hogy a két fiiggvény
grafikonja hanyszor metszi egymadst és hol. Az f(z) fiiggvény —oo-ben 0-+-hoz tart, oo-
ben oo-hez. Tovabba —2-ig (itt az értéke 0.54136) novo, majd 0-ig (értéke 0) csokkend,
és ezutan djra szigorian monoton nové a fiiggvény. Ha ezt a grafikont dsszevetjiik a g(z)
fiiggvény grafikonjaval, akkor lathatjuk, hogy végtelen sok megoldasa lesz az egyenletnek.
Pozitiv megoldés egyetlen egy lesz csak a [0, 7] intervallumon beliil. A legnagyobb negativ
megoldds pedig a [—37/2, —7] intervallumba esik.

5.10. Hasznéljuk az 5.2. tételt! A=a =05, 1gy 1/(1+5/4) =4/9 <|z| <1+5/1=6.

Intervallumfelezési modszer

5.11. Az adott intervallumban valéban van zérushely, hiszen a fiiggvény folytonos és az
intervallum végpontjaiban kiilonb6z6 az eléjele: @ = 0-ban f(a) = —4 és b = 4-ben
f(b) = 64. Mivel b — a = 4, igy |zo — 2*| < 2 és az |z, — 2| < 217% < 1072 becslésbdl
kovetkezik, hogy & = 8 mar megfelel§ lesz az adott hiba eléréséhez (5.3.). Az aldbbi
modon szamolhatunk:

(kla [ [ b [ fo) |
0j0 |2 1 6
10 |1 2 2
21 |15 2 0.875
31 (1% 15 0.7989
1125 1355 |15 0.0254
51375 | 14375 | 15 0.4080
6| 1.375 | 140625 | 1.4375 | 0.1872
7 1.375 | 1.390625 | 1.40625 | 0.0799
S | 1.375 | 1.3828125 | 1.390625 | 0.0270

Azaz xg = 1.3828125 egy megfelel6 kozelitése a zérushelynek.

5.12. A keresett érték megoldasa pl. az 23 — 25 = 0 egyenletnek. Ez a megoldas a [2,3]
intervallumban van. Igy az 5.3. tétel miatt az elsére adott hibdhoz az 1/2*1 < 1/10
feltételnek kell teljesiilni, azaz elegend6 harom iteracios 1épést elvégezni.

(kla o [b] (=) |
02 |26 [3]93%
125 [275 |3]-42081
2275 | 2.875 | 3| -1.2363
3 | 2.875 | 2.9375 | 3 | 0.3474




fgy 2.9375 megfelel$ kozelitése v/25-nek.

5.13. Az alabbi program az intervallumfelezési eljarast hajtja végre. A miikodéséhez meg
kell adni rendre azt a fiiggvényt, melynek a zérushelyét keressiik, azt az [a,b] intervallu-
mot, amelyben a zérushelyet kell keresni, ill. az elérni kivant hibat. Ha ez utébbit nem
adjuk meg, akkor azt a program 10~%-ra 4llitja be. A program az elérni kivant hibaérték-
bol kiszamitja a sziikséges iteracidoszamot és annyi iteracios 1épést hajt végre. Eredményiil
a kapott kozelitést, a tényleges iteracioszamot, és a szamitott sziikséges iteraciészamot
adja vissza. (Lehet, hogy hamarabb ledll a program, mint a sziikséges iteraciészam, ha
az egyik felezOpont mar a zérushelyet adja.)

function [megold,iter,maxiter]=interfel(fv,a,b,hiba)

f=inline(fv,’x’); megold=a+(b-a)/2;

if f(a)*f(b)>0 error(’Nem garantdlt, hogy van zérushely..
az intervallumban.’);

else

if nargin==3, hiba=10"-6; end;

maxiter=ceil(log((b-a)/hiba)/log(2)-1);

iter=0;

while iter<maxiter && abs(f(megold))>10"-60

if f(megold)x*f(a)>0 a=megold; else b=megold; end

megold=a+(b-a)/2; iter=iter+l;

end

end

format long

5.14. Alkalmazzuk az 5.13. feladatban szerepld programot 10~5-0s pontossaggal! Az f(x)
fiiggvény zérushelyére 1.341851234436035, mig a g(x)-ére -2.191308021545410 adodik.
Minkét esetben 19 iteracios 1épés elegendo6 az adott pontossig eléréséhez.

Newton-modszer

5.15. A [1] jegyzet (5.1.4) egyenl6sége szerint

lext1| = 2ff’((i:kk)) lex

(ennek gyengitett véltozatat becslésként tartalmazza az 5.6. tétel), ahol & zy, és z* kozé

|2

esik. Itt a szokdsos e, = =z, — x* jelolést hasznaljuk az iteracios lépés hibajara. Ha
feltessziik, hogy x; kozel van a zérushelyhez, akkor hasznalhatjuk az
f// 1’1
€kt1 A 1) lex|* ~ 0.57¢;

2f"(1)



kozelitést. Ezzel
erp1 ~ 0.57e; ~ 0.57(0.57¢;_)* = 0.57%; | ~ ...~ 057l

ahol M = 142+...42F =281 _ 1 Ez a becslés csak akkor mutat konvergenciét, ha e
elegendben kicsi. Mivel 1 —zg = 21 — 2% — (19 —2*) = e; —eg = —0.1 és e; =~ 0.57¢3, {gy
eo — 0.1 ~ 0.57¢2, ahonnét azt kapjuk, hogy ey = 0.11. (A masik gyok nem johet szdéba,
mert akkor m-nél nagyobb zérushelyet kapnank.)
lgy az
epr1 ~ 0.57M0.11M* = 0.11 - 0.0627 < 5-107°

feltételt kell garantalnunk az 5 tizedesjegyes pontossaghoz. Innét M értékére M = 3.61
adddik, ami azt jelenti, hogy kb. két 1épést kell elvégezni az adott pontossag eléréséhez
(k = 2). (Valéjaban 3 iterdcios 1épés kell az adott pontossdg eléréséhez.)

5.16. Az e7® = 10 — 22 egyenléség két oldalan allé fiiggvényeket dbrazolva kénnyen
lathat6, hogy két megoldés lesz. A pozitiv zérushely valahol v/10 kozelébe esik, kénnyen
lathat6 az is, hogy innét indithaté is az iterdcié. (A fiiggvény és mésodik derivéltja is
pozitiv a zérushelyig terjedd intervallumban.) Elsé 1épésben 3.155539727, a mésodikban
3.155532331 és a harmadikban ugyanaz adédik, igy 3.155532331 mar megfelel6 kozelitést
ad.

5.17. Az e~* — sinz fiiggvény legkisebb pozitiv zérushelye 0 és /2 kozott van. Ezen az
intervallumon a fiiggvény masodik derivaltja pozitiv és pl. az x = 0 pontban a fliggvény-
érték is. Az £(©) = 0 pontbdl tehat indithatjuk az iterdciét!

M =0.5, 2 = 0.585644, ® = 0.588529, =¥ = (0.588533.
Ez az eredmény mér elfogadhato.

5.18. Mivel paratlan fokszamu a polinom, ezért legalabb egy zérushelye van. A derivalt
zérushelyei 41/+/3, és ezekben a pontokban negativ értéket vesz fel a polinom. fgy egyet-
len zérushely van az (1/v/3,00) intervallumban. Koénnyen lathaté, hogy 1-ben negativ,
2-ben meg pozitiv a polinom értéke, igy a zérushely 1 és 2 kozott van valahol. Mivel a
masodik derivalt 62 > 0, ha x > 0, igy a Newton-mddszer pl. az o = 2 ponttdl indit-
haté. Valéban: 4 tizedesjegyre szamolva a 3. 1épésben mar megfelelé eredményt kapunk:
1.7963.

5.19. Az z* és x + 10 fiiggvényeket dbrdzolva lathaté, hogy az [1,2] intervallumban van
a keresett megoldds. Dolgozzunk a Newton-mddszerrel! (Ez a mddszer masodrendi, igy
talan nem kell sokat szdmolni az adott pontossdg eléréséhez.) Az f(x) = 2* —x — 10
jeloléssel, f”(x) = 1222, igy pozitiv fiiggvényértéket adé helyrdl kell inditani az iteraciot.
Legyen ez xy = 2. Az x4 = xp — f(x)/f'(xr) iterdciéval szémolva a harmadik és
a negyedik lépések kozott mar nincs valtozas a negyedik tizedesjegyben, azaz az x4 =
1.855585 érték mar biztosan pontos lesz harom tizedesjegyre. (Kisebb lesz a hiba, mint
5-1071)



5.20. Inditsuk az iteraciét az xq = 2 pontbdl! Ekkor a sorozat monoton csokkené médon
fog konvergdlni az egyenlet megolddséhoz. Igy |f(x)| < a2 — 2 és |f'(z)] > 2 az x* és
kozotti intervallumon. Tehéat érvényes a

|2k — 2|

|z — 2| < 5

becslés. Leallasi feltételt ugy kaphatunk, hogy a fenti egyenlétlenség jobb oldalat minden
iteracios 1épésben kiszamitjuk, és ha az egy adott toleranciaszint ala keriil, akkor bizto-
sak lehetiink benne, hogy x; a toleranciaszintnél kozelebb van a megoldashoz. Pl. ha a
toleranciaszint 10719, akkor a negyedik 1épés utan mar ledllithatjuk az iterdciot:

1.500000000000000
hibabecsles =

0.125000000000000
k =

1.416666666666667
hibabecsles =
0.003472222222222
k =
3
x_k =
1.414215686274510
hibabecsles =
3.003652441435634e-006
k =
4
x_k =
1.414213562374690
hibabecsles =
2.255307052223543e-012

5.21. A zérushely a [0,7/2] intervallumba esik. Mivel f'(z) = —sinz — 1 és f"(x) =
—cosz, ezért pl. xg = 1.5-16l indithat6 az iteraci6é. Mivel a masodik derivalt negativ, igy
monoton csokkeno lesz az iteracids sorozat. Az x; és x* pontok kozott tehat érvényes,

hogy
|f(z)] = |cosx —z| < |cosay — x|, |f'(x)] =]—sinx —1] > 1,



igy tehat

| cos zy, — x|
1

10~ 1%-es toleranciaszinttel szamolva azt kapjuk a becslésbdl, hogy a negyedik 1épés utan

mar leallithatjuk az iteraciot.

|z, — ™| < = |coszy — x|

0.785314737732760
hibabecsles =
0.078148968153730
k =
2
x_k =
0.739534550025702
hibabecsles =
7.522240085812149e-004
k =
3
x_k =
0.739085177791409
hibabecsles =
7.460334550124514e-008
k =
4
x_k =
0.739085133215161
hibabecsles =
7.771561172376096e-016

5.22. A modszer azért nem lesz masodrendil, mert a zérushelynél a derivalt értéke nulla
(312 -3 =0), igy az 5.6. tétel feltételei nem teljesiilnek. Ha a Newton-médszert gy
modositjuk, hogy

f(zn)

fr@e)’
akkor az iteracié mar masodrendben fog konvergalni. Ezt az aldbbi médon igazolhatjuk.

Mivel z* kétszeres zérushely, igy f(z*) = f'(«*) = 0. Vonjunk ki az iteraciés formula
minkét oldalabdl z*-ot, majd szorozzunk f'(xy)-val.

(a1 — %) f'(x) = (z — 27) f(2r) — 2f (21)- (10.2)

Tpp1 = T — 2



Taylor-sorfejtést hasznalva az x* pont koriil, azt kapjuk, hogy

flaw) = f'(@) + f1() (e — 27) = f(E)(we — 27),

valamint a sorfejtést a jobb oldalon all6 G(z) = (x — z*) f'(z) — 2f(x) fiiggvényre hasz-
nalva, mivel

G(%) = 0, G'(z") = f'(zp) + (2" = 27) f"(") = 2f(2") = 0,
G”(I*) _ (I* o x*)f///(x*) _ 07

fgy "
G (77) (xk o x*)S‘

G(ry) =

A fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a 10.2 egyenléségbe azt kapjuk, hogy

(a1 = )€ — ) = T — )’

Ezt atrendezve, majd abszolit értéket véve kapjuk az alabbi becslést, ami mar mutatja,
hogy a konvergencia masodrendii.

ahol G egy felsé becslés G harmadik derivaltjanak abszolit értékére és f1, egy also
becslés f els6 derivaltjanak abszolit értékére az x* zérushely egy kornyezetében.
A masodrendli konvergencia az 5.8. tételre tdmaszkodva is igazolhaté. Ehhez a méd-

szert olyan fixpont iteracionak tekintjiik, amelynek iteracios fiiggvénye

f(z)
f'(x)
Az f fuggvényre érvényes, hogy f(x*) = f'(z*) =0 és f"(x*) # 0, tovabbd

/ 2 "
T—x* T—x* (f’ (x))2
/
1
— _1 2 " * 1 A — _1 2 I * — 0
A M — T T e

Ez mutatja, hogy a konvergencia legalabb masodrendii lesz. Az, hogy nem lesz ma-
gasabbrendti, az onnét latszik, hogy F' "(z)-nek méar nem nulla a hatarértéke x*-ban.

Altaldnosan belattuk tehat azt a tételt, hogy ha f kétszer folytonosan derivalha-
t0 és x*-ban kétszeres zérushelye van, akkor a Newton-modszer fenti modositasa mar
méasodrendben konvergens zérushelyhez tarté sorozatot ad.

Flz)=x-2




5.23. Mivel 2* m-szeres zérushely, igy f(z*) = ... = f"U(z*) = 0. Induljunk ki az
f (k)

T =T — MM

iteraciobdl és vonjunk ki mindegyik oldalabdl x*-ot:

f ()
f(wk)’

Tpo1— X =z — 2 —m

majd szorozzunk f’(zy)-val:

(Tep1 — %) f(wr) = (w0 — %) f'(21) — mf(ar). (10.3)

Most a bal oldalon allé6 f'(xy) értéket és a jobb oldalon all6 (xy — x*)f'(x) — mf(xy)
értéket is a fiiggvények x* pont koriili sorfejtésébol szamoljuk ki. Egyrészt

S0 (%) Jm () e J™(n)

(m — 2)! (m—1)! - (z=a"

(m —1)! e

f/([L') — f/(l‘*)—i— 4+ ($_x*)m—2+ (QT—ZL'*

Y

masrészt a
G(z) = (z —a") f'(x) = mf(z)

fiiggvényre ' ' ‘ '

G (a) i= (@) + (& = ") [ (@) = m O a),
ami azt mutatja, hogy .

GY (2*) =0,

haj=0,1,...,m. fgy tehat G o* koriili sorfejtése
(.T _ x*)m—i—l

Gl@) = =D

G (e

A fenti f(z) és G(x) fuggvényeket az x* helyen kiszdmolva és a (10.3) képletbe helyette-
sitve kapjuk, hogy

f () o1 (g )t
o J N _ xym—1 _ —G(m—i-l)
azZaz
Glris )
ot = € — o
m(m + 1)fmin

ahol Gt a G fiiggvény m + 1-edik derivélt abszoltt értékének maximumét, mig £
az [ fiiggvény abszolit értékének minimumat adja meg az z* pont egy kornyezetében.
Ilyen értékek nyilvanvaléan léteznek és az utébbi nem nulla. Ez a képlet nyilvanvaléan
azt mutatja, hogy a konvergencia masodrendii.

Természetesen sokszor nem tudhaté elore, hogy az f fliggvénynek a keresett zérushe-
lye hanyszoros zérushely. Ezzel kapcsolatban lasd az 5.24. feladatot.



5.24. Ha f-nek x* m-szeres zérushelye, akkor felirhaté f(z) = (z—2*)"h(x) alakban, ahol
mdr h(z*) # 0, hasonléan f'(x)-nek 2* m — l-szeres zérushelye, {gy hasonléan f(z)-hez
f(z) az f'(z) = (x — 2*)™ 'j(x) alakban irhaté. Igy

flx) _ (z—a*)h(z)

U R T

igy x* valéban egyszeres zérushely, mert h és j olyan fiiggvények, melyek x*-ban nem
nullat vesznek fel.

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a klasszikus Newton-moédszer mindig masodrend-
ben fog konvergalni, ha a g(z) = f(z)/f'(z) fiiggvényre alkalmazzuk, azaz ha az f(x) =0
egyenlet megoldasat az

g(wy)
9 (k)

Tkt1 = Tk —
iteracidval keressiik.

5.25. Az iteracio sajnos ciklikusan ismétlodd 1épéseket allit el6: xg =0, 1 = —1, x5 = 0,
x3 = —1, ..., igy az nem fog konvergdlni a megoldéshoz.

Az zy kezd6érték nincs elegendden kozel a megoldashoz ahhoz, hogy az 5.6. tétel
biztositsa a konvergenciat. Mivel a megoldas -0.4 kérnyékén van, m; = 1 és My = 10
megfeleld valasztasok, igy az |z — x*| < 0.2 feltétel mér biztositand a konvergenciat.
Valéban, a [-0.6,-0.2] intervallumbdl inditva az iterdciét az konvergens lesz és az z* =
—0.3977508105 értéket adja eredményiil.

Hr- és szelomodszerek

5.26. Mivel f(—1) < 0és f(1) > 0, igy valéban van megoldas az adott intervallum belsejé-
ben. A szamitdsokat az alabbi tablazatban foglaltuk tssze. A szamitdsok leellendrizhetok
pl. a chord.m program segitségével.

(ke b [z [fl) |
B I 0.2939 | 0.9162
2 1 0.2939 | 0.3280 | -0.0852
3 [-0.3280 | 0.2939 | -0.2751 | 0.0205
1 -0.3280 | 0.2751 | 0.2854 | -1.8886¢-005

5.27. A szelémodszerrel az alabbi médon szdmolhatunk a [-1,1] intervallumrdl inditva az
eljarast. A szamitasok leellenérizheték pl. a secant.m program segitségével.


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/chord.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/secant.m

T ‘
1

-1
0.293858536281304
-0.328029789700643
-0.275142163493936
-0.285407606179304
-0.285398162735863
-0.285398163397448

| O U x| W[ N —| D 5

5.28. A Newton-modszer esetén minden lépésben egy 1j fiiggvényértéket és egy 1j deri-
valt értéket kell kiszamolnunk, mig a szelomddszer esetén elegendd minden 1épésben egy
ujabb fiiggvényérték szamolasa. fgy fordulhat eld, hogy egy alacsonyabb rendii médszer
idoben gyorsabban megtaldlja a zérushelyet egy adott pontossaggal, mint a masodrendi
Newton-moédszer. Ha pl. addig végezziik az iteraciot, amig két egymas utani kozelités mar
10~-nél kisebb lesz, akkor a Newton-mddszernek 6 iterdciéra, mig a szeldSmddszernek
7 iteraciéra van sziiksége. Viszont a Newton-modszer 6 iterdcidja 0.005944 mésodpercet,
mig a szeldmddszer 7 iterdcidja 0.003552 masodpercet vesz igénybe. (Természetesen a
futdsi id6 fiigg a hasznalt szamitégéptél, de a futdsi id6k aranya hasonld lesz.) A pontos
megoldas 0.685504401504941.

Fixpont iteraciok

5.29. A fixpont iterdcié grafikusan ugy szemléltethetd, hogy az (xq,0) ponton keresztiil
hizunk egy olyan fiiggbleges szakaszt, ami metszi az F'(x) fiiggvény grafikonjat. A met-
széspontot vizszintes szakasszal Osszekotjiik az y = x egyenes grafikonjaval. Ahol ez a
szakasz metszi az egyenest, azt a pontot Osszekotjiik ismét egy fliggdleges szakasszal az
F(x) fiiggvény grafikonjdval, majd azt ismét egy vizszintes szakasszal az y = x egye-
nessel, stb. A fiiggélegesen hizott szakaszok meghosszabitasainak x-tengellyel alkotott
metszéspontjai adjak rendre az xq, xa, . . . iteracios lépéseket. A 10.5 dbran egy konvergens
és egy divergens esetet szemléltettiink. Az elsé esetben |F(z)| < ¢ < 1, a mésodikban
pedig |F(x)| > 1.

5.30. Az iterécios fliggvény
F(z)=In(l+2) -2+ 2%/2,

melynek derivéltja
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10.5. abra. Egy konvergens és egy nem konvergens fixpont iteraciés eljaras szemléltetése.

ami z = 0 esetén nulla és folytonos, igy az origd egy megfelel6 kornyezetében biztosan
kisebb abszolit értékii lesz, mint ¢ < 1. Tekintsiik pl. a [—0.5, 0.5] intervallumot. Ebben

_l 1

’Iz

1+z

azaz, ebbdl az intervallumbdl inditva az iteraciét az a fixponthoz fog konvergalni.
Mivel F'(0) = F"(0) = 0, de F""(0) # 0, igy a konvergencia harmadrendii lesz.

5.31. Legyen az iteraciés fiiggvény

F(z)=2+A (5“2; 2) +B (xzx; 2) |

Ennek nyilvan fixpontja az * = ++/2 pont. A konvergenciarend annél nagyobb, minél
magasabb rendii derivaltja tiinik el F-nek a fixpontban. Az els6 és a masodik derivalt is
eltiinik, ha teljesiilnek az 1 +2A+ B =0 és —A — 5B/2 = 0 feltételek. Ezen egyenlet-

rendszer megoldasa A = 1/4, B = —5/8. Az iterdci6 ezek alapjan harmadrendben lesz
konvergens.
5.32. Most a Newton-mddszer, vagy az rx.; = 2/ iterdcié nem johet széba, mert

az o = 0 pontban az iteraciés fiiggvények nincsenek értelmezve. A megfelel6 iteracios
fiiggvény megkonstrualasara egy lehetoség pl. az alabbi.
Prébalkozzunk iteraciét konstrudlni az

z=1x+g(2— 2%



ekvivalens egyenlettel, ahol g megfelel6 pozitiv konstans. A konvergencidhoz biztositani
kell, hogy pl. az [1,2] intervallumon (ebben van a zérushely) az F(x) = x + g(2 — z?)
fiiggvény kontrakcid legyen. F'(z) = 1 — 2gx. Garantaljuk pl., hogy |1 — 2¢gx| < 1/2.
Ehhez elég pl. g értékét 1/4-nek valasztani.

Ezzel az iterdciénk lehet az zp 1 = x5, + (2 — (2)?) /4 alaki, és eddig azt tudjuk, hogy
az [1,2] intervallumbdl inditva az iterdcié az egyenlet megolddsdhoz konvergal.

Mar csak azt kellene megmutatni, hogy xg = 0-rdl is konvergélni fog, amihez elegend6
megmutatni, hogy az iteracié valamelyik 1épésben belekeriil az [1,2] intervallumba. Az
zo = 0 pontbdl inditva az iteraciét x; = 1/2, x9 = 15/16 és x3 = 1247/1024, ami mér
beleesik az [1,2] intervallumba. (Ez az x + (2 — 2%) /4 iterdcids fiiggvény grafikonjdbdl is
latszik.) Ezt akartuk megmutatni.

A hibabecslést csak az [1, 2] intervallumban 16v6 sorozatrészre lehet a tanult képlettel

csindlni (k € N):

(1/2)* 1 6
(ahol egyszertien 1-gyel becsiiljiik feliilr6l az |xy — x3] értéket), ahonnét k = 21 addédik.
Azaz az eredeti sorozattal legalabb 24 1épés sziikséges az adott pontossaghoz.

|$3+k - f’ <

5.33. Ha a fixpont iteraci6 a k-adik 1épésben az x; pontbdl az z;; pontba lép, akkor a
Banach-féle fixponttételnél tanult becslés alapjan

S

‘Ik—i-l - Ik|7

|Tprs — 2| < 1q

ahol most * az F'(z) = 0.5+sin x iteracids fiiggvény fixpontja és ¢ a kontrakciés tényezo.
Az iteraciés fiiggvény derivaltja cos x, igy az [1, 1.5] intervallumon (1-rél indulunk (k =0
a fenti becslésben) és 1.5 koriili eredményt varunk fixpontnak) F'(x) kontrakcids tényezdje
cos 1 =~ 0.55, amivel csak a

10

‘xlo — ZE*’ < |.§L’1 — .130| = 0.001922

l—gq
becslést nyerjitk, ami még nem megfeleld szdmunkra. Lathatjuk, hogy z; = 1.34147,

igy most vizsgaljuk meg, hogy az [z1, 1.5] intervallumon mekkora a kontrakcids tényezo:
cos Ty ~ 0.227. Ezzel

q9

I—gq

|I’1+9 — ZL‘*| S |ZE2 — fL’ll =2.7391 - 10_7,

ami mutatja, hogy x19 mar legalabb 6 tizedesjegyre pontos lesz.

5.34. A Banach-féle fixponttétel biztositja a konvergenciat, ha igazoljuk, hogy az



fiiggvény kontrakeié az [1,2] intervallumon, és hogy az intervallumot énmagaba képezi.
A kontrakciéhoz elég beldtni, hogy |F'(x)| < 1 az [1,2] intervallumon, hiszen F'(z)
folytonos.

1 -1

F/(.’,U) = g o

igy ) .
< F .

3 (z) < 3

fgy a leképezés valéban kontrakeié, a kontrakciés tényezd 2/3.

F(x) v/3-t6] balra csokkend, jobbra nové az [1,2] intervallumon. Ez latszik a derivalt-
bél. Igy maximuma max{4/3,7/6} = 4/3 = 1.3333, minimuma 2/v/3 ~ 1.1547. Azaz az
intervallumot 6nmagaba képezi.

A Banach-féle fixponttétel miatt tehdt az iteraci6é az [1,2] intervallumbeli egyetlen
fixponthoz tart, ami /3/2.

Hibabecslés szintén a Banach-féle fixponttétellel adhaté. Ha zg = 2, akkor z7 = 7/6,

azaz /
(2/3)* 7

- < 2| <103

= VP < £ 2 o - | < 107

ahonnét kapjuk, hogy a 20. tagtol mar beleesik a kivant kérnyezetbe a sorozat.

5.35. BEgyszerii szdmitdssal 1dthat6, ahogy +/21 mindegyik iterdciénak fixpontja. Mivel
V/21 értéke a [2,3] intervallumban van, igy a konvergencidhoz elég megvizsgélni pl., hogy
a Banach-féle fixponttétel feltételei teljesiilnek-e.

Az elsd iterdcié a [2, 3] intervallumot 6nmagaba képezi, és az iterdcids fiiggvény deri-
valtjanak abszolut értékének maximuma 166/189. fgy teljesiilnek a Banach-féle fixpont-
tétel feltételei. Mivel az iteracids fiiggvény derivaltja a fixpontban 6/7, azaz nem nulla,
igy az iteracié elsérendben tart a fixponthoz.

A masodik iterdcids fiiggvény a [2.1,3] intervallumot 6nmagédba képezi, és az itera-
ciés fliggvény derivaltjanak abszolit értékének maximuma 1118/1323. fgy teljesiilnek a
Banach-féle fixponttétel feltételei. Mivel az iteraciés fiiggvény derivaltja a fixpontban
0, a masodik derivéaltja nem 0 ((2/21)21%/3), igy az iteracié masodrendben konvergal a
fixponthoz.

A harmadik iteraciés fliggvény derivaltja a fixpontban 5.7057, azaz az iteracié nem
konvergél a fixponthoz.

Osszefoglalva tehat a harmadik iterdcié nem konvergens, az els6 elsérendben, a ma-
sodik pedig masodrendben konvergens.

5.36. Az iteracio

Tpt1 = Tpp — 2" (@) f ()
: 2P () — (o) ()




alakjat fogjuk hasznalni a bizonyitasban.
Fejtsiik sorba az f(z) fiiggvényt a harmadik ill. mésodik tagig is az x; pont koriil, és
alkalmazzuk a sorfejtést az x* pontban!

f‘l/(xk)
2!

)
3!

(x* — xk)3,

(CL’* — Ik)2 +

0= fa) = F@) + F@) " —x) + L0

ahol £ és n megfelel§ z* és x, kozé esé szamok. Szorozzuk be az els6 egyenletet 2 f'(zy,)-val,
a masodikat f”(zy)(z* — x)-val, majd vonjuk ki az els6bél a masodikat, és rendezziik.

0 =2f () f'(zx) + 2(f' () = " (xn) f(zn)) (@ — )+
+< f) f"(€)  f(w )f"(n)) (" — )"

0= f(a*) = flax) + f(op) (@ — 2p) +

(x* — xk)2,

3 2
Osszuk el mindkét oldalt a 2(f(zx))* — f"(xk) f(xr) kifejezéssel.
oo @) 2 @) =3 ) s
2(f" (k) = f" () f () 6(2(f"(wr))? — f"(2x) [ (x1)) '

A jobb oldalon &ll6 els6 tag az iteracié képlete miatt éppen xyp — zxy1, 1gy o) kiesik, és
a képletet atrendezve az alabbi egyenlGséget kapjuk.

o 2@ () — 3" () [ ()
6C2(F ()2 = [ () f (21))

ami mar mutatja a modszer harmadrendii konvergenciajat.

(x* — xk)g,

Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa

5.37. Fejezziik ki az x1, x9, v3 ismeretleneket rendre az egyes egyenletekbdl:

1
x1 = = cos(zax3) + 1/6 =: Fi(x),

3
+1

Ty = — 5 2?2 +sinxg + 1.06 — 0.1 =: Fy(x),.
—1

T3 = %e_“‘” — (107 — 3)/60 =: F3(x).

El6szor valasszuk Fy(x)-ben a gyokjel elétti pozitiv el6jelet. Megmutatjuk, hogy a fenti
iteracio kielégiti az 5.9. tétel feltételeit a —1 < 1, x9, x5 < 1 kockan. Eloszor azt mutatjuk



meg, hogy a leképezés a kockaba képez:

1
|Fi(z)| = 5(308(2721’3) + 1/6‘ <1/2,

1 1
|Fy(z)| = 5\/x% +sinxs + 1.06 — 0.1‘ < 5\/12 +sinl+ 1.06 — 0.1 < 0.09,

Fy(z)] = | —=e~™%2 — (107 — 3)/60| < — + (107 — 3)/60 < 0.61.
20

20

Most megmutatjuk, hogy [0F;(x)/0zk| < 0.8430/3 = 0.281 (azaz az 5.9. tételben ¢ =
0.8430) tetszbleges i, k = 1,2, 3 esetén.

OR| _ o |9F| _, |98s] _,

8$1 - 8352 - 8:53 -
OF,| 1 1
8_:U; = §|x3|| sin(zaxs)| < gsinl < 0.281,
OF,| 1 1
8_x; = g l2a[sin(zzms)| < S sinl < 0.281,
8F2 |I’1‘

= < < 0.238,

dx1|  9y/a? +sinxzs +1.06  9v0.218
OF3| _ |cos(s)| < <0.119,
Oxs|  18y/a? +sinxz +1.06  18/0.218
8F3 |ZL‘2| —x1x0 1
= e < —e < (.14
or |~ 20° = 20° ’
8F3 |$1| —x1x0 1
= e < —e < (.14
ox,| 20 —20°

A tétel szerint tehat az iteraciénak egyetlen fixpontja van az adott kockan beliil. Ha
Fy(z)-ben a negativ el6jelet valasztjuk a gyokjel elétt, akkor a fentiekhez hasonléan
megmutathatd, hogy annak az iteracionak is egyetlen fixpontja van. fgy igazoltuk, hogy
két fixpont van, mivel a kapott két fixpont nem esik egybe (5.38. feladat).

5.38. Az 5.37. feladat eredményét és az 5.9. tételt (¢ = 0.8430) felhasznalva dolgozunk.
Inditsuk az els§ iterdciét az X, = [0.6,0, —0.6]7 pontbdl! Ekkor

X1 = [0.5000, —0.0041, —0.5237]",

¢és az alabbi hibabecslést kapjuk
q" 0.8430%

I — %oloo = — 0.1 < 107°.

1—g¢ 1-08430 =

1% =X loo <




Azaz legfeljebb 73 iteracids 1épés elegend6 az adott pontossag eléréséhez.
%73 = [0.500000000000000, —1.387778780781446e — 017, —0.523598775598299]"
(x* =[1/2,0,—7/6]"). A masik iterdciéval hasonléan szdmolhatunk.
X1 = [0.5000, —0.1959, —0.5287]",

és

k k

¢ 0.8430 .
Kol € — 0.2 < 107F,

1_q||X1 Xollo < T 53002 = 10

azaz legfeljebb 83 iteracios lépésre van sziikség.

% =X oo <

X73 = [0.498144684589491, —0.199605895543780, —0.528825977573387 .

5.39. Abrézoljuk MATLAB-ban az egyenletrendszer egyenleteit implicit fiiggvényként az
adott tartomanyon. Innét leolvashaté, hogy az egyenletrendszernek osszesen két megol-

-10 - - -
10 -5 0 5 10
X

10.6. abra. Az 5.39. feladatban szerepld implicit fiiggvények grafikonja.

dédsa van Osszesen az adott tartomanyon. (Lasd még az 5.40. és 5.41. feladatokat.)

5.40. Atirjuk az egyenletrendszert alkalmas médon fixpont iterdcids alakba

224+ 2248
T = % =: F1($1,$2),

25 +x1+8

10 . Fg(l'l,l‘g),

To =



majd megmutatjuk, hogy a D = [0,1.5] x [0,1.5] halmazon teljesiilnek az 5.9. tétel
feltételei.

Az konnyen ellendrizhetd, hogy az F(z1, ) = (Fi(z1,22), Fa(z1,22)) leképezés a D
halmazbdl a D halmazba képez. Tovabba

8F1 T 1

OR| |z <L

8x1 5175

OR | _jra 1

81’2 5175

3F2 ZE‘% 1

— ==+ —=]<0.325
0xy 10 * 10] — ’
Ofy| _|m2) 45
3x2

ami miatt az 5.9. tétel feltételei érvényben vannak a ¢ = 0.9 valasztassal, azaz valéban
egy fixpont van csak az adott tartomanyon belil. A fixpont megkereséséhet inditsuk
az iterdciot az X = [1/2,1/2]7 pontbél! Ekkor X; = [0.85,0.90625]7, és a hibabecsl$
formulabdl azt nyerjiik, hogy legfeljebb 145 iteraciéra van sziikségiink az adott pontossag
eléréséhez X145 = [1, 1], ami a tényleges pontos megoldast adja az adott D tartomanybol.

5.41. frjuk fel a Newton-iteraciét az adott egyenletrendszerre! Az egyszertiség kedvéért
az x és y valtozokat hasznaljuk, és nem irjuk ki az iteracios 1épések szamat.

x| x| [22-10 2y 22— 107+ 42 + 8
y | |y > +1 2zy—10 zy? +x—10y+8 |-

Most a tétel nem ad utmutatast a kezdépont megvalasztasara. Azt tudjuk tenni, hogy
a 10.6 abra alapjan elinditjuk az iteraciot valahonnét a megoldas kozelébol. Pl. az Xy =
[0.5,0.5]7 pontbdl inditva az az x* = [1,1]7 ponthoz tart, mig az X, = [3,3]7 pontbhdl
kezdve az iteraciot az

X* = [2.193439415415308, 3.020466468123034]"
megoldést kapjuk.

5.42. X* = [0.121241911480502, 0.271105155792415] .



Interpolacié és approximacio

Polinominterpolacié

Interpolacié Lagrange és Newton mddszerével altalanos alappon-
tokon

6.1. Legyen xg = —1, 21 =2, 290 =3, 23 =4 és fo, =2, f1 =4, fo =0, f3 =2. Az x¢-hoz
tartozo Lagrange-féle alappolinom
(x —2)(x —3)(z —4) 1 13 2

lo(z) = = ——x3+ix2——x+—,
(C1-2)(-1-3)(—1—-4) 60" 20" 30" "5

az x1-hez tartozd

ls_ 5,
Te-Cme-se-9 ¢ T

(= (-))e-2=4) 1, 5, 1

S B-(-1)B-2)(3-4) 4 4 2

és az xs-hoz tartozo

- ED)E=2)@=3) 1 5 2, 1

Ezek alapjan a Lagrange-féle interpolaciés polinom az

5 9 8
L(x) = 2lp(z) + 411 () + Oly(z) + 23(x) = éx?’ — 51;2 + 32+ 10

polinom lesz. Vegyiik észre, hogy az interpolaciés polinom meghatarozasahoz az ly(x)
polinomra nincs is sziikség, hiszen f; = 0.

193



6.2. A 6.3. tételt hasznaljuk. Eloszor elkészitjiik az osztott differencia tablazatot.

-1 2= Co
% = 2/3 =C
2 4 L
0-4 ey 3-(=7/6) _ —
355 4 — 5 = 5/6 = C3
3 0 =4 — 3
=
4 2

A tablazatban bejeloltiik a Newton-alakban felirt polinom egyiitthatéit. fgy a keresett
polinom

Ly(z) =co+ci(x — (—1)) + co(z — (—1))(x — 2) + c3(x — (1)) (x — 2)(x — 3)

=2+ (2/3)(z = (=1) + (=7/6)(z = (=1)(z = 2) + (5/6)(z — (=1))(z = 2)(z = 3)
= 2753 — 93:2 + §£L‘ + 10.
6 2 3
(10.4)

Az interpolécids polinom Horner-alakja a Newton-alak aldbbi dtrendezésével nyerheto:
Ly(z) =2+ (2 +1) ((2/3) + (z = 2) ((=7/6) + (5/6)(x = 3) ) ).
A helyettesitési értékek szamolasdhoz ezt az alakot érdemes hasznalni.

6.3. Természetesen mindkét modszerrel az

D 29
Ly(z) = 6x2 — 57 +9

polinomot kapjuk. A Lagrange-alakban megadott eldallitas

(x —3)(x —4)

Ly(z) = 5(1 “H1-4) 224  TE-1@a_3)

mig a Newton-féle eloallitas Horner-alakban

Lo(z) = 5+ (z — 1) (_73+§(x—3)).

6.4. A Lagrange-féle eloallitas esetén minden egyes Lagrange-féle alappolinom helyette-
sitési értékének kiszamitasa 4n — 1 flopba keriil. Ezeket kell szorozni az alappontokbeli



fiiggvényértékekkel, majd dssze kell adni 8ket. Ez 6sszesen (n+1)(4n—1+1)+n = 4n’+5n
flop.

A Newton-féle el6allitasnal minden osztott differencia 3 flop, valamint 1+24...4+n =
n(n+1)/2 osztott differenciat kell kiszamolnunk. Tehat az osztott differencidk kiszdmitdsa
osszesen 3n?/2 flopba keriil. Ezek utdn a polinom helyettesitési értékét a Horner-séméaval
érdemes szamolni. Ennek koltsége 3n.

Lathaté tehat, hogy a Newton-féle el6allitas kevéshé koltséges. Mar egy helyettesitési
érték kiszamitasa is kevesebb miivelet, de ha eltaroljuk az osztott differencidkat, akkor
egy-egy ujabb helyen a polinom helyettesitési értékének kiszamitdsa mar csak egyenként
3n flop lesz.

6.5. Vezessiik be a
1

xp — o) .. (T — Tp—1)(Tk — Thp1) - - - (T — )

ka(

jelolést. Ezek az értékek csak az alappontoktdl fiiggnek, és fiiggetlenek az alappontokbeli
fiiggvényértékektol is és z-t6l is. Ezek kiszamitasa egyenként 2n flop, azaz 6sszesen 2n(n+
1) = 2n? + 2n flop. Ezek utén az interpoléciés polinom az

Lala) = () ) 20
k=0

alakban frhat6 (w,41(z) az alappontpolinom szokésos jelolése). Az alappontpolinomtdl
megszabadulhatunk, ha észrevessziik, hogy a konstans 1 fiiggvény felirhato

n

1= w ()Y %

r—z
k=0 k

alakban, igy

L,(x) W1 () D0y % B > h=0 ffj;kk
1 Wat1(2) o5 le}k D ko le;k
Ezt az alakot baricentrikus interpolaciés formulanak hivjuk. Ha a ¢, silyokat méar meg-

hataroztuk, akkor egy helyettesitési érték szamitasa a fenti formulaval 5n + 4 flopba
keriil.




6.6. Szamitsuk ki el6szor a baricentrikus sulyokat!

1 1
D) = Iy ooy 60
a(x) = (2 — (—1))(21— 32 —4) %’

: 1 (10.5)
pa(z) = B-(—1))B-2(3-4) 4

1 1

s = o Eya-2E=3 10
Ezek segitségével az interpolaciés polinom az
2-(=1/60) 4-(1/6) n 0-(—1/4) N 2-(1/10)
xr—(—1) x—2 xr—3 x—4
—1/60 1/6 —-1/4  1/10
m—(—1)+:p—2+m—3+x—4

L3 (.CE) =

alakban adhaté meg, ami természetesen egyszeriisités utan a

3 9 8
Ls(z) = Bx?’ — 5202 + 3% + 10

alakot olti.
6.7. Természetesen ugyanazt a polinomot kapjuk mindegyik modszerrel. Mivel az egyes

részfeladatok kozott csak egy-egy pont eltérés van, ezért célszerii a Newton-modszert
haszndlni.

1 1 4 7
a) x + 3, b) §x2—§x+4, ¢) —§x3—11x2—?x+20.

6.8. Ha s < n, akkor az (zx,x}) (k = 0,...,n) pontokra illesztett polinom éppen az
L,(x) = z® polinom lesz. Ez pont a keresett

x® = Z xplp(2)
k=0

egyenldséget jelenti. Specidlis esetként (s = 0) azt kapjuk, hogy az alappolinomok 6sszege
a konstans 1 fiiggvényt adja.

6.9. Eloallitjuk az interpolaciés polinomot

1 3 1
Ly(z) = —ﬂﬁg Tty



amibe 3-at helyettesitiink. Erre 37/24 = 1.5416 adédik. Az x = 3 pontbeli hiba
M.
[logy 3 — La(3)] < ?3103(3)7

ahol ws3(3) az alappontpolinom értéke 3-nél, azaz 5, M3 pedig egy fels6 becslés log, x
harmadik derivéltjara a [2, 8] intervallumon, azaz pl. 0.37. Ebbdl a 0.3083-as fels6 becslés
adddik a hibéra.

6.10. Az interpolacids polinom eldallithaté pl. Newton- vagy Lagrange médszerével:

Ennek a polinomnak az x = 5 pontbeli helyettesitési értéke 2. Ez lesz tehat a keresett
kozelités.

6.11. Az osztéintervallumok hossza h = 1/20, n = 10 és az interpoldlandé fliggvény 11.
derivaltjara (—111z71%) a 1112!2 becslést adhatjuk. Innét a hibara 7.258 x 107> ad6dik
(6.4. tétel).

6.12. Legyen az alappontok kozti tavolsag h. A Newton-féle osztott differencia tablazat
néhany elemét meghatérozva a
(0)fr = () fer + () fat - F (o o () (=1 fis

ck = [0, 1, ...,z f = =

hEE! hEE!

sejtésiink lehet.
Nyilvanvaloan £ = 0 és k = 1 esetében igaz az allitas. Lassuk be, hogy ha [-re igaz,
akkor [ + 1 esetén is igaz!

C1 = [xo, 21, ..., x4 f

N T T ) e [ S 1

Zir1 — Xo
_ [T1, .., 2l f — [xo, 21, 2] f
h(l+1)
_ St (i-}l-l)(_l)i+1fl—i -3, () (=1)fis
B A1+ 1)
(o) fir1 + 30 (() + () G fimi = (D=1 o
RAL(] +1)!
(o) fir1 + 2imo () (D)™ fisi = (D(=D)'fo
W 1 1)!
B Zii(l) (Hi_l)(_l)ifl+1—i
N R4 1)! ’

Ezzel igazoltuk a sejtésiinket.




6.13. Mivel az alappontok egyforma tavol vannak egymastol, igy felhasznalhatjuk a 6.12.
feladat eredményét. Igy tehat

f ::jb:: 17
[, z1]f = h hfo = 32 L =1,
[1'0 T ﬁz]f: fo = 27+ Jo = 8-2-3+1 :§
) ) 2h2 3 87
_fs=3f+3fi—fo 20-3-8+3-3-1 1
[0, 1, o, T3] f = e = S =35

és a keresett interpolaciés polinom

Ly(x) =1+ (x —4)+ g(x —4)(z —6) + %(m —4)(x —6)(z — 8).

6.14. Az osztéintervallumok hossza h = 1/20, n = 20 és a fiiggvény 21. derivéltjira
(20!2729) a 20! becslést adhatjuk. Innét a hibara 1.3811 x 107! adddik. (6.4. tétel).

6.15. A feladatot a 6.4. tétel segitségével oldjuk meg. Az interpolacios hiba

n+1
(n+1) 4(n+1) \ n

becslését hasznaljuk, ahol M, . egy becslés f n + 1. derivéltjanak abszolit értékére.

Mivel

(—1)"n!
xn+1

£ @) =

ezért M1 = n! megfelel§ vélasztas. Igy tehét

9

n! 1
E, S T T
[En(@)] < 4(n 4+ 1) nrtl

ami z-t6l fiiggetleniil nullahoz tart, ha n tart a végtelenbe. Azaz az interpolacids polino-
mok sorozata egyenletesen tart az In x fiiggvényhez.
6.16. Nyilvanvaléan [zo|f = 1/x¢ és

Loy

z1 Zo

[$07ah]f == — .
Ir1 — X o1

fgy az lehet a sejtésiink, hogy

(=n"

20,21,y Tl f = ————.
ToTy1...Tp



Ezt teljes indukciéval igazolhatjuk. Az n = 0 és n = 1 véalasztas esetén igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy n — 1-re is igaz, azaz

(-1

[1’0, L1,y .. ,C(In_l]f = -
oIy ...Tp—1
fgy tehat
() L o
n B sty n— L1 T LT —1)"
[ty 1yl = ol W0 Bnl v D rvemany  ZD
Tpn — X Tn — X ToXl1...Tp

Ezt akartuk megmutatni.

6.17. A 6.4. tételben szerepld hibabecsld formulat alkalmazzuk az f(x) = 2™ fiiggvény-
re. Mivel f("*1)(x) = (n + 1)!, ezért a hiba

2" — Ly (2) = w1 ().

A keresett [z, . .., x,|f osztott differencia az L, (z) interpolaciés polinom féegyiitthatdja.
Ez a fenti egyenl6séghdl meghatarozhaté:

[0, .., Tu)f =20+ 21+ ... + Xy
6.18. A program egy megvaldsitasa az alabbi linken talalhato.

6.19. A MATLAB programmal szamolva a 0.310268301038230 értéket kapjuk az integral
kozelitésére. A ,pontos” érték kb. 0.310268301723381.

6.20. A MATLAB programmal szamolva 92.5 Hgmm-t kapunk 50°C-nal a géznyomasra.

6.21. A MATLAB programmal szamolva rendre az alabbi kozelitéseket kapjuk: 1.61, 1.72,
1.85, 2.08, 2.51.

Interpolacié Csebisev-alappontokon

6.22. Az alappontok a +1/ V2 pontok. fgy az interpolacios polinom a linedris
V2 sin(n/(2V2))
polinom lesz. A hibabecsléshez a 6.6. tételt hasznalhatjuk. Ezzel a hibara a

M2 7T2/4
By ()| < 5o = Gy = 0.6169

becslést nyerhetjiik.


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/newtonmodszer.m

6.23. A 6.6. tételt hasznéljuk. Mivel M, = 1 megfelel¢ vélasztas, igy az

1
E () < —— <10
E@)l < iy <10

egyenlotlenséget kell megoldanunk, pontosabban olyan n-t kellene mondani, amire telje-
siil az egyenlotlenség. Ehhez pl. az

<107

1
Ey(z) < — < —
Bl < i S 9o <

becslést haszndlhatjuk. Logaritmus segitségével innét azt kapjuk, hogy a feltétel n = 10-
tol mar teljesiilni fog, azaz 10 Csebisev-alappont esetén mar megfelelden kicsi lesz a hiba.

6.24. Az alappontok a [0, 1] intervallumra transzformalva: 1/2, 1/24+/3/4. MATLAB-bal
szamolva az integral kozelitésére 0.308368138117735 adodik.

6.25. A 6.6. tételt hasznéalhatjuk. A feladat allitdsa kovetkezik abbdl, ha megmutatjuk,
hogy f Lipschitz-folytonos [-5,5]-6n, amihez elegendé megmutatni, hogy a derivaltja kor-
latos.

—2x
(1+ 22)?

10

< = 10.
=02y

el =

Ezt akartuk megmutatni.

Hermite-interpolacié

6.26. A megfelel6 polinom az Hermite—Fejér-féle interpolacios polinom lesz. Ezt megha-
tarozhatjuk pl. az osztott differencidk modszerével. A keresett polinom

q(z) = (z—1)+2(x— 1)2—4(x—1)2(x—2)+£(m— 1)2(37—2)2—1—g(x—l)Q(x—2)2(x—3),

melyre p(4) = 39.

6.27. f(0) =0, f/(0) =1, f(x/2) =1, f'(r/2) = 0. Ebb0l felirva az osztott differencidkat
(6.8. tétel) a

(—4+m)2?(x—1/27)

(=2 +7) 22
2

Hi(x) =2 —2 +4

™

polinomot nyerjiik. Ebbe 7/4-et helyettesitve 0.6963 adddik. A 6.9. tétel alapjan ezen
érték hibéja kisebb, mint

T\ 4
— ] ~0.01585.
(%)



Szakaszonkénti polinomialis interpolacié

6.28. Szakaszonként linearis interpolaciordl van szé, igy a 6.10. tételt hasznalhatjuk. Mivel
f"(x) = 2cos(2z), igy ennek egy fels6 becslése 2. A hibédra tehdt a feladat feltétele szerint
érvényes a

2 s 2 2 _6
o) = 1) <3 () = gt < 1

becslés, amely n > 1569.79 esetén teljesiil. Azaz n legalabb 1570 legyen.

6.29. Az (zp—1, f(xr-1)), (Tk—1/2, f(Tr-1/2)), (@k, f(2x)) pontokra illesztett polinom in-
terpoldcids hibdjat kell elészor kiszamolnunk (xj_q/o jeloli a k-adik intervallum felezd-
pontjat). A 6.4. tétel miatt egy tetszdleges T € [rx_1, 2x] pontban az interpoldciés hiba
becslése

FE)
3!

3 2/1)\° 1
~ B P _ o < - JE— = — < ].078
(@ — 2p-1) (T — p—172) (2 — 2p) | < 8.64 (Qn) 128 -n3 — 7

ahol felhasznéltuk, hogy f”(z) = 327°/2/8, melynek maximuma az [1,2] intervallumon
3/8. A becslésbél azt kapjuk, hogy ha n legalabb 74, akkor teljesiil a becslés.

6.30. Nyilvanvaldan elegend6é a —h, 0, h alappontokra vizsgalni az allitast. A 6.4. tétel
miatt az interpolaciés hiba alakja

FP(&)

3!

Ey(x) = — (x + h)x(x — h),

ahol &, megfelel6 szdm a (—h, h) intervallumbél. Lathatd, hogy tulajdonképpen az (x +
h)x(x — h) = x(2? — h?) alappontpolinom értékére kell fels becslést adnunk. Egyszerti
fiiggvényvizsgalatot végrehajtva azt kapjuk, hogy az alappontpolinom az z = +h/ \/§
pontban veszi fel a legnagyobb abszoliit értékii értékét, nevezetesen 203 /(3+/3)-at. Igy
tehat az

(3) max e 3 3
Ba(a)] = T 4 py(e — ) < AT @IZDT B @)

3! - 6-3v3 93 @

becslés adhaté. Ezt kellett igazolni.

6.31. A splinefiiggvény derivaltjait a

210 d_, 3 fo—[f=
1 41 do =5 fi— [
01 2 dy fi—fo



egyenletrendszerbol kaphatjuk meg, ahonnét most csak a d értéket kell meghataroznunk,
hiszen ez adja meg az zq-beli derivéltat. Az elsé sor és az utolsé sor (1/2)-szeresét kivonva
a masodik sorbdl, azt kapjuk, hogy

3 1
3dp = 7 <f1 —fa- §(fo —fat - fo)) ;
melybdl egyszertiisités utan kapjuk, hogy
Ji— o

dy = 22— /=L
0 2h

Ezt kellett megmutatni.

6.32. Az alappontokbeli derivaltak értékére felirjuk az

21 0] d 9
-1 141 d | =] -1
01 2 do 1
linedris egyenletrendszert. Ennek megolddsa dy = —11/12, d; = —1/6 és dy = 7/12.

Ebbél Hermite-Fejér-interpolaciéval kapjuk a [-1,0] intervallum polinomjat:

35 19 1
= S a? =,

si@) = o+ 6

és a [0, 1] intervallum polinomjét

19 11 1
s1(z) = Ex?’ + ij — %

Trigonometrikus interpolacio

6.33. Egy els6fokt trigonometrikus polinom lesz megfelel6. Az egyiitthatokra tanult kép-
letek alapjan
tx) =1+ 2 i
x) = —sinx.
V3
6.34. Mivel n+1 = 4 pontunk van, igy m = 2 fokszamu kiegyensulyozott trigonometrikus
polinomot keresiink. Az egyiitthatok képleteit felhasznalva kapjuk, hogy
1

5
Tr(x) = 1 5082 +sinx — Z—lcos(Qx).



6.35. Legyenek az alappontok zj, = 2kmw/(n+1), (k=0,1,...,n), ahol n+1 = 2m péros
pozitiv egész. Ekkor a komplex diszkrét Fourier-transzformaciohoz a

1
n+1

Cj:

S fw™ (j=—(m-1),...,m)
k=0

egyiitthatdkat kell kiszamolni, ahol w (n+1)-edik komplex egységgydk és fi, az interpola-
landé f fiiggvény z;, pontbeli értéke. Ez a feladat lényegében a p(z) = Y7, fxz" polinom
helyettesitési értékeinek kiszamitasat koveteli meg a w7 (j = —(m—1),...,m) szdmok-
ra. Ez a szdmolds, ha mér el6re kiszamoltuk w hatvanyait (n + 1)? komplex szorzast
igényel.

Vezessiik be a pys(2) = fo+ faz + .o+ fuc12™ P és pu(z) = fi+ faz + ...+
fn2™ ! polinomokat. Ezekkel p(z) a p(z) = pps(2?) + zppu(2?). Ha ennek a polinomnak
kiszdmitottuk a helyettesitési értékét egy w7 helyen (j = —(m —1),...,0)

pw™) = pps(w™) + w7 ppu(w=),

akkor a w=U+™_nél vett helyettesitési érték mar szorzas nélkiil szamolhatd, ugyanis

)

p(w™ U™ = ppe(w™Hw™™) + w I w py (P w ") = pps(wF) — w I ppu(w),

ami miatt a két szereplé tagot osszeadds helyett csak ki kell vonni egymésbdl. (Kihasz-
naltuk, hogy w™ = —1 és w™! = 1.) Igy 6sszesen a két (m — 1)-ed fokd polinom
helyettesitési értékét kell kiszdmolni, ami 2(n + 1)?/4 szorzés, ill. az egyik polinomérté-
ket szorozni kell még a megfelel$ egységgyok hatvanyaval. Ez tovabbi (n + 1)/2 szorzés.
Azaz a fent ismertetett technikaval (n + 1)? szorzds helyett csak (n +1)?/2 + (n+1)/2
szorzast jelent.

6.36. A 6.35. feladat eredményét felhasznalva a diszkrét Fourier-transzformacié a p(z) =
> n_o fxz" polinom helyettesitési értékeinek kiszamitdsat koveteli meg a w™ (j = —(m—
1),...,m) szdmokra.

Vezessiik be a

pO(Z) = fO + ftlz + . .. + f(tgfl)tlth_]-)
p(2)=fi+ furz+...+ f(t2—1)t1+12t2_17

ptl—l(z) = ftl—l + f2t1—1z + ... + ftltz—lth_l

polinomokat, melyekkel p(z) az alabbi alakban {rhaté

p(2) = po(2") + 2p1 (") 4+ 2°pa(2™) + ...+ 2" py 1 (2.



Ha kiszamoltuk ennek a polinomnak az értékeit aw ™ (j = —(m—1),..., —(m—1)+ts—1)
értékekre (ez to(tits +t1) szorzds), akkor a tobbi polinomérték (¢1t, — ty darab) mér poli-
nom helyettesitési érték szamolas nélkiil szamolhaté t, szorzas segitségével darabonként,
ugyanis

p(w=U+R2)) = po (w7t 1825) 4w T w2, (w T w2

+w*2jw728t2p2(wfjtlwftltgs) 4+ w*jtlwftlstgptl_l(wfjtlwftltgs)
= po(w ™) + w w2 p (W) + w w2 py (w I L w T w2, (w ),

ha s = 1,...,t; — 1 valamilyen egész szam. fgy a komplex szorzasok szama ezzel a
moédszerrel (t1t9)? helyett csak to(t1te + t1) + t1(tita — t2) = tita(t; + to) lesz. A két
szorzdsszam aranya (t, + to)/(t1tz).

Approximacié polinomokkal és trigonometrikus poli-
nomokkal

6.37. A
01 1
0 1 aq . 2
11 |: Qo 1 o 0
31 0

tulhatarozott linearis egyenletrendszer legkisebb négyzetek értelemben legjobban kozelitd
megoldasat kell meghatarozni. Ez a

10 4 ap | | 2
4 4 a | | 5
normalegyenlet megoldasat koveteli meg. Ennek megoldasa a; = —0.5, ag = 1.75. fgy

tehat a legjobban kozelité egyenes az y = —0.5z + 1.75 lesz.

6.38. A megoldand6 normalegyenlet

82 28 10 as 0
28 10 4 a | =101,
10 4 4 ao 3

aminek megoldédsa ay = —1/2, a1 = 1, ag = 3/2, azaz a legjobban kozelit6 legfeljebb
mdsodfoki polinom —x?/2 + z + 3/2.



6.39. El6szor meghatarozunk olyan polinomokat, melyek a —1,0, 1,3 alappontrendsze-

ren ortogondlisak. Ehhez ortonormalnunk kell az X, = [1,1,1,1]7 és x; = [-1,0,1, 3]
vektorokat:

1/2 —7

1/2 | V35| =3

/2 " 70 | 1

1/2 9

Ezek alappontokon vett interpolacidjaval kapjuk az ortogonélis polinomokat: ¢o = 1 /2,
¢ = (2/35)v/35x — (3/70)v/35. Igy a keresett legjobban kozelit elséfoki polinom

p(a) =F q(®)q(x) + F ¢(®)q(z) = —0.4z + 1.8,
ahol f = [2,1,3,0] az adott pontok mésodik koordinatdinak vektora.

6.40. A 6.39. feladat eredményét hasznalhatjuk az eggyel magasabb foku kozelité polinom
meghatarozasahoz. Ehhez a ¢a(x) ortonormaélt polinomot kell mar csak meghatarozni.

Most az Xg = [1,1,1,1]T, X; = [-1,0,1,3]7 és X = [(—1)?, 0%, 12, 3%] vektorokat kell
ortonormalni (az els6 ketté mér a hivatkozott feladatban ortonormalva lett) vektorokat:
1/2 7 (1/22)v/154

1/2 | V35| -3 (=2/77)/154
12 |7 70 | 1 |7 | (=4/77)V/154
1/2 9 (5/154)v/154

Igy qs(x) = (1/44)v/1542% — (15/308)v/154x — (2/77)\/154, és a legjobban kozelits poli-
nom

p(z) = X)qo(x) + T ¢1(X)qr1(z) + T g2(X)ga() =
-7, 31 119

=—04z+ 138 +qu2(§)qg(a:) =53 % t 3% + I

6.41. Az interpolacids polinom legfeljebb elsofoku részletosszege lesz a legjobban kozelitd
polinom. Erre T} (z) = 5/2 — cosz — v/3sin x adddik.



Numerikus derivalas és numerikus
integralas

Numerikus derivalas

7.1. Az approximal6 kifejezést jeloljiik A f(h)-vall Alkalmazzunk Taylor-sofejtést az egyes
tagokral

2 3
Flo 1) = F(ao) + hf' (o) + o (o) + o f" (o) + O(hY)

(2h)°
2]

@y

1" w0) + O

f(xo+2h) = f(xo) + 2hf (z0) + [ (o) +

Ekkor

_ 2hf'(w0) — %hi’;{l’%xo) TOUD) _ gy — L7502 4 oy,

Af(R) ;

Azaz Af(h) az elsé derivaltat masodrendben kozeliti és hibdja:

"
) g%)h? +O(h%).
7.4. Az approximalé kifejezést jeloljiik A f(h)-vall Tovabbé vezessiik be az aldbbi jelolé-

seket:

a = f(zo— 2h),
b= —4f(zo— h),
¢ =6f(zo),

d = —df(zo + h),
e = f(xo + 2)!

206



Alkalmazzunk Taylor-sorfejtést az a — e tagokra! Ekkor eredményeinket az alabbi tabla-

zatban foglalhatjuk Ossze:

f(mo) f’(ﬂﬂo) f”(mo) f’"(iﬂo) f(4) (350) f(5) (350) f(6) (ﬂﬂo) fm (950)
a 1 —2h 2h? —§h3 2/3h4 —4/15h5 4/45h6 —8/315h7
b —4 4h —2h? 2/3h3 —1/6h4 1/30h5 —1/180h6 1/1260h7
c 6 0 0 0 0 0 0 0
d —4 —4h —2h? —2/3h3 —1/6h4 —1/30h5 —1/18Oh6 —1/1260h7
e 1 2h 2h° 4/3h3 2/3h4 4/15h5 4/45h6 8/315/17

10.8. tablazat. A Taylor-sorfejtés soran szamolt egyes egyiitthatok.

A fenti tablazat megfelel6 oszlopainak Gsszegzésével az approximalo kifejezés az alabbi
alakot olti:

_ O o) + 57O o) + OF)

Af(h) - = FD (o) + h2FO (o) + O(HY).

Azaz Af(h) a negyedik derivaltat masodrendben kozeliti és hibéja:

éfﬂ FO(x0) + O(RY).

7.5. Vezessiik be az alabbi jel6léseket:

f(zo) = fo, flzo+h)=f1, flxg—h)= f_1!

Tegyiik fel, hogy az f_q, fo, fi értékeket megvéltoztatjuk e-ndal kisebb értékekkel. Azaz
legyen . . .
faa=fateq, fo=Jote, i =hH+e,

ahol |e_1|, |eo|, |e_1] < €. Ekkor

fl_f—l_fl—f_1 €1 — €1 h? " €1 —€_1
T S S A T
Azaz L ,
Ji—fa , h 2¢
_ < Ma 2
oh fi(wo)| < 6 s + 5h
ahol M3 = sup |f"(x)|. A fels6 becslést adé fiiggvény nem mds, mint
h? €
g(h) = —M;s+ —.

6 h



Ez azt mutatja, hogy akkor lesz kicsi a hiba, ha h se nem til nagy, se nem tul kicsi. Egy
kozelité optimalis értéket gy nyerhetiink, hogy a felsé becslést minimalizaljuk hA-ban.
Azaz

h € 3e
'(h)y=0& - M;— — =0&h'=—.
g(h) =0 370 R 0 M3
Ekkor az e-hibaval terhelt kozépponti szabdly optimalis 1épéshossza:
3e
hont = | M,

7.8. Fejtsiik Taylor-sorba az egyes tagokat!

Af(zo—h) = Af(xg) — Ahf'(z0) + h;f”(xo) + O(R?).

2
C (o + 1) = Af(ro) + AR (20) + o " (20) + O(H?).
Ekkor

2 2

(A+ B+ O)f(a0) +(C — A)f (o) + (A + € () + 0(0).

Azaz ezen tagokkal a masodik derivalt approximalasanak feltételei az egyes egytitthatok-
ra nézve az alabbi:

A+B+C =0,
1 2 1
2

7.9. A feladat &altal megadott 1épéskozok mellett a megirt program (ldsd forrdaskédjat a
feladat végén) eredményeit az alabbi tabldzat szemlélteti:

h hiba
10~2 | 3.9951996795 - 10~°
1073 | 3.9970202259 - 10~8
1074 | 4.4626258244 - 10710
107° | 4.0478514135- 1077
1076 | 3.1236571060 - 10~°

10.9. tablazat. Adott h 1épéskoz melletti hibaérték.

A téblazat jol mutatja, hogy a hiba értéke kiilonb6z6 h mellett ingadozik. Mi lehet ennek
az oka?



Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz a 7.7. feladat eredményét kell felhasznalni. Neve-
zetesen azt, hogy a masodik derivaltat masodrendben kozelité centralis differencia séma
optimaélis 1épéshossza e pontossagi adatok esetén:

B = af 8¢
opt —

My’
ahol My = sup | f(x)].

A MATLAB program e¢ = 1076 pontossidggal kozelit tetsz6leges értéket. Tovabbd a
feladatunkban M, = sup |sin®(z)| = 1. Ekkor a fenti eredményben ezeket az értékeket
helyettesitve kapjuk az optimadlis paraméter értéket, mely:

Ropt = 2.6321480259 - 10~

Azaz h = 2.63215 - 10~ *-es érték mellett lesz a két érték kiilonbsége a lehetd legkisebb.
Igy nem meglepd médon a kisebb 1épéskozli értéktdl haladva a hiba hqp, értékig csokken,
mig onnantél kezdve folyamatosan né a hiba.

A sziikséges kozelité masodrendii centralis differencia programja, mely adott 1épéskoz
mellett a pontos és kozelité érték abszolit hibajat mutatja.

function [hiba]=szinusznumder (h)

f_pontos=-sin(0.5);
f_centralis_differencia=(sin(0.5+h)-2*sin(0.5)+sin(0.5-h))/(h"2);
hiba=abs(f_pontos-f_centralis_differencia);

Numerikus integralas

7.11. A feladatban szerepl6 formuldk a Newton—Cotes-tipusu kvadratirak specidlis esetei:

[ rwar=0-as("F) L5,

-

Ig(f)

ahol n € [a,b] és Ig(f) az érint6formula.

[ wae = (HOHI0) 20 g

In(f)



ahol n € [a,b] és I1.(f) a trapézformula.

[ rwrar = (g0 47 () + s) +Ct o,

6 2

N

ISimp (f)

ahol ) € [a,b] és Isimp(f) a Simpson-formula. Ezeket a formulédkat alkalmazva az alabbi

kozelitéséket nyerjiik:

Ip(f) = (1=0)f(1/2) = 1/4.

() =-0) Ly
(D) = 22 (0 47 (U2 + 1) = 1y

Jeloljiik a feladatban szerepld integralt I(f)-ként! Ekkor az adott formuldra vonatkozo
hiba nem lesz mas, mint

(1-02 1 . 1

I(f) —Ie(f)] < M2_ﬂ'2_ﬁ’

(1-0)? 1 1

I(f) — I:(f)] < D M2—1— 2=,
(1-0)°

1) = Tsmp(1)] < S My =0,

ahol My = sup |f"(z)| = sup |2| =2és My = sup |f¥(z)| = sup [2| =0.
€0,1] x€(0,1] 2€0,1] 0€[0,1]

Azaz az érint6-, trapéz- és Simpson-formula az integral pontos értékét rendre 1/12, 1/6
és 0 hibaval kozeliti.

7.12. A feladat megolddsdhoz sziikséges képlet, ahol az [a,b] intervallumot n egyenld
részre osztottuk:

[ rae =D (g« 5w 23 sw) - g,

(&

In,Tr(f)



ahol 1 € [a,b] és I, n(f) az Gsszetett trapézformula. A feladat kifrdsa alapjan a harom
részre osztott [0,1] intervallum a 0, 1/3, 2/3, 1 osztépontokat jeloli ki. Ekkor az dsszetett
trapézformula az alabbi kozelito integralértéket adja:

o= 0w 02 (3) 1)) - 40 1) - 3

A hiba meghatarozashoz meg kell adnunk a masodik derivélt szuprémumat a [0, 1] inter-
vallumon.

My = sup |f"(z)] = sup | —2(1+ 2?2 +82%(1 + 2?)7 ! = 5.
z€[0,1] z€[0,1]

Ekkor (10 ) .

I(A) =Ll < L My=— .5=—.

() = Ioml < 552 M2 = 1 108
Azaz a harom részre torténé osztas esetén az dsszetett trapézformula az integral pontos
értékét 1/108 hibaval kozeliti.

7.13. A 7.12. feladat megolddsa sordan meghataroztuk a hibaképletben szereplé My = 5
értéket. Ekkor a feladatunk az intervallumszamot megadd n paraméter kiszamitasa lesz,
feltéve ha az sszetett trapézformula eredménye 10™° pontossdggal kozeliti az integral
pontos értékét.

-5 <1077,

|](f) - In,Tr(f)| < 1912

Ebbdl az n ~ 204.124 értéket nyerjiik, azaz a sziikséges intervallumok szama legaldbb
125.

7.16. A feladatra megirt ossztrapez.m fajl forraskédja az alabbi:

function ossztrapez(a,b,n,fv)

format long
h=(b-a)/n;

fprintf (’\n’);
disp(’A feladat megoldasa Osszetett trapézformuldval.’)

x=[a:h:b];
y=eval (fv) ;
((b-a)/(2#n)) *(y (1) +2*xsum(y(2:1:n) ) +y(n+1))

Tesztelve a programot a 7.15. feladatra a MATLAB éltal beépitett trapz fiiggvény altal
kiszamitott 4 értéket adja vissza. Ennek befrasa a MATLAB-ban és eredménye:


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/ossztrapez.m

>> ossztrapez(-2,2,23,’x.75-3%x. " 3+2xx+1’)
A feladat megoldasa Osszetett trapézformulaval.
ans =

4

7.18. A feladat eredményét realizalé osszformulak.m MATLAB fajl forraskodja az alabbi:
function osszformulak(a,b,n,fv,method)

format long
h=(b-a)/n;

switch method
case {’Erinto’}
fprintf(°\n’);
disp(’A feladat megoldasa Osszetett érintmformulédval.’)
x=[a:h/2:b];
y=eval (fv) ;
((b-a)/n)*sum(y(2:2:2%n))

case {’Trapez’}
fprintf (’\n’);
disp(’A feladat megoldasa Osszetett trapézformulédval.’)
x=[a:h:b];
y=eval (fv) ;
((b-a)/(2#n) ) *(y(1)+2*xsum(y(2:1:n) ) +y(n+1))

case {’Simpson’}
fprintf (’\n’);
disp(’A feladat megoldisa Osszetett Simpson-formulaval.’)
x=[a:h:b];
y=eval (fv) ;
((b-a)/(3*n) ) *(y (1) +4xsum(y(2:2:n) ) +2*sum(y (3:2:n-1) ) +y (n+1))

otherwise

fprintf(’\n’);

disp(’Nem megfelelm médszer.’)
end


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/osszformulak.m

A program futtatdsa példaul az
1
/ e’ dr = e' — 1 ~ 1.718281828459046
0

integrél esetén az alabbi értékeket adja vissza 100 intervallumra torténd osztas esetén:
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’, ’Erinto’)

A feladat megoldasa Osszetett érintmformuldval.

ans =

1.718274668972308
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’, ’Trapez’)

A feladat megoldasa Osszetett trapézformulaval.
ans =

1.718296147450418
>> osszformulak(0,1,100, ’exp(x)’,’Simpson’)

A feladat megoldasa Osszetett Simpson-formuléaval.
ans =

1.718281828554504
>> osszformulak(0,1,100,’exp(x)’, ’Butasag’)

Nem megfelelm médszer.

7.20. A 7.19. feladat megoldasa alapjan az tn. Boole-formulat alkalmazzuk a konkrét
feladatra:

/abf(x)dx ~ (b

ahol z; =a+i(b—a)/n, i=1,...,3. Azaz

)

=2 (7£(a) + 32f(w1) + 12 (22) + 32f () + TF(B)),

(2-0)
90

/2 2 + cos(2y/7) dz ~ <7f(0) +32£(0.5) + 12£(1) + 32f(1.5) + 7f(2)> =



415 (21+32(2+cos(\/5))+12(2+cos(\/5))+32(2+cos(\/6))+7(2+cos(2\/§))> ~ 3.459998.

Azaz a zart N** NewtonCotes-formula segitségével meghatarozott integralkozelits ér-
téke 3.459998.

7.21. A harmadfoki Legendre-polinom zérushelyei:

3 3
/2.0 e

melyek az alappontok lesznek. A Legendre-polinom stlyfiiggvénye a konstans 1 fiiggvény.
A kvadratira elééallitasahoz sziikséges egyiitthatokat a megfelelo Lagrange-polinomok
integraljaként nyerjiik. Tekintsiik az els6 alappontot:

ag = 1 ( )fU f> der = 1—$2—$\/§de
~LEEeE-meh
Y Y, W
[ w1
) e, s
Loy L

5
Ekkor a Gauss—Legendre-kvadratira képlete nem mas, mint
/1 (o) dz ~ §f( ~ V3/5) + §f(o) 4 §f<\/3/5)
PR 9 9 ’

amely pontos lesz minden legalabb 6todfokd polinomra.

O] ot

5

3%%

7.23. Ismeretes, hogy n + 1 alappont esetén a kvadratira 2n + 1-edfokd polinomokra
pontos, ezért elegendd a feladat megolddsahoz n = 2 értéket megvalasztani. Ekkor a
Ty(x) = 42® — 3x Csebisev-polinom gydkei:

V3 V3

27 77 27

A formula 6todfokt polinomokra pontos, igy

/ md% Z(F=V3/2) + 10)+ £(V3/2),



azaz
1 4

3 —\/13;_71.2 dr = g((—\/g/Q)4 + (\/5/2)4> = 271’.

3
Azaz az integral pontos értéke =

7.24. Ahhoz, hogy a formula legfeljebb masodfoku polinomokra legyen pontos teljesiilnie
kell, hogy f(x) = 1, x és z? polinomokra pontos. Ezeket a feltételeket behelyettesitve
nyerjiik, hogy:

4
/ 1d&3201+62+€3:4,
0
4
/ rdr = ¢y + 2¢y + 4e3 =8,
0

4
/ r?dz = ¢ + 4cy + 16c5 = 64/3.
0

A linedaris algebrai egyenletrendszert megoldva megkapjuk a kérdéses egyiitthatokat. Ne-
vezetesen,

Ekkor a 16 4 8
gf(l) + gf(Q) + §f(4)

kozelit6é integralas minden legfeljebb méasodfoki polinomra pontos.

7.25. A hibaszamitashoz sziikséges a pontos integral értéke: 1.640533. A feladatban
megadott intervallumszam esetén MATLAB-ban a Crank—Nicolson moddszer értékeit a
trapz parancs segitségével szamolhatjuk ki. Ezek eredményeit az alabbi tablazatban
foglalhatjuk Gssze:

intervallum szdma | h | trapz értéke | hiba (%-ban)
1 0.8 0.1728 89.5
2 0.4 1.0688 34.9
4 0.2 1.4848 9.5

10.10. tablazat. A Crank—Nicolson mddszer értékei, hibaja adott 1épéskoz mellett.



A Richardson-extrapolécio két kevésbé pontos megoldasbol egy pontosabbat allit ssze.
Nevezetesen, ha egy mddszer méasodrendii (példaul a Crank—Nicolson mddszer), akkor h;
és hy 1épéskozii racshalén valé R(hy) és R(hg) numerikus értékeket az

1
L 2
(k) -1

médon kombindlva O(h?*) nagysdgrendti médszert kapunk. A formula intervallumfelezés
esetén (hy = 0.5h) az aldbbi médon egyszertisodik:

R = R(hy) + hmg—mm)

4 1
R= S R(hs) = S R(h).

Ekkor a Richardson-extrapolédcié értékeit az alabbi médon szamithatjuk:

R= %1.0688 — %0.1728 = 1.36747.
Ekkor a hiba 16.6%-o0s.
4 1
R = 51.4848 — 51.0688 = 1.62347.

Ekkor a hiba 1%-os.

A hibaeredményekbdl jol lathatd, hogy a Richardson-extrapoldcié a masodrendii Crank—
Nicolson-médszer megfelel6 sulyozasaval negyedrendii modszert allit eld.

7.26. A Romberg-mddszer nem jelent mast, mint Richardson-extrapolaciok végrehajtasat
az alsébb szinteken. Azaz a 7.25. feladat gondolatmenetéhez hasonléan szamithatjuk ki
a negyedrendben kozelité numerikus értékéket.

Ha az adott médszer negyedrendli és felezziik az intervallumot (hy = 0.5h4), akkor a
Romberg-médszer az alabbi alakot 6lti:

16 1
R = 1—5R(h2) — ER(hl)'
Hatodrendit médszer esetén:
64 1
= —R(hy) — —R(hy).

Ekkor a Romberg-mddszerrel szamitott kozelité integral értékei az aldabbiak:



O | oY | O | O
0.172800
1.367467
1.068800 1.640533
1.623467 1.640533
1.484800 1.640533
1.639467

1.600800




A kozonséges differencialegyenletek
kezdetiérték-feladatainak numerikus
modszerei

Egylépéses médszerek

8.1. A konzisztencia definicigjat és Taylor-sorfejtést alkalmazva az alabbi eredményeket
kapjuk (a tobbi eredmény az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megtaldlhato):

(@) Yo = (Y(tu1) —y(tn))/h = f(tn,y(tn) = (y(ta) + hy'(t,) + h2/2y”(tn> + O(hg) -
y(t,))/h—vy' (t,) = 1/2hy" (t,,) +O(h?), azaz az explicit Euler médszer elsé rendben
konzisztens.

(b) thn = (Y(tn-1) = y(tn))/h = f(tns1, Y(tns1)) = (Y(tns1) = Y(tnar) + by (tnsa) —
h?/2y" (tni1) + OR®))/h — o (tnsr) = —1/2hy" (tns1) + O(h?), azaz az implicit
Euler modszer els6 rendben konzisztens.

8.2. Alkalmazzuk a feladatban szereplé médszereket h = 1/2-es 1épéskoz esetén! Az [1, 2]
intervallumon igy minden egyes mddszer esetén 2 racspont értékét kell kiszamitanunk.
(A kezdeti feltétel miatt a kiinduld zg érték adott.)

(a) Az Ypi1 = Yn + hf(tn, yn) képletet alkalmazva az aldbbi értékeket kapjuk:
Yo = 17
j= 112 f(LY) = 1+1/2-2-2,
yo=2+1/2-f(3/2,2) =2+1/2-4-2/3 =10/3 ~ 3.33333333.

Azaz a feladat kozelité megoldasanak értéke a ¢t = 2 pontban 3.33333333.

(b) Az ypi1 = Yn + hf(tni1, Yns1) képletet alkalmazva az alabbi értékeket kapjuk:

Yo = 17
y1 =14+1/2- f(3/2,21), melybdl y,-et kifejezve kapjuk:
1
W= TmE T
3/2

218



Yo =3+ 1/2- f(2,y2), melybdl yo-t kifejezve kapjuk:
3

Y2 = 21/2
T T2

= 6.

Azaz a feladat kozelité megoldasanak értéke a t = 2 pontban 6.

(¢) Azypi1 = Yn+h/2(f (tn, Yn)+ f(tnst1, Yns1)) képletet alkalmazva az alabbi értékeket

kapjuk:
Yo=1
y1=14+1/4-(f(1,1)+ f(3/2,91)), melybdl y;-et kifejezve kapjuk:
1+ 222 g
nW=TTir Ty
372

Yo =9/4+1/4-(f(3/2,9/4) + f(2,y2)), melybél yo-t kifejezve kapjuk:

1/2:9/4
94+ 55 A
Y2 = _ ﬁ - =

2

Azaz a feladat kozelité megolddsanak értéke a ¢t = 2 pontban 4.

(d) Az Yos1 = Yo + hf(tn + 2 yn + 2 f(ts, yn)) képletet alkalmazva az aldbbi értékeket
kapjuk:
Yo = 1,
y=1+1/2- f(1+1/4,14+1/4- f(1,1)) = 11/5,
yo =11/5+1/2- f(3/2+1/4,11/54+1/4- f(3/2,11/5)) = 407/105 ~ 3.87619047.
Azaz a feladat kozelité megoldasanak értéke a t = 2 pontban 3, 87619047.

(€) Az Ypi1 = Yn + h(1/2f(tn,yn) + 1/2f(tn + h,yn + R f(tn, yn))) képletet alkalmazva
az aldbbi értékeket kapjuk:
Yo = 1,
yr =14 1/2(1/2f(1,1) + 1/2£(3/2,1+ 1/2f(1,1))) = 13/6,
yo = 13/6 + 1/2(1/2£(3/2,13/6) + 1/2f(2,13/6 + 1/2£(3/2,13/6))) = 91/24.
Azaz a feladat kozelité megoldasanak értéke a t = 2 pontban 3, 79166666.

A t6bbi 1épéskoz esetén a mddszerek hasonléan alkalmazhatéak. Ezek eredményei
az Utmutatasok, végeredmények fejezetben megtaldalhatdak.

8.8. A hiba méréséhez a numerikus és pontos megoldas értékeit kell meghataroznunk.
Az elobbi meghatarozasara futtassuk a 8.6. feladatban megirt programjainkat a 8.3.
feladatra a h = 1/2,1/4,1/8 és h = 1/16 1épéskozokkel. A kezdetiérték-feladat pontos
megoldasanak értéke a t = 2 pontban 4. Ekkor a hiba a két érték kiilonbségének abszolut
értékeként szamithaté ki. Az alabbi tablazatban ezek eredményét lathatjuk:



hiba EE IE CN JE EH
h=1/2 | 0.66666666 | 2.00000000 | 0.00000000 | 0.12380952 | 0.20833333
h=1/4 | 0.39999999 | 0.66666666 | 0.00000000 | 0.03820081 | 0.06957695
h=1/8 | 0.22222222 | 0.28571428 | 0.00000000 | 0.01059999 | 0.02020452
h=1/16 | 0.11764705 | 0.13333333 | 0.00000000 | 0.00278829 | 0.00544302

10.11. tablazat. Hibaértékek adott 1épéskoz és modszer mellett.

A tablazatbdl jol lathato, hogy az explicit és implicit Euler mdédszerek esetében a hiba
a lépéskoz felezésével felezddik, mig a javitott Euler és Euler-Heun-moddszerek esetében
negyedelodik. Ennek magyarazata abban all, hogy elébbi kett6 elsérendben, mig utébbi
ketté modszer masodrendben konvergens. A Crank—Nicolson-séma (mésodrendii mdd-
szer) a legels6 1épésben a feladat pontos értékét adja.

8.10. A 8.2. feladat mdédszerei az implicit Euler- és Crank—Nicolson-médszerek kivételé-
vel explicitek. Azaz az explicit Euler, javitott Euler és Euler—-Heun-modszerek Butcher-
tablazatat kell meghataroznunk. Az explicit Runge-Kutta altalanos s-1épcsés modszerek
altalanos alakjanak birtokdban meghatarozzuk a sziikséges paramétereket.

(a) Tekintsiik az explicit Euler-mddszer képletét. A mddszer egylépcsés, igy a ¢; para-
méter értékét kell meghataroznunk.

Ynt1 :yn‘i‘h'\ 1 ,‘f(%,@/n)
c1 Ky

Azaz a modszert felithatjuk y,.1 = y,+h-1-k; alakban. Ekkor a Butcher-tablazat:

(b) Tekintsiik a javitott Euler-mddszer képletét. Meghatérozzuk a sziikséges paramé-
tereket.

1 1
o N =~ 0
az 21

~~

ko

Azaz a kétlépces6s modszert felirhatjuk y,.1 = y, + h - 1 - ko alakban. Ekkor a
Butcher-tablazat:



(c) Tekintsiik az Euler-Heun-médszer képletét. Meghatérozzuk a sziikséges paraméte-

reket.
+ h( L f(tn, yn) + ! fltn+ 1 hyy,+_1 hf( )))
Yn+1 = YUn 5 ns Yn 5 n y Yn ny Yn
2 N 2 ~~ ~—
~~ Ky S~~~ az b21 ks
C1 Cc2 J

Azaz a kétlépcesés médszert felirhatjuk y,1 = yn+h(1/2k; +1/2ks) alakban. Ekkor
a Butcher-tablazat:

0 0 0
1,1 0
[1/2 1/2

8.11. Tekintsiik a klasszikus negyedrendii Runge-Kuta-mddszer Butcher-tablazatat.

0o]lo o0 o0
1/211/2 0 0
121 0 1/2 0

110 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

0
0
0
0
/

A Butcher-tablazatbol konnyen leolvashaté, hogy a médszer négylépcsos, tovabba a sziik-
séges egyiitthatokat is konnyen felirhatjuk. Nevezetesen:

kl f( n7yn)
f(tn Jyn gkl)
(t + Qayn k2)
k’4— (t +hyn—|—/£3)

Azaz a megadott modszer alakja: yn11 = yn + h(1/6ky + 1/3ky + 1/3ks + 1/6ky).

8.14. Az explicit Runge-Kutta-tipusi médszerek Butcher-tablazatainak konzisztencia fel-
tételeit fogjuk ellendrizni.



(a) Az explicit Euler-médszer Butcher-tablazata megtaldlhat6 a 8.10. feladat megol-
dasdanak (a) részénél. A konzisztenciarend szamitasahoz ellenérizziik a feltételeket!

ce=1-1=1
cra=1-0#£1/2
Azaz az explicit Euler-médszer elsérendben konzisztens.

(c) Az Euler-Heun-médszer Butcher-tablazata megtaldlhaté a 8.10. feladat megolda-
sanak (c) részénél. A konzisztenciarend szamitasdhoz ellenérizziik a feltételeket!

cre=1-1=1
cra=1/2-0+1/2-1=1/2
c-a?=1/2-0+1/2-14#1/3
Azaz az Euler—-Heun-mdédszer mésodrendben konzisztens.

A tovabbi eredmények az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megtalalhatéak.

8.15. Két feladatrésszel foglalkozunk részletesen: (tovabbi eredmények az Utmutatasok,
végeredmények fejezetben)

(b) Tekintsiik a b feladatrész képletét. Meghatarozzuk a sziikséges paramétereket.

Uit = U+ Bl ) b ) + e Flbnt 0By + R f(try))]
N S——

200 e —r 2c ~~~ ~~
kl \/ a2 b21 k?1
C1 c2 N -~
ko

Azaz a modszert felirhatjuk y,.1 = yn + h((1 — 1/(2a))k1 + (1/2a)ks) alakban.
Ekkor a Butcher-tablazat:

(d) Tekintsiik az d feladatrész képletét. Meghatéarozzuk a sziikséges paramétereket.

1 3 2 2

YUn+1 = Un + h Z f(tm yn) + Z f tn + g ha Un + g f(tna yn))
" k1 i " by ko
Cc1 2 a2 21

Azaz a kétlépces6s médszert felirhatjuk y,+1 = y,+h(1/4k; +3/4ks) alakban. Ekkor
a Butcher-tablazat:



0|0 0
2/312/3 0
| 1/4 3/4

8.16. Az egylépéses modszerek tesztfeladatra torténd alkalmazésa adott yo kezdeti érték
mellett az y,.1 = R(2)y, iteracidt jelenti.

(a) Az explicit Euler-mddszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy
Ynt1 = Yn + Bf(tn, yn) = yn + hAyn = (1 + 2)yn,
azaz R(z) =1+ z.
(b) Az implicit Euler-mddszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

Yn+1 = Yn + hf(thrl; yn+1> = Un + AhynJrl = (1 + Z)yn

1 1 1
=y R(z) = .
ol = T Y ez R(z) = o

Ezt rendezve kapjuk, hogy y,4+1 =

(¢) A Crank—Nicolson-mdédszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

2

h z
:yn+§ )\yn+1+)\yn :yn+§ Yn+1 +Yn |-

Ezt rendezve kapjuk, hogy

Yn+1 = Un + ﬁ <f(tn7 yn) + f(tn—f—la yn-i—l))

_142/2
Yn+1 = 1— Z/2yna

2
azaz R(z) = 2+Z.
—z

(e) A javitott Euler-mdédszert a tesztfeladatra alkalmazva nyerjiik, hogy

h h h 22

2
Azaz R(z) =14z + 5



A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.17. Az adott numerikus médszer pontosan akkor teljesiti az abszolut stabil tulajdonsa-
got, ha |R(z)| < 1. Tovdbba a médszert A-stabilnak nevezziik, ha az abszoltt stabilitési
tartoménya tartalmazza a C~ C C félsikot, azaz a Re(z) < 0 komplex szamokat.

(a) Az explicit Euler-mddszer stabilitdsi fiiggvénye: R(z) = 1 + z. Ekkor a stabilitdsi
tartomanyt az alabbi médon hatarozhatjuk meg:

|R(2)| = |142| <1, Vz € C & [1+a+iy| < 1,Vr,y € R < (14+2)*4+y* < 1Vx,y € R.

Azaz az explicit Euler-mddszer abszolit stabilitasi tartomanya a komplex sikon a
(—1,0) kozéppontu 1 sugaru korlapot jeloli ki, mely nem tartalmazza a C~ C C
félsikot, igy a mddszer nem A-stabil.

1
-z

(b) Az implicit Euler-médszer stabilitdsi fliggvénye: R(z) = T Ekkor a stabilitdsi

tartomanyt az alabbi mdédon hatarozhatjuk meg:
1

|R(2)| = ‘1—( <1,VzeCe|l-2/>1,V2€Ce (1—2)*—y* > 1Va,y € R.
-z

Azaz az implicit Euler-mddszer abszolut stabilitasi tartomanya a komplex sikon
az (1,0) kozéppontu 1 sugart korlap komplementerét jeloli ki, mely tartalmazza a
C~ c C félsikot, igy a mddszer A-stabil.

2+ 2z

(c) A Crank—Nicolson-mddszer stabilitédsi fiiggvénye: R(z) = 5 Ekkor a stabilitasi

J— Z '
tartomanyt az alabbi mdédon hatarozhatjuk meg:

2+ 2z
2—z

IR(2)| = ‘ ( <1,VzeC o 2422 < [242]% V2 € C & [242] < [2—2| V2 € R.
Azaz a Crank—Nicolson-médszer abszolut stabilitasi tartomanya a komplex sikon
a Re(z) < 0 komplex szamokat jeloli, mely tartalmazza a C~ C C félsikot, igy a
mobdszer A-stabil.

2

(e) A javitott Euler-mddszer stabilitdsi fiiggvénye: R(z) =1+ 2z + % Ekkor a stabi-
litdsi tartomany meghatarozaséhoz az |R(z)| < 1 Osszefiiggésnek kell teljesiilnie a
komplex sikon. Azaz a javitott Euler-mdédszer nem tartalmazza a C~ C C félsikot,
igy a mddszer nem A-stabil.

8.19. A feladatot az Astabilitas2.m fajl oldja meg. A futtatds eredményeképpen kapjuk
az alabbi abrat, mely az egyes mddszerek abszolit stabilitasi tartomanyainak kérvonalait
jeleniti meg. A futtatas eredménye és az Astabilitas2.m fajl forraskdédja:


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/Astabilitas2.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/Astabilitas2.m

[X,Y]=meshgrid(-5:0.1:5,-5:0.1:5);

Z=X +Y*i;

%Explicit Euler

M=abs (1+Z) ;

[c,h]l=contour(X,Y,M, [1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’g’)

hold on

%Euler-Heun-médszer

M=abs (1+Z/2.%(2+Z) ) ;
[c,h]l=contour(X,Y,M, [1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’r’)

%iRK3

M=abs (1+Z/6.*(6+Z/3.%(9+3%Z))) ;
[c,h]l=contour(X,Y,M, [1,1]);
set(h,’linewidth’,2,’edgecolor’,’m’)

JiRK4

M=abs (1+Z/24 .%(24+Z/12.%(144+7/48 . % (2304+576%Z)))) ;
[c,hl=contour(X,Y,M, [1,1]);
set(h,’linewidth’,2, ’edgecolor’,’b’)

axis equal

y=-5:0.1:5;

x=0%y;

plot(x,y,’k-=7)

title(’Abszolit stabilitdsi tartoményok’)
legend (’RK1 (Explicit Euler)’, ’RK2 (Euler-Heun)’, ’RK3’, ’RK4’)

Abszolit stabilitési tartomanyok
T

RK1 (Explicit Euler)
——RI2 (Euler-Heur)
ar —RK3
——FRKke

10.7. abra. A megadott mddszerek abszolut stabilitasi tartomanyainak korvonalai.



8.20. A stabilitdsi tartomanyt a stabilitasi fiiggvények segitségével hatarozhatjuk meg.
Mivel mindkét médszer stabilitasi figgvényét mar a 8.16. feladat (b) és (c) része soran
meghataroztuk, igy ezeket kell a MATLAB-ban beprogramoznunk. Ezt az Astabilitas.m
fajl realizalja. A forraskod idevago részlete az alabbi:

%Implicit Euler

clf;
[X,Y] = meshgrid(linspace(-5,5), linspace(-5,5));
Z = X+Yx*1i;

phi = 1./(1-2);

contourf (X,Y,1-abs(phi), [0 0], ’LineWidth’, 1);
set(gca, ’FontSize’, 20, ’CLim’, [0 1]);
colormap([.1 .5 .3; 00 0; 1 1 1]);

hold on;

plot([-5 5], [0 0], ’--k’, ’LineWidth’, 1);
plot([0 O], [-5 5], ’--k’, ’LineWidth’, 1);
title(’Abszolit stabilitdsi tartoméany’)

%Crank-Nicolson

clf;
[X,Y] = meshgrid(linspace(-5,5), linspace(-5,5));
Z = X+Y*1i;

phi = (2+2)./(2-2);

contourf (X,Y,1-abs(phi), [0 0], ’LineWidth’, 1);
set(gca, ’FontSize’, 20, ’CLim’, [0 1]);
colormap([.1 .5 .3; 00 0; 1 1 11);

hold on;

plot([-5 5], [0 0], ’--k’, ’LineWidth’, 1);

plot ([0 0], [-5 5], ’--k’, ’LineWidth’, 1);
title(’Abszolit stabilitédsi tartomény’)

A ko6d az implicit Euler és Crank—Nicolson-mdédszerek abszolit stabilitasi tartomanyait
abrézolja a [—5,5] x [—5, 5] négyzeten.

A futtatas eredményeként visszakoszon az elméletbdl ismert tény, miszerint mindkét
moédszer A-stabil. A MATLAB-ban valé futtatdshoz a megfelel6 részek kommentelése
utan alabbi parancsot irjuk be:

>> Astabilitas.m

Ekkor a kovetkezo két abrat adja vissza az Astabilitas.m fajl:


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/Astabilitas.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/Astabilitas.m

Abszollt stabilitasi tartomany
5

10.8. abra. Az implicit Euler-mddszer stabilitasi tartoméanya.

Abszolut stabilitasi tartomany
5

10.9. dbra. A Crank—Nicolson-mddszer stabilitdsi tartoméanya.

8.21. A tesztfeladatra tetszéleges A < 0 esetén a megoldas korlatos és monoton csok-
kend (y(t) = eM). Igy csak azok a numerikus megoldésok tudjsk a pontos megoldést
jol approximalni, amelyekre az el6allitott numerikus megoldés is rendelkezik ezekkel a
tulajdonsdgokkal, nevezetesen amikor teljesiil az

IR(hA)| <1, h>0 AeR

feltétel. Az explicit Euler-mdédszer esetében ez ekvivalens a h < 2/(—\) feltétellel, mig
implicit Euler-mdédszer esetén tudjuk, hogy a mddszer feltétel nélkiil stabil. Azaz utébbi
esetében a tabldzatban szereplo A értékek tetszoleges h 1épéskdz mellett jol viselkednek.
Ezzel szemben az explicit modszer numerikus értékei akkor approximaljak jol a feladat
pontos megoldasanak értékeit, ha teljesiil a mar fent emlitett feltétel, azaz h < hg, ha

8.22. A 8.16. feladat eredménye szerint

2+ hA

R(h)) = 572

Konnyen lathatéan tetszoleges h > 0 és A < 0 esetén |R(hA)| < 1. Ugyanakkor a
tesztfeladaton tetszoleges h > 0 mellett mégsem viselkedik jol a modszer. Ugyanis h >



2(—\) esetén R(hA) € (—1,0), ezért az ilyen racshalékon a numerikus értékek lépésenként
el6jelet valtanak, azaz bar abszolit értékben csokkenek, de emellett oszcillalnak is, ami
ellentmond a pontos megoldas szigorii monoton csokkenésének.

8.23. Alkalmazzuk a feladatra az explicit Euler-mddszer. Ekkor kapjuk, hogy

Ynt1l = Yn + hf(tna yn) =Yn+ h(l - 1Oyn) = (1 - 1Oh)2yn—1 - 10h2 +2h =
=...=(1-10h)" yy + K(h),

ahol K (h) a h-tdl fiiggé maradéktagot jeloli. A feladat pontos megolddsanak kovetéséhez

a |1 — 10h| < 1 feltételnek kell teljesiilnie. Azaz konnyen ldthaté médon h > 1/5 esetén
a modszer numerikus értékei oszcilldlnak és a végtelenhez tartanak.

Tobblépéses mdodszerek

8.25. Alkalmazzuk a Taylor-sorfejtést!

(a) Szorozzuk végig a tobblépéses mddszert harommal! Ekkor nyerjiik, hogy

3y(tn) - 4y(tn—1) + y(tn—2> = 2hf(tn7 y(tn))'
Fejtsiink sorba a t,,_1 és t,_o tagokat a t,, pont koriil!

/ h’2 " h3 "
y(tn—l) = y(tn> - hy (tn) + 5y (tn) + ay (tn) + O(h4)

4h3

?ym(tn) +O(h?)

Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve, valamint y/(t,,) = f(t,, y(t,)) Osszefiig-
gést haszndlva kapjuk, hogy a moddszer hibatagja —%h?’y’” (t,). Azaz a moédszer

masodrendil.

Y(tn—2) = y(tn) — 2hy/(tn) + 2h2y”(tn) -

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatdsok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.26. A linearis tobblépéses mddszer p-ed rendii, ha a moddszert definialé paraméterekre
teljesiilnek az alabbi feltételek:

zm:akzo, ,ikjakJrikj_lbk:O j=1,...,p.
k=0 k=0

k=0

<.



(a) Hatarozzuk meg a tobblépéses mddszer egyiitthatoit!
ao=1, a1 = —4/3, aa =1/3, by =2/3, by =0, by =0
Ellenérizziik, hogy mely feltételek teljesiilnek!
dar:  1-4/3+1/3=0
j=1:  1-(=4/3)+2-(4/3)+2/3=0

j=2: %(12-(—4/3)+22-1/3)+2/3=0

1
j=3: 5(13.(—4/3)+23.1/3)+07A0
Azaz az y, — %yn_l + %yn—Q = %h fn médszer masodrendben konzisztens.

(b) Hatdrozzuk meg a tobblépéses mddszer egyiitthatdit!
ap = 1, a; = —1, a9 :O, bo :0, b1 :3/2, bg = —]./2
Ellenorizziik, hogy mely feltételek teljesiilnek!

Zak: 1-1+0=0
j=1: 1-(-1)+2-0+3/2—-1/2=0

[y %(12.(—1>+z2.0)+(11.(3/2)+21.(—1/2))_o
1

j=3: 3(13 (1) +2%0)+ (17 (3/2) + 2% (—1/2)) £ 0

Azaz az y, — Yn_1 = h(% frno1 — % fn_g) modszer masodrendben konzisztens.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.27. A mddszer alakjabdl leolvashato, hogy méasodrendii és az alabbi egyiitthatok adot-
tak:
ag — 1, bo = 0.

Az utobbi érték azt jelenti, hogy a mddszer explicit. Ugyanakkor egy m-lépéses explicit
modszer linearis tobblépéses médszer maximalis rendje 2m-1. Azaz a moédszer legfeljebb
harmadrendben lehet konzisztens. Irjuk fel a harmadrendii konzisztencia meghataroza-
sanak feltételeit.

Zak: l1+a14+a,=0

j=1: a1+ 2a9 + by +by =0

j=2: 1/2(aq +4as) + b1+ b2 =0

=3 1/3(a1+8a2)+b1+4b2:0



Ekkor az egyiitthatokra az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel:

110 0 a ~1
121 1 as | | 0
1 4 2 4 b, |7 o
1 8 3 12 b 0

Az egyenletrendszert megoldva az alabbi egyiitthatokat kapjuk:
a1 =4, ag = =5, by =4, by = 2.

A kétlépéses modszer ismeretlen paramétereit meghatarozva az

Yn + AYn-1 — SYn—2 = h(4fn1 + 2fn2)
maximalis, harmadrendben konzisztens mddszert nyerjiik.
8.29. Az differencialegyenletet felhasznalva kapjuk az

fltn-2,y(tn2)) =y (tn-2) = —y(tn—2)
Osszefiiggést. Ezt az eredményt az eredeti mddszerbe helyettesitve nyerjiik, hogy:

Yn = 4Yn-1+ 3Yn—2 = 2hYn 2 = Yn — 4Yn—1 + (3 = 2h)y, 2 = 0.

A tobblépéses médszer elinditasahoz az yo = 1 és y; = e kezdeti értékeket haszndljuk.
Ekkor h = 1/10 1épéskozokkel a mddszerre megirt program az aldbbi eredményeket adja
vissza:

t [0 1/10 | 2/10 | 3/10 | 4/10 | ... | 9/10 1

y | 1]0.9048 [ 0.8193 | 0.7439 | 0.6812 | ... | 3.7702 | 10.7856
e | 1]0.9048 | 0.8187 [ 0.7408 | 0.6703 | ... | 0.4066 | 0.3679
hiba |0 0 | 0.0006 | 0.0031 | 0.0109 | ... | 3.3636 | 10.4177

10.12. tablazat. Hibaértékek az aktudlis racspont esetén.

Koénnyen lathaté médon a feladatra alkalmazott modszer nem konvergens. Mégis mi-
vel magyarazhaté a fenti tablazat eredménye? A valaszhoz irjuk fel a tobblépéses médszer
karakterisztikus egyenletét.

0(§) =€ —464+3-2n=0.

Az egyenlet gyokei & o = 2 £ V1 + 2h. Ekkor a numerikus megoldas vy, = c1&] + c2&8
alaki. A €] = (2—+/1+42h)" — 0, ha n — oco. Ezzel szemben a &5 = (2++/1+2h)" — o0,
ha n — oo. Azaz a masodik gyok domindl (koriilbeliil 3 értékét hatvanyozzuk) és a
numerikus megoldas nem koveti a pontos megoldas lecsengését.



8.30. A linedris tobblépéses modszer kielégiti a gyokkritériumot, ha a
o) =) a&mr =0
k=0

karakterisztikus egyenlet & € C gyokeire |{x| < minden k = 1,...,m-re és |§| = 1
tulajdonsagu gyokok egyszeresek. Az egyes feladatrészeknél a karakterisztikus egyenlet
felirasa utan célunk a gyokok tulajdonsagainak ellenérzése a fenti definicié értelmében.

(a) A mddszer karakterisztikus egyenlete:

o(€) = € =66 +5=0.

A két gyok: & =1 és & = 5. fgy a modszer nem teljesiti a gyokkritériumot, 1évén
van egynél nagyobb abszolut értékl gyoke.

(b) A mddszer karakterisztikus egyenlete:
o) =& -1=0.

A két gyok: & =1és & = —1. fgy a modszer teljesiti a gydkkritériumot, 1évén az
egy abszolut értékli gyokok egyszeresek.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatdsok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.31. Egy linedris tobblépéses mddszer erds stabilitasanak ellendrzéséhez sziikséges a
gyokkritérium teljesiilése és az, hogy csak a & = 1 az egyetlen 1 abszolut értéki gyo-
ke. Az egyes feladatrészeknél a karakterisztikus egyenlet felirdsa utan célunk a gyokok
tulajdonsagainak ellenérzése a fenti definici6 értelmében.

Tekintsiik a 8.25. feladatot.
(a) A mddszer karakterisztikus egyenlete:
0(§) =& —4/3¢ +1/3=0.

A két gyok: & = 1 és & = 1/3. A médszer teljesiti a gyokkritériumot és csak a
&1 =1 az egyetlen 1 abszolut értékii gyoke. Azaz a modszer erdsen stabil.

(b) A mdédszer karakterisztikus egyenlete:
0(§) =& —4£+3=0.

A két gyok: & = 1 és & = 1/3. A moédszer teljesiti a gyokkritériumot és csak a
&1 =1 az egyetlen 1 abszolut értékii gyoke. Azaz a modszer erdsen stabil.



(¢) A médszer karakterisztikus egyenlete:

0(§) =& +4£-5=0.

A két gyok: & = =241 és & = —2 — 1. A mddszer nem teljesiti a gyokkritériumot,
lévén a gyokei abszolit értékben nagyobbak egynél (€] = |&] = V/5). Azaz a
modszer nem erdsen stabil.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

8.32. Akér az explicit (Adams—Bashforth), akdr az implicit (Adams-Moulton) Adams-
modszerek karakterisztikus egyenletét irjuk fel, az alabbihoz jutunk:

&) =D apgm Tt =gm — gt =g —1) =0,
k=0

Azaz a gyokok: & =1 6s &, = 0. A médszerek teljesitik a gyokkritériumot és csak
a & = 1 az egyetlen 1 abszolut értéki gyoke a karakterisztikus egyenletnek. Azaz az
Adams-tipusu médszerek erdsen stabilak.



A kozonséges differencialegyenletek
peremérték-feladatainak numerikus
modszerei

Peremérték-feladatok megoldhatosaga

9.1. A masodrendt, allandé egyiitthatés differencidlegyenletek megoldasat szokasos mé-
don u(z) = e* alakban keressiik. Ekkor az eredeti egyenletre az alabbi karakterisztikus

egyenletet nyerjiik:
E(A) =X —1=0.

Ennek gyokei a \y = 1 és Ay = —1. Ekkor a peremérték figyelembevétele nélkiil a
megoldas u(x) = c1e” + cee™™, ¢1,¢0 € R alakban &ll el6. Fejezziik ki a peremértékek
segitségével a c¢; és ¢y konstansokat!

u0)=c1+c=2/3=c=2/3—c

u(l) = (2/3 —ca)e + c2(1/e) = 3/8

Ezekbol az egyenletekbdl kifejezve a konstansokat a feladat megoldasa:

2 Be-3Ay L de-de
)= (5~ o)+ (=)

9.3. A masodrendt, allandé egyiitthatoés differencidlegyenletek megoldasat szokasos moé-
don u(x) = e alakban keressiik. Ekkor az eredeti egyenletre az aldbbi karakterisztikus

egyenletet nyerjiik:
E(A) =A% +4)=0.

Ennek gyokei a A\ = 21 és Ay = —21. Ekkor a peremérték figyelembevétele nélkiil a meg-
oldés u(z) = ¢y sin(2x)+cy cos(2z), ¢, co € R alakban &ll elé. Fejezziik ki a peremértékek
segitségével a c; és ¢y konstansokat!

u(0) =cy =1

233



u(r/2)=—-1=-1
Ezekbdl az egyenletekbdl kifejezve a konstansokat a feladat megoldéasa:
u(z) = cos(2x) — ¢1sin(2x), ¢; € R.

Azaz a feladatnak van megolddsa, az nem egyértelmi és nem elemi fiiggvények koérében
talalhato.

9.7. Alkalmazzuk a jegyzet 10.3.2 tételének kovetkezményét (linedris esetre) a feladatok
egyértelmil megolddsanak létezésére! A tétel elégséges feltételt ad.

(a) A tételt alkalmazva nyerjiik, hogy p(z) =0, ¢(z) =1, r(z) = sin(z). Ellenérizziik
a tételben szereplo feltételeket:

— f(z,u,u) € C[T),
— q(z),r(x) € C[T] és g(x) > 0 minden t — re,
— létezik M >0 : |p(z)| < M, példdul M = 1.

Azaz a tétel feltételei teljesiilnek, igy a peremérték-feladatnak létezik egyértelmii
megoldasa.

A tovabbi feladatrészek eredményei az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megta-
lalhatoak.

9.8. Tekintsiik a linearis peremérték-feladatot:
u' = f(z,u,u’) = p(x)u + q(z)u+r(x),z € [a,b]

u(a) = a, u(b) = p,

ahol p, q,r € Cla,b] adott folytonos fiiggvények. A fenti linedris peremérték-feladat elsé-
rendii rendszer alakjaban az alabbi médon irhaté fel:

u' = A(x)u+r(z),

4@ =( oy o ) 7=y )

A peremfeltételek felirasahoz vezessiik be a

ahol



jeloléseket! Ekkor a fenti feladat peremfeltétele
Bou(a) + Byu(b) = v
alakban frhato fel.

(b) Alkalmazzuk ezen ismereteket a konkrét feladatra:

u’(z) = M/ (z) + Nu(z), z € [0,1], X € [0.5,1]
u(0) =5, u(l) =38!

El6szor irjuk at a peremérték-feladat differencidlegyenletet tartalmazoé sorat a ki-
vant alakba! Ehhez a szokasos helyettesitést hajtjuk végre:

Uy = U = U = Ug,
uy = u' = uh = u’ = Auy + Nuy.

Azaz az elsOrendii rendszer:

- (1) (2

A bevezetett jelolésekkel a peremfeltételek: u;(0) = 5 és uy (1) = 8. Ekkor a feladat
peremfeltétele

(10 u;(0) 00 w(l)\ [(5)
Bau(0) + Byu(l) = ( 0 0 > ( u,(0) ) + ( 10 ) ( w1) )-8 )=V
(c¢) Alkalmazzuk ezen ismereteket a konkrét feladatra:

u”(x) = =2X3u(x) + N2/ (x) + 2 " (x), x € (0,1)
u(0) = B, u(1) = B2, (1) = !

El6szor irjuk at a peremérték-feladat differencidlegyenletet tartalmazoé sorat a ki-
vant alakba! Ehhez a szokédsos helyettesitést hajtjuk végre:

U = u = u) = Uy,
uy = u' = uhy = ug,

uz = u’ = uy = —2\3u; + Nuy + 2)us.

Azaz az elsérendii rendszer:



0 1 0 uy ()
u'(z) = Au(z) = 0 0 1 ug ()
—2X\3 A% 2) uz()

A bevezetett jelolésekkel a peremfeltételek: uy(0) = B, ui(1) = B és ua(1l) = fs.
Ekkor a feladat Byu(0) + Byu(l) = v peremfeltétele:

100 u,(0) 000 u; (1) o
000 w0) |+ 1 0 0 w(l) | =1 B
000 u3(0) 010 u;(1) B3

Az (a) feladatrész eredménye az Utmutatdsok, végeredmények fejezetben megtalalhato.
9.9. A linedris peremérték-feladat elsérendi u’ = A(z)u + r(x) rendszerének megolddsa

felirhat6 a kovetkezé médon. Legyen Y(x) € R™"™ az egyenlet alapmegoldasa. Ekkor az
eredeti egyenlet altalanos megoldasa

lnmy:\x@(c+l/ Y‘%@r@ﬁk)
ahol c € R" egy tetszoleges vektor. Célunk olyan ¢ megvélasztdsa, amely mellett a fenti

u(z) fuggvény kielégiti a B,u(a) + Byu(b) = v peremfeltételt. Ez pontosan az alabbi
esetben teljesiil:

A linedris peremérték-feladatnak pontosan akkor 1étezik egyértelmii megoldasa, amikor
a @ = B, + B,Y(b) méatrix reguldris. Emellett a keresendé ¢ vektor az alabbi:

c=Q! <V — ByY (b) /ab Y_l(s)r(s)ds>.

(a) Alkalmazzuk a fenti mddszert a konkrét feladatral

{u%x>:-ﬂmm, t € (0,b)
u(0) = a, u(b) =

A 9.8. feladatban ismertetett modszer segitségével felirt A(x) métrix:

m@zA:<flé>

A feladat peremfeltételének peremmatrixai:



10 0 0
me(o0) m=(V0)

A @ matrix felirdsdhoz sziikséges az Y (x) alapmegoldds meghatdrozdsa is. Ennek
meghatarozasa 2 x 2 matrixok esetében a Hermite-féle interpolacids polinom se-

gitségével szamithatd. Az A matrix sajatértékei: \; = 7 és Ay = —i. Mivel a két
sajatérték kiillonbozo, igy az interpolacios polinomot az aldbbi mdédon hatarozzuk
meg;:

p(A1) = a1(2)i + ap(x) = e = cos(z) + isin(z)
p(Aa) = —ay(x)i + ap(x) = e = cos(x) — isin(z)
Ekkor az ag(z) és a;(z) polinomokra az aldbbi adddik:
ao(z) = cos(x), ay(x)=sin(z), z € (0,b)

Ekkor az Y (z) alapmegoldés:

Y(2) = sin(x)A + cos(x)I — ( cos(z) - sin(z) )

—sin(z) cos(x)

Ennek segitségével mar meghatarozhaté a () matrix is. Nevezetesen:

Q= By + ByY(b) = < Cosl(b) sino(b) ) '

A peremérték-feladat megoldasanak egyértelmiiségéhez a () matrix regularitasa
szitkséges. Ez pontosan akkor teljesiil, ha det@ # 0 < sin(b) # 0 < b # kn, k € Z.
Azaz a feladatnak tetszoleges b # km, k € 7Z esetén létezik egyértelmi megoldésa.

A (b) feladatrész eredménye az Utmutatésok, végeredmények fejezetben megtalalhato.

Véges differenciak mdédszere és a bel6véses modszer

9.10. A numerikus médszer megadasahoz definidlunk egy racshélét. Legyen wy, C [0,1] a
h 1épéskozii ekvidisztans racshalo:

wp=Ax;=1ih, 1=1,2,...,N—1, h=1[/N}!
Az intervallum két végpontjat hozzavéve:

wp={z;i=ih, i=0,1,...,N, h=1/N}.



Tekintsiik az eredeti feladatot az wj, racshalé pontjaiban. Ekkor
—u"(z;) = f(;), x; € wy

u(ro) = p, u(ry) = pia.

Jelolje F(wy,) az wy,-n értelmezett fiiggvények vektorterét és legyen y;, egy adott racsfiigg-
vény! A masodik derivaltat a standard masodrendii differenciahdnyadossal helyettesitve
az eredeti feladat az aldbbi alakba irhaté at:

Yn(@i + 1) — 2yn(x) + yalzi — h)
h2

= f(xi), x; € wy

yh(l’o) = M1, yh(l‘N) = U2.

Mivel az 1, récsfiiggvény és a jobboldali vektor is azonosithaté egy RY*!-beli vektorral,
nevezetesen:

Un € RVHL: (Un)i = yn(x;), illetve (ﬁl)z = f(z;), z; € Wp.

[gy az eredeti feladat egy Ang, = f:l linearis algebrai egyenletrendszerként irhaté fel,
ahol A, € RV+ADX(N+D  Ennek alakja:

0 ;—21 % ;—21 0 ... 0 (Hh)g f(ﬂfg)
0 e 0 ;—21 % ;—21 0 (qh)Nfl f(iIZ'Nfl)
o 0 o0 ... 0 0 1 (Un) N 2

9.11. Legyen L egy fiiggvényekhez fiiggvényt rendelé operator! Pontosabban [0, ] inter-
vallumon értelmezett fiiggvényhez [0,(] intervallumon értelmezett fiiggvényt rendeljen
hozza. Ekkor

L :C*0,1] — C(0,1) N C[{0.1}].
Azaz az L operdtor egy tetszéleges w € C?[0, 1] fiiggvény esetén az aldbbi mddon hat:

W) (z) = —w"(z) + c(z)w(x), z € (0,1)
o=

Ha feltessziik, hogy f € C|[0,!], akkor a jobb oldal és peremértékek az alabbi alakban
irhatoak:



C (J@). ze)
f(@)=qm, z=
e, x=1I.

Azaz az eredeti feladat Lu = f operatoregyenletes alakban irhaté.

9.13. A 9.12. feladat diszkretizaciojabol szarmazo Ay egyiitthatomatrix az aldbbi:

1 0 0 0 ... 0 0
= & = 0 0 ...0
0 7 7 72 0 ... 0
Ap = ' :
0 ... 0 7 % 72 0
0 0 0 ... 0 0 1

Ismeretes, hogy egy B € R**® métrix M-matrix, ha
o b;; < tetszlleges i # j-re,
e létezik olyan pozitiv g € R® vektor, amelyre Bg is pozitiv vektor.

Ellenorizziik ezen feltételek teljesiilését az A;, matrix esetében! A matrix el6jelstrukturaja
megfeleld. Célunk egy olyan pozitiv g, € R¥*! vektor megadésa, amelyre Ay,gy, is pozitiv

vektor lesz.

Ha c¢(x) > ¢o > 0, akkor A, egy szigoruan diagondlisan domindns métrix lesz. Ezért
ebben az esetben a g, = [1,..., 1] vektor egy j6 valasztas.

Tegyiik fel, hogy c(x) > 0. Legyen (gs); = 1+ th(l —ih), i =0,...,N, h=1/N! Ekkor
igaz, hogy i = 1,..., N — 1-re (gn); > 1 és (gn)o = (gn)n = 1. Tovabba koénnyen lathato,

hogy
—(gn)it1 +2(gn)i — (gn)ic1 =207 i=1,...,N — 1.

A fenti Osszefiiggés felhasznalasaval kapjuk, hogy
i=1,...,N—1
i=0,N.

2
1

Y

)

(Angn)i > {

Azaz az (Apgp); > 1 minden i = 0,..., N-re. Ez pontosan azt jelenti, hogy a bevezetett
gn majoral6 vektorral A, egy M-matrix.



9.15. A numerikus mdédszer megadéasihoz definidlunk egy racshalét. Legyen wy, C [0.1] a
h 1épéskozi ekvidisztans racshalo:

wp=Ax;=1ih, 1=1,2,...,N—1, h=1/N}.
Az intervallum két végpontjat hozzavéve:
wp ={z; =ih, i=0,1,...,N, h=1[/N}.
Tekintsiik az eredeti feladatot az wj, racshalé pontjaiban. Ekkor
u () + alz)u'(x;) + b(z)u(x;) = fx), x; € wy

w(zo) = p1, u(wn) = po.
Jelolje F(wy,) az wp-n értelmezett fliggvények vektorterét és legyen vy, egy adott racs-
fiiggvény. Az els6 és a masodik derivaltat a standard masodrendii differenciahdanyadossal
helyettesitve az eredeti feladat az alabbi alakba irhaté at:

yn(xi + h) = 2yn(x;) + yn(z; — h) yn(x; +h) —yp(x; — h)
h? 2h

+ a(z;) + b(wi)u(z;) = f(s),

ha x; € wy, és
Yn(To) = p1, yn(rn) = pa.

Mivel az y;, racsfiiggvény és a jobboldali vektor is azonosithaté egy RN*1-beli vektorral,
nevezetesen:

Jn € RNYL () = yn(@1), ai = a(xy), by = b(x;), illetve (fn); = f(x;), ©; € Dp.

fgy az eredeti feladat egy Apyn = fh linearis algebrai egyenletrendszerként irhaté fel,
ahol az A;, € RWTUXN+D eovijtthatoméatrix az alabbi:

1 0 0 0 0 0
1 al 2 1 al
o _lp-l-a[h ﬁg—i_ﬁ X Oa 0 0
0 2o —artb mta 0 0
00 hemE A, im0
0 0 0 0 0 1

9.16. A [0, 1] intervallum esetén h = 1/5 1épéskoz mellett az aldabbi racshalét definidljuk:
Ty ={x; =ih, i=0,1,...,5, h=1/5} = {0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1}.

Azaz a linedris algebrai egyenletrendszer matrixanak mérete 6 x 6. Hatarozzuk meg az
egylitthatomatrixot! A feladat kitlizése alapjén a(x) = x, b(x) = x?. Felhaszndlva a 9.15.
feladatban leirt véges differencias kozelitéseket, valamint az a; és b; értékek meghataro-
zasahoz sziikséges ismereteket a keresend6 A, egyilitthatomatrix az alabbi:



1 0 0 0 0 0
245 —49.96 25.5 0 0 0
0 24 —49.84 26 0 0
0 0 235 —49.64 265 O
0 0 0 23 —49.36 27
0 0 0 0 0 1

A feladat szerint f(z) = —10z. Ekkor a neki megfelels jobb oldali vektor a peremértékkel
egyiitt f = [12 468 2]T. Ekkor a numerikus megoldést 7, = A" f, alakban kapjuk.
Ennek értéke:

75, = [0.9999 0.9280 0.9358 1.0910 1.44032.0000]" .

Azaz a kozelité megoldés értéke az x = 0.8 pontban 1.4403.

A kézzel kiszamitott A, egyiitthatématrixot és f;; jobb oldali vektort, valamint a bel6liik
szarmaztathato y;, megolddsvektort a MATLAB-ban az alabbi médon irhatjuk be, illetve
szamithatjuk ki:

>> A _h=[1 0000 0; 24.5 -49.96 25.5 0 0 0;
0 24 -49.84 26 0 0; O 0 23.5 -49.64 26.5 0;
0 0023 -49.36 27; 00000 1];

>> f_h=[1 2468 2]’;

>> y_h=A_h\f_h

y-h =

.999999999999997
.927977802490991
.935755725978431
.091023004730047
.440306505445524
.000000000000000

N == OOO

9.17. A 9.15. feladatban ismertetett eljarast kellene beprogramozni és a konkrét feladatra
alkalmazni. A megirt kpep2.m fajl forraskédja az alabbi:

function [y_h]l=kpep2(a,b,alpha,beta,N)

%% Kétpontos peremérték-feladat megoldasa

b

b u’ (B)+c(t)ult)+d(t)u’ (t)=f(t) c\in\mathbb{R}, f(t)\inC[a,b]
b u(a)=\alpha u(b)=\beta

h


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/kpep2.m

%% Bemenm paramatérek listdja:

yA a intervallum kezdete
b b intervallum vége
% N intervallumok szama

%% Elmkésziiletek

Y, Lépéskoz

h=(b-a)/N;

% A diszkretizdld matrix Osszerakdsa

for i=1:N-1
c(i)=c1(a+ix*h);
end

for i=1:N-1
d(i)=d1(a+i*h);
end
e=ones(N-1,1);
A_h=(1/h"2)*spdiags([e-0.5%h*d’ -2%e+h~2%c’ e+0.5%h*d’],-1:1,N-1,N-1);
%% A numerikus megoldds meghatarozisa és plottolésa

b_h=zeros(N-1,1);
b_h(1)=f (a+h)-alpha*(1/h~2-d(1)/(2%h));
b_h(N-1)=f (a+(N-1)*h)-beta*(1/h~2+d(1)/(2*h)) ;
for i=2:N-2
b_h(i)=f (a+i*h);
end
y=A_h\b_h;
y_i=linspace(alpha,beta,N+1);
y_i(2:N)=y;
y-h=y_i’;

x_i=a:h:b;
plot(x_i,y_i,’r+’)
hold on;



%% Az eredeti feladat jobb oldala

function ered=f(t)

ered=0;

%% Az eredeti feladat baloldaldnak c(t) fiiggvénye
function ered2=ci1(t)

ered2=t*cos(t);

hh Az eredeti feladat baloldalanak d(t) fiiggvénye
function ered2=d1(t)

ered2=0;

A programot a feladat adait, kérését figyelembe véve az alabbi paraméterekkel futtatjuk
le, igy, hogy a forrdskédban egy y_h(98) sort pluszban beirtunk:

>> [y_h]l=kpep2(0,1,0,1,100)

A feladat véges differencias kozelité értéke az x = 0.98 pontban 0.983433. Mas feladat
esetén a paramétereket magatdl értet6do médon lehet véltoztatni.

9.21. A feladatban szerepl6 két pontos peremérték-feladat konnyen integralhato, ezért a
feladat megoldasa kozvetleniil kiszamithato:

_ 97

Ezért a kilovés a szogét a
gL
t =Y'(0) = 2=
an o (0) op2

Osszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg. A belovéses mddszer programjanak megirdsahoz ta-
nulményozzuk a jegyzet 10.4.1.-es fejezetét.

A feladatra megirt programok az agyu.m és a belovesesmodszer.m fajlok. A médszer be-
meno paramétere a kezdetiérték-feladatot explicit Eulerrel megold6é modszer h 1épéskoze
lesz. A programban megadhatjuk tovabba az L intervallum végpontjanak értékét, az yL
végpontban felvett értéket és a v konstans sebességi értéket is.

A feladatban megadott h 1épéskozok mellett valasszuk meg a fenti paramétereket példaul
az alabbi modon: L = 10, yL = 0 és v = 1. Ezek az értékek a 10 méterre becsapddo
egységnyi sebességgel haladd agyigolyd kilovésének szogét adja vissza. A fenti Osszefiiggés
alapjan a pontos értéke (a gravitdcids dllandd legyen 9.8m/s?):

9.87 . 10m
S

tana =Y'(0) = = 49.


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/agyu.m
http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/belovesesmodszer.m

Adott h 1épéskozok mellett a program eredményét a pontos megoldassal Osszevetve az
alabbi hibaértékeket kapjuk:

L b [[1Y(0) — Yiioweses ()] |

1m 4.900 - 10°
0.1m 4.900 - 101
0.01m 4.900 - 102
0.001m 4.900 - 1072

10.13. tablazat. Hibaértékek adott 1épéskdz mellett.

A program eredményei az elsé harom h 1épéskozre vonatkozoan az Y'(0) = 20, 30, 70
szemléltetd probalkozasok mellett a 10.10 abran lathaték. Az dbrakon a piros értékek
rendre azt mondjak meg, hogy az Y (40) = 0 mésodik peremfeltételt a belovéses médszer
mely kezdeti értékre cseréli le az agyugolyé feladat megoldasdhoz. Az adott h értékekre
ez az alabbi lesz:

Yo ]
Tm || 4.900 10°
0.1m | 4.900 10~
0.0Tm | 4.900 102
0.001m | 4.900 - 10°3

10.14. tablazat. A belovéses médszer Y/ (0) kezdeti érték javaslatai az Y (40) = 0 masodik
peremfeltétel helyett adott h 1épéskoz mellett.

Megjegyzend6, hogy a belovéses mddszer h(c) = 0 (lasd jegyzet 10.4.1.-es fejezet) egyenle-
tének megoldasara a megirt program a szelomoddszert alkalmazza. A belovesesmodszer.m
fajl idevagd részlete:

%% Szelmmédszer a gyokkereséshez
function x = szelomodszer(xl,x2,tol,yL)
yl = agyu(xl)-yL;
y2 = agyu(x2)-yL;
while abs(x2-x1)>tol
fprintf (° (hg,%g) (hg,%g)’, x1, yl, x2, y2);
x3 = x2-y2*(x2-x1)/(y2-y1);
y3 = agyu(x3)-yL;
x1 x2;


http://math.bme.hu/~rhorvath/mfiles/peldatar/belovesesmodszer.m

y3;
end
X = xX2;
return;

y2



Belévéses modszer
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10.10. dbra. A bel6véses modszer eredménye

h=1, h=20.1és h=0.01 esetekben.



Parcialis differencialegyenletek

Elméleti feladatok

10.1. Tekintsiik a kétvaltozds, masodrendi, linedris parcialis differencidlegyenlet forészé-
nek alakjat Q C R? tartoményon:

0*u(z,y)

(L)(e,9) = aa, ) 0 o)

0xdy

O*u(x,y)

+ c(z,y) o

+ 2b(z, y)

ahol a, b, ¢ egyiitthatéfiiggvények. Azt mondjuk, hogy az L operator
o clliptikus tipusi az (x,y) € Q pontban, ha a(x,y)c(z,y) — b*(z,y) > 0,
e parabolikus tipusi az (x,y) €  pontban, ha a(z,y)c(z,y) — b*(x,y) = 0,
e hiperbolikus tipusi az (x,y) € Q pontban, ha a(z,y)c(z,y) — b*(z,y) < 0.

Azt mondjuk, hogy elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusi az €; C Q) tartoményon,
ha elliptikus (parabolikus, hiperbolikus) tipusi az €); tartoméany mindegyik pontjaban.

Ezen definiciék mellett vizsgaljuk meg a konkrét feladat R? egyes részein milyen tipust.
Esetiinkben a(z,y) = z, b(z,y) = 0 és c(z,y) = y. A definicié értelmében az operdtor
tipusat xy eldjele hatarozza meg.

Nevezetesen, ha
(a) (z,y) € RT x R, akkor L elliptikus ezen a tartoményon,
(b) (z,y) € RT xR~ vagy (z,y) € R~ xR*, akkor L hiperbolikus ezen a tartomanyon,

(c¢) x vagy y valamelyik értéke 0, akkor L parabolikus tipusi operator az adott tarto-
manyon.

10.2. A 10.1. feladat gondolatmenetéhez hasonléan allapitjuk meg, hogy a megadott L
operator R? egyes részein milyen tipusi.

A feladatunk esetében a(z,y) = (x +y), b(z,y) = /zy és c(x,y) = (x + y). A tipusok
meghatarozasa elott érdemes megallapitanunk azt a tényt, hogy az L operator csak xy >
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0 esetén értelmes. Kibontva az a(x,y)c(x,y) —b*(z, y) alakot kapjuk, hogy (z+y)*—zy =
22 + xy + y%. Ekkor két eset lehetséges:

(@) 22 +ay+9>=0
(b) 22 +zy +y* > 0.

Az (a) eset csak (x,y) = (0,0) pont esetén allhat fent. Azaz az origéban az L operator
parabolikus tipusu.

A (b) eset az értelmezési tartomany figyelembe vételével (zy > 0) pontosan akkor teljestil,
ha x és y el6jele megegyezik. Azaz az els6 és harmadik siknegyedben az L operator
elliptikus tipusn.

10.4. Vegyiik észre, hogy az u fiiggvény v = (1, —1) irdnyban vett irdnymenti derivéltja

0, azaz
Ou(z,y) Ou(z y))
, ’ v = Oyu(z,y) = 0.
( Ox Ox vu(, )
Ez adja az alapotletiinket arra vonatkozdan, hogy koordinata-transzformaciét hajtsunk
végre. Nevezetesen a fenti vektor irdnya a koordinatarendszer 45°-os negativ iranyu forga-
tasat és kétszeres nyujtdsit motivalja. Ehhez térjiink at a (£, n) koordindtékra az aldbbi
modon:

=x+y, n=z—y.
Ekkor u(x,y) = U(&,n) = U(&(z,y),n(z,y)). [rjuk fel az eredeti egyenletet a bevezetett
U figgvény segitségével. Ehhez tekinstiik:

ot 0¢
oxr Oy oU(&,m) OU(E,
o =vieon | & 3 |- (2N (1 )

or 0Oy
Tovabba fennall, hogy

: _ (Ou(z,y) Ou(z,y)
u (CC, y) - < ax ) 837 )7
ekkor kapjuk, hogy:

3U(x,y)__3LN€7U)+_3LK§,H)

or 0O on
Ou(z,y) _OU(&n) OU(E n)
oy o€ on

fgy az eredeti egyenlet az 1j koordinatarendszerben az alabbi alakot olti:

u(z,y)  Ou(z,y)

Ox oy =0




0

20U(€,?7)

an =0.

Ennek megoldéasa pedig U(&,n) = C(§), azaz az eredeti feladat megoldésa:
u(z,y) = C(z,y), CeC'(R).
10.6. Keressiik a megoldast tun. szétvalaszthatd alakban, azaz

u(z,y) = X(z) - Y(y),

ahol X € C*(R), Y € CY(R). Tovabbd X (z) és Y (y) nem az azonosan nulla fiiggvény
R-en. Ezt behelyettesitve az eredeti egyenlet kapjuk, hogy

X"(2)Y (y) — X(2)Y'(y) = 0,

azaz

X"(z) _ Y'(y)

X(z)  Y(y)
Mivel mindkét oldal csak az adott véaltozotdl fiigg, ezért a fenti egyenlet megoldasa egy
A € R szdm meghatarozasat jelenti. A bal oldal egy masodrendii, mig a jobb oldal
egy elsérendi allandé egyiitthatds kozonséges differencidlegyenlet megoldasat igényeli.
Ezek altalanos megoldasait a karakterisztikus egyenletek gyokeivel hatarozhatjuk meg.
Nevezetesen:

cleﬁ‘” + cze‘ﬁx, ha A >0, ¢1,c € R,
X(x) =< cix+co, ha =0, c1,c0 €R,
crsin(y/|A|z) 4+ cacos(y/|A|z), ha A <0, ¢1,c0 € R.

Y(y) =ceM, ceR.

Az igy kapott u(z,y) = X (x)Y (y) alaki fiiggvények mind kielégitik az eredeti egyenletet.
Fontos megjegyezniink, a feladat nem allitja, hogy csak ilyen alaki megoldédsai vannak a
feladatnak. Példaul j6 megoldds az u(z,y) = 2°/6 4+ xy, amely nem X (z)Y (y) alaku.

Elliptikus és parabolikus feladatok megoldasa véges
differenciakkal

10.7. A diszkretizacié felirasahoz olvassuk at a példatarhoz tartozé jegyzet 11.2. Linedris,
masodrendii, elliptikus parcialis differencialegyenletek cimii részébdl a 11.2.2 fejezetet!



Az N, = 3 és N, = 2 osztésrészek egyértelmiien meghatarozzdk az egységnégyzet récs-
pontjainak szamat, s igy az egyiitthatomatrix méretét is.

A récspontok szama (N, + 1)(N, + 1) = 12, mig az egyiitthatématrix mérete 12 x 12.
Kénnyen meggondolhat6, hogy az x irdnyban a lépéskoz h, = 1/(N, + 1) = 1/4, mig
az y irdnyban h, = 1/(N, + 1) = 1/3. Bevezetve a H, = 1/(h,)* és a H, = 1/(h,)?
jeloléseket az A, diszkretizdlé métrix alakja az alabbi lesz:
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A miétrix struktirajabol jol kivehetd, hogy a belsé racspontok (2db) koézotti osszefiiggé-
seket a 6. és 7. sorok irjak le. A t6bbi sor a peremértékeket taroljak el.

10.8. A program megirashoz olvassuk at a példatarhoz tartozd jegyzet 11.2. Linearis,
masodrendii, elliptikus parcialis differencialegyenletek cimii részébdl a 11.2.5 fejezetet!

A megirt ellvdml.m program bemend paramétere a két iranyban egyenld részre torténo
osztasok szama: n.

A médszer eredményének szemléltetésére kiragadjuk az n = 4 és n = 64 eseteket és rendre
abréazoljuk (10.11 &bra) a pontos, kozelité megolddsokat valamint a hiba nagysagat.

Ekkor az intervallumszamok novelésével a pontos és numerikus megoldas maximumnor-
majara a 10.15 tablazatban lathato értékek figyelhetéek meg.

Az ellvdm1.m fajl forraskédja:

function [maximumnorma]=ellvdmi(n)

%% A Laplace u=x"2+y~2 egyenlet megoldéasa

h

% A feladatot az egységnégyzeten oldjuk meg az aldbbi peremfeltétellel
b
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10.11. abra. A pontos, kozelité megoldasok és a hibak nagysdga n

% u(x,0)=0

% ulx,1)=x"2/2

% u(0,y)=sin(pi y)

% u(l,y)=e”(pi)sin(pi y)+y~2/2

h

% A feladat pontos megolddsa: u(x,y)=e”(pi x)sin(pi y)+0.5x"2y"2.



’ n Hrnaxhnunummnuxéﬁéke\

4 2.3746735250 - 10~ *
16 2.3157280671 - 102
64 1.5958950751 - 103
256 1.0214327981 - 10~*

10.15. tabldzat. A maximumnorma értéke adott n részre torténd osztds mellett.

A tablazat adataibdél megallapithaté az elméletbol ismert tény, nevezetesen az, hogy a
véges differencids kozelités a maximumnormaban masodrendi médszer.

%% A feladat bemenm paraméterei
% ntl - Az egy irdnyd intervallumok széma
% Megj.: Azaz (n)~2 beslm pontom lesz.

%% A feladat kimenm paraméterei
b

% A nemrikus megold&svektor

% A maximumnormiban mért hiba
% Abra

%% A diszkretizdciés matrix felépitése
o
% Nagysdga n"2, mert a perempontokat a jobb oldalban taroljuk majd el.

h=1/(n+1);

% Fmatlé
al=-4xones(n~2,1);
% Fmatléhoz legkdzelebbi felsm 4tlé
a2l=sparse(1,1);
a22=ones(n~2-1,1);
for i=1:n-1;
a22(ix(n),1)=0;
end
a2=[a21;a22];
7% Fmatloéhoz tavolabbi felsm &4tlé



a3=ones(n"2,1);
% Fmatlohoz legkozelebbi alsé atlé
a42=ones(n"~2-1,1);
for i=1:n-1;
a42(i*(n),1)=0;
end
adl=sparse(1,1);
ad4=[ad2;a41];
% Fmatléhoz tavolabbi alsé atlé
ab=ones(n~2,1);

% A matrix Osszerakasa
V=[al,a2,a3,a4,ab];
d=[0,1,n,-1,-n];
A=spdiags(V,d,n"2,n"2);
A_h=A"%(1/h"2);

%% A jobb oldali vektor felépitése

% Perem elkészitése
% Az u(x,1) perem
for i=1:n
g21(i)=(i/(n+1))"2/2;
end
g2=[zeros(1,n"2-n) g21]’;
% Az u(0,y) perem
for i=1:n;
g31(1,1+(i-1)*n)=sin(pi*i/(n+1));
end
g3=[g31 zeros(1,n-1)]’;
% Az u(1l,y) perem
for i=1:n;
gl(1l,i*n)=exp(pi)*sin(pi*i/(n+1))+((i/(nt+1))"2)/2;
end
% Megj.: Most az u(x,0) perem nulldval egyenlm.

%y Jobboldal elkészitése

F=[1;
for i=1:n
for j=1:n



F(i,j)=@G/(m+1))"2+(j/(n+1))"2;
end;
end;
nincspereml=reshape(F,1,n"2);
nincsperem=nincspereml’;

f=nincsperem-g1’/(h~2)-g2/(h"2)-g3/(h"2);

%% A LAER megolddsa, azaz y numerikus megoldds megaddsa
y=A_h\f;

%% A pontos megoldds betdltése

G=[1;

for i=1:n
for j=1:n

G(1i,j)=exp(pi*i/(n+1))*sin(pix*j/(n+1))+(1/2)*(i/(n+1)) " 2x(j/(n+1))"2;

end;

end;

eredl=reshape(G,1,n"2);

ered=eredl’;

%% Hibaszamitas és plottolas
maximumnorma=norm(ered-y,’inf’);

% A pontos megoldds, a numerikus megoldds és a hiba kirajzoldsa
ugrid = reshape(ered,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*xh’ ,ugrid’)
title(’A pontos megoldas’)

pause

apgrid = reshape(y,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*xh’,apgrid’)
title(’A kozelitm megoldas’)
pause

errgrid = reshape(ered-y,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*xh’,errgrid’)
title(’Hibafiiggvény’)

A MATLAB-ban példaul az n = 4 esetén a lenti parancsot beirva a 3 dbra mellett az
aldbbi maximumnorma értéket kapjuk vissza:

>> [maximumnorma]=ellvdml(4)



maximumnorma =

0.237467352500951

10.9. A feladat pontos megolddsa u(z,y) = z%¢¥. Ekkor a megirt ellvdm2.m program az
intervallumszamok novelésével a pontos és numerikus megoldds maximumnormaéjira az

alabbi értékeket adja vissza:

’ n H maximumnorma értéke H

4

1.3132312883 - 104

16

1.2514964504 - 10=°

64

8.6106173369 - 10~°

256

5.5104494078 - 107°

10.16. tabldzat. A maximumnorma értéke adott n részre torténd osztds mellett.

A tablazat adataibdl megallapithaté az elméletbol ismert tény, nevezetesen az, hogy a
véges differencids kozelités a maximumnormaban masodrendi médszer.

A médszer szemléltetésére dbrazoljuk az n = 4 és n = 64 eseteket.

nnnnnnnnnnnnnnn

Az ellvdm?2.m fajl forraskédja:

function [maximumnorma]=ellvdm2(n)
%% A Laplace u=e"y(x"2+2) egyenlet megoldasa

h
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10.12. abra. A pontos, kozelité megoldasok és a hibak nagysaga n = 4, n = 64 esetekben.

% A feladatot az egységnégyzeten oldjuk meg az aldbbi peremfeltétellel
b

% u(x,0)=x"2

h ulx,1)=ex"2

% u(0,y)=0

%h u(l,y)=e"(y)

h

% A feladat pontos megolddsa: u(x,y)=x"2e7y.

%% A feladat bemenm paraméterei
%» n+l - Az egy iradnyud intervallumok széama
% Megj.: Azaz (n)~2 beslm pontom lesz.

%% A feladat kimenm paraméterei

T



% A nemrikus megoldasvektor
% A maximumnormaban mért hiba
% Abra

%t A diszkretizdcidés matrix felépitése
o
% Nagysdga n"2, mert a perempontokat a jobb oldalban taroljuk majd el.

h=1/(n+1);

% Fmatlé
al=—4xones(n~2,1);
% Fmatlohoz legkdzelebbi felsm 4tlé
a21=sparse(1,1);
a22=ones(n"~2-1,1);
for i=1:n-1;
a22(i*(n),1)=0;
end
a2=[a21;a22];
% Fmatloéhoz tavolabbi felsm atlé
a3=ones(n~2,1);
% Fmatlohoz legkozelebbi alsé atlé
a42=ones(n"~2-1,1);
for i=1:n-1;
a42(i*(n),1)=0;
end
a4l=sparse(1,1);
ad4=[ad2;a41];
% Fmatlohoz tavolabbi alsé &tlé
ab=ones(n"2,1);

% A matrix Osszerakasa
V=[al,a2,a3,a4,ab];
d=[0,1,n,-1,-n];
A=spdiags(V,d,n"2,n"2);
A_h=A"*(1/h"2);

%% A jobb oldali vektor felépitése

% Perem elkészitése



% Az u(x,0) perem
for i=1:n
g31(i)=(i/(n+1))"2;
end
g3=[g31 zeros(1,n"2-n)]’;
% Az u(x,1) perem
for i=1:n
g21(i)=exp(1)*(i/(n+1))"2;
end
g2=[zeros(1,n"2-n) g21]’;
% Az u(l,y) perem
for i=1:n;
gl(1,ixn)=exp(i/(n+1));
end
/ Megj.: Most az u(0,y) perem nullaval egyenlm.

% Jobboldal elkészitése

F=[1;
for i=1:n
for j=1:n
F(i,j)=exp(j/(n+1))*((i/(n+1))"2+2);
end;
end;
nincspereml=reshape(F,1,n"2);
nincsperem=nincspereml’;

f=nincsperem-g1’/(h~2)-g2/(h"2)-g3/(h"2);

%% A LAER megolddsa, azaz y numerikus megoldds megaddsa
y=A_h\f;

%% A pontos megoldds betdltése

G=[1;

for i=1:n
for j=1:n

G(i,j)=(i/(n+1)) 2*exp(j/(n+1));

end;

end;

eredl=reshape(G,1,n"2);

ered=eredl’;



%% Hibaszamitas és plottolas
maximumnorma=norm(ered-y,’inf’);

% A pontos megoldds, a numerikus megoldds és a hiba kirajzolédsa
ugrid = reshape(ered,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*xh’ ,ugrid’)
title(’A pontos megoldas’)

pause

apgrid = reshape(y,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*xh’,apgrid’)
title(’A kozelitm megoldas’)
pause

errgrid = reshape(ered-y,n,n);
mesh(h:h:n*h’ ,h:h:n*xh’,errgrid’)
title (’Hibafiiggvény’)

A MATLAB-ban példaul n = 64 esetén a lenti parancsot beirva a 3 abra mellett az
alabbi maximumnorma értéket kapjuk vissza:

>> [maximumnorma]=ellvdm2(64)
maximumnorma =

8.610617336923809e-007

10.10. Tanulményozzuk alaposan a jegyzetben taldlhaté forraskédot! Ekkor a numerikus
megoldas eléallitasahoz az alabbi sorokat kell megvaltoztatnunk:

init=exp(x);\\ bdry=[exp(t) exp(1+t)];

A feladat pontos megolddsa az u(x,t) = e*** fiiggvény. Ekkor a pontos megoldést a
forraskédban az aldbbi médon frhatjuk be:

upontos=zeros (N, J);

for i=1:N

for n=1:7J

upontos (i,n)=exp(x(i)+t(n));
end

end



A hibafiiggvény abrajanak megjelenitéséhez cseréjiik le a
Jhibamatrix=upontos-appgrig;
sort az alabbira:

hibamatrix=upontos-appgrig;

Ahhoz, hogy a kivant tartomanyon tudjuk futtatni a programot az endx, endt értéke-
ket rendre 1,1-nek kell megvéalasztanunk a heatexp(endx,endt,Nx,q) fliggvény futtatasa
soran.

10.11. A feladatot megoldé parvdm.m f&jl forraskodja az alabbi:

function parvdm(a,b,n,T,r,theta)
%% Reakcié-diffiuzié feladat 1D-ben adott kezdeti és Dir. feltétellel

yA

% d_t u(t,x)=d_xx u(t,x), x\inla,b], t\in[0,T]
b u(t,a)=u(t,b)=0 Dirichlet peremfeltétel
pA 1u(0,x)=u0 kezdeti feltétel

% Bemenm paraméterek listdja

o

yA a Az intervallum kezdmpontja

yA b Az intervallum végpontja

yA n A racs belsm pontjainak szama

yA T Az idmintervallum végpontja

yA r A delta/h"2 értéke (EE esetén stabilitashoz r=<0.5 kell)

%»  theta A theta-médszer paramétere (=0 EE =1 IE =0.5 CN)
%% Elmkésziiletek

h=(b-a)/(n+1);
x=h*1:n;
delta=r*h~2;
kmax=round(T/delta) ;
u0=sin(x);

%h A lépésmatrix konstrukciéja

N=sparse(2:n,1:n-1,ones(n-1,1),n,n);
I=speye(n);
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Q=-2*speye (n) +N+N’ ;
Q1=I-thetax((delta/h~2)*Q);
Q2=I+(1-theta)*((delta/h~2)*Q);
kezdeti=u0’;

%h Az egyes idmlépések plottoldsa
for k=1:kmax
kezdeti=Q1\ (Q2*kezdeti) ;
plot(a:h:b, [0,kezdeti’,0],’bo’)
axis([a,b,-1.2,1.2])
xlabel(’x’,’FontSize’,14)
ylabel(’u(t,x)’,’FontSize’,14)
title([’A t= ’,num2str(kxdelta,’%2.4f idmpillanatban a numerikus megoldds’)
1,’Color’,’r’,’FontSize’,14)
pause (delta*50)
end;

A program a megoldas idobeli fejlédését mutatja be. Példaul a 10.11. hovezetési felada-
tot a [0, 1] idSintervallumon, a [0, 7] intervallumon 9 racsponttal, »r = 0.4 hanyadossal,
Crank—Nicolson-médszerrel megoldé feladatot az alabbi médon irhatjuk be:

>> parvdm(0,pi,9,1,0.4,0.5)
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