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1. fejezet

Kombinatorikai 6sszefoglalo

1.1. Leszamlalasok

A valdszintiségszamitasi probléméakban gyakran el6keriilnek leszamléléasi feladatok, ezért
egy rovid kombinatorikai 6sszefoglaldval kezdiink a témakorben. A leszamldldsok alapelve
a kovetkezo, rendkiviil egyszeri megallapitas:

Ha egy kisérlet n féle eredménnyel végzodhet,

és ettol fiiggetleniil egy masik kisérletnek m féle kimenetele lehetséges,

akkor egyiittesen n - m féle kimenetel lehetséges.

A valoszinliségszamitas véletlen kisérletekkel foglalkozik. FEzek lehetséges kimeneteleit
egy halmazzal, 2-val modellezziik. A fenti megallapitas formalisan a kovetkezOoképp
irhato at. Legyen ; az elsO, {25 a méasodik kisérlet kimeneteleinek halmaza, és tegyiik
fel, hogy a lehetséges kimenetelek szama, ;| = n, illetve |Qy] = m véges. Ekkor a két
kisérletet egyiitt az

Qizgl XQQZ{(wl,WQ) . wleﬂl, CUQGQQ}

rendezett parok halmaza modellezi. A leszamlélds alapelve pedig az |Q = [Q] - Q]
alakot olti.
A leszamlalasok soran fontos megkiilonboztetni a kovetkezo kisérleteket:

e Permutacié: egy H halmaz elemeinek sorba rendezése.

— Ismétlés nélkiili permuticié: A H = {hy, hs, ..., h,} véges halmaz ele-
meit mind kiillonbozének tekintve kisérletiink az elemek sorba rendezése. Azaz:

) = {H 0sszes elemének minden lehetséges sorrendje}; | = nl.

n elemnek tehat n faktoridlis, n! = 1-2---n ismétlés nélkiili permutacidja
van. Ezt legegyszertibben tgy lathatjuk be, hogy az elsé helyre n elem koziil,
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ezutan a masodik helyre a maradék n — 1 elem koziil, sth., az utolsé elotti
helyre 2 elem koziil, az utolsé helyre mar csak egy elem koziil valaszthatunk,
majd alkalmazzuk a leszamlélasok alapelvét. Definici6 szerint 0! : = 1.

1.1. Példa Egy loversenyen 7 versenyzd indul. Ekkor

Q = {minden lehetséges beérkezési sorrend}, |Q] = 7! = 5040.

— Ismétléses permutacié: A H halmaz elemeit nem mind tekintjiik kiilonbo-
zonek. A legegyszertibb un. multihalmazokrdl beszélni:

H={hi, ..., hi, by ... hoy ooy by oo B}

ahol hy nq-szer, hy ng-szor, ..., h, n,-szer szerepel H-ban. Ekkor H elem-
széma |H| = n = ny + ng + -+ + n,. Kisérletiink ismét minden elem sorba
rendezése anélkiil, hogy adott i-re h;-k kozott kiilonbséget tennénk:

Q) = {H 0sszes elemének minden lehetséges sorrendje};

Q] = " S (1.1)
B NNy ... Ny _nll‘n2!"'n,«!.

Ennek belatasahoz képzeljiik el, hogy H mind az n eleme megkiilonboztetheto,
ez n! kiillonbozo6 ismétlés nélkiili permutacidohoz vezetne. Ezek kozott azonban
2 minden egyes ismétléses permutaciéjat tobbszor is megszamoltuk: annyi-
szor, ahanyszor az adott i-re azonosnak tekintendo h; elemeket egymas kozott
permutaltuk. Ez i = l-re nq!, i = 2-re ny!, stb., ¢ = r-re n,! permutacié.
A leszamlalas alapelve szerint tehat igy minden egyes ismétléses permutacié
ny! - ng! -+ - n,l-szor fordul el6, ezért ennyivel elosztjuk az ismétlés nélkiili per-
mutaciok szamat. A jobb oldalon szereplo hanyados multinomidlis egyitthato
néven ismert, ennek okat lasd késobb.

1.2. Példa Az M, 1,8,S,1,5,8, I, P, P, I betiikb6l - = 34650 kiilonbizd

114141.2!
sz0 irhato fel, ha minden betit pontosan eqyszer hasznalunk fel.

e Variicié: egy H halmaz elemei egy részének sorrendben torténé kivalasztasa (azaz
kivalasztds, és a kivalasztott elemek sorba rendezése).

— Ismétlés nélkiili varidcié: A H = {hy, hy, ..., h,} véges halmaz elemeit
mind kiilonbozonek tekintve kisérletiink & elem kivélasztasa, és azok sorba
rendezése. Azaz

) = {H elemeibdl képzett k hosszi szavak};

n! (1.2)
|Q\:m:n~(n—l)~~(n—k+l).



A k hosszu szavakat eloallithatjuk ugy, hogy H permutacidiban az elsé k ele-
met tekintjiik. Egy adott sz ekkor annyiszor szerepel, ahany sorrendben a
mogotte kovetkezo n — k elemet permutalni tudjuk. Ezért n!-ban minden
ismétléses variaciot (n — k)!-szor szamoltunk meg. A szorzat alak is értelmez-
het6 kombinatorikai alapon: az els6 helyre n elemet irhatunk, a masodikra
n — l-et, stb., a k-dikra n — k + 1-et.

1.3. Példa Egy loversenyen 7 versenyzd indul, és legyen
O = {minden lehetséges elsé hdarom helyezés}

(tegyiik fel, hogy dontetlen nem lehetséges). Ekkor|Q)| = UZ—':,)), =17-6-5=210.

— Ismétléses variacio: Kisérletiink a
H=A{hy, ..., h1, hoy ..., hoy ..., hyy ..., By}

multihalmaz k elemének kivélasztdsa, és azok sorba rendezése. Az altalanos
targyalas itt til bonyolult, mi most egyszertsito feltételt tesziink: a multip-
licitasok mind nagyobbak vagy egyenlék k-val, azaz ny, ng, ..., n, > k. Ez
biztositja, hogy sosem fogyunk ki az elemekbdl, akar egy adott tipusi elemmel
is végigrakhatjuk a k hosszu szavunkat.

Q = {H elemeibdl képzett k hosszii szavak}; Q| = r¥,
hiszen mind a k helyre szabadon valaszthatunk egy tipust 1-tél r-ig.

1.4. Példa A magyar rendszdmok hdrombetis elsé részét 26 = 17576 féle-
képpen vdlaszthatjuk meg, ebben persze lesz néhdny nem szalonképes is. (Az
ékezet nélkili ABC (Q-val, X-szel, W-vel egyiitt) 26 betiit tartalmaz.)

1.5. Példa (Maxwell-Boltzmann eloszlas) k darab megkiilonboztethetd golyot
r urndba szintén r* féleképpen helyezhetiink el.

e Kombinicié: egy H halmaz elemei egy részének sorrend nélkiili kivélasztésa (azaz
kivélasztds, sorba rendezés nélkiil).

— Ismétlés nélkiili kombinacié: Egy n elemtt H halmazbdl k elemet sorrend
nélkiil kivalasztunk.

o= ie=m 0= (0)=(,")) =

A jobb oldalon a binomidlis egyiitthatok a kivalasztott elemek permutacidéinak
k! szamszorosdban kiilonboznek az ismétlés nélkiili varidciok (1.2) szamatol.
Ez a szorzé pontosan a kivélasztott elemek sorrendjének tekintéséért / nem
tekintéséért felelds.



1.6. Példa Egy 30 fos éuvfolyambaol (350) féleképp lehet eqy 5 fbs bizotltsagot
kivdlasztans.

A k elem kivalasztasaval az n elemet két részre osztottuk: amiket kivalasz-
tunk, és amiket nem. Ha r darab, ni, ns, ..., n, nagysagu részhalmazba
(ny +ng + -+ n, = n) akarjuk osztani az elemeket sorrendre vald tekintet

nélkiil, ezt
n! n
ny!-ngl-oom) \ning...n,

féleképpen tehetjiik meg. Az (1.1) multinomidlis egyiitthaték tehédt a binomi-
alis egytitthato altalanositasai.

1.7. Példa Tuldljuk meg az 1-1 értelmi leképezést n kilonbozd elemny, ..., n,
nagysagu csoportokba osztdsa és az ismétléses permutdciondl szereplo H mul-
tihalmaz sorrendjei kozott!

Ismétléses kombinacio: Kisérletiink a
H=Ahy, ..., h1, hoy ..., hoy ...  hyy ..., By}

multihalmaz k& elemének kivalasztasa, ezittal sorrendre vald tekintet nélkiil.
[smét egyszertisito feltételt tesziink: a multiplicitdsok mind nagyobbak vagy
egyenlOk k-val, azaz nq, ns, ..., n, > k. Ez biztositja, hogy sosem fogyunk ki
az elemekbol, akar egy adott tipusu elemet is valaszthatunk k-szor. A kisérlet
eredménye az, hogy adott tipusra hany valasztasunk esett, ezért

Q={(er, ez, ..., €)1 >0(1<i<r), Zeizk};

i=1
r+k—1 r+k—1
=) =05

A binomidlis egyiitthaté értelmezéséhez elészor vegyiik észre, hogy a kisérlet
ekvivalens a kovetkezdvel, ha a valasztasainkat egyforma golydkkal, a tipuso-
kat pedig kiilonb6z6 urnakkal helyettesitjiik:

1.8. Példa (Bose-Einstein eloszlas) k darab megkilonbiztethetetlen golydt r
urnaba szintén
(THZ_l) féleképpen helyezhetiink el.

Ebben a példaban képzeljiik el, hogy az urnékat sorba rendeztiik, igy kézottiik
létrejott » — 1 darab vélaszfal. A kisérlet minden egyes elrendezés megfelel a
k darab egyforma golyd, és az r urna kozotti » — 1 darab egyforma valasz-
fal egy sorrendjének. Az ismétléses permutacioknal lattuk, hogy ezekbél a
sorrendekbél épp (TJ“i_l) darab 1étezik.
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1.9. Példa Négyféle siiteménybdl eqy 12-es tdilca (4+3_1) = 455 féleképpen
rendelheto. Ha minden stiiteménybdl legalabb egyet szeretnénk, akkor ezeket
eldszor megrendeljiik, azutan a négyféle siteménybdl tetszdlegesen még 8-at

rendeliink; ezt (4+8 1) = 165 féleképpen tehetjiik meg.

1.2. A binomidlis és multinomialis egyiitthatdok

Egy pozitiv egész szam faktoridlisa n! = 1-2-3---n, és 0! : = 1. Ezek segitségével a
binomialis egyiitthatd

n:
™ ha0 <k <negd
(”>:( n >: Rk U s ks negtss, (1.3)

g n—k 0, ha k < 0 vagy k > n egész.

(Lehetséges nem egész értékekre is definidlni az egyiitthatékat, nekiink nem lesz ra sziik-
ségiink.) Specidlisan (§) = (7) = 1.

1.10. Tétel (Pascal azonossdg) Legyenck 1 < n és k egész szamok, ekkor

-G+

Bizonyitds. A faktoridlisok mellett az 1 < k < n esetben (a k = 0 eset trividlis) kom-
binatorikusan is érvelhetiink: n elembdl k-t kivalaszthatunk tgy, hogy az els6 elemet
kivéalasztjuk, és a maradék n — 1 elemb6l k — 1 darabot valasztunk (jobboldal els6 tag),
vagy az els6 elemet nem véalasztjuk ki (jobboldal masodik tag). O

1.11. Tétel (Newton binomiélis tétele) Bdrmely x, y € R ésn > 1 esetén
n n 4
T _'_ n — ) . :CZ . n—
=3 (7)o
Kombinatorikus bizonyitds. A bal oldali szorzatot kiirva latjuk, hogy minden 0 < i < n-
re megjelenik az 2% - y"~* kifejezés, annyiszor, ahdny féleképpen az n zaréjelbdl ki tudjuk

jelolni azt az i darabot, ahonnan az z-et fogjuk véalasztani (a maradék n — i-b8l majd
y-t vélasztjuk). Ez magyardzza a binomidalis egyiitthatdt. O

Indukcios bizonyitds. n = 1-re az allitas trividlis. Tegyiik fel, hogy a tétel igaz n — 1-re.
Ekkor

n—1
n—1 . .
i =trn 5 (" )
=0

- ( -1 il - (”_1> i g
x . + .y —
=0

1

,_.

\_/

i}
o



az els6 szummaban k£ = ¢ + 1, a méasodikban k£ = ¢ helyettesitéssel:

n—1
n—1 k n—k n—1 k n—k __
(o) e () o

|
M:

k=1

_”_1[ n—1 + n—1 } k n—k_,_ n_|_ n o__

N k-1 o)ty
k=1

Pascal szerint:
n—1 n n n
k n—k n n k n—=k

— Lk — .k ] 0

kz:; (k’) -y Tta+y ; (k‘) Ty

A binomidlis tétel kombinatorikai bizonyitasahoz hasonléan kénnyen belathaté a mul-
tinomialis tétel:

1.12. Tétel (Multinomidlis tétel) Legyenek xq, xo, ..., x, valds szdimok, n > 1 egész.
Ekkor

n
(x1+ 204+ +ax,)" = E R R
ning...Ny
N1,y Np >0
ni+-+nr=n

1.3. Feladatok

1.1. Jénos, Jakab, Jozsef és Jend egy egyiittest alkotnak, mely négy hangszeren jatszik.
Ha mindegyikiik tud mind a négy hangszeren jatszani, hanyféle elrendezés lehet-
séges? Es ha Janos és Jakab mind a négy hangszeren jatszhat, de Jozsef és Jeno
mindketten csak dobolni és zongorazni tudnak?

1.2. (a) Héanyféleképpen iilhet le egy sorban harom liany és harom fin?

(b) Hényféleképpen iilhet le egy sorban hérom lany és harom fit, hogy ha a lanyok
egymas mellett {ilnek, és a fiik is egymas mellett {ilnek?

(¢) Es ha csak a fitik kell, hogy egymds mellett iiljenck?

(d) Hényféleképpen iilhetnek le, ha azonos nemtiek nem iilhetnek egymdas mellé?

1.3. Egy tanciskolaba 10 holgy és 12 driember jar. Ha 5 holgyet és 5 uriembert kell
kivalasztanunk és parba rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?

1.4. Egy tarsasag 8 nébdl és 6 férfibol all. Beldliik kell egy 3 nobol és 3 férfibol allé
bizottsagot alakitanunk. Hanyféle kiillonb6zo bizottsag lehetséges, ha

(a) a férfiak koziil 2 nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni,
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(b)
()

a nok koziil 2 nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni,

egy no6 és egy férfi nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni?

1.5. Az alabbi racson hanyféleképpen lehet A-bol B-be eljutni csak jobbra vagy felfelé
1épésekkel?

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

Egy arverésen 5 miigyijto vasarolt dsszesen 4 Dalit, 5 van Goghot, és 6 Picassot.
Ha egy tuddsité csak annyit jegyez fel, hogy melyik gy(ijto hany Dalit, van Goghot,
és Picassét vasarolt, akkor hanyféle kiilonbozo feljegyzés sziilethet?

Hanyféleképpen lehet 8 azonos iskolatablat elosztani 4 iskola kozott? Es ha minden
iskola legalabb egy tablat kap?

n ember koziil egy k tagu bizottsagot szeretnénk kivalasztani, melynek egyik tagja
a bizottsag elnoke lesz.

(a)
(b)
()
(d)

Tekintsiik a bizottsdgot, majd az elnokét, és érveljiink, hogy (Z) k lehetGsé-
giink van.

Tekintsiik a bizottsdg nem-elndk tagjait, majd valasszuk meg melléjiik az
elngkot. Erveljiink, hogy (,",) (n — k + 1) lehetdségiink van.

Tekintsiik eloszor az elnckot, majd a bizottsdg nem-elnok tagjait, és érveljiink,
hogy erre n (Zj) lehetdségiink van.

Vonjuk le a tanulsagot:

(- )e-t0n(i2)

Bizonyitsuk be az egyenloségeket analitikusan is.
Tekintsiik a kovetkezé kombinatorikus azonossagot:

ik(:) .2l

k=1

Adjunk egy részletes kombinatorikai érvelést a fenti egyenléség igaz voltara
oly modon, hogy n emberbdl kivalasztunk egy tetszoleges 1étszamu bizottsagot
és annak elnokét, illetve az elnokot és hozza a bizottsagot.
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(b) Ellenérizziik a
Zk2< ) =n(n+1)-2"2

azonossagot n = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjunk részletes kombinatorikai érve-
lést az azonossagra: n emberbol valasszunk egy tetszéleges méretii bizottsagot,
annak elnokét és titkdrdt (ez a kettd lehet egy személy is), illetve

- valasszunk egy elnokot, aki egyben a titkar is lesz, majd a bizottsag tobbi
tagjat,

- valasszunk egy elnokot, egy téle kiillonbozo titkart, majd a bizottsag tobbi
tagjat.

(c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy
Zk?’( ) 2(n+3) .23

1.10. Tme Fermat kombinatorikus azonossaga:

Adjunk kombinatorikai bizonyitast az azonossdgra. (Hény olyan részhalmaza van
n elemnek, amelyben az i-dik a legnagyobb sorszdami elem?)

1.11. Hany olyan, pozitiv egész elemekbdl allé xq, xs, ..., xp vektor létezik, melynek
mindegyik eleme 1 és n kozott van, és o7 < x9 < -+ < a7

1.12. Hany kiilénb6z6 r-edrendii parcialis derivaltja van egy n valtozds sima fliggvény-
nek?
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2. fejezet

A valdészinliségszamitas alapjai

2.1. Eseménytér és események

A valdszinliségszamitas véletlen kimenetelli kisérletekkel foglalkozik. E lehetséges kime-
neteleket egy halmazzal, az Q0 eseménytérrel modellezziikk. Az események €2 bizonyos
részhalmazai lesznek. Ha  egy véges vagy megszamlalhatéan végtelen halmaz, akkor
gond nélkiil tekinthetjiilk minden részhalmazat. Ha viszont {2 nem megszamlalhatéan
végtelen, akkor a mértékelmélet segit eligazodni a részhalmazai kézott. Alabb néhany
elemi mértékelméleti fogalom is kovetkezik, melyeket a valdszintiség definialasahoz fel-
hasznalunk. Néhany alap-definicional mélyebben nem megyiink bele a mértékelmélet
kérdéseibe.

2.1. Definicié Legyen F az 2 részhalmazainak egy halmaza, azaz F C P(S2). Ekkor F
eqy o-algebra, ha

o Qe F, azaz a teljes eseménytér az eleme,

o VE € F-re B¢ :=Q — E € F, azaz komplementumképzésre zart,

e minden Ei, Es, ... megszamldalhaté darab F-beli halmazra \J E; € F, azaz meg-
i=1
szdmldlhato unioképzésre zdrt.
Ezentul F mindig egy o-algebrat jelol 2-n. Véges vagy megszamlalhaté (2-kra szinte
kivétel nélkil F = P(Q) = az Q hatvdnyhalmaza, vagyis az Osszes részhalmazainak
halmaza. Ha €2 = R, vagy R egy intervalluma, akkor azon altalaban a szokasos Borel
o-algebrat tekintjiik. A o-algebrék rejtelmeiben ezen a szinten nem kell elmélyedniink,
mindossze az aldbbi egyszeriu tényeket fogjuk hasznalni. A definiciébdl kovetkezik, hogy

n
e minden F,, Fs, ..., E, véges darab F-beli halmazra |J E; € F, azaz F véges
i=1
unioképzésre is zart,
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e megszamlalhatéan végtelen vagy véges metszetképzésre is zart,
e () € F, azaz az iireshalmaz benne van.

2.2. Definicié Egy {E;}32, F-beli halmazrendszer névekvd, ha minden i > 1-re E; C
Eii1. Ekkor E; = U Ej, és definidljuk o lim E; = |J E; limeszt. A o-algebra tulag-
j=1 i—00 i=1

donsdgai miatt ez a limesz is a o-algebra eleme lesz. Hasonloan, eqy {E;}5°, F-beli

halmazrendszer csokkend, ha minden i > 1-re E; O E;yy. Ekkor E; = () Ej;, és defini-

J=1
dljuk a lim E; = () E; limeszt, mely szintén a o-algebra eleme lesz.
1—00 i=1

Az absztrakt definicié utan tekintsiink néhéany példat:
1. Kisérlet: Fog-e ma esni az es6?

e Az eseménytér két elemii: Q2 = {e, n}.

e Egy esemény, hogy igen, fog esni ma: E = {e}.
2. Kisérlet: Loverseny 7 versenyzovel.

e Az eseménytér a befutdk sorrendje (a befutdsi id6kre most nem vagyunk ki-
vancsiak):
Q={{1,2,..., 7} permutécidi}.

e Egy esemény, hogy az 5-0s szamu 16 nyert, és a 2-es szamu a masodik:
E = {az 5, 2-vel kezd6d6 permutaciok}.

e Egy masik esemény, hogy a 6-os szamu 16 nyert:
F = {a 6-tal kezd6d6 permutaciok}.

3. Kisérlet: Két érmével dobunk.

o Az eseménytér a két dobas kimeneteleibdl allé rendezett parok halmaza:
Q={F,F), (F D), [ F),dDH}.
e Egy esemény, hogy a két érmével kiilonbézot dobtunk:
E={(F1), (I, F)}.

e Egy masik esemény, hogy mindkétszer fejet dobtunk: F' = {(F, F)}.
4. Kisérlet: Két dobdkockaval dobunk.
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o Az eseménytér a két kocka altal mutatott szamokbol allé rendezett péarok
halmaza:

Q={(,4) 4, j=12 ..., 6.
e Egy esemény, hogy az osszeg 4: E ={(1, 3), (2, 2), (3, 1)}.

e Egy mésik esemény, hogy a két kocka azonos szamot mutat: F' = {(4, i) : i =
1,2, ..., 6.

5. Kisérlet: Egy kockéaval addig dobunk, amig hatosunk lesz.

e Az eseménytér azon sorozatok szama, melyek n > 0 darab 1-t6l 5-ig terjed6
egész szam utan egy 6-ossal végzédnek. Vegyiik észre, hogy ez egy (megszam-
lalhatéan) végtelen nagy eseménytér.

e Egy esemény, hogy négyest dobtunk elészor, és harmadikra lett meg a hatos:
E={(4k6): k=12 .., 5}
6. Kisérlet: Egy eszkoz élettartamat tekintjiik, mondjuk években mérve.
e Az eseménytér a nem negativ valés szamok: Q2 = [0, co), (nem megszamlal-
hatéan) végtelen nagy.
e Egy esemény, hogy az eszkoziink élettartama 5 év, vagy annal tobb volt:
E =15, 00).

e Egy masik esemény, hogy az eszkéz mar nem volt hasznalhatd a 6. sziiletés-
napjan: F'= [0, 6).

Ha E, F C Q események, akkor képezhetjiik az uniéjukat vagy a metszetiiket is:

E+ F:=FEUF ={FE vagy F megtortént (vagy akar mindketto)},
EF :=ENF ={F és F is megtortént}.

A 2. kisérletben E'U F' = {5-6s szdmu 16 nyert, és a 2-es szamu a masodik, vagy a
6-0s szdmu 16 nyert}. ENF = (), a lehetetlen esemény.

A 3. kisérletben EU F = {(F, F), (F, I), (I, F)} ={mindkét dobés fej vagy a két
dobds kiilonbozé}={legalabb egy fejet dobtunk}.

A 4. kisérletben

E N F = {az sszeg négy, és ugyanazt dobtuk}
= {(2, 2)} = {mindkét dobds kett5}.
A 6. kisérletben ENF = [5, 6) ={az eszkoz élettartama 5 vagy tobb év, és kevesebb,

mint 6 év}. EUF = |0, co) = €, hiszen mindenképp igaz, hogy legaldbb 5 év, vagy
kevesebb, mint 6 év az élettartam.
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A fentiek altalanositasaként ha F;, Fs, ... események véges vagy megszamlalhatéan vég-
telen sorozata, akkor

U E; = {legalabb az egyik F; esemény bekovetkezett},

ﬂ E; = {mindegyik E; esemény bekovetkezett}.

(2

2.3. Definicié Ha E és F események, és ENF = () = a lehetetlen esemény, akkor azt
mondjuk, hogy E és F egymast (kolcsonosen) kizdré események. Ey, Fs, ... véges vagy
megszamldlhatdan végtelen sok esemény kolesonosen kizéréak, ha E; N E; = () minden
i # j esetén.

Ha E C F, akkor E bekdvetkezése maga utan vonja F' bekovetkezését is. Példaul egy
kockaval dobva {1-est dobunk}C{paratlan szamot dobunk}.

Kovetkezzen néhany halmazelméleti azonossag unidkra és metszetekre vonatkozolag:

Kommutativitas: FUF=FUFE
ENF=FNE
Asszociativités: FU(FUG)=(EUF)UG=FUFUG
EN(FNG)=(ENF)NG=ENFNG
Disztributivités: (EUF)NG=(ENG)U(FNG)
(ENFYUG=(FUG)N(FUG)
De Morgan szably: (U E) ~-NE:

ahol ¢ felvehet véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok értéket.

2.2. A valdszintiiség

A valdszinliség a fent bevezetett események elofordulasardél hivatott mondani valamit,
olyannyira, hogy van, ahol kisérletekben el6fordulé relativ gyakorisdggal definialjak. Mi
itt inkabb egy matematikai modellt allitunk fel, szintén a mértékelmélet segitségével.

2.4. Definicié Egy P : F — R halmazfiigguényt valdszintiségnek vagy valdszinliségi
mértéknek neveziink, ha

e nem negativ:
P{E} >0 VE € F,
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e megszamlilhatéan additiv (azaz o-additiv): minden Ey, Es, ... véges sok vagy
megszamlalhatoan végtelen darab kolcsonosen kizard eseményre

P{U E} ~ Y P{E), (2.1)
e 1-re normalt:
P{Q} =1.
Ekkor az (2, F, P) hdrmast val6szintiségi mezonek nevezziik.

Rendkiviil fontos megjegyezni, hogy (2.1) altaldban csak kizaré eseményekre igaz. P
ezutan mindig valdszintiséget fog jelolni, sokszor nem fogjuk expliciten kiirni az €2 ese-
ményteret és az F o-algebrat. Néhany egyszerii allitas:

2.5. Allitds Minden E € F eseményre P{E} =1 — P{E}.

Bizonyitds. E és E° kizard események, és EU E° = Q) ezért P{E} + P{E‘} = P{Q} =
1. [l

2.6. Koévetkezmény P{0} = 0.

2.7. Kovetkezmény Minden E € F eseményre 0 < P{E} < 1.

2.8. Allitas (szita formula két eseményre) Minden E, F € F eseményre
P{EUF}=P{E}+P{F} -P{ENF}.

Bizonyitds. A bizonyitashoz azt az egyszeri tényt hasznaljuk ki, hogy F és F' — FE kizaro
események, és az unidjuk épp F U F'. Ezért

P{EUF}=P{EFU(F-FE)} =P{E}+P{F - E}.
Masfelol F — E és F'N E is kizard események, melyek unidja F-et adja:
P{F}=P{(F-E)U(FNE)}=P{F-E}+P{FNE}
E két formula egyiitt adja az allitas bizonyitasat. O
2.9. Kovetkezmény Ha E C F események, akkor P{F — E} = P{F} — P{E}.

2.10. Kovetkezmény Ha E C F' események, akkor P{E} < P{F}.
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Péld4aul annak valdsziniisége, hogy egy szabdlyos kockaval 1-et dobok, P{1} = 1/6. Ez
az esemény része annak az eseménynek, hogy péaratlant dobok (ez utébbi kovetkezik az
elébbibdl), melynek valdszintisége P{1, 3, 5} = P{1} + P{3} + P{5} =1/2 > 1/6.

A tovébbiakban azzal foglalkozunk, hogy (2.1) mennyire nem igaz, ha véges sok
eseményt tekintiink, melyek nem kizaroak.

2.11. Kovetkezmény (Boole egyenlétlenség) Tetszdleges Ey, Es, . .., E, eseményekre

P{QE} < Z:L:P{E,-}.

Bizonyitas. Két eseményre a fenti szita formula mutatja az egyenlotlenséget, tobb ese-
ményre pedig szintén a fenti szita formulat induktivan hasznalhatjuk. m

Alébb egy fontos azonossdg, amely pontosan megmondja, hogy mi torténik (2.1) he-
lyett, ha véges sok eseményiink van. A tételt valdszintiiségekre mondjuk ki, de felirhaté
leszamlalasokra vagy egyéb mértékekre is.

2.12. Tétel (szita formula) Legyenek Ey, Fs, ..., E, tetszdleges események. Ekkor

P{E,UE,U---UE,} =
— Z P{E;} - Z P{E;, N Ei,}+

1<i<n 1<i1<ia<n
+ > P{E,NE,NE,} -+ (-1)""P{E,NE;N---NE,}.
1<i1<12<i3<n

Intuitive nem nehéz megérteni a formuldt: a valdszinliségek Osszegével kétszer szamol-
tuk a kettés metszeteket, pedig az unidban csak egyszer szerepelnek. Ezért a mésodik
szummaval kivonjuk a kett6s metszetek valosziniiségeinek osszegét. (Figyeljiik meg, hogy
{E;y NE;, : 1 <1 <iy < n} minden kettds metszetet pontosan egyszer tartalmaz.)
Sajnos ezzel minden hdrmas metszetet el6szér haromszor szamoltunk, majd haromszor ki
is vontunk, pedig az uniéban egyszer kellene szerepelniiik. Ezért a harmadik szummaban
az Osszes harmas metszet valdszintiségét visszaadjuk. Ekkor viszont megint gond van a
négyes metszetekkel, stb.

Ha megszamlalhatéan sok elemi eseményiink van, akkor lényegében leszdamlalasokkal
belathato a tétel. Az altalanos esetre is ez a mdodszer kiterjesztheté a tételben szerepld
események megfeleld metszeteit tekintve. Mi itt egy masfajta bizonyitast kozliink.

Bizonyitds. Induktivan fogunk érvelni, a bizonyitast n = 2 esetére fent lattuk. Tegyiik
fel, hogy a formula igaz n-re, megmutatjuk, hogy igaz n + 1-re is. El6szor alkalmazzuk
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a formulat két eseményre, majd a metszet disztributivitasat:

P{EVUEU---UE,UE, .1} =
=P{(E1UE,U---UE,)UE,,1} =
=P{E\UEU---UE,}+P{E, .} —P{(EAUEU---UE,)NE, 11} =
=P{Ey,UE,U---UE,} +P{E, .1 }—
—P{(E1NE; 1)U (E2NE;)U---U(E,NE, 1)}

Az els6 és az utolsé tag egy-egy n-es unio, melyekre feltettiik az allitas igaz voltat. Ezért

P{EyUEU---UE,UE, 1} =
= ) P{E}- (2.2)

1<i<n

- Z P{Ell N Elz}_'_ (23)
1<i1<2<n

+ Z P{EH N Eiz N Eia}_ (24)
1<i1<ia<iz<n

— e (-D)"MP{E N EyN - N E

+ P{En+1}_

- Z P{E;NE,1}+ (2.7)
1<i<n

+ > P{E,NE,NE.}- (2.8)
1<i1 <ig<n

1<i1 <9< <inp—1<n
— (-)""MP{E,NEyN---NE,NE,1}. (2.10)

Itt (2.2) és (2.6) Osszeadjdk az Osszes esemény valésziniiségét 1-t6l n + 1-ig. (2.3) tartal-
mazza az Osszes kétszeres metszet valdszintiségét 1-t6l n-ig, és (2.7) az Osszes kétszeres
metszetet, ahol a magasabbik index épp n + 1-el egyenld. Ez a két szumma tehéat kiadja
az Osszes kétszeres metszet valdszintiségét 1-t6l n + 1-ig. Hasonléan (2.4) tartalmazza
az Osszes hdromszoros metszet valoszintiségét 1-t6l n-ig, és (2.8) az Gsszes haromszoros
metszetet, ahol a legmagasabb index épp n + 1-el egyenld. Ezek tehat kiadjak a harom-
szoros val6szintiség metszeteket 1-t6l n + 1-ig. Ez folytatodik (2.5)-ig és (2.9)-ig, melyek
egyiitt kiadjak az Osszes n-szeres metszet valoszintiséget 1-t0l n + 1-ig. Végiil az utolsd
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tagot leirjuk, igy
P{E1UE2UUEn+1} =
= > P{E}- >  P{E,NE,}+

1<i<n+1 1<iy <ig<n+1
+ > P{E,NE,NE;}-

1<i1<i9<i3<n+1
— e (DT Y P{B N B, NN B b

1<i) <ig<-<in<n+1
+ (=1)"PP{E,NEyN - N E, 1},
mely igazolja az allitast n + 1-re. O]

2.13. Kovetkezmény A szita formula jobb oldala alterndl abban az értelemben, hogy a
jobb oldal elsé szummdja nagyobb egyenld, mint a bal oldalon az unio valdsziniisége. Az
elso két szumma kiilonbsége kisebb egyenld, mint a bal oldal. Az elsé hdrom szumma a
jobb oldal eldjeleivel megint nagyobb egyenls, mint a bal oldal, s.7.t.

Bizonyitds. Ennek az allitasnak az igaz volta szintén induktiv médon a tétel bizonyitasa

soran kovetheto. O
2.14. Példa A sportklubban

36 tag teniszezik, 22 tag teniszezik és fallabddzik,

28 tag fallabddzik, 12 tag teniszezik és ping-pongozik,

18 tag ping-pongozik, 9 tag fallabddzik és ping-pongozik,
4 tag teniszezik, fallabddzik és ping-pongozik.
Hdnyan jatsszdk a fenti sportok kozil legalabb az eqyiket?
Hogy valdszintiséget csindljunk a kérdésbol, legyen a klubnak N tagja, és véletleniil
vélasszunk egy tagot. (Az eseménytér tehat N elemi, és mindegyik elemnek 1/N a
valészintisége.) Definidljuk a kovetkezé eseményeket:
T = {a vélasztott tag teniszezik}
F = {a valasztott tag fallabdézik}
P = {a vélasztott tag ping-pongozik}.
Kiszamoljuk annak valdszintiségét, hogy a véletleniil valasztott tag legalabb az egyik jaté-
kot jatssza, ez a fenti események uniéjanak valészintisége lesz. Ehhez Venn-diagrammokat
haszndlhatunk (kis szamu uniéra jol haszndlhatdk), vagy szita formulat:
P{TUFUP}=P{T}+P{F}+P{P}—
—P{TNF}-P{I'NnP}-P{FNP}+P{TNFNP}=
36 28 18 22 12 9 4 43



A vélasz tehat 43 tag. Itt is lathatd, hogy az események valészintiségeinek dsszege (82/N)
feliilbecsli a végeredményt, mig ez az 0sszeg minusz a kétszeres metszetek valdszintisége-
inek sszege (39/N) alulbecsli azt.

Végiill pedig egy analitikusabb jellegli tulajdonsdg. Idézziik fel a névekvo illetve
csokkend események 2.2. definicidjét.

2.15. Allitas (a valdszintiség folytonossaga) Legyen {E;}; névekvd vagy csokkend ese-
ményrendszer. Ekkor a bal oldali limesz alabb létezik, és

lim P{E;} = P{lim F;}.

Jm PLE} = P{lim £}

Bizonyitas. Eloszor a névekvo eseményrendszer esetét tekintsiik. Legyen ekkor
Fll:Eh F,.=FE,—FE;,_4 1> 1.

Ezek az események egymast kolcsonosen kizarjak, és

LZJFJ:LZJEJ-:EZ- és UF UE—leE
=1 = e

fgy

lim P{E,} = hmP{UF} - hmZP{F} ZP{F}_

1—00

J—00

:P{UFj} P{lim E;}.

Csokkend események esetén {Ef}; egy novekvé eseményrendszer, és

lim P{E;} =1 - lim P{Ef} = 1 - P{lim E{} = 1 - {UE} _

e (P P

2.3. Egyenlo valdsziniliségii események

Ha az eseménytér véges, akkor

Q= {wl, W, ...wN}
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elemei az elemi események. Gyakran el6fordul, hogy egy kisérletnek véges sok kimenetele
van, és mindegyik ugyanolyan valdszinti. Ha egy E esemény k darab ilyet tartalmaz,

akkor | "
Fontos, hogy

e azt az eseményteret hasznaljuk, melyben az események valéban egyenlé valdszi-
ntek,

e ugyanazt a leszamldldsi médot (pl. sorrendben vagy sorrend nélkiil) hasznéaljuk |E|
és 2| megallapitasahoz.

2.16. Példa Két szabalyos kockdval dobva mi a valdszinisége, hogy a két dobott szam
dsszege T lesz?

Két szabalyos kocka dobasanak 36 féle ugyanolyan valészintiségli kimenetele lehetséges.
Ezek koziil hatnal ((1, 6), (2, 5), ..., (6, 1)) lesz az Osszeg 7, ezért a vélasz 6/36=1/6.
Hibas valasz lenne, ha azt mondanank, hogy a 2, 3, ..., 12 szamok barmelyike
el6fordulhat 6sszegként, ezért Q@ = {2, 3, ..., 12}, és a hibas vélasz [{7}|/|{Q}| = 1/11.
Ezek a kimenetelek ugyanis nem egyenl6 valdszintiségiiek.
Egy valdszintiségszamitasi probléméat sokszor tobbféleképpen is meg lehet kozeliteni.
Tipikus kettosség, hogy egy leszamlalast sorrendre vald tekintettel, vagy anélkiil végziink:

2.17. Példa Egy urndban 6 piros és 5 kék golys van. Véletleniil hdrmat hizva (vissza-
tevés nélkil) mi a valdszindsége, hogy pontosan egy piros és két kék golydt hiuzunk?

e A huzasokat sorrendben tekintve: Az eseménytér a 11 goly6 3-varidcidinak
halmaza, hiszen a 11-b6l 3-at szeretnénk sorrendben kivalasztani. Ezt |2| = 11-10-9
féleképpen tehetjiilk meg. Sorrendben huzva harom kiilénb6z6 médon huzhatunk
pontosan egy piros és két kék golyot:

— piros-kék-kék: 6 -5 -4,
— kék-piros-kék: 5-6 - 4,
— kék-kék-piros: 5-4 - 6.

3654 _ 4
11109 — 11°

Ez 6sszesen 3 - 6 - 5 - 4 elemi esemény, ezért a valasz

e A hiuzasokat sorrend nélkiil tekintve: Az eseménytér most a 11 golyd 3-
kombinaciéinak halmaza, vagyis 11 golyobdl 3-at sorrend nélkiil valasztunk. Ekkor
Q] = (}). Sorrend nélkiil pedig egy piros és két kék golyét () - (3) féleképp
hizhatunk. Ezért a valasz

)G 555 6538 6-5-4-3 4

(131) ;,_18', Co11-51.20.30 11-10-9 117
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Vigyazzunk, hogy a két moddszert ne keverjiik, nehogy a hibas 3-6-5- 4/(131) vagy
pedig a szintén hibés (f) : (g)/[ll -10-9] jojjon ki (az els6 még ketténél is nagyobb!).

Szintén hibas megoldast ad, ha megkiilonboztethetetlen golyokkal probalunk dol-
gozni. Ekkor tekintenénk a H ={p,p,p,p,p, P, k, k, k, k, k} multihalmazt, és ennek 3-
ismétléses kombinacioit. Ilyenekbdl (3+§_1) van, melyek koziil egy esetén lesz egy piros és
két kék golyonk. A hibés vélaszunk tehdt 1/(**27') = 1/4 lenne. Gyants, hogy ebben
a hibas megoldasban az 5 és a 6 szdm nem is szerepelt, pedig az eredménynek illene
fiiggenie attél, hogy mennyi piros és kék golyd van az urnaban. Megint az térténik, hogy
ezek az ismétléses kombinaciok nem egyforma valdszintiségiiek, sokkal nehezebb ugyanis
pl. 3 kék golyét valasztani (5-4-3/(11-10-9) = 2/33 valdsziniiséggel), mint egy pirosat
és két kéket (4/11 valdsziniiséggel).

A kovetkezo arra szép példa, hogy egy feladatra sokféleképpen ra lehet nézni.

2.18. Példa Egy urnaban van n golyo, melyek kézil egy piros, a tobbi fekete. Véletlen-

szerten hizunk k darabot (visszatevés nélkil). Mi a valdszinidsége, hogy a piros golydt is
kihtztuk?

1. megoldds: sorrend nélkiili golyé-halmazokat, azaz kombinacidkat tekintve |2 = (})

féleképp huzhatunk k golyot. Azok a kombinacidk, melyekben a piros goly6 is benne
van (}) . (Zj)—en vannak, ezért a valasz

1 n—1

(1) ) (kfl) _ (n—1)! k! (n—k) _ k

) - k-Dl-(n—k)! n

2. megoldés: legyen E; az az esemény, hogy az i-dik hizésra a piros golyot huztuk, ¢ =
1,2 ..., k. Ezek nyilvan kizaré események, és mivel minden golyonak egyforma
esélye van az i-dik hizdsnal sorra keriilnie, P{FE;} = 1/n. A keresett esemény
éppen az F; események uniodja, hiszen pontosan akkor huzzuk ki a piros golyot, ha
legalabb az egyik E; esemény bekovetkezik. A valasz tehat

Pl()e) - et - 314

3. megoldas: a kisérletet kissé kibovitve tekintsiik eseménytérnek az n golyd Gsszes
lehetséges permutaciojat, és a hizasokra ugy gondolunk, hogy a véletlen permuta-
cié els6 k tagjat kihuzzuk. Ekkor a piros golyénak egyforma esélye van a véletlen
permutacié barmelyik helyére keriilnie, és pontosan akkor lesz kihizva, ha az els6
k hely valamelyikére keriil. Ennek esélye k/n.

Az "egyszer sem”, vagy "legalabb egyszer” tipusiu kérdéseknél néha a szita formula ad
hasznos segitséget:
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2.19. Példa 10 hazaspdrt véletlenszerien letiltetnek eqy kerek asztalhoz. Mi a valdszi-
nisége, hogy eqy férj sem il a felesége mellett?

Legyen E; az az esemény, hogy az i-dik hazaspar egymés mellett il, ¢ =1, 2, ..., 10. A
kérdés annak valészintisége, hogy ezen események egyike sem koévetkezik be:

P15} -P{(Ur)}-1-P{Un}

Mivel az E; események nem kizardak, a szita formulat kell alkalmaznunk:

10
P{ﬂ E} =1- Y P{E}+ Y P{E,NE,}-
i=1 1<i<10 1<i1 <i2<10
- Y P{E,NE,NE,}+ - +P{ENEN---NEy}.
1<41<i2<i3<10
(2.11)
A szimmetriabdl kovetkezik, hogy adott 1 < k < 10-ra minden k-s metszet valoszintlisége
egyforma, igy megegyezik P{E; N --- N E;}-val. Ha megszdmoljuk, hany egyke, pér,
harmas, stb. valdszintiség szerepel a fenti szummakban, arra jutunk, hogy

P{ﬁ E} - (100) - (110)P{E1}+ (120)P{E1 NE,)— (130)P{E1 N EyN Bt

10

_ (100) " i(—n’f(f)lﬂ{a AN B

o (2.12)

A valdszintiség kiszamolasahoz el6szor vegyiik észre, hogy a 20 ember a kerekasztal kortil
|| = 19! féleképpen foglalhat helyet (kerekasztalok koriil altaldban nem tudjuk merre
van észak, csak a résztvevok egyméshoz képesti relativ helyzete szamit), és a feladat
szerint mindegyik ilyen kor-permutacié egyenlé valdszinti. Az Fy; N --- N Ej esemény
azt jelenti, hogy az elsé k férj a felesége mellett {il, a tobbi hazaspar vagy egyiitt iil,
vagy nem. Ennek valészintiségét megkapjuk, ha leszamoljuk ez hany koér-permutacioban
torténik meg. Ehhez az els6 k hazaspart egy-egy blokknak tekintjiik, melyen beliil két
lehetdség van: férj a feleségtol oramutatod jarasa felé vagy azzal ellentétesen iil, ez tehat
a blokkokon beliil 6sszesen 2% lehetéség. A k darab ilyen blokk mellett 20 — 2k tovabbi
résztvevo il az asztalhoz, ez Osszesen k + 20 — 2k = 20 — k objektum. FEzek relativ
sorrendjeinek szama a kerekasztal koriil (20 — k — 1)! = (19 — k). Az EyN--- N Ey
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esemény tehat (19 — k)! - 2% féleképp torténhet meg, ezért

P{jriEf}:c%i O

2.4. Feladatok

2.1. Egy 100000 lakosu varosban harom tujsdg jelenik meg: I, II, és III. A varoslakok
kovetkez6 ardnya olvassa az egyes ujsagokat:

1:10% I és 11: 8% [ és 1l és I1I: 1%
I1: 30% [ és III: 2%
II1: 5% IT és I11: 4%

(Azaz példaul 8000 ember olvassa az I és I tjsdgokat (koziilitk 1000 a IIT djsdgot
is).)

(a) Hatérozzuk meg hanyan nem olvassdk a fenti ujsdgok egyikét sem.

(b

)

) Héanyan olvasnak pontosan egy ujsagot?
(c) Hényan olvasnak legalabb kett6 ujsagot?

)

(d) Ha I és III reggeli ujsdagok és 11 egy esti ijsdg, akkor hdnyan olvasnak legalabb
egy reggeli Ujsagot plusz egy esti Ujsdgot?

(e) Hényan olvasnak pontosan egy reggeli tjsdgot plusz egy esti jsagot?
2.2. (a) Legyen A és B két esemény. Bizonyitsuk be, hogy

ha P{A} > 0.8 és P{B} > 0.5, akkor P{AN B} > 0.3.

(b) Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges Aj, As, ..., A, eseményekre fenndll a kovet-
kezo egyenlGtlenség:

2.3. n golyot helyeziink véletlen moédon k urnaba. Mi a valdszintisége, hogy pontosan
egy urna marad iires, ha

(a) a golydk megkiilonboztethetéek,
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2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

(b) a goly6k megkiilonboztethetetlenek?

(Elcserélt kalapok) Egy n tagi férfitarsasig vacsordzni ment egy étterembe. Ka-
lapjaikat a ruhatarban hagytdk. Vacsora és borozgatds utan kalapjaikat teljesen
véletlenszertien vitték el a ruhatarbol. Mi a valdszinlisége annak, hogy a tarsasag-
nak legaldbb egy tagja a sajat kalapjat vitte haza? Szamoljuk ki e valdszintiség
hatarértékét az n — oo limeszben.

Elszantabbaknak: Szamoljuk ki annak az eseménynek a valészintiségét, hogy pon-
tosan k ember megy haza a sajat kalapjaval a fején. Mi az n — oo hatarérték?

8 béstyat véletlenszertien elhelyeziink a sakktablan. Mi a valészintisége, hogy egyik
sem {iti a mésikat (azaz semelyik sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb
béastyat)?

Egy kozosségben 20 csalad van: 4 csalddban egy gyerek van, 8 csaladban ketto, 5
csaladban harom, 2 csalddban négy, 1 csalddban ot.

(a) Ha egy csaldadot véletlenszertien kivalasztunk, mi a val6sziniisége, hogy abban
a csaladban 7 gyerek van, 1 =1, 2, 3, 4, 57

(b) Ha egy gyereket véletlenszertien kivdlasztunk, mi a valészintisége, hogy 6 egy
i gyerekes csaladbodl jott, ¢ =1, 2, 3, 4, 57

Két szabalyos kockaval dobva mi a valdszintisége, hogy a masodik tobbet mutat,
mint az els6?

Egy urnaban 3 piros és 7 fekete golyé van. A és B visszatevés nélkiil felvaltva
hiznak az urnabdl egészen addig, amikor el0szor piros golyo keriil el6. Ha A huzott
el6szor, mi a valdszintisége, hogy 6 hiz elészor piros golyot?

Egy erdében 20 6z lakik, koziilikk 5 meg van jelolve. Ha véletlenszertien 4-et be-
fognak, mi a valészintisége, hogy a befogottak koziil pontosan 2 megjelolt lesz?

Egy kisvarosban pontosan négy TV-szerel6 dolgozik. Egy napon négyen hivnak
szerel6t. Mi a valdszintisége, hogy pontosan i szerelé kap hivast ¢ = 1, 2, 3, 47

Egy kisvarosban n TV-szerel6 dolgozik. Egy napon k helyre hivnak szerel6t. Mi a
valészintisége, hogy pontosan i szerel6 kap hivast ¢ =1, 2, ..., n?

Ot ember, név szerint A, B, C, D, E, egy sorba iilnek véletlenszertien. Mi a valé-
szintisége, hogy A és B kozott pontosan ¢ ember il, ¢ = 0,1, 2,37

Jelolje f,, azt a szamot, ahany n hosszu fej-iras sorozat van ugy, hogy nincs benniik
egymas utani két fej. Jeldlje P, ennek az eseménynek a valdszinliségét szabdlyos
érmedobas esetén.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.
2.20.

2.21.

(a) Mutassuk meg, hogy n > 2-re f, = f,_1+ fn_2, ahol fo = 1, f; = 2. (Hény
ilyen sorozat indul fejjel, és hény irassal?)

(b) Hatérozzuk meg P,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuk ki Py értékét.

Egy urnaban van 5 piros, 6 fehér, és 7 kék goly6. Otot visszatevés nélkiil hiizva mi
a valoszintisége, hogy mindharom szinii goly6t huztunk?

Anna, Bori és Cili egyforma erejii ping-pong jatékosok. A kovetkezé mddon jat-
szanak: Anna és Bori mérik el6szor Ossze az erejiiket. Ezutan a vesztes kiall és
a varakozé Cili all be a helyére, hogy Osszemérje tudasat az el6z6 nyertessel. . .
Minden egyes meccs utan a vesztes atadja a helyét a varakozénak. Folytatjak
ezt mindaddig, amig valamelyikiik kétszer egymasutan nem nyer és a kérmérkozés
gyOztesévé van kikidltva. [rjuk le a kérmérkézés eseményterét. Az n péaros csata
utédn véget éré sorozatok valészintisége legyen 27", (Miért?) Mi a valdszintisége
annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyeri a kérmérk6zést?

Mi a valdszintisége, hogy egy n tagu térsasdgban nincs kozos sziiletésnap? (Milyen
feltevésekkel éltiink?) Szamoljuk ki a numerikus értékeket n = 10, 20, 30, 40, 50
esetén.

Szamoljuk ki a péker kiilonboz6 értékelheto konfiguracidinak valdszintiségeit. Azaz:
52 kartyabdl

(o, O, 08 1 23,4,5,6,7,8,9,10,J, D, K, A) véletlenszertien kivalasztunk 6tot.
Mi annak a valdszintisége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, fullunk,
pokeriink, royal flushiink van?

Bridge-ben négy jatékos kap 13-13-13-13 kartyat. Mi a valdszintisége, hogy az
Osszes treff egy jatékoshoz keriil?

Bridge-ben mi a valdszintisége, hogy a négy asz négy kiilonbozo jatékoshoz keriil?

(Fermi-Dirac eloszlas) k golydt véletlenszertien elosztunk n > k urnaba gy, hogy
mindegyik urnaba legfeljebb egy keriilhet. (Ez lesz hossz id6 utén az eloszlas, ha n,
korben elhelyezett urndban k goly6 koziil minden mésodpercben egyet véletlensze-
riien kisorsolunk, és azt az éramutato iranyaba esé szomszéd urnaba athelyezziik,
amennyiben az iires. Ha nem iires, akkor nem csindlunk semmit.) Hatdrozzuk meg
annak valdszinliségét, hogy az els6 urnaban van golyé.

(Maxwell-Boltzmann eloszlds) k£ megkiilonboztethetd golydt véletlenszertien elosz-
tunk n urndba. (Ez lesz hosszi idé utédn az eloszlds, ha n, kérben elhelyezett
urnaban k golyé koziil minden méasodpercben egyet véletlenszertien kisorsolunk,
és azt az 6ramutaté iranyaba esé szomszéd urnaba athelyezziik.) Hatdrozzuk meg
annak valdészintiségét, hogy az els6 urnaban ¢ goly6 van, 1 =0, 1, ..., k.
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2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

(Bose-Einstein eloszlds) k megkiilonboztethetetlen golydt véletlenszeriien elosztunk
n urndba. (Ez lesz hosszu id6 utdn az eloszlas, ha n, korben elhelyezett urna koziil
minden méasodperchben egyet véletlenszertien kisorsolunk, és egy abban levé golydt
— ha van — az éramutaté irdnydba es6 szomszéd urndba dthelyezziik.) Hatarozzuk
meg annak valészinliségét, hogy az elsé urnaban ¢ golyé van, ¢ =0, 1, ..., k.

Az el6z6 harom feladatban tekintsiik az n, k — oo dtmenetet gy, hogy k/n — A.
Mutassuk meg, hogy a kapott valoszintiségek limesze
e P{van golyé az 1. urndban} — A (Fermi-Dirac),

e P{i golyé van az 1. urndban} — ’Z\—, e, i > 0 (Maxwell-Boltzmann),

e P{i golyé van az 1. urndban} — <1+LA) : 1%\, i > 0 (Bose-Einstein).

Egy linedris rendszer n sorba allitott antenndbdl all, és akkor miikodik, ha nincs
két szomszédos hibas antenna. Ha az n koziil m meghibasodott, de nem tudjuk
melyik m, mi az esélye, hogy a rendszer miikddik?

Egy focicsapat 20 véddébol és 20 tamadobdl all. Egy hotelben véletlenszertien 20
darab 2 agyas szobaban helyezik el a csapatot. Mi a valészintisége, hogy pontosan
2i¢ tamado-védo paros lesz, i =0, 1, ..., 107

Egy szekrényben n pér cip6 van. Véletlenszertien kivalasztunk 2r cipét (2r < n).
Mi a valdszinlisége annak, hogy a kivalasztott cipok kozott

(a) nincsen teljes pér,
(b) pontosan egy teljes par van,

(c) pontosan két teljes par van?
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3. fejezet

Feltételes valosziniuiség

3.1. A feltételes valésziniiség fogalma

Hogy legyen el6szor egy képiink a feltételes valdszinliségrol, egy példaval inditunk.

3.1. Példa Két szabdlyos kockdval dobva mi a wvaldszinisége, hogy a dobott szimok
osszege 8¢ Es ha tudjuk, hogy az elsé kocka otot mutat?

Legyen E az az esemény, hogy a szamok Osszege 8. Ez 6tféleképp torténhet meg a
36 egyforma val6szinii kimenetelbél, ezért P{E} = 5/36. Ha viszont tudjuk, hogy az
elso6 kocka 6tot mutat, akkor médosulnak az esélyek. Ekkor ugyanis F pontosan akkor
kovetkezik be, ha a méasodik kocka harmasra jon ki. Ennek esélye pedig 1/6.

Legyen F' az az esemény, hogy az els6 kocka 6t6t mutat. Amit most kiszamoltunk,
az az F esemény F-re vett feltételes valoszinisége. Az eljards az volt, hogy az F-et
ugy tekintettiik, mint egy redukdlt eseményteret, azaz a vilagunkat leszlikitettiik F'-re, és
megkérdeztiik, hogy F-en beliil milyen eséllyel kovetkezik be E is: pontosan akkor, ha a
masodik kocka harmast mutat.

Ime egy méasik megkozelités: keressiik, hogy amikor F' bekdvetkezik, akkor mennyire
valoszint, hogy FE is bekovetkezik, azaz hogyan aranylik £ N F' valoszintisége F' valoszi-
niiségéhez. Mivel ENF = {(5,3)}, P{ENF} = |[EN F|/|Q = 1/36, és a feltételes
valoszintiiség

P{ENF} 1/36 16
P{F}  1/6 7

3.2. Definicié Legyen F eqgy pozitiv valosziniségi esemény. Az E esemény F-re vett
feltételes valdszintisége

P{ENF}

P{EIF} = 5o

Amennyiben a valészintiségre egyfajta relativ gyakorisagként gondolunk (ezt a felfogast
a kovetkezd fejezetben igazoljuk majd), akkor azt kell megkérdezniink, hogy N >>
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1 kisérlet soran azon eseteknek, amikor az F' esemény bekovetkezik, hanyad részében
kovetkezik be E is. A vélasz pedig koriilbeliil

N-P{ENF} P{ENF}
N-P{F} P{F}

=P{E|F}.
3.3. Allitas Legyen (2, F, P) egy valdsziniségi mezd, és F € F egy pozitiv valdszind-
séqi esemény. Ekkor P{-|F'} egy valdsziniiségi mérték, azaz:

e P{.|F} : F — R egy halmazfiigguény, mely

e nem negativ:
P{E|F} >0 VE € F,

e megszamlilhatdéan additiv (azaz o-additiv): minden Fy, Es, ... véges sok vagy
megszamldalhatoan végtelen darab k6lcsén6sen kizard eseményre

P{U E F} = > P{E|F).

e 1-re normalt:

P{Q|F} = 1.

Rendkiviil fontos megjegyezni, hogy F' végig rogzitett a fenti allitdsban. Amint a feltételt
megvaltoztatjuk, a feltételes valésziniiség egészen meglepé dolgokra képes!

Bizonyitds. Az, hogy a feltételes valdszinliség nemnegativ halmazfiiggvény, trividlisan
kovetkezik a definiciébol. A megszamlalhaté additivitds is konnyt, csak azt kell észre-
venni, hogy {E; N F'}; is kizar6 eseményrendszer:

P{(LZJEZ) NE}
F} - P{F} -

P{UENF)} Y P{ENF}
- ZP{F} - BT :ZZ:P{EAF}.

P{UE;-

%

Az 1-re normaltsag sem nehéz:

P{QNF} P{F} .
P{F}  P{F} O

P{Q|F} =

3.4. Kovetkezmény A 2.2. fejezetben felsorolt dsszes tulajdonsdg igaz P{-| F'}-re, amig
az F' eseményt nem valtoztatjuk.
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3.5. Példa FEgy ladaban
® ) jo €go van, melyek egqy honapndl tovabb birjik az tlizemet,
e 10 erdsen haszndlt égé van, ezek 2 nap mulva kiégnek,
e 10 mar kiégett €go van.

Eqgy égot talalomra vdlasztva és kiprobdlva az felgyullad. Mi a valdszinisége, hogy egy
hét utdn is mikodik majd?

Legyen F az az esemény, hogy az ég6 egy hét utan is mukodik, F' pedig az, hogy felgyul-
lad. A kérdés a feltételes valoszintiség:
P{ENF} P{E} 5/25 1

PR =50 ~pr) 155 3

mivel £ C Fésigy ENF =FE.
Redukalt eseménytérrel is dolgozhatunk: F' bekovetkezése azt jelenti, hogy egyenlo
eséllyel huztunk az aldbbi égok koziil:

e 5 jo ég6 melyek egy honapnal tovabb birjak az {izemet,
e 10 erdsen hasznalt égo, ezek 2 nap mulva kiégnek.
Ekkor annak esélye, hogy egy hét milva is ég az ég6, P{F | F'} =5/15 = 1/3.

3.6. Példa Kovdcsné és Szaboné is két-két gyermeket terveznek. Elmondjik még azt
18, hogy eqyszerre csak eqy gyerekkel fognak sétdlni. Kovdcsné hozzafizi, hogy ha a két
gyerek kozil lesz fin, ¢ biztosan a fivval sétal majd, Szabonénak nincsenek hasonlo elvei.
Par évvel késobb tudomasunkra jut, hogy mindketten két-két gyereket sziiltek, és latjuk
Kovdcsnét egy fingyerekével sétdlni. Mi a valdszinisége, hogy a mdsik gyereke is fiu?
Szabonét is latjuk eqy finigyerekével sétalni. Nala mi a valoszinisége, hogy a masik gyereke
is fin?

Prébaljunk Kovacsné esetében redukalt eseménytérrel dolgozni. Kovacsné pontosan ak-
kor viszi egy fiat sétalni, ha két gyermeke koziil legalabb egy fii. Ezért kérdésiink igy
hangzik:

P{mindkét gyerek fii | Kovacsné fidval sétal} =

3.1
= P{mindkét gyerek fii | legaldbb az egyik gyereke fia} = 7 (8:1)

Ha a fiu-lany sziiletéseket tekintjiik, akkor az eseménytér Kovacsné esetében

Q= {(fa f)’ (fa 1)7 (1’ f)’ (17 1)}7
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és ezek mindegyike egyforman valészini. A redukalt eseménytér
F = {legalabb az egyik gyerek fiu} = {(f, ), (f, 1), (1, f)},

ezek koziil egy esetben lesz a masik gyerek is fit, a vélasz tehat 1/3.

Nézziik most Szaboné esetét. Egyrészt logikusnak tiinik, hogy az egyik gyermek neme
nincs semmi hatassal a masikéra, ezért ha Szabonét fiaval latjuk sétalni, attol még mindig
1/2—1/2 valdsziniiséggel lesz a masik gyermek fia vagy lany. Mésfelél a Kovacsné esetére
elmondott okoskodas is jonak tlinik. Hol van tehat az igazsag? Az ellentmondas akkor
oldédik fel, ha alaposan szemiigyre vessziik (3.1)-et. Most

{Szaboéné fidval sétal} C {legalabb az egyik gyereke fiti},

de a két esemény nem lesz ugyanaz. Megtorténhet ugyanis, hogy Szabdénénak egy fia
és egy lanya sziiletett, és a lanyt viszi sétalni. Ez a kis aprésag jelentosen megvaltoztatja
a feltételes valészintiséget. A helyzet annyival bonyolultabb Kovacsné eseténél, hogy
Szaboéné valasztasi lehetdségeit is figyelembe kell venniink. Az eseménytér igy a kovetkezo

lesz:
Q={(t 0, &), ¢y, 1), @l o, @l @y, o

keretben Szaboné valasztasa a sétara. Ezek az elemi események mind egyenld valdszinti-
ségliek (itt feltessziik, hogy Szabdéné a két gyerek koziil egyforma eséllyel vélaszt), és a

redukalt eseménytér
F={( 0, 1) (. @

a négy elembdl kettében van fittestvér, igy a valasz 2/4 = 1/2.
Mindezek utan viszont most azt kellene megérteniink, hogy ugyanez az érvelés miért
nem adja a hibas 1/2 véalaszt Kovacsné esetében. Kovacsné esetén az eseménytér

Q= {(7 f)v (fa )7 (7 1)7 (17 )7 (7 1)? (17 )}7

azonban ezek nem egyenl6 valészintliségii események:

PHHﬁHZPHﬁHHZPﬂﬂJﬂzPKL!HZé,

P(T 0} =P(0 [ =

Ezért az

F= {<’ f)? (f’ )7 (7 1)7 (17 )}
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redukdlt eseménytér sem egyenld valosziniséqgi eseményeket tartalmaz. Kovacsné esetén
tehat ez a részletes érvelés helyesen igy hangzik:

P{mindkét gyerek fiti | Kovdcsné fidval sétél}
P{mindkét gyerek fit és Kovdcsné fidval sétél}
B P {Kovécsné fidval sétal} -
_ pEp.wly
P{(t] 0, & L), (D, @)}
1/8+1/8 1
T 1/8+1/8+1/4+1/4 3

3.7. Allitas (szorzési szabdly) Legyenek E, ... E, olyan események, hogy P{E,N---N
E,_1} > 0. Ekkor

P{EN---NE,} =
=P{E\}-P{E,|E} - P{E;| Ex N Es} - P{E, | Ex -+ N Ey_1 ).

Bizonyitdas. Az allitas feltétele biztositja, hogy a feltételes valdszintiségek értelmesek.
Definiciéjukat beirva az egyenléség azonnal kovetkezik. m

3.8. Példa Oldjuk meg a 2.19 feladatot (mi a valdszindsége, hogy bridge-ben a négy dsz
négy kilonbozd jatékoshoz keril?) a szorzdsi szabdllyal.

Legyen E; az az esemény, hogy a treff dsz valahova keriil. (Ez egy kacifantos megfogal-
mazdsa annak, hogy E; = Q.) Legyen Es az az esemény, hogy a treff sz és a pikk dsz
kiilonbozo jatékosokhoz keriilnek. Legyen E3 az az esemény, hogy a treff, a pikk, és a
kor asz mind kiilonbozo jatékosokhoz keriilnek. Végiil legyen E, az az esemény, hogy
a treff, a pikk, a kor, és a kird asz mind kiilonbozo jatékosokhoz keriilnek. Ekkor F,
valoszintiségére vagyunk kivancsiak. Mivel £y C F3 C Ey C Ey, ezért a valasz

P{E4} == P{El N EQ N E3 N E4} -

=P{E} -P{Ey|E\} - P{Es| E\NEy} -P{E,|EyNEyNE3} =
52 39 26 13

A 2.19 feladatban helyesen kiszamolt kombinatorikai formula is erre a szorzatra egysze-
riisitheto.

3.9. Példa (urnamodellek) Egy urndban van a fehér és b fekete golyo. Egymds utdn
1+c¢ db azonos
d db ellenkezd

hizunk golyokat, és mindig visszatesziink szind golyot. Néhany

nevezetes eset:
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o ¢ =d=0: visszatevéses hiuzdsok;
e c=—1, d=0: visszatevés nélkiilt huzasok;
e ¢c>0, d=0: Pélya modell;

e ¢ = —1, d=1: Ehrenfest modell (kutya-bolha modell: eqy fehér és eqy fekete kutya
all egymas mellett, kozottik dtugrdlnaek a bolhdk; az egyes szini golyok szdma a
megfeleld kutydn €éldskoddk létszamdval azonosithatd).

Mi a valoszinisége, hogy hdrom hizdssal sorrendben fekete, fehér, fekete golydt hizunk?

A szorzési szaballyal a valasz

b a+d b+c+d
a+b a+b+c+d a+b+2c+2d

ha végiggondoljuk, hogy az egyes hiuzdsok utan mennyi fehér és fekete golyé van az
urnaban.

3.2. Bayes tétel

A teljes valoszintiség tétele és a Bayes tétel akkor lesz hasznos, ha bizonyos feltételes
valoszintiségek adottak, vagy kénnyen szamolhatok.

3.10. Tétel (Teljes valdsziniiség tétele egy eseménnyel) Legyenek E és F események,
és1>P{F} >0, ekkor

P{E} = P{E|F}-P{F} + P{E|F°} - P{F°}.

Bizonyitds. A tétel azon egyszerti megfigyelés kovetkezménye, hogy F N F és E N F*
kizaré események, és £ = (ENF) U (EN F°), ezért

P{E}=P{(ENF)U(ENF)} =P{ENF}+P{ENF‘} =
=P{E|F} -P{F}+P{E|F°}-P{F}. O

3.11. Példa Ejgy biztosito két csoportba osztja az autovezetd tgyfeleit:

e a jo vezetdk alkotjdk az tgyfelek 70%-dt, 6k minden évben 0.2 valdsziniiséggel okoz-
nak balesetet,

e a rossz vezetdk alkotjdk az tgyfelek 30%-dt, 6k minden évben 0.4 valdsziniséggel
okoznak balesetet.
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Ha elfogadjuk a biztosits dllaspontjat (ezutdn elfogadjuk), mi a valdsziniisége, hogy a
biztosito egy tugyfele balesetet okoz 2009-ben?

A Boggg esemény legyen az, hogy az ligyfél balesetet okoz 2009-ben, J pedig az, hogy az
iigyfél j6 vezet6. Ekkor

P{Bgoog} — P{Bgoog | J} . P{J} + P{Bgoog | JC} . P{JC} -
=02-074+04-0.3=0.26.

Egy esemény és a komplementuma helyett teljes valdszintiséget tobb eseménnyel is
hasznalhatunk.

3.12. Definicié {F;}; véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok eseményt teljes ese-
ményrendszernek neveziink, ha ) egy particiojat alkotjak, azaz

FENF=0  hai#j és UJE =2

3.13. Tétel (Teljes valdsziniiség tétele) Legyen E eqy esemény, és {F;}; eqy teljes ese-
ményrendszer pozitiv valosziniséqgii eseményekkel. Ekkor

P{E} =) P{E|F} P{F}.

Bizonyitds. Mint az el6z6 tételnél, azt kell kihasznalni, hogy { ENF};}; az E esemény egy
particiojat alkotjak:

Pe}=P{UENFR)| =Y P(ENFR) =) P(E|FR} - P{E).

)

A teljes valdszintiiséget a kovetkezo tételben is hasznéljuk, mely a feltételes valoszintiség-
ben a kérdéses esemény és a feltétel felcserélését teszi lehet6vé:

3.14. Tétel (Bayes tétel) Legyenek E és F események, 0 < P{E}, 0 < P{F} < 1.

Ekkor
P{E|F} -P{F}

P{E|F}-P{F}+P{E|Fc} -P{F}
Legyen {F;}; eqy teljes eseményrendszer pozitiv valdsziniiségii eseményekkel. Ekkor az
eseményrendszer minden i indexére

P{F|E)} =

P{E|Fi} - P{F}
L P{E|F}-P{F}

P(F,|E} =
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Bizonyitds. A bizonyitds azonnal kovetkezik a feltételes valoszinliség definiciéjabdl és a
teljes valdszintiség tételébol. O]

Figyeljiik meg, hogy a tétel lehetéséget ad P{F | E} (illetve P{F;| E'}) kiszdmitasara a
forditott feltételes valdszintiségek ismeretében.

3.15. Példa A fenti biztosito eqy tgyfele balesetet csinalt 2007-ben. Mi a valoszinisége,
hogy & jo vezetd?

A Bayes tétel alapjan a fentiekhez hasonlé Boggr és J eseményekkel

P{Baor | J} - P{J}
P{J | Bagor} = -
{J | Baoor } P{ Bz | J} - P{J} + P{Bago7 | J¢} - P{J¢}
2-0.
02-07 454

T 02-07+04-03

(A nevez6 értékét egyébként a 3.11. példaban mar kiszamoltuk.)

3.16. Példa Harom elitélt, A, B és C tudomdsdra jut, hogy egyikiiket kivégzik, a mdsik
kettd viszont kiszabadul. Viszont hogy melyikik milyen sorsra jut, az titkos. A odamegy
a bortonérhoz (aki tudja a titkot), és azt mondja: ,Mondj nekem B és C kozil egy
nevet, aki kiszabadul. Mivel ilyet mindenképpen tudsz mondani, ezzel nem adsz at nekem
semmilyen informdaciot az én esélyeimrol.” Erre a bortonor: ,Nem mondok, mert most
1/3 esélyed van a kivégzésre, de ha tudndd, hogy példaul B kiszabadul, akkor az esélyed
felmenne 1/2-re, és ezt ugye te sem akarhatod.” Melyikiiknek van igaza?

Gondoljuk at eloszor a helyzetet. A bortonér nyilvan B-t vagy C-t mond. A helyében
melyik valaszt szeretnénk jobban? A szimmetria miatt nyilvan teljesen mindegy, igy a
bortonor véalasza nem befolyasolhatja A esélyeit, A-nak van tehat igaza.

Hol a hiba a bortondr érvelésében, mely igy hangzik:

P{A-t kivégzik és B kiszabadul}
P{B kiszabadul} B

_ B
2/3 2

P{A-t kivégzik | B kiszabadul} =

A fenti formula helyes, a valasz azonban hibas. Ugyanis a formuldban rossz kérdést
tettiink fel. A bortondr ilyen irdanyu valasza esetén ugyanis A nem azt tudja, hogy B
kiszabadul, hanem azt, hogy a bortonor azt mondja, hogy B kiszabadul. Természetesen
az elobbi kovetkezik az utobbibdl:

{a borténér azt mondja, hogy B kiszabadul} C {B kiszabadul},
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de a két esemény nem ugyanaz. Ez az aprdésdg alaposan megvaltoztatja a feltételes
valoszintiséget. Legyen

E := {a bortondr azt mondja, hogy B kiszabadul}, F := {A-t kivégzik}.

Ekkor természetes feltevés, hogy az ér 1/2 — 1/2 valdszintiséggel tippel, ha teheti', ezért
P{E|F} = 1/2. Ha pedig A kiszabadul, akkor megint 1/2 — 1/2 a valdsziniisége, hogy
B vagy C' szabadul ki vele egyiitt, ezért P{E | F°} = 1/2. A Bayes tétel szerint tehdt

P{A-t kivégzik | az ér szerint B kiszabadul}
P{E | F} -P{F
E— [E|F}-P{F} )
P{E|F} -P{F}+P{E|F¢}-P{Fc}
1/2-1/3 1

T 1/2-1/3+1/2-2/3 3

Az esély aranyok, mint példdul ,2:1 az esélye, hogy ma es6 lesz”, a feltételes valdszi-
niség szamolasaban is hasznosak. A kijelentés szerint

P{es6}/P{{es6}‘} = 2/1,
azaz 2/3 eséllyel es6 lesz, 1/3 eséllyel nem lesz. Lassuk ezen a nyelven hogyan valtoztatja
meg egy F esemény esélyeit egy 1j F' bizonyiték felmeriilése:
P{E|F} P{ENF}/P{F} P{F|E}-P{E} P{E} P{F|E}
P{E°|F} P{E<NF}/P{F} P{F|E<} -P{E} P{E} P{F|E}
A formulanak szemléletes jelentése van: az Gj F' bizonyiték mellett nonek E esélyei, ha
az 1j bizonyiték valésziniibb F esetén, mint £ esetén.

3.17. Példa A feliigyelé 60%-ig biztos benne, hogy a bincselekményt a gyanisitott ki-
vette el. A gyanisitott balkezes (a népesség 10%-a balkezes). A nyomozds sordn egyszer
csak kideril, hogy a biincselekmény elkivetdje 99% eséllyel balkezes. Most mennyire lehet
biztos a feliigyeld a gyanisitott biindsségében?

A feladat nehézségét az okozza, hogy milyen eseményeket tekintsiink, illetve melyeket
kezeljiink 1j bizonyitékként. A megfogalmazas sugallja, hogy az

{az elkovet6 balkezes}

eseményt tekintsiik 1j bizonyitékként. Ezzel azonban hamar komoly nehézségekbe sza-
ladnank, ehelyett sokkal célravezetébb az

F = {a gyanusitott balkezes}

! Amennyiben ez nem igy lenne, akkor az 6r valdban informaciét adna at A-nak, és ez valéban
médositana A esélyein.
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eseményt tekinteniink. Ezt ugyanis biztosan tudjuk, és a kérdés az, hogy ezt feltéve mi
a valésziniisége, hogy a gyanusitott biinds (tovabbiakban E esemény). A feladat alapjén
P{F|E} =0.99, P{F|E°} = 0.1, ezért a fentiek szerint

P{E|F} _P{E} P{F|E} 06 099
P{E°[F}  P{EF} P{F|E} 04 01

vagyis P{F | F'} = 14.85/[14.85 + 1] ~ 0.94, azaz a feliigyel6 most 94%-ig lehet biztos a
dolgéban.

3.3. Fiiggetlenség

A vilagban sokszor el6fordul, hogy egy esemény nem befolydsolja egy masik esemény
el6forduldsanak esélyeit. Ezt fogja meg az alabbi definicié:

3.18. Definicié Az E és I' események fiiggetlenek, ha
P{ENnF} =P{E} -P{F}.

Az események fiiggetlensége és a kolesonosen kizard tulajdonsdg teljesen mas fogalmak,
ne keverjiik 6ket. A definiciét indokolja az az észrevétel, hogy P{F} > 0 esetén E és F
pontosan akkor fiiggetlenek, ha

P{ENF} P{E} -P{F}

PR =50 = P

=P{E},

azaz F valészintiségét nem befolyasolja az F' esemény.
3.19. Allitds Ha E és F fiiggetlenek, akkor E és F°¢ is.
Bizonyitds. Mivel E = (ENF)U (E N F°), és a két metszet egymast kizérja,

P{ENF} =P{E} —P{ENF}=P{E} - P{E}-P{F}=P{E} -P{F?}. O

A fiiggetlenség tényéllasa néha teljesen nyilvanvalo a probléma megfogalmazasabdl. Mas-
kor viszont meglepetésszeriien jon eld, és sokszor nehezen bizonyithato.

3.20. Példa Két kockdval dobunk, legyenek

Ey : ={a dobdsok dsszege 6},
E5 : ={a dobdsok dsszege T},
F : ={az elsé kocka 3-at mutat}.
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Fiiggetlenek-e By és F? Az E1 N F esemény egyetlen modon fordulhat eld, valdszinisége
1/36. Ey dtféleképp dllhat eld, és F valdszinisége nyilvan 1/6. Ezért
P{E.NF} = L + o 1 =P{E,} - P{F}
' 3673 6 0 - ’

a vdlasz tehdt nem. Es viszont hatféleképp valdsulhat meg, ezért meglepd modon Ey és
F' fiiggetlenek lesznek:

1 6 1

3.21. Példa Két kockdval dobunk, legyenek

— P{E,} - P{F}.

E : = {a dobdsok dsszege T},
F : = {az elsé kocka 3-at mutat,}
G : = {a mdsodik kocka 4-et mutat.}

Fliggetlenek-e ezek az események?

A fentiekben lattuk, hogy E és F fiiggetlenek. Hasonléan E és G is fiiggetlenek, F' és
G pedig a feladat megfogalmazasabdl nyilvanvaléan fliggetlenek. Az események tehat
pdronként fiiggetlenek. Viszont barmelyik két esemény egyiittes bekovetkezésébol kovet-
kezik a harmadik esemény. Ezért ez a harom esemény nem lehet fiiggetlen egymastol.

3.22. Definicié Az Ey, Es, ..., E, események (teljesen) fiiggetlenek, ha bdarmely 2 <
k <n elemi 11 # io # - -+ # 1}, indexhalmazra

Az Ey, Ey, megszamldlhatéan végtelen sok esemény (teljesen) fliggetlen, ha bdrmely
2 <k elemi iy # iy # - -+ # 1} indezhalmazra

P{E, NE,N---NE,} =P{E,} -P{E,} - -P{E;}.
A péaronkénti fiiggetlenség tehat sziikséges, de nem elégséges a teljes fliggetlenséghez. Az
elébbi példaban
PiEnFnct—— 28 L1 pepy pirypie)
36736 6 6 ’

a harom esemény tehat nem fiiggetlen.
Legyenek az Fy, Es, ..., Fy, Fy, ...események teljesen fiiggetlenek. Ekkor barmely,
az F; eseményekbdl halmazmiiveletekkel képzett esemény fiiggetlen lesz barmely, az F;
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eseményekbol képzett eseménytol. Példaul ha E, F, G fliggetlenek, akkor F és FUG is
fiiggetlenek. Ugyanis

P{EN(FUG)}=P{(ENF)U(ENG)} =
=P{ENF}+P{ENG} -P{ENFNG} =
=P{E} -P{F} +P{E} - P{G} —P{E} - P{F} P{G} =
=P{E}- (P{F} + P{G} - P{F} - P{G}) =
=P{E} - (P{F} +P{G} —-P{FNG}) =
=P{E} -P{F UG}

3.23. Példa n fiiggetlen probdt tesziink, melyek mindegyikének eredménye siker 0 < p <
1 waldsziniséggel, vagy kudarc 1 — p valdsziniséggel.

1.

2.

Mi a valosziniisége, hogy n kisérlet mindeqgyike sikeril?

. Mi a valdszinisége, hogy n kisérlet kozil legalabb eqy sikertl?

. Mi a valdszinisége, hogy n kisérlet kozil pontosan k sikertl?

2
3
4.
5
1

Végtelen sok kisérletet végezve mi a valoszinisége, hogy mindeqyik sikeril?

. Végtelen sok kisérletet végezve mi a valosziniisége, hogy legaldabb eqy sikeril?

. A fiiggetlenség miatt a valésziniiségek szorzodnak, a vélasz p™.

Legaldbb egy sikeriil pontosan akkor, ha nem igaz az, hogy mindegyik kudarcot
vall, igy a valasz 1 — (1 — p)™.

Az elsé k sikeriil, majd a maradék n — k nem sikeriil p* - (1 —p)"~* valészintiséggel.

Azonban ez csak egy lehetdség az (}) kiilonbozé (egymést kizdrd) kimenetelbdl,
melyben k darab siker és n — k darab kudarc torténik valamilyen sorrendben. A
vélasz tehat (}) - p* - (1 —p)"*.

Legyen FE; az az esemény, hogy az els6 i kisérlet mind sikeriil. FEzek csokkend

események, és lim F; = (| E; éppen azt jelenti, hogy az Osszes kisérlet sikeriil.
1—00 i=1
Ezért a valasz

Pl Bt = B PUBS = i =0

. Legyen F; az az esemény, hogy az elsé ¢ kisérlet koziil legaldabb egy sikeriil. Ezek

novekvé események, és lim F; = |J F; éppen azt jelenti, hogy az Gsszes kisérlet
71— 00 i=1
koziil legalabb egy sikeriil. Ezért a véalasz

P{lim 1} = lim P{£} = lim[1 - (1 - p)]] = 1
i—+00 i—+00 i—>00

Bebizonyitottuk tehdt Murphy torvényét: ami elromolhat, az el is romlik.
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3.24. Példa (egy szamelméleti példa) A Riemann C figguény a kiovetkezd fiigguény:

¢ : (1, 00) = R, sHC(s)zin_s.
n=1

Adjunk valosziniiségszdmitdsi bizonyitdst az

Fuler-formuldra.

Legyen X egy véletlen szam, melyre

n*S
— > 1.

O

(Nyilvanvalé, hogy {X = n}5, egymdst kizaré események, igy az ezekbdl felépitett
valészintiségi mezon egy teljes eseményrendszert alkotnak. A fenti valdszintiségek ezzel
oo

P{X =n} =

konzisztensek, mivel Y P{X = n} = 1, igy egy eloszldst hataroznak meg; ezzel a
n=1
kovetkez6 fejezetben foglalkozunk.) Minden r primre definidljuk az

E, = {X oszthaté r-el}

eseményeket. Ekkor, ha r;-k kiilonb6z6 primszamok,

PIE}=P{J(X =k r}} =Y P{X=ker} = (’ZZ; =7,

P{Eﬁm"'mErn}:P{D{X:k'rl"'rn}}:iP{X:k'rl"'rn}:

[e.o]

(kr1---1) "
—  ((s)

Il
Il
<
-
S5

vagyis az {E,}, prim események teljesen fiiggetlenek. Ezért, felhaszndlva a valdszintiség
folytonossagat,

1
—— = P{X =1} = P{X nem oszthaté primmel} =
s

¢(s)
:P{ N E,f} = [[ piEar=T[a-r.

r prim r prim r prim
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3.4. A feltételes feltételes valésziniliség

Ebben a részben valaszt keresiink arra, hogy hogyan lehet a feltételes valdszintiséget ujra
megfeltételezni, és hogy mindez mire jé. Legyen F' egy pozitiv valoszinliségli esemény, és
definialjuk a

Qf -} :=P{[F}
halmazfiiggvényt. A 3.3. allitas szerint ez egy jél viselked6 valdszintiség. Fzért egy olyan
G eseménnyel, melyre Q{G} > 0, tekinthetjiik a Q feltételes valdszintiséget:

Q{ENG} P{ENG|F} P{ENGNF}/P{F}
Q{G}  P{G|F}  P{GNF}/P{F}

Q{E|G} = —P{E|FNG}.

Azaz a P{-| F'} feltételes valészintliséget még egyszer megfeltételezve az djabb G feltételt
egyszeriien F' mellé irhatjuk.

Mivel Q egy joélnevelt valdsziniiség, igaz ré tobbek kozt a teljes valdszintiség tétele
(itt most két eseményre mondjuk ki):

Q{E} = Q{E|G}- Q{G} + Q{E |G} - Q{G"}
P{E|F} =P{E|FNG}-P{G|F}+P{E|FNG} -P{G°| F}.
Gyakran el6fordul, hogy P{FE | F' N G} kifejezésébol elhagyhatjuk F-et:

3.25. Definicié Az E és F' események G-re nézve feltételesen fiiggetlenek, ha
P{ENF |G} =P{E |G} -P{F|G}.
Ekkor a fentiek szerint

P{ENF|G}

P{E|FNG} = P{F |G}

— P{E|G).

3.26. Példa A 3.11. példaban egqy tigyfél balesetet okozott 2007-ben. Mi a valdszinisége,
hogy balesetet okoz 2009-ben is?

A példa jeloléseivel és az 1j fegyverrel
P{ Baoog | Baoor} = P{Baoog | BaoorNJ }-P{J | Baoor } +P{ Baoog | BaoorNJ}-P{J | Baoor }-

A jé-rossz vezeto kitétel szerint a jo vezetd minden évben az el6zd évektol fiiggetleniil
0.2 valdszintiséggel okoz balesetet, a rossz vezetd 0.4 valoszinliséggel. Ez pontosan azt
jelenti, hogy Baggg és Bagor feltételesen fiiggetlenek, feltéve akar J-t, akar J°t. Ezért a
szamolés igy alakul:

P{BQOO9 ’ BQOO?} = P{B2009 ‘ J} : P{J ’ 32007} + P{BZOOQ ’ JC} : P{JC ‘ BQOO?}-
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Felhasznélva a példaban megadottakat és a 3.15. példa eredményét

P{Bagoo | Bagor} ~ 0.2-0.54 + 0.4 - (1 — 0.54) = 0.292.

A 3.11. példa szerint P{Bsye} = 0.26, egy baleset okozasa tehdt valdszinlibbé teszi
(~ 0.292), hogy kovetkez6 évben is balesetet okoz az iigyfél, hiszen ekkor mér nagyobb
eséllyel rossz vezet0. Baggg €s Boggr tehat nem fiiggetlenek, csak feltételesen fiig-
getlenek akar J-t, akar J°-t feltéve.

3.5.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Feladatok

Egy kétgyermekes csaladban mekkora az esélye annak, hogy mindkét gyerek lany,
ha az idésebbik lany?

(a) En kétgyerekes csaladbdl szarmazom. Mi a valészintisége, hogy a testvérem
lany?

(b) A kiraly kétgyerekes csaladbdl szarmazik. Mi a valdszintisége, hogy a testvére
lany?

Egy didknak nyaron kell letennie harom vizsgédjat, az elsot juniusban. Ha az els6
sikeriil, akkor leteheti a méasodikat juliusban. Ha az is sikeriil, akkor a harmadik
vizsga szeptemberben kovetkezhet. Ha viszont barmelyik vizsgan megbukik, akkor
nem teheti le a tovabbi vizsgdkat sem. Az els6 vizsgan 0.9 valoszintiséggel megy
at. Feltéve, hogy az els6 vizsga sikeres volt, a masodikon a didk 0.8 valészintiséggel
megy at, és feltéve, hogy ez is sikeriilt, a harmadikon 0.7 valdészintiséggel.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy a didk mindhdrom vizsgdjat teljesiti?
(b) Feltéve, hogy nem sikeriilt mindharom vizsgan dtmenni, mi a valésziniisége,

hogy a diak a masodik vizsgan bukott meg?

Egy kozosségben a csaladok 36 szazalékanak van kutydja, és a kutyés csaldadok 22
szazalékanak van még macskdja is. Emellett tudjuk, hogy 6sszesen a csaladok 30
szazalékanak van macskaja.

(a) Mi a valészintlisége annak, hogy egy véletlenszeriien kivélasztott csalddnak van
kutydja is és macskaja is;
(b) Mi a feltételes val6sziniisége annak, hogy egy véletlenszertien kivalasztott csa-

ladnak van kutyéja, ha van macskaja?

A nemdohdanyzdé terapidn részt vett nok 48 szazaléka és a férfiak 37 szazaléka tudta
megallni a dohanyzést legaldabb egy évig. Ezeknek az embereknek iinnepséget ren-
deztek az év végén. Ha a terdpian a férfiak aranya 62 szazalék volt,

43



3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

(a) az tinnepségen milyen volt a nék aranya;
(b) a terapidra jart emberek mekkora hanyada vett részt a partin (feltéve, hogy

mindenki elment, aki leszokott)?

Egy féiskolan a hallgaték 52 szazaléka nd, a hallgatok 5 szazaléka szamitastu-
domanyra szakosodott. A f6iskola hallgatéinak 2 szazaléka szamitastudomanyra
szakosodott nd. Szamoljuk ki a feltételes valoszinliségét annak, hogy egy véletlen-
szertien kivalasztott hallgato

(a) né, ha szdmitastudoményra szakosodott;

(b) szamitdstudoményra szakosodott, ha no.

500 dolgoz6 hézaspart megkérdeztek az éves keresetiikrol és az alabbi eredményeket
kaptak: Ha véletlenszertien véalasztunk egy part,

Férj
Feleség Kevesebb, mint 4 mFt To6bb, mint 4mF't
Kevesebb, mint 4mF't 212 198
Tobb, mint 4mFE't 36 54

(a) mi a valészintisége annak, hogy a férj 4mFt-nal kevesebbet keres;

(b) mi a feltételes valdsziniisége annak, hogy a feleség 4mFt-nal tobbet keres,
feltéve, hogy a férj is 4mFt-nél tébbet keres;

(c) mi a feltételes valdsziniisége annak, hogy a feleség 4mFt-nél tobbet keres, ha

a férj 4mFt-nél kevesebbet keres?

Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockaval dobunk. Legyen az &altaluk
mutatott harom szam rendre P, K, S.
(a) Mi a valdsziniisége, hogy mindhdrom dobds kiilonbozé?

(b) Feltéve, hogy mindharom dobds kiilonb6zé, mi a valdszintisége, hogy P <
K <57

(¢) Mennyi P{P < K < S}7?
Az els6 urnaban 2 fehér és 4 piros golyd, a masodikban 1 fehér és 1 piros golyd
van. Az elsé urnabdl egy véletlenszertien huizott golyét atrakunk a masodik urnaba,
majd a masodik urnabol hizunk egy golyét.

(a) Mi annak a valésziniisége, hogy a mésodik urnabdl huzott golyé fehér?

(b) Mi a feltételes valdsziniisége annak, hogy az atrakott golyé fehér volt, feltéve,
hogy a mésodik urnabdl fehér golyét huztunk ki?
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3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

Két golyé mindegyike egymadstdl fiiggetleniil 1/2-1/2 valészintiséggel feketére vagy
aranyszintre lett festve, majd egy urnaba helyezték ¢ket.

(a) Tegyiik fel, hogy tudomésunkra jut, hogy az aranyszinii festéket hasznélték,
azaz legalabb az egyik golyé aranyszinti lett. Ekkor mi a feltételes valdszinii-
sége, hogy mindkét goly6 aranyszinii?

(b) Most tegyiik fel, hogy az urna megbillent, az egyik goly6 kigurult beléle, és azt
latjuk, hogy ez a goly6 aranyszinti. Ekkor mi a valdszintisége, hogy mindkét
goly6 aranyszinti?

Magyarazzuk meg a valaszunkat.

A kovetkezo eljarast javasoltak egy 100000 f6s varos 50 év feletti lakossdganak
megbecslésére: ,, Az utcan menve folyamatosan szamold, hogy a szembe jovo embe-
rek hany szazaléka van 50 felett. Csinald ezt par napig, majd a kapott eredményt
100 000-rel beszorozva kapod a becslést.” Kommentaljuk a modszert.

Tipp: legyen p az 50 év feletti emberek ardnya, emellett jelolje rendre oy €s g
azt, hogy az 50 év alattiak és az 50 év felettiek az idé mekkora hanyaddban vannak
az utcan. Milyen mennyiséget ad a javasolt becslés? Mikor lesz ez a mennyiség
korilbelil p?

Egy cég 6sszes dolgozdja autdval jar munkaba és a cég parkoldjaban parkol. A cég
szeretné megbecsiilni az egy autéra juté munkasok atlagos szamat. Az alabbi két
modszer koziil melyik vezet célra? Magyardzzuk meg a vélaszunkat.

(a) Véletlenszertien vélasszunk ki n dolgozét, nézziik meg hany ember iilt azokban
az autokban melyekkel 6k jottek, és vegyiik az igy kapott n szam atlagat.

(b) Véletlenszertien valasszunk ki n autdt a parkold autok koziil, nézzitk meg hany
ember iilt benniik, és vegyiik az igy kapott n szam atlagat.

Egy dobozban 15 teniszlabda van, koziilik 9 labdaval még nem jatszottunk. 3
labdat véletlen médon kivesziink, jatszunk vele, majd visszatessziik a dobozba.
Ezutan djra véletlenszertien kivesziink 3 labdat a dobozbdl. Mekkora a valészini-
sége annak, hogy a kihuzott labdak koziil még eggyel sem jatszottunk?

Réka most esett at egy esetleges rakos daganatra végzett biopszian. Mivel nem
akarta rosszul érezni magat a csaladdal a hétvégén, nem akarta a biopsziaval kap-
csolatos esetleges rossz hireket megkapni. Azonban ha az orvosa csak akkor hivta
volna fel, ha johirt tudott volna kozolni, akkor a hivas elmaradasabél rogton tudta
volna Réka, hogy rosszak a leletek. fgy7 valészintliségszamitas-hallgato révén Réka
azt kérte az orvostél, hogy dobjon fel egy pénzérmét, és az esetleges johirt csak
akkor kozolje, ha fej lesz az eredmény. Ha viszont az eredmény iras, akkor az orvos
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3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

egyaltalan ne telefonaljon. fgy a doktor akkor sem feltétleniil hivta fel Rékat, ha
johirt tudott volna kozolni, viszont az sem automatikusan rossz hir, ha az orvos
nem telefonal. Legyen o a valdszintisége annak, hogy a daganat rakos, és (3 a
feltételes valoszintisége annak, hogy a daganat rakos, ha a doktor nem hivta.

(a) Melyiknek kell nagyobbnak lennie a-nak, vagy S-nak?
(b) Talaljuk meg -t « fliggvényében, és igy igazoljuk az (a) részben adott valaszt!

A szigort az angolok rigournak, az amerikaiak rigornak irjak. Egy parizsi hotelben
megszallt ember egy levélben leirja ezt a szot, és a sz6 betiiibdl egyet véletlenszeriien
kivalasztva maganhangzét kapunk. Ha a hotelben megszallt emberek 40 szazaléka
angol és 60 szazaléka amerikai, mekkora az esélye annak, hogy a levél irdja angol?

Harom szakacs, A, B és C, egy specidlis siiteményt siitnek, melyek azonban sajnos
rendre 0.02, 0.03, 0.05 valdszintiséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakacs
keze alatt. Az étteremben ahol dolgoznak, A siiti a siitemények 50%-at, B a 30%-
at, C pedig a 20%-4t. A rossz siitemények hany szazalékat siitotte A?

A férfiaknal a leggyakrabban el6forduld réaktipus a prosztatardk. A prosztatarak
diagnosztizdldsara az orvosok egy olyan tesztet futtatnak le, ahol a PSA (prostate
specific antigen) protein szintjét mérik meg, ugyanis ez a protein csak a prosztata-
ban termel6dik. Bar a PSA szintekkel diagnosztizalhat6 a rak, a teszt kozismerten
megbizhatatlan. Koriilbeliil 0,135 annak a valésziniisége, hogy egy nemrékos em-
bernél megemelkedett PSA szintet mérjenek, és ez a valészintiség 0,268-ra emelke-
dik, ha az embernek rédkja van. Ha mas tényezok alapjan az orvos kezdetben 70
szazalékban biztos, hogy egy paciensnek prosztatarakja van, mekkora a feltételes
valészintisége, hogy rakos, feltéve, hogy

(a) a teszt megemelkedett PSA szintet mutatott;
(b) a teszt nem mutatott megemelkedett PSA szintet.

Ismételjitk meg az el6z6 szamolast gy, hogy az orvos kezdetben 30 szazalék esélyt
ad annak, hogy a péaciens prosztatarakos.

Tegyiik fel, hogy egy biztositétarsasag az ligyfeleket harom csoportba sorolja: kis
rizikéjuak, atlagosak, rizikésak. A tapasztalat azt mutatja, hogy annak esélye,
hogy egy ligyfél egy adott évben balesetet szenved rendre 0.05, 0.15, 0.30, aszerint,
hogy melyik csoportba tartozik. Ha az tigyfelek 20%-a kis rizik6ju, 50%-a atlagos,
és 30%-a rizikds, hany szazalékuknak lesz balesete 2009-ben? Ha egy tigyfélnek
nem volt balesete 2007-ben, mi a valdszintisége, hogy kis rizikéju, atlagos, rizikos?

Egy alkalmazott a felettesétol j allasahoz kért egy ajanlolevelet. Ugy becsiili,
hogy 80 szazalék esélye van arra, hogy megkapja az allast, ha erds ajanlast kap, 40
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3.20.

3.21.

szazalék esélye van, ha kozepesen jo, és 10 szazalék esélye van, ha gyenge ajanlést
kap. Ezenkiviil azt gondolja, hogy annak az esélye, hogy erds, kdzepes vagy gyenge
ajanlast kap rendre 0,7, 0,2 és 0, 1.

(a) Mennyire lehet biztos abban, hogy megkapja az 1j allast?

(b) Feltéve, hogy megkapja az &llast, milyen valészintiséggel kaphatott erds, ko-
zepes vagy gyenge ajanlast?

(¢) Feltéve, hogy nem kapja meg az &llast, milyen valdsziniiséggel kaphatott erés,
kozepes vagy gyenge ajanlast?

Egy kozépiskolas lany idegesen varja az e-mailt arrdl, hogy felvették-e vagy sem.
Ugy gondolja, hogy annak a feltételes valésziniisége, hogy felveszik ill. elutasitjék,
annak fliggvényében, hogy a kovetkezo hét valamely napjan levelet kap, a kovetke-
zOképpen alakul: A lany gondolja, hogy 0,6 annak a valdszintisége, hogy felveszik.

Nap P(levelet kaplfelveszik) P(levelet kap|elutasitjik)
Hétto 0,15 0,05
Kedd 0,20 0,10
Szerda 0,25 0,10
Csiitortok 0,15 0,15
Péntek 0,10 0,20

(a) Mi a valdsziniisége annak, hogy hétfén megkapja a levelet?

(b) Mi a feltételes valdsziniisége annak, hogy kedden megkapja a levelet, feltéve,
hogy hétfén nem kapta meg?

(¢) Amennyiben szerddig nem kap levelet, mi a feltételes valészintisége, hogy fel-
veszik?

(d) Mi a feltételes valdszintisége annak, hogy felveszik, ha csiitortokon megjon a
levél?

(e) Mi annak a feltételes valésziniisége, hogy felveszik, ha nem jon levél a héten?

Dontsiik el, hogy a kovetkezo leirasokra illo matematikai modellekben az F és F
események fiiggetlenek-e. Indokoljuk meg a valaszt!

(a) E az az esemény, hogy egy iizletasszonynak kék szeme van, és F' az az esemény,
hogy a titkarnojének kék szeme van.

(b) E az az esemény, hogy egy professzornak autdja van, és F az az esemény, hogy
benne van a telefonkdnyvben.

47



3.22.

3.23.

3.24.

(¢) E az az esemény, hogy egy férfi 183 cm magas, F' az az esemény, hogy 90 kg
folott van a sulya.

(d) E az az esemény, hogy egy né az USA-ban él, F' az az esemény, hogy a nyugati
félgdmbon &L,

(e) E az az esemény, hogy holnap esni fog, F' az az esemény, hogy holnap utan
esni fog.

Egy els6- és masodévesek altal latogatott targyat 4 els6éves fit, 6 els6éves lany,
6 masodéves fia vett fel. Hany maéasodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk,
hogy egy, a targy hallgatoéi koziil véletleniil vélasztott hallgaté neme és évfolyama
fiiggetlen egymastol?

Tegyiik fel, hogy szabalyos fej-irds dobast szeretnénk generalni, de csak egy cinkelt
érme all rendelkezésiinkre, amely altalunk ismeretlen p valdszintiséggel mutat fejet.
Tekintsiik a kovetkezo eljarast.

(a) Feldobjuk az érmét.
(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c) Ha mindkét dobas eredménye fej, vagy mindkét dobds eredménye irds, akkor
ujrakezdjiik az elso lépéssel.

(d) Ha viszont a két dobas eredménye kiilonboz6, akkor az utolsé eredmény lesz
az algoritmus kimenete.

(a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valdszintiséggel szolgéltat fejet
vagy irast.

(b) Lehetne-e tgy egyszertisiteni az eljarast, hogy addig dobjuk az érmét, amig
két egymast kovetod dobas kiilonbozo lesz, és az utolsd dobast tekintjiik?

Az ember szemszinét egy darab génpar hatarozza meg. Ha mindkettd gén a kék
szemet kodolja, akkor az adott embernek kék lesz a szeme, ha mindketté a barna
szemet, akkor barna lesz a szeme. Ha viszont az egyik kék, a masik barna szemet
kédol, akkor az embernek barna lesz a szeme. (Emiatt mondjuk azt, hogy a barna
szem génje domindlja a kék szem génjét.) Egy ujsziilott egyméstol fiiggetleniil
kap mindkét sziil6jétol egy-egy szemszin-gént, és az a gén, amit egy sziil6tol kap,
azonos valoszintiséggel lehet a sziil6 egyik vagy masik génje. Tegyiik fel, hogy Béla
és mindkét sziiléje barna szemi, de a higa kék szemf.

(a) Mi a valdszintlisége annak, hogy Bélanak van kékszem-génje?

(b) Tegyiik fel, hogy Béla felesége kékszemii. Mi a valésziniisége annak, hogy az
els6 gyerekiik kékszem lesz?
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3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

(c) Ha az els§ gyereke Bélanak barna szemi, mi a valdszintisége annak, hogy a
kovetkezo gyerekiik szintén barna szemi lesz?

Egy igaz-hamis kérdést tettek fel egy férj és feleség csapatnak egy vetélkedén. Mind
a férj, mind a feleség egymastdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt
a kérdésre. Az alabbiak koziil melyik a jobb stratégia a par szamara?

(a) Vélasszak ki, melyikiink vélaszolja meg a kérdést, vagy

(b) elébb mindketten gondoljak at a kérdést, és ha a vélaszuk kiilonboz6, dobja-
nak fel egy pénzérmét, hogy meghatarozzak, melyik fél valaszoljon a kérdésre.

Egy bizonyos fajnak csak 5 kiilonb6z6 génparja van, amit mi az angol abc els6 5
bettijével fogunk jelélni. Mind az 6t gén két formaban tud megjelenni, az egyik
format kisbetlivel, a masikat nagybetiivel jeloljik. A nagybeti fogja jelolni a do-
minans gént, abban az értelemben, hogy egy zX tipusu génpar esetében az X
gén fog kifejezddni, azaz fizikailag megjelenni. Példaul, ha X a barna, x a kék
szem génje, akkor egy XX vagy xX génnel rendelkez6 egyed barna, egy zx gén-
nel rendelkezé kék szemi lesz. Egy egyed teljes fizikai megjelenését fenotipus-
nak, genetikai felépitését genotipusnak nevezziik. (fgy 2 egyed, a kovetkezd ge-
notipusokkal: aA,bB,cc,dD,ee; AA, BB, cc, DD, ee azonos fenotipusiak lesznek,
A, B,c, D, e lesz a fenotipusuk.) Parosoddsnal mindkét résztvevo egyed az Gsszes
génparhoz sajat génparja egyik tagjaval jarul hozza, véletlenszertien. Feltessziik,
hogy egy egyed minden géntipushoz val6 hozzdjaruldsa egyméstol és a masik egyed
hozzajarulasatol fliggetlen. Ha egy aA,bB, cC,dD,eFE és egy aa,bB, cc, Dd, ee ge-
notipusu parosodik, mi a valdszinlisége annak, hogy az utéd (i) fenotipusra ill. (ii)
genotipusra nézve

(a) lemdsolja az elsd sziilot;

(b) lemésolja a mésodik sziilét;
)
)

(c

(d) egyik sziilét se mésolja le?

mindkét sziilét lemasolja;

50 szazalék az esélye, hogy a kiralyno hordozza a hemofilidaért felelés gént. Ha
hordozo, akkor mindegyik hercegnek 50-50 szazalék az esélye arra, hogy hemofilias
legyen. Ha a kirdlyn6é harom fia nem hemofilias, mekkora az esélye annak, hogy
a kiralyn6 hordozé? Ha sziiletik egy negyedik herceg is, mekkora az esélye annak,
hogy hemofilias lesz?

A és B felvaltva dobnak egy par dobdkockaval egészen addig, amig A a két kockan
Osszesen 9-et dob, vagy B a két kockan Osszesen 6-ot dob. Taldljuk meg annak
valészintiségét, hogy az utolsé dobast A végzi, ha A kezdett.
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3.29. Egy n elemii halmazbdl az A és B véletlen részhalmazokat egymastdl fiiggetleniil
egyenletes eloszlassal vélasztjuk ki a 2" lehetséges részhalmaz koziil.

3.31.

3.32.

3.33.

(a)

Mutassuk meg, hogy P{A C B} = (%) . (Tipp: tekintsik az eredeti halmaz

minden egyes elemét.)

Mutassuk meg, hogy P{ANB =0} = (%)n

Egy urnaban n fehér és m fekete golyd van. A golydkat addig hizzuk az ur-
nabol véletlenszertien, mignem csak ugyanolyan szinti golyok maradnak benn.
Mutassuk meg, hogy - valdsziniiséggel a végén mindegyik golyd fehér.

Tipp: képzeljiik el, hogy a kisérlet addig folytatodik, amig az Osszes golyot
ki nem huztuk, és tekintsik az utolso kihuzott golyot.

Egy halastoban 3 kiilonboz6 halfaj él: a Voros, a Kék és a Zold. A Voros-
bol v, a Kékbdl k, a Zoldbdl z darab él a toban. Tegyiik fel, hogy véletlen
sorrendben kihorgdsszuk a halakat a tébdl (azaz minden, még a téban ma-
radt hal azonos valdészintiséggel akad horogra egy prébélkozés soran). Mi a
valosziniisége annak, hogy a téban a Voros halfaj hal ki elészor? Tipp: ir-
Juk P(V)-t P(V)=P(VKZ)+P(VZK) alakba, és szdimoljuk ki a jobboldali
valosziniségeket, az utolsonak kihalo faj szerint feltételesen bontva.

Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy az elso
dobés eredménye fej, B az az esemény, hogy a masodik dobés eredménye fej, és C'
az az esemény, hogy a két dobas eredménye egyezik. Mutassuk meg, hogy A, B és
C paronként fiiggetlenek, de nem fiiggetlenek.

Tegyiik fel, hogy egy végteleniil gazdag ellenféllel jatszunk hazardjatékot, és min-
den korben rendre p és 1 — p valészinliséggel nyeriink, vagy vesztiink 1 egységet.
Mutassuk meg, hogy a csédbemenés valészintisége

' hapﬁ%
()" hap> 3,

p

ahol 7 a kezdeti tokénk.

Az idojaras-elorejelzés egyszerii modelljeként tegyiik fel, hogy az id6 vagy esos,
vagy napos, és p annak a valdsziniisége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, a
kordabbi napoktdl fiiggetleniil. Ha az id6 napos januar elsején, legyen P, annak
valoszintisége, hogy n nap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hogy P, kielégiti

a

P,=2p—1)P,1+ (1 —p), n > 1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hogy P, = % 4+ 1(2p — 1)” minden n > 0 esetén.

2 2
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3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

3.38.

Egy zsakban a fehér és b fekete golyo van. A golyokat a kovetkez6 modszer szerint
hizzuk:

(a) Egy golyét hiizunk véletlenszertien és eldobjuk,

(b) egy mésodik goly6t is hiizunk. Ha a most hizott golyé més szinii, mint az
elobb huzott golyd, visszatessziik a zsakba, és folytatjuk az 1-es ponttél. Ha
azonos szini, akkor kidobjuk, és folytatjuk a 2-es ponttol.

Mas szoval a golydkat addig huzzuk és dobjuk ki, ameddig azonos szinti golyo-
kat sikeriil hizni. Amint egy kiilénbozé szintt huztunk, visszatessziik a zsakba
és ujrakezdjiik a hdzast. Jelolje P,; annak a valdszinfiséget, hogy a zsdkban az
utolsé goly6 fehér. Bizonyitsuk be, hogy P,; = %! Tipp: k = a + b-re vonatkozo
mdukcioval bizonyitsunk.

(Pélya urna) Egy urnaban kezdetben 1 piros és 1 kék goly6 van. Minden 1épésben

kihtizunk egy véletlen médon valasztott golyot és visszatesziink két ugyanolyan

szinl golydt. (példaul, ha az elsé huzdsnél piros golyét huztunk, akkor a masodik

hizdsnal 2 piros és 1 kék goly6 lesz az urndban). Mutassuk meg indukciéval, hogy
1

7 annak a valoszintisége, hogy pontosan i piros golyo lesz az urndban n huzés

utan, 1 <i<n-+1.

Az « kockénak 4 piros és 2 fehér, mig a S kockanak 2 piros és 4 fehér lapja van.
Feldobunk egy érmét. Ha fej a dobas eredménye, akkor a tovabbiakban az a kockat
hasznaljuk, ha pedig iras akkor a -t. Az igy kivalasztott kockdval egymasutan n-
szer dobunk.

(a) Mi annak a valészintisége, hogy a k-adik dobasndl az eredmény piros? (k =

1,2,...,n)
(b) Feltéve, hogy mind az elsé k — 1 kockadobds eredménye piros, mi annak a
valészintisége, hogy a k-adik dobés eredménye is piros lesz? (k=1,2,...,n)

(A Négy Hazudés) Aladér, Béla, Cili és Domotor hazuddsak: dtlagosan az esetek
2/3-aban hazudnak mind a négyen, egymastdl fiiggetleniil, véletlenszeriien.
Aladar azt dllitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondta, hogy Domdétor hazudott.
Mi a valészintisége annak, hogy Domotor igazat mondott?

(Feltételezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit mondott Béla, Béla tudja, hogy mit
mondott Cili, Cili tudja, hogy mit mondott Démétor. Tovabba, hogy Cili azt is el
tudja donteni, hogy Domotor hazudott-e vagy sem.)

Egy vadasz 30 méter tavolsdgban felfedez egy rékat és ralo. Ha a roka ezt tuléli,
akkor 10 m/s sebességgel prébal menekiilni. A vaddsz 3 méasodpercenként tjratolt
és 16 a rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy (szerencsés esetben) a roka el
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3.39.

3.40.

3.41.

3.42.

nem tinik a latohataron. A vadasz taldlati valdszinlisége a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, a kévetkezo képlet szerint P(a vadész eltaldlja az  méter ta-
volsagban levé rékat)= 67522 (z > 30). Ha taldlat is éri a rékat, nem biztos, hogy
fatalis: az egyes taldlatokat (fliggetleniil azok szamatol) a réka 1/4 valdszintiséggel
taléli. Mi a valdszintisége annak, hogy a roka tléli ezt a kellemetlen kalandot?
Megjegyzés: A feladatot nyilvan matematikusok talaltak ki matematikus didkok-
nak. Miért rossz modellje ez a rékavadaszatnak?

Adott egy (végtelen térfogati) urnank és végtelen sok N = {1,2,3,...} elemei-
vel szamozott golyénk. Az urna eredetileg iires. Ejfél elott egy perccel fogjuk az
1,2, ...,10 szamu golyodkat, behelyezziik 0ket az urnaba, az urnat jél 6sszerdzzuk,
majd véletlenszeriien kihizunk az urnabdl egy golyét, amit elhajitunk. Ejfél elott
fél perccel fogjuk a 11,12, ..., 20 szamu golydkat, behelyezziik 6ket is az urnaba, az
urnat jol osszerdzzuk, majd véletlenszertien kihtizunk az urnabdl egy golydt, amit
elhajitunk. ...... Ejfél elétt 27" perceel fogjuk az 10n +1,10n + 2,...,10(n + 1)
szamu golyokat, behelyezziik 6ket is az urnaba, az urnat jél Osszerazzuk, majd
véletlenszertien kihizunk az urnédbdl egy golydt, amit elhajitunk. Es ezt igy foly-
tatjuk éjfélig.

Bizonyitandé, hogy éjfélkor az urna 1 valdszintiséggel iires lesz.

Viélasszunk taldlomra egy szamot az {1,2,3,...,n} halmazbdl, egyenletes elosz-
lassal. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a kivalasztott szdm a p prim szdmmal
oszthato.

(a) Mutassuk meg, hogy ha py, pa, . .., pr primek és az n szdm oszthaté py, pa, . . .,
pr-val, akkor az A, , A,,,..., Ay, események (teljesen) fliggetlenek.

(b) Jeloljiik C,,-el azt az eseményt, hogy a véletlenszertien kivalasztott szdm n-hez
relativ prim. Bizonyitsuk be, hogy

PC)= ][] (1—%).

p prim, pn

Iszakos Ivan a nap 2/3 részét kocsméban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van,
és Ivan nem vélogatos, azonos eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindu-
lunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk, de nem talaltuk. Mi a
valészintiisége annak, hogy az 6todikben ott lesz?

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagon a fitk két kategéridba
oszthatdak: 2/3-uk udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias fitik az esetek 90%-
aban engedik elore a lanyokat az ajtéban, az udvariatlanok viszont csak az esetek
20%-aban. Lattam, hogy Jancsi elére engedte Juliskdt, Jutkat viszont nem.
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(a) Mennyi annak a val6szintisége, hogy Jancsi az udvariatlan kategéridba tarto-
zik?
(b) Mennyi annak a valdészintisége, hogy ezek utdn Jancsi Erzsit is elére fogja

engedni?

3.43. Sarkanyfoldon az n feji sarkany

6
Pn = ( ) 077t 0.37
n—1

valdszintiséggel fordul el§ (n = 1,2,...,7). Egy sarkany fejeinek levdgdsa veszélyes
miivelet: az ember minden fejét egymadstdl fiiggetleniil 90% eséllyel tudja levagni,
és ha ez nem sikeriil, akkor a sarkany megeszi az embert.

(a) Elém keriil egy sarkany, de a nagy kodben nem latom, hogy hényfeji. Mi az
esélye, hogy tilélem a taldlkozast?

(b) Tegyiik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de még mindig nem
latom, hogy maradt-e feje. Ilyen helyzetbdl mekkora valdszintiséggel élem til
a harcot?

(c) Csata utan taldlkozom a cimbordmmal, aki szintén legy6zott egy sarkédnyt.
Ezt figyelembe véve mi a valdszintisége, hogy hétfejtivel volt dolga?

3.44. Aldbb egy aramkor, ahol mindegyik kapcsold egymastdl fiiggetleniil 1/2 — 1/2 va-
16szintiséggel van nyitva vagy zarva.

Mi a valdszintisége, hogy A-tél B-ig aram folyhat ezen az aramkoron? Vélaszoljunk
szamolas nélkiil (is), szimmetridk segitségével!
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4. fejezet

Diszkrét valdsziniségi valtozok

4.1. A silyfiiggvény

Egy véletlen kisérletnek sokszor van valami szamszerti kimenetele. Ezt fogja meg a
kovetkezo definicio:

4.1. Definicié Tekintsiik az (Q, F, P) wvaldsziniiségi mezét. Egy X : Q — R (esetleg
Q — C) mérhetd figguényt valosziniiségi valtozénak nevezink.

Egy ilyen fiiggvény tehdt elemi eseményekhez szamokat rendel. Az absztrakt defini-
cién tul a valészintiségi valtozora dltaldban egyszeriibb tgy gondolni, mint egy véletlen
szamra, és sokszor csak nagybetiikkel jeloljiik majd ket (pl. a definiciéban szereplét csak
X-el).

Egy valészintiségi valtozo kapcsan az elsé kérdés mindig az, hogy milyen lehetséges
értékei vannak. Ebbdl a szempontbdl a legegyszeriibb esettel kezdiink:

4.2. Definiciéo Egy valoszintiségi valtozot diszkrétnek neveziink, ha véges sok vagy meg-
szamldalhatoan végtelen sok értéket vehet fel.

Hacsak mashogy ki nem irjuk, az X diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékeinek
halmazét {x;};-vel fogjuk jelolni, ahol i = 1,2, ..., n, ha a valésziniiségi véltozé n
értéket vehet fel, vagy ¢+ = 1, 2, ... ha megszamlalhatéan végtelen sok értéket vehet fel.
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4.3. Példa Hdrom szabdlyos érmét dobva legyen X a kapott fejek szama. Ekkor

rO 3 <1>0 (1)3 1 16szintiséaael
=) - (=) = = valdsziniiséqgge
, 0 5 5 3 gget,
3 N /1N2 3 L,
1, ) <_> . (—) = — waldsziniiséggel,
1 2 2 8
X =
3 N2 /1N 3 L,
2, ) (_> . (—) = — waldsziniiséggel,
2 2 2 8
5 3 (1)3 (1)0_1 1ssintiséanel
3 (5 5 5) =g valdszindséggel.

A diszkrét valészintiségi valtozot a kiilonbozo értékeinek valészintiségeivel jellemezhetjiik:

4.4. Definicié A diszkrét valdszindségi vdltozo eloszlésa vagy (valdsziniiségi) sulyfiigg-
vénye egy p : R — [0, 1] fiiggvény, melynek értékei

p(z;) = P{X = x;}, s
p(z) =0, ha x # x1, za, . ...

A masodik egyenletet sokszor magatol értetédonek tekintjiik és nem irjuk ki kiilon. Mivel
az {X = x;}; események teljes eseményrendszert alkotnak, minden silyfiiggvényre igaz,

hogy

p(x) >0, ZP(%) = 1. (4.1)
Megforditva, barmely p : R — [0, 1] fiiggvényhez, mely egy megszamlalhat6 {x;}; hal-

mazzal (4.1)-t kielégiti, 1étezik valdsziniiségi valtozo, mely az x; értékeket veheti fel, és
p a sulyfiiggvénye.

4.5. Példa Legyen A\ > 0 valds. Milyen c érték mellett lesz
1=0,1,2, ...

egy sulyfigguény? Ebben az esetben szamoljuk ki a P{X = 0} és a P{X > 2} valdszini-
ségeket.

A megadott p fiiggvény ¢ > 0 esetén nemnegativ, csak az egyre 0sszegzddést kell ellen-

oriznink:
Al
E p(i E =c-et=1,
Z'
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amibdl ¢ = e~ *. Ezért

A0 ,
a = e_)‘, es

P{X>2}:1—P{X§2}:1—P{O{X:i}}zl—iP{X:z‘}:

‘ B )\z B )\2
:1—219(@):1—2;(3 Y=l *-<1+>\+7>.

=0 i=

P{X =0} =p(0) =e*-

Figyeljiikk meg, hogy a komplementumképzéssel el tudtunk keriilni egy végtelen szumma-
zast.

Az eloszlasok legfontosabb jellemz6i a varhato érték és a széras. Mielott a targyala-
sukra ratériink, itt egy, a sulyfiiggvényhez kozvetlenebbiil kapcsolodd mennyiség:

4.6. Definicié Az X wvaldsziniiségi vdltozo moédusza a lequaldszinibb értéke, vagyis az
az x; érték, melyre p(x;) mazimdlis.

Konnyen lathatd, hogy ilyen x; mindig 1étezik, viszont nem mindig egyértelmii.

4.2. Varhato érték, szoras

4.7. Definicié Legyen X eqy diszkrét valoszintiségi vdltozo. Ha a sulyfiiggvénye olyan,
hogy Y. |xi| - p(x;) = oo, akkor azt mondjuk, hogy nem létezik varhato értéke. Ellenkezd

esetben X varhato értéke
E(X) = Zml - p(xy).

A varhato érték nem mas, mint egy silyozott atlag. A valdszintiség relativ gyakorisdg
felfogasat elfogadva kénnyen meggyozhetjiik magunkat, hogy sok kisérletet elvégezve és
a kapott véletlen értékeket kiatlagolva koriilbeliill E(X)-et kapunk (anndl pontosabban,
minél tobb kisérletet végeztiink). Végiil pedig az is nyilvanvald, hogy a stlytalan ridra
Ty, Tg, ... helyeken rogzitett p(xq), p(xs), ... silyokbdl 4ll6 rendszer:

p(z1) p(z2) p(z3) p(xyq)
® /\ ® .
an:1 E (:X ) zo m’g 1::4

tomege 1, és tomegkozéppontjanak helye E(X). A vérhaté érték és a médusz dltalanos
esetben nem esik egybe, ne keverjiik 6ket.

4.8. Példa Legyen X egqy szabdlyos dobokocka dobdsdval kapott szam. Mi a vdrhato
értéke?
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Mivel p(i) =1/6,i=1,2, ..., 6,

Mint latjuk, a varhaté érték nem feltétleniil egy lehetséges értéke X-nek.

4.9. Definicié Legyen E eqy esemény. Az ¢ indikatorvaltozodja

I 1, ha E bekivetkezik,
B 0, ha E° kovetkezik be.

4.10. Példa Hatdrozzuk meg eqy indikdtorvdltozo vdarhato értékét.

E(Ip) =0-P{Iz =0} +1-P{Iy = 1} = P{I; = 1} = P{E}.

4.11. Allit4s (valészintiségi valtozé fiiggvényének varhaté értéke) Legyen X egy diszk-
rét valosziniségi vdltozo, és g eqy R — R fliggvény. Ekkor

- Zg(l’z‘) - plwi),

amennyiben ez az 0sszeq létezik.

Bizonyitds. Y := g(X) egy diszkrét valdszinliségi valtozd, {y;}; = {g(z;)}; lehetséges
értékekkel. Ezért, amennyiben létezik,

Blo(X)] = BI) =3y PV =uk =3 s P L U X =a}}=

(wi)=y;

:Zyj Z P{X =i} ZZ/J Z px) =

i:g(xs)=y; i:g(xi)=y;
=> > yple) =) Z pz:) =Y g(@:)p(a:).
J i 9(331) Y5 Joi: gCC,) =Y; { D

4.12. Kovetkezmény (a varhaté érték linearitdsa, els6 verzid) Legyenek a, b rigzitett
valos szamok, X pedig eqy diszkrét valosziniségi valtozo véges varhato értékkel. Ekkor

E(aX +b) =a-E(X) +b.

Szoban kifejezve: a varhato érték felcserélhetd az affin transzformacidkkal.

o7



Bizonyitas.

E(aX +0b) :Z(awi—l—b)-p(xi) :a-in-pi—l—b-Zp(a:i) =a-E(X)+0b. -

)

Egy valdszintiségi valtozo hatvanyfiiggvényeinek varhato értékei annyira fontosak, hogy
kiilon neviik is van:

4.13. Definicié Amennyiben létezik, eqy X wvalosziniségi vdltozo n-edik momentuma
E(X™), és n-edik abszolit momentuma E(|X|™). A tovdbbiakban gyakran csak EX™-t
irunk E(X™) helyett, vagy E|X|"-t E(|X|™) helyett.

Nagyon fontos, hogy altaldban E(g(X)) és g(E(X)) kiilonb6z6 mennyiségek. gy példaul
degenerdlt esetektdl eltekintve EX™ # (EX)", ha n # 1.

A varhato érték a valdszinliségi valtozo atlagos értékét jellemzi. Taldn a kovetkezo
legjellemzobb informacié annak mérészama, hogy a valtozdé mennyire szokott eltérni a
vérhaté értékétél. Ennek legegyszeriibb mérészama E|X — E(X)| lenne. Az abszolit
érték miatt azonban ennek kezelése nehézkes. Hasznosabbnak bizonyult a kévetkezo
definicio:

4.14. Definicié Amennyiben létezik, eqy valosziniiségi vdltozo szérasnégyzete
D*(X) := B[(X — B(X))"].

szorasa

D(X) = /E[(X ~E(X))2].

A gyokvonds mindig lehetséges, mert a szordsnégyzet sosem negativ. Itt most részletesen
zaréjeleztiik a mennyiségeket, de gyakran csak D?X = E(X —EX)2t fogunk frni. Ahogy
feljebb is megjegyeztiik,

D’X =E(X -EX)*# (E(X -EX))* =0, ¢
DX = VE(X —EX)2 #E/(X — EX)2

Figyeljiik meg, hogy D?X épp a varhato értéknél mutatott stlytalan ridra x;, xo, . ..
helyeken rogzitett p(z1), p(xz), ... sulyokbdl all6 rendszer témegkozéppontra vonatkoz-
tatott tehetetlenségi nyomatékaval egyezik meg.

4.15. Példa Legyen

valosziniiséqggel,

valosziniséggel;

<

I

QO

>.<

I
N~ DN~

1
100, 3 valdszinidséggel,

1
\ —100, 5 valdsziniséggel.



Ekkor EW = EY =EZ =0, ésW —EW =0,Y —EY = +1, Z7 - EZ = £100, igy
DW =0, DY =1, DZ = 100. Itt tehdt jol latjuk, hogy a szords azt méri mennyire tér
el a valosziniiséqgi valtozo a vdrhato értékétol.

A kovetkez6 egyszerti formula gyakran célravezetébb a szoras szamolasdhoz, mint a de-
finicio.

4.16. Allitas Amennyiben létezik, egy valosziniségi valtozo szordsnégyzete dtirhato a
D’X = EX? - (EX)?
alakba.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a varhatd érték linearitasat hasznaljuk (pontosabban egy
picivel tébbet, de ez pontosan ugyanigy bizonyithatd).

D’X = E(X — EX)? =E[X? - 2XEX + (EX)*] =
=EX? -2EX -EX + (EX)?=EX? - (EX)>. O

4.17. Kovetkezmény
EX? > (EX)?,

a Jensen-egyenlétlenség specidlis esete (és a Cauchy-Schwarz egyenlStlenségé (7.2/. dl-
litas) is).

4.18. Példa Legyen X eqy szabdlyos dobdkocka dobdsdval kapott szam. Mi a szordsa?

Eloszor a masodik momentumot szamoljuk:

0 5001 91
i=1 i=1

91 7\2 35
— 2 _ 2 e _— — = _
DX = VEX? - (EX)? =/ (2) V5 =L

A dobdkocka tehat varhatéan 3.5-6t mutat, és ettol koriilbeliil 1.71-el szokott eltérni.

Ezért

4.19. Példa Hatdrozzuk meg eqy indikdtorvadltozo szordsnégyzetét.

Elészor vegyiik észre, hogy az I indikator csak 0 vagy 1 értéket vehet fel, ezért Ip = I%.
Ezért erre a specialis valészintiségi valtozéra

D?Ip = EIz — (El)? = Elp — (Elg)* = P{E} — P{E}* = P{E} - (1 - P{E}).
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4.20. Allitas (a szérés NEMlinearitdsa) Legyenek a és b régzitett valds szdmok. Ekkor
D*(aX +b) = a* - D?X, azaz  D(aX +b) = |a|-DX.
Bizonyitas. Definici6 és a varhato érték linearitasa szerint

D*(aX +b) = E[aX +b— E(aX +b)]> = E[aX — adEX]? =
=E(¢’ [ X —EX]?) =d’-E[X — EX]” = - D’X. O

4.3. A binomialis eloszlas

A kovetkezokben néhany alapvetden fontos diszkrét valészintiségi véaltozo-tipust targya-
lunk. Ezek koziil az els6 a binomialis eloszlas:

4.21. Definicié FEgymas utan n darab fiiggetlen kisérletet végziink, melyek mindegyike p
valosziniséqggel sikeril, 1 — p valésziniséggel nem sikeril. Legyen X a sikeres kisérletek
szama. Ekkor X binomidlis eloszlasi, amit X ~ Binom(n, p)-vel fogunk jelolni. Az
n = 1 specidlis esetben eqyetlen kisérlet indikatorvadltozojarol van szo, melyet ebben a az
esetben Bernoulli vagy bindris eloszlasunak is neveznek.

A binomidlis eloszlas stlyfiiggvényét a 3.23. példdban mar meghataroztuk:

4.22. Allitas Legyen X ~ Binom(n, p). Ekkor X sulyfigguénye

pi) = P{X =i} = (?)pi(l —p) i=0,1,..., n

Megjegyezziik, hogy ez a formula minden egész i-re igaz, mert (1.3) értelmében a bi-
nomialis egyiitthaté nullat ad a fentiektdl eltérd esetekben. A (4.1) tulajdonsdgot a a
binomidlis tétel (1.11. tétel) biztositja.

4.23. Példa Egy barkdcsbolt 10-es csomagokban drusitja a csavarokat, melyek eqgymdstol
fiiggetlentil 0.01 valdsziniséggel hibdsak. A bolt garancidt vallal arra, hogy eqy csomagban
legfeljebb eqy hibds csavar van. A dobozok hdny szdzaléka nem felel meg a garancidnak?

A feladat szerint a hibas csavarok szama egy dobozban X ~ Binom(n, p). A vélasz tehét
P{X>2}=1-P{X=0}-P{X=1}=
10 10
=1- (0) -0.01°-0.991° — ( ) ) -0.01' - 0.99° ~ 0.0043,
vagyis a dobozok koriilbeliil 4 ezreléke nem felel meg a garancianak.
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4.24. Allitas Legyen X ~ Binom(n, p). Ekkor
EX =np és D%X = np(1 —p).

Bizonyitds. A sok lehetséges mddszer koziil itt egy sok kiilonb6z6 helyzetben alkalmaz-
hatét mutatunk be. A feladat az

EX — iﬁ CL)Z P = p)n

Osszeg meghatarozasa. Ennek céljabdl -t %tih:l alakba irjuk, hiszen %t" = 7-t'71, tehat
t = 1 helyettesitéssel i-t kapunk. Felhaszndlva a derivalt linearitasat és a binomidlis

tételt,
" /n\ d . . )
EX = — i,y (1 — )i =
;0 (2) o =1 - P’ (L — p)

(e )

1=0

t=1

= E(tp +1=p)"=1 =n(tp+1—p)" " plier = np.

A szorasnégyzethez masodik momentumra lesz sziikségiink. A fenti tritkkkot most az
L/ 2 . , . .1
i(i — 1) = <5t'|,_; formdban tudjuk alkalmazni. Igy

BX(X -1 = En: (T-L>i(i 1) p(l-p" =

]

=0
= d? . : ,
=2 (ZL> qal = PP =
=0
d2 - ) % n—i
= (X (7)) -

d2
=3P +1-p)"=1 =
=n(n—1)(tp+1-p)" 2 p’lizs = n(n — 1)p*.
Ezért
D’X =EX? - (EX)’ =E(X* - X)+EX — (EX)* =
=EX(X - 1)] +EX — (EX)? =n(n— 1)p* +np — (np)? = np(1 — p).

A masodik egyenloségnél egy, a 4.12. kovetkezményhez hasonlbéan ellendrizhetd linearitasi
tulajdonsagot hasznaltunk fel. m
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4.25. Allitas Az n, p paramétert binomidlis eloszlds mddusza |(n + 1)p]| (alsé egész-
rész). Amennyiben (n+1)p egész szam, akkor (n+1)p—1 és (n+1)p egyardant moduszok.

Bizonyitds. Hogy ne keverjiik a p paraméterrel, a silyfiigvényt px-el fogjuk jelolni. Le-
gyen 0 < ¢ < n, ekkor

px() _ (P -p""  (n—itlp (4.2)

px(i—=1) ()1 —pn=+t (1= p)
Ezért az aldbbi egyenldtlenségek ekvivalensek:

px (i) > px(i—1)
px (i)
(n—i+Lp
i(1—p) =
(n+1)p=>1
L[(n+1)p| > 1.

Ezért px (i) addig novekszik, amig i el nem éri |(n + 1)p]-t, ezutdn csokkenni kezd.
A levezetésbdl az is latszik, hogy px(i) = px(i — 1) pontosan akkor teljesiilhet, ha
i = (n+ 1)p (aminek az is feltétele, hogy (n + 1)p egész legyen), ilyenkor két mddusz
van. O

A kovetkezd tétel megalapozza a valosziniiség relativ gyakorisag értelmezését. Végez-
ziink n darab fiiggetlen kisérletet, melyek mindegyike p valészintiséggel sikeriil, 1 — p va-
16szintiséggel nem sikeriil, a sikeres kisérletek szamat X-el jeloljiik, igy X ~ Binom(n, p).
A sikeres kisérletek relativ gyakorisiga X/n, és a tétel pontosan azt mondja, hogy sok
kisérletet végezve ez nagy valésziniiséggel kozel van az egyes kisérletek sikereinek p va-
16szintiségéhez:

4.26. Tétel (Bernoulli nagy szamok torvénye) Legyen 0 < p < 1 régzitett, és adott n
mellett X ~ Binom(n, p). Ekkor minden ¢ > 0-ra

lim P{)E —p‘ > 5} =0.

n—oo n

A Nagy szamok torvénye kiilonb6zo koriilmények kozott, tobb verziéban is bizonyithato,
a jegyzet vége felé lesz sz6 ennek a tételnek dltaldnositdsairdl (8.7. tétel).

Bizonyitds. Az egyszeriség kedvéért a bizonyitas soran a ¢ = 1 — p roviditést hasznaljuk.
Legyenek r > (n+ 1)p és k > 1 egészek. Ekkor (4.2)-t folytatva a sulyfiiggvény értékek
hanyadosara

n JR—
r+k

px(r+ k) _n—r—k—|—1'2<
>

n—r p
= =: K.
px(r+k—1) r+k

r q

<

=
Q3
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Az itt definidlt K szam kisebb egynél, mivel

K= (Do1) D (1) B D

r q n+1 n+1)p ¢
n—nptl-p p_(@+1)-(1-p) p_,
(n+1)p q (n+1)p q
Ezt felhaszndlva
P{X >r}= pr(r+k) =

k=0
— 1 2 k

=Y () XD el el
— _px(r)  px(r+1)  px(r+k—1)

k darab

— 1— K" py(r)

< KR = . < .

< ;px(r) px(r) 4 ST %

Kovetkezik px(r) becslése, melyhez a 4.25. &llitast hasznaljuk. A feltevésiink szerint
r > (n+1)p, ezért r > |(n+ 1)p], tehat | (n+ 1)p]| és r kozott a sulyfiiggvény csokkend.
Igy minden |(n+1)p] <i < resetén px(r) < px(i), ezért egy viszonylag durva becsléssel

L= px(D)> > px()> >  px(r)=
i=0 i=[(n+1)p] i=|(n+1)p]

= (r —[(n+1)p| + 1) px(r) >
> (r—(n+1p+1) px(r) > (r —np) - px(r), azaz
1

r—mnp

px(r) <

Ezt és K definiciéjat felhasznalva folytathatjuk a valdészinliség becslését:

1 1 rq
P{X > < . — )
{ _T}_r—np 1——";”-’5’ (r —np)?

Adott € és p mellett elég nagy n-re ne > p mar teljesiil, és ekkor élhetiink az r = [np+ne]|
(fels6 egészrész) valasztassal a fenti becslésben, tehat

X
P{——p>5}:P{X>np+na}§P{X2 [np + nel} <
n

[np + nelq

np +ne+1
< p )q _ pq L4 a
((np+n51 —np)

! =2 .
n2e? e2n  en  e2n?

2_
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A bizonyitas befejezéséhez sziikségiink van X als6 becslésére is. Ehhez vegyiik észre, hogy
Y :=n — X, a sikertelen kisérletek szdma ~ Binom(n, ¢q). Ezért az eddigiek alapjan

X -Y -Y
P{——p<—e}:P{n —p<—€}:P{—+1—p<—€}=
n n

n

Y
LT e
n £°n En e“n

Végiil tehat

X X X
P{)——p‘>€}§P{——p>€}+P{——p<—€}§

n n n
<2pq 1 1 < 1 +1 1

(4.3)

e2n ' en  e2n? T 2e2n  en  e2n?’
ahol a legutolsé 1épésben kihasznédltuk, hogy pg = p(1 — p) nem lehet nagyobb 1/4-nél.C]

Vegyiik észre, hogy a tételnél tobbet bizonyitottunk: barmely ¢ > p/n-re (4.3) igaz. Ha
példdul € = e(n) n-nek fiiggvénye, és elég lassan csokken ahhoz, hogy £(n) - v/n — oo,
n—o0

még mindig igaz lesz, hogy

P{‘% —p‘ > 5(n)} — 0.

n—o0

Alkalmazasként bebizonyitjuk Weierstrass approximacios tételét:

4.27. Tétel (Weierstrass approximéacios tétel) Legyen f : [0, 1] — R folytonos fiigg-
vény. Ekkor minden € > 0-hoz létezik n < oo és B, (x) n-edfoki polinom, hogy

sup |f(z) — Bu(x)] < e.

Bizonyitds. Adott x € [0, 1]-hez legyen X ~ Binom(n, x), és definidljuk a

o= ()] =S (2) ()

x-ben n-edfoku Bernstein-polinomot. f folytonos egy zart intervallumon, ezért korlatos,
és a Heine tétel alapjan egyenletesen is folytonos. Ezért £/2-hoz van olyan § > 0, hogy
|f(z) = f(y)] <e/2minden 0 <z, y < 1, |z — y| < 0 esetén. Ezzel a d-val

|f(z) = Bu(z)| = |f(2) = E[f(X/n)]| = [E[f(z) - F(X/n)]| <
< |[B[(f(2) = f(X/n)) - 1|z — X/n| > 6}]|+
+[E[(f(2) = f(X/n)) - |z — X/n| < 0}]| <
<2M -P{lz — X/n| > 0} +¢/2,
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ahol az utolsé 1épésben az els6 tagban f-et a [0, 1]-en felvett M maximumaéval becsiiltiik,
a masodik tagban pedig az egyenletes folytonossagot hasznaltuk és azt, hogy az indikator
sosem nagyobb 1-nél. Most (4.3)-at hasznalva kapjuk, hogy

1
202n + on + 0%n?

[F(@) = Bu(w)| < 20 | +er2.

Adott e-hoz és a hozzd vélasztott d-hoz van olyan nagy n, hogy a jobb oldal e-nal kisebb
legyen, ami bizonyitja a tételt. O]

4.4. A Poisson eloszlas

4.28. Definicié Legyen \ > 0 rigzitett. Az X wvaldsziniiségi viltozo Poisson eloszlasi A
paraméterrel (X ~ Poi())), ha nemnegativ egész értékeket vehet fel, és

)\i
P{X:i}:p(i):ﬁ-e_A, i=0,1,.2, ...

E fiiggvény sulyfiiggvény voltat a 4.5. példdban mar lattuk.
A Poisson eloszlas 1étjogosultsagat javarészt az alabbi tétel adja:

4.29. Tétel (a binomidlis eloszlds Poisson approximaciéja) Legyen A rdgzitett, és min-
den n-re Y, ~ Binom(n, p(n)), ahol a p = p(n) paraméter olyan, hogy n - p(n) — .
n—oo

Ekkor'Y,, eloszldsa a Poi(\) eloszldshoz tart: minden i > 0-ra

)\i
lim P{Y, =i} = 5 e,
(2

n—oo

Bizonyitds. A rovidség kedvéért p(n) hasét elhagyjuk.

(1-p)
(I—p)*

A szogletes zardjelekben szereplo tagokbdl i darab van, és mindegyik A-hoz tart. A tort
szamlaloja

PO = b= (1) = = ol = 00— i 1]

1 n
L—p)t= <1 — —) — e
( p) 1/p n—00
az ismert
. 1\an c . Qp,
lim (1 + b_> = e°, amennyiben a, — 00, b, = o0, ™ —c
n—oo n n
Osszefiiggés miatt. A tort nevezije pedig 1-hez tart, mivel p — 0 és i rogzitett. O]
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A tétel feltételei azt jelentik, hogy egymastdl fiiggetlen, nagy szamu de igen valdszintitlen
kisérletet végziink. A kisérletek szama és a valdszintitlenség tgy viszonyulnak egymés-
hoz, hogy varhatéan EY,, = n - p(n) ~ X\ darab sikeres kisérletiink lesz. Ekkor a sikeres
kisérletek szdma Poi(\) eloszlassal kozelithetd. Megjegyezziik, hogy a tételnek altalano-
sitdsai is vannak arra az esetre, amikor a kisérletek gyengén fiiggenek egymdstol, és/vagy
nem egyforma (de pici) valdsziniiségiiek.

4.30. Allitas Legyen X ~ Poi(\). Ekkor
EX =D’X =\

Bizonyitds. A Poisson eloszlas k-adik faktoridlis momentumdt konnyen szamolhatjuk:

EMZLX—1)~LX—k+1ﬂ:iii(r—m~-@—k+n-M-é“:

il

=Y i (=D (i—k+1) 5ot =
i=k b

_ - >‘i A __ koo >‘j -\ __ \k
LRI Rt
i=k 7=0

Ezért EX = )\, és
D’X =EX? - (EX)*=E[X(X - 1)]+EX —(EX)*= )M+ )X- )\ =\ O]
A Poisson approximaciés tétel alapjan ez az eredmény nem meglepd, hiszen ha Y, ~
Binom(n, p), ahol np — A, akkor EY,, = np — X és D?Y,, = np(1 — p) — X. A bino-
n—oo

midlis eloszlasnal megismert modszerrel konnyen bizonyithatd, és szintén nem meglepd,
hogy

4.31. Allitdas A Poi(\) eloszlds médusza | N|. Amennyiben \ egész, akkor X és A — 1
egyardnt moduszok.

4.32. Példa Szintén a Poisson approximdcios tétel alapjin Poisson eloszlassal igen jol
kozelithetok a kovetkezo valosziniiségi valtozok:

e Sajtohibdk szama egy oldalon: minden beti pici valdsziniiséggel van elgépelve, de a
tobb ezer beti kézil varhatoan néhdany esetben azért lesz hiba.

e Fqgy nagyvdros 100 év feletti lakosainak szima. A sok lako kis eséllyel éri meg a
100 éves kort.

e Fqy telefonos tigyfélszolgdlatra egy nap befuto hivisok szama. A szolgdltatonak sok
tgyfele van, akik mind pici valdsziniiséggel telefondlnak eqy adott napon.
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e Fgy postahivatal tgyfeleinek szama egqy napon.

4.33. Példa Egy kinyvben oldalanként dtlagosan 1/2 sajtéhuba van. Mi a valdsziniisége,
hogy a kovetkezd oldalon legaldbb hdarom lesz?

Az egy oldalon lev6 sajtéhibak X szama Poisson eloszlasu, és tudjuk, hogy EX = A =
1/2. A vélasz tehét

P{X>3}=1-P{X<2}=1-P{X=0}-P{X =1} -P{X =2} =

1/2)° 1/2)! 1/2)?
:1_%.6—1/2 ( {') -e_l/Q—%ﬁ_lsz.OM.

A Poisson approximacié a valészintiségi valtozo kis értékeinek valoszintiségeire n ~ 10
koriil kezd a gyakorlatban miikodni.

4.34. Példa Egy dobozban 10 csavar van, melyek mindegyike 0.1 valosziniiséggel hibas,
eqymdstol fliggetlenil. Mi a valoszinisége, hogy a dobozban legfeljebb eqy hibds csavar
lesz?

Legyen X a hibés csavarok szama, ekkor X ~ Binom(n, p). Az egzakt valasz
10 10
P{X <1} = (0) 0.1°.0.9" + (1) 0.1+ 0.9° ~ 0.7361.

Poisson approximéaciéval A = np = 10 - 0.1 = 1 paraméterrel ugyanerre a kérdésre a

1t
P{Xgl}f:a'e —i-?'e ~ 0.7358

valaszt kapjuk.

4.5. A Poisson folyamat

A Poisson folyamat definidlasahoz sziikségiink lesz a kovetkezo fogalomra:

4.35. Definicié Egy g : R — R fiigguény h-ban kis ordo h* azaz g(h) = o(h*) amikor

h — 0, hogyha
. g(h) _
e =0

Példaul h? = o(h), de h # o(h), és Vh # o(h). Egy fiiggvény h-ban o(1) amikor h — 0
pontosan akkor, ha nulldhoz tart nullaban.
Ebben a részben idoben lezajlé véletlen eseményeket fogunk tekinteni.
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4.36. Definicié (Poisson folyamat) Legyen A > 0 régzitett, és tekintsiink iddben beko-
vetkezd véletlen eseményeket, melyekre

1. adott h hosszusdgu idointervallumban eqy esemény bekovetkezésének valoszinisége

A-h+o(h);

2. adott h hosszusdgu idointervallumban kettd vagy tébb esemény bekivetkezésének
valdszinisége o(h);

3. diszjunkt iddintervallumokban bekdvetkezo események szama fiiggetlen valoszinidségi
valtozok.

Ekkor az események beérkezése egy Poisson(\) folyamat szerint torténik.

A Poisson folyamat egy viszonylag természetes definiciéja olyan eseményeknek, melyek
idében fiiggetleniil, valamilyen stirtiséggel térténnek.

4.37. Allitas A Poisson(\) folyamatban egy adott t hosszusagu intervallumban bekovet-
kez6 események N (t) szdma Poi(\ - t) eloszldsi.

Bizonyitds. Az altalanos eset helyett mi egy picivel kevesebbet bizonyitunk: feltessziik,
hogy a folyamat idében homogén, azaz annak valdszintisége, hogy egy h hosszisidgu
intervallumba 7 darab esemény keriil fiiggetlen attol, hogy hol van a h hosszisagu inter-
vallumunk.

Osszuk fel a t hosszisagu intervallumot n darab t/n hosszisagu kis intervallumra, és
definidljuk : =1, 2, ..., n-re az

E; = {az i. pici intervallum legaldbb 2 eseményt tartalmaz},

F; = {az i. pici intervallum pontosan 1 eseményt tartalmaz}

eseményeket. Ekkor

P{N(t) = k} = P{{N(t) = k}n (C) E)} + P{{N(t) — k)N (O E)}

i=1

Az els6 tag eltinik az n — oo hataratmenetben:

P{{N(t) — k)N (Cj E)} < P{QE} < iP{EZ-} - io(%) = o(t) — 0. (4.4)

A masodik tagot feltételes valoszintiséggel kezeljiik:

plivi =k n (UE) Y =p{vo=n| (Us)} p{(UE)} 4
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A feltétel azt jelenti, hogy mindegyik pici intervallum 0 vagy 1 eseményt tartalmaz.
Mivel az intervallumokban taldlhaté események szama fiiggetlen, e feltétel mellett annak
valészintisége, hogy egy adott intervallum 1 eseményt tartalmaz:

"N o P{F}}  X-t/n+o(t/n)
(L:J1 E) } = PRI Ej} = P{ES}  1—olt/n)

pi=P{F,

A feltétel mellett annak valésziniisége, hogy egy adott intervallum 0 eseményt tartalmaz
(ez pont az Ef — Fj esemény):

(U £)) - p{e (U £)} - p{r, (U B)}=1-p

Feltételiink mellett az Fj események még mindig fiiggetlenek. Ezzel belattuk, hogy a
feltétel mellett N(t) vagyis azon pici intervallumok szdma, melyekben pontosan egy ese-
mény van, Binom(n, p) eloszlasu a fent definidlt p-vel. Mivel

P{E; - F,

A-t/n4o(t/n) A+ o(t)
I —olijn) 1= o(t/n) me b

np=n-

a (4.5)-beli feltételes valdsziniiség egy Poisson valdszintiséghez tart:

k

lim P{{N(t) - k}‘ (O E)} _ (A;j!) LM

n—oo

Végiil (4.4) alapjan a (4.5) jobb oldaldn taldlhaté

p{(Us) }=1-P{UE|
i=1 i=1
valészintiség egyhez tart. A kiilonb6z6 tagokat Gsszeszedve

(A)F
w ¢

P{N(t) =k} = lim P{N(t) =k} =
n—oo
hiszen a bal oldal nem tartalmazott n-et. O

A Poisson folyamatnak sok egyéb szép definidlé és szarmaztatott tulajdonsaga van, me-
lyeket itt most nem részleteziink. Ez a folyamat kozponti jelentdségii a sztochasztikus
folyamatok elméletében. A Poisson folyamat és a megfelel6 Poisson eloszlas tobb dimen-
ziéra is kiterjesztheto.

4.38. Példa Poisson folyamattal jol modellezhetdk tobbek kozt
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legaldbb adott erdsséqgi foldrengések eldforduldsa;

radioaktiv sugdrzasok részecskéinek becsapodasa eqy detektorba,

esocseppek becsapoddsa eqy jarolapra;

fak elhelyezkedése az erdbben (sikbeli Poisson folyamat);

lathato csillagok elhelyezkedése az égbolton.
4.39. Példa Egy vdrosban dtlagosan 2 (nem til erds) foldrengés torténik hetente.
1. Mi a valoszinisége, hogy a kovetkezd két hétben legalabb 3 foldrengés lesz?

2. Mi a valdsziniisége, hogy t-nél tobbet kell varni a kovetkezo foldrengésre?

A feladat alapjan a foldrengések A = 2 paraméterti Poisson folyamat szerint torténnek,
hiszen N(1) ~ Poi(1 - A) alapjan EN(1) = A = 2.

(1) Tudjuk, hogy a kiévetkez6 két hétben N(2) ~ Poi(2 - 2) darab foldrengés lesz, igy
P{N(2)>3}=1-P{N(2) =0} —P{N(2) =1} - P{N(2) =2} =
O, 4 42

—_— - .o = 74—_. 74N
=1 0l e 1 e 5 e " ~0.76.

(2) Legyen T a kovetkezo foldrengésig eltelt id6. Ekkor

P{T >t} =P{N(t) =0} =eM=¢"%.

4.6. A geometriai eloszlas

4.40. Definicié Fliggetlen kisérleteket végziink, melyek mindegyike p valosziniiséggel si-
keril. Legyen X annak a kisérletnek a sorszama, amelyik eloszor sikeril. FEkkor X
geometriai eloszlast p paraméterrel (X ~ Geom(p)).

(Ez az "optimista” geometriai eloszlds definicidja, a "pesszimista” geometriai valtozo a ku-
darcokat szdmolja az els6 siker el6tt, tehét eggyel kevesebb, mint az optimista” véltozd.)
Nyilvanval6 a kovetkezo allitas:

4.41. Allitdas Ha X ~ Geom(p), akkor
P{X=n}=pn)=0—-p)" " p, n=12, ...

A geometriai sor Gsszegzésével konnyen lathatd, hogy ez valéban sulyfiiggvény.
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4.42. Allitas Legyen X ~ Geom(p), és k > 1 egész. Ekkor

P{X >k} =(1-pr"

Bizonyitds. A > (1 — p)"~! . p geometriai sor dsszegzésén kiviil ez onnan is jol lathato,
n=~k
hogy a jobb oldal annak valdsziniisége, hogy az els6é k — 1 kisérlet mind kudarcot vall.

Ez pedig pontosan az az esemény, hogy az elso sikerhez legalabb £ kisérlet sziikséges. []

A geometriai eloszlas egy érdekes tulajdonsaga a kovetkezo:

4.43. Allitas A geometriai eloszlds 6rokifju, azaz ha X ~ Geom(p), akkor minden k >
1, n>0-ra
P{X>n+k|X >n} =P{X >k}

Széban: feltéve, hogy az elsé sikeres kisérletre n-nél tobbet kell varni, annak valdszi-
niisége, hogy n utan még legalabb k kisérletet kell varni ugyanaz, mint ha legel6lrol
kezdenénk a kisérletsorozatot. Az allitds nem azt mondja, hogy P{X > n + k} egyenld
lenne P{X > k}-el, ez nyilvanvaléan értelmetlen volna!

Bizonyitds. A geometriai eloszlas jelentésébdl nyilvanvald, de az elozo6 allitasbdl is konnyen
adddik:

PX >n+k} _ (1—p)t!
P(X>n)  (1-p)

P{X>n+k|X >n}= =(1—-pft=P{X >k}

]

4.44. Allitas Legyen X ~ Geom(p), ekkor

1
EX=- é D°X=—
p p

Bizonyitds. Ismét a faktoridlis momentumokat konnyti szamolni:
k

d n
n-(n—l)---(n—kﬂrl):@t R
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igy 0 < tp < 1 esetén

EX (X-1)-(X—k+1]=> n-(n=1)--(n—k+1)-(1—p)" " p

Ebbsl EX = 1/p és

D?X =EX?— (EX)?=E[X(X - 1)]+ EX — (EX)? =2

4.45. Példa Egy urndban van N fehér és M fekete golyo. Visszatevéssel hiuzunk amig
az elsd fehér golyo a keziinkbe akad. Mi a valdszinisége, hogy k-szor huzunk? Mi a

= n-(n—=1)--(n—k+1)-(1—p)" " p

t=1

= %;(it"-(l—p)”‘l -p)

t=1

k
- gltk<1€p'1—t(11—p)>

—1 1
—kl-p-(1—p) T
g U

= o

t=1

huzdsaink szamdanak vdarhato értéke?

Mivel a golydkat hizdsok utén visszatessziik, minden hiizasndl p = N/[N + M| eséllyel
huzunk fehér golydt, az el6zé huzasoktdl fiiggetleniil. Az elsé fehér golyé huzasanak az

ideje Geom(p)=Geom( ) eloszlast, igy annak valdszintisége, hogy k-szor hizunk

M \k1 N
<N+M> N+ M

és varhatéan 1/p = [N + M]/N htizas sziikséges.
Roviden kitériink még két nevezetes diszkrét eloszldsra:
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4.7. A negativ binomialis eloszlas

4.46. Definicidé Fliggetlen kisérleteket végziink, melyek mindegyike p valosziniiséggel si-
keriil. Legyen X az ahhoz sziikséges hiuzdsok szama, hogy az r-edik sikeres kisérletet
lassuk. Ekkor X negativ binomidlis eloszlasu p és r paraméterekkel (X ~ Neg.bin(p, r)).

4.47. Allitas Legyen X ~ Neg. bin(p, r), ekkor siulyfigguénye

n—1
r—1

P{X:n}:p(n):( )-p”-(l—p)”"’“, n=r,r+1,....

Bizonyitds. Az az esemény, hogy az n-edik kisérlet hozza az r-dik sikert pontosan azt
jelenti, hogy az elsé n — 1 kisérletbdl r — 1 sikeriilt (ez egy binomidlis valdszintiség), majd
az n. kisérlet is sikeres lett (ennek valdszintisége p). Ez alapjan a stlyfiiggvény fenti
alakja adodik. O]

Megjegyezziik, hogy az X negativ binomialis valészintiségi valtozé az r-edik sikerre vald
varakozas ideje. Mint ilyen, varakozasi idék osszegeként is felfoghaté: legyen Y) az els6
sikerre valé varakozas ideje. Legyen Y; a varakozasi id6 az i-dik és az 1 —1-dik siker kozott,
2 <i<r. Ekkor X =Y, +Y5+ .- 4Y,, és az Y, valosziniiségi valtozok egymédstol
fiiggetlen (bar ezt a tulajdonsdgot csak kés6bb definialjuk) geometriai eloszldstak. Ebbdl
a szemszogh6l nem meglepd, bar csak kés6bb fogjuk ldtni a pontos okat (7.10. és 7.22.
példék), hogy

4.48. Allitas Legyen (X ~ Neg.bin(p, r)). Ekkor

1_
EX=2, DX-=r.—7
p p

4.8. A hipergeometriai eloszlas

4.49. Definicié Az erdé N 6ze kozil m-et megjeloltek. Az N 6z kozil most befogunk
n-et, mindegyiket eqyenld valoszintiséggel. Legyen X a megjelolt ézek szama a befogottak
kézott. FEkkor X hipergeometriai eloszlasu.

4.50. Allitas A hipergeometriai eloszlas sulyfiigguénye

PR IO
() ()
A sulyfiigguény nulla ott, ahol az 6zek valamilyen csoportja (megjeloltek-jeliletlenek ill.

befogottak-nem befogottak) negativ lenne, errdl a szdmldalé binomidlis egyitthatdi gondos-
kodnak.

P{X =i} =p(i) = (4.6)
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A két alak ekvivalens volta kozvetlen szamolassal, és kombinatorikai érveléssel is bizo-
nyithaté: X azt szamolja meg, hogy egy N elemii halmaz egy m és egy n méretli véletlen
részhalmazéanak hany kozos eleme van. (Gondoljuk meg, hogy X eloszldsdnak szempont-
jabol ezzel ekvivalens, ha csak az egyik részhalmaz véletlen.) Ezért a silyfiiggvénynek
szimmetrikusnak kell lennie az n és m paraméterek felcserélésére. Mas szdval befoghat-
nank el6szor az n 6zet, majd szabadon engedve 6ket megjelolhetnénk az N 6z koziil m-et
véletlenszertien; a befogott és megjelolt 6zek X szamanak eloszlasa ettél nem valtozna.
Bizonyitas nélkiil kozoljiik, hogy a fenti paraméterek mellett
nm nm [(n—1)(m—1) nm

Ex="" & D=2 o
N % N N_-1 ' N

A véarhaté értéket azért kiszamoljuk a 7.11. példaban.

4.9. Feladatok

4.1. 5 férfit és 5 not rangsorolnak egy vizsgan. Tegyiik fel, hogy nincs két egyforma
pontszam, és mind a 10! elrendezés egyforman valészinii. Legyen X a legjobb né
helyezése (példdul X = 1 azt jelenti, hogy a legjobb vizsgaz6 egy nd). Hatarozzuk
meg X eloszlasat.

4.2. Ot jatékos, A, B, C, D, E kozott véletlenszertien szétosztjuk a szamokat 1-t6l 5-ig,
ismétlodés nélkiil. Eloszor A és B mérkozik: akinek magasabb a szdama, tovabbjut.
Az igy tovabbjuté most C-vel mérkoézik, azutan a koziiliikk tovabbjutd D-vel, majd
az itt nyertes E-vel. Legyen X az a szam, ahany mérkozést A nyer. Hatarozzuk
meg X eloszlasat.

4.3. Egy csalddban n > 1 gyermek ap™ valdsziniiséggel van, ahol o < (1 — p)/p.

(a) A csalddok hényadrészében nincs gyermek?

(b) Ha a gyermekek egymadstdl fiiggetleniil egyforma eséllyel fiik és lanyok, akkor
a csalddok hényadrészében lesz pontosan k fit (és tetszoleges szamu lany)?

4.4. Harom kockaval dobva, mennyi a valdszinlisége annak, hogy a dobott szamok
osszege 10-nél nagyobb?
Megjegyzés: Ez volt a nyerés feltétele a XVII. szazadban divatos "passe dix” jaték-
ban.

4.5. Egy ketyere két kiilonb6z6 okbol romolhatott el. Az els6 ok ellenérzése E; forintba
keriilne, és ha valéban az a probléma, akkor a javitasa J; forint. Hasonléan, a
masodik ok ellenérzése F, forintba keriil, és ha az a probléma, akkor a javitds
Jo forint. (Ha viszont az el6szor ellenérzott oknal nincs probléma, akkor a mésik
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4.6.

4.7.

4.8.

lehetséges okot eldszor ellendrizniink kell, majd javitanunk.) Legyen p és 1 —p
annak valésziniiségei, hogy a ketyere az elso illetve a masodik okbdl romlott el.
Hatarozzuk meg, mely E, Es, Ji, Jo, p értékek mellett érdemesebb varhatdéan az
elsé okkal kezdeni az ellenérzést, és melyeknél a mésodik okkal.

4 buszon Osszesen 148 tanulé utazik. Az egyes buszok rendre 40, 33, 25 és 50
tanuldt szallitanak. Valasszunk ki véletlenszeriien egy tanulét; ekkor jeldlje X azt,
hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik a kivalasztott tanulét szallitja.
Viélasszunk véletlenszertien egy sofort. Y jelolje azt, hogy a sof6r buszan hany
tanulé utazik.

(a) Mit gondolunk, X vagy Y varhaté értéke nagyobb? Miért?
(b) Széamoljuk ki E(X)-et és E(Y)-t!
(c) Szadmoljuk ki D?(X)-et és D?(Y)-t is!

Egy nagy felmérés eredményeként kideriilt, hogy egy kézosségben csaladonként at-
lagosan 2.4 gyerek van, a gyerekeknek viszont atlagosan 1.55 testvériik van. Mennyi
a csaladonkénti gyermekszam szoérasa?

A és B a kovetkezd jatékot jatssza: A gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja majd B-
nek ki kell talalnia, melyik szamra gondolt A. Ha az A &ltal leirt szam ¢ és B jol
tippelt, akkor B i egységet kap A-t6l. Ha B melléfog, akkor 6 fizet A-nak %—t. Ha
B randomizélja tippjét, azaz p valdszinliséggel tippel 1-re és 1 — p valészintiséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, amennyiben

(a) az A altal leirt szdm az 1,

(b) az A &ltal leirt szdm a 2.

Milyen p érték maximalizélja B minimélis varhaté nyereményét, és mi ez a maximin
érték? (Figyeljik meg, hogy B varhaté nyereménye nem csak p-t6l fiigg, hanem
attdl is, hogy mit csindl A.)

Tekintsiik most az A jatékost. Tegyiik fel, hogy 6 is randomizalja a dontését, és g
valdszintiséggel gondol 1-re. Mennyi A varhaté vesztesége,

(a) ha B 1-re tippel, ill.

(b) ha B 2-re tippel?
Mely q értékkel tudja A minimalizalni a maximalis varhaté veszteségét? Mutassuk
meg, hogy A maximalis varhaté veszteségének minimuma egyenlé B minimaélis
varhato nyereségének maximumaval! Ezt az eredményt hivjdk minimax tételnek,

ami a jatékelmélet egyik alapveto eredménye, és altaldnosan el6szor Neumann Janos
fogalmazta meg. A kozos értéket a jaték értékének hivjak (B szdmara).
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4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

Egy gép véletlenszeriien valaszt 1 és 10 kozotti szamot, amit nekiink kell kita-
lalni, tgy, hogy kérdéseket tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel vélaszol.
Szamoljuk ki, varhatoan hany kérdést kell a gépnek feltenniink,

(a) ha csak rédkérdezhetiink, azaz azt kérdezziik, hogy ,A gondolt szdm i?” i =
1,2, ..., 10, illetve
(b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fennmaradé lehetséges

szamok korét.

(Szentpétervari paradoxon) Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik.
Ha az n-edik feldobas eredménye fej, akkor a jatékos 2™ forintot nyer. Mutassuk
meg, hogy a nyeremény varhaté értéke végtelen!

(a) Megéri-e egy jatékért 1 milli6 forintot fizetni?

(b) Megéri-e jatékonként 1 milli6 forintot fizetni, ha addig jatszunk, amig csak

akarunk, és a jaték befejezéskor van elszamolas?

Minden este tobb kiilonb6z6 meteorolégus josolja meg, mekkora valészintiséggel
fog holnap esni az es6. Hogy megitéljiik, mennyire jok a meteorologusok, a ko-

vetkezOképpen pontozzuk Oket: ha egy meteorolégus p valdszintiséggel josolt esot,
akkor

1—(1—p)* pontot kap, ha valéban esik mdsnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett idészakban mérjiik az egyes meteorolégusok atlagpontsza-
mat, és a legjobb elorejelz6 a legmagasabb pontszamot kapott meteorologus lesz.
Tegyiik fel, hogy az egyik meteorolégus tudja ezt, és maximalizalni szeretné atla-
gat. Ha azt gondolja, hogy p* valdsziniiséggel fog esni holnap, mekkora p értéket
érdemes jelentenie?

Legyen E(X) = 1 és D*(X) = 5, szdmoljuk ki

(a) E(2+4 X)-t és
(b) D*(4 + 3X)-t.

N egy nemnegativ egész értéki valdszinliségi valtozo. Mutassuk meg, hogy
E(N) =) P{N >i}.
i=1

(Tipp: SSP{N >i} =5 S P{N = k}. Es most szummacsere!)
i—1

i=1 k=1
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4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

N egy nemnegativ egész értéki valdszinliségi valtozo. Mutassuk meg, hogy

o0

D iP{N > i} = %(E(NQ) —~E(N)).

i=1

Egy m csaladbdl all6 kozosségben n; csalddban van i gyerek (> n; = m). Legyen
i=1
X egy véletlenszerlien valasztott csalddban a gyerekek szama. Valasszunk ki vé-

letlenszertien a »_ in; gyerek koziil egyet; jelolje Y azt, hogy a kivélasztott gyerek
i=1
csalddjaban hany gyerek van. Mutassuk meg, hogy E(Y) > E(X).

Véletlenszeriien elhelyeziink egy huszart egy iires sakktablara. Mennyi a lehetséges
1épései szamanak a varhato értéke?

Tegyiik fel, hogy repiilés kézben egy repiilégép motorjai egymdstol (teljesen) fiig-
getleniil 1 — p valdszintiséggel hibasodnak meg. Ha egy repiilonek a repiiléshez a
motorjainak legalabb felére van sziiksége, milyen p értékekre biztonsagosabb egy
otmotoros repiil6gép, mint egy harommotoros?

10-szer feldobunk egy hamis pénzérmét, ami p valdoszintiséggel ad fejet. Ha tud-
juk, hogy Osszesen 6-szor lett fej az eredmény, mi a valészintisége, hogy az elsé 3
eredmény rendre

(a) F, I, I (azaz az elsé fej, a masodik és a harmadik irés);

(b) I,F,I?
Egy bulvarlapban oldalanként varhatéan 0.2 nyomtatasi hiba van. Mi a valészini-
sége annak, hogy a kovetkezd oldalon

(a) O,

(b) 2 vagy tobb hiba van?

Indokoljuk a valaszt!

Egy allamban az dngyilkossagi rata 1 ongyilkossdg per 100 000 lakos per hoénap.
Vizsgaljuk meg az allam egy 400 000 lakosu varosat!

(a) Mi a valdszintisége annak, hogy egy adott hénapban t6bb, mint 7 ember lesz
ongyilkos?

(b) Mi a valdsziniisége annak, hogy egy adott évben legaldbb 2 hénapban lesz
tobb, mint 7 6ngyilkossag?
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4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

(c¢) Legyen a mostani hénap az 1., mi a valdszintlisége annak, hogy elészor az i.
hénapban lesz tobb, mint 7 6ngyilkossag? (i > 1)

Milyen feltevésekkel éltiink?

Legyen X X\ paraméteri Poisson eloszlasu valészintiségi valtozé. Mutassuk meg,
hogy P{X =i} i novekedésével el6szor né, majd monoton csokken, a maximumat
a1 = | A|-nél veszi fel. (Tipp: tekintsik P{X =i}/P{X =i — 1}-et.)

Legyen X X\ paraméteri Poisson eloszlasu valészintiségi valtozd. Mutassuk meg,
hogy
; 1 —2)
P{Xpdros} = 5(1 +e ).

Atlagosan héany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy
véletlenszertien vélasztott siitiben legaldbb 0.99 val6sziniiséggel legyen (legalabb
egy szem) mazsola?

Egy erd6 tlagos stirtisége: 16 fa 100 m2-enként. A fak torzse teljesen szabélyos, 20
cm atméroju kor alapu henger. Egy puskagolyét 16viink ki célzés nélkiil, az erdd
szélétol 120 m-re, kifelé az erd6bol. Mennyi annak a valdszintisége, hogy eltalalunk
egy fatorzset?

(Tekintsiink el attdl az apré zavaro tényez6tdl, hogy a fik alapkoreinek kozéppontjai
min. 20 cm tévolsagban vannak.)

Szamitsuk ki az (1 + X)~! valészintiségi valtoz6 varhaté értékét a kovetkezd ese-
tekben:

(a) ha X Binom(n, p) eloszlast;
(b) ha X Poi(\) eloszlasu.

(Tipp: integraljunk valami szépet.)

Lovas gatversenyen a lovasok korpalyan versenyeznek, és a 16 a palyan elhelyezett
sok akadaly mindegyikét egymastol fiiggetleniil azonos valészintiséggel veri le. Ha
5% annak valoszintisége, hogy a lovas hibéatlanul teljesit egy kort, mennyi az esélye,
hogy egy korben legfeljebb harom akadalyt ver le?

Egy tjsagkihordé 100 forintért veszi és 150 forintért adja el az tjsadgokat. Az el nem
adott lapokat nem vaséaroljak tole vissza. Ha az 1jsadgokra a napi igény binomidlis
eloszlasu véletlen valtozo, n = 10,p = % értékekkel, koriilbeliil hany lapot vegyen,
ha varhaté profitjat szeretné maximalizalni?
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4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

Tegyiik fel, hogy 9 szavazat sziikséges ahhoz, hogy egy 12 tagu eskiidtszék elitélje a
vadlottat. Tegyiik fel tovabba, hogy egy eskiidt 0.2 valészinliséggel szavaz artatlan-
nak egy btinost, 0.1 valdszinliséggel szavaz blinosnek egy artatlant. Ha mindegyik
eskiidt a tobbitdl fliiggetleniil dont, és a vadlottak 65 szazaléka blinds, mekkora a
valészintiisége annak, hogy jol dont a birdsag? Mekkora hanyadat itélik el a vad-
lottaknak?

Hany embert kell meghivnom ahhoz, hogy tobb, mint 50 szazalék legyen annak az
esélye, hogy a meghivottak kozott van olyan, aki velem egy napon sziiletett?

Legyen X Binom(n,p) eloszlasu valdszintiségi valtoz6. Milyen p értékre lesz ma-
ximélis P{X = k},k = 0,1,...,n? Ez arra példa, hogy a statisztikaban hogyan
becsiilik meg p értékét, ha egy Binom(n,p) eloszldsi valdsziniiségi véltozé megfi-
gyelt értéke k. Ha feltessziik, hogy n ismert, akkor p-t azzal a p értékkel becsiiljiik,
amire P{X = k} maximélis. Ezt a médszert hivjdk maximum likelihood becslés-
nek.

Tegyiik fel, hogy egy adott id6ében tortént események szama A paramétert Poisson
valoszintiségi valtozé. Mutassuk meg, hogy ha minden eseményt p valdszintiséggel
szamolunk, fliggetleniil a tobbi eseménytdl, akkor a megszamolt események szama
Ap paraméteri Poisson valdszinliségi valtozé! Emellett adjunk intuitiv érvelést
arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6zoek alkalmazasara példa: Tegyiik fel, hogy egy adott teriilet uranlel6helyei-
nek szama Poi(10) eloszldsi véletlen valtozé. Minden lel6helyet a tobbitél fiigget-
leniil % valészintiséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy
(a) pontosan 1, (b) legaldbb 1 és (c) legfeljebb 1 lel6helyet fedeznek fel az adott
id6 alatt.

1000 megkiilonboztethetd golydt helyeziink véletlenszertien 10000 dobozba. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy az els6 25 dobozba legalabb 4 goly6 essék?

Bizonyitsuk be és értelmezziik a valdsziniiségszamitas terminusaiban a kovetkezo
sulyfiiggvényekre vonatkozd azonossagokat:

k
ZpBinom(nl,p) (l) : pBinom(ng,p)(k - l) = pBinOIn(n1+n2,p) (k>7
=0
k
ZpPoi()\l)(l) 'PPoi(Ag)(k? - l) = pPoi(A1+,\2)(l€)-
=0

A 7Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-
kanyarban. A palyat sajnos kullanccsal fertézott teriileten at vezették. Kideriilt,
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4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

hogy a versenyzok koziil 300-an taldltak magukban egy, 75-en pedig két kullancsot.
Ennek alapjan becsiiljiikk meg, hogy koriilbeliil hdanyan indultak a versenyen!

Egy nének n kulcsa van, koziiliik csak az egyik nyitja a lakéasat.

(a) Mi a val6sziniisége annak, hogy a k-adik prébélkozasra nyilik ki az ajto, ha a
no mindig véletlenszeriien véalaszt kulcsot, és ha egy kulcs nem nyitja az ajtot,
akkor félrerakja?

(b) Mi van akkor, ha a n6 nem teszi félre a rossz kulcsokat?

(¢) Hatédrozzuk meg a prébélkozasok szaménak varhat6 értékét mindkét esetben.

Egy urnéban 4 piros és 4 kék goly6é van. Véletlenszertien kivalasztunk 4 golyot.
Ha 2 koziiliik piros és 2 kék, akkor megallunk. Kiilénben visszarakjuk a golydkat
az urnaba és tjra véalasztunk 4 golyét. Az egészet mindaddig folytatjuk, amig 4
huzott golyobdl pontosan 2 piros lesz. Mi a valdszintisége, hogy pontosan n-szer
huzunk?

Mutassuk meg, hogy a (4.6)-ban definidlt hipergeometriai silyfiiggvény adott i-re
az (7)-p'-(1—p)"~ binomidlis sulyfiiggvényhez tart, amennyiben N — oo, m — oo
ugy, hogy 7 — p.

Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzo pi, illetve p, valdszintiséggel ér el
talalatot (p; < p2). Az tigyetlenebb kezd, majd felvaltva l6nek. Aki elGszor talal,
az nyer.

(a) Mennyi a valészintisége annak, hogy az tigyesebb nyer?
(b) Mennyi a jaték varhat6 id6tartama, ha percenként egy 16vést végeznek?

(¢) A véarhaté idétartam azonnal addédik, ha p; = py (miért?). Ellendrizziik le,
hogy az el6z6 kérdésre adott valaszunk ebben az esetben az, ami azonnal

adodik.

Az arokugro versenyfutas szabalyai a kovetkezék: A futépalya egyenes, és van rajta
végtelen sok egyforma arok. Két egyforma képességii versenyzo méri ssze az erejét
arokfutasbodl, akik fej fej mellett futnak. Egy versenyzo egymads utan at probalja
ugrani az arkokat, végiil egyszer tul kicsit ugrik és beleesik valamelyikbe. Tegyiik
fel, hogy egy versenyzé sohasem farad el, és az arkokat egymaéstol fiiggetleniil,
egyenként 2% valészintiséggel tudja atugorni, ahol L az drok hossza. Ha az egyikiik
beleesett egy arokba, akkor véget ért a verseny.

(a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen val6sziniisége pontosan akkor kisebb e-nél,

ha .
+e
L <1
0g9 (1_€>
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4.40.

4.41.

4.42.

4.43.

teljesiil.

(b) Ha dontetlen, akkor visszakiildjiik 6ket a startvonalhoz és tjra kezdédik a ver-
seny. Ezt ismételjiik egészen addig, amig gyoztest nem hirdethetiink. Mek-
kora legyen L, ha a versenyzok ugrasainak szamanak varhato értékét akarjuk
minimalizalni?

Egy szabalyos pénzérmét addig dobunk fel, mig 10 alkalommal fej nem lesz az
eredmény. Legyen X az eddig dobott irasok szama. Hatarozzuk meg X eloszlasét.

2

Legyen X valészinliségi valtozo varhato értéke u, szérasnégyzete o<, és legyen g

egy "szép” fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

Mikor lesz j6 ez a kozelités? (Tipp: fejtsiik g-t p koril 3 tagig Taylor sorba, és
hanyagoljuk el a megmaradd részt!)

Legyen X egy A atlagi Poisson eloszlasu valoszintiségi valtozo. Mutassuk meg,
hogy ha A nem tul kicsi, akkor

D?(vVX) ~ 0.25.
Lepédjiink meg. (Tipp: haszndljuk fel az el6z6 feladatot BE(v/X) kézelitésére!)

Egy orszagban a héazaspéarok az elso fitig vallalnak gyereket. Mi a nemek elosz-
lasa ebben az orszagban? Igaz-e, hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek neme
fiiggetlen egymastol?
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5. fejezet

Folytonos valészintliségi valtozdk

5.1. Eloszlasok altalaban

A 4.1. definiciéban lattuk mi az, hogy valdszintiségi valtozo. Eddig a diszkrét esettel
foglalkoztunk, melyet a sulyfiiggvénnyel irtunk le. Altalanosabb esetben az aldbbi ob-
jektumot hasznalhatjuk.

5.1. Definicié Egy X wvaldosziniségi vdltozo eloszlasfiiggvénye az
F:R—|[0,1] ; r— F(r) =P{X <z}

figguény. (Télink nyugatra dltaldnos az F(x) = P{X <z} definicid, mi a fenti, nalunk
és tolink keletre érvényes definiciot haszndljuk.)

El6szor is leszogezziik, hogy az eloszlasfiiggvény egy fix fiiggvény, nem véletlen objektum,
nem fiigghet az X valdszinliségi valtozé értékétél. Masodszor pedig vegyiik észre, hogy
F minden, az X valdésziniiségeivel kapcsolatos informaciét tartalmaz, hiszen barmely
a <beR-re

P{X €a, b)) = P{{X < b} — {X <a}} = P{X < b} - P{X < a} = F(b) — Fla),

és ilyen intervallumokkal késziilt megszamlalhato uniok és metszetek segitségével R min-
den Borel mérhet6 részébe esés valdszintisége kifejezheto.
Egy p stlyfiiggvényti diszkrét valoszintiségi valtozo esetén

5.2. Példa Legyen X a fejek szama, ha eqy szabdlyos érmét hdaromszor feldobunk. Ekkor
p(0) = 1/8, p(1) = 3/8, p(2) = 3/8, p(3) = 1/8, és p nulla minden mds helyen. X
eloszldsfligguénye
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()

3/84
7/8

5/84

1/84
3/84
2/84
1/84

O
Fp(0)=1/8
4 —e

Tp(3) = 1/8

}P(Q) =3/8

A definiciébdl konnyen lathato, hogy

5.3. Allitas Eqy diszkrét valosziniiségi vdltozo eloszlasfiigguénye balrol folytonos, sza-

kaszonként konstans, monoton novekvo.

Az ugrasainak helyei a valdsziniiségi valtozo

lehetséges értékei, és az ugras nagysaga a sulyfigguény azon a helyen felvett értékével

egyenlo.

Fontosak az dltaldnos (azaz nem feltétleniil diszkrét eloszlashoz tartozd) eloszlasfiigg-

vény alabbi definialé tulajdonsagai:

5.4. Allitas Legyen F' az X wvaldszinidségi viltozo eloszldsfigguénye. Ekkor

1. F (gyakran nem szigorian) monoton novekvd,

2. lim F(x) =1,

T—00

3. lim F(z) =0,

T—r—00

4. F balrol folytonos.

Forditva, minden, a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd F' fiigguényhez létezik olyan valo-

szintségi vdltozo, hogy annak F az eloszldsfiigguénye.

Bizonyitds. Csak az eloszlasfiiggvény fenti tulajdonsagait bizonyitjuk.

1. Legyen = < y két rogzitett valés. Ekkor a 2.10. kovetkezmény szerint {X < z} C
{X <y} fgy F(z) = P{X <z} <P{X <y} = F(y).

2. F monotonitasa és a 2.15. allitds miatt

lim F(z) = lim F(n) = lim P{X <n} =
n—oo n—ro0

= P{lim {X <n}} :P{U{X < n}} —P{Q} =1.

T—00



3. Hasonlban,

lim F(z)= lim F(n)= lim P{X <n} = P{nl_ig_noo{X <n}t}=

:P{ﬂ{x < n}} — P{0} = 0.

4. Legyen y € R rogzitett. Ekkor ismét F' monotonitasat és a 2.15. allitast hasznalva

lim F'(xz) = lim F(y—l> — lim P{X<y—l}:

x My n—00 n n—00 n

= p{lm {x<y-7}}-

:P{U{X<y—%}} —P{X <y} = F(y).

n>0 O

5.5. Példa Legyen az X waloszintségi vdltozo eloszldsfiigguénye
()

0, z <0, I SRRSO DO OO OSSO PO RN ARAAAAARAS -
z/2, 0<ux<l, " g ;
F(z)=1{2/3, 1<z<2 ;
11/12, 2 <z < 3, |
(L 3 <. op— : 2 3 I
Ekkor .
P{X<3}:F(3):E,

< = 1 =
P{X <3} il{%F(I) 1,

. 1
P{XzS}zil{(I%F(m)—F(B):—

12’

1 1

P{x =g} =P{x>gf-

P{2< X <4} = F(4) — F(2) = §_3,

P{2< X <4} —P{2< X <4} +P{X —4} — P{X =2} —

_1+0 <11 2)_ 1
3 12 3/ 12

Bizonyitas nélkiil emlitjiik Lebesgue felbontési tételét:

Y

1
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5.6. Tétel (Lebesgue felbontési tétel) Legyen F' egy eloszlasfiggvény. Ekkor

F= Fabszolu’t folytonos + Fdiszkrét + Fszinguléri37

ahol

® Fopszonit folytonos €9y abszolit folytonos fiigguény, azaz létezik eqy h > 0 fliggvény,
hogy

a

Fabszol’dt folytonos(a> = / h(l’) diL’,

—00
o Fuickra €9y balrdl folytonos (nem szigorian) novekvd lépcsdsfiigguény;
o Foinguiris €9y folytonos, de Lebesque mértékre szinguldris (nem szigorian) novekvd

fiigguény, azaz olyan fligguény, melynek derivdltja Lebesque majdnem mindenditt
nulla (példdaul a Cantor figgvény, melyet a

(3 1
— < <_
5% O<z<g,
G(x) = 3, lgxsg,
2 3 3
3 1 2< <1

—rx—=, -
\ 2 27 3~ " =

fiigguény végtelenszer dnmagdval vett iterdltjaként kapunk).

Az egyes komponensek énmagukban altalaban nem eloszlasfiiggvények. Az el6bbi pél-
déban

(0, <0,
Favszolat folytonos(gj) = 9 x/2, 0<x< 1,

(12, 1<,

(0, r <1,

1/6, l<z<2,
5/12, 2 <z <3,
L 1/2, 3<u,

Fszinguleiris = 0.

F, diszkrét(ﬂi) =

Diszkrétnek neveztiik azt a valdszintiségi valtozdét, melynek eloszlasfiiggvényében csak
diszkrét komponens van. Szinguldaris eloszlasokkal itt nem foglalkozunk.
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5.2. A folytonos eloszlasok

5.7. Definicié Egy X valdsziniiségi vdltozo (abszolut) folytonos, ha eloszldsfiigguényé-
nek csak abszolit folytonos komponense van, azaz létezik f > 0 fiigguény, melyre

F(a) = /a f(z)dx (Va € R). (5.1)

Ekkor az f fiigguényt az X valdszinliségi valtozé strtségtiiggvényének nevezziik.

Ebben a fejezetben csak folytonos eloszlasokkal foglalkozunk. A definiciébdl nyilvanvalé,
hogy minden f stiriiségfiiggvényre

f(z) >0, /OO f(z)dz =1. (5.2)

Forditva, barmely, a fenti két tulajdonsaggal rendelkez6 fiiggvény stirtiségfiiggvény, és van
egy neki megfeleld valoszintiségi valtozo. A definiciobdl szintén kovetkeznek az alabbi
egyszeru allitasok:

5.8. Allitas Barmely B C R Borel-mérheto halmazra

P{X € B} = / f(z)dz. Specidlisan
B (5.3)
P{X =a} = f(z)dx =0 (Va € R).
{a}
Latjuk tehat, hogy barmilyen fix értéket a folytonos valdszinliségi valtozo egy valdszi-
niiséggel nem vesz fel. Helyette halmazokba (pl. intervallumokba) esés valdszintiségeirdl
van értelme beszélni. A strliségfiiggvény szemléletes jelentését adja, hogy

ate
P{X e€la,a+¢e)} = / f(z)dzx ~ f(a) e, (5.4)
ha e pici. A strtségfiiggvény az a helyen tehat azt mondja meg, mennyire stirin esnek
X értékei az a szam kornyezetébe.
5.9. Allitas Folytonos eloszlds esetén F' majdnem mindenditt differencidlhato, és

fla) = dii“> (m.m. a € R).

A diszkrét eset alapjan nem meglep6 a varhaté érték aldbbi definicidja:
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5.10. Definiciéo Legyen X eqy folytonos valdsziniiségi valtozo f siriségfiigguénnyel. Ek-
kor X wvarhato értéke

EX:/ z- f(zr)de,
amennyiben létezik.

Fontos megkiilonboztetni azt az esetet, amikor a varhat6 érték nem létezik (negativ és
pozitiv irdnyban is felrobban az integral), és azt, amikor létezik, de nem véges (csak
az egyik iranyban robban fel az integral). Az alabbi esetben példaul biztosan létezik a
varhaté érték, de nem biztos, hogy véges:

5.11. Allitas Legyen Y > 0 folytonos valdsziniiségi viltozo. Ekkor

EY = / P{Y >y} dy.
0

Bizonyitds. Jeloljik f-el Y stirliségfiiggvényét. Ekkor

/OOOP{Y>y}dy:/ooo/yoof(fﬁ)dxdy:/Ooof(x)/ox e

:/Ooof(x)~xdx:EY 0

5.12. Allitas (figgvény varhato értéke) Legyen X egy folytonos valdszindségi vdltozd,
és g eqy fligguény. Ekkor az alabbi eqyenldoséqg két oldala eqyszerre létezik, és ez esetben

By(X) = [ gla) - f(a) o
Bizonyitds. Elészor egy g > 0 fliiggvényre

Bo(x) = [P0 > pay= [ L J@)dedy=

0

-/ e / " e = / PRCRCEE | 1@ gw)an

Altaldnos g fiiggvény el6éll mint a pozitiv és a negativ részeinek (mindketté nemnegativ)
kiilonbsége, és a szokdsos definici szerint!

Eg(X) = E(ng(X)) — E(g*(X)).

1Szigortian szdlva nem is mindig tudjuk Eg(X)-et értelmezni, hiszen eléfordulhat, hogy g(X) nem
tisztan diszkrét vagy nem tisztan folytonos valdszinliségi véaltozo. Ekkor is megvannak az eszkozok a
varhato érték definidlasara, és ami ebben a bizonyitasban szerepel ilyenkor is miikodik.
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Ez a kifejezés pontosan akkor értelmes, ha a kiilonbség legalabb egyik tagja véges. Ekkor
By(X) = [ 1) g*@de— [ fa)-g (@) de -

- [ @@ -9 @)de= [ fw)-glo)dn §

Az allitas kovetkezményeként a 4.2. fejezetben megismert altaldnos definicidk és tulaj-
donsagok a folytonos esetben is érvényben maradnak, azaz amennyiben léteznek,

E(aX +b) =a-EX + b; (5.5)
D?’X : =E(X —EX)? =EX* — (EX)? > 0;
DX : = \/m;
D*(aX +b) = a* - D*X; (5.6)
D(aX +b) = |a| - DX.
Végezetiil definialjuk az eloszlasok néhany tovabbi, altalanosan hasznalt jellemzGojét.
Ezek segitségével hasznos és egyszerii informacidékat kaphatunk egy eloszlasrol, mely 6n-

magaban egy meglehetosen bonyolult objektum lehet. Az alabbi mennyiségek egy részét
mar korabbrol ismerjiik, de érdemes itt még egyszer felsorolni oket.

5.13. Definicié (eloszlasok f6bb jellemz6i)
Z x;-p(a;)  (diszkrét)

o Virhato érték: EX = o0 )
/[L’f({E) dz  (folytonos)

—0o0

o Szords: DX = /E(X — EX)2.

e Medidn (nem mindig eqyértelmd, és nem is mindig létezik!): med F' := F~1(1/2)
az a szam, melytdl balra is, jobbra is a valdsziniiség fele esik: F(med F') = P{X <

med F'} = 1/2.

o Az r-kvantilis (nem mindig eqyértelmd, és nem is mindig létezik!): Q(r) := F~1(r)
az a szam, melytdl balra r, jobbra 1 — r wvaldsziniség esik: F(Q(r)) = P{X <

Qr)y=r.

sulyfiigguény } —

e A médusz (ez sem mindig egyértelmi): a szam, ahol a { LT
striségfigguény

mdalis.
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Fontos megjegyezni, hogy altaldnos esetben a varhaté érték, a median és a modusz nem
esnek egybe.

Az alabbiakban harom nevezetes folytonos eloszlassal és tulajdonsagaikkal foglalko-
zunk.

5.3. Az egyenletes eloszlas

Az (a, () intervallumon szeretnénk egy olyan, természetes eloszldst definidlni, mely sze-
rint X mindenhova "egyenld valdszintiséggel” esik. Mivel minden adott érték valdszinti-
sége nulla, ezt a kivansagunkat a strtiségfiiggvény segitségével tudjuk megfogalmazni.
(5.4) alapjan nem meglepd, hogy az egyenletes eloszlast konstans stirtiséggel definidljuk:

5.14. Definicié Legyenek o < f walds szdmok. Azt mondjuk, hogy X egyenletes elosz-
lasu az («, B) intervallumon (X ~ E(a, )), ha striségfigguvénye
1

fla)=q f-a
0, eqyébként.

, hax € (a, f),

A konstans értéke (5.2) alapjan adédik. Az (5.1) Osszefiiggés szerint

0, ha z < a,
Flz) = Z:Z, ha o <z < B,
1, ha f < z.

(5.3) alapjan pedig a < a < b < 3 esetén

b—a

P{X € b)} =5,

azaz egy intervallumba (éltalénosabban: egy mérheté halmazba) esés valdszintisége ki-

zérdlag az intervallum hosszéanak (illetve a halmaz Lebesgue-mértékének) és az (o, [3)
intervallum hosszanak aranya.

89



5.15. Allitas (az egyenletes eloszlds varhaté értéke, szérdsa) Legyen X ~ E(a, ). Ek-

kor
a+ (8—a)
2 12

A varhato érték az eloszlas szimmetriajabdl nyilvanvalo, de integralassal is konnyen ado-
dik. Mivel (5.6) szerint a szérdasnégyzet nem érzékeny az eltoldsokra, és négyzetes mennyi-
ség, az sem meglepo, hogy kizardlag az intervallum hosszatdl fiigg, és attol is négyzetesen.
A 12-ért kell kicsit dolgozni.

EX =

, D2X =

Bizonyitds. Az 5.12. allitas szerint

00 B 2 1 3_ .3 2 2
EXQZ/ x2-f(:1:)dx=/ 5x_adx:§.ﬁ o :5 -I—Oéﬁ—i-oz’

igy

DX = EX? — (EX)? = Fraftae® (a+h)? B -2pF+a® (B-0)
3 4 12 12 O

5.4. A normalis eloszlas

A normalis eloszlas bevezetéséhez eloszor egy kis integralasra lesz sziikség.

5.16. Allitas Legyenek € R, 0 > 0 wvalés paraméterek. Ekkor

1 o0 _ (l'ﬂé)z d 1
e 20 z=1.
V2T -0 J_ o

Bizonyitds. Legyen I a kérdéses integral. Az y = [z — u|/o helyettesitéssel

1 0 @—w? 1 2
I = / e 257 d$:—/ ez dy.
V2r-o J_w V2T J oo Y
Az integrandus primitiv fiiggvénye nem &ll el6 az elemi fiiggvényekbol zart alakban,
viszont a teljes valds szamegyenesre vett integralt ki tudjuk szamolni az aldbbi triikkel.

1 > y2 1 o0 z2 1 > > y2+z2
2 — ( e~ dy) . (_ e 7z dz) = — e 2 dydz.
V2 /_Oo V21 J oo 2T ) oo J oo

Bevezetve a polarkoordinatakat: y = rcos@, z = rsinf, dydz = rdr db,

) 1 27 00 7& 7£ 00
"= — e 2rdrd9:[—e 2] =1.
2r Jo  Jo 0

Ebbol az éllitas kovetkezik, tekintve, hogy I > 0. m
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5.17. Definicié Legyenek i € R, o > 0 wvalds paraméterek. Az X wvalosziniségi valtozo
normédlis (avagy Gauss) eloszldsi u és 0? paraméterekkel (X ~ N (u, 02)), ha siriség-

fiigguénye
1 _(@=w)?
f(x):\/ﬁ-a.e 202 (x € R).

)

i i i i i
pn— 30 n— 20 n—o K w+o w+ 20 w+ 30

5.18. Definicié A p = 0, 0® = 1 esetét, azaz a N(0, 1) eloszldst standard normdlis
eloszldasnak nevezziik. Ennek striségfiigguényét p-vel, eloszlasfiigguényét ®-vel jeloljik:

o)== e = [ emdr= [ ey weR)

A @ fiiggvénynek nincs elemi fliggvényekkel kifejezheté zart alakja. Helyette értékét
tabldzatokbdl (vagy téblazatkezel6kbdl, haladébb szamolégépekbél) tudhatjuk meg:
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D(z)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319  0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486  0.7517  0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854  0.9857
2.2 | 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887  0.9890
2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 09974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986  0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988  0.9989 0.9989 0.9989  0.9990  0.9990
3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 | 09995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996  0.9997
3.4 | 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9998
3.5 | 0.9998 0.9998  0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998  0.9998
3.6 | 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
3.7 1 09999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
3.8 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
3.9 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Ebben a téblazatban z értéke az elsé tizedes jegyig a sort, a masodik tizedes jegy az
oszlopot jeloli ki. Példaul ®(1.14) ~ 0.8729. A tablazatban csak pozitiv z-re szerepelnek

® értékei. Az ok:

5.19. Allitas Minden z € R-re

Bizonyitds. A standard normélis eloszlds szimmetrikus: ha X ~ A(0, 1), akkor X és

— X azonos eloszlasiu. Ezért

Az altalanos normélis eloszlas szamolasahoz sziikségiink van még a kovetkezo tulajdon-

sagra:

O(—z)=1—P(2).
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5.20. Allitas Legyen X ~ N(u, 0?), és a, B € R rigzitett szamok. Ekkor aX + 3 ~
N(ap+ 8, ac?).

Bizonyitas. Pozitiv a-ra bizonyitunk, az ellenkez6 eset hasonléan miikodik. Tekintsiik a
transzformalt Y = aX + § véltozd eloszlasfiiggvényét:

Fy(y) = P{Y <y} = P{aX + f <y}:P{X < %} :Fx<y;ﬁ).

Ezt differencidlva

d y—p y—p0\ 1

fY(y):d_FX( >:fx< >._:
Y « a «
2
1 ( (y% — M) ) 1 1 7(y72((auv;2ﬁ))2
= exp| ———2%—) . — = e ac ,

V2T o P 202 o} V2T oo

amibdl az allitas kovetkezik. O

5.21. Kévetkezmény Legyen X ~ N(u, 0?). Ekkor o = 1/0 és 8 = —u/o vdlasztdssal
Y := [X — pl/o ~ N(0,1) (ezt a transzformdcidt standardizélasnak nevezik). FEzt
felhasznalva X eloszldsfiigguénye

FX(:U):P{X<:L'}:P{XU_M<x_u}:¢<u>. (5.7)

o o
Az alabbiak tisztazzak a p és o paraméterek jelentését.
5.22. Allitas Legyen X ~ N (u, 02). Ekkor EX = ju és DX = 0.
Bizonyitds. Az y := [x — pu]/o valtozdcserével
(x—p)

1 o0 2 1 o 2
EX = T-e 22 dr=-— oy + ) e V2 dy.
el = ev e

Mivel y pératlan és e ¥*/2 péros, (valamint a szorzatuk integralhatd), az Osszeg elsd
tagjanak integralja nulla. A madsodik tag pedig a standard normalis striségfiiggvény
integraljanak p-szorose, azaz p. A szoras szamolasdhoz ugyanezt a véltozdcserét hasz-
naljuk:

1 0 (z—p)2 02 [e'S) )
D’X =E(X —EX)* = (z—p)? e 22 dz= y? e V2 dy.
V2ro J s V2T J s

Parcialis integralassal

0o 2 00
D%X = g [—y . e_y2/2} + g e v/ dy = o?.

V2T —00 V2T J_o O
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Most mér (5.5) és (5.6) értelmében vilagossa valt, hogy az 5.20. allitdsban miért pont
ap+ 3 és o?o? lettek az 1j paraméterek. Az allitds tartalmi része nem is ebben rejlik,
hanem abban, hogy egy normalis valészintiségi valtozé affin transzforméltja még mindig
normadlis. Szintén értelmet nyert az X +— [X — p]/o standardizédlas lényege: a varhaté
érték levonasa és a szorassal vald elosztas utan X-bol egy nulla varhato értékii és egy
szorasu valtozot csindltunk. Vegyiik észre tovabba azt is, hogy az (5.7) valészintiség csak
attdl fiigg, hogy x hany szérdsnyira (o) van a varhaté értéktél (u).

5.23. Példa Legyen X normdlis eloszlasu 3 vdrhato értékkel és 2 szordssal. Mi a valo-
szintsége, hogy X pozitiv?

A példa szerint X ~ N (3, 4), {gy [X — 3]/2 ~ N(0, 1) és

X—3>0—3
2 2

P{X >0} = P{ } —1—®(—15) =1— [I — &(1.5)] = B(1.5) ~ 0.9332.
A normélis eloszlas definicidja és alaptulajdonsagai utan most ratériink arra, hogy
miért is fontos eloszlas. A kovetkezékben a Stirling formula segitségével bebizonyitjuk
a valoszinliségszamitas egyik legjelentésebb tételét, a DeMoivre-Laplace tételt. A tétel
azt fogja éllitani, hogy alkalmas (és a Poisson approximaciotdl kiilonbozs!) atskaldzas-
sal a binomidlis eloszlas normélis eloszlashoz tart. A Stirling formula a faktoridlisok
kozelitésérol szol, és a binomidlis egyiitthaték becslésében vessziik majd hasznat.

5.24. Tétel (Stirling-formula) Nagy egész n-ekre

n" 3 n! 1
nl~ —-v/2mn, azaz precizebben ¥Yn > 0-ra 1 < == <emn.

n

e o 2m™n

A hanyadost becslo hibatag nagy n-ekre koriilbeliil 1 + ﬁ szerint alakul.

Bizonyitds. A bizonyitasbol 7 értéke még nem fog kijonni, ahhoz a DeMoivre-Laplace

n
tételt is fel fogjuk hasznalni. n! logaritmusat véve Inn! = > Ink. ElGszor egy intuitiv

=1
kép kovetkezik arrdl, hogy miért csinaljuk amit alabb csinalni fogunk. Az alabbi abrdakon
lathato teriiletek 6sszehasonlitasabodl

n n n+1
/ ln:zcd:zchlnkg/ Inxdx :
0 o1 1
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Inz
Inn r

In 71
In6 -
In5+

In4+
In 31

In2t-

/ﬁééi5678nx /lééié678n ‘"’3

Az integralokat elvégezve kapjuk, hogy

nlnn—n<lnn! < (n+1)In(n+1) —n.
E két hatar kozé 16jiik be a becslésiinket, az (n+1/2) Inn —n kifejezést. Legyen ugyanis
1
d, =Inn! — [(n—l— 5) Inn — n],
belatjuk, hogy

e d, monoton csokkend, igy van egy d hatarértéke,

e minden n-red < d, <d+ ﬁ is igaz.

Ekkor ‘
el < edr = % <el. eﬁ, vagyis
e’!’L
I < == <em
o /21n

e’ﬂ
valamely ismeretlen 7 konstanssal.
A fentiek belatasahoz tehat d,, ,,csokkeményét” felirva

dy —dpi1 =—In(n+1) — <n+%>lnn+(n+;>ln(n+1)—1:

1

1 n—+1 1 1+m
(o (e huiE -

2n+1
1 1+t 1
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ahol bevezettiik a t = 1/[2n + 1] 4j véltozét. Az
>
k=0

geometriai sordsszegképlet hatarozatlan integralasabol és a ¢ = 0 helyettesitési értékek
ellenérzésébdl konnyen kapjuk In(1 — ¢) Taylor-sorat:

=tk - t’f
n(1 —t) ZE amibél n(l+t)=->» (-1)F—
k=1 k=1

is adddik. Ezt felhasznalva

00 k 0 20+1 0 20+1
dy — dpsy = %; O RRARNE RS o ML P

k t 20+1 t 2041

ami mutatja, hogy d,, csokkend, ezért van limesze, d. Masfelol a jobb oldali szummat
tovabb becsiilve

4 <°°t2f_1 1 1
T 3 -2 3 (2121

1 1 1 1 1 1

T2 wltn 12 n 12 n+l

amibodl viszont d,, — F novekvo. Ezért

1 1 1 1
b= im0 d) = Jn (1= e e T L)

m—00 m—00 2n 12m 12n 12m
- 1 . 1 1
— — llm — = —.
12n  m—o 12m  12n L

Legyen most X ~ Binom(n, p), p rogzitett, és n tartson végtelenhez. (Ez lényegesen
kiilonbozik a Poisson approximdciétdl (4.29. tétel), ahol p is n-el forditott ardnyban
nulldhoz tartott.) Az aldbbiakban a ¢ = 1—p roviditést fogjuk hasznalni. A standardizalt

X—-EX X-—np

DX . /npq
binomidlis valtozo varhato értéke nulla, szorasa egy. A DeMoivre Laplace tétel azt allitja,
hogy ahogy n — o0, a standardizalt binomialis valtozé eloszlasa a standard normalis

eloszlashoz konvergal. Mivel a binomidlis véaltoz6 diszkrét, a normalis pedig folytonos,
mar az sem nyilvanvald, hogy hogyan lehet egy ilyen allitast precizen megfogalmazni.
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Tekintsiik el6szor a binomialis X valdszintiségi valtozé sulyfiiggvényét. Mivel X egész
értékii, természetes 1épés, hogy a k szdmot a [k—1/2, k+1/2) intervallummal azonositsuk:

1 1
= - — —_ = < — —
px(k) = P{X = &} P{k 2__Xk<k+2}
P{k—l/Q—np < X —np - k‘+1/2—np}
Vipg T /npg vipg
Az atskalazott intervallum hossza a jobb oldalon 1/,/npg, ami nullahoz tart. Az (5.4)

Osszefiiggés alapjan most mar meg tudjuk fogalmazni mit jelent az, hogy a standardizalt
binomidlis véltozo eloszlasa a normalis eloszlashoz tart: a fenti képlet alapjan nagy n-re

k—1/2—np<X—np<k+1/2—np}N (k—np) 1
Vv 1pq - \/npg Vv 1pq B v/ 1pq VAL q

ahol ¢ a standard normaélis stirtiségfiiggvény. Ezt mondja ki preciz formaban a DeMoivre-
Laplace tétel:

px(k) = P{

5.25. Tétel (DeMoivre-Laplace) Legyen X ~ Binom(n, p), ahol p régzitett. Legyen
tovdbbd A, nem csikkend és olyan, hogy lim A, /n'/® =0. Ekkor
n—oo

max
|[k—np|<y/n-An

px(k)'m_m_l e A_i |
EC

azaz a bal oldal A3 /+/n-el osztva n-ben korldtos marad.

Bizonyitds. A tétel kovetkezménye lesz, hogy a 7 konstans értéke 7, ezt nem tessziik fel
elére. A binomidlis sulyfiiggvényt a Stirling-formulaval kozelitve

n|pkqn—k
k‘ = — =
(k) = S T
n ., k. n—k T 1
- i e (1+0(3)) =
Kk (n— k)" Vork - /27 (n — k) n
1 1 1
V/27npg (M)nk(£>k w2 (kY
ng np ng np
1
(iro(2)-
n
1 1 1
25_‘_\npq < _w>nk< w)k _ k—n 1/2 en 1/2
\4 \1 g7 1+ =2 ) 1 nq” 1+ npp
(1) (1)
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Ennek az dtirdsnak az az elénye, hogy a max feltétele szerint [k — np]/n < A, /v/n, ami
tart nulldhoz. Ezért az (I) tag logaritmusat véve és méasodrendig sorfejtve

(1) = (k — ) -1~ E202) (14 E202)

ng np
B kE—np k—np 1 k —np\?
= (k) S S D ) ()
1 k—np\? A _
+§k< np ) +O<ﬁ3>'n_
~ (n—k)p—kq (n—k)p* + kg A
- - (k —np) + i (k )+ O(ﬁ)
—— 1
_np—k(p+q) B np’ —k(p—q) (p+q) N2
= (k — np) + TP (k —np)*+
3
i O(%) =
_ —2npg +np® — k(p — Q) (_) _
2n2p2q? \/_
~ —npg+np(p—q) = k(p — q) AL
n 2n2p?q? (k= np)? O<\/_>
_ (k—mp)*  (p—q)(k—np)’ <_i>
2npq 2n%p?q? vn

. 2 3

mert a mésodik tag szintén O(A3 /\/n). Ujra exponencidlist véve arra jutunk, hogy

() = o "5 . (1 + O(j—%))

A (IT) tagban csak nulladrendii sorfejtést tekintiink, elsérendii hibataggal:

(IT) =1 +O(%).
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A részleteket Osszerakva

3

pxc(k) = \/%Tm.e_%fp’f . (1 +(’)<_n)> . (1+O<%)>.
(iro(l))-

)2
— . e_ (anpZ) . (1 _|_ O(
2Tnp

1
vV q

1 _ (k—np)?
V q

§D>

J+o(Jp)+o(3)) -
))

a legnagyobb hibatagot kivalasztva. O

Sl Sl

— e 2npq .(1+O<
2Tnp

A DeMoivre-Laplace tételben stlyfiiggvény illetve stirtiségfiiggvény szerepel, azaz egy
lokdlis hatareloszldstételrél van szé. Figyeljiik meg, hogy finom aszimptotika és hibatag
is szerepel a tételben. Az eloszlasfiiggvényekrol szélo verzio a globdlis hatdreloszldstétel:

5.26. Tétel (a DeMoivre-Laplace tétel globélis alakja) Legyen p rdgzitett, és X ~ Binom(n, p).
FEkkor minden fix a < b valosra

) X —np
< — _ ,
nhj& P{a S T < b} O(b) — D(a)

Bizonyitds. A haromszog-egyenlotlenség segitségével

X —np
V1rq

‘P{ag <b}- (@(b)—@(a})‘ <

[by/npg—1+np] b

| X - [ e <
k=[a/npq+np] @
[by/npq—1+np]

S S R atv= ) Y

k=[a\/npg+np]

[by/npg—1+np]

+‘ 3 \/;_m.¢(k\/£)_/a¢(x)dx(.

k=[a\/mpg+np]

A masodik tag a ¢ fiiggvény integraljanak illetve Riemann kozelité osszegének kiilonb-
sége, nulldhoz tart. Az els6 taghoz legyen ¢ > max(b,/pq, a/pq). A DeMoivre-Laplace
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tételt atirva

ma (k) — — (’“ ) )
X — . s
knplecyll N AW

k) - 1 k —
_ maxff% wwq_ll._.@( np) <
|k—np|<cy/n —np npq npq
peevil () v v

= 0(%) —%npq -o(;)

minden, (5.8)-ban szerepld k esetén. Mivel az 6sszegben O(/n) darab tag szerepel, ezek
a hibdk felosszegezve is csak O(1/4/n) nagysdgrendiiek.

Ezzel a globalis tételt bebizonyitottuk a ¢(z) = (1/v/27) - e=**/2 siirliségfiiggvényre.
A tétel allitasabdl viszont az is latszik, hogy ez a ¢ egy valddi striségfiiggvény, amibdl
T =T. O

Megjegyezziik, hogy a globdlis tétel specidlis esete az Un. centrdlis hatdareloszldstétel-
nek (8.9. tétel).

5.27. Példa Egy tanfolyam idedlis mérete 150 f6. A tanfolyamra felvettek 30%-a irat-
kozik be, eqymdtol fiiggetleniil, ezért a szervezok 450 fot vesznek fel. Mi a valdszinisége,
hogy 150-nél tébben iratkoznak be?

A beiratkozottak szama X ~ Binom(450, 0.3). A globalis tétel segitségével (np = 135,

/npq ~ 9.72)

X —135 - 150.5 — 135} N
9.72 9.72 N

) ~ 1 — ®(1.59) ~ 0.0559.

P{X > 150} = P{X > 150.5} ~ P{

150.5 — 135

21_QI)< 0.72

5.28. Példa Egy szabdlyos érmét 40-szer feldobva mi a valdszinisége, hogy pontosan 20
fejet dobunk?

A kérdésre a vélasz (5) - (1/2)* =~ 0.1254. Kozelité megolddst kaphatunk a Stirling-
formula hasznalataval, a DeMoivre-Laplace tétel lokdlis alakjaval, és a globalis alakkal
is. Ezek koziil a Stirling-formula numerikusan még igényesebb lenne, mint a preciz
sulyfiiggvény. A lokalis tétellel

p(20) ~ e’ ~ 0.1262.

1 20—npy 1
NGZa <¢n—pq>_¢m
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A globélis tétellel (X a dobott fejek szama)

P{X =20} =P{19.5 < X <20.5} =
:P{19.5—np < X —np - 20.5—np} _
N N N
—P{— 0.5 <X—20 - 0.5 }N
V10~ V10 V10

=2(5) - (- ) -

0.5
_ 2<I>( ) — 1~ 0.1256.
/10

Alébb a példahoz (n = 40, p = 1/2) kapcsol6dé grafikonok: vonallal a standard normélis
stirliségfiiggvény (a nevezo a lokalis tételben), pontokkal abrazolva a /npg = v/10-szerese

annak a valoszinliségnek, hogy a binomidlis valtozé /npq - x 4+ np = v/ 10 - x 4 20 értéket
vesz fel amikor ez az érték egész (szamldlo a lokalis tételben). Az eltérés alig észrevehetd.

o(x)

5.5. Az exponencialis eloszlas

A 4.39. példdban 14ttuk, hogy a Poisson()) folyamatban az els6 eseményig eltelt idé e~

valészintiséggel nagyobb t-nél. Ez a véletlen id6 exponencidlis eloszldsi:
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5.29. Definicié Legyen N\ > 0. Az X waldsziniségi vdltozo exponencidlis eloszlasu A
paraméterrel (X ~ Exp()\)), ha eloszlds- illetve stiriségfigguénye

) 0, ha x <0, f(a) 0, ha x <0,
xTr) = €Tr) =
1— e_)‘x, ha x >0, )\e_’\”, ha x > 0.

()
1 e

F(x)

Az exponencidlis eloszlds tehat varakozasi idoként, élettartamként szokott elokeriilni.

5.30. Allitas (az exponencislis eloszlds varhaté értéke, szérdsa) Legyen X ~ Exp()\).
Ekkor EX = DX = 1/A.

Bizonyitds. Parcidlis integralassal
o oo [0.9] 1
EX :/ zhe M dx = [—xe_’\ﬂo +/ e Mdr = =,
A
0 0

EX2 — / x2)\ef)\ac dQ? — [—1’267)@];0 +/ 21367)\1 dﬂ? —
0 0

2 = —Az 2 2
Ebbsl D2X = EX? — (EX)? = 2/)\2 — 1/\% = 1/, O

Az exponencialis eloszlas a geometriai eloszlas folytonos megfeleléje abban az értelemben,
hogy a 4.43. allitashoz hasonléan 6rokifju:

5.31. Allitas Az exponencidlis eloszlds az egyetlen folytonos nemnegativ orokifja elosz-
las, azaz ha X > 0 folytonos eloszlasi, akkor X ~ Exp(\) pontosan akkor, ha minden
t, s > 0-ra

P{X>t+s|X >t} =P{X > s}.

Széban: feltéve, hogy a varakozasi id6 ¢ vagy anndl tobb, annak valdszinlisége, hogy
t utan még legalabb s id6t kell varni ugyanaz, mint ha legelolrél kezdenénk a varako-
zast. Az allitds nem azt mondja, hogy P{X > ¢ + s} egyenld lenne P{X > s}-el, ez
nyilvanvaléan értelmetlen volnal
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy X folytonos és 6rokifju valészintiségi valtozd. Legyen (¢ >
0) és g(t) = P{X > t}, ez egy folytonos, csokkend, pozitiv fiiggvény. Az orokifjusig
szerint

P{X>t+s|X >t} =P{X >s}

P{{X>t+s}N{X>t}}

P{X >t} —PiX =z
P{X >1+ s}
px> LKz
glt+s) _
I

g(t+s) = g(t) - g(s).

Az alabbiakban ezt rekurzivan hasznaljuk. Legyen n, m pozitiv egész.

a(m) = g(m)
o)
9(")]" =g
o) = Lo/ = el

egy alkalmasan vélasztott A-val. Azaz g(r) = e " minden raciondlis » € Q*-ra. Mivel g

monoton, ezért g(t) = e~ minden ¢ > 0 valdsra, azaz X ~ Exp()). O

5.32. Példa Tegyiik fel, hogy eqy telefonfiilkében a hivdsok hossza exponencidlis elosz-
lasi, 10 perc varhato értékkel. Ha egy foglalt fiilkéhez érek, mi a valosziniisége, hogy
10 percnél tobbet, de 20 percnél kevesebbet kell varnom? (Feltessziik, hogy mdsok nem
vdrnak a filkére.)

Minden mas eloszlas esetén a valaszhoz azt is kellene tudnunk, hogy midéta foglalt a
telefonfiilke. Azonban az 6rokifju exponencialis eloszlas esetén erre nincs sziikség, a hat-
ralevé varakozasi id6 az elozményektol fiiggetleniil exponencidlis eloszlasi. A paramétert
a varhaté értékbol hatarozzuk meg: EX = 1/X = 10, ezért A = 1/10 (1/perc). A vélasz
tehat

P{10< X <20} = F(20) — F(10) =1 —e 102 - [1 —e 00 =¢ ! —¢ 2

Az orokifjusaggal kapcsolatban a Poisson folyamatnak tovabbi érdekes tulajdonsagai
vannak, példaul az események kozott eltelt id6k fiiggetlen (definicié a kovetkezé fejezet-
ben) exponencidlis eloszldsiak.
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5.6. Eloszlastranszformaciok

Legyen X egy valdszintiségi valtozd, és Y = g(X) egy fiiggvénye. A diszkrét esetben
viszonylag egyszerti, hogy mi lesz Y eloszlasa. A folytonos esetben lattunk mar egy példét

5.20. allitasban. Mivel a strtségfiiggvény transzformaciéja nem teljesen nyilvanvald,
érdemes kicsit kozelebbrol megvizsgalni a kérdést. Eloszor két példaval kezdiink, majd
egy altalanosabb allitas kovetkezik. Az igazan lényeges a példak sémaja:

5.33. Példa Legyen X eqy folytonos valosziniségi viltozo fx striségfigguvénnyel. Ha-
tdarozzuk meg X? stirtiségfiigguényét.

Kezdjiik az eloszlasfiiggvénnyel, legyen y > 0 (y < 0 esetén a stiriiségfiiggvény trividlisan
nulla).

Fy(y) =P{Y <y} =P{X? <y} =P{—y < X <y} = Fx(\/y) — Fx(=/y).
Ezt differencialva

1 1 1

= F| e+ [ (— = — — C—

F(0) = BB 572+ (Vi) 572 = I Vi) 5+ x5

Ennek a formuldnak szemléletes jelentést adhatunk, ha abrazoljuk a transzformaciot:
Y = Xx?

.................... Ao

-7 Y
dz dz X

és az el6z6 sort megszorozzuk egy pici dy-nal. Ekkor az eléz6 sor és (5.4) értelmében

P{Y ey, y+ dy)} =~ fy(y) dy = fx(Vy) - ﬁ dy + fx(—Y) - ﬁ dy ~
~ fx(Vy) - de+ fx(—/Yy) - do ~
~P{X € [\/y, Vy+ do)} + P{X € [-/y, —/y + do)},

ahol differencialéssal kapjuk, hogy dx ~ ﬁy dy.

5.34. Példa Egy végtelen asztal origdja folott 1 méterrel elhelyeztek egy véletlen (de nem
felfelé) irdnyba vilagito zseblampdt. Milyen eloszldsi a fényfolt helye az asztalon?
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Legyen © ~ E(—7/2, m/2) a lampa fliggblegessel bezart szoge, egyenletes eloszlassal. A
fényfolt helye ekkor X = tg©. Ennek eloszlas- és stirtiségfiiggvénye egy = € R helyen

Fx(z)=P{X <z} =P{tgO <z} =P{O < arctgz} =

arctge — (—m/2) 1
olarctgx) 72— (/D) —arc gx+ 5
1 1

X eloszlasa egy nevezetes eloszlas, a standard Cauchy névre hallgat (nem lenne standard,
ha nem az orig6 folott lenne a lampa, vagy nem 1 méter magasan).

Lathato, hogy a g fiiggvény invertalasara van sziikség egy egyenlGtlenségen beliil, ezzel
mindig évatosan kell banni. Az altalanos &llitast is csak monoton, nemnulla derivaltu
fiiggvényekkel fogalmazzuk meg, bar lehetne altalanosabban is:

5.35. Allitas Legyen X eqy folytonos valosziniségi vdltozo fx striségfigguénnyel, és g
eqy folytonosan differencialhato fiigguény, sehol sem nulla ¢' derivalttal. Ekkor g szigo-
ridan monoton, és az'Y = g(X) valdsziniiségi vdltozo striségfiggvénye

_ fx (g_l(y))
9 (97 ()|

Bizonyitds. Feltessziik, hogy mindenhol ¢’ > 0, az ellenkezd eset hasonléan miikodik.
Sémank szerint

Fy(y)=P{Y <y} =P{y(X) <y} =P{X <g'(y)} = Fx(s7'(v)),

W) =fx(g7' W) o' w)] = %' -

fr(y)

5.7. Feladatok

5.1. Tegyiik fel, hogy X eloszlasfiiggvénye, F' a kivetkezéképpen adott:

(0 hab<0
Z ha0<b<1
1 b-—-1

F(b) = s+t hal<b<?2
11
— <
12 ha2<b<3
1 ha 3 <b
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5.2.

5.3.

5.4.

(a) Szamoljuk ki P{X =i}-t,i=1,2,3.
Cprl 3
(b) Mennyi P{; < X < 35}?
(a) Egy rendszer egy eredeti és egy pot egységbdl all, igy a teljes rendszer a
bekapcsolastol szamitva X hoénapig miikodik. Hatérozzuk meg X varhaté

értékét, és annak valdszintiségét, hogy a rendszer legalabb 5 honapig miikodik,
ha X striségfiiggvénye:

Cre™®? haz >0,
f(z) =
0 ha z <0.

(b) Legyen

)
C(2x — 2°) ha0<x<§,

0 kiilonben,
és .
C2r—2%) hal0<uz< ,
g(x) = 2

0 kiilonben.

Lehet-e f ill. g stirtiségfiiggvény? Ha igen, hatarozzuk meg C-t és az f ill. g
altal meghatarozott eloszlasok varhatéértékét!

(¢) Milyen « és c értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkezo fliggvény?

—OC.T)

F(z) = exp(—ce

Egy benzinkit hetente egyszer kap benzint. Hogyha a heti eladds (ezer literben
mérve) egy valdszintiségi valtozo

51—2)* ha0<ux<l,
flz) = .y
0, egyébként

strtiségfiiggvénnyel, akkor mekkora méreti tartaly sziikséges ahhoz, hogy egy adott
héten a benzinkut 0.01-nél kisebb valészintiséggel fogyjon ki a benzinbol?

Tudjuk, hogy minden Y nemnegativ valészintiségi valtozora

E(Y) = /Ooo P{Y > t}dt.

Mutassuk meg, hogy egy X nemnegativ valoszinliségi valtozora

E(X") :/ nz" '"P{X > z}dx
0
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teljestil. (Tipp: kezdjik azzal, hogy
E(X™) :/ P{X" >t} dt,
0

magd cseréljink vdltozot (t := z").)

5.5. Legyen F(x) folytonos eloszlasfiiggvény, és F'(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

0, ha —oco <z <1,
G(z) := 1
F(z)—F(z™), hal<z <o

is eloszlasfiiggvény. Adjunk valdszinliségszamitasi értelmet a fenti formuldnak.

1
5.6. Konstrudlhaté-e olyan folytonos g : [0, 1] — [0, co) fiiggvény, amelyre [ g(z)dx
0

1 1
1, [z-g(x)dz =a, [2?- g(z)dz = a®?
0 0

5.7. Szamoljuk ki E(X) értékét, ha X stlirliségfiiggvénye

“2/2 hax >0,

—xe
0 , egyébként;
c(l1—2?) ,ha —1<ux<l,
0 , egyébként;

5
— L,hax>25,
(c) flx) =4 o
0 , egyébként.

5.8. Mutassuk meg, hogy

E(Y)—/OOOP{Y>y}dy—/OOOP{Y< —y}dy.

(Tipp: mutassuk meg, hogy

/DOOP{Y < —ypdy = —/0 z fy () do

—00

/OOOP{Y>y}dy:/ooxfy(x)dx. )

0
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5.9. X-et akkor mondjuk Y-ndl sztochasztikusan nagyobbnak, ha minden t-re
P{X >t} >P{Y >t}

teljestil (jelolés: X >4 Y'). Mutassuk meg, hogy ha X >, Y, akkor E(X) > E(Y)

amennyiben

(a) X ésY nemnegativ valészintiségi valtozok,

(b) X ésY tetszdleges valdsziniiségi véaltozok. (Tipp: drjuk X-et X = XT — X~
alakba, ahol

Yt _ X haX >0, Y _ 0 ha X >0,
10 haX<O, 1 =X ha X <O.

Hasonldan, Y-t is irjuk Y =Y+ — Y~ alakba, majd haszndljuk az (a) részt.)

(¢) Mutassuk meg, hogy X pontosan akkor sztochasztikusan nagyobb, mint Y,
ha

E(f(X)) = E(f(Y))

minden f novekvo fiiggvényre. (Tipp: ha X >4 Y, mutassuk meg, hogy
f(X) > f(Y), majd alkalmazzuk a fentieket. Forditva, adott t-hez taldljunk
eqy megfeleld novekvd figgvényt, melyre E(f(X)) > E(f(Y))-b6l P{X >t} >
P{Y >t} kovetkezik.)

5.10. A felé a vonatok 15 percenként indulnak 7:00-t6l kezdve, mig B felé 15 percenként
indulnak 7:05-t6l kezdve.

(a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszldsi id6ben érkezik az allo-
masra, majd felszall arra a vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek ha-
nyadrészében megy A felé, és hanyadrészében B felé?

(b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 kozotti egyenletes eloszlésti idében érkezik az éllo-
masra’?

5.11. Egy busz A és B vérosok kozott jar, mely varosok 100 kilométerre vannak egy-
mastél. Ha a busz lerobban, akkor azt egyenletes eloszlasu helyen teszi a két varos
kozotti uton. Pillanatnyilag egy buszszerviz talalhaté az A varosban, egy a B
varosban, és egy a két varos kozott féluton. Egy javaslat szerint ehelyett gazdasa-
gosabb lenne a hdarom szervizt az A varostol 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni.
Egyetértiink-e a javaslattal? Miért? Mi lenne a szervizek legjobb elhelyezése?
Milyen értelemben?

5.12. Tegyiik fel, hogy X normaélis eloszlasd, 5 varhat6 értékkel. Ha P{X > 9} = 0.2,
kozelitéleg mennyi X szérésnégyzete?
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5.13.

0.14.

5.15.

5.16.

5.17.

0.18.

Tegyiik fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassaga centiméterben mérve normalis
eloszlast, p = 180 és 02 = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hény
szazaléka magasabb 2 méternél? A két méteres klub tagjainak hany szazaléka
magasabb 2 méter 10 cm-nél?

Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsdgosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel
mutat fejet. Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk igazsigos-e vagy pedig hamis.
Ennek eldontésére a kovetkezo statisztikai tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét
1000-szer, ha legalabb 525-szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-
nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az érmét igazsdgosnak tekintjiik. Mi a
valoszintisége, hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsagos volt?
Es ha hamis volt?

Mutassuk meg, hogy I'(3) = v/m. (Tipp: T'(3) =[5~ ez~ 2dx. Helyettesitsink
y = \2z-et és hasonlitsuk dssze az igy kapott kifejezést a normdlis eloszldssall)

Szamoljuk ki a normalis eloszlas aldbb definiédlt “abszolit momentumait” (¢ a stan-
dard normélis stirtiség):

Ak::/ o(y)|y|* dy, k=1,2,3,...

(Tipp: pdros k = 20-re szamoljuk ki és haszndljuk a kovetkezd kifejezést:
dt 1
AN /27 oo

Pdratlan k = 20 + 1-re hajtsuk végre a z = y* vdltozdcserét az Ay-t definidld
integralban.)

A=1

Legyen X nulla varhaté értékii és o szorasu, normalis eloszlasu valdszintiségi val-
tozo. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges x > 0 esetén fennéllnak a kovetkezd egyen-
16tlenségek:

1 2o [0 O 1 275 20
—(z%/207) —(z?/257)
e - — < Pl{X >=x < e —.
V2 ($ 1'3) { } V2T T

(Tipp: differencidljuk az egyenlétlenség-lanc mindhdarom tagjat és hasonlitsuk dssze
a derivdltakat.)

Egy nagyvaros lakossaganak dltalunk ismeretlen p hanyada dohényzik. Ezt a p
hanyadot akarjuk kozelitoleg meghatarozni egy mintaban megfigyelt relativ gyako-
risaggal, a kovetkez6 modon: megkérdeziink n véletlenszeriien kivélasztott lakost
és megallapitjuk, hogy ezek kozott k allitja, hogy dohanyzik. A NSZT-bdl tudjuk,
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5.19.

5.20.

5.21.

hogy ha n elég nagy, akkor az empirikusan megfigyelt p’ : = k/n relativ gyako-
risdg igen nagy valdszintiséggel jol kozeliti az igazi p hanyadot. Milyen nagynak
kell n-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy az empirikusan megfigyelt p’
relativ gyakorisdg legaldbb 0.95 valészintiséggel 0.005 hibahataron beliil kozelitse
a valédi (ismeretlen) p hdnyadot? Més széval: hatdrozzuk meg azt a legkisebb ng
természetes szamot, amelyre igaz, hogy barmely p € (0, 1)-re és n > ng-ra

P{|p’ — p| < 0.005} > 0.95.

Van két egyforma biztositotarsasag, egyenként tizezer ligyféllel. A 2007-es év ele-
jén minden tigyfél befizet a biztositéjanak otvenezer forintot, és az év folyaman
minden {igyfél egyméastol fiiggetleniil % valoszintiséggel nyijt be karigényt, amely
minden esetben 150 ezer forintos. Mindkét biztositétarsasdgnak van ezen feliil 5
millié forint félretett pénze az el6zo évrol. Egy biztositotarsasag csodbe megy, ha
nem tudja kifizetni a beérkezo karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztosito-
tarsasagnak? Legyen p; annak a valdszintisége, hogy a két biztositétarsasag koziil
legalabb egy tonkremegy, és py annak a valdszintisége, hogy az egyesiilt biztosito-
tarsasdg tonkremegy. Hatdrozzuk meg p; és py (kozelitd) értékét, és vonjuk le a
kovetkeztetést!

(A Poisson eloszlas normélis approximdciéja.) Bizonyitsuk be, hogy A — oco-re

1

V2r

és a hibatag egyenletesen kicsi, ha x egy korlatos halmazban marad. Kovetkez-
ményként lassuk be, hogy

exp(—2?/2) + O(A'/?),

\/X . ppoi()\)<L>\ + l‘\/XJ)

B
S ) o [ o) dy = 8(5) - 2fa)

AavVA<k<A+BvVA
amint A — oo.

Egy F eloszlasu folytonos valdszin(iségi véaltozé medidnja az az m, amelyre F'(m) =
%. Azaz egy valdszintliségi valtozé ugyanakkora valészintiséggel kisebb, mint a me-
dianja, mint amekkora valdészintiséggel nagyobb. Keressiik meg a X medianjat, ha
X eloszlasa:

(a) az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlas;

(b) normalis eloszléds, i és 0 paraméterekkel;

(c) A rataju exponencialis eloszlas.
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2.22.

5.23.

5.24.

2.25.

5.26.

2.27.

Egy f stiriségii folytonos valdsziniiségi véltozé médusza az az z, amelyre f(x)
maximalis. Szamoljuk ki X mdduszat, ha X eloszlasa:

(a) egyenletes az (a, b) intervallumon;
(b) normélis, u és o2 paraméterekkel;

(c) A rataju exponencialis.

Nem tudom hol a metrdékijarat a megalloban ahova megyek, ezért egyenletes el-
oszlasiként gondolok rd. Hova érdemes szallnom a metrén (elére, kozépre, hétra,
stb.)? Miért?

A binomialis eloszlas normalis approximaciéjanak felhasznalasaval szamoljuk ki a
kovetkezo kifejezés numerikus kozelitését:

3600
. 0.642376 . ) 361224
< 997 6) 0.6 0.36

Hatérozzuk meg R = Asin(O) eloszlasat, ahol A egy rogzitett konstans, és ©
egyenletes eloszlast (—7/2, w/2)-n. (Az ilyen valésziniségi vailtozok ballisztikandl
jonnek eld: a v sebességgel o szogben kilott lovedék R = % -sin(2a) tavolsdgban ér
foldet.)

(a) Legyen X A paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo, és ¢ > 0.
Mutassuk meg, hogy ¢X szintén exponencidlis eloszldsi, A/c paraméterrel.

(b) Most legyen X stiriiségfiiggvénye f(x). Miaz Y = aX +b valésziniiségi valtozd
strtiségfiiggvénye?

(¢) Most legyen X standard Cauchy eloszlast valdsziniiségi valtozé. Mutassuk
meg, hogy 1/X is standard Cauchy eloszlasi! Egy standard Cauchy eloszlasi
valészintiségi valtozd stirtiségfiiggvénye:

1

(a) Legyen X normélis eloszldst pu varhaté értékkel és o szérdssal. Hatédrozzuk
meg Y = e¥ sfirfiségfiiggvényét. (Y eloszldsdt lognormdlisnak nevezik.)

(b) Mutassuk meg, lehetéleg szamolas nélkiil, hogy ekkor CY® eloszlasa szintén
lognormélis ¢/ = au + log C' és 0 = a*0? paraméterekkel. (Tipp: tudjuk,
hogy Y = X, ahol X normdlis. frjuk fel CY -t €Z alakban, taldljuk meg a
kapcsolatot X és Z kézott, és hasznaljuk tudasunkat a normdlis valosziniségr
valtozo affin transzformdltjairdl.)
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5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

2.32.

5.33.

(¢) Valamely homokfajta részecskéi gomb alakiak, melyeknek atméréje (millimé-

terben mérve) log-normalis eloszlast, m = —0.5 és o : = 0.3 paraméterekkel.
Az egész homokmennyiség hany silyszazaléka all 0.5 mm-nél kisebb atmérsji
szemcsékbol?

Legyen £ az X pont tavolsdga a sik (1, 1) koordinatdju pontjatdl, ha

(a) X-et az z-tengely [0, 1] intervallumén véletlenszeriien valasztjuk;

(b) X-et az xz-tengely [0, 2] intervalluman véletlenszertien valasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg a & valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvényét.

Legyen X egyenletes eloszldst a [—3, 4] intervallumon, és legyen ¥(z) = |x —
1| + |z + 1|. Hatérozzuk meg az Y = W¥(X) valészintiségi valtozé G(y) eloszlas-
fiiggvényét. Abszolut folytonos eloszlasti-e Y7 Adjuk meg a G eloszlasfiiggvény
Lebesgue-féle felbontdsat diszkrét, abszolut folytonos és folytonos de szingularis
eloszlasfiiggvények Gsszegére.

Egy rédié élettartama években mérve exponencidlis eloszldsi, A = 1/8 paramé-
terrel. Ha Jézsi vesz egy ilyen tipusu hasznalt radiét, mi a valdszinlisége, hogy a
kovetkez6 nyolc évben végig miikddni fog?

Legyen X folytonos eloszlast valészintiségi valtozo, F' eloszlasfiiggvénnyel. Legyen
Y = F(X). Mutassuk meg, hogy Y val6sziniiségi valtozd egyenletes eloszlasu a
(0, 1) intervallumon.

Egy ¢ hossziusagu ropit talalomra valasztott pontban ketté toriink. Mi az igy
keletkezett darabok koziil a révidebbiknek az eloszlasa?

Benford eloszldsa azt a jelenséget irja le, hogy a valésagban sok mennyiség (pl. fizi-
kai konstansok, fizetések, részvényarak) bizonyos korlatok kozott skdla-invaridnsan
viselkedik. Legyenek 0 < a < b valés szamok, ekkor a preciz allitas az, hogy X Ben-
ford eloszldsi, ha folytonos, majdnem biztosan a < X < b, és minden a < z < b-re

P{z < X < az} fuggetlen z-t6l, amig 1 < a < b/z.

(Azaz ha pl. a < 1 és b > 4, akkor X ugyanolyan eséllyel van 1 és 2 k6zott, mint 2
és 4 kozott.)
(a) frjuk fel a fenti megallapitast az X valtozo eloszlasfiiggvényének segitségével.

(b) Differencialjuk az a)-ban kapott egyenletet z szerint, és vonjuk le a tanulsagot:
X stirtiségfiiggvénye C'/z alaki (a < x < b). Hatdrozzuk meg C' értékét.

(c) Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.
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(d) Mostantdl rogzitjiik a = 1 értékét. Legyen b = 10" (n pozitiv egész), mutassuk
meg, hogy X értéke elsé szamjegyének eloszlasa nem fiigg n-tol.

(e) Ezért most mar b-t is lerogzitjiik: legyen a = 1 és b = 10. Hatédrozzuk meg a
P{X értéke az i szamjeggyel kezdédik}, i=1,2,...,9

valoszintiségeket.
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6. fejezet

Egyiittes eloszlasok

6.1. Egyiittes eloszlasok alapfogalmai

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogyan kezelhet6 tobb valdszintiségi valtozé egyiittes
viselkedése. Legtobbszor két valtozdét tekintiink, de minden altalanosithaté tetszoleges
szamu (akdr megszamlalhatéan végtelen sok) valdsziniiségi véltozéra. Ezt néha meg is
tessziik majd.

Legyenek X és Y valoszintiségi valtozok. Az alapveté objektum, mely leirja az 6
valészintiségbeli viselkedésiiket, a kovetkezo:

6.1. Definicio Az X ésY waldsziniségi vdltozok egyiittes eloszlasfiiggvénye
F(z,y):=P{X <z, Y <y}

Ez a fiiggvény minden értelmes kérdésre tudja a valaszt X és Y eloszlasaval kapcsolatban.
Legyenek ugyanis a < b és ¢ < d valés szamok. Ekkor

Pla< X <b, ¢c<Y <d}=F(,d)— F(a,d)— F(b, ¢) + F(a, c), (6.1)

ami szépen latszik az aldbbi abrdbol, miutén észrevettiik, hogy F(z, y) az (x, y) pontba
eltolt harmadik (vagyis bal alsd) siknegyedbe esés valdszintisége. Az dbran a jobb felsd,
nem satirozott téglalapba esés valdszintiségét keressiik, melyet pontosan a fenti kombi-
nacioval tudunk harmadik siknegyed-valdszintiségekkel kifejezni:
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—
b

Ha valaki formalisabb levezetést szeretne, az eloszor alkalmazhatja a halmazok egyszeri
tulajdonséagait:

{a <X <b, c<Y <d}=
(X >an{X<bn{Y>cn{y <d} =
=({X>an{y <d)n({Y >} n{X <b}) =
= ({Xza}n{Y <dh)U({Y > d}n{Y <d}))n
N({X 2 n{X <bhUu({Y >} n{X <b})) =
={X<iIn{Y <d}n({X>a}u{y >d})n({X >b}U{Y >¢}) =
={X<n{Y<dIn({X<an{Yy <d})'n{X <b}n{Y <c}) =
= ({X <b}n{Y <d})n
N[{X <a}n{Y <d})U({X <b}n{Y <c})]" =
= ({X <b}n{Y <d})—
—[({X <a}n{Y <d}) U({X <b}n{Y < c})].

Mivel a kivont halmaz része az el6z6 halmaznak, a szita formula szerint

Pla< X <b, ¢c<Y <d} =
=P{{X <b}n{Y <d}}-
—P{{X <a}n{Y <d})) U{X <b}n{Y <c})} =
=P{{X <b}n{Y <d}}-
—[P{X <a}n{Y <d}} + P{H{X <b}N{Y < c}}—
~P{{X <a}n{Y <c}}] =
=F(b, d) — F(a, d) — F(b, ¢) + F(a, c).
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Ezutan a téglalapok altal generalt o-algebra tetszoleges elemének, azaz minden mérheto
halmaznak a valdsziniisége meghatarozhatd F' segitségével. Mint ez az el6bbi, biztosan
nemnegativ kifejezésbdl is lathatd, nem trividlisak azok a tulajdonsagok, melyek garantal-
jak egy kétvaltozos F fiiggvény eloszlasfiiggvény voltat (6.5 feladat), még tobb valtozora
pedig még bonyolultabb a helyzet.

Az egyiittes eloszlasokkal kapcsolatban az egyik alapkérdés, hogy énmagaban az egyik
valoszintiségi valtozé eloszlasa milyen lesz:

6.2. Definicié Az X waldszintiségi valtozé marginalis eloszlasfiiggvénye (marginalis el-
oszldsa, peremeloszldsa)
Fx(z) :=P{X < z}.

Itt tehat Y értékét teljesen figyelmen kiviil hagyjuk. Hasonl6 a definiciéja az Y margindlis
eloszldsanak, amikor X értékét hagyjuk figyelmen kiviil.

6.3. Allitas A margindlis eloszldasfiigguények a kivetkezoképpen fejezhetdk ki az egyiittes
eloszldssal:

Yy—00 T—00

Rendkiviil fontos megjegyezni, hogy a margindlis eloszlasok nem adnak elegendd
informaciot, azokbdl nem &llithaté vissza az egyiittes eloszlas.

Bizonyitds. Az {Y < n} események n-ben novekvoek, és lim{Y <n} = (J{Y <n} =
Q. Ezért
Fx(z) =P{X <z} =P{{X <az}nlim{Y <n}} =
n—oo
=P{lim ({X <z}n{Y <n})} =
n—oo
= lim P{{X <z} n{Y <n}} = lim F(z, y),
Y—>00

n—0o0

mert a két esemény metszete is névekvo n-ben, végiil pedig valds y-ra is attérhetiink a
limeszképzésben az F' valtozénkénti monotonitasa miatt. O

6.4. Definicié Az (X, Y) pdr diszkrét eloszlasa, ha csak megszamldlhatéan sok értéket
vehet fel. Ezek az eqy dimenzioban is hasznadlt jeloléssel X = x1, xo, ... €Y =y1, Yo, .. ..
A teljes valoszintség tétele alapjan ekkor a marginalis sulyfiiggvények

px(x) =P{X =2} =) P{X =2 YV =y}=> pl y)
J J
py(y) =P{Y =y} =) P{X =u;, Y=y} => plx; ).
A fentiekbdl nyilvanvald, hogy
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6.5. Allitas A kézis sulyfiigguényt az 0sszes lehetséges értékre felosszegezve
> plri,yy) =1.
Z'7‘j

Forditva, eqy p kétvdltozos nemnegativ fliigguény, mely csak megszamldlhatoan sok pontban
nem nulla, és az ott felvett értékeinek oOsszege 1, eqy kozds sulyfiggvény, és van neki
megfeleld kétdimenzios diszkrét valosziniségi valtozo.

6.6. Példa Egy urndban 3 piros, 4 fehér, 5 fekete golyo van. Visszatevés nélkil hizva 3
golyot, legyen X a huzott piros golyok szama, Y a hiuzott fehér golyck szdma. Hatdrozzuk
meg az eqyiittes eloszlasukat.

Ezt a diszkrét eloszlast legegyszeriibben egy tablazattal tudjuk megadni, melynek elemei
a kozos p(i, j) silyfiiggvény értékei. A szé1s6 oszlopban illetve az alsé sorban a sorok
illetve oszlopok Osszegzésével kapott marginalis sulyfiiggvény is szerepel, a példa élvezeti
értékét emeli, ha ellenérzésképpen néhany 6sszeget koziiliik kipotyogiink a szamologépen.

Y\X 0 1 2 3 py ()

Ao @) o0 oGO0 S S
pX() Z— (12) Z— (12) Z— (12) Z— (12) _>Z—1
Tobb valtozéra példa az alabbi:

6.7. Példa (a multinomialis (vagy polinomidlis) eloszlas) Tegyiik fel, hogy n figgetlen
kisérlet mindegyike r féle eredménnyel végzddhet, py, ps, - .., pr valosziniségekkel. Ekkor
X; legyen az i kimenetelek szama, i =1, 2, ..., r. Az{X;}_, vdltozdk egyiittes eloszldsdt
multinomidlis (vagy polinomidlis) eloszlasnak hivjdk, és az egyiittes sulyfiiggvény

p<n17n27“'7nT):P{X1:nl7 X2:n27 te XT:nT}:

n
— n1, 12 n
—( )‘P1 2 Y
ny o ... Ny

haniy, ng, ..., n. >0, ésny+no+...0n,. =n.
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Ennek a fiiggvénynek a sulyfiiggvény voltat az 1.12. multinomidalis tétel mutatja.

6.8. Definicié Az (X, Y) pdr egyiittesen folytonos eloszlasu, ha létezik egy f kétvdlto-
265 stirliségfiiggvény, hogy minden C C R? mérhetd halmazra

P{(X,Y) GC’}://Cf(x, y) dz dy.

Fontos megjegyezni, hogy az egyiittes folytonossaghoz nem elegend6, ha marginédlisan
folytonosak a valészintiségi valtozok. Példaul legyen X =Y ~ E(0, 1), melynek eloszlasa
egy egyenesre van koncentralva, igy biztosan nincs kozos stirtiségfiiggvény. A definiciobdl
néhany egyszert allitas azonnal kovetkezik egyiittesen folytonos eloszlasokra:

6.9. Allitas Minden A, B C R mérhetore

P{X € A, YGB}:/A/Bf(:U, y) dy dz.

Specidlis esetként a strlségfiiggvény szemléletes jelentését lathatjuk a

ate pb+é
P{X € (a, a+¢), Ye(b,b+6)}:/ / fz, y)dyde ~ f(a, b) - &6
a b

kozelitésbol. Szintén specialis esetként

6.10. Allitas

a b
F(a,b) =P{X <a, Y <b} = / / f(z, y) dydz, amibdl

_ 0*F(a, b)  0°F(a, b)
Hab) == " = v

6.11. Allitas Az X illetve Y wvdltozdk marginalis strliségfiiggvénye
felo) = [ sty dewe gt = [ e
Bizonyitds. Minden A C R mérhetore
P{XecA}=P{X €A YeR}= /A/Oo f(z, y)dydz,
amit Osszehasonlitva a margindlis stirliségfiiggvény
P{X e A} = /Afx(x) dz
definicidjaval az allitas adodik. O
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6.12. Példa Legyen az X és'Y waldsziniiségi viltozok kozos siiriségfiigguénye

e . eV /y, hax y>0,
flz,y) = g
0, eqyébkeént.

Hatarozzuk meg Y marginalis eloszlasat.

Legyen y > 0, mert ellenkez6 esetben a margindlis stirtiség biztosan nulla. A fentiek
szerint - -
= [ Hapde= [Cemerydn =
—00 0
Ezért Y ~ Exp(1), marginalis eloszlasfiiggvénye Fy (y) = 1—e™¥ pozitiv y-ra, és nulla ne-
gativ y-ra. Figyeljiikk meg, hogy X marginalis eloszlasanak meghatarozéasa jéval bajosabb
volna.

6.2. Eloszlastranszformaciok

Toébbdimenzidban eloszlastranszformaciora tobbféle lehetéségiink van. Ha az (X, Xb)
par egy Z = g(Xi, X3) R-be mend fiiggvényének eloszlasat keressiik, gyakran érdemes
az eloszlasfiiggvény definicija alapjan dolgozni:

Fy(2) =P{Z < 2} = P{g(X1, Xo) < 2} = / F@y, 2) day das, (6.2)
(w1, 22) : g(w1, 22)<2

majd az integralas elvégzése utan, amennyiben F; differencidlhaté, Z f, strtségfiiggvé-
nyét differencidlassal kaphatjuk. Erre fogunk példat latni a 6.4. alfejezetben.
Ha az (X;, X,) parnak egy R%-be mend,

(Y1, Ya) = (91(X1, X2), g2(X1, X3))

fiiggvényével van dolgunk, akkor is dolgozhatunk a definicidk szerint. Az egyszeriiség
kedvéért vektoros jelolést haszndlunk:

FX(Q) =P{Y1I <y, Yo <y} =P{a(X1, Xo) <1, g2(X1, Xo) <o} =

N // f&(xla 372) dxy dxs.
(z1,72) 1 91(z1, 22)<y1, g2(z1,72)<y2

Amennyiben létezik a masodik vegyesderivalt, akkor ebbdl ezek utdn sirtiségfiiggvényt
is kaphatunk.
Ha g kelléen szép, akkor a fentiek automatizalhatok is:

(6.3)

6.13. Allitas (kétdimenzis siirfiségtranszformacié) Legyen g : R2 — R? fiiggvény,
mely
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e kolcsondsen egyértelmi,

e folytonos parcidlis derivdltakkal rendelkezik,

8g1/8:c1 891/31:2

0 R2-n.
go/0z1 Oga)Ozs| 7 0K

e Jacobi determindnsa |J| =

Ekkor g invertdlhatd, az Y := g(X) transzformdlt valdsziniiségi vdltozé abszolit folyto-
nos, €s siuriségfiigguénye

frw) = fx(g ') - 1271,

ahol az utolsé tag a Jacobi determindns abszolit értékének reciproka (az z = g~'(y)

helyen,).
Hasonlitsuk ezt 6ssze az egy dimenzids 5.35. allitassal.

Bizonyitds. A (6.3) egyenletet folytatva egy a : = g(x) kétdimenziés valtozdcserével

)= //Myl, wa<rs fx(97 (@) - [~ day das =
- /_: /_io fx(97(a)) - [~ day das,

amibdl differencidléssal

_ Fy (y1, y2) _ - -
fr(y) = oo Ix (g7 W) - 127 O

Tobbdimenzids eloszlastranszformaciora szép példa lesz a 6.21. allitas a kovetkezo alfe-
jezetben.

6.3. Fiiggetlen valdésziniiségi valtozok

6.14. Definicié Az X1, X, ..., X,, valdsziniségi vdltozok fliggetlenek, ha a hozzdjuk
margindlisan kotodo események figgetlenek, azaz tetszéleges Ay, As, ..., A, mérhetd R-
beli halmazokra

P{Xl € Al, Xs € AQ, ... X, € An} = P{Xl c Al} . P{XQ S AQ} i P{Xn S An}

Megszamldlhatoan végtelen sok valosziniiségi vdltozo fiiggetlen, ha minden véges kollek-
ciojuk fiiggetlen az elébbi értelemben. A f.a.ev.v. rovidités fiiggetlen azonos eloszldsi
valdszindségi valtozokat jelol. (Angolul: ii.d.=independent identically distributed.)

A szorzési szabaly (3.7. éllitas) kovetkezményeként a fiiggetlenséghez elég ellendrizni,
hogy
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X, fliggetlen X;-t6l,

X3 fiiggetlen (X7, X5)-t6l,

X4 fuggetlen (Xl, Xg, Xg)-téL
e ...

A tovabbiakban itt is foként két valdszintiségi valtozé esetével fogunk foglalkozni, de
minden &ltalanosodik megszamlalhaté darab véltozora.

6.15. Allitds X ésY fiiggetlensége

1. ekvivalens azzal, hogy eloszldsfiigguényiik faktorizdlodik:
F(z,y) = Fx(z) Fy(y) (2, y €R);
2. diszkrét esetben ekvivalens azzal, hogy sulyfiigguényiik faktorizdlodik:
p(r,y) =px(z) pr(y) (2, y ER);
3. diszkrét esetben ekvivalens azzal, hogy sulyfiigguényiik szorzat alakban irhato:
plx,y) =hx)-g(y) (2, y €R);

4. eqgyiittesen folytonos esetben ekvivalens azzal, hogy striségfigguényiik faktorizdlo-
dik:
fla,y) = fx(2) fr(y) (2,9 €R);

5. egyiittesen folytonos esetben ekvivalens azzal, hogy striségfigguényiik szorzat alak-
ban irhato:

fla,y)=nz)-g9(y)  (z,y eR).
Bizonyitds. Az, hogy a fiiggetlenségbol az 1.3 éllitasok kovetkeznek, trividlis. Visszafelé:
1. Legyen a < b és ¢ < d. Ekkor, ldsd (6.1),
Pla<X <b ¢c<Y <d} =
=F(b,d)— F(a, d) — F(b, ¢) + F(a, ¢) =
= FX(b) . Fy(d) — FX(CL) . Fy(d) — Fx(b) . Fy(C) + Fx(a) . Fy(C) =
= (Fx(b) = Fx(a)) - (Fy(d) = Fy(c)) =
=P{a <X <b} -P{c<Y <d}.
Intervallumokra tehat megvan a fliggetlenség definidl6 tulajdonsaga, innen a szo-

kasos mértékelméleti kiterjesztéssel minden mérhet6é halmazra is beldthato.
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2. Legyenek A, B C R. A szokasos jelolésekkel
P{X €A YeB}= Z Z p(xi, y;) =

i:x;€Aj:y;EB

= > > px(@) prly) =

i:xiEAj:ijB

= (X pxl@) (X wrln) =

i1 EA Jj:y;€B

=P{X € A} -P{Y € B}.

3. A kozos sulyfiiggvény OsszegezhetOsége miatt > h(x;) = C véges és nem nulla.
Ezzel a konstanssal

py(y) = Zp(xi, y) = Z h(zi) - g(y) = C - g(y),

amib6l Y g(y,;) = 1/C is kovetkezik, ezért
J

px(0) = Yop(e, u) = Yo hia) - gluy) = ",
tehat ,
p(x, y) = h(x) - g(y) = % -Cy(y) =px(x) py(y),

ami 2. szerint a fiiggetlenséggel ekvivalens.

4. Ha X és Y egyiittesen folytonosak és fiiggetlenek, akkor

o) = g Pl ) = 5o F(o) - Fr(y) =
— 5o Fxa) - - Frly) = (@) - (o)

Forditva, ha f(z, y) = fx(z) - fy(y), akkor A és B mérhetékre

P{XGA,YEB}:/A/Bf(:v,y)dydx:

- /A/BfX(f”) - fy(y) dy dz =

= ([ @) ([ srman) -

=P{X € A} -P{Y € B}.
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5. Ugyanugy bizonyithaté 4.-bol, mint 3. 2.-bol. [

A fentiek kovetkezménye, hogy a marginalis eloszlasok ismerete plusz a fiiggetlenség
egyértelmiien meghatdrozza a valdszintiségi valtozdk egyiittes eloszlasat.

6.16. Példa (a Poisson eloszlas (folyamat) cimkézése) Tegyiik fel, hogy az emberek A
paramétert Poisson folyamat szerint érkeznek a postdra, és mindeqyikik p valoszini-
séqgel férfi, 1 — p valosziniiséggel no, eqymastol fiiggetlendil. Ekkor az elsé ordban érkezd
emberek 0ssz-szdma ~ Poi(\) eloszldsi, és a 4.31 feladatban mdr ldathattuk, hogy a fér-
fiak szama az elsé draban = X ~ Poi(Ap). Természetesen ugyanigy a nék szama az elsé
ordban =Y ~ Poi(A(1 —p)). Most mindezek mellett azt is megmutatjuk, hogy X és'Y

fiiggetlenek (!).

A kozos sulyfiiggvény meghatarozasahoz egy fura feltétellel egészitjiik ki a valdoszintiséget.
Mivel ez a feltétel kovetkezik a valdszintiségben szereplo eseménybdl, ez nem jelent majd
megszoritast. Legyenek i, 7 > 0 egészek.

p(i, j) =P{X =i, Y =j} =
=P{X =i, Y=j|X+Y=i+j} - P{X+Y=i+j}

Tudjuk, hogy az emberek Ossz-széma = X + Y ~ Poi()\), és a feltételek szerint adott
szamu ember mellett a férfiak szama binomidlis: X | X + Y = n ~ Binom(n, p). (A
kedélyek felkavardsa végett ezt még igy is frhatjuk: X |X + Y ~ Binom(X + Y, p),
ugyanis itt X +Y feltételezésével beszéliink, tehat X +Y nem véletlen.) Ezt felhasznalva
folytatjuk a szamolést:

)\i—i-j

e—>\

. i+7\ N ,

— ot (1 =) - . — . (1=p) . .

p(i, j) (Z.)p (1-p) R (1-p) T
Ebben a pillanatban készen vagyunk, hiszen ez egy szorzatfiiggvény, tehat X és Y fiig-
getlenek, a margindlis eloszlasokat pedig méar a 4.31 feladatbdl tudjuk. Azért befejezziik
a szamolast. Annyi maradt héatra, hogy a 6.15. allitds 3. pontjabdl atlépjiink a 2. pont

szerinti alakba. Ehhez csak a konstansokat kell iigyesen csoportositanunk:

o Ap)t M1 —=p)) o
i, ) = O o Q=D iy
2! !
= pPoi(,\p)(i) 'pPoi(,\(kp))(j) = px(i) 'pY<j)~

A jelenség a Poisson folyamat szintjén is létezik: a definicié alapjan meggy6zhetjiik
magunkat, hogy ha egy Poisson(\) folyamat eseményeit mindent6l fiiggetleniil p valdszi-
niiséggel kékre és 1 — p valdszintiséggel pirosra szinezziik, akkor a kék és a piros folyamat
egymastdl fiiggetlen Poisson(Ap) illetve Poisson(A(1 — p)) folyamatok lesznek.
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Legyenek X ~ E(a, b) és Y ~ E(c, d) fiiggetlen egyenletes eloszldsiak. Ekkor sii-
riiségfiiggvényiik konstans (= 1/(b — a) illetve 1/(d — ¢)) a megfelel§ intervallumon,
ezért kozos striségfiiggvényiik is egy konstans az intervallumok szorzatan. Masképpen
az egylittes slirliségfiiggvény ebben az esetben az (a, b) X (¢, d) téglalapon a téglalap
teriiletének reciproka. Az (X, Y) par tehét ekkor egyenletes eloszlasu a téglalapon:

6.17. Definicié A sik eqy mérhetd, véges és pozitiv Lebesque-mértéki C' halmazdn kons-
tans, azon kivil nulla striségi eloszlist egyenletesnek nevezziik a C-n. A stiriségfiigg-
vény ekkor sziikségképpen 1/|C|, ahol |C|-n a C' halmaz kétdimenzids Lebesque-mértékét
értjik. Emiatt egqy A C C mérhetd halmazba esés valdsziniisége = |A|/|C|, vagyis a
teriiletek ardnya.

Kétdimenziés egyenletes (vagy két egydimenzids fiiggetlen egyenletes) eloszlds esetén
mindig az elsé feladat egy megfelel6 abra készitése.

6.18. Példa Jancsi és Juliska eqymastol fiiggetlendl 12:00 és 13:00 kozott véletlensze-
rien érkeznek a megbeszélt talalkahelyre. Mi a valoszinisége, hogy az elsé odaérs 10
percnél tobbet var a masodikra?

Egyéb informécié hianyaban feltehetjiik, hogy Jancsi és Juliska X illetve Y érkezési
idejei f.a.e. E(12:00, 13:00) valdszintiségi valtozok. A kozos eloszlas tehat egyenletes a
(12:00, 13:00) x (12:00, 13:00) négyzeten. A kérdéses {|X —Y| > 10} eseményt dbrazolva:

:00

110

+ X
12:10 13:00

A kétdimenziés egyenletes eloszlds szerint az esemény valdszintisége az esemény és a teljes
négyzet teriileteinek aranya, vagyis 2 - % /60% = 25/36. A feladatot persze meg lehetne
oldani kétdimenziés integréaldssal is (ezzel 1ényegében meghatarozva a fenti haromszogek
teriiletét).

6.19. Példa Legyen az X ésY waldszintiségi valtozok egyiittes striséqgfiigguénye

24xy, ha0<zx<1l, O0<y<l, O<zx+4+y<]I,
[z, y) = s
0, eqyébként.

Fiiggetlenek-e a vdltozok?
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Ugyan els6 ranézésre a strliségfiiggvény szorzat alakinak tiinhet, dm a feltételekkel
egyutt
fle,y) =242y - 1{0<z <1} - 1{0<y<1}-1{0<z+y <1}

nem szorzat alaki az utolsé indikator miatt. Fiiggetlen valdszintiségi valtozok sziikség-
képpen szorzathalmazra vannak koncentralva, e példa feltételeiben pedig egy nem szorzat
alaki halmaz (egy hdromszog) szerepel. X és Y tehat nem fiiggetlenek.

Az eddigiek és az aldbbiak is trividlis modon altalanosithaték tobb valészintiségi val-
tozé esetére. A kovetkezd definiciot eleve d dimenziéban érdemes bevezetni.

6.20. Definicié Legyen A egy d x d pozitiv definit szimmetrikus valds mdtriz (azaz min-
den z € R-re gTég > 0), és m € R egy rigzitett vektor. Az X € R valdszintiségi
vdltozo vektor egyiittes normédlis (avagy Gauss) eloszlasu, ha siriségfiggvénye

\ /deté
Var!

Megjegyezziik, hogy az A matrixnak nagyon kézzelfoghatd jelentést fogunk adni a 7.18.
allitasban. Ez az eloszlas onmagaban is fontos, raadasul szép példa tobbdimenzids elosz-
lastranszformacidkra is:

flz) = e 3 (z—m) T A(z—m) (z € RY). (6.4)

6.21. Allitas A d dimenzids normdlis eloszlds d darab f-a.e. standard normadlis valoszi-
niségi vdltozo affin transzformdltjaként dll eld.

Bizonyitds. A definiciéban szerepld jelolésekkel az A matrix szimmetrikus, ezért sajdtér-
tékei valdsak, és valaszthaté d darab v, 0@ . 0@ sajatvektor, melyek ortonormalt
bazist alkotnak. A belSliik mint oszlopvektorokbdl sszedllitott P ortogondlis matrix

diagonalizalja A-t:

AL 0 o --- 0
0o X o ... 0
PlAP=D=]|0 0 X® ... 0
0 0 0 -.-- \9

A pozitiv definitsége miatt a sajdtértékek pozitivak, igy vehetjiik a \/2 diagondlis mat-
rixot, melynek foatlgjaban a sajatértékek gyokei iilnek. Definidljuk a

g : RY = RY, QHQ(@:@EA@—@)

affin transzforméaciét (m-el valé eltolast, a {v®}; bézis szerinti forgatést, majd kiilonboz6
irdnyokba valé kiilonboz6 nytujtdasokat).

s=pE =2 ByBE" - (B2 BE"
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miatt (6.4) igy is irhato:

fx(z) = Etdg o 3(9@)Tg(@)
- 2T

A g fiiggvény kielégiti a 6.13. dllitas feltételeit, és Jacobi determinansa
det /D det P = % det \ /D = +, [det D,

fgy az Y : = g(X) valtozé siirtiségfiiggvénye

ami pontosan azt jelenti, hogy az Y = (Y1, Ya, ..., Yy) valdszintiségi valtozok f.a.e.
N(0, 1) eloszldstiak. Mivel

az allitas be van bizonyitva. O]

Az allitas forditva is igaz:

6.22. Allitas d darab f.a.e. standard normdlis valosziniiséqgi valtozo minden nem nulla
Jacobi determindnsi affin transzformdltja d dimenzids egyiittes normdlis eloszldsi lesz.

Bizonyitds. A 6.13. transzformacios allitasba behelyettesitve a f.a.e. standard normaliso-
kat konnyedén felfedezziik az egyiittes normalis stirtiségfiiggvényt benne az affin transz-
formdciobol szdrmaztatott A pozitiv definit szimmetrikus matrixszal és m vektorral. [

6.23. Allitas A f.a.e. N(0, 02) valdsziniiségi vdltozok egyiittes eloszldsa forgdsszimmet-
rikus.

Bizonyitds. Ekkor m = 0 és A az egységmétrix 1/ o%-szerese, ezért barmilyen
g: R? — R, x> g(x) = g_lg

ortogonalis transzformaciéra

_ _ 1 — L (PYT(Py) -1 1 1T,
fe() = fx(g7 W) 1 = e B o T
o x(" W) - \/ﬁdad \/ﬁdad
még mindig a N (0, o?) slirfiségfiiggvények szorzata. O]

126



6.4. Fiiggetlen valdsziniiségi valtozok Gsszegei

Az alabbiakban X és Y fiiggetlen valészintiségi valtozokat aduk ossze, és kivancsiak
vagyunk X +Y eloszldsara. Ez egyuttal példaként szolgdl kétdimenziébdl egy dimenzioba
mend eloszlastranszformaciora is. Eloszor egész értéki valtozokat tekintiink, az altalanos
diszkrét eset technikai bonyodalmakkal, de elvileg hasonléan targyalhato. A kovetkezd
allitas a teljes valdszintiiség tétele alapjan egyszertien kovetkezik.

6.24. Allitas Legyenek X €és'Y fiiggetlen, egész értékii valosziniségi vdltozok px €s py
marginalis sulyfiigguényekkel. Ekkor X +Y sulyfiggvénye

pxiv(k) = Y px(k—1d)-py (i),

1=—00

Ezt a formulat diszkrét konvolicionak hivjak.

Bizonyitas.
pxsv(k) =P{X+Y =k} =) P{X+Y =k YV=i}=
= Z P{X=k—i, YV =i}= Z px(k — 1) - py ().
1=—00 1=—00 D

6.25. Kovetkezmény Legyenek X ~ Poi(\) és Y ~ Poi(u) figgetlen valészinidséqgi
vdltozok. Ekkor X +Y ~ Poi(A + ).

Bizonyitds. Legyen k > 0, ellenkez6 esetben az 0sszeg sulyfiiggvénye nulla.

0o k ) )
- . )\kfz B M’L B
px+y (k) = _Z: px(k —1) - py(i) = Z(; =N AL et =
k
1 k k—i i —(Atp) _ (A + M)k —(M+p)
Newton binomiélis tétele (1.11. tétel) alapjan. O

6.26. Kovetkezmény Legyenek X ~ Binom(n, p) és Y ~ Binom(m, p) figgetlen va-
[0szindiségi vdltozok. Ekkor X +Y ~ Binom(n + m, p).

Fontos, hogy X és Y eloszlasaban a p paraméter megegyezett, kiilonben az allitas nem
igaz.
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Bizonyitds. A binomidlis eloszlds jelentése alapjan az allitas nyilvanvald. A konvolicids
képlet egy kombinatorikai azonossagra vezet:

:p: (1 -mm*“—’“i <k71 z) ' <T>

k
A ;) (k:) . (T) = (”J,;m) azonossag a hipergeometriai eloszlas (4.49. definicié) eloszlas

voltaval ekvivalens. Kombinatorikai titon is belathaté: a bal oldal megszamolja, hanyféle-
képpen valaszthatunk ki n kék és m piros golyé koziil valahany kéket és valahany pirosat,
hogy 6sszesen k darabot valasszunk. A jobb oldal annak szama, ahanyféleképpen m + n
golyobdl k darabot ki tudunk valasztani. O]

Fliggetlen folytonos valdszintiségi valtozok Gsszegeihez célszeriibb elészor (6.2) segit-
ségével az Osszeg eloszlasfiiggvényét tekinteni:

Euﬂw=4%X+Y<a}:// £, ) dedy =
r+y<a

:/Z/:yfx(x)-fy(y)dxdyz/ZFx(a—y)-fy(y)dy-

Ezt a formulat hivjak az eloszldsfiggvények konvoliciojanak. Differencialassal kapjuk,
hogy
6.27. Allitas Ha X ésY folytonos és fiiggetlen valosziniiséqgi vdltozok, akkor

fX+Y(a) = /_OO Ix(a—1y)- fY(y) dy,

mely formula a striségfiiggvények konvolicidéja nevet viseli.
6.28. Példa Hatdrozzuk meg két figgetlen, E(0, 1) valdsziniségi viltozd dsszegének si-

riséqfigguényét.

Fiiggetlen egyenletes valoszintliségi valtozok esetén mindig érdemes az eloszlasfiiggvényt
abra segitségével keresni, ez ebben az esetben is célravezetd. Mi most ehelyett az el6z6
allitast alkalmazzuk. A két valtozé margindlis stiriségfiiggvénye fy(z) = fy(z) = 1{0 <
z < 1}. Ezért a € (0, 2) esetén (az Osszeg sliriiségfiiggvénye nulla egyébként)

tﬁﬁmw=/f1w<a—y<1y1w<y<1hm:

ant a, ha 0 <a <1,
:/ 1dy =
(a—1)V0 2—a, hal<a<?2.
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Két fiiggetlen egyenletes eloszlasu valtozé Gsszege tehat nem egyenletes. Fiiggetlen nor-
malisok Osszege viszont normalis:

6.29. Allitds Legyenek X ~ N (p,, 02) ésY ~ N (i, o7) figgetlenek. Ekkor X +Y ~

N (e + py, 02 + 7).

Bizonyitds. Elsé 1épésben a pi, = p,, = 0 esetre bizonyitunk. Az 6sszeg stirtiségfiiggvénye
2

Feorta) = [T L
a) = e 20% . e 9y —
Y oo V2T O, V2irmo, Y

“ 5 /me_;[@éﬁ%]dy

2m0 L0y

—0oQ0

A stratégia az lesz, hogy a szogletes zardjelbdl teljes négyzetet csinalunk, melynek segit-
ségével az integrélt el tudjuk majd végezni.

2 2 2 2 2 2 2 2
(a—y)? v ¥ |y ay @ ozt+o, 5, _oa a
2 taT et et aT a0 VT 2a vt 5=
T Y T Y T T ] T T
o2 +o? o2 a?
x y . 2 9 Y . 4+ =
o202 Y a o2 + g2 Yy o2
¥y T Y T
o+ o2 o2 \2 o2+0? ot a?
x v (y—a y Yz Y. g2 y a
22 2 2 2,2 2 2)2 2
o202 02+ o2 o202 (02+02)* o2
o2 + o2 o? 2 —02 + 02 4 0?2
x y —a y + a2 y x y _
0202 y 02+ o2 (02 + 02)0?2
z¥y T Y T y/Yx
Jg + 05 < 05 )2 n a®
—a )
2.2 Yy 2 2 2 2
030, oy + 0y oy + 0oy,
, o2+o2 o2 . (14 s 2 ;
Ezért bevezetve a z = - |y — a =5 ) integralési valtozot,
Tz0y az-l-ay
2 _1_a? 1 _1_a?
—22/2 dz - e 2 U%+U§ — e 2 0320_,_05

1 [e.e]
fxiv(a) = —/ e
2m/ 03 + 0 J oo 2n(02 + 02)

Ez mutatja, hogy X +Y ~ N (0, o2 + 05). Altaldnos esetben pedig a kovetkezo felbon-
téssal éliink:
X4Y =X =g+ Y = p1y +ito + pty ~ N (o + p1y, 05+ 03).
H/-/ \,—/
~N(0,02)  ~N(0,02)

N

~N(0,03+07) [
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Az &llitésbol természetesen az is kovetkezik, hogy X —Y ~ N(uy — py, 07 + 07) (a
szorasnégyzetek még mindig osszeadédnak!).

6.30. Példa Egy kosdrlabdacsapat nay = 26 jatékot jatszik A osztalyi csapat ellen,
ng = 18 jatékot pedig B osztdlyi csapat ellen. Az A osztalyu csapatok ellen a nyerés
valoszinidsége jatékonként figgetleniil pa = 0.4, a B osztdlyi csapatok ellen pg = 0.7. M
a valdsziniisége, hogy csapatunk dsszesen 25 vagy tobb jatékot nyer? Mi a valdszinisége,
hogy tobbszor nyer A osztalyi csapat ellen, mint B osztdlyi csapat ellen?

Az A osztalyu csapatok ellen nyert jatékok szama = X ~ Binom(ng, pa), a B osztalyuak
ellen nyert jatékok szdma =Y ~ Binom(ng, pp), és ezek a valtozdk fiiggetlenek. A gond
az, hogy pa # pp miatt ezek Osszege nem lesz binomidlis. A jatékok szama viszont elég
nagy ahhoz, hogy a DeMoivre-Laplace kozelités miitkodni kezdjen, azaz kozelitoleg

XA a0, 1) és Y nePs o, 1),
napa(l —pa) npps(l — pp)

Ezért egy egyelore ismeretlen C' konstanssal normaljuk a centralt valtozdkat:

P{X +Y >25} =
=P{X +Y >245} =
:P{X—nApA+Y_anB > 24-5_nApA_anB} —

C C - C
_ P{ X —napa  yrmapall=ps) Y —neps  Vnsps(l=ps) |
Vnapa(l —pa) ¢ Vneps(l—ps) ¢ -
. NN‘('O, 1) ~ TQ 1) ,
. ~N (0, mapa(1-p4)/C?) ~N(0,n5p5(1-p5)/C?) )

-~

~N(0,[napa(l1—pa)+nppp(1-pB)]/C?)
S 24.5 —ngpa — anB}
p— C .

Ebbdl az okoskodasbdl latjuk, hogy

C = \/napa(l —pa) +npps(l — pp)

lesz célravezetO, hiszen ekkor az egész baloldal koriilbeliil standard normalisként viselke-
dik. Ekozben a DeMoivre-Laplace kozelités akkor marad érvényben, ha a y/napa(1 — pa)/C

nppp(1l — pp)/C szorzék nem til nagyok v/napa(l — pa)-hozilletve \/nppp(1 — pp)-
hez képest, azaz \/napa(l — pa) és \/nppp(l — pp) nem térnek el nagysdgrendben egy-

mashoz képest. Esetiinkben e két szam koriilbeliil 2.50 és 1.94. (Ezek persze intuitiv
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érvelések, egzakt allitdsokhoz a hibatagok becslése volna sziikséges.) Tehat ezzel a C
valasztassal

24.5 — _
P{X+Y225}gl—q>< o "AgA anB>:

:1_q)( 24.5 — napa — nppB ))2

Vnapa(l —pa) +nppp(l — ps
~ 1 — B(0.474) = 0.32.

Hasonléan, annak valdszintisége, hogy A osztélyt csapat ellen tobb siker sziiletik, mint
B osztalyu ellen

P{X-Y >0} =
—P{X-Y >05}=

:P{X—nApA_Y—anB S 0.5—nApA+anB}:
C C - C

P{ X —napa V1apa(l —pa) Y —nppp Vnepe(l —pB) S

V1apa(l —pa) ¢ vV npps(l —pp) ¢ B

N J/ N J/
'

~N(0, 1) ~N(0,1)

~N(0,mapa(1—pa)/C?) ~N(0, npps (1-pg)/C?)

(. 4

~N (0, [napa(l—pa)+npps(1—ps)]/C?)
S 0.5 —napa + anB}
- O b

ezért ugyanazt a C' normalast hasznalhatjuk, mint az el6bb, és

0.5 —napa +npps ) -

Vnapa(l —pa) + npps(l — ps)
~ 1 — ®(0.853) ~ 0.20.

P{X—Y>O}:1—<I><

6.5. Feltételes eloszlasok

Ebben a részben X és Y egyiittes eloszlasanak ismeretében azt a kérdést tessziik fel, mit
mondhatunk az egyik valtozé eloszlasardl feltéve, hogy tudjuk a masik értékét. Eloszor
az egyszerliibb, diszkrét esettel kezdiink.

6.31. Definicié Legyenek X ésY diszkrét valdszindiségi vdltozok, ésy olyan, hogy py (y) =
P{Y =y} > 0. Ekkor X feltételes sulyfiiggvénye az Y = y feltétel mellett a kovetkezd
fligguény:

p(z, y)
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Ahogy a feltételes valoszintliség is egy jolnevelt valoszintiség volt, a feltételes sulyfiiggvény
is egy jolnevelt silyfiiggvény minden rdgzitett y esetén. Azaz minden, amit silyfiiggvé-
nyekkel kapcsolatban definidltunk és tapasztaltunk érvényes py |y (-|y)-ra is. A defini-
ciébdl nyilvanvald, hogy X és Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha px |y (z|y) = px()
minden z-re és y-ra ahol a feltételes sulyfiiggvénynek értelme van.

6.32. Példa Legyen X ésY egyiittes sulyfigguénye

X\Y] 0o 1
0 |04 02
1 |01 03

Hatarozzuk meg X feltételes eloszlasdat az'Y = 0 feltétel mellett.

~p0,0)  p(0,0) 04 4
Py (010) = py(0)  p(0,0)+p(1,0) 04+01 5
Cp(Lo)  p,o) 011
pxv(1]0) = py(0)  p(0,0)+p(1,0) 04+01 5

Az egyiittesen folytonos esetben kis technikai problémat okoz az, hogy az {Y = y}
esemény minden y-ra nulla valészintiségli. Tegyiik fel, hogy Y fy margindlis slirtiség-
fiiggvénye folytonos y-ban, és fy(y) > 0. Ekkor minden ¢ > O-ra

P{X <z, Yelyyte)} Flr,yt+e)—Fl(ry)
P{X<zx|Yeyy+te)}= _ _
W ey =" eyl Ru+9-AW

[Fy(y+e)—Fy(l/e o fr(y)

és negativ e-ra is hasonlo érvelés igaz. Sikeriilt tehdt megtalalnunk az {Y = y} eseményre
valé feltételes valoszinliség egy értelmes definicidjat:

6.33. Definicié Legyeneck X és'Y egyiittesen folytonos valosziniiségi valtozok, fy foly-
tonos y-ban, és fy(y) > 0. Ekkor X feltételes eloszlasfiggvénye az {Y = y} feltétel
mellett
OF(z, y)/dy

fr(y) .

Ezt differencidlva X feltételes stirliségfiiggvénye az {Y = y} feltétel mellett

_PF(x,y)/[0xdy]  f(z,y)
Pewlely) = =———20 " = 1)

Fxjy(zly) :=lmP{X <z|Y efy,y+e)} =
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Ahogy azt mar megszoktuk, rogzitett y mellett Fyx |y (-|y) illetve fx|y(-|y) jlnevelt
eloszlas- illetve stirtiségfiiggvény, minden igaz rajuk amit eddig eloszlas- illetve stirtiség-
fiiggvényekrdl tudunk. A definiciébdl nyilvanvald, hogy X és Y pontosan akkor fiiggetle-
nek, ha Fx|y(x|y) = Fx(x) illetve fx|y(z|y) = fx(x) minden z-re és y-ra ahol ennek
értelme van.

6.34. Példa A 06.12. példaban ldtott egyiittes eloszlds esetén hatdrozzuk meg X feltételes
eloszlasdt az' Y =y feltétel mellett (y > 0).

A hivatkozott példdban mar kideritettiik, hogy margindlisan Y ~ Exp(1). A fentiek
szerint z > (0 esetén

_flayy) _eveevfy 1
fX\Y(mly) - fY(y) - R - y € )

és nulla az © < 0 esetben. Ebben felismerhetjiik az Exp(i) eloszlést, tehat X |Y =y ~
EXp(i), avagy a kedélyek borzoldsdnak céljdbol X |Y ~ Exp(s).

6.35. Példa Legyen X ~ E(0,1), ésY |X =z ~ E(0, z), ha 0 < x < 1. Hatdrozzuk
meg Y margindlis siriségét, és X |Y =y feltételes siiriségfiigguényét.

Vegyiik észre, hogy a megadott margindlis és feltételes eloszlasok egyértelmiien megha-
tarozzak X és'Y kozos eloszlasat. El6szor a kozos stirtségfiiggvény:

f(iv,y)nyX(y!ai)-fx(:v):%l, hal<y<az<l1

(és nulla egyébként). Szé sincs tehdt arrdl, hogy a kozos eloszlds egyenletes lenne a
haromszogon. Y margindlis siirtiségfiiggvénye: legyen 0 < y < 1, ekkor

[e'e} 1 1
fy(y) = / flz, y)de = / —dxr = —1Iny, és 0 egyébként.
NS y T

Ez elszall 0-ban, vagyis Y szeret a nulla koézelében tartézkodni. Most pedig a keresett
feltételes strtiségfiiggvény kovetkezik. Legyen 0 < y < x < 1, ekkor

flz,y) 1z
fX\Y($|y) fY(y) _lny'

Ez a feltételes siirliség nem értelmes, ha y ¢ (0, 1), és nulla, ha y € (0, 1), de = ¢ (y, 1).
Adott y mellett tehat X feltételes eloszlasa is érdekesen alakul, kdzel sem egyenletes.

Végezetiil érdekességképpen tekintsiink egy vegyes esetet. Legyen IV egy egész értékii,
X pedig egy folytonos valdszinliségi valtozd. Legyen x egy olyan pont, melyben fx
folytonos és pozitiv, n pedig olyan, hogy py(n) > 0. A kovetkez6 objektumokat lehet
definialni:
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o N feltételes sulyfiiggvénye az X = x feltétel mellett:

P (n\x)'zlimP{N:n’ Xe@ate} imP{N:”’ Xe(x—e )}
N|X T A0 P{X € (z,z+¢)} N0 P{X€E(x—c 1)) ;

amennyiben a két limesz egyezik.
o X feltételes eloszlasfiiggvénye az N = n feltétel mellett:

P{X <z, N=n}
P{N =n}

Fx|N($’n) =

o X feltételes stirtiségfiiggvénye az N = n feltétel mellett:

mFX|N(:U+8\n)—FX|N(x|n) _

fX|N(I|n)=£i

N0 5
— lim P{N=n, Xclr,v+e)}/c
e\0 P{N =n} (6.5)
_hmP{N:n|X€[x,x—|—€)}'P{Xe[x,x—i—a)}_ '
NG P{N =n} £ B
pyix(n|z)
pN<n) fX(x)v

amennyiben a maésik iranyu limesz ezzel egyezik, és a feltételes sulyfiiggvény is
létezik.

Az utolsé egyenletet a feltételes eloszlasfiiggvény derivaltjaként kaptuk, ezért azt felin-
tegrélva egyet kapunk, vagyis

1:/“’%.&@)@

0 pN(”)
p(n) = / prix(n]2) - fx (@) da. (6.6)

Ezt az Osszefiiggést késébb, a 7.3. alfejezetben is megkapjuk majd. Ennek segitségével
(6.5) gy frhatoé:
pnix(n|z) - fx(z)

fxin(z|n) = — .
[ pvix(n]|2) - fx(T)dz

Amit itt kaptunk, az a Bayes tétel folytonos véaltozata, hasonlitsuk Ossze az eredeti 3.14.
tétellel.
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6.6. Feladatok

6.1. Két szabalyos kockaval dobunk. Hatarozzuk meg X és Y egyiittes sulyfliggvényét,
ha
(a) X a dobott szdmok maximuma, Y a két dobott érték osszege;
(b) X az elsd kocka eredménye, Y a dobott szamok maximuma,
(c) rendre X, Y a dobott szdimok minimuma, ill. maximuma.

6.2. Legyenek X és Y fiiggetlen, p paraméterli geometriai eloszlasu valoszintiségi valto-
z0k. (Azaz: P{X =4, Y =j}=(1—-p) " -p-(1—p) ' p i j>0)

(a) Sejtsik meg P{X = i| X +Y = n} értékét. (Tipp: tegyiik fel, hogy egy
cinkelt érmét dobunk fel, eqymds utdn sokszor. Az érme p valdsziniséggel ad
fejet. Ha a mdsodik fej az n-edik feldobasndl jon, mi az elséd fej bekiovetkezése
idejének eloszldsa?)

(b) Igazoljuk (a)-beli eredményiinket szamolassal. (Tipp: ugye még emléksziink
mi fiiggetlen geometriai varakozdsi id6k dsszegének az eloszldsa?)

6.3. Egy ropit két, egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal kivalasztott pontban
eltoriink.

(a) Mennyi a valésziniisége annak, hogy az igy nyert harom darabbdl haromszoget
alkothatunk?

(b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy az igy nyert hdrom darab mindegyike
rovidebb mint az a € [¢/3, (] rogzitett szam? (¢ a ropi hossza.)

6.4. Vélasszunk egy pontot egyenletes eloszldssal egy egyenl6 oldali haromszog bel-
sejében, mely haromszognek minden oldala 1 hosszusagu. Jeldlje € e pontnak a
tavolsagat a haromszog legkozelebbi oldalatol. Hatarozzuk meg a & valdszintiségi
valtozo eloszlas- és stirtiségfiiggvényét.

6.5. Egytittes eloszlasfiiggvény-e a kovetkezo két figgvény (x, y € R)?

F(z,y) = eXP(—e_(z+y)), G(z,y) = exp(—e " —e™Y).

6.6. Legyenek X;, Xo, X3, Xy, Xj fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok,
kozos eloszlasfiiggvényiik legyen F, stirtiségfiiggvényiik legyen f, tovabbé legyen

I:P{X1<X2<X3<X4<X5}.

(a) Mutassuk meg, hogy I nem fiigg F-tél. (Tipp: Irjuk Gt 1-t 6tos integrdlld, és
alkalmazzuk az u; = F(x;), i = 1,...,5 vdltozdcserét.)
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6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

(b) Szdmoljuk ki I értékét!

(¢) Adjunk szemléletes magyardzatot az el6zé pontban kapott eredményre!

Az A, B és C pontokat valasszuk véletlenszeriien, egyenletes eloszldssal és egymas-
tol fliggetleniil egy kor keriiletén. Mennyi a valdszintisége annak, hogy az ABC
haromszog hegyesszogi?

Hérom tirhajé leszall a Marsra, egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlassal vé-
lasztott pontokra. Két tirhajé akkor tud kézvetlen radié kapcsolatba lépni egy-
massal, ha a Mars kozéppontjabol indulé helyzetvektoraik hegyesszoget zarnak be
egymassal. Bizonyitsuk be, hogy annak a valdszintisége, hogy barmely két tirhajé
kommunikalni tud egymaéssal (sziikség esetén a harmadik {irhajé kozvetitésével)
(m+2)/(4m).

(a) A [0, 1] intervallumban jeloljiink ki taldlomra (azaz: egymastdl fiiggetleniil és
egyenletes eloszlassal) harom pontot. Hatdrozzuk meg a kozépsé pont absz-
cisszdjanak az eloszlasfiiggvényét.

(b) A [0, 1] intervallumban jeloljiink ki taldlomra (azaz: egyméstdl fiiggetleniil és
egyenletes eloszlassal) n pontot. Hatdrozzuk meg a k-adik pont abszcisszaja-
nak az eloszlasfiiggvényét.

Valasszunk az egységnégyzetben véletlenszertien (egyenletes eloszldssal) egy pon-
tot. Jeldlje & e pontnak a négyzet legkdzelebbi csicsatdl valod tavolsagat. Hataroz-
zuk meg a & valdszintiségi valtozd eloszldsanak strtségfiiggvényét.

Legyen X ~ Exp(\). Hatdrozzuk meg a P{| X | = n, X —| X | < x} valésziniiséget,
ahol | X | az alsé egészrészt jeloli. Igaz-e, hogy | X | és X — | X | fiiggetlenek?

(Buffon tii probléma) Egy [ < 1 cm hosszu tiit dobunk véletlenszertien egy 1
cm vonaltavolsagu vonalazott lapra. Mi a valdszintlisége, hogy a ti atmetsz egy
vonalat?

Az un. Monte Carlo-integralas lényege a kovetkezo: legyen az egyszertiség kedvéért
f:[0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvény, és az

I— /0 ' fo)de

integral értékét becsiiljiik. Ha U és V' két fiiggetlen [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszlast valoszintiségi valtozd, akkor az (U, V) pér a [0, 1]? egységnégyzet egy vé-
letlen pontjat adja. Fiiggetleniil generalva n véletlen pontot az egységnégyzetben,
jelolje X,, azon pontok szamat, amelyek az f fiiggvény grafikonja ala estek, vagyis
amelyekre V' < f(U). Ekkor I becslését az X, /n hanyados adja. Mekkoranak
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6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

valasszuk n értékét, ha azt szeretnénk, hogy az f(x) = 2? fiiggvényre alkalmazva a
Monte Carlo-integralds modszerét, legfeljebb 0.02 valészintiséggel kapjunk 0.1-nél
nagyobb hibat?

A patikdba egy dra alatt betéré emberek szdma Poisson eloszlasi A = 10 para-
méterrel. Szamoljuk ki annak feltételes valoszintiségét, hogy legfeljebb 3 férfi tért
be, feltéve, hogy 10 no tért be a patikdba abban az 6raban. Milyen feltevésekkel
éltiink?

Egy férfi és egy né taldlkozot beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:45 kozott
egyenletes eloszlasu idében érkezik, és tole fiiggetleniil a né 12:00 és 13:00 kozott
egyenletes eloszlasu idében érkezik,

(a) hatdrozzuk meg annak valészinliségét, hogy aki elészor érkezik, 5 percnél ke-
vesebbet var.

(b) Mi a valészintisége, hogy a férfi érkezik elsének?

n pontot fiiggetleniil egyenletesen elosztunk egy kor keriiletén, és szeretnénk meg-
hatdrozni annak valészintiségét, hogy mind egy félkérbe esnek (vagyis annak valé-
szintiségét, hogy van egy olyan, a kor kozéppontjan atmend egyenes, melynek az
osszes pont az egyik oldalan van). Jelolje Py, Ps, ..., P, a pontokat. Legyen A az
az esemény, hogy az Osszes pont egy félkorbe esik, és A; az az esemény, hogy az
Osszes pont abba a félkorbe esik, amely P;-tol indul az éramutatd jarasaval egyezd
irdnyban, 1 =1, 2, ..., n.

a) Fejezziik ki A-t az A;-k segitségével.

— N~

Hatérozzuk meg P{A}-t.

Most véalaszoljuk meg a kovetkezo kérdést: ha egy kdrlapon egymastdl fligget-
leniil n pontot egyenletes eloszlassal elhelyeziink, mi a valdszintisége, hogy a
kor kozéppontja benne lesz a pontok konvex kombindacidiként el6allé halmaz-
ban?

)
b) Igaz-e, hogy az A;-k kdlesonosen kizardak?
¢)

)

d

—~

Az X és Y valdszintiségi valtozok kozos stirtiségfiiggvénye

ze” @) haxz >0, y >0,
flz, y) = .y
0, egyébként.

Fiiggetlen-e X és Y? Es ha a kozos siirliség

2, hal<y<l1 O0<z<y,
flz,y) = .y
0, egyébként?
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6.18. (a) Legyenek X ~ E(0, 1), és Y ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X + Y
eloszlasat.

(b) Legyenek X ~ E(0, 1), és Y ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatarozzuk meg X/Y
eloszlasat.

(c) Legyenek X ~ Exp(\), és Y ~ Exp(u) fuggetlenek. Hatarozzuk meg X/Y
eloszlését, és a P{X < Y} valészintiséget.

(d) Legyen X és Y két fiiggetlen A paraméterii exponencidlis eloszlasu valészi-
niiségi valtozé. Bizonyitsuk be, hogy az U := X +Y ésV := X/(X +Y)
valdszintiségi valtozok fiiggetlenek.

6.19. (a) Legyen X és Y a két koordindtdja annak a pontnak, melyet az origd kozép-
pontu, 1 sugart kérlapon egyenletesen valasztottunk. (Azaz: a kozos stirtiség-
fiiggvény f(z, y) = 1/m, ha 22 +y? < 1.) Hatérozzuk meg az R = v/ X2 + Y2
és a © = arctg Y/ X valdszintiségi véltozok kozos stirtiségfiiggvényét.

(b) Legyen Uy, Us két fiiggetlen egyenletes eloszlasu val6szintiségi valtozd a [0, 1]-
en. Bizonyitsuk be, hogy ha X = 1/—21InU; cos(2nU3) ésY = /—21In U; sin(270s),

akkor az (X,Y) par kétdimenziés normalis eloszlasu.

6.20. Mutassuk meg szamoldssal, hogy ha X;, i = 1, ..., n fliggetlen azonos eloszlasu
geometriai valdszinliségi valtozok, akkor X; +- - -+ X, negativ binomidlis eloszlasu.
Haszndljunk indukciét. (A valdszinliségszamitasi érvelést mar lattuk el6adason.)

6.21. Legyen X = (Xj, X5, X3) hdromdimenzids véletlen vektor, amelynek komponensei
fiiggetlen NV(0, 1) eloszldstiak. Definidljuk a kovetkezd valtozdkat:

0= \XPHXZHXE  &:i=Xijo =123

(a) Hatdrozzuk meg p stirtiségfiiggvényét.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ¢ és a § = (&1, &2, §3) vektorvéltozd egymastl fiiggetle-
nek, tovabbd azt, hogy a § véletlen vektor egyenletes eloszlasu az egységgémb
felszinén.

6.22. Legyenek X és Y fiiggetlen A(0,1). illetve A(0,4) eloszldst valészintiségi valto-
70k és M egy véletlenszertien kivalasztott pont az R? sikon, melynek koordinatai
(X; Y). Hatérozzuk meg a kovetkezd események valoszintiségét:

(a) M e{(r,y) eR* : |2[ <1, [y] <2},

(b) Me{(z,y) €R?: 0<a <2 |y <2},

(c) Me{(z,y) eR?: 0 < <2, 0<y <4},

(d) Me{(z,y) eR* : 2 +y <0, [2] <1, y > -2},
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6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

(e) M e{(z, y) eR? : 2+ (y*/4) < 1},
(f) M€ {(z,y) e R? : 2% + (y?/4) < ?}.

Egy ember vonattal és tavolsagi autobusszal utazik a munkahelyére. Menetrend
szerint a vonat 7:30-kor érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az atszéllas két percet
vesz igénybe. Am a vonat valédi érkezési ideje normdlis eloszldsu valoszintiségi
valtozo melynek varhaté értéke 7:30-kor van és szérasa 4 perc. Az autdbusz valodi
indulasi ideje a vonat érkezésétol fiiggetlen, szintén normalis eloszlast valészintiségi
valtozé, melynek varhaté értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 3 perc. Mennyi annak a
valészintisége, hogy emberiink a hét 6t munkanapja koziil legfeljebb egy alkalommal
késse le a buszcsatlakozast?

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen, azonos Geom(p) eloszlasu valdsziniiségi valtozok.

(a) Szamitsuk ki a kovetkez valdsziniiségeket:
P{X =Y}, P{X>2y}), P{X+Y<Z)

(b) Legyen U := min{X, Y} és V := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy U és V
fiiggetlenek.

Egy ment6 oda-vissza megy egy L hosszu uton. Egy bizonyos pillanatban baleset
torténik az it egy egyenletes eloszldssal vett pontjan. (Azaz a baleset tévolsiga
az 1t egyik végétdl a (0, L)-en egyenletes eloszldsi valdszintiségi valtozo.) Feltéve,
hogy a hely, ahol a ment6 a baleset idopontjaban jar, a baleset helyétol fiiggetlen
és szintén egyenletes eloszlasd, szamoljuk ki a mentd és a baleset tavolsaganak
eloszlasat.

Legyen U a (0, 2m)-n egyenletes eloszldsti, Z pedig 1 paraméterti exponencidlis
valészintiségi valtozo; Z és U fiiggetlenek. Mutassuk meg, hogy

X =V2ZcosU
Y =v2ZsinU

fiiggetlen, standard normaélis véltozok.
X és 'Y egyiittes strtiségfiiggvénye

1
f(x,y)ZxQ—yy r>1, y>1

(a) Szamoljuk ki U = XY, V = X/Y egyiittes siirliségét!

(b) Mik a margindlis stirtiségek?
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6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

Legyenek X és Y fiiggetlen standard normaélis eloszlasuak. Hatarozzuk meg az
U= X,V = X/Y par egyiittes eloszlasiat. Ennek alapjan mutassuk meg, hogy
X/Y Cauchy eloszlasu.

Bizonyitsuk be, hogy ha F(x) eloszlasfiiggvény, akkor barmely rogzitett h > O-ra
az alabb értelmezett G1(z) és Ga(x) is eloszlasfiiggvény.

z+h z+h
Gie)i=y [ FWdn  Gaw)i= g [P

Adjunk valdszintiségszamitasi értelmet a fenti formulaknak.

Egy téglalap oldalainak hossza legyen 1 illetve a. A két szemkozti 1 hosszi oldalon
egymastdl fliggetleniil és egyenletes eloszldssal kijeloliink egy-egy véletlen pontot.
Jelolje X e pontok tavolsdgat. Meghatarozandd X stirtiségfiiggvénye.

Legyen X N (0, 1) eloszldst valdszintiségi véltozé és Y : = sign(1l — | X|) - X.

(a) Hatérozzuk meg az Y valészintiségi véltozé eloszlasat.

(b) Z := X +Y eloszldasa normélis-e?

Moéricka, ha turazni megy, minden 1épésnél — az elozményektol fiiggetleniil — vala-
mekkora (kicsi) valészintiséggel hasraesik és megiiti a térdét, illetve valamekkora
(kicsi) valészintiséggel hanyatt esik és megiiti a konyokét. Egy 10 kilométeres tiran
atlagosan 3-szor szokta megiitni a térdét és 2-szer a konyokét. Legfeljebb milyen
hosszu turara engedheti el az anyukéja, ha azt akarja, hogy % valoszintiséggel térd-
és konyoksériilés nélkiil jarja meg?

Legyen X és Y két fliggetlen egyenletes eloszldsi valdsziniiségi véltozé a [0, 1]
intervallumon. Hatarozzuk meg az XY szorzatként eloallé 1j véaltozé stirtiségfiige-
vényét.

Két dobdkockaval dobunk, legyen X a nagyobb, Y a kisebb dobott szdam. Sza-
moljuk ki Y feltételes sulyfiiggvényét, az X =1, i = 1, 2, ..., 6 feltétel mellett.
Fiiggetlen egyméstol X és Y7 Miért?
(a) X ésY egyiittes slirliségfiiggvénye
flry)=c(@®—y*)e™ 0<a<o0, —z<y<u

Mi Y feltételes eloszlasa, X = x feltétel mellett?
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(b) Legyenek X, Y és Z fiiggetlen valdszintiségi véltozdk. Legyen X ill. YV el-
oszlasfuggvénye F(x), ill. G(z), és legyen P{Z = 1} = p = 1 — P{Z = 0}.
Hatarozzuk meg a kovetkezo valészintiségi véaltozok eloszlasfiiggvényeit:

T:=2X+(1-2)Y,

U:=2X+(1— Z)max{X, Y},
Vi=ZX+(1-Z)min{X, Y}.

6.36. Legyenek X és Y fiiggetlen, Poi(\) illetve Poi(u) eloszlast valésziniiségi valtozok.
Bizonyitsuk be, hogy X + Y ismeretében X feltételes eloszlasa binomaidlis, azaz

pxxar(k|n) = PAX = k| X 4V = n} = (Z) (Aiﬂ)k<Aiu)n_k.
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7. fejezet

A varhaté érték tulajdonsagai

7.1. Osszegek varhaté értékei

Ebben a fejezetben a varhaté érték, kiilonosen osszegek varhatéd értékeinek szebbnél
szebb tulajdonsagaival ismerkediink. Az egyszerliség végett feltessziik, hogy minden
alabbi varhato érték, szorasnégyzet, kovariancia létezik és véges. El6szor egy egyszeri
monotonitas tulajdonség:

7.1. Allitas Legyenek a < b valds szamok, legyen X wvaldszintségi vdltozo, és tegyiik fel,
hogy X eloszlasa az [a, b] intervallumra koncentrdlt, azaz P{a < X < b} = 1. Ekkor
a <EX <.

Bizonyitds. Diszkrét esetre bizonyitunk, a folytonos eset is hasonld, és persze az éllitas
altaldnosan igaz. X lehetséges x; értékei mind az [a, b] intervallumba esnek, p(x;)-k pedig
nemnegativak, ezért

EX = lep(xz) < Z bp(x;) = b, és
EX = szp(xl) > Zap(wi) = a. -

A tovabbiakban mint korabban is, altalaban két valdszintségi valtozdval fogalmazzuk
meg a mondanivalénkat, de minden trividlisan dltaldnosithaté véges sok (s6t legtobbszor
megszamlalhatéan végtelen darab) valtozéra is. Ime hogyan kell kétvaltozés fiiggvény
varhato értékét szamolni:

7.2. Allitas Legyenek X és 'Y walosziniséqgi vdltozok, és g eqy kétvdltozos fiigguény.
Ekkor

//g(x, y) f(z, y)dedy, ha X ésY egyiittesen folytonosak,

Eg(X,Y) =
( ) Zg(ffz', yi) (i, y;), ha X ésY diszkrétek.
2¥]
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It a kettds integrdl R?*-n, illetve a szummdzds a valdszindségi vdltozok dsszes x; és y;
értékére torténik.

Bizonyitds. A folytonos esetre bizonyitunk, a diszkrét eset hasonléan miikodik. El6szor
tegyiik fel, hogy ¢g(X,Y) > 0. Lényegében az 5.12. allitdst (és labjegyzetét) fogjuk
megismételni.

Eg(X, Y):/OOP{g(X, Y) >t}dt:/Ow//xw:g(%ymf(x, y) da dy df —

0

-/ / " e ) drdedy = J[otaw s pazay.

Ezutén altalanos g-kre ugyanigy haladunk, mint az 5.12. allitasban. m

Az integralés illetve az Osszegzés linearitasabdl ezért:

7.3. Kovetkezmény Tetszoleges X ésY waldszintségi valtozokra
E(X+Y)=EX +EY, E(X -Y)=EX - EY.

Figyeljiikk meg, hogy ehhez az allitashoz nem kellett feltenniink a valészintiségi valtozdk
fiiggetlenségét.

7.4. Kovetkezmény Legyenek X és 'Y waldszintiségi valtozok, melyekre eqy valdszini-
séggel (azaz majdnem biztosan, m.b.) teljesil, hogy X <Y . Ekkor EX < EY.

Bizonyitds. A feltétel szerint az Y — X valdszintiségi valtoz6é m.b. nemnegativ, igy a 7.1.
allitas szerint 0 < E(Y — X) = EY — EX. O

Ezek az egyszerii allitasok sok rendkiviil hasznos tulajdonsaghoz vezetnek.

7.5. Példa (empirikus varhaté érték) Legyenek X, Xo, ..., X, azonos eloszldsi vald-
szintségi valtozok —oo < p < oo wvarhato értékkel. Gondoljunk ezekre a vdltozokra gy,
mint azonos mérések sorozatdra. (Ekkor természetes feltevés, hogy vdltozoink fiiggetlenek
is, de ebben a példdban még erre a feltevésre sincs sziikség.) A mért értékek empirikus

_ n
varhaté értéke egyszerden a valdsziniségi vdltozok dtlaga, X := %Z X;. Ekkor nem
i=1

meglepd modon

_ 1 & [ 1 & 1 &
EX:EEZXZ»:EE;XZ-:E;EXi:E;M:M.

1=1
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7.6. Példa Legyenek Ay, Ao, ..., A, események, és X; az A; esemény indikdtora. FEk-
kor X = > X; megszdmolja, hogy az események kiozil mennyi kovetkezett be. Ezért

=1
Ay, As, ..., A, kozil varhatoan

EX = EiXi = iEXi = iP{Ai}
i=1 i—1 i=1

darab kovetkezik be.

A Boole egyenlotlenséget mar lattuk a 2.11. kévetkezményben. Ime egy indikatoros
bizonyitas:

7.7. Példa (Boole egyenlétlenség) Legyenek Ay, Ao, ..., A, események, X; az A; ese-
mény indikdtora,

_ 1, haX>1
Xi:ZXu €s Y .= st =s
— 0, ha X =0.

Ekkor'Y =1 pontosan akkor, ha legalabb az eqyik A; bekovetkezik, azaz Y = 1{ U Ai}.
i=1
Raaddasul Y < X, igy

P{lL:JlA,} :EYSEX:E;)Q :;EXi:;P{Ai}.

Lényegében Fubini tételébol kdvetkezik, hogy a varhato érték ilyen értelmi linearitasa
megszamlalhatéan sok valdszintiségi valtozora is biztosan érvényben marad, ha

e a valdsziniiségi valtozok nemnegativak, vagy
o
i=1

7.8. Példa Legyen N egy nemnegativ egész valdsziniségi vdltozo, és

1, ha N > 1,
Xi= .
0, ha N <.

FEkkor

[e's) N 00 N 00
YNoXi=>Xi+ Y X;=> 1+ > 0=N,
=1 =1 =1

i=N+1 1=N+1

EY X;=) EX;=)» P{N>i}=EN.
i=1 i=1 i=1
Ez utobbi eqyenldség éppen a 4.13 feladat eredménye.
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7.9. Példa (a binomidlis eloszlds) Tegyiik fel, hogy n fiiggetlen kisérletet végzink, me-
lyek mindegyike p valdsziniséqggel sikeriil, eqymdstol fliggetlendil. Legyen

X — 1, ha azi. kisérlet sikeriil,
" 10, haazi. kisérlet nem sikeriil.
Ekkor .
X = ZXi ~ Binom(n, p)
i=1
a sikeres kisérletek szdma. X wvdrhato értéke pedig

EX ::EiXi:iEXi:ip:np.
i=1 i=1

i=1

Hasonlitsuk dssze ezt a szamolast a 4.2/. dllitdas bizonyitdasdval.

7.10. Példa (a negativ binomidlis eloszlas) Legyen X ~ Neg.bin(p, r), ahogy a 4.7. fe-
jezetben definidltuk. Ott azt is megallapitottuk, hogy X =Y, + Yo+ ---+Y,, ahol az Y;
vdltozok eqgymdastol fiiggetlen Geom(p) eloszlasiak. Ezért

1 1 1
EX =BE(Yi+Ya+ - +Y,) =BV, +EYy+ - +EY, = — 4 — 4+ 4 — = —.
p p p D
Ezzel a 4.48. dllitas elso felét bebizonyitottuk.

7.11. Példa (a hipergeometriai eloszlas) Idézzik fel a /.49. definiciét. Legyen

1, ha azi. befogott 6z meg van jelolve,
XZ:{ fog gvanJ i=1.2 ... .n

0, ha azi. befogott 6z nincs megjelolve,

Ekkor EX; = m/N, és a befogott megjelolt 6zek szama, X = > X; hipergeometriai
i=1
eloszlasi, vdarhato értéke

EX:EiXi :iEXi - %
=1

=1

A szimmetriat szem eldtt tartva lehet mdshogyan is:

=12 ..., m.

v 1, ha a j. megjelolt 6zet befogjuk,
7710, ha aj. megjelolt Gzet nem fogjuk be,

Ekkor EY; = n/N, és a befogott megjelolt 6zek szdma, X = > Y; hipergeometriai elosz-

Jj=1

EX:EiY]:iEYj:%.
j=1 j=1

lasi, varhato értéke
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7.2. Kovariancia, szoras

Ebben a részben a fiiggetlenség és a varhaté értékek kapcsolatat vizsgaljuk.

7.12. Allitas Legyenek X és'Y fiiggetlen valosziniségi valtozok. Ekkor minden g és h
fiigguényre (melyre az aldbbi varhato értékek léteznek)

E(g(X) - h(Y)) = Eg(X) - Eh(Y).

Bizonyitds. Ismét a folytonos esetre bizonyitunk, de az allitds minden valdszintiségi val-

tozéra igaz:
E(g // f(z, y)dedy =
]R2

//]R2 fX() fv (y)dxdy:
[ s fe@ds [ ) friway -
= Eg(X) - En(Y). .

7.13. Definicié Az X és'Y waldsziniiségi vdltozok kovarianciaja
Cov(X,Y)=E[(X —EX) - (Y —EY)].

7.14. Allitas A kovariancia ekvivalens alakja Cov(X,Y) = EXY —EX -EY.

Bizonyitds.

Cov(X,Y) =E[X —EX)- (Y —EY)] =
E[X -Y]-E[X -EY] - E[(EX) Y]+ E[EX -EY] =
—E[X-Y]-EX-EY —EX-EY + EX -EY =

—EXY - EX -EY. 0

Hasonlitsuk 6ssze ezt a két alakot a szorasnégyzet 4.14. definicidjaval, illetve hasonlé ek-
vivalens alakjaval. A fentiekbol kovetkezik, hogy fiiggetlen valtozok kovariancidja nulla,
ugyanis ekkor

Cov(X,Y)=E[(X —EX)- (Y —EY)|=E(X —EX)-E(Y —EY)=0-0 = 0.

Ennek megforditottja viszont nem igaz:
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7.15. Példa Legyen

( -1, % valosziniséggel,
X = 0 E valdsziniiséggel Y:= {O ha X 70,
"3 ’ 1, ha X = 0.

\ 1, % valosziniséggel,

Ekkor X - Y =0 és EX = 0, ezért Cov(X,Y) = 0, de a vdltozok nyilvinvaléan nem
fiiggetlenek.

7.16. Allitas A kovariancia eqy
o pozitiv szemidefinit:  Cov(X, X) = D?*X > 0,
o szimmetrikus: Cov(X,Y)=Cov(Y, X),
e bilinedris: Cov (Z a; X; + b, Z c;Y; + d) =
J

= Z aichov(Xi, Y})
2¥]

leképezés (a;, b, c;, d régzitett valds szdmok). A bilinearitds (igazdbdl ,biaffinitds™nak
kellene nevezniink) megértéséhez azt kell észrevenniink, hogy barmilyen valdsziniiségi vdl-
tozonak eqy rogzitett szimmal vett kovariancidja nulla.

Amennyiben a konstans valészintiségi valtozokat az azonosan nulla valészintiségi valtozo-
val azonositjuk, akkor a valészinliségi valtozok igy kapott vektorterén a kovariancia egy
skaldrszorzds. Ez nem is annyira meglepd, ha a definfciét az E[(X —EX) - (Y —EY)]| =
EXY alakba irjuk a centralt X:=X-EXéY valészintiségi valtozok segitségével. Ez
az alak ugyanis X és Y L%(Q, F, P)-skalarszorzata.

Bizonyitds. Az els6 két tulajdonsag trivialis,a varhaté érték linearitdsa alapjan a har-
madik sem nehéz:

COV<Z aXit b e, +d)
o E[(ZjaX +b— E(ZaX +b))-
(o a-B(Ton )] - D
- E[(jz a;(X; — EXi)S : (; e;(Y; — EYj)ﬂ - Z]: a;c;Cov(X;, Y)).
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7.17. Definicio Legyenek X1, Xs, ..., X, valdsziniiségi valtozok. Az ¢ kovarianciamat-
rixuk a

Cij L= COV(XZ', XJ)
elemekbdl dllo C matrix (1<i, j<n).

A fentiek szerint ez a matrix szimmetrikus, féatléjaban a szérasnégyzetek allnak. Legyen
a egy rogzitett vektor, ekkor

%]
= COV<Z CLZ'XZ', Z(Iij) = [)2 <Z 0,le> Z 0,
i j i

ami azt mutatja, hogy a kovarianciamadtriz pozitiv szemidefinit.

7.18. Allitas A 6.20. definicioban szerepld X egyiittes normdlis vektor kovarianciamdt-
riza éppen é_l.

Bizonyitds. A definfciét kovetd allitasban lattuk, hogy X = PD 'Y + m, ahol P
ortogondlis métrix, D = P~ A P, és Y fa.e. standard normédlis valtozok. A kovariancia-
métrix eltolds-invaridns, ezért m-et azonnal el is felejtjiik. A matrix i, j-dik eleme

Cij = Cov(X;, X;) = COV(Z Bk(g_l/Z)kM, Zij(Q_l/Q)thh) =
m, h

= Z sz 172 uP (D 1/2)thOV(Yz7 Yh) =

k,¢,m,h
= Y P2V Py (D) nben =
k,¢,m,h
= > Pu(D )Py D) =
k,¢,m
= > Pr(DV)e D) o (B g =
k,l,m
-1 p—1 —1\—1 -1
=(E2D7P )y = ((2RE)), = (47), O

ahol 8, = 1{h = ¢} a Kronecker delta.
7.19. Allitas Legyenek X1, Xo, ..., X, valosziniségi valtozok. Ekkor

DQXn:Xi:Zn:DQXi+2 > Cov(X;, X;).
=1

i=1 1<i<j<n

Specidalisan, fliiggetlen valdsziniségi valtozok dsszegének szordsnégyzete dsszeadodik.
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Bizonyitds. A fenti tulajdonsagok alapjan

DQZH;XZ' = (30V<Azn1 X, iXJ) = zn: COV(XZ»7 Xj) —
= e -

i, j=1

= z”: Cov(X;, X;) + Z Cov(X;, Xj) =

i=1 i#]
=> DX;+ ) Cov(X;, X;)+ > Cov(X;, X;) =
i=1 i<j i>]

= iDin + 2 Z COV(Xiv Xj)'
=1

1<i<j<n O

Megjegyezziik, hogy fiiggetlen valdészinliségi valtozok kiilonbségének szérdsnégyzete is
osszeadddik, hiszen

D*(X —-Y)=D*X + (-Y)) =
=D?X +D?*(-Y) +2Cov(X, -Y) = D?’X + D*Y +2-0.
7.20. Példa (empirikus szérasnégyzet) Legyenek X1, Xo, ..., X, f.a.e. valdsziniiségi val-

toz6k p vdrhaté értékkel és o? szordsnégyzettel. Elbszor ranéziink a 7.5. példdban definidlt
empirikus vdarhato érték szorasnégyzetére:

_ 1 — 1 - 1 — 1 o2
2 . 2 . 2 _ 2 _ 2
D2X =D (ﬁ ;_1 Xi) = —n2D (;_1 X,-) == ;_1 D2X, = ot =

Fiiggetlenség esetén tehdt az empirikus varhatd érték (avagy a mintdk dtlaga) egyre ke-
vésbé fluktual, ezért szeretjik.
Most definidljuk az empirikus szérasnégyzetet:

52— 1 D (X - X)%

n—14%
=1

2

Ekkor ugyanis ES? = 02, és azt vdrjuk, hogy ezen érték koril S? is eqyre kevésbé fluktudl.
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A vérhaté érték kiszdmitdsahoz elészor vegyiik észre, hogy E(X; — X) = EX; — EX =
i — =0, ezért

Ezért

n

1 < _ 1 n—1
ES? = EXZ-—XQ: 2 = o2,
n—1; ( ) n—1; n 4 g

7.21. Példa (a binomidlis eloszlds szérasnégyzete) A 7.9. példdban elddllitottuk az X ~
Binom(n, p) wvdltozdt f.a.e. indikdtorok dsszegeként. Ennek alapjdn a szordsnégyzetét
konnyt kiszamolna:

DX = DZZXZ- = ZD2X1~ = Zp(l —p) =np(l —p).
i=1 i=1 i=1

7.22. Példa (a negativ binomiélis eloszlas szérasnégyzete) A 7.10. példat folytatva, ha
X ~ Neg.bin(p, 1),

1 —
D2X =DV, + Yo+ - +Y,) =D, + D*, + --- + D%, = r - 2p‘
p

7.23. Példa (elcserélt kalapok) A 2./ feladatban tekintettink egy n tagi férfitdrsasdgot,
akik vacsordzni mentek eqy étterembe, kalapjaikat a ruhatdarban hagytdk, majd vacsora
és borozgatds utdn kalapjaikat teljesen véletlenszerien viszik el a ruhatdrbol. Legyen X
azon férfiak szama, akik a sajat kalapjukkal a fejiikon tavoznak az étterembol. Hatdrozzuk
meg X vdrhato értékét és szordsat.
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Definialjuk az X; valtozét mint annak indikatorat, hogy Mr. i a sajat kalapjaval tavozik,
n

i=1,2,...,n. Ennek az eseménynek a valdszintisége 1/n, és X = > X;, ezért

i=1
EX:EiXi:iEXi:i%:L és
i=1 i=1 i=1

D’X =D*) X;=) D’X;+2 > Cov(X; X)).
i=1 i=1 1<i<j<n
Az X; indikatorok szérdsnégyzete D?X; = %( 1— %) Mivel a valtozok nem fiiggetlenek,
kovariancidjuk (7 # j):

1 1
= P{Mr. i és Mr. j sajit kalappal tavoznak} — — - — =
n on

o I
S nn—1) n2 n(n-1)

az indexektdl fiiggetleniil. A >  szummézas (72‘) darab tagot jelent, igy
1<i<j<n

1 1 n 1
DX = ~—<1——) 2 — = 1.
- n) T (2) n?(n —1)

Az aldbbiakban a skalarszorzas-képet erésitendd, bebizonyitjuk a linearis algebrabdl
mar jol ismert egyenlotlenséget:

7.24. Allitas (Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség) Minden X ésY waldsziniiségi valtozdra
IEXY| < VEX?2.VEY?2,

és pontosan akkor dall eqyenldség, ha 'Y m.b. az X szdmszorosa.

Bizonyitds. A bizonyitashoz vegyiik észre, hogy
X Y 2 X2 Yy?2 XY
0 < E( + ) =E(iys) + B(5ya) £ 2F -
VEX?  VEY? EX? EY? VEX?. VEY?2
5 EXY
VEX?.VEY?

A + esetben EXY > —VEX?2-VEY?2 a — esetben EXY < vVEX? - vVEY? kovetkezik.
Az is latszik, hogy EXY = FVEX? - vVEY?2 pontosan akkor teljesiil, ha

X Y vVEX?
+ =0 azaz X=7FY-

vEX2 VEY? VEY?

ami pontosan akkor torténik, ha Y m.b. az X szamszorosa. O]

=2=

m.b.,
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7.25. Kovetkezmény Az egyenlitlenséget az | X| és |Y| vdltozdkra alkalmazva
EXY| < VEX?2.-VEY?2.
7.26. Definicié Az X és'Y waldsziniiségi vdltozok Kkorrelacioja

Cov(X,Y
Corr(X, Y) = o(X, Y) : = #DY).

7.27. Kovetkezmény Bdrmely két vdltozéra o(X,Y) € [—1, 1], és a +1 értékek pon-
tosan akkor fordulnak eld, ha Y az X-nek affin figgvénye m.b.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az X=X-EXé&Y =Y — EY valtozok segitségével
EXY
o(X,Y) = ——= —,
EX?2.- VEY?

innen az allitas a Cauchy-Schwarz egyenlotlenséghdl kovetkezik. Az allitds masodik fe-
léhez még azt kell latni, hogy

Y =aX + b valamely b-re & X =aY. O

Ha két valdszintliségi valtozo pozitivan korrelalt, az intuitivan azt jelenti, hogy tipikusan
az egyik szeret nagyobb lenni akkor, amikor a masik is nagyobb. Negativan korrelalt va-
16szintiségi valtozok koziil az egyik tipikusan akkor szeret nagyobb lenni, amikor a masik
kisebb értékeket vesz fel. Ez a végletekig (azaz egyetlen egyenesig a sikon) fokozddik
amikor o(X,Y) = +1. Ne feledjiik, hogy a korreldcié(ban szereplé Osszes mennyiség)
eltolas-invarians, vagyis barmely rogzitett vektorral arrébb toljuk az (X, Y') valészintiségi
valtozd vektorunkat, a korrelacié nem valtozik.

7.3. Feltételes varhato érték

7.28. Definicié Tekintsik az X és'Y diszkrét vagy egyiittesen folytonos valdsziniségi
vdltozokat, és legyen y olyan, hogy py(y) > 0 illetve fy(y) > 0 és fy folytonos y-ban.
Ekkor a 6.5. részben definidlt px |y (- |y) feltételes siulyfigguény jolnevelt siulyfiigguény,
illetve az fx|y(-|y) feltételes striségfiigguény jolnevelt siriségfiiggvény. Tekinthetjik
tehdt az

Z T - px |y (@i | ), (diszkrét eset)
EX[Y =9):i=1
/ z- fx|y(z|y)dx, (folytonos eset)

o

feltételes varhat6 értéket (amennyiben létezik; ezt a tovabbiakban fel fogjuk tenni).
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7.29. Példa Legyen X ~ Binom(n, p) és Y ~ Binom(m, p) figgetlenek. Hatldrozzuk
meg E(X | X +Y = k) értékét.

El6szor a feltételes sulyfiiggvényt szamoljuk ki, amihez felidézziik, hogy X+Y ~ Binom(n+
m, p):

px|x+v(i| k) =P{X=i| X +Y =k} = { }:

P{X +Y =k}
CP{X =i Y=k-i}
T O P{X+Y =k}
CP{X =i} P{Y =k—i}
h P{X +Y =k} -
(@ =p) - ()R =) (D) - ()
("F)PR(L — p)nmt "

X feltételes eloszlasa tehat az X +Y = k feltétel mellett hipergeometriai, varhato értéke
a 7.11. allitds szerint k - =%, azaz a vdrhato érték k-t pont olyan ardnyban osztja, mint

n n + m-et. Fontos tanulsag, hogy altalaban X és X + Y nem fiiggetlenek, ha X és Y
azok voltak.

7.30. Példa A 6.12. példdban definidlt egyiittes eloszldis Y margindlis eloszldsdt és az
X|Y =y~ Exp(i) (avagy X |Y ~ Ezp(s)) feltételes eloszldst meghatdroztuk a 6.34.
példdaban. Ennek alapjin E(X |Y =y) =y. A kedélyek borzolasinak céljabol ezt gy is
irhatjuk, hogy E(X |Y) =Y.

A feltételes varhato érték nagyon hasznos tud lenni, ha két 1épcsében adott az in-
formacié, azaz tudjuk egy valdszintiségi valtozd eloszlasat, és egy masik valdszintiségi
valtozé feltételes eloszlasat az elozo valtozé adott értéke mellett. Az erre vonatkozd
allitast elokészitendo a kovetkezd definiciot illetve megjegyzést tessziik:

e A G(y) := E(X|Y = y) mennyiség az y fiiggvénye, egy pillanatra G(y)-nak ne-
vezziik. Legyen E(X |Y) := G(Y) az Y-nak ugyanez a fiiggvénye; ehhez hasonl6
megjegyzésekkel mar korabban borzoltuk a kedélyeket. Mint ilyen, E(X |Y") tehat
maga is egy valészintiségi valtozo.

o Legyenek g és h fiiggvények. Ekkor feltéve Y-t, Y nem véletlen. Ezt a trividlis
tényt kicsit kifejtve nagyon hasznos tulajdonsagot kapunk:

E(g(X)-h(Y)|Y =y) =E(g(X) - h(y) |Y =y) =
=h(y)-E@X)|Y =y),  azaz
E(g(X)-h(Y)|Y)=h(Y) -E(g(X)|Y),

mely utobbi tovabbra is Y-nak fiiggvénye.
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A hasznos allitas tehat:

7.31. Allitas (toronyszabély) Legyenek X ésY waldsziniiségi valtozdk, g eqy kétvdltozds
fiigguény. Ekkor
Eg(X,Y) = EE(g(X, Y)[Y),

ahol tehdt a kilsd varhato érték az E(g(X, Y)|Y) Y-tdl fiiggd valdsziniiségi viltozé var-
hato értéke.

Bizonyitas. Egyiittesen folytonos esetre bizonyitunk, a diszkrét eset hasonléan megy,
természetesen az allitas teljes altalanossagban igaz. Definicidéink szerint

88
8

BE((X. V)|V) = [ TR Y)Y =) frly) dy =
» Y) - fX|Y($’y) dz - fy(y)dy =

:/_/g(w)
, y)

:/_ _ 9(z, y) - fxv(z|y)fr(y)dedy =

8
8

:/oo /OO g(z, y) - f(z, y)dedy = Eg(X, Y). O

7.32. Példa Egy banyasz eltévedt a banydban, és eqy olyan teremben taldlja magdt, ahol
harom ajté van:

o Az elsé ajto egy alaguton dt hdrom ordnyi ut utdn a szabadba vezet.

o A mdsodik ajto eqy alagiton keresztil 6t ordnyi ut utan a harmadik ajtéban, azaz
ugyanebben a teremben végzodik.

o A harmadik ajton kimenve az elébbi alagiton forditva kell végigmenni, és ebben az
iranyban az ut hét ordig tart. A harmadik ajton kimenve tehdt hét dra utdn ismét
ugyanebben a teremben taldlja magat a porul jart banyadsz.

A faradt banydsz eldszor és minden tovdabbi alkalommal amikor a terembe érkezik fiigget-
lendil azonos eséllyel valaszt eqy ajtot maganak. Hatdrozzuk meg, hogy vdrhatoan hdny
ora mulva jut ki a bdnydbol.

Legyen X a kijutas ideje, és Y az eloszor valasztott ajté szama. Ekkor

EX=EEX|Y)=EX|Y=1)-P{Y =1} +E(X|Y =2)-P{Y =2}+
+EX|Y =3)-P{Y =3} =

1 1
=35 +(BX +5) 5+ (BX 7).

W =
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hiszen példdul a kettes ajtét valasztva fohdsiink 6t 6ra bolyongas utan ugyanott tart,
mint a tura legelején. Ezt az egyszerl egyenletet EX-re megoldva a vélasz 15 ora.

Szoktdk a toronyszabdlyt teljes valésziniiség tételének is nevezni (az eredeti verzidt
lasd a 3.13. szam alatt), ugyanis

7.33. Kovetkezmény Legyen X egy valdsziniiségi vdltozé, A egy esemény, I = 1{A}
pedig az indikdtora. Ekkor

P{A} =EI =EE(I| X) = EP{A| X},

ahol P{A| X} definidldsa a fentiekhez hasonléan torténik. Ha X diszkrét x; lehetséges
értékekkel, akkor ezt a sort kifejtve

P{A} =) P{A|X =z} - px(x:).
Ha pedig X folytonos, akkor
P{A} = /OO P{A| X =z} fx(x)dz.

7.34. Példa Legyen N eqy egész értékii, X pedig egy folytonos valdsziniiségi vdltozo. Az
elébbi megfontolds alapjan

o0

pN(n):P{N:n}:/ PN = n|X =1} - fy(z)de =

—0o0

= [ pwixtola) - felo s

o0

mely dsszefiiggést (6.6) szam alatt mdr megkaptuk.

A toronyszabalyhoz hasonlé formula szérasnégyzetekre is 1étezik.

7.35. Definicio A feltételes szorasnégyzet ugyanigy van definidlva, mint a hagyomd-
nyos szordasnégyzet, csak mindenhol feltételes vdrhato értéket kell haszndlni:

D’(X|Y) = E[(X —E(X |Y)?|Y] =E(X*|Y) - [E(X |Y)]".
4 1s tehat Y -nak fiigguénye, és mint ilyen, eqy valdsziniiségi valtozo.
7.36. Allitas (feltételes szérasnégyzet formula)
D?’X = ED?*(X |Y) + D*E(X |Y).

Szoban konnyebb: a szordsnégyzet megeqyezik a feltételes szorasnégyzet varhato értékének
és a feltételes varhato érték szordsnégyzetének osszegével.
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Ennek a formuldnak kovariancidkra érvényes véltozatat lasd a 7.32 feladatban.

Bizonyitas.

D?X =EX? - [EX]?=EE(X?|Y) - [EE(X |Y)]? =
=E(EX?|Y) - [E(X[Y)]) + E[E(X |Y) - [EE(X |Y))* =
=ED*(X|Y)+D?E(X|Y). ]

7.37. Példa Egy (eredetileg tires) vonat induldsi ideje a Keletibél T ~ E(0, t) eloszldsi.
Ettél figgetlenil a 0 idépillanattol kezdve Poisson()) folyamat szerint érkeznek az utasok
a vonathoz, akiT eldtt érkezik, az felszdll a vonatra. Legyen N a vonaton utazok szdma.
Hatdrozzuk meg N wvdrhato értékét és szordsnégyzetét.

A megadott informécidk (és a Poisson folyamat tulajdonsigai) alapjan tudjuk, hogy
T ~ E(0,1), és N|T ~ Poi(AT). Adja magat, hogy toronyszabdlyt illetve feltételes
szorasnégyzet formulat kell hasznélni:

EN — EE(N |T) = E(\T) = \ET — )\%, N

D?N = ED*(N |T) + D*E(N|T) =
t2

= E(A\T) + D?*(A\T) = AET + \*D*T = A% + A L

A masodik sor szépen mutatja, hogy az utasszam fluktuacioi két okra vezethetok vissza:
az elso tag azért van, mert az utasaramlas Poisson folyamata maga is fluktual, és ennek
mértéke persze aranyos az induldsi id6 ET varhaté értékével. A masodik tag pedig az
indulasi id6 fluktuacidja miatt keletkezett.

7.38. Példa (véletlen tagszamu Osszegek) Egy boltban egy nap N ember vdsdrol, és az
1. vasarlo X; osszeget kolt. Teqgyiik fel, hogy N, X1, Xo, ... fliggetlenek, és az X; vdltozok
azonos eloszldsiak o vdrhaté értékkel és o? szérdsnégyzettel. Hatdrozzuk meg a boltban
eqy nap elkoltott pénz varhato értékét és szordsnégyzetét.

N

A boltban elkoltott pénz X = > X, egy véletlen tagszdmu osszeg. Az aldbbiakban
i=1

alaposan kihasznéljuk, hogy N-et feltéve N nem véletlen, igy a feltételes varhaté érték

felcserél az N-ig vett szummaézassal:

N N
EX=EY X, = EE(ZX
=1 =1

N N
=EY EX;=E) u=E(Nu) =pu- EN,
=1 =1

N):EiE(XZ-\N):
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ahol N és az X;-k fiiggetlenségét is hasznaltuk. (Ehhez a részhez igazdbdl az X;-k
egymas kozotti fiiggetlensége nem is kellett.) Az ehhez hasonlé azonosségok altalanosabb
esetekben Wald azonossag néven ismertek.
A szérasnégyzethez N és az X;-k (egymaés kozotti) fiiggetlensége (is) kell ahhoz, hogy
a feltételes szérasnégyzet felcseréljen az Osszegzéssel:
N) -

N N N
D’X =D’} X, = ED? (Z X, N) ¥ D2E<Z X,
=1 =1 =1

N N N N
=E) D*X;|N)+D’) E(X;|N)=E) D’X;+D’> EX, =
=1 1=1

=1 =1

N N

=E) ¢*+D’> p=E(No*)+D’(Np) =0 -EN + 4> - D°N.

i=1 i=1

Az Osszeg fluktudcidinak ismét két része van: az elsé az egyes vasarlok tételeinek fluktu-
acioibdl, a masodik a véasarlok szamanak fluktuacioibdl jon.
7.39. Példa Tekintsiik a 0.35. példdaban szerepld kétdimenzios eloszldst. Hatdrozzuk meg
az BY , D?Y, E(X |Y) mennyiségeket.
El6szor a definicio szerint, felhasznédlva a példaban kiszamolt marginalis eloszlast:

[e's) 1 ,y2 1 1y 1
EY:/ yfy(y)dyz/ —ylnydy = [—3111?;} +/ ~dy = —,
0 0 0 2 4

_52 1 y3 1 1y2 1
EYQZ/ yzfy(y)dyzf —y’Inydy = [——lny] +/ T dy =,
—0o0 0 3 0 0 3 9
117
DY = - — — =
0 42 144

Most pedig toronyszaballyal, felhaszndlva a megadott Y | X ~ E(0, X) feltételes elosz-
last:

X 1 1
EY =EE(Y |X)=E— = - -EX = -,
2 "2 4
2 2 2 X2 2X
DY =ED*(Y|X) + D’E(Y | X) = E—5 + D* 5 =
1 | 1,1 1y 1 1 7
— — . (DX + [EX]? —DZX:—.<— —> S
o DX HEX) 4 2\ 2T T m

Az utolsé kérdésre a korabban kiszamolt feltételes eloszlas segitségével 0 < y < 1 esetén

! 1/x —1
XY =y = [ o pvlelpar= [0 a2
. y  —lny ny
Y -1

nyY

o0

azaz

E(X|Y) =
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Az eloszlas megadasat tekintve érdekes, hogy Y — 0 esetén ez is nulldhoz tart, az kevésbé
meglepd, hogy Y — 1-re 1-hez tart. Ellenérzésképp

Y —1 ©y—1
EX:EE(X|Y):E<W> =/ ylny fy(y)dy =

Ly—1 1
=/ ? (=lny)dy = 5,
0

Iny

ahogy annak lennie is kell X ~ E(0, 1) miatt.

Végiil azt vizsgaljuk — el6szor altalaban, aztan feltételesen —, hogy mi lehet a legjobb
tippiink egy X valdszintiségi valtozo értékére. A tippet jeldlje ¢, amit akkor mondhatunk
jonak, ha X — ¢ pici. Természetesen ez egy véletlen mennyiség, ezért ezt kicsit még
pontositanunk kellene. Az els6 6tlet, hogy keressiik azt a c-t, melyre E|X — ¢| minimalis.
Az Olvasé bebizonyithatja, hogy ez a ¢ épp a median (5.13. definici6). A négyzet szintén
nemnegativ, és az abszolut értéknél jobban kezelheto. Ezért a tovabbiakban keressiik azt
a ¢ szdmot, melyre E(X — ¢)? minimalis. Az aldbbi tétel a tehetetlenségi nyomatékkal
kapcsolatban mechanikabdl mar ismerdés lehet:

7.40. Tétel (,Steiner” tétel) Legyen X wvaldsziniségi vdltozd, ekkor
E(X —¢)?=D?X + (c - EX)2

Bizonyitas.

E(X —¢)?=E((X —EX) + (EX —¢))” =
=E(X —EX)’+EEX — )’ +E(2(X —EX)- (EX —¢)) =
=D’X +E(c—EX)*+2(EX —¢)-E(X - EX) =
=D’X +E(c— EX)*>+0. O

7.41. Kovetkezmény Az X wvaldsziniiségi valtozo legkisebb vdrhato négyzetes eltérése
a vdrhato értékétol van, és pontosan a szordasnégyzettel egyezik.

Most ugyanezt a kérdést vizsgaljuk feltételes eloszlasokra. X és Y két valdszintiségi
valtozo esetén adott Y értéke, mely részleges informéciét hordoz(hat) X-rél. Kérdés,
hogy Y ismeretében mi a legjobb tippiink X értékére. A tipp tehdt ezittal ¢(Y), YV
fiiggvénye. Keressiik azt a c(Y') fiiggvényt, melyre adott Y mellett az

E((X — o(Y))*| V)

feltételesen varhatéd négyzetes eltérés minimalis. Mivel a feltételes varhatd érték egy
jolnevelt varhaté érték, a fentiek ismétlésével kapjuk, hogy az optimaélis tipp c(Y) =
E(X|Y), és az ettdl feltételesen varhaté négyzetes eltérés épp D?(X |Y), a feltételes
szorasnégyzet.

158



7.42. Példa Egy hdlézaton egy S ~ N(u, 0?) jelet kiildenek. A hdldzat zajos, ezért
feltéve, hogy S = s a kiilddtt jel, R|S = s ~ N (s, 1) eloszldsi az R kapott jel. Mi a
legjobb tippiink a kildott jel értékére, ha R = r a kapott jel?

Meg kell hatdroznunk E(S | R = r) értékét, melyhez sziikségiink lesz az S| R = r felté-
teles eloszlasra. A stirtiségfiiggvényt szamoljuk:

_fls,r) _ Iris(rls)-fs(s) 11 o922 L (20
fr(r) fr(r) fr(r) 2r V2mo
Kis munkaval fg(r) is kiszdmolhaté lenne, azonban erre nincs sziikség, ha csak a fenti

stirtiségfiiggvény s-fiiggését akarjuk tudni. Az exponensben szerepléket a —1/2 szorz6tol
eltekintve kibontjuk:

fsr(s|r)

2 2 2
o, (5= 2, S spoops
(?”—S) —|—T—7" —2rs+s —|—;—2;+;—
o +1 o2 W 2
02 (S " o2 +1 0—2+1> +C),

ahol C'(r) mar nem fiigg s-t6l. Mivel fr(r) sem fiigg s-t6l, ebb6l mar kovetkezik, hogy

o? 1 o? )
S|R:r~./\f(fr'02+1—|—,u'o2+1,02+1>, ezért
o2
E(S|R=r)=1r- :
(51 )=t 02—|—1+M o?+1

a legjobb tipp. Ez a kapott r értéknek és az atlagosan kiildott u értéknek egy silyozott
atlaga. Ha o nagy, azaz a zaj sokkal kisebb a kiildott érték szorasanal, akkor foleg r-et
kell figyelembe venni, ha viszont ¢ pici, azaz a zaj relative nagy, akkor alig szamit a
kapott érték, és a legjobb tippet p koriil kell keresni.

7.4. Momentumgenerald fiiggvény

A momentumgeneralé fiiggvény a Laplace- és Fourier transzformaltak rokona, és a csaladi
hagyomanyokat apolvan nagyon sok rendkiviil hasznos dologra hasznalhato.

7.43. Definicié Az X wvaldsziniségi vdltozo momentumgenerald fiiggvénye
M(t) : = Ee*.

Mivel e > 0, ez mindenhol létezik, de nem sziikségképpen véges. Mi fel fogjuk tenni,
hogy M (t) korlatos a nulla egy nyilt kérnyezetén:

Je, K>0 : Vte(—eg,¢) M(t) < K.
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7.44. Allitas
M(0) =1, és MM (0)=EX",

ahol M™(0) az M n-dik derivdltjdt jeloli a nulldban (n € N). Innen a "momentumgene-
rdlo” elnevezés.

Bizonyitds. A részletek mell6zésével megemlitjiik, hogy domindlt konvergencia tétellel
belathato, hogy a nulla egy kérnyezetén a varhato érték felcserélheto a t szerinti deriva-
lassal. Igy

n

d
M) = B(me™) = B(X" - eY),
majd t = 0-t véve az allitas kovetkezik. [

7.45. Példa (a binomidlis eloszlds) Legyen X ~ Binom(n, p).

M(t) = Ee™* = Z <Z) epk(1 —p)nF = (etp +1-— p)n
k=0

a binomialis tétel alapjan. Innen
M@O)=@E+1-p)" =1,
EX = M'(0) = npe'(e'p+ 1 — p)n_1|t:0 = np,
EX? = M"(0) = npe'(e'p+ 1 — p)n_1 +n(n—1)p*e*(e'p+1— p)"_2|t20 =
=np+n(n — 1)p?,

amibél D*X = np(1 — p) adddik.

7.46. Példa (a Poisson eloszlas) Legyen X ~ Poi()).

o i
M(t) _ EetX _ Zetlﬁ . e—)\ _ e/\(et—l)’
i=0 ’

M(0) = XD =1,

EX? — M"(O) — et eA(et—l) + A2e2t . eA(ei—1)|t:0 = A+ /\27

innen D?X = \.
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7.47. Példa (az exponencidlis eloszlas) Legyen X ~ FEzp(A). A momentumgenerdlo
fiigguény ekkor csak t < X\ esetén lesz véges:

o A
M(t) = Ee™ = e Ae M dr = ——,
; N—1
A
M0)=-—"— =1
) =3==1
A 1
BX =M = 529l = >
2 2
BX*=M"0) = 5|, = %

innen D?X = 1/)\%.

7.48. Példa (a normadlis eloszlas) Eldszor legyen Z ~ N(0, 1).

t2/2 0
tz —z2/2 e

m/ =

Most a normdlis eloszlds transzformdcidjdt felhaszndlva legyen X ~ N(u, 0%), tehdt

1~ N(0, 1),

Myro,1)(t) = Ee' e 24y = o2,

— B = E(e777") - e = My(o1)(0t) - et = e /20t

202 /240 __ -1
Y

)
(0) =e?
BX = Mm ) (0) = (0t + ) 2H| =,
( ) 0_2602t2/2+,ut + (0215 + M)2602t2/2+,ut R o+ ,u2,
amibdl D?X = o2,
7.49. Allitéds Ha X ésY valoszintségi vdltozok figgetlenek, akkor az X +Y wvaldszini-
ségi vdltozo momentumgenerdlo fiigguénye faktorizdlodik:

Mxiy(t) = B/ = E(ee) = Ee'™ - Ee'” = M (t) - My (t).
Bizonyitéas nélkiil kozoljiik a kovetkezo tételt:

7.50. Tétel A momentumgenerdlo fiigguény a nulla eqy nyilt kornyezetén egyértelmiien
meghatdrozza az eloszldst. Azaz ha Mx(t) az X valésziniiségi valtozé momentumgenerdld
figgvénye, My (t) azY wvaldszindiségi vdltozé momentumgenerdld fiigguénye, és Mx (t) =
My (t) < 00 a nulla eqy tetszdleges nyilt kornyezetén, akkor X ésY eloszldsa megegyezik.
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Az a derivéltakon keresztiil mindenesetre vilagos, hogy ekkor X és Y Gsszes momentuma
megegyezik.

7.51. Kovetkezmény Legyenek X ~ Binom(n, p), Y ~ Binom(m, p) figgetlenek. Ek-
kor X +Y ~ Binom(n + m, p).

Ugyanis
Myyy(t) = Mx(t) - My(t) = (e'p+1—p)" - (elp+1—p)" = (elp+1—p)""",

ami a Binom(n + m, p) eloszlds momentumgenerélé fiiggvénye, igy sziikségképpen X +
Y ~ Binom(n + m, p).

7.52. Kovetkezmény Legyenek X ~ Poi(\) ésY ~ Poi(u) figgetlenek. Ekkor X +
Y ~ Poi(\+ p).

Ugyanis
My y(t) = Mx(t) - My(t) = e =) gule’=1) — ((Hu)(ef 1)

7.53. Kovetkezmény Legyenck X ~ N(p1, 03), Y ~ N(us, 03) figgetlenck. Ekkor
X +Y ~ N + pa, 0f +03).

Mert

My () = Mx(t) - My (t) = e10° /2t . q038%/24uat — o(of+03)8%/24 (utpa)t

Hasonlitsuk ezt 6ssze a 6.29. allitas bizonyitasaval.
Momentumgenerélé fiiggvények tobbdimenzioban is hasznalhatok.

7.54. Definicié Legyenek X1, Xo, ..., X, valdsziniiségi valtozok. Az egyiittes momen-
tumgenerald fiiggvényiik

T,
M(ty, ta, ..., t,) : = BeltXitteXettinin _ FottX

vektoros jeloléssel.

A marginalis momentumgenerald fiiggvények ebbdl trivialis modon szarmaznak:

My,

k3

(t') _ EetiXi _ Ee0X1+0X2+'"+0Xi—1+tiXi+0Xi+l+"'+0Xn _
i) = = =

= M(0,0,...,0,t,0,...,0).

A kordbban latott egyértelmiiség itt is megmarad: az egyiittes momentumgenerdlé fiigg-
vény ismerete a 0 egy nyilt kornyezetén egyértelmiien meghatarozza az egyiittes eloszlast.
Ezért
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7.55. Allitas Az X1, Xo, ..., X, valdsziniségi valtozok pontosan akkor figgetlenek, ha
momentumgenerdlo fiigguényiik faktorizalodik a nulla eqy kornyezetén:

M(ty, to, ..., t,) = Mx, (t1) - Mx,(t2) - - Mx, (t,).
[usztracioként megismételjiik a 6.16. példat momentumgeneralé fiiggvényekkel.

7.56. Példa (a Poisson eloszlds (folyamat) cimkézése) Tegyiik fel, hogy az emberek A
paramétert Poisson folyamat szerint érkeznek a postdra, és mindeqyikik p valoszini-
séqgel férfi, 1 — p wvaldsziniséggel no, eqymastol figgetleniil. Ekkor az elsé ordban ér-
kezd emberek dssz-szima ~ Poi(\) eloszlasi. Megmutatjuk, hogy a férfiak szdima az elsé
oraban = X ~ Poi(Ap), a nék szdma az elsé drdban =Y ~ Poi(A(1 —p)); X ésY
fiiggetlenek.

A megadott informaciék alapjan a kovetkezéket tudjuk: X +Y ~ Poi(A); X | X +
Y ~ Binom(X + Y, p). Ezért a kozos momentumgenerald fiiggvényt toronyszaballyal
szamoljuk ki:
M(t, S) — E(etX+SY) — EE(etX+SY|X +Y) —
— EE(es(X+Y)e(t—S)X ’X + Y) — E[es(X-‘rY)E(e(t—s)X | X + Y)i|,
hiszen X + Y feltételével X + Y nem véletlen. Mivel X feltételes eloszldsa binomialis,
a 7.45. példaban szamoltak alapjan
E(e(t_s)X ’X + Y) = MBinom(X+Y,p) (t — S) =
= (" p+1- P)X+Y = (P H=p) (XY

Ezt visszahelyettesitve
M(t, s) = E[e[8+1n(et*5p+1—p)]~(X+Y)}.

Vegyiik észre, hogy ez itt épp X +Y momentumgenerald fiiggvénye az [s+In(e'*p+1—p)]
helyen. Ezért, felhasznélva, hogy X + Y ~ Poi(\) (7.46. példa),

M(t, 5) = Mpiin) (s + In(e""p+ 1 — p)) = exp(A(e"( P2 — 1)) —
_ A @ prop) 1] _ (et 1) | AI-p)(et1)

= Mpoipnp) (1) - Mpoiia(i—p))(5)-

Mivel ez egy Poi(Ap) illetve egy Poi(A(1 — p)) momentumgenerald fliggvény szorzata, X
és Y egylittes eloszldsa sziikségképpen fiiggetlen Poi(Ap) illetve Poi(A(1 — p)).
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7.5.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Feladatok

1
A J = [ g(z) dz integral kiszdmitdsdhoz (ahol 0 < g(z) < 1) a kdvetkezd tin. Monte

Carlo—rglédszert hasznélhatjuk: legyen X és Y két fiiggetlen egyenletes eloszlasu
valészintiségi valtozé a [0, 1] intervallumon. Legyen U = 1(Y < ¢(X)), vagyis U
értéke 1, ha YV < g(X), egyébként 0, tovabbad V = g(X), és W = 3(g(X) + g(1 —
X)). Mutassuk meg, hogy E(U) = E(V) = E(W) = J, illetve D(W) < D(V) <
D(U), vagyis J-nek W a harom koziil a leghatasosabb becslése. (Tipp: Haszndljuk
a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséget.)

Legyen (X;Y') kétdimenziés normalis eloszlasu (0; 0) varhat6 értékkel és (g Z)

kovarianciaméatrixszal. Hatdrozzuk meg annak az eseménynek a valdszinliségét,
hogy az (X, Y') koordinatdju véletlen pont a

(0; 3), (4;0), (1.8; 5.4), (5.8; 2.4)
csucesu téglalapba esik.

4

0 )

kovarianciamatrixszal. Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az (X;Y)
koordinataja véletlen pont beleesik az

(a) {(z,y) € R? : 2 < y/a? 4+ y? < 3} korgyfliriibe;
(b) {(z,y) € R? : 2 <min(|z|, |y|) < max(|z|, |y|) < 3} tartomdnyba;
(c) {(z,y) e R? : 2 <|z| + |y| < 3} tartomdnyba.

e

Legyen (X; YY) kétdimenzids normélis eloszlasu (0; 0) varhaté értékkel és (

e~

Szindbadnak egyszer megadatott, hogy N haremholgy koziil kivalassza a legszebbet
a kovetkezo jatékszabaly szerint: az N haremholgy egyenként vonult el elotte,
azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvonultak nem hivhatok vissza
és azokrdl, akik még nem vonultak el, semmit sem tudott. Feltételezziik, hogy a
haremholgyeknek jél definialt szépségfokozatuk van: van egy legszebb, egy masodik
legszebb, egy harmadik legszebb, és végiil a legkevésbé szép kozottiik. Tovabba azt
is feltételezziik, hogy véletlen sorrendben vonulnak el Szindbad el6tt: mind az N!
lehetséges sorrendjiik egyforméan valészinti.

Szindbad a kovetkezd stratégiat valasztotta: k holgyet hagyott elvonulni, majd
ezutan kivédlasztotta azt, amelyik szebb volt az Osszes el6tte mar elvonultnal (és
ha ilyen holgy nem akad, akkor Szindbdd magényosan tévozik). Mi a val6szinii-
sége annak, hogy ezzel a médszerrel valéban a legszebb haremholgyet valasztotta?
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Hatarozzuk meg azt a k-t, amely mellett a fenti stratégia optimdlis N — oo ha-
taresetben, és a stratégidhoz tartozé valdszintiséget is. (Tipp: haszndljunk teljes
valdsziniség tételt aszerint, hogy a legszebb hilgy hanyadikként jon(ne) el Szindbad
eldtt.)

Az el6zé feladatban leirt feltételek mellett jelolje X,, azt, hogy a sorban n-edik
holgy hanyadik legszebb az elsé n holgy koziil. Példaul ha az egymaés utani hol-
gyek egyre szebbek, akkor a sorozat 1, 1, ..., 1 lesz, ha egyre csunyabbak, akkor
1,2, 3, ..., N. Bizonyitsuk be, hogy az X;, Xy, ..., Xy valdszintiségi valtozok
teljesen fiiggetlenek.

Egymastdl fiiggetleniil N ember érkezik egy iizleti vacsorara. Amikor megérkezik,
minden ember koriilnéz, hogy van-e a mar megjelentek kézott baratja, majd vagy
odaiil az egyik baratjanak az asztaldhoz, vagy egy iires asztalhoz iil, ha nem ér-
kezett meg még egy baratja sem. Ha barmely két ember mindentol fiiggetleniil p
valészintiséggel baratja egymasnak, szamoljuk ki az elfoglalt asztalok varhatoé sza-
méat! (Tipp: legyen X; annak az indikdtora, hogy az i-edik megérkezd tires asztalhoz
il. (Azaz X; =1, ha dres asztalhoz il, és X; = 0, ha nem.))

Véletlenszertien sorbandll n férfi és n nd.

(a) Mennyi azon férfiak varhaté szama, akik mellett (azaz el6tt vagy mogott) no
all a sorban?

(b) Mennyi lenne a vélasz, ha nem sorbandllnanak, hanem egy kerekasztal koré
iilnének le?

Adott egy 100 emberbdl allé csoport.

(a) Mennyi azon napok varhaté szdma, amikor legaldbb 3 embernek van koziilitk
sziiletésnapja?

(b) Vérhatéan hany olyan nap van egy évben, amikor koziilitk valakinek sziiletés-

napja van?

Legyen Xy, Xs, ... fiiggetlen azonos eloszlasu folytonos valdszintiségi véaltozok so-
rozata, legyen N > 2 olyan, hogy

X1 2>2Xo2> - 2> Xy < Xn.

Azaz az N-edik az els6 tagja a sorozatnak, ahol a sorozat novekvévé valik. Mu-
tassuk meg, hogy E(N) =e! (Tipp: érdemes eldszor kiszamolni P{N > n}-t.)
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7.10. (a) Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ értékii folytonos val6sziniiségi valto-
z6k, melyekre EX < oo és EY < co. Bizonyitsuk be, hogy

Emin{X, Y} = /Oo P{X >t} -P{Y >t} dt.

(b) Altalénositsuk az elébbi Osszefiiggést tetszoleges k darab fiiggetlen, nemne-
gativ értékl folytonos Xi, X, ... X} valdszintiségi valtozora, melyekrol fel-
tessziik, hogy véges a varhaté értékiik:

~ k
Emin{X;, X, ..., Xz} :/ [[P{X; >t} at.

(c¢) Az a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy

Emax{X, V} = /OO 1—P{X <1}-P{Y <1} dt.

(d) Legyenek X, Xo, ... X fiiggetlen, (0, 1)-en egyenletes eloszlasu valészintiségi
valtozok. Hatarozzuk meg az

Emin{Xl, XQ, ey Xk}, EmaX{Xl, XQ, ceey Xk}
varhato értékeket.

7.11. n-szer feldobunk egy p valészintiséggel fejet ad6 érmét. Szamoljuk kiaz 1, 2, ..., k
hosszi csupa fej részsorozatok varhaté szamat! (1 < k < n)

7.12. Legyenek Xy, X5, ..., X, fiiggetlen és azonos eloszlasu folytonos valészintiségi val-
tozék. Azt mondjuk, hogy egy rekord érték tinik fel j-kor (j < n), ha X; > X,
minden 1 <4 < j esetén. Mutassuk meg, hogy

(a) E[rekord értékek szama] = > %,
j=1

72

(b) D?[rekord értékek szdama] = S
=1

(Tipp: hogyan figg az {X; rekord érték} esemény az {X; rekord érték} esemény-

t6l?)
7.13. Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ valészintiségi valtozok.
E+y =7
X+Y
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7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

Héarom probalkozasi lehetéségiink van, mindegyik prébéalkozas azonos valészini-
séggel sikeres, de nem sziikségképpen fliggetlenek, pont a fliggdségiikkel lehet triik-
kozni. Jelolje X a sikeres probélkozasok szamat. Ha tudjuk, hogy E(X) = 1.8,

(a) mennyi P{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?
(b) mennyi P{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?

Mindkét esetben talaljunk ki egy valdszintiségi forgatékdnyvet, aminek eredménye
P{X = 3}, és ez az érték a lehetd legnagyobb/legkisebb. (Tipp: a b) rész megol-
dasat kezdhetjik 1gy is, hogy legyen U a (0, 1)-en egyenletes valdsziniségi valtozd,
majd definidljuk a probdlkozdsokat U-val kifejezve.)

Egy kisvaros négyzet alaki, mely négyzet oldalai 3 kilométer hossziiak. A varos
(0, 0) kozéppontjaban van a kérhdz, és a varos utcéi négyzethalé-szertiek. Ezért
ha a varos (z, y) pontjan torténik egy baleset, a mentonek |z| + |y| tavolsagot
kell megtennie a balesettdl a korhazig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes
eloszlasu helyen kovetkezik be, szamoljuk ki a betegszallitas varhaté hosszat.

Tegyiik fel, hogy A és B mindketten egymastél fiiggetleniil kivalasztanak 10 targy-
bol 3-at. Mennyi azon targyak varhato szama

(a) amelyeket mindketten kivalasztottak;

(b) amelyet egyikiik sem véalasztott ki?

Egy normal 52 lapos kartyapaklibdl egymas utan hizunk lapokat. Ha az els6 kartya
egy (barmilyen szinil) asz, vagy a masodik kartya egy kettes, vagy a harmadik egy
harmas, stb. ..., vagy a tizenharmadik egy kiraly, vagy a tizennegyedik egy &asz,
stb., azt mondjuk, hogy taldlatunk van. Addig hizzuk a talonbdl a lapokat, amig
az el nem fogy. Szamoljuk ki a talalatok varhato szamat!

Varhatoan hanyszor kell dobni egy szabdlyos, hatoldalii dobokockaval ahhoz, hogy
mindegyik szamot legalabb egyszer kidobjuk?

(a) Hatdrozzuk meg az 6t6s lotté taldlatok széamanak varhaté értékét egy tala-
lomra kitoltott szelvény esetén.

(b) Szamitsuk ki az 6t6s lotté sorsoldson kihuzott legnagyobb, illetve legkisebb
szam varhato értékét.

Egy [ < 1 c¢m hosszu tiit dobunk véletlenszeriien egy 1 cm vonaltavolsagi négy-
zethalora. Hatarozzuk meg a ledobott ti altal atmetszett halé-vonalak szamanak
vérhaté értékét. (Hasznaljuk fel Buffon tii probléméjénak megoldasat (6.12 fel-
adat).)

167



7.21

7.22.

7.23.

7.24.

7.25

7.26

. Egy r sugaru gomb felszinére ejtiink egy 2rm-nél révidebb cérnaszal-hurkot. Mu-
tassuk meg, hogy van a gombnek olyan fele, melynek felszine teljesen tartalmazza
a cérnaszal-hurkot.

(a) Ha E(X) = 1 és D?(X) = 5, hatarozzuk meg E[(2 + X)?] és D?*(4 + 3X)
értékét.

(b) Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozdk p varhaté
értékkel és o szérdssal. Szamoljuk ki E[(X — Y)?] értékét.

10 hazaspar il le véletlen elhelyezéssel egy kerekasztalhoz. Szamitsuk ki

(a) a varhatoértékét,

(b) a szérasnégyzetét
annak, hogy hany férj iilt a felesége mellé.

(a) Legyen X az a szam, ahdnyszor l-est latunk, Y az a szdm, ahdnyszor 2-est
latunk ha n-szer dobunk egy szabalyos kockaval. Szamoljuk ki e két valdszi-
niiségi valtozd korrelacios egyiitthatojat.

(b) Egy dobdkockdit kétszer feldobunk. Legyen X a dobédsok sszege, és Y az elsé
dobds minusz a masodik dobas. Szamoljuk ki Cov (X, Y)-t. Fiiggetlenek-e X

és Y7
. X ésY egyiittes stirliségfiiggvénye
1 e
—e WY hax >0, y >0,
fla,y) =9 Y
0, egyébként.

(a) Hatérozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, Y) =
1.

(b) Szémoljuk ki E(X?|Y = y)-t is.
(Tipp: 7.50. példa.)

. Egy grdf csiucsokbodl, és a csucsokat Osszekotd élekbol all. Tekintsiink egy gra-
fot, melynek n csicsat 1-t6l n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind az (’2‘)
csucspar kozott egymastol fiiggetleniil van él p valdszinliséggel, és nincs él 1 — p
valészintiséggel. (Ezt hivjak Erdés-Rényi véletlen grafnak.) Az i csics D; fokszama

az 1 csucsbdl kiinduld élek szama.

(a) Mi a D; véletlen szam eloszldsa?
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7.27.

7.28.

7.29.

7.30.

(b) Hatarozzuk meg a D; és D, valtozok o(D;, D;) korrelacids egyiitthatéjét.
(Tipp: definidljuk X;-t mint az i-bél indulo, de nem j-be érkezd élek szdmat,
és Iij-t mint az v és j kozotti €l meglétének indikdtordt. Fejezzik ki D;-t és
Di-t az X;, X;, és I;; vdltozdkkal, ezutan szamoljunk korreldciot.)

Egy liftbe a foldszinten belép6 emberek szama Poisson eloszlasu valészintiségi val-
tozd, 10 varhato értékkel. m emelet van és minden ember egymastdl fiiggetleniil,
azonos valdszintiséggel szall ki az n emelet barmelyikén. Szamoljuk ki, varhatéan
hanyszor all meg a lift, mig az utolsé utast is kirakja.

Egy ember autébaleseteinek szama egy adott évben A paraméter(i Poisson eloszlast
valoszintiségi valtozé. Ez a A paraméter minden embernél més és més, a népesség
60 szazalékandl 2, 40 szazalékanal 3. Ha véletleniil kivalasztunk egy embert, mi a
valoszintisége annak, hogy

(a) nem tortént vele baleset,

(b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?

(¢) Mi a feltételes valészintisége, hogy pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott
évben, feltéve, hogy el6z6 évben nem tortént vele baleset?

(d) Ismételjiik meg az elézbeket, ha az x-nél kisebb A paraméterrel rendelkezd

emberek aranya a népességben 1 —e™7.

Legyenek X, X, ..., X, fliggetlen és azonos eloszlasu valészintiségi valtozok. Ha-

tarozzuk meg

értékét. (Tipp: E(Xyi+Xo+ -+ X, | Xn + Xo+ -+ X, = 2).)

Legyen X standard normalis eloszlasu, és I X-t6l figgetlen, P{I = 1} = P{I =
0} = 1/2 eloszlassal. Definidljuk a kovetkezd valdsziniiségi valtozot:

X, hal =1,
Y . =
—X, ha I = 0.

Azaz: Y (X-t6l fuggetleniil) egyenlé eséllyel lesz X vagy —X.

a) Fiiggetlen-e X és Y7

(a)

(b) Fiiggetlen-e I és Y?
)
)

(c) Mutassuk meg, hogy Y standard normalis eloszlas.
(d) Mutassuk meg, hogy Cov(X, Y) = 0.
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7.31.

7.32.

7.33.

7.34.

7.35.

7.36.

7.37.

Az (X, Y) € R? val6szinfiségi vektorvaltozo legyen kétdimenziés normélis eloszldsi

m = (—1, 1) varhatéérték-vektorral és C' = (g 5

) kovarianciamatrixszal. Szamit-

suk ki a P{X > —1, Y > 1} valészinfiséget! (Tipp: C = B*, ahol B = (1 ;) )

(Feltételes kovariancia formula.) X és Y feltételes kovariancidgja Z-t feltéve
Cov(X,Y|Z) =E[(X ~E(X|2))- (Y —E(Y | 2)) | Z].
(a) Mutassuk meg, hogy
Cov(X,Y|Z)=E(XY|Z)—E(X|Z) E(Y|Z2)
(b) Bizonyitsuk be a feltételes kovariancia formulat:
Cov(X,Y) = E[Cov(X, Y| Z)] + Cov[E(X | Z), E(Y | Z)]

(c) Legyen most az el6z6 képletben X =Y; és igy megkapjuk a feltételes szords-
négyzet formulat.

Tudjuk, hogy feltéve Y értékét, X; és X, fliggetlenek Y varhaté értékkel. Mutassuk
meg, hogy ekkor Cov(X, X;) = D?Y.

Hamis érmével dobunk, melynél a fej valdszintisége p, az irdsé pedig ¢ = 1 — p.
Jeloljiik X-szel és Y-nal az elsd, illetve a masodik tiszta (fej vagy irds) sorozat
hosszat. (Pl ha dobdssorozatunk FFFIIF ..., akkor X = 3, Y = 2; ha pedig
dobdssorozatunk IFF1I ... akkor X =1,Y =2 ...) Hatdrozzuk meg a kovetkezd
mennyiségeket: EX, EY, EX? EY? D2X, D?Y, Cov(X,Y). (Tipp: haszndljuk

a toronyszabdlyt, illetve a feltételes szdrdsnégyzet / kovariancia formuldt.)

Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca csoppen. Mekkora a valdszintisége, hogy
a paca nem metszi a vonalakat, ha azok fél centire vannak egymastol, a tintafolt
sugara pedig egyenletes eloszldsi a [0 cm, 1/3 cm]| intervallumon?

Legyenek X, Xs, ... fiiggetlen azonos eloszlasi valdszintiségi véaltozok p varhato
értékkel és o szérassal, és legyen Y, = X, + X, 11 + X,i2. Hatarozzuk meg
Cov(Y,, Y,,) értékét minden j > O-ra.

Ha X, X5, X3, X, paronként korreldlatlan valdszintiségi valtozok 0 varhato érték-
kel és 1 szérassal, szamoljuk ki

(a) X1 + X2 és X2 + Xg,
(b) X1 —|—X2 és X3 +X4
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7.38.

7.39.

7.40.

7.41.

korrelacios egyiitthatéjat.

Tekintsiik a kovetkezo kockajatékot: Két kockdval dobunk, ha az 6sszeg 7, akkor
vége a jatéknak, nem nyeriink semmit. Ha az 6sszeg nem 7, akkor valaszthatunk,
hogy megallunk, és megnyerjiik a kidobott 6sszeget, vagy elolrol kezdjiik a jatékot.
Az i stratégiank legyen az, hogy akkor allunk meg, amikor legalabb i-t dobtunk
(1 =2,...,12). Szamoljuk ki a kiilonb6z6 stratégidinkhoz tartozé vérhaté nye-
reményeket! Milyen ¢-t valasszunk, ha varhatéan a legtébbet szeretnénk nyerni?
(Tipp: Jeldlje X; a nyereményiinket, amennyiben az i stratégiat jatsszuk. E(X;)-t
az elsé dobott dsszeq szerinti esetrebontdssal érdemes kiszdmolni.)

Legyen Y ~ N (u, 0?), és X |Y ~ N (Y, 1).

(a) Mutassuk meg, hogy az (X, Y) par egyiittes eloszldsa ugyanaz, mint az (Y +
Z,Y) péaré, ahol Z egy Y-tdl fiiggetlen standard normélis valészintiségi vél-
t0z0.

(b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogy az X, Y pédr kétdimenziés normélis
eloszldsi (6.20. definicid).

(c) Szamitsuk ki az EX, D?X, Corr(X, Y) mennyiségeket.
(d) Hatérozzuk meg E(Y | X = z) értékét.
(e) MiY feltételes eloszlasa az X = x feltétel mellett?

A 7.42. példdban S jelolte az elkiildott jelet, és R a fogadott jelet.

(a) Szamoljuk ki E(R)-t.

(b) Szémoljuk ki D?(R)-t.

(¢) Normalis eloszlasi-e R?
(d) Szédmoljuk ki Cov(R,S)-t.

Két készpénzt tartalmazd boriték van eléttiink az asztalon. Az egyiket ki kell nyit-
nunk, hogy megnézziik, mennyi pénz van benne, majd valaszhatunk, hogy elfogad-
juk, vagy a kinyitatlan boritékban levo pénzt kérjiik. Melyik lehetoséget véalasszuk?
Van-e jobb stratégia annal, mint elfogadni az els6 boritékban levé pénzt? Jeldlje
A és B (A < B) a boritékokban levé pénzt. Ha taktikdnk az, hogy véletlenszertien
kinyitunk egy boritékot, majd a benne levé pénzt zsebre tessziik, akkor varhaté
nyereményiink (A+ B)/2. Tekintsiik a kovetkezd stratégidt: legyen F'(-) tetszoleges
folytonos eloszlasfiiggvény. Ha a kinyitott boritékban x pénz van, akkor azt F'(x)
valésziniiséggel fogadjuk el, és 1 — F(z) valészintiséggel kérjiik a zart boritékban
lev6 pénzt.
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7.42.

7.43.

7.44.

7.45.

7.46.

7.47.

7.48.

(a) Mutassuk meg, hogy ezzel a masodik stratégidval a varhaté nyereményiink
nagyobb-egyenlé, mint (A + B)/2. (Tipp: Bontsunk esetekre aszerint, hogy a
felnyitott boritékban A vagy B pénz van.)

(b) Most tekintsiik azt a stratégiat, hogy lerdgzitiink egy fix x értéket és csak akkor
fogadjuk el az els§ boritékban levé pénzt, ha az tobb, mint = (x-stratégia).

Mutassuk meg, hogy az x-stratégiat jatszva barmely x-re a varhaté nyeremény
legalabb (A+ B)/2 és szigorian tobb, mint (A+ B)/2, ha z A és B kozé esik.

(c¢) Legyen X folytonos val6sziniiségi valtozo a teljes R-en, és tekintsiik a ko-
vetkezo stratégiat: Eloszor generaljuk X értékét, majd a kapott X értékkel
jatsszuk a (b) pontban szereplé z-stratégiat. Mutassuk meg, hogy ennek a
stratégianak a varhaté értéke szintén nagyobb, mint (A + B)/2.

Legyenek X és Y fiiggetlen valdszinliségi valtozok kozos p varhatéd értékkel, de
kiilonb6z6 ox és oy szorasokkal. p értékét nem tudjuk, és egy mintavétel alapjan
az X és'Y silyozott dtlagaval szeretnénk becsiilni. Azaz: p értékére a AX+(1—-N\)Y
becslést fogjuk adni, valamilyen A paraméterrel. Hogyan valasszuk A-t, hogy a
becslésiink szorasa minimalis legyen? Miért érdemes ezt a A\-t hasznalnunk?

Ha Y = aX + b, mutassuk meg, hogy

+1 haa>0,

Corr(X,Y) = {
—1 haa<0.

Legyenek X és Y olyan valdszintiségi valtozok, amelyek csak két értéket vehetnek

fel. (Ran(X) = {z1, z2}, Ran(Y') = {y1, y2}.) Bizonyitsuk be, hogy ha E(XY) =

E(X)E(Y) (azaz: X és Y korreldlatlanok), akkor X és Y fiiggetlenek is. (A

korreldlatlansdg dltaldban nem implikalja a fiiggetlenséget!)

(a) Legyen X val6szintiségi valtozo nulla varhaté értékkel, és legyen a egy valds
szam. Mutassuk meg, hogy E|X + a| > |al.

(b) Legyenek X és Y fiiggetlen val6szintiségi valtozok nulla varhato értékkel. Mu-
tassuk meg, hogy E|X + Y| > E|X|.

Egy hibatlan érmével dobunk négyszer. Jelolje X illetve Y a dobott fejek illetve
irasok szamat. Szamoljuk ki a Z := XY valdszintiségi valtozd varhatd értékét és
szorasat.

Egy hibatlan kockaval dobunk tizszer. Jelolje X azt a szamot, ahanyszor paros
dobast paratlan kévet. Mennyi X varhaté értéke és szorasa?

Tiz ember beszall egy liftbe a féldszinten. Egymastol fiiggetleniil valasztanak cél-
allomast az épiilet tizenkét emelete koziil, egyenletes eloszlassal. Hatarozzuk meg
a lift megdllasai szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét.
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7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.53.

7.54.
7.55.

Egy urnédban a darab fehér és b darab piros golyé van. Visszatevés nélkiil addig
hizunk, amig fehér goly6t nem talalunk. Mennyi az addig kihizott piros golydk
szamanak varhato értéke és szorasnégyzete?

Legyen az (X, Y) pont egyenletes eloszldst az (1, 1) kozéppontd, 1 sugard koron.
Mennyi Cov (X, Y)?

Legyen az (X, Y) pont egyenletes eloszlasu a (—1, 0), (0, 0), (0, —1) pontok &ltal
meghatarozott haromszogben.

(a) Mi lesz az (X, Y) kétdimenzids eloszlds kovarianciamétrixa?

(b) Legyen Z = X +2Y. Mi lesz az (X, Z) kétdimenzids eloszlds kovarianciamat-
rixa?

Egy X m.b. pozitiv valészintiségi valtozot lognormdlis eloszldsinak nevezziik p és
o? paraméterrel (lasd 5.27 feladat), ha In(X) normadlis eloszlast u varhatéértékkel
és o2 szérasnégyzettel. A momentumgenerdld fiiggvény segitségével hatdrozzuk
meg X varhatoértékét és szérdsnégyzetét.

Legyen X momentumgenerald fiiggvénye M (t), és legyen ¥ (t) = In M(t). Mutassuk
meg, hogy

U)o =0, V() =EX),  ¥'(t),=D*X).

Hatérozzuk meg a Geom(p) és E(a, ) eloszlasok momentumgenerdl fiiggvényét.

Hogyan hatarozhatjuk meg Cov(X, Y)-t X és Y egyiittes momentumgenerdl6
fiiggvényébol?
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8. fejezet

Két fontos tétel

Ebben a fejezetben az eddigiek felhasznalasaval két fontos tételkort vizsgalunk f.a.e.v.v.-k
Osszegeivel kapcsolatban.

8.1. Nagy szamok gyenge torvénye

A valoszinliséget absztrakt definicidval vezettiik be. A Bernoulli nagy szamok torvényé-
ben (4.26. tétel) mar lattuk, hogy az absztrakt definiciénak van valami koze a relativ
gyakorisagokhoz. Ebben a fejezetben ezt a gondolatot vissziik tovabb: indikatorok mel-
lett immar altalanos fliggetlen valdszintiségi valtozok atlagardl is tudunk majd mondani
valamit. Ehhez két segédtételre lesz sziikségiink.

8.1. Allitas (Markov-egyenlétlenség) Legyen X nemnegativ valdsziniségi vdltozd. FEk-
kor minden a > 0 szdmra

EX
P{X >a} <—.
a
Természetesen ez az allitas akkor ér valamit, ha a > EX.

Bizonyitas. Legyen

v — 1, ha X > a,
10, ha X <a.

Ekkor
X > aY, azaz EX > EaY = aEY = aP{X > a}. n

Figyeljiik meg, hogy az egyenl6tlenség nagyon altalanos, X-rol csak annyit kell tudnunk,

hogy véges a varhaté értéke. Cserében viszonylag gyenge korlatrél van szo. Szintén
nagyon altaldnos és viszonylag gyenge a
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8.2. Allitas (Csebisev-egyenlStlenség) Legyen X wvaldszindségi vdltozd véges pu varhatd
értékkel és szordsnégyzettel. Ekkor minden b > 0 szamra

D2X

b2

P{X — 1| > b} <

Ez az allitas is csak b > DX esetén hasznos.

Bizonyitds. Az (X — p)? valésziniiségi valtozé nemnegativ, erre fogjuk alkalmazni a
Markov-egyenlotlenséget:

E(X - p)? DX

PEX —pf 2 b} = P{(X —p)* 2V} < ——3 s o

Kovetkezik egy példa az egyenlotlenségek dltalanossagara:

8.3. Példa Egy gydrban naponta dtlagosan 50 ketyerét gyartanak. Mit tudunk mondani
annak valdsziniiségérdl, hogy holnap 75 vagy tobb ketyere késziil?

A Markov-egyenlGtlenség segitségével (X = a holnap legyartott ketyerék szdma)

EX 50 2

P{IX>7h}< —=_—=-.

X =)= 75 ™3
8.4. Példa Egy gydrban naponta dtlagosan 50 ketyerét gyartanak, és a ketyerék szamd-
nak szordsa 5. Mit tudunk mondani annak valdsziniiségérdl, hogy holnap 40-nél tébb, de

60-ndl kevesebb ketyere késziil?

Legyen X a holnap gyartott ketyerék szama, p = EX = 50, DX = 5. A Csebisev-
egyenlotlenség szerint

P{40< X <60} =P{-10< X —u <10} = P{|X — | < 10} =

D2X 25 3
=1-P{|X —pu|>10} >1— =1——=-.

Most pedig két példa az egyenlotlenségek gyengeségére:
8.5. Példa Legyen X ~ FE(0,10). Ekkor u = 5 és D?*X = 10?/12, és a Csebisev-

eqyenliotlenség szerint

D2X 102 25

P{|X -5 >4} < = = — ~(.52.
{l Sz 4} < 42 12-42 48 05
Az igazsdg pedig
1 1
P{]X—5|24}:P{X§1}+P{X29}:E+E:0.2.
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8.6. Példa Legyen X ~ N(u, 0%). A Csebisev-egyenlétlenség alapjdn

D2X o?
P{lX —ul>20l < — =—=0.25
(15—l 220} < 55 = o =025,

pedig

P(X 220} = P{T 1 < )y plA M50l o

o o

= B(—2) + 1 — D(2) = 2 — 26(2) ~ 0.0456.

A Csebisev-egyenlétlenség a Markov-egyenl6tlenség alkalmazasa volt X egy tigye-
sen valasztott fiiggvényére. Ehhez a varhaté érték mellett X szorasara is sziikségiink
volt. Alabb a Markov-egyenlétlenség egy masik turbézéasa, melyhez a momentumgene-
ralé fliggvény kell, de néha meglepden erds tud lenni. Legyen X valdszintiségi valtozd M
momentumgenerdalé fiiggvénnyel. Ekkor minden c-re és minden A, v > O-ra

Ee)\X
P{X > c} =P{eM > e} < v e M(N),
Ee ¥
P{X <c} =P{e > e} < —— = e M(—7).

Mivel ez minden A, v > 0O-ra igaz, M ismeretében szabad optimalizalni a jobboldalakat
A-ban illetve y-ban.

8.7. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye (NSzGyT)) Legyenek Xy, X, ... fa.e. va-
loszindségi vdltozok véges p varhato értékkel. Ekkor az datlaguk valdosziniségben tart p-
hoz, azaz minden € > 0-ra

Xi+Xg4 -+ X,
P{’ 1+ Xo + +

—,u‘>5} — 0.
n

n—oo
(Angolul: WLLN=Weak Law of Large Numbers.)

Bizonyitds. Egy kicsit kevesebbet bizonyitunk, nevezetesen feltessziik, hogy a valdszinii-
ségi véaltozdk o szérdsa is véges. Az atlagrdl (vagy empirikus varhatéd értékrél) lattuk
mdr, hogy varhaté értéke p (7.5. példa) és szérdsnégyzete o2 /n (7.20. példa). Ezért a
valészintiséget Csebisev egyenlotlenséggel becsiiljiik:

D2X o?

=— — 0.
g2 ne2 n—oo [

X, +Xo4-+ X,
P{‘ 1+ Xo + +

- —u > e} =P{X -y > ¢} <

A binomialis eloszlas 7.9. példaban latott eldallitasa alapjan vildgos, hogy ez a NSzGyT
a 4.26. Bernoulli nagy szdmok torvényének altalanositasa (bar ott a bizonyitésbdl tobb

is kijott).
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8.2. Centralis hatareloszlastétel

A NSzGyT egy els6 informaciét ad arrdl, hogy f.a.e.v.v.-k atlaga kozel van a valtozdk
varhato értékéhez. Egy masodik kozelités lesz most annak vizsgalata, hogy mennyire van
kozel. Azt mar a NSzGyT-bdl tudjuk, hogy ez az eltérés n-nél kisebb kell, hogy legyen.
Vizsgalatainkhoz momentumgeneralé fiiggvényeket fogunk hasznalni, és sziikségiink lesz
az alabbi analitikus allitasra, melyet bizonyitas nélkiil kozliink:

8.8. Allitas Tegyiik fel, hogy a Z, wvalésziniségi vdltozo-sorozat My momentumgene-
ralo fiigguényer a nulla eqy nyilt kornyezetén pontonként konvergdlnak eqy Z valdsziniségi
valtozo My momentumgenerdlo fiigguényéhez. Ekkor a megfeleld Fy, eloszldsfiigguények
18 konvergdlnak Z Fy eloszldasfiggvényéhez minden olyan pontban, ahol ez utobbi folyto-
nos.

8.9. Tétel (Centralis hatareloszlastétel (CHT)) Legyenek X1, Xo, ... f.a.e. valdszini-
ségi vdltozdk véges p vdrhato értékkel és o* szérdasnégyzettel. Ekkor a mormdlt dsszeg
eloszlasban tart a standard normalis eloszlashoz, azaz minden a € R-re

X _
P{ 1+ Xo 4+ + X, ”M<a}
Vno

(Angolul: CLT= Central Limit Theorem.) Figyeljiitk meg, hogy a valdésziniiségben az
Osszegbdl az Osszeg varhatd értékét vontuk le, majd az Osszeg szorasaval osztottunk,
hiszen

— ®(a).

n—oo

D*( X, 4+ Xy + -+ X,,) = D2X; + D?X, 4 - - - + DX, = no?,

igy a tort varhaté értéke nulla és szorasa egy. A binomidlis eloszlas 7.9. példaban latott
eloallitasa alapjan az is vilagos, hogy ez a tétel az 5.26. DeMoivre-Laplace globalis tétel
altalanositésa.

Bizonyitas. Ismét kicsit kevesebbet bizonyitunk: feltessziik, hogy az 0sszeadandék mo-
mentumgenerald fliggvényei — az azonos eloszlas miatt ugyanaz az M figgvény — is
végesek a nulla egy nyilt kérnyezetén. Els6 lépésben feltessziik, hogy u = 0, o2 = 1.

Ekkor a Z X;/+/n Osszeget vizsgdljuk. A stratégia az, hogy megmutatjuk, hogy a mo-

mentumgeneralo fiiggvénye pontonként a standard normalis eloszlas momentumgenerald
fiiggvényéhez tart.

_ tZX/f tXi/Vn _
M.ixi/\/ﬁ(t) = Be = EHe N
n t n
= [ et HM( =)= ()]
P vn

177



Ennek logaritmusat tekintjiik majd, ezért bevezetjiik a ¥(z) := In M(x) fliggvényt.
Mivel ¢/+/n pici, a fiiggvényt sorfejtjiik nulla koriil:

W(x) = W(0) + ¥'(0) - = + ¥"(0) - “’; +0(ab).

A 7.53 feladat pont az els6 harom tagrol szélt, ezért

2 1.2

() =0+ EX 2+ DX - T +0@") =0+0-2+1- 5 +Ox?),
Ennek segitségével

liZj)lXi/\/ﬁ(t):nlnM(%) :nLI'/(i) :”'ﬁ-f—n(?( 3 > . 2

azaz
2

M » (t) — /2,

‘ngi/\/ﬁ n—00

amivel az el6z6 llitds miatt a = 0, 02 = 1 esetben kész vagyunk, hiszen a jobb oldalon
a standard normaélis eloszlds momentumgeneralé fiiggvénye szerepel (7.48. példa).
Altaldnos p és o2 értékek esetén

XY+X5+”.+X%_nu__Q?L+£§H+“.+§£ﬁ

a

Vno v ’

ahol az % valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlastak nulla varhato értékkel és egy szé-
rasnégyzettel, ezért az eddigiek alapjan a tort eloszlasban a standard normaélis eloszlashoz
tart. [

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy hol kezddédik az az n-tartomany, ahol a gyakorlat-
ban mar praktikusan hasznalhaté a CHT. A hibatagot elméletileg becsli a Berry-Esséen
tétel. A gyakorlatban az e tétel altal jelzettnél sokszor joval kisebb n is elegendé; a
minimalis n érték fiigg az elérni kivant pontossagtol, és az Osszeadanddk eloszlasatol
is. A legtobb esetben egy-két tucat valészintiségi valtozora a CHT mér praktikusan
hasznalhaté kozelitést ad.

8.10. Példa Egy csillagasz egy i tdvolsagra levd objektum tdvolsdgat méri. Méréseinek
eredményei f.a.e.v.v.-k p vdrhato értékkel és 2 fényév szordssal. Hdanyszor kell mérnie,
hogy az dtlag legaldbb 0.5 fényév pontos legyen legaldbb 95% valdsziniiséggel?
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Jeloljiikk a mérések eredményeit X;-vel, ¢ = 1, ..., n. Az n mérés atlagat szeretnénk
1-hoz kozel tudni:

Xi+Xo+--+ X,

0.95 < P{‘ - u‘ < 0.5} -
n
_P{’X1+X2++Xn—nu)<05\/ﬁ}
B 2\/n -2
:P{_@<X1+X2+--~+Xn—nu<\/_ﬁ}'
4 = 21 =4

Ebben a valdszintiiséghen mar az 0sszeg normalt valtozata all, és feltessziik, hogy kell
annyit mérni, hogy a CHT mar j6 kozelitést adjon. Ekkor a jobb oldali valésziniiség a
standard normalis eloszlasfiiggvénnyel kozelitheto:

0.95 < @(4) - @(—\/—ﬁ> - 2@(@) 1

4 4
0.975 < @(4)

1.96 < \/Tﬁ

61.5 < n,

azaz 62 mérés sziikséges.

Lassuk hanyszor mér a csillagasz, ha nem ismeri a CHT-t, csupan Csebisev-egyen-
16tlenséggel prébél boldogulni. Ekkor, mivel az atlag varhato értéke p és szorasnégyzete
22/n = 4/n,

P{’X1+X2+---+Xn
n

—;430.5}:
X1+ Xo 4+ X,
:1—P{’ 1+ Xo+ +
n

4/n 16
— >0.5}>1——:1——.
’“‘) =T 05 n

Elég ezért azt biztositani, hogy 1 — 16/n > 0.95 legyen, azaz n > 320. Megéri tehat
valoszintiségszamitast tanulni.

8.11. Példa (a Poisson eloszlas normalis kozelitése) Tegyiik fel, hogy egy tanfolyamra
jelentkezd didkok szama Poi(100) eloszldsi. Becsiljik meg annak valésziniségét, hogy
120-ndl tobben akarnak beiratkozna.

A 120 tagu szummaékat keriilendé, CHT-t prébalunk alkalmazni. A probléma csak az,
hogy nyomat sem latni fiiggetlen valdszintiségi valtozok osszegeinek. Itt jon segitségiinkre
a Poisson eloszlas tulajdonsaga, mely szerint fliggetlen Poisson valészintiségi valtozdok
osszege is Poisson. Azaz ha X ~ Poi(100) a jelentkezdk szama, és Xy, Xo, ..., Xjo f.a.e.
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100
Poi(1) eloszlasiak, akkor > X; ~ Poi(100). Erre az Osszegre viszont alkalmazhatjuk a

=1
CHT-t (EX; = 1, D2X; = 1):

100 100
P{X > 120} = P{Z X; > 120} - P{Z X; > 120.5} -
=1 1=1
100
_p e N 120.5—100-1}N
V100 - 1 V100 - 1 B

~ 1 — ®(2.05) ~ 0.0202.

Ahogy a DeMoivre-Laplace tételnél is lattuk, amig X-re egész értékiiként gondolunk,
addig az, hogy 120 vagy 120.5 a korldt nem szamit, viszont a kozelités pontosabb lesz,
ha minden egészt egy egy hosszisagu intervallummal helyettesitiink.

8.3. Nagy szamok eros torvénye

Ebben az alfejezetben egy kis izelitét adunk bizonyos haladobb valdszinliségszamitasi
moédszerekbol, a Nagy szamok torvényének egy erGsebb verzidjat fogjuk targyalni. A
NSzGyT-ben szerepld valdszintiségbeli konvergencianal vannak erésebb konvergenciafo-
galmak (innen a "gyenge” jelz6). A teljesség igénye nélkiil bemutatjuk az ebben a részben
targyalandd, un. erés konvergencia fogalmat:

X i+ Xo+- -+ X,
P{ 1+ Xo+ + }:1'

—>/J’

n n—oo

A konvergenciatipusokrol itt csak annyit emlitiink meg, hogy lehet valészintiségi valtozdk
olyan Y,, sorozatat konstrudlni, melyre a gyenge konvergencia: Ve >0 P{Y, >¢} =0
teljesiil, de az erds konvergencia nem teljesiil: P{Y,, — 0} # 1.
Az er6s konvergencia bizonyitasahoz események végtelen sorozatait fogjuk tekinteni.
o0

Legyenek Aj, As, ... események. Ekkor az |J Ax, n =1, 2, ... események n-ben csok-

k=n
kendk, hiszen ahogy n no, egyre kevesebb Aj-nak vessziik az uniéjat. A 2.2. definicio
szerint vehetjiik ennek a csokkeno rendszernek a limeszét:

le UAk—ﬂUAk

n=1k=n

8.12. Definicié Az analizisbdl vett analdgidval ezt a limeszt az Ay események limsup-

janak nevezik:
limsup A,, = nh_r}olO U AL = m U Ap.

n—o0 n=1k=n
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Az unio azt jelenti, hogy n-nél magasabb indexti A esemény is megtorténik. A metszet
azt jelenti, hogy ez minden n-re igaz. Azaz limsup A, az az esemény, hogy az A-k

n—oo
kozil végtelen sok megtorténik. Szoktdk ezt gy is mondani, hogy Ay végtelen gyakran
megtorténik.

Ennek valészintiségérol szolnak a Borel-Cantelli lemmak:

8.13. Tétel (Borel-Cantelli lemmak) Legyenek Ay, As, ... események.

1. Ha Z P{A,} < oo, akkor P{limsup A, } =0, azaz m.b. csak véges sok Ay kovet-

n—oo
kezzk be
2. Haaz Ay, As, ... események fiiggetlenek, és Z P{A,} = oo, akkor P{limsup A, } =
n—oo
1, azaz m.b. végtelen sok Ay bekovetkezik.
Figyeljiik meg, hogy az els6é lemméhoz még a fliggetlenség sem kellett.
Bizonyitas. 1.
P{hin—igpA } P{nh_)lgo U Ak} =
JE&P{U Ak} < lim ZP{Ak} ~0.
2. A De Morgan szabaly szerint
P{hmsupA } P{ﬂ U Ak}
n=1k=n
(A0} POA )
n=1k=n n=1k=n

A [ A események n-ben novekviek, hiszen egyre kevesebb Af-t kell metszeni.
k=n
Ezért az uniéjuk egyben a limesziik is. Ezt, és a fiiggetlenséget hasznaljuk most:

P{limsupA,} =1 - P{nh_{go m Ai} =1- JI—EEOP{H AC}

n—oo

=1— lim H 1 -P{Ax}) >1— lim He P} =

n—oo n—oo

1y *kZ P{Ak}
S fme S 0

181



Most bebizonyitjuk a Nagy szamok erds torvényét, mely az atlag eros konvergencidjat
allitja:

8.14. Tétel (Nagy szamok erés torvénye (NSzET)) Legyenek Xy, Xo, ... f.a.e. valdszi-
niségi vdltozok véges p vdarhato értékkel. Ekkor az dtlaguk m.b. konvergdl p-hoz, azaz

_> /’L
n n—oo

X+ Xo 4+ X,
P{ 1+ Xo + + }:1.

(Angolul: SLLN=Strong Law of Large Numbers.)

Bizonyitds. Ismét kicsit kevesebbet bizonyitunk: feltessziik, hogy az X;-k negyedik mo-
mentuma is véges. Legyen

S-3 K 53:(gxi>.(ng)-(§;xk>.<ixg>.

Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy kibontas utan milyen tipusu tagok szerepelnek eb-
ben a négyes szorzatban. ¢, j, k, £ alabb mind kiilonb6z6 indexeket fog jelolni.

o X, X; XX, tipust tag (mind a négy X kiilénboz6 indextl): (Z) féleképp jelolhetjiik
ki, hogy melyik négy index szerepeljen a szorzatban. Ha ez megvan, meg kell hata-
roznunk, hogy ez a négy index melyik fenti zdréjelekbdl jon Ossze, ez 4! lehetdség.

o X2X; X tipusu tag (egy index dupldn szerepel, két mdsik pedig szimplan): n- (”51)
féleképp valaszthatjuk ki el6szor a dupla indexet, majd a maradék n—1 koziil a két
szimpla indexet. Utana (g) - 2 féleképp valasztjuk ki azt a két zardjelet, ahonnan
a dupla index jon, majd a maradék kettd sorrendjét.

o X?X? tipusi tag (két index duplén szerepel): (3) féleképp vélaszthatjuk ki a két
indexet, ezutan ki kell valasztanunk, melyik két zaréjelbdl jon az elso: (3) lehetoség.

e XX tipust tag (egy index tripldn, egy szimpldn szerepel): n-(n—1) féle valasztds
a két indexre, majd (g) lehet6ség a harom zardjel kivélasztasara, melyekbdl a tripla
index szarmazik.

e X! tipust tag (egy darab index négyszer): n lehetéség az index kivalasztdséra.

Mivel a valészintiségi valtozok azonos eloszlasiak, a varhaté érték alatt nem szamit,
melyik konkrét indexek szerepelnek. Kizardlag a fenti tipusok szamitanak. Igy

—1 4
ES: = <Z> Al E(XG X X3Xy) + 1 <n 9 ) : (2) -2 E(X7 X2 X3)+

+ (’;) : (;l) E(XTX3) +n-(n—1)- (;l) -E(X7X,) +n - B(X)).
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Most tesziink egy egyszertsité feltevést, amit késébb konnyen el tudunk majd hagyni:
legyen = 0. Ekkor a fiiggetlenség miatt

E(X1 X X3X,) =EX,-EX;-EX5-EX,=0-0-0-0=0,
E(X?X5X3) =EX? - EX,-EX; =EX?-0-0=0,
E(X;X,) =EX; -EX, =EX}]-0=0.

Marad két tag:

ES! = <Z> : (;L) "E(X?X3) +n-E(X}) <Cn?

valamely C' konstanssal, melyben a kombinatorikai faktorok és ezek a varhaté értékek
szerepelnek. Legyen most m > 0 egész, és
1
. Ly
m

| n
n

=

Ekkor egy turbo-Markov egyenlétlenséggel

4,4 A 2 4 o4
1}§E(Sn/n)_E(Sn) m' _Cn®-m! _C m!

my _ [ Sn
PLAYY = {ﬂ ~ 1/mt n4 - nt n?

mt
Mivel ez minden roégzitett m mellett n-ben 6sszegezhetd, a Borel-Cantelli 1. lemma alap-
jan
B™ :=limsup A, -re P{B™} =0.
n—oo

A B™ esemény azt jelenti, hogy végtelen sok n-re lesz |S,/n| > 1/m. S, /n viszont
pontosan akkor konvergdl nullahoz, ha minden m esetén csak véges sok n értékre lesz
|Sp/n| > 1/m. Ezért

e & o} ~r{ 0y} -

m=1

D)

oo o0

:1—P{UBm}21—ZP{Bm}:1—§:O:L

fgy a it = 0 esetben kész vagyunk. Amennyiben p # 0,

X i+ X0+ + X, X, — X, — o (X, —
1+ Xo+ -0+ . N (Xi—p)+ (Xg—p)+ -+ ( N)_>O’
n n—00 n n—00

igy az eloz6 esetet alkalmazva az X; — p nulla varhaté értékili valtozokra bebizonyitottuk
a tételt. O
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8.4.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

Feladatok

Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobasok Osszege meghaladja a
300-at. Becsiiljiikk meg annak valdszintiségét, hogy legalabb 80 dobéasra van ehhez
sziikség.

Adott 100 égbnk, melyek élettartama egymastol fiiggetlen exponencidlis eloszlas,
5 6ra varhaté értékkel. Tegyiik fel, hogy az égdket egymaés utan hasznaljuk, azonnal
kicserélve azt, amelyik kiégett. Becsiiljiikk meg annak valdszintiségét, hogy 525 ora
utan még van miikodo égonk.

Az el6z6 feladatban most tegyiik fel, hogy minden égé kicserélése fiiggetlen, a
(0, 0.5) intervallumon egyenletes eloszldsu ideig tart. Becsiiljiik meg most annak
valészintiségét, hogy 550 ora elteltével mar az 6sszes égo kiégett.

Feldobunk egy érmét hatvanszor, jeldlje a fejek szamat X. Adjunk felsé becslést
a P{|X — 30| > 20} valészintiségre a Csebisev-egyenlStlenség segitségével! Jobb
becslés is adhaté az exponencialis Markov-egyenlétlenség segitségével:

(a) Legyen Yz = €% ahol 0 < 3. Lassuk be, hogy EY; = 2750(1 + ¢7)%.

(b) Adjunk felsé becslést a P{X > 50} valdszintiségre olymddon, hogy a Markov-
egyenldtlenséget alkalmazzuk az Y3 nemnegativ valoszintiségi valtozora.

(c) Keressiik meg azt a §-t, amelyikre az elobbi becslés a legélesebb. (A feladat
visszavezethetd az f(3) = In(1+¢”) — 28 konvex fiiggvény minimalizdldséra.)

(d) Léssuk be, hogy P{|X — 30| > 20} <2-3%.5750 < 107°,

50 szamot egészre kerekitiink, majd Osszeadjuk oket. Tegyiik fel, hogy a kerekités
minden szamndl fiiggetlen, E(—0.5, 0.5) eloszldsi. Becsiiljiik meg annak valdszi-
niiségét, hogy kerekités utan osszeadva tobb, mint 3-mal kiilonbozik az eredmény
a valodi Osszegtol.

Egy bizonyos targy vizsgdjan a didkok pontszamanak atlaga 74 pont, és szorasa 14
pont. Az elso vizsgat 25-en, a masodik vizsgat 64-en irjdk meg.

(a) Becsiiljiik meg annak val6szintiségét, hogy az els6 vizsgan az atlag pontszam
meghaladja a 80-at.

(b) Becsiiljiik meg annak valdsziniiségét, hogy a mésodik vizsgan az atlag pont-
szam meghaladja a 80-at.

(c) Becsiiljitk meg annak valészintiségét, hogy a mésodik vizsga atlag pontszama
tobb, mint 2.2 ponttal meghaladja az els6 vizsga atlag pontszamat.

(d) Becsiiljiitk meg annak valdsziniliségét, hogy az els6 vizsga atlag pontszama
tobb, mint 2.2 ponttal meghaladja a masodik vizsga atlag pontszamat.
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8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

Legyen {Z,}22, egy valdszintiségi valtozé-sorozat, mely valdsziniiségben konvergél
egy ¢ szamhoz (azaz: minden £ > 0 esetén lim P{|Z, — ¢| > €} = 0). Mutassuk
n—o0
meg, hogy minden korlatos, folytonos g fiiggvényre a {g(Z,)} valdszintliségi valtozo
sorozat L*-ben g(c)-hez konvergdl, azaz lim E(g(Z,)) = g(c).
n—oo

Egy szabalyos kockaval 100-szor dobunk, az ¢. dobas eredménye X;. Becsiiljiikk meg

a
100

P{H X, < alOO}
i=1

valészintiséget, 1 < a < 6 esetén.

A roulette-keréken 18 piros, 18 fekete, és 1 zold mez6 van. Egy jatékos egymés
utan egy - egy petakot tesz fel pirosra, és a petdkja mellé egy masikat is nyer, ha
piros mezore érkezik a golyé. Ha viszont a golyé fekete vagy zold mezdre ér, akkor
a jatékos elveszti a petdkjat. Bizonyitandd, hogy egyhez tart annak valdszintisége,
hogy jatékosunk az n. jaték utan csszesen pénzt veszit.

Tegyiik fel, hogy az A gyarban a napi termelés varhato értéke 20, szorasa 3, mig
a B gyarban a napi termelés varhato értéke 18, szérasa 6, és a két gyar egymastol
fiiggetleniil dolgozik. Becsiiljiikk le annak valészintiségét, hogy holnap a B gyar
tobbet termel, mint az A gyar. Tipp: Hasznadljuk a kévetkezd, egyoldali Csebisev
eqyenlitlenséget: ha Z eqy nulla vdrhato értéki valosziniiségi valtozo, akkor minden
a>0,b>0-ra

P{Z>a}=P{Z+b>a+b} <P{(Z+b)*> (a+b)’}.

A jobb oldalra alkalmazzunk eqy Markov-egyenldtlenséget, majd johet egy Steiner
tétel, végil minimalizaljunk b-ben.

Egy eszkoz bizonyos komponensének élettartama egy valdszintiségi valtozo

f(z) =2z, ha O<z<l1

striiségfiiggvénnyel. Amint egy ilyen komponens elromlik, azonnal kicserélik egy
ujra. Legyen S, az a pillanat, amikor az n. komponens elromlik. A meghibasodédsok
hosszutavu rataja

Bizonyitsuk be, hogy ez m.b. 1étezik, és hatarozzuk meg az értékét.

Egy ketyere kijavitasa két 1épésben torténik. Ezek id6igénye egymastdl fiiggetlen,
és exponencialis eloszlési 12 illetve 18 perc varhaté értékkel.
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(a) Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy egy szerel6 8 éra alatt 20 ketyerét
meg tud javitani.

(b) Hény ketyerét tud egy szerel6 95%-n4l nagyobb valészintiséggel megjavitani 8
ora alatt?

8.13. Legyenek X, X5, ... nemnegativ f.a.e.v.v.-k. Mit mondhatunk a mértani kézepiik
hatarértékérol,
n 1/n
. . 210
7111330 ( I_l1 XZ> rol?

8.14. (a) Bizonyitandd, hogy a Markov-egyenl6tlenség éles, a kovetkezd értelemben:
rogzitve a 0 < m < X\ szamokat, 1étezik olyan nemnegativ X valdszintiségi
valtozd, melynek varhato értéke EX = m és melyre a Markov-egyenlotlenség
‘telitédik’: P{X > A} =m/\.

(b) Bizonyitandd, hogy a Markov-egyenldtlenség nem éles, a kivetkez6 értelem-

ben: rogzitett nemnegativ X valdszintiségi valtozora, melynek varhato értéke
véges, /\lim AP{X > A\}/EX = 0.
— 00

8.15. Legyenek X, X, ..., X,,... fiiggetlen és azonos eloszldsi nemnegativ és nem
elfajult val6szintiségi valtozok. (Azaz: feltessziik, hogy 1 = P{X; > 0} > P{X, >
0} > 0.) Bizonyitsuk be, hogy barmely =z > 0-ra a kovetkezd végtelen Gsszeg

konvergens:
ZP{ZXi < x} < Q.
n=1 i=1
8.16. A normalis fluktudciok igazi nagysagrendjének megsejtése: Legyenek Xy, Xo, ..., X, ...

fiiggetlen és azonos eloszlasu valészintiségi véltozdk, melyeknek varhato értéke
n

EX; = 0 és szérdsnégyzete D?X; = 0% < oo. Legyen S, : = >_ X;. A NSzGyT azt
i=1
mondja ki, hogy rogzitett 6 > 0 mellett

ILm P{|S,|/n>d} =0.

Bizonyitsuk be a kovetkezd (lényegesen ersebb) allitdst: barmely oo-hez tarté b,
szamsorozattal, rogzitett 6 > 0 mellett

lim P(]S,]/(bnv/n) > 6) = 0.
n—oo
8.17. Monte Carlo integrdlds. Legyen f : [0, 1] — R mérhetd, négyzetesen integrélhatd
1 1
fiiggvény. Jelsljik: I := [ f(z)dz, J := [|f(x)|?dz. Legyenek Uy, Uy, ...
0 0

fiiggetlen és azonos E(0, 1) egyenletes eloszlasi valdszintiségi véltozdk és I, :=

(f(U1) + f(Us) + -+ f(Un))/n
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(a) Bizonyitsuk be, hogy I,, — I valdészintiségben.

(b) Csebisev-egyenlétlenség segitségével becsiiljiik meg a P{|I, — I| > a/y/n}
valészintiségeket (a > 0 rogzitett, n — 00).

8.18. Legyen f : [0, 1] — R korlatos és négyszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény.
Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket:

nnm/;/ol.../ol{f((xl+x2+...+xn>/n) = F(1/2)} deydas... doy.

n—o0
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