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Eloszo

A fizikus alapképzésben kozponti jelentéségti a Kvantummechanika targy oktatasa, hiszen
a hallgatdk itt sajatitjak el a modern fizika tanulméanyozasahoz sziikséges alapok nagy ré-
szét. A megszerzett ismeretek nélkiilozhetetlenek a szilardtestfizika, a statisztikus fizika,
az atom- és molekulafizika, a részecskefizika és a mesterképzés szamos tovabbi targyanak
oktatasaban. A mikrofizika torvényszertségeinek és alapjelenségeinek megértése a gyakor-
lati feladatok megoldasan keresztiil valik teljessé. Példatarunkban a BME fizikus képzés
Kvantummechanika gyakorlatain az elmult kozel hiisz évben targyalt feladatokat gytijtot-
titk ossze. A kilenc fejezet Apagyi Barna: Kvantummechanika [1] jegyzetéhez igazodik.
A szokésosnal részletesebb elméleti bevezetdk sok esetben azonban az utébbi évek okta-
tasdba beépitett ismereteket is kozvetitenek. A példatar osszeallitasandl természetesen
tamaszkodtunk a kitiing és jol bevalt magyar nyelvli példatarakra, mint a Constatinescu-
Magyari: Kvantummechanika példatér [2] és az Elméleti Fizika I11. példatar [3], de szdmos
uj feladat is gazdagitja a véalasztékot. A feladatok részletes kidolgozasaval a hallgaték on-
ellendrzését szandékoztuk elésegiteni. A jovében tovabbi érdekes feladatokkal tervezziik
a példatar folyamatos kiterjesztését. Reméljiik, hogy példatarunk nemcsak a BME fizika
oktatasaban hasznosul, hanem az orszag tobbi egyetemének fizikus hallgatéi szamara is
értékes segédeszkoz lesz.
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1. fejezet

Matematikai alapok

1.1. Elmélet

1.1.1. A Hilbert-tér

A kvantummechanika axiomatikus felépitéséhez eloszor az elmélet altal hasznalt matema-
tikai eszkoztarat tekintjitk &t, mely az irodalomban [1] bévebben megtalalhat6. Ennek
legfontosabb eleme a Hilbert-tér, amely tulajdonképpen az euklidedszi tér végtelen di-
menzidés altalanositasa:

1.1. Definicié Hilbert-tér: Skaldrszorzattal ellatott teljes, metrikus tér. A H Hilbert
térhez tartozo skaldrszorzat eqy olyan H x H — C fiigguény, melyre igazak a kévetkezdk:

1. (x| y) = (yl )"

2. {1+ 22| y) = (21| y) + (2| ¥)
3. (x| Ay) = Mz y)

4. (zl2) 20 (=0 & |z) =)

Azaz a skaldr szorzat a mdsodik valtozoban linedris, az elsd vdltozoban konjugdlt linedris,
illetve pozitiv definit, a Hilber-tér nullelemére pedig bevezettiik a |), jelolést.

A skaldrszorzatbdl norma szarmaztathatd, ||z|| = /(z| x), melybdl tavolsig, d(z,y) =
||lz—yl||. A Hilbert-tér ezen normahoz tartozé topolégiaban teljes (barmely Cauchy sorozat
konvergens).

A tovidbbiakban a Dirac-féle jelolésmddot haszndljuk, ahol a Hilbert-tér vektorait a |x)
szimbdélommal (ket) jeloljiik. A Riesz-féle reprezentécids tétel értelmében barmely H-n ha-
t6 linearis funkcional reprezentalhato egy H-beli vektorral valé skalarszorzassal. fgy a (x|
jelolés (bra) alatt azt az egyébként H dudlisdéban 1év6 linedris funkciondlt értjiik, aminek
hatédsa egy |y) vektorra a (x| y). A kovetkezOkben néhény példat mutatunk Hilbert-térre:

n
1.2. Példa C", azaz a komplex elemii n hosszi vektorok tere a szokdsos (x| y) = Y. xfy;
i=1

skaldrszorzattal.



1.3. Példa (%, ami a négyzetesen dsszegezhetd sorok tere (Z lz]? < oo) az (z|y) =

(2
> xty; skaldrszorzattal. Ez tulajdonképpen az elézd példa természetes végtelen dimenzids
i
dltaldnositisa. A tér kanonikus bdzisa: 60, = (0,0,...,0,1,0,...), ahol az 1 az n-edik

helyen dll.

1.4. Példa L? (R), a szdmegyenesen négyzetesen integrdlhatd fiigguények tere ( [ 1f(2)]?dxe < oo)

[e.e]

az (f] g) f f*(x)g(x)dx skaldrszorzattal. A térnek egy bdzisdt adjik az Hermite-

figguények.

1.5. Példa L?([-1;1]), a [-1;1] intervallumon négyzetesen integralhato fiigguények tere
1

(f |f(x)Pdz < oo) az {f| g) f f*(x)g(x)dx skaldrszorzattal. Ennek a térnek tibb
1

hasznos bdzisa is van, pl. a Legendre-polmomok vagy a harmonikus badzis: \/iiez 2, ahol

kelZ.

1.6. Definicié Szepardbilis Hilbert-tér: Megszdmlalhato bazissal rendelkezé Hilbert-tér.

A tovabbiakban csak szeparabilis Hilbert-térrel foglalkozunk. Barmely vektort kifejthe-
tiink a tér egy {|¢;)} bazisan: |¥) = . ¢;|¢;) (dltalanositott Fourier-sorfejtés). Ekkor
rogzitett bazis melett |W)-t helyettesithetjiik a ¢; koordinataibdl allé vektorral, emiatt min-
den végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér izomorf az (2 térrel igy egymassal is. Ugy
is mondhatjuk, hogy létezik ,,a” Hilbert-tér, és a fenti példak ezen tér kiilonb6zo ,,izomort
megvaldsitasai”. A 3.1.1 és a 3.1.2 fejezetekben latni fogjuk, hogy ezen allitas biztositja a
Schrodinger-féle hullimmechanika és a Heisenberg-féle matrixmechanika kozotti atjarast.
Mig el8bbi esetében L? (R)-t, utébbi esetében ¢2-t haszndljuk.

1.1.2. Linearis operatorok

1.7. Definicié Linedris operdtor: Az A:H - H operdtor lindris, ha YA\ o € C, és
A ‘1}172> < 7‘[ esetén A ()\1 ’$1> + )\2 |.1'2>) = )\114 ‘1'1) -+ )\QA |.1'2>

Egy A linedris operdtor adjungdltjdt (AT) a kovetkezd egyenlet definidlja: (x| Ay> =

<AT£L“ y). Ha A értelmezési tartomdnydn (D4) A= AT, é¢s Dy C Dy, akkor A szimmet-
rikus. Ha ezen felil Dy = D, is igaz, akkor A onadjungadlt. Korldtos operdtorokra ez a

két fogalom megeqgyezik, kiilonbség csak nem korldtos operdtorok esetén van.

1.8. Példa A C2%-n haté dnadjungdlt operdtorok, azaz a 2 x 2-es énadjungdlt mdtroxok
kézott (az identitdssal egyiitt) bdzist alkotnak az tigynevezett Pauli matrizok:

0 (1) (1) e () e (A 8)



1.9. Példa Az (?-n haté énadjungdlt operdtorokat reprezentdlhatjuk énadjungdlt végtelen
mdtroxokkal, a kovetkezé mdtriz példdul (mint a 3.5. feladatban ldtni fogjuk) az impulzus
operdtor eqy lehetséges reprezentdcioja:

0 iv1 0 0

—ivV1 0 iv2 0 -
0 —iv2 0 V3 .- (1.2)
0 0 —iv3 0 .-

1.10. Példa Az L*(R) téren két fontos nem korldtos dnadjungdlt operdtorra mutatunk
példat. Az dnadjungdltsdg bizonyitdsa megtalalhatd az irodalomban [/].

Az elsé a koordindtdval vald szorzds operdtora: 2 f(x) = x - f(x), ha f(x) ésxf(x) € L2
A mdsodik a differencidl operdtor: pf(z) = 1L he f(z) € L2 és f'(x) € L2

7 dz

1.11. Definici6 Spektrum Egy \ € C komplex szam az A linedris operdtor spektrumdban
van, ha az A—N-1 operdtornak nem létezik inverze. Az A operdtor spektrumdt o ;-val
jeloljiik, emellett a spektrum sosem tires. A spektrumot 3 részre osztjuk aszerint, hogy
miért nem létezik A — X - I inverze:

1. Pontspektrum: Létezik olyan X\ szdm, hogy A |z) = A|z), azaz Ker (fl -\ f) +

)o- Ekkor \-t sajdtértéknek, |x)-et sajdtvektornak mondjuk, a sajdtértékek dsszessé-
ge a pontspektrum. Ha H véges dimenzids, akkor a rajta haté operdtoroknak (mdt-
rizoknak) csak pontspektrumuk van.

2. Folytonos spektrum: X a folytonos spektrumhoz tartozik, ha Ker (121 - A f) = )os
és Rng (A - A f) eqy strid altere H-nak. Ekkor nincs olyan \ szdm, és |z) € H
vektor melyre A |x) = X |x), de létezik Hilbert-térbeli vektoroknak olyan |x,,) sorozata,

melyre || <f1 - A f) |zn) || = 0. Ekkor tehdt mincs sajatérték és sajatvektor, csak

approximativ sajatérték, illetve approximativ sajatvektor.
3. Rezidudlis spaktrum: A a rezidualis spektrumhoz tartozik, ha Ker <121 — A1 ) =)o,
és Rng (A - A f) nem suri altere H-nak.

Onadjungdlt operdtoroknak csak pont- és folytonos spaktruma van, emelett spektrumulk
mindig valos.

Nézziink néhany példat a fentiekre! Elséként a pontspektrumra mutatunk egy egysze-
ri példat, majd a folytonos spektrumra latunk két igen fontos esetet: az 1.10. példa
koordinataval vald szorzas operatora, illetve a differencidl operator.

1.12. Példa Tekintsiik a Laplace-operdtort (—1)-szeresét a D = {f € L?[0,L], f" €
L]0, L], f(0)= f(L) =0} értelmezdsi tartomdnyon. Ekkor a

 2f()

dx?

= Af(z) (1.3)



egyenletet kell megoldanunk f(0) = f(L) = 0 peremfeltétellel. Ennek megolddsa a szokdsos
f(z) = Asin (kx) ansatz behelyettesitésével torténik, a megolddsok:

2 2
folz) = \/;Sin (%x) An = (%T) neN (1.4)
Ezen megoldasok tehdt a pontspektrumhoz tartoznak.

1.13. Példa Vizsgdljuk a koordindtdval vald szorzds operdtordt a H = L* (R) téren. Ko-
rabban emlitettiik, hogy ez az operdtor dnadjungadlt, emiatt csak pont- és folytonos spekt-
ruma lehet. Konnyen megmutathatjuk, hogy pontspektruma (igy sajatfiggvénye) nincsen,
mavel az

z- f(x) =X f(x) (1.5)

egyenlet megolddsa eqy 6(x — N) disztribicichoz hasonld dolog lenne, mely nem eleme
az L? (R) térnek (lévén hogy mem is fiigguény). Mivel a spektrum sosem tires, folytonos
spektrumnak még lennie kell, melynek megtaldldsihoz jo kiinduldsi pontot ad az (1.5)
eqyenlet. A folytonos spektrum keresésekor ugynanis olyan Hilbert-térbeli vektorsorozatot
keresiink, ami kielégiti a

1@ =) frn@)l = 0 (1.6)

egyenletet, amire megfeleld egy n novelésével eqyre magasodo és sziikild lépcsé (ldsd 1.1
(a) dbra). Ha egyre normalt approximativ sajatfiggvényekkel akarunk dolgozni, akkor a
lépcsé magassdga \/n.:

1 had<z<A+1

- (1.7)
0 egyébként

f)\,n(x) = \/ﬁ ]1)\7l , ahol ]1)\’; = {

Ha a normdltsag nem fontos, akkor vehetjik a lépcsok magassagan n-nek, ekkor a sorozat
egy Dirac-delta kézelitd sorozat: gxn(r) = n -1, 1 Ekkor azonban a (1.6) egyenletben
szerepld norma nem 0-hoz tart, hanem n-nel ardnyosan divergdl. Késébb azonban ldtjuk
magd, hogy formdlis értelemben hasznos lehet ez a kép is. A normdltsagba |\)-t illetve
|y -t irva azt kapjuk, hogy

1 hax=X

AN = 1 nl Fyvm) = 0w = 1.8
AIX) = Tim (fxn] fyn) = xn {0 cayéblént (1.8)

(ul p'y = Tim (gan| gxm) = 6(A = X) (1.9)

Az érvelés tetszdleges A € R-re mikodik, igy a spektrum tisztdn folytonos és lefedi a teljes
R-t.

1.14. Példa Hatdrozzuk meg most az L* (R)-en értelmezett derivdlds operdtor spektru-
mat! A koordindtdval vald szorzds operdtordahoz hasonléan itt sem taldlunk pontspektru-
mot, hiszen a

1df (x)



0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) (b)

1.1. dbra. (a) Az 2- koordinatdval valé szorzas operatoranak approximativ sajatfiiggvé-
nyeit kozelité egyre magasodd 1épesok. A 1épcsok helyett valaszthatunk egyre sziikiilo
és egyre magasod6 Gauss-fiiggvényeket is. (b) A p derivalds operatoranak approximativ
sajatfiiggvényeit kozelitd egyre szélesed6 Gauss-fiiggvények.

sajatérték egyenletnek e sikhulldm lenne a mgolddsa, de [ ||e**||?dz = [1ldz = oo,
azaz € nem eleme az L? (R) térnek. Az elébbi példdhoz hasonldan itt is taldlhatunk
approximativ sajdatfiigguényeket, mégpedig sikhullimhoz hasonlo fiigguényt kozelito soroza-
tot. Szorozzuk meg az elozo sikhulldmot eqy egyre novekvd szordsiu Gauss-fiigguényekbdl

dllo sorozattal (lasd 1.1 (b) dbra). Ha az egységnyire normdldas fontos, akkor:

1 22 )
fn(z) = ——e a2 e (1.11)
7 (2mn?)1

Ha a normdlds nem fontos, akkor haszndlhatjuk példdul egy Delta kézelitdé Gauss-sorozat
2

Fourier transzformdltjat szorzdtényezdként: g n(x) = ;ﬂne_;? - e Jtt is tehdt csak
folytonos spektrum van, és mivel a A helyébe barmilyen valds szam teheto, a spektrum itt
15 a teljes R.

Korabban lattuk, hogy a derivalas operator approximativ sajatfiiggvényei egyre szélesedo
Gauss-fiiggvények. A koordinataval valé szorzas approximativ sajatfiiggvényeinek pedig
valaszthatunk akar egyre sziikiilo 1épcsok helyett egyre szlikiilé Gauss gorbéket is, melyek
épp az egyre tagulé Gaussok Fourier-transzformaltjai. Kiilonleges kapcsolat sejlik fel tehat
a két operator kozott, megmutathatd, hogy a két operdtor egymas Fourier-transzfrmaltja.
Ez késébb a Heisenberg-féle hatarozatlanasi relacioval lesz kapcsolatban, melyet a 3.1.4
fejezetben részleteziink.

1.15. Tétel A spektrdl tétel a linedris algebrdbol jol ismert spektrdl felbontds dltaldno-
sitdsa Hilbert-terekre. A wéges dimenzids esetbdl tudjuk, hogy egy A dnadjungdlt mdt-
TiT sa]atvektomz {|2)}, ortonormdlt bdzist alkotnak, azaz barmely |x) vektor eldallithato

|z) = ZCZ’ ) alakban, ahol ¢; = (i| x). Azaz Ax = ZCZA| ) = ZCZ/\ i), tehdt

i=1

A= ZA i) (i] (1.12)



Itt az E; = |i) (i| az |i) vektor onmagdval vett diadikus szorzdst jelenti, és mivel ezen E;
matrizok pdaronként merdleges vetitések, azt is mondhatjuk, hogy az A operdtor felirhato
a sajatalterekre vetito ortogonalis projekciok dsszegeként.

Amig csak pontspektrum wvan, végtelen dimenzicban tulajdonképpen ugyan ez a helyzet,
csak az (1.12) egyenletben eqy végtelen szumma szerepel:

A= Z)\ i) (i (1.13)

Folytonos spektrum esetén kicsit komplikaltabb a helyzet, nincsenek ugyanis sajdtfiiggvé-
nyek, amik ortogondlis badzist alkothatndnak. Vannak azonban approrimativ sajatfiggué-
nyek, melyekre az (1.13)-hoz hasonld, projekcidkat tartalmazé szummdt felirva kézelithetd
az A onadjungdlt operdtor. Ezen szummdt finomitva projekciok eqy spektrumon vett in-
tegraljahoz jutunk hatdrértékben. Ennyi kvalitativ magyardzat utan kimondjuk pontosan
1S a spektrdl tételt:

Legyen A egy onadjungdlt operator. Ekkor létezik eqy olyan dE projektormérték, melyre

A= /)\dE()\) (1.14)

AEJA

Ettél kicsit t6bb is igaz, A-nak tetszbleges f € C(o ) spektrumon folytonos fiigguvénye
felirhato egy ilyen integrdllal:

f(A) = / FVAE) (1.15)

1.16. Példa Tekintsiik a I identitds operdtor két spektral felbontdsat! Mivel az identitds
minden sajatértéke 1, az L*(R) valamely megszdmldlhato elemi |\;) bdzisdn (pl. Hermite-
figgvényeken) kifejtve a kovetkezdt kapjuk:

I= N A (1.16)

Hogy konnyebben elképzelhessiik, hogy hogyan is lehet eqy projektormértékre vett integ-
ralként elddllitani eqy operdatort, megmutatjuk az (1.13)-hez hasonld szumma finomoddsdt
1 az identitds példdjan. Mivel az identitas operdtornak minden vektor sajatvektora, a
projektorkkal valo kifejtéshez tetszdleges bdzist haszndlhatunk. Mivel most eqy folytonos
kifejtést szeretnénk wvizsgdlni, haszndljuk a koordindta operdtor approzimativ sajatfiiggué-
nyeit: kozelitsik |\;)-t az (1.7) egyenletben szerepld |N; ) = fr,.n(x)-szel.

I= lim Z i) (Mol (1.17)
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1.2. abra. Az (1.17) egyenletben szerepld > . |Ain) (Min| [sin(z)) finomodasa n névekedé-
sével. Lathaté, hogy az eredmény sin(x)-hez tart, igy 3 [Ain) (Ain| — I teljesiil.

Ezt egy tetszdleges |V) vektorra hattatva:

gggoz i) Nin| ©) (1.18)
li_)m Z/dx\/ﬁ]l/\hl(x) () - /ndy, 1 (y) = (1.19)
nh_)nOlOZ]l/\ i /d:cnnA 1 (z) - U(x) (1.20)
W
— §(z—N;)

Ez a szumma tulajdonképpen az V(x) figguényt kozeliti tégladsszegekkel. Az 1.2. dbrdn
ezt ldthatjuk V(x) = sin(z) esetén.

Ha azonban (1.19)-et megszorozzuk és el is osztjuk n-nel, akkor a kivetkezdt kapjuk:

= lim Z /d:z:n]l/\ 1(z) - V(x) -n]l/\h%(y) (1.21)

n—oo

Lgy éppen a nem normdlt Delta kizelitd sorozat jelenik meg |Nipn) = ga,n(z)! A |6x(2)) =
d(x — N) jelolsét bevezetve egy (1.16)-hez nagyon hasonlé alakot kapunk:

nhlgoz_n]l’\ 1 /da:n]l/\ 1( )W (x) = (1.22)
——
W—/ — (5(y A) — §(z—N)
— [ dX

= /d)\5(y —A) /dx5(:1: —NM¥(z) = /d)\ 19x) (x| ¥) (1.23)
i /dwg (5 (1.24)

Ilyen értelemben értelmes azt mondanunk, hogy a Dirac-delta az x- operdtor sajdtfiggué-
nye. Fontos azonban megjegyezni, hogy az itt szerepld |5y) (0x| nem foghatd fel infinite-
zimdlis projekcioként, hiszen az ezeket kozelitd |gy,n) vektorok normdja nem egységnyi.
FEhelyett dX |0) (05|-ra tekinthetiink tigy, mint eqy értelmes infinitezimdlis projekcidra.
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1.17. Tétel Martizok elméletébdl tudjuk, hogy felcserélhets onadjungalt matrizoknak van
kézds ortonormdlt sajdtbdzisa.

Azaz ha A és B onadjungalt matrixok kommutalnak, [121, B} — AB — BA = 0, akkor

létezik egy ortonormalt bazis, melynek tagjai mind A-nak, mind B-nek sajatfiiggvényei.
Igy barmely vektor kifejthet6 A és B kozos sajatbazisan, ami sok esetben megkonnyiti a
szamolasokat.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasdhoz tekintsiik A és B )\ illetve 1; sajatértékeit, és az
ezekhez tartozo |p;) illetve |0;) sajatvektorokat. Az egyszertiség kedvéért nézziik azt az
esetet, amikor nem degenerdltak a sajatalterek, vagyis minden \; és p; kiillonboz6 i-re.

(A=)l =0 (B=p)w;)=0 (1.25)
Mivel a {|;)} ortonormalt bézist alkot, |¢y) kifejthetd ezen:
N

k) =D Cm V) (1.26)

m=1

Ezt befrva A sajatértékegyenletébe, majd B-t hattatva és AB = BA-t alkalmazva:

(A - )\k> o) = (A . Ak> ﬁ: Cm |9m) = 0 (1.27)

B (A _ )\k> on) = f: B (A _ Ak> Con [Om) = (A - Ak) i CmB V) =

Ezt Osszevetve az (1.27) egyenlettel a kovetkez6t kapjuk: Vildgos, hogy mindkét kifejezés
csak tgy lehet nulla egyszerre, ha az m-re valé6 szummabdl csak egy tag nem zérus, igy
lok) = ¢, |Uk), ahol |cx| = 1 a norméltsdg miatt. Mivel egy fazisfaktorban kiilonb6z6
vektorok ugyanazt az allapotot irjak le, ¢, véalaszthaté 1 -nek. O]

Egyszertien beldthatd, hogy az allitds degeneralt spektrumra, illetve végtelen dimenziéra
is igaz, amennyiben csak pont spektrum van. Ha azonban folytonos spektruma is van
az operatornak, akkor ehhez nem tartoznak sajatfiiggvények, igy az allitas eleve nem
értelmes. A spektralis felbontassal valo elballitas azonban itt is mikodik, a spektraltételen
keresztiil. Altaldnosan tehdt az igaz, hogy amennyiben Aés B onadjungalt operatork,
1étezik egy olyan dE( ) pIOJektor értékit mérték, mellyel A és B is eldallithaté: A =

[ ME(\) és B= [ udE(u

74 o3

A tovabbiakban elhagyjuk az operatorokrol a”jelolést, csak akkor irjuk ki rdjuk, ha vala-
mi miatt fontosnak tartjuk hangsilyozni operator mivoltukat, vagy ha esetleg 6ssze lehet
téveszteni ket hasonléan jelolt skaldrokkal. Ezen kiviil a kdvetkezo fejezetekben gyakran
nem bizonyitjuk expliciten az énadjungéltsigot, csak a szimmetrikussdgot, melyre a (fizi-
kus szakzsargonnak megfelel6en) a hermitikus sz6t hasznaljuk majd legtobbszor. Mindig
tartsuk azonban észben, hogy a kvantummechanika konzisztens felépitéséhez onadjungélt
operatorokra van sziikségiink, melyre ezen a fejezet feladatai kozt is fogunk példakat latni.



1.2. Feladatok

1.2.1. Példak
1.1. Feladat Bizonyitsa a kovetkezd operdtorazonossdgot: [A, BC| = [A, B]C+ B [A, C]!

1.2. Feladat Igazoljuk, hogy tetszdleges A és L operdtorokra fenndll az

elAe™l = A+ (L, A+ % (L, [L, A]] + % L, [L,[L, A + ...

azonossag! A fenti dsszefiiggést Hausdorff kifejtésnek hivjuk.
Segitség:. Fejtsiik sorba az F(s) = e*F Ae™*L fiigguényt!
1.3. Feladat Mutassuk meg, hogy ha

[A,[A, B]] = [B,[A,B]] = 0,
akkor igaz az ugynevezett Baker-Campbell-Hausdorff azonossag:

_1
oA+B _ ,—3[AB] A,B

Segitség:. Vizsgdljuk meg a T(s) = e*e*B kifejezés s szerinti derivdltjdt, majd alkal-

mazzuk az 1.2. feladat azonossdgdt.

1.4. Feladat A (2.1.3) fejezetben megmutatjuk, hogy egqy dimenzidban az impulzus operd-
torra (P) és koordindta operdtorra (QQ) épp az 1.10. példa derivdlds és szorzds operdtora

(egy h szorzotdl eltekintve):
h d

Q=z, P=_— (1.28)

A (2.21) egyenletbdl lathatéan fenndll kiztik a Heisenberg-féle felcserélési dsszefiiggés:
[P,Q] = ?I, (1.29)
ahol I az identitds operdtor. A nyom-képzés ciklikus tulajdonsdga miatt eqyrészt
Tr[P,Q] = Tr (PQ) — Tr (QP) =0, (1.30)
masrészt viszont

7 ]

Tr (21) vy 20 (1.31)

Mi az ellentmondds felolddsa?



1.5. Feladat Definidljuk az
f@) =) ful@) (1.32)
n=2
fiigguényt, ahol
1+n?(x—n) han— -5 <z<n
fal@)=¢ 1—=n*(x—n) han<z<n+-5 . (1.33)
0 egyébként

Beldthatd, hogy f folytonos és négyzetesen integrdlhatd, azaz f € L? (R). Ugyanis

21
/ fo (2)? dz = 2n4/x2dx =33 (1.34)
—00 0
és .
2«1 2/1
n=2

—0o0

Ezenfelil f azx =n — #, n ésn+ n—lg (n=2,3,...) pontokban véges szakaddssal diffe-
rencidlhato. Naivan azt varnank tehat, hogy benne van az tmpulzus operdator értelmezési
tartomdnydban. Miért nem lesz ez mégsem igaz?

1.6. Feladat Definidaljuk az
A=PQ*+ QP (1.36)

operdtort, ahol P és Q) rendre az impulzus és koordindta operdtor. Mivel P és () dnad-
Jgungdlt, A is az

A= (PQ*+Q*P) = P+ PQ* = A, (1.37)
sajatértékei valosak. Lassuk be, hogy az
1 y73/2 1
Fa)={ vl exp (~5z) h”fo (1.38)
0 haz =0

fligguény négyzetesen integralhato és
h
Af=—=f. (1.39)
i

Vagyis azt kapjuk, hogy eqy dnadjungadl toperdtornak komplex a sajatértéke. Mi az ellent-
mondas felolddsa?

1.7. Feladat a) Tekintsik a Poy = 2L

D (Poy) = { € L*([0,1]) |¢' € L*([0,1]) és ¢ (0) = v (1) = 0} (1.40)

operdtort a

értelmezési tartomdnyon. Ldssa be, hogy Py szimmetrikus, de nincs sajatértéke,
ugyanakkor a P[B 1 operdtor sajatérték halmaza a teljes komplex szamhalmaz!
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b) Bizonyitsa be, hogy a P, = ;ﬁd% operdtor a

D(P,) = {4 € L*([0,1]) [¢" € L*([0,1]) és ¢ (1) = ¢ (0)} (1.41)
értelmezési tartomannyal bdrmely o € R esetén dnadjungdlt és sajatértékes

p=ha+2thm (meZ). (1.42)

1.8. Feladat Az egyszeriiség kedvéért vegyiik az 1.7. feladat b) részének o = 0 esetét
Ekkor Py sajatértéker és normdlt sajatfigguényei

Pm = 2mhm  (m € Z) (1.43)
valamant

U (z) = exp (i27rmx) .

(1.44)
Mivel [Py, Q)] %, a kéovetkezd ellentmonddsra lehet jutni:

h

7 = Wl [P0, Ql[Yom) = (Y| PoQ [m) = (| QFb [¢om)

= (2rhm — 2rhm) (V| Q) = 0.
Hol a hiba a fenti okoskoddsban?

1.2.2. Megoldasok
1.1 Megoldas frjuk fel a kommutdtor definiciojat:

A, BC] = ABC — BCA= ABC — BAC + BAC — BCA=[A,B|C+ B[A,C] (1.46)
1.2 Megoldas Vezessiik be a kivetkezd operdtor fiigguényt:
F(s)=eTAe™t, seC.

Fejtsiik sorba az F(s) figgvényt s = 0 koriil:

= d"F s"
F(s) = Z ds™ | _, n!
n=0 §=
Hatdrozzuk meg az F(s) figguény derivdltjait:
dF
T e FLAe™ — et ALe ™t = e*F[L, Ale sV,
s
d2F sL —sL sL —sL sL —sL
el LIL, Ale™*" —e**[L, A]Le”*" = e*" [L,[L, A]] e™*", stb

A derivdltakat a sorfejtésbe helyettesitve s = 1 esetén visszakapjuk az igazolanddé azonos-
sagot.
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1.3 Megoldas Vezessiik be a kivetkezd operdtor fligguényt:
T(s) = e**eB (1.47)
Hatdrozzuk meg a fenti fligguény s valtozo szerinti derivaltjdt:

drT
d_ — AesAesB + GSABGSB — AesAesB + 6sABe—sAesAesB — (A—|— GSABG_SA) T(S) (148)
S

Az el6z6 kifejezésben haszndljuk a Hausdorf kifejtést:
1
e*"Be %" = B + [A, B]s + 532[14[14, B]|+---=B+[A B]s, (1.49)

hiszen a megadott feltételek miatt a kifejtésnek csak az elsé két tagja kiilonbozik nulldtol.
Visszahelyettesitve a kifejtést T(s) derivdltjiba a kévetkezd kozinséges differencidlegyen-

letet kapjuk:

Z_f — (A+ B +[A, Bls) T(s) (1.50)

A fenti differencidlegyenletnek a megolddsa a T'(0) = 1 kezddfeltétellel:
T(S) _ e(A-‘rB)s—‘r%[A,B}s2 ‘ (151)

Felhaszndlva, hogy [A,[A, B]] = [B,[A,B]] =0, s = 1 esetén visszakapjuk a bizonyitando
azonossdgot:

L
cAeB — pA+B+3IAB

— ATBe3ABl o A+B _ o —3[ABlALB (1.52)
1.4 Megoldas Amennyiben a Hilbert-téren (H) hatd linedris operdtorokra értelmezett a

nyom mivelet,

A:H—H Tr(A) =) (] Al) < o0, (1.53)

Mivel az identitdsra végtelen dimenzidban ), (|1 [{b,) = 0o, maga a nyomképzés operd-
tora nem értelmes, igy a latszolagos ellentmondds feloldodik. Vildgos, hogy véges dimenzi-
oban fenndlna az ellentmondds, igy nem lehetne az alapvetd elvekbdl levezetett Heisenberg-
féle felcserélési dsszefiiggésekkel konzisztens modon felépiteni a kvantummechanikdt. Mu-
szaj tehdt végtelen dimenzios terekben dolgoznunk.

1.5 Megoldas Mivel H = L? (R), a P = %’% operdtor maximalis értelmezési tartomadnya
Dyax (P) ={v € L*(R)|¢v' € L*(R)} . (1.54)
Az f fiigguény derivdltja .
fl@)= fi@), (1.55)
n=2
ahol
n han — # <xr<n

fi(®)=¢ —n* han<z<n+ 5
0 egyébként

, (1.56)
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melyre

/ﬂZ (a:)Zda::2n4/dx:2n2,

tehdt f 2 (x)dx = o0, azaz az f & Dyax (P).

1.6 Megoldas FEgyrészt f nyilvanvaloan folytonos x = 0-ban, masrészt

/f dx—/a; exp <—%> dr = {exp <—%>}:o:1,

tehdat f egyittal normdlt is. Tovdbbd x > 0 esetén

-t (e ()

h 1 1
_ - 3 2 1 3/2 o
i2\/§(x+>x exp 12 )
valamint
Rl d 1
3 _ .3 3/2
e =+ g (e ()
h 1 9 3/9 1
= T3 ) e (~ o)
tehat

_ bt d e (]
PQ*f (z) = zﬁdx(m exp( 4|x|2))

valamint

tehat

(1.57)

—~

1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)



Az A operdtor értelmezési tartomdnyaba csak olyan fiigguények tartozhatnak, melyekre

Q*Y € Dinax (P) 63 Py € Doy (@Q°) (1.65)
ahol
Do (Q°) = {0 € L (R) |Q*y € L* (R)} . (1.66)

A Q3f fiigguény viszont eleve nem négyzetesen integrdlhatd, igy f & D (A), ezért % nem
sajdtértéke A-nak.

Beldthato viszont, hogy ? sajdatértéke Af-nak. Ugyanis

D (A"Y) ={¢ e L*(R)|3p € L* (R), hogy (p| Ay) = (| ¢) Yy € D(A)}  (1.67)

és ekkor
Alp =5 (1.68)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy f € D (AT), vagyis A szimmetrikus, de nem dnadjungdlt
operdtor. Ldthatd, hogy ekkor lehetséges, hogy A-nak és At-nak nem azonosak a sajdtér-
tékei, illetve lehetnek komplexek a sajatértékek. Tobbek kozott ezért is muszdj kironunk a
2.1.1 fejezet elején a II. axiomdban a dinamikai mennyiségeket reprezentalo operdtorokra
az onadjungdltsdgot.

1.7 Megoldas a) Kdnnyen ldthatd, hogy
D (’3[8,1]) ={pe L?([0,1]) |¢' € L*([0,1])} , (1.69)

mavel Y € D (P{Oﬂ) ésp€eD (Pﬁu) esetén

1

/190 (x)" Ede = / (EM)* Y (x)dr + 72 o ()" ()], - (1.70)

1 dx 1 dx { ”
0 0 ~~
=0
Tehdat a D (P[O,l]) halmazon értelmezett Py 1) operdtor szimmetrikus, de nem dnad-
Jungdlt:
Poy C Py (1.71)
A hdiy, (z)
navy\) _
L) ) e (1.72)
egyenlet megolddsa
7
b @) e (pr) G eCL0) (1.73)

amibdl rogton kovetkezik, hogy mivel 1, nem tudja a peremfeltételeket, 1, ¢ D (P[(m) ,

viszont ¥, € D (PT

[0,1]> Vp € C teljesiil.
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b) Valamely o € R esetén a

D(Py) ={v e L*([0,1]) [¢' € L*([0,1]) és ¥ (1) = €9 (0) } (1.74)

értelmezési tartomanyon értelmezett P, operdtor azonban mdr onadjungdlt. A kiin-
tegralt rész ugyanis csak akkor tinik el, ha ¢ € D (P,), kivetkezésképpen D (Pot) =
D (P,). Masrészt

P (1) =cpexp (%p) = exp <%p> Y (0) —a=p/h—2mrm (meZ), (1.75)
tehdt P, sajatértékei
p=ha+2thm (meZ). (1.76)

1.8 Megoldas Nyilvdnvald, hogy D (Q) = L?([0,1]) és QF = Q. Kéovetkezésképpen
Vi € D (PRy) esetén Py € D (Q), tehdt a QPy operdtor értelmezési tartomdnya D (P).
Azonban Y € D (Py) esetén Qu (0) = 0 és Qi (1) = ¢ (1) # 0, tehdt QY ¢ D (F).
Ezért i, ¢ D ([Po, Q]), azaz a fenti levezetés értelmetlen.
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2. fejezet

A kvantummechanika axiémai,
egyszeru kvantummechanikai
rendszerek

2.1. Elmélet

2.1.1. A kvantummechanika axiémai

A kvantummechanika axiémait un. tiszta allapotra mondjuk ki:

I Egy részecske fizikai allapotat egy H szepardbilis Hilbert-tér sugaraival jellemezziik.
Sugér alatt a H Hilbert-tér |¥U) ~ |®), ha |¥) = ¢|®) (¢ € C) ekvivalencia reldci6
szerinti faktorterének elemeit értjiik.

Kicsit pongyoldbban foglamzva azt is mondhatjuk, hogy az allapotot egy szeparabilis
Hilbert-tér egységnyi abszolut értékii elemeivel (||¥[|> = 1) reprezentéljuk, és a |¥) illetve
e | W) ugyan azt a fizikai dllapotot irjak le.

IT A dinamikai mennyiségeket (A) ezen a ‘H téren hatd linedris 6nandjungalt opera-
torokkal (121) reprezentaljuk. Dinamikai mennyiségnek a koordinatat, az impulzust,
illetve az ezekkel kifejezhet6 mennyiségeket nevezziik. A reprezentaciénak olyannak
kell lennie, hogy (a klasszikus mechanikédhoz hasonléan) az impulzus a téreltolés, az
impulzus momentum a forgatds, az energia pedig az idéeltolas generatora legyen.

IIT A |¥) fizikai allapotban az A dinamikai mennyiség mérésekor a mérési eredmény
értéke (a) az A operdator spektruménak egy részhalmaza: a € o ;. Annak valészint-
sége, hogy a az I intervallumba esik:

Placl)= / (U| dE(N) | W) (2.1)

I

ahol dE (\) az A spektarlfelbontésaban szerepld spektralmérték: A = / )\dE(A)

94
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Ha az A operdtornak csak pontspektruma van, akkor sajatfiiggvényei (lea)) ortornormalt
bézist alkotnak, igy barmely |W) vektor kifejthet6 ezen a bazison.

T) =) ealpn) (22)

Annak valészintisége, hogy az a mért értékiink p-vel egyenld, épp a u-hoz tartozéd kifej-

tési egylitthaté abszolutérték négyzete, ugyanis a (2.1) egyenletben szerepl [ dE(N)
A=p
kifejezés a |p,) (¢,|-val azonos:

P(a = p) = (] @) (pul ) = leu|* = |ca]® (2.3)

A fentiekbodl és a III. axiomabdl kovetkezik tehat, hogy az A fizikai mennyiség varhato
értéke: R

(M) =S POh=—a=p)-a=3lal-a= (B i) (2.4

Ro6vid gondolkodés utén lathato, hogy ez utébbi eredmény igaz folytonos spektrum esetén
is.

IV Pont spektrum esetén: Az A dinamikai mennyiség mérése sordn a mérés elétti |¥)
allapot beugrik az A operator a mért értékéhez tartozé sajatfiiggvénybe

a=p
W) = |ou) = [#a)

Folytonos spektrum esetén (az el6z6 altalanositdsa): Ha az A dinamikai mennyiség

mérése soran az I intervallumot kapjuk mérési eredményiil, akkor a mérés el6tti |¥)
allapot ravetiil az A operator I-hez tartozé sajatalterére:

acl
|| P |0) ||

ahol P; az I intervallumhoz tartozé sajataltérre vetités operatora:

P = / dE()\) (2.5)

Ael

Ez az axiéma tehat azt a tényt fejezi ki, hogy maga a mérés hatdssal van a mért rendszerre,
mely a mérés utdn mar nem lehet ugyanabban az allapotban, mint kordbban. Mig klasszi-
kus fizikdban egy targy helyének mérésére hasznalhatunk pl. 1ézeres tavolsagmérét mely
alig befolyasolja a makroszképikus méretl targy allapotat, addig egy elektron helyének
mérésére alkalmas detektor jelentésen nagyobb nagysagu, energiaju, stb... az elektronndl,
igy tehat maga mérés jelentosen kell, hogy befolyasolja a mérendo elektronunkat.
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2.1.2. Az axiémak és szimmetriak kovetkezményei

Ha egy rendszernek van egy szimmetriaja, akkor az azt jelenti, hogy ha a rendszeren a
szimmetridhoz kapcsoldédd transzformaciot végrehajtjuk, akkor a mérheté mennyiségek
nem véltozhatnak meg. Tekintsiik az A operdtorral reprezentalt A mennyiséget |¢,,)
sajatbazissal, és egy | W) allapotot, melyek A’ |¢') és [¥)-be mennek az a transzformacié
hatdsdra. A és A’ ugyan azt a mérheté mennyiséget reprezentaljak, igy vilagos, hogy a
szimmetria transzformécié elétt és utan spektrumuk azonos kell legyen, hiszen a mérések
eredménye a spektrum egy-egy része:

/{1 ’90n> = Qn “Pn> (2'6)
Algl) = an|@y,) (2.7)

Emellett a mérhet6 a, értékekhez tartozo mérési valdszintiségek is kimérhetéek azonos
rendszereken végzett mérések sokasagaval, igy ezek is meg kell, hogy egyezzenek. Ezért a

) = ch |©n) (2.8)

n

=) clen) (2.9)

n

kifejtésben |c,|? = |c,|* egyenletnek kell teljesiilnie. Ez azt jelenti, hogy |(¥|¢,)| =
| ('] ¢.) | ¥n, vagyis a transzformaciénak unitérnek vagy antiunitérnek kell lennie. Ne-
kiink most elegend6 lesz csak az unitér eset, részletesebb leirdas megtalalhaté Ballentine
kényvében [0].

) = U | W) (2.10)
(2.11)

Legyen tehét a szimmetria transzformécichoz tartozé operator U(s), ami fiiggjon az s
folytonos paramétertol, és vélasszuk s-t olyannak, hogy U(0) = I teljesiiljon. Ekkor U(s)
felirhaté az infinitezimalis generatoraval:

A

U(s) = ks, (2.12)

ahol a K infinitezimdlis generator egy onadjungalt operdtor. K-t azért hividk infinitezi-
malis generatornak, mert

dU (s) .
=1K 2.1
7 ’ (2.13)

s=0

Klasszikus mechanikabél tudjuk, hogy az impulzus i-edik komponense az i-edik koordina-
ta iranyaban valé eltolas, L - e, az e, iranyu tengely koriili forgatas, a Hamilton-fliiggvény
pedig az id6eltolas generdtora (Lésd: Keszthelyi Tamdas: Mechanika, Infinitezimalis kano-
nikus transzforméciok fejezete). Az elébb felsorolatak az adott fizikai mennyiségek szerves
tulajdonsagai, ezért szeretnénk, ha a kvantummechanikdban is érvényben maradnénak,
igy a II. axiéman keresztiil az axiomak kozé sorojuk Oket.
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Nézziik meg, hogy ennek milyen kovetkezményei vannak a mennyiségeket reprezentald
operatorokra nézve! Az impulzus i-edik komponense az i-edik koordindta iranyaba vald
téreltolas generatora. Ha a teret eltoljuk az i-edik iranyba s-sel, akkor az 4j 2} koordinata
operdtor mar nem x;-t, hanem x; — s-t méri. Ezen kiviil p; nem lehet a (2.12) egyenlet-
ben szereplé K, hiszen akkor az exponencidlis fiiggvény hasdban nem egy dimenziotlan
mennyiség lenne. Hogy dimenziétlanitsunk, osszunk le egy Js dimenziéju konstanssal,
melyet A-sal (hdvondssal) jeloliink:

2B A Lo —_— A
i = e WPt = 1, — 5 = 4; — sl (2.14)

Fejtsiik sorba a (2.14) egyenletet kis s esetére els6 rendig:

Bevezetve az un. kommutatort, [121, B} = AB — BA, s — 0 limeszben a két oldal

egyenloségébol azt kapjuk, hogy:
h -
[pi, 2] = —1 (2.16)
1

A kiilonboz6 irdnyu koordinatak és impulzusok nincsenek egymassal szimmetria transz-
formacidokon keresztiil Osszecsatolva, ezért ezek kommutatora 0. Mindezeket Osszeszedve
megkapjuk a Heisenberg-féle kommutécids (felcserélési) relaciokat:

S h . -
[, ;] = ;51'3'[
[fiv Aj] =0
[Aw Aj] =0

A 2.2 megolddsban megmutatjuk, hogy a klasszikus mechanikai L = r x p definiciéba
operatorokat irva, L =1 X p, L épp a forgatdsok infinitezimalis generatora lesz. Itt r az
I = (&1, T9, &3) operdtorokbdl allé harmast jeloli.

Nézziik meg most mi torténik, ha egy f(z) fiiggvényt eltolunk az z tengely mentén s-sel!

19



Bevezetve o’ = x+ s-et vildgos, hogy f'(2’) = f(x). Ehhez hasonléan, figyelembevéve még
hogy a Hamilton-operator az idoeltolas infinitezimais generatora, a kovetkezot kapjuk:

A | W' (t + s) = |W(¢)) (2.17)
en s |W(t 4 5)) = [W(1)) (2.18)

Itt a A-t szintén dimenzidtlanitasra hasznaljuk. Az el6z6 egyenletet sorbafejtve s-ben

(i+ %Hs+(9(32)) Tt + 5)) = [T(t) (2.19)

Atrendezve és s — 0 hatdrdtmenetet véve megkapjuk az allapotok idofejlodését vezérld
egyeneletet, az id6fiiggd Schrodinger egyenletet:

Wh, | (t)) = H |W(t)) (2.20)

A Heisenberg-féle kommutéacids relaciokban és a Scrodinger-egyenletben is sziikség van
egy Js mértékegységl konstansra dimenzionalis okokbdl. Azonban nem egyértelmii, hogy
ugyanaz a h konstans jelenik meg a két dsszefiiggésben, vagy esetleg ezek egymas szamszo-
rosai. A mérésekkel akkor kapunk ¢sszevagd eredményeket, ha mindkét helyen ugyan az a
h ~ 1.05457148 - 1073%J s értékii szam szerepel. A h a kvantummechanika alapvetd dllan-
déja, hasonldan ahogyan a ¢ fénysebesség az elektrodinamikaban, vagy a kg Boltzmann
allandé a termodinamikaban.

2.1.3. Egyszerti kvantummechanikai rendszerek

A kovetkezéekben a legegyszeribb kvantummechanikai rendszerekkel ismerkediink meg,
melyek valamilyen egydimenziés potencidlban mozgo részecskét irnak le, a Hilbert-térnek
legtobbszor valaszthaté ez esetben az L*(R). Mivelhogy az id6 nem dinamikai mennyiség,
a kvantummechanikdban nem rendeliink hozzd operétort, csak egy paraméter. A |W(t))
dllapotot minden idépillanatban egy L?*(R)-beli fiiggvény reprezentdlja. A klasszikus el-
méleti mechanikaban a fizikai rendszert a Hamilton-fiiggvényével definidljuk. Kvantum-
mechanikdaban ehhez hasonléan jarunk el, a rendszert a Hamilton operatorral definial-
juk. (Vigyazzunk! A klasszikus Hamilton-fliggvény és egy kvantummechanikai Hamilton-
operator kozott nincs egy-egy értelmii megfeleltetés! Klasszikusan ugyanis pl. H(q,p) =
p-q= H'(q,p) = q- p, mig kvantummechanikdban a Heisenberg-féle felcserélési relaciok
miatt §-p # p-q!) A Hamilton-operdtor tehét H = % + V(z) alaki. Egy lehetséges
valasztas a Heisenberg-féle felcserélési relaciok kielégitésére, ha z-nek az x- koordinataval
valé szorzéas operatorat, p-nek pedig a %% differencidloperatort valasztjuk, ugyanis:

7 T T

D, 2] VU (z,t) = h <§ (xW(z,t)) — xai\lf(a:,t)) = ig\lf(x,t), (2.21)

ahol tehat W(z,t) alatt azt értjiik, hogy W(z,t) egy z szerint négyzetesen integralhato
fiiggvény barmely ¢ értékre. Az T és p operatorra vonatkozé fenti valasztast koordinata
reprezentdciénak hivjuk. Vegyiik észre, hogy ezek (egy h konstanstdl eltekintve) épp az
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1.10. példdban bevezetett szorzas és derivalds operatorok. A hely varhato értéke a (2.4)
egyenlet és az L*(R) szokdsos skaldrszorzata alapjdn:

(V|2 |¥) = /\If*(x,t)mlp(x,t)dx: /:)3|\If(a:,t)|2dx. (2.22)

Vagyis |¥(z,t)|* a részecske x tengely mentén valé megtalaldsi valészintiségének szokdsos
valdszintiségelméleti siirtiségfiiggvénye. Mivel az éllapotot a |U) allapotfiiggvénnyel irjuk
le, abban benne van minden informacié amit elvileg tudhatunk a rendszerrél. Ez azonban
nem tartalmazza azt az informaciot, hogy pontosan hol van a részecskénk, csak annyit,
hogy hol milyen valdszintiséggel talalhaté meg! A tokéletesen meghatarozott helyt részecs-
ke ,stirtiségfiiggvénye” egy Dirac-delta lenne, vagyis az allapota éppen a szorzasorperator
(1.7) képletben szereplé [A) = fan(z) = y/n-1, 1 approximativ sajdtvektora. Minthogy a
szorzés operatornak nincs sajatfiiggvénye, csak approximativ sajatfiiggvénye, tokéletesen
meghatédrozott helyii (hely sajatallapotban 16v4) részecske sincs. Az elsé axiéma kitétele,
az allapotfiiggvény norméltsdga ([ |V (z)|*dz = 1) biztositja, hogy tényleg valésziniiségrol
legyen sz6. Szintén az els6 axiéméban szerepel, hogy |U) és €'¢ |¥) ugyanazt az dllapotot
irjak le, ami szintén Osszevdg azzal, hogy |¥(x)[* hordoz fizikailag mérhetd informdciot,
melybdl kiesik az €' globalis fazisfaktor.

Koordindta reprezentacioban, egydimenzios potencialban mozgo részecske Hamilton-operatora
tehdt a H = —%j—;—i-‘/(x) alakot 6lti, a Schrodinger-egyenlet pedig egy parcidlis differeci-
alegyenlet, melyek megoldasanal gyakran alkalmazhaté mdodszer a valtozok szétvalasztasa.
Tegyiik fel tehat, hogy U(z,t) = ¥ (x)9(t) alakban irhaté. Ekkor a Schrodinger egyenlet

a kovetkezoképp néz ki:
()09 (t) = D(t) - Hip(x)

L o) =

Zhﬁ(t)

1 -
——Hy(z)=FE
()
A masodik egyenletnek barmely z-re és t-re teljesiilnie kell, és minthogy ezen paraméterek
fiiggetlenek, mindkét oldalnak egy E konstanssal kell egyenlonek lennie. A fenti egyenletet
rendezve, és az idore vonatkozo differencidlegyenletet megoldva kapjuk, hogy:

ho(t) = EY(t) = O(t) = e #P" (2.23)

Vagyis ez esetben az idofiiggés csak egy egyszerii fazisfaktort ad az allapotnak. Ha pe-
dig a 1(x)-re vonatkozé részt vizsgaljuk, akkor azt kapjuk, hogy (x)-nek a Hamilton-
operator sajatfiiggvényének kell lennie, amit stacionarius, vagy idéfiiggetlen Schrédinger-
egyenletnek neveziink:

Hy(z) = By () (2.24)
Konkrétan erre az esetre vonatkozé Hamilton operatort beirva:
B d(x)
- % A2 + V(ZL“)@/)(I) = E@b(x) (2.25)

Lathaté, hogy a korabban bevezetett E konstans a Hamilton-operator sajatértéke, vagyis
joggal nevezhetjiik ezt az energianak. Az is vilagos, hogy a valtozok szétvalasztasa akkor
tehet6 meg, ha az allapotfiiggvény térbeli része, 1(x), a Hamilton-operator sajatfiiggvé-
nye. Ekkor az idéfiiggés egy egyszerti e Pt fazisfaktort ad csak az allapothoz, vagyis a
|1(z)|? megtalaldsi valdszintiség id6ben allandd.
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2.1.4. A linearis harmonikus oszcillator

Az egydimenziés harmonikus oszcillator Hamilton fiiggvénye

2 2

P mw

H(x,p)=—+ —a°, 2.26

(e.0) = 2+ By (2.26)

ahol m a részecske tomege és w a rezgés sajat-korfrekvencidja. A kvantummechanikas

targyalas szerint a

H|y) = E ) (2.27)

sajatérték problémat kell megoldanunk, ahol koordindta reprezentacioban,

R 4 omw?

H =+ ——1x°. 2.2
(z) 2m da? + 2 v (2.28)
Bevezetve a
o R d? 1 d?
1= T de?  x3dg?’

valtozé transzformaciét, a Hamilton operatort

n:d* mwad

H(q) =— — + —q°, 2.29

(q) 2ma? dg? +a (2.29)

alakban irhatjuk. Célszert az xy paramétert igy megvalasztani, hogy a fenti kifejezésben
a % és a ¢? tagok egyiitthatdi, az eléjeltdl eltekintve, megegyezzenek, azaz,

=] — 2.30
2mad 5 T mw (2:30)
4
hw d?
H(q) = — |-+ + ¢ 2.31
(q) 2(dq2+q>, (2.31)
és a Schrodinger egyenletet
d? 9
T +q" ) lg) =nv(q) (2.32)
formaban irhatjuk, ahol
2F
= 2.33
- (233
az energia helyett bevezetett dimenziotlan valtozo.
Megoldas Sommerfeld polinom madédszerrel
Irjuk 4t a (2.32) sajatérték egyenletet,
d*y (g
dqi ) 4 (n—a*) (@) =0, (2.34)
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melynek el6szor a ¢ — oo hataresetben vett, in. aszimptotikus megoldasat keressiik:

Yo (@)

G~ Tula) =0 (2.35)

Felhaszndlva az alabbi azonossagokat ill. aszimptotikus kozelitést,

NN
i )\t = ae dqqqd ¢

_ & +1 — <
- d 2 q g—+oo dq q )
belathato, hogy a
d _
(fe+0) @ =0 — wlg)=c (2.36)

a keresett regularis aszimptotikus megoldas.

A kovetkezd 1épésben az altalanos megoldast az aszimptotikus megoldas és egy ismeretlen
u (q) fiiggvény szorzataként keressiik:

Y (q) = u(q) Yalq) = ulq)e ™/, (2.37)
amit behelyettesitve a (2.34) egyenletbe,

d? (u (q) e*q2/2>

dg?

+ (7] — q2) u(q) e 2=, (2.38)

és elvégezve a megfelel6 derivalasokat, a

2
d*u(q) 2qu(q)
dq? dq

+(n—1ulg) =0, (2.39)

nevezetes differencidlegyenletet nyerjiik. A tovabbiakban feltételezziik, hogy az u fiiggvény
analitikus:

= iq«q’” : (2.40)
r=0

dU(Q) - r—1 du(q) - r
a = 2 reeq — 2 d = TE: 2re.q" (2.41)
=S —Deq 1 A 9.42
e 2 r(r—1)c.q 2 (r+1)(r+2)cra2q (2.42)

A fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a (2.39) egyenletbe a

S A+ 1) (r+2) 2 —2re, + (n— e} ¢ =0 (2.43)

egyenletet kapjuk, melybdl a

2r+1-—n
¢
(r+1)(r+2)

Crin = (2.44)
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rekurziés osszefiiggés adddik (r =0,1,2,...). Vegyiik észre, hogy az u (q) fiiggvény hat-
vanysoraban az r-ik tag egyiithatdja az r + 2-ik tag egyiitthatojat hatarozza meg, igy
a masodrendli differencidlegyenlet két fiiggetlen megoldasat generalhatjuk a kovetkezo
valasztassal,

cw=1 , =0 — wuparos fiiggvény
=0 , =1 — wuparatlan fiiggvény .

Masrészt viszont r — 0o esetén a rekurzios osszefiiggés kozelitheto a

2
Cryn ~ —Cp (2.45)
r

kifejezéssel, mely az e’ fliggvény hatvanyegyiitthatoira jellemzo rekurzios relacio:

B S R
el = - = c = c —Cr .
rh A (r/2)! T 2 e T

r=0

Kovetkezésképpen kénnyen belathatd, hogy a megoldas tetszéleges pontossiggal kozeliti
az

u(q) ~ f(q) + Cef’ (paros) vagyaz u(q)~q (f (q) + Ceq2> (paratlan) (2.46)

fiiggvényt, ahol az f (q) véges, paros polinomot és a C' dllandét a kivant pontossaghoz lehet
beéllitani. Ez viszont azt jelenti, hogy a 1 (q) = u(q) e~%/?> megoldds aszimptotikusan
9’12 szerint divergél, tehét sltaldnos esetben ¢ norméja divergal, gy nem normélhaté. Ezt
csak tgy tudjuk elkeriilni, hogy a (2.44) rekurzids Osszefiiggést valamely r = n indexnél
megallitjuk, azaz

n=2n+1 (n=0,1,2,...) (2.47)

valasztassal biztositjuk, hogy
cn 70, Chyo=Cpgsa=...=0 . (2.48)

A 7 paraméter definicigjabdl kovetkezik, hogy a lehetséges sajatenergidk az

En:hw(n—i—%) (n=0,1,2,...) (2.49)

értékeket vehetik fol. A sajatfiiggvények:

Un (q) = N H, (q) e 772 (2.50)

ahol NV, normalasi tényezok és H,(q) az in. Hermite-polinomokat jeldli:

n| Hi(q)

0 1

1 2q

2| 4¢®> -2
3| 8¢ —12¢
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A Hermite-polinomokra fenndll az aldbbi ortogonalitasi relacio,

[e.e]

/ dg e H, (q) Hy (q) = 201/ S

—00

melybol a normalési tényezok meghatarozhatdk:

N, = (2"71!\/E:100)71/2 )

Algebrai megoldas: kelto és eltiintetd operatorok

Maér kordbban levezettiik a

d d N_¢
I AC7RED Atk B e

osszefiiggést, mely segitségével a (2.31) Hamilton operator atirhato:

ro-mfio- )82}

Célszerti bevezetni az

&_i(—i—i)_ ! (x—i—in)— ! <i’—|—
V2 \""dq) T Vau, Vdzr) "

és

(-2~ ) -
2\ dg) T Vo, “dr ) Vo,

operdtorokat (zo = y/--), melyekkel a Hamilton operétor

. 1
H:m<afa+§> :

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.56)

alakban irhat6. Megmutatjuk, hogy a harmonikus oszcillator spektruma levezethetd az
a és a' operatorok algebrai (felcserélési) tulajdonsdgaibdl, és nem sziikséges valamely

konkrét reprezentaciot hasznalnunk. Ehhez csupan az

[z, p] = ih

feleserélési relaciot kell felhaszndlnunk, melybdl a (2.54) és (2.55) definicidk alapjan ko-

vetkezik:

R 1. T (N
[a,a}:—Q T+ —p,Tr——0Dp
2x; mw mw

mw 1 )
_mw s =1
o (ol (.l

mw mw
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A (2.56) kifejezésbdl kovetkezménye, hogy a Hamilton operdtor spektrumanak alsé kor-
latja fuv/2, hiszen normalt [¢) allapotokra:

(wlie) = heo <<w\&*&!¢> + %) — hw (<a¢|a¢> + %) > % . (2.58)
A tovabbiakban alapveto jelentoségliek a kovetkezo felcserélési relaciok:
4] = e {a*& + %a} = hw[at,a] a = —hwa, (2.59)
és
11, af] = h [a*a + % a*} = hwa' [a, 4] = hwa' . (2.60)

Legyen [¢) H egy sajatfiiggvénye E sajatértékkel. Ekkor
Haly) = aH|¢) — hwaly) = (E — hw) aly) . (2.61)

azaz a|y) is sajatfiiggvény E — hw sajatértékkel. Ezért hivjuk az a operdtort lefelé léptetd
vagy eltiinteté operatornak. Mivel azonban H spektruma alulrél korlatos, 1éteznie kell
egy |1o) sajatfiiggvénynek, amit az a operator a Hilbert-tér null-elemébe (| )q) 1éptet,

alyo) =1 )o (2.62)

mely nem reprezentalhat fizikai allapotot. Kovetkezésképpen,

dlalv) = o = i) = 1o+ o)) = "low). (2.63)

tehdt |1)y) pontosan a minimélis sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény.

A (2.61) egyenlethez hasonléan belathatjuk:
Ha'ly) = ' H|y) + hwal ) = (B + hw) a'[y) | (2.64)

azaz a'|) is sajatfiigevény E + hw sajatértékkel. Ezért az a' operdtort felfelé léptetd
vagy kelto operatornak hivjuk. A kelté operator segitségével szukcessziven felépithetjiik
a Hamilton operator Osszes sajatfiiggvényét. Az n-ik 1épésben kapott hullamfiiggvény
sajatenergiaja értelemszertien

En:hw(n+%> (n=0,1,2,...) . (2.65)

Mas sajatérték az (2.61) egyenlet kovetkeztében nem létezhet.

Jeloljiik az a' operator n-ik alkalmazdsaval kapott normalt sajétfiiggvényt |n)-nel (| 1) =

10)):
In) = A, (a")"|0), (2.66)

ahol A, egy kés6bb meghatdrozand6 normaldsi tényezs. A (2.56) és (2.65) egyenletek
Osszevetésébol azonnal kévetkezik, hogy

ataln) =nin) .
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Ezért az a'a operatort szokas gerjesztési (vagy betoltési) szdm operatornak nevezni. Ez-
utan mar konnyen meghatarozhaté a léptetéoperatorok hatasa a sajatfiiggvényekre:

In+1) = ca'|n) = (n+1n+1) = |c[*(nlaal|n) = |c? (<n|n> + <n]dT&]n>) = (n+1)|cf* =1
(2.67)

1
— T —
—c= = a'ln)=vn+1ln+1), 2.68
= alln) = VAt I+ 1) (2.68)
illetve
1
|n—1) =ca|n) = c(n —1|ajn) = c(n|a’n —1) =cy/n=1=c = NG (2.69)
= aln) = V/njn — 1) . (2.70)
A normalt sajatfiiggvényeket tehat a kovetkezo formaban tudjuk felirni:
) = —— (a')" |0) . (2.71)
V!
A sajatfiiggvények koordinatareprezentaciéban
Hatarozzuk meg el0szor az tin. vakuumallapotot:
. 1 (dio(q) )
a = — | —= + =0 , 2.72
i) = = (P 4 qunte (2.72)
melynek megoldasa
Yo(q) = coexp(—¢*/2) . (2.73)
A ¢y normalasi konstanst a kovetkezo integral alapjan szamitjuk,
/ Vo (2)tho(x)dx = / e~ @20 o = 2z / e Cdg=cVrro=1 — co= (Vo) /.
Felhaszndlva a (2.55) definicidt, a normalt sajatfiiggvények tehat a
= (2"n! ~1/2 DN a2 2.74
¢n(x) - ( TL\/EJI()) q— d_q € |q=x/azo ) ( . )
modon allithato elo, mely ekvivalens a
o) = @ntFan) 7 (L) et (275)
Zo
alakkal, ahol
d n
Hoa) =" (-5 ) e (276
q

a mar ismert Hermite polinomok.
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2.2. Feladatok

2.2.1. Példak

2.1. Feladat Hatdrozzuk meg az eltolds T(R) operdtorit,

A

fr+R)=T(R)f(r), (2.77)
ahol f eqy tetszolegesen sokszor differencidlhato fiigguény.

2.2. Feladat Konstrudljuk meg az R(p,m) € O(3) n tengely korili ¢ szogi forgatds
O(¢,n) operdtordt, )
f(R™(p,m)r) = O(p,n) f(r) (2.78)

ahol f eqy tetszdlegesen sokszor differencidlhato fiigguény!

2.3. Feladat Bizonyitsa be, hogy az eqydimenzios kotott dllapotok nem lehetnek elfajul-
tak!

Segitség:. Alkalmazzon indirekt bizonyitdst! frja fel a Schriodinger egyenletet a két, azo-
nos energiaju hulldmfiiggvényre, majd mindegyiket szorozza be balrol a mdsik hullamfigg-
vénnyel! Az igy nyert eqyenleteket eqgymdsbol kivonva eqy teljes derivdlt kifejezéshez jutunk,
mely azonosan zérus. Felhaszndlva, hogy a megolddsok x = +oo—ben zérushoz tartanak,
most mar konnyedén belathatjuk, hogy a két hullamfiigguény csak egy konstans szorzofak-
torban kiilonbozhet eqgymdstol.

2.4. Feladat Oldjuk meg az iddfiiggetlen Schridinger-egyenletet a végtelen mély potenci-
algodor esetére!
o0, ha x <0
V(z) =40, ha0<x <L (2.79)
oo, ha x > L

2.5. Feladat Keressiik meg a

0 |z |>a
V(z) =
Vo |zl<a

potencidlgodor (a > 0, Vo > 0) kétott dllapotait (—Vy < E < 0)! Diszkutdljuk a megoldd-
sok paritasat valamint a végtelen mély godor hatdresetet!

2.6. Feladat Egydimenzios Dirac—delta potencidal esetén milyen hatarfeltétel szabhato ki
a hullamfiigguény derivaltjara? Hatdrozzuk meg eqy vonzé Dirac—delta potencidl kotott
dallapotanak energidjdt!

2.7. Feladat Adjuk meg a H = % —Ké(x —a)— Ké(z+a) (K >0) Hamiltonoperdtor
sajdtdllapotait €s sajatenergidit!
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2.8. Feladat Adott a kovetkezd egydimenzids potencidl:

00 ha z < —a
V(r)=4 —Kdé(z) ha |z|<a
00 ha x>a

ahol K > 0. Grafikus megolddssal adja meg a kialakulo energiaszinteket! Mi a feltétele
annak, hogy létezzen E = 0 energidji megoldds?

2.9. Feladat Hatdarozzuk meg az aldbbi Hamilton operdtor kotott dllapotait:

2
H= 27’—m —v3(z — a) + V() (2.80)
ahol v >0, a >0 és

oo ha <0
174 ] — |
(z) { 0 ha >0 (2:81)

2.10. Feladat Mz a feltétele annak, hogy a

00 x <0
Vieg)=¢ Vo 0<z<a (Vp>0,a>0),
0 a<zx

potencidlban létezzen legaldbb egy kotott allapot (Vo < E<0) ¢

2.11. Feladat Tekintsiink eqy merev fali eqydimenziégs potencidldobozba zdrt részecskét,

0 ha |z| < a (a>0)

oo egyébként (2.82)

v ={
A Hilbert tér
H={y € L*([~a,a]) | (a) = ¢ (~a) = 0} (2.83)
és a Hamilton operdator
h? d?
H= g (2.84)

Legyen a részecske dllapotat eqy adott pillanatban leiro normdlt hullamfiggvény, 1 € H :

V15

Y(x) = 1057 (a® —2?) . (2.85)
Mivel B dh (o)
x
fenndll, hogy
(W H* ) = 0. (2.87)

A fenti dtlagérték viszont kiszdmithato a H sajdatfiigguényei szerinti kifejtésen keresztiil is:

2h2 1
Hyo, = Enpn En:hn2y Qon(x):%SHl(%(l’—i‘a)) (n:1,2,...),
(2.88)
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V= e, =l ¥), (WIH )= Z|cn| E; . (2.89)
n=1

Mivel E2 >0 és50 < |ca|® <1, 3. |enl? = 1, ez utdbbi kifejezés biztosan nagyobb zérusndi.

n=1

= 15h%
> e EY = : (2.90)
=1

Lassuk be, hogy

24m2a?
Melyik a korrekt eredmény és honnan szarmazik az ellentmondds?

2.12. Feladat Tekintsiik a )
p
H(r;a)=—+YV
(r;a) = o + V(r;a)
Hamilton operdtort, ahol a egy folytonos paraméter. A sajdtenergiik és a normdlt sajdt-

figguények természetesen ugyancsak az a paraméter fiigguényei:

H(r;a)y(r;a) = E(a)Y(r;a) .

Bizonyitsa az un. Hellmann-Feynman tételt:

oo

¢(-;a)>
ahol bevezettik az f(-;a) : v — f(r;a) figgvényjelolést.

2.13. Feladat Adottak a H = p?/2m+V (x) Hamilton operdtor sajdtfiggvényei: H |n) =
E,n) (n € N). A koordindta és impulzus operdtor felcserélési reldcidja alapjin nyilvan-
valo, hogy

(n| [z, p] |n) = ik

A fenti dsszefiiggésben p = mi behelyettesitéssel és a (3.52) képletben szerepld kvantum-
mechanikai idoderivadlt definicidjanak alkalmazdsdval igazolja, hogy

S (B - Bl @ ) = o

Segitség:. A levezetésnél haszndlja fel a Y |m) (m| = I teljességi dsszefiiggést!

2.14. Feladat Kronig - Penney modell

Tekintsik a kovetkezd potencidlt:

x)=—v Z d(z — ja) . (2.91)

j=—o0

Hatdrozzuk meg azokat az energia tartomdnyokat (sdvokat), ahol léteznek a modell sajdt-
allapotai!
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Segitség:. A i — 1-edik és i-edik Dirac-delta kozitti tartomdnyokban keressiik a hullam-
figguényt U; = A;e® + B;e™ ™" alakban, ahol az i-edik Dirac-delta az a helyre volt kon-
centrdlva, o pedig az energia értékétdl fiiggoen tisztdn valds vagy tisztan képzetes. A
hulldmfiigguényre kirohato peremfeltételekbdl fejezziik ki az A; 1 és Biy1 egyiitthatokat

r(5) - (52) 252

alakban. FEzt kévetden wvizsgdljuk meg eqy N deltabol dllo periodikus peremfeltételekkel

rendelezd <IN <1§O) = (g())) lanc T transzfer mdtrizdnak sajatértékeit!
0 0 =

2.15. Feladat Definidaljuk a
d n
Hy) = (g = 1) e
fligguényeket.

a) Igazoljuk a kovetkezd rekurzids dsszefiiggéseket:
H’;L<q) = annfl(Q) )

2qH,(q) = Hny1(q) +2nH,1(q)

kovetkezésképpen
H,,(q) = 2qH,(q) — Hus1(q)

b) A rekurzids relaciok alapjan lassuk be, hogy a fenti figgvények a Hermite-féle polino-
mok, azaz

1"

H, (q) — 2qH, (q) +2nH, (q) = 0.

n

Segitség:. FEloszor teljes indukcioval bizonyitsuk, hogy

50-3)]-b 2]

ahol haszndljuk fel az 1.1 megolddsban bizonyitott [A; BC| = B[A; C] + [A; B]|C azonos-
sagot.

2.16. Feladat Adott a kovetkezd eqydimenzios potencidl:

V(x):{ oo  ha x<0

%mwzaj2 ha x>0
Hatdrozza meg az T operdtor vdarhatéértékét a rendszer alapdllapotdban!

Segitség:. Haszndljuk a harmonikus oszcillator sajdtfiigguényeit!

31



2.17. Feladat FEgy hdromdimenzios harmonikus oszcillator potencidlja

1
V(z,y,z) = §mw2 (®+y*+2°) . (2.93)

Oldjuk meg a Schrodinger eqyenletet! Hdnyszoros degenerdltsdguak lesznek az egyes ener-
giaszintek?

2.18. Feladat Hatdrozzuk meg a kovetkezo kétdimenzios harmonikus oszcilldator spektru-
mat! ) )

Py Py 1o, 2

o T gy Ty (2 + azy + y°) (2.94)

H =

2.19. Feladat Tekintsiik a kévetkezo potencialt:

Vi(z) = (2.95)

00, hax <0
—%, ha x >0

Vildagos, hogy © < 0 esetén minden hullamfiigguény értéke 0. Az x > 0 tartomdnyban
Sommerfeld polinom mddszerrel hatdarozza meg a
B d(x)
2m  dx?

C
- Cota) = Buta)
Schridinger egyenlet sajatenergiait (C' > 0,2 > 0, E < 0)/

Segitség:. A megolddst keresse 1 (x) = ¥, (x) Y. c;x™* alakban, ahol v, (x) az aszimp-
i=1

totikus megoldds és s az un. indicialis index.

2.20. Feladat Tekintsiik a kovetkezd potencidlt:
ha x <0
V(z) = {oo’ @ (2.96)

—%—l—g—%, ha x >0

Vilagos, hogy © < 0 esetén minden hullamfiigguény értéke 0. Az x > 0 tartomdnyban
hatdrozzuk meg Sommerfeld polinom maodszerrel a

h2 de(m) d1 dQ .
T (<24 B ute) = Bo)

Schridinger egyenlet E sajatenergidit (x > 0, dy,ds > 0)!

Segitség:. Az aszimptotikus megoldds megkeresése utdn az u fligguényt vegye fel

us(z) = i bix'ts
=0

alakban. Behelyettesités utdn a legalacsonyabb rendii x-hatvdny egyiitthatojabol hatdrozza
meg s-t !)
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2.21. Feladat A léptetd operdtorok segitségével ldssuk be a

1

aHo(0) = nH,1(0) + 5 Hona (0 (297)

dsszefiiggést, ahol H,(q) az n-edfoki Hermite polinom!
2.22. Feladat Ldssuk be az oszcillatorra vonatkozo viridltételt,
(Thn = (V) =En/2 ! (2.98)

2.23. Feladat Ldssuk be kétdimenzios harmonikus oszcillatorra, hogy az

1 1

mdtriznak minden mdtrizeleme megmarado mennyiség!
2.24. Feladat Definidljuk a |o) = > ¢, |n) dllapotot gy, hogy
n=0
ala) = ala) (e C)
ahol |n) a linedris harmonikus oszcilldtor n-ik sajdtdllapota és a az eltiintetd operdtor. Ez
a koherens dllapotok eqy definicidja.

a) Hatdrozza meg a ¢, egyitthatokat! Normdlds utan adja meg a hullimfiggvény alak-
jat, majd irja fel gy, mint eqy erponencidlis operdtor értéki fiigguény hatdsa az
alapdllapotra, |0).

b) A fenti dllapotra t = 0 idépillanatban az iddfejleszté et operdtort hattatva ldssa be,

hogy |, t) tovdbbra is az a operdtor sajdtfigguénye marad o (t) = e ™' sajdtér-

tékkel, ahol w az oszcillator frekvencidja! A sajdtfiigguény emelett felszed még eqgy
iddfiiggo fazisfaktort is.

c) Ldssa be, hogy ebben az dllapotban az energia vdrhato értéke

— 1
E:hw (|CM|2+§>

d) Ldssa be, hogy az |a) koherens dllapotban a koordindta és impulzus hatdrozatlansdga
a leheto legkisebb,

AxAp = g

e) Hatdrozzuk meg az |a,t) koherens dllapotot koordindta reprezentdcicban!

Segitség:. Haszndljuk az a) rész eredményét, illetve az 1.3. feladatban szerepld
Baker-Campbell-Haussdorff formulat!

f) Mutassuk meg, hogy az a' felfelé léptetd operdtornak nem léteznek sajdtdllapotai a
négyzetesen integrdalhato fiigguények terén!
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2.2.2. Megoldasok

2.1 Megoldas FEldszor viszgdaljuk meg a feladatot eqydimenzioban. Fejtsiik Taylor sorba
az f(x) figguényt x koril:

> X7 dif
flx+X)= ; T (2.100)
Bevezethetiink eqy 1y differencidl operdtort:
X7 dif XTI d xd
Z T @ = Z 7%][‘([[}) = 6( dz)f(l‘) (2101)
j=0 £ =0
Felhasznalva az itmpuzus operdtor koordindta reprezentdciobeli alakjdt:
h d
y = —— 2.102
b 1 dx ( )
T(X) = enXPs (2.103)
Hasonloan vezethetjiik le harom dimenzioban s az eltoldas operatorat:
T(R) = erRP (2.104)

2.2 Megoldas FEldszor irjuk fel eqy vektor kicsiny A szdggel torténd infinitezimdlis el-
forgatasat n eqyséquektor koriil:

r'=r+Apnxr (2.105)

Az R(Ap,n)f(r) = f(R7'(Ap,n)r) transzformdcidt Ap-ben elsé rendben a kivetkezd-
képpem irhatjuk fel:

f(R7YAp,n)r) = f(r — Agn x 1) = f(r) — Apn x r% (2.106)

Haszndljuk fel az impulzus operdtort az infinitezimdlis forgatds operdtordnak leirdsahoz:

FR B = (1= fagn(r < p) ) £ (2107

A fenti képletben felismerhetjiik az impulzusmomentum L = r X p operdtordt, vagyis

l

f(R™YAg,n)r) = (1 - hAgan) f(r) (2.108)

Egy tetszdlegesen nagy széggel torténd elforgatas esetén osszuk fel a teljes forgatds szogét
m egyenld kis darabra. A teljes forgatashoz m-szer kell alkalmznunk az el6zo képletet eqy
kicsiny p/m szdggel térténd forgatdsra:

m—o0 m

Olpn) : f(r) = lim (1— ! (%gan))mf(r)_e—i@an@) (2.100)
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2.3 Megoldas Tételezziik fel, hogy egy adott energia sajatértékhez két eqymdstol linedri-
san filiggetlen hulldmfiigguény tartozik:

/ 2m / 2m
(=23 (V=E)dr, ¢5="5(V-E)¢. (2.110)
Ebbol nyilvanvaloan kovetkezik, hogy
192 — o1 = (¢da) — (d0¢1) = 0. (2.111)

Az elézd egqyenlet integralasaval a kovetkezd osszefiiggést kapjuk:

¢ da — Phdr = const. (2.112)

A kotott dallapotok hulldimfiigguényei és azok derivdltjai el kell, hogy tiinjenek a végtelenben,
ezért az elozo egyenletben szereplo konstans nulla lesz, vagyis

¢ P
—= == 2.113
b~ b (2113)
Mindkét oldalt integralva,
lnqbl :1H¢2+C:>¢1 :C¢2 . (2114)

Ez az eredmény azonban ellentmonddsban van a hullamfiggvények linedris fiiggetlenségé-
vel, tehat a kezdeti feltételezésiink hamis volt.

2.4 Megoldas Az értelezési tartomdanyt érdemes hdrom részre osztani:

1 17 117
z <0 O<x<L L<zx

Az I és III részben végtelen a potencidl, igy a (2.25) egyenlet bal oldaldn végtelen szerepel.
A jobb oldalon vételennek kellene lennie emiatt az energidnak, ami fizikailag nem értelmes.
A probléma felolddsa az, hogy az dllapotfigguény azonosan 0, vagyis ¥;(x) = ¥r(x) = 0.
A II tartomanyban a Schrodinger-egyenlet a —%% = EvY(x) alakot olti. A hatar-
feltételeket az dllapotfigguény folytonossaga biztositja, vagyis 1¥;(0) = ;;(0) = 0, illetve
Yrr(L) = ¥r(L) = 0. A folytonossagi kritérium eléggé légbdlkapottnak tinik ezen pon-
ton, azonban képzeljiik el azt az esetet, amikor a potencidlfal nem végtelen magas, hanem
csak valamilyen véges Vi értéket vesz fel a két oldalon. Ezt az esetet a kivetkezd példdban
fogjuk tdrgyalni. Ekkor sehol sem jelennek meg végtelenek az egyenletben, tehdt 1(x)-nek
mindeniitt jol kell viselkednie, ami itt a kétszer derivdlhatosdgot jelenti. A 2.5. példdaban
latni fogjuk, hogy ha ekkor vessziik a Vo — oo hatdresetet, akkor az dllapotfigguény foly-
tonos marad. A kapott differencidlegyenlet - konstansoktol eltekintve - az 1.12. példa! A
Y(z) = Asin(kz) + B cos(kx) ansatz-bdl a 1(0) = 0 peremfeltétel miatt csak a szinuszos
tag marad. Ezt behelyettesitve a Schrodinger-egyenletbe kapjuk, hogy

o h2k?

A 5 sin?(kz) = A*E sin®(kx)

m
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A2-tel egyszeriisitve innen E = h;:f. A (L) = 0 peremfeltétel miatt k = “F, vagyis k

értéke csak diszkrét (kvantdlt) értékeket vehet fel. Az A konstans értékét az dllapotfiggvény
normdltsiga adja:

g L 2
/W(x)\de = A2/0 SiﬂQ(%x)dx = AZE =1, azaz A = 7

Tehdt az dllapotfiigguények a

alakot 6ltik, melyek a kovetkezo abrdan lathatoak a jobb ldthatésag kedvéért a megfeleld
energidkkal eltolva.

k kvantdltsaga miatt a v, (z)-hez tartozd energia is csak a megfeleld E, = ;’;’; n? értékeket
veheti fel. Vagyis ha ezen a rendszeren energiamérést végziink nem kaphatunk a részecske
energidjdara bdrmilyen értéket, csak bizonyos megengedett energiaszinteken tlhetnek ré-
szecskéek. Ez eqy ujabb lényeges eltérés a klasszikus vildghoz képest, azonban dsszevdg az
atomok vonalas szinképével, ott is hasonlo a helyzet. Ldtszik tehdt az elsore bizonydra fur-
csanak és ad hocnak tind mdsodik axioma motivdcioja: A kvantumuildgot leiré modellnek
biztositania kell, hogy az egyes fizikai mennyiségek lehetséges értékei lehessenek diszkrét
vagy folytonosan valtozé valds szamok. A Hilbert-téren hato linedris onadjungdlt operd-
torok spektrumdnak azonositisa a mennyiségek mérhetd értékeivel éppen ezt a lehetdséget

biztositja!

2.5 Megoldas Osszuk fel teret harom tartomdnyra az dbrdnak megfeleléen. Az elsé és
harmadik tartomdnyban az iddfiggetlen Schrodinger egyenlet alakja a kovetkezo lesz:

h2 dv
“omde =~ Pele)

Csak akkor kaphatunk lecsengd megoldasokat, azaz normalhato hullimfiggvényt, ha a saj-
atenergia negativ.
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Az I tartomdnyban a hullimfiggvény p(z) = Ae™*, a III. tartomdnyban p(x) = De™**,

ahol
[2m|E|
a=A\ 7 (2.115)

A II. tartomdnyban az idéfiggetlen Schrodinger egyenletet a kovetkezdképpen lehet felirni:

A (B4 Vela)

2m dx?

A megolddsok alakja
2m(Vo — | B
o(x) = Beos (kx) + Csin (kx), ahol k= w

a €s k kozott eqyszeri osszefiiggés dll fenn:
(2.116)

2mV,
2 2 0
o + k= o

A tartomdnyok hatdrain a hullamfigguényeknek €s azok derivdltjainak folytonosnak kell
lenniiik, hogy o(x) kétszer derivalhatd legyen és betehessiik a Schridinger-egyenletbe:

II/11 tartomdny hatdra

I/11 tartomdny hatdra
Ae ™ = Bcos (ka) — C'sin (ka) Ae " = Bcos (ka) — C'sin (ka)
Ae™? — Bcos (ka) — ('sin (ka) Ae * = Bcos (ka) — (C'sin (ka)

Adjuk dssze és vonjuk ki eqymdsbol az eqymds melletti eqyenleteket:

(2.117)

a(A+ D)e”** = 2kBsin (ka)
(2.118)

(A+ D)e ** = 2B cos (ka)
a(A — D)e* = 2kC cos (ka)

(A—D)e ** = —=2C'sin (ka)
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Az amplitudokat eltintethetjiik, ha elosztjuk eqymdssal az egyenleteket:

a =k tan(ka) (2.119)
a = —k cot(ka) (2.120)

6 L
©
3
4 F
2 L
0
0.0 /2 b 3n/2 2n 5n/2
ka

2.1. édbra. Az katan(ka) (fekete folytonos vonal) és —ka cot(ka) (z6ld szaggatott vonal)
fiiggvények, valamint a 2.116. szamu egyenlet altal adott kor (kék szaggatott vonal).

A 2.1. szama dbrdrdl leolvashatd, hogy a (2.119) és (2.120) egyenletek nem elégithetdek
ki egyszerre, viszont a (2.117) és (2.118) egyenleteknek teljesiilnie kell. Bontsuk két részre
a lehetséges megolddsokat: ha a (2.119) teljesil akkor a (2.118) szdmi egyenletek csak
akkor elégiilhetnek ki, ha A= D és C'=0. Ha a masik, (2.120) szami egyenlet teljesiil,
akkor A = —D és B = 0. Vizsgdljuk meg a két kilonbozd tipusi megoldds szimmetria
tulagdonsdgait:

a.)

b.)

aa = ka tan(ka), A=D ésC =0.

Ae** ha z < —a
p(x) =< Beos(kzr) ha —a<z<a
Ae * hax <a

Az ebbe az osztalyba tartozoé hulldmfiigguények parosak lesznek. Az energidt a 2.1.
dbrardl olvashatjuk le az (2.116) egyenlet dltal meghatdrozott kor és a ka tan(ka)
fligguény metszéspontjaiban.

aa = —ka cot(ka), A=—-DésB=0.
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Ae®® ha x < —a
p(x)=4¢ Csin(kx) ha —a<z<a
—Ae™* har <a

Az ebbe az osztdlyba tartozo hullamfiigguények paratlanok lesznek. Az energidt a 2.1.
dbrdrdl olvashatjuk le az 2.116 egyenlet dltal meghatdrozott kor és a —ka cot(ka)
fligguény metszéspontjaiban.

A 2.1. dbrardl mleolvashatjuk a megolddsok szamdt is (ahol |x| az x alsé egészrészét
geloli):
2a [2mV}
S e 1.

Megjegyzés: A potencidl és a Hamilton operdtor invaridns a tikrozéssel szemben, ami
matematikailag azt jelenti, hogy a Hamilton-operdtor és a tikrézés operdtora kommutal.
Az 1.17. tétel alapjan ebbdl kovetkezik, hogy a tikrézés operdtoranak és a Hamilton ope-
ratornak kézos sajdatfiigguény rendszere van. A tikrézés operdtoranak a sajdatértékei 1 és
-1 lehetnek, vagyis az iddfiiggetlen Schrodinger eqyenlet megolddsai is vagy nem vdltanak
elojelet vagy elojelet valtanak a tikrézés hatasdara.

Végtelen mély potencial godor hataresete: Ha Vy — oo, akkor az 2.1. dbrdn a tan-
gens és minusz kotangens fiigguények fiiggoleges vonalakkd vdlnak. A kor sugara tart
a végtelenhez, vagyis megfeleld magassagban vizszintesen metszi a tangens, minusz
kotangens fiigguényeket. A metszéspontok nyilvanvaldan a ka = nn/2 értékeknél
lesznek, vagyis k, = ng-. A 2./. példdban eléreutaltunk, hogy a hatdron az dlla-
potfiigguény 0-hoz tart, nézzik meg most ezt! D # 0, C' = 0 esetben, ha Vj — o0,
akkor az dllapotfigguény a hatdaron p(a) = Bcoska — Bcosn/2 = 0. Hasonld
kovetkezik a pdratlan megolddsokbdl s, vagyis ezzel igazoltuk a 2.4. példaban fel-
hasznalt peremfeltételt az I-1I illetve II-III tartomany hatdardn. A megoldds a = 3
szélesséq, és wvaltozo Vo mellett itt ldthato, az dllapotfiigguvények a jobb ldthatésdg
kedvéért el vannak tolva fiiggolegesen a megfeleld energia értékével. Vi emelésével
egyre tobb dllapot jelenik meg, melyek exponencidlis levagdsa eqyre erdsebb, ahogy

Vo né k = 1/ 220D pjart,

Dirac-delta potencial: Tartsunk a potencidl 2a szélességével nulldhoz gy, hogy a po-
tencidl magassdiganak és a szélességének a szorzata maradjon dllando:
2Voa = ~y. Vizsgdljuk meg, hogyan viselkedik a ka szorzat:

2m(Vo — | E|) nggo amy
h? - h

ka=a (2.121)

Tehdt a ka szorzat is tart nulléhoz. Az 2.1 dbrdrol leolvashatjuk, hogy csak egy
metszéspontunk lesz, vagyis csak eqy kotott dllapotot kapunk. Fejtsiik sorba a tangens
fiigguényt a (2.119) egyenletben:

A T

amely madr fiiggetlen a potencidl godor szélességétol.

2 _ amy mry

aa = (ka)
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2.6 Megoldas Legyen az iddfiiggetlen Schridinger egyenletnek a kovetkezo alakja:

P dPp(x)
2m  dz?

—0(z)p(z) = Ep(z)

Integraljuk az egyenlet minkét oldalat eqy kicsiny —e értéktol e-ig:

/E <_%d2di(f) - 75(:r)s0(x)) dr = /E Eo(z)d .

&€ —&

Feltételezhetjiik, hogy a sajatenergia véges, ezért ha az € mennyiségekkel tartunk nullahoz,
akkor a jobb oldal eltiinik:

—% (dgoc(lzo) - dwc(lgo)) =7¢(0) ,

tehdt a hullamfiggvény derivdltjanak a Dirac-delta helyén ugrdsa van:

dwc(go) - d‘ﬂé;()) - —2;;7@(0) . (2.122)

A Dirac-delta jobb- és baloldaldn lecsengd megolddsoknak kell lennnitik:

(z) = Ae*™  haxz <0
P = deow ha x>0

Haszndljuk ki a hullamfigguény derivdltjaira vonatkozo (2.122) feltételt:

2m
Ao — Aa = —h—jA ,
ahonnan a = 53 adddik, megegyezden a 2.5. feladat utolsé pontjdnak a megolddsdval.

2.7 Megoldas A Hamilton operdtor invaridns a tikrozéssel szemben, ezért a sajdtdl-
lapotokat feloszthatjuk pdros és pdratlan hullimfiggvényekre. QOsszuk fel a teret hdrom
tartomdnyra:

< —a

2m|E)|
[

A hulldmfiggvény alakja: p(z) = Ae™®, ahol a =

—a<z<a
A hulldmfiiggvény alakja pdros esetben: p(x) = B cosh(ax), pdratlan esetben
¢(x) = Bsinh(ax).

T >a
A hulldimfiggvény alakja pdros esetben: p(x) = Ae™** pdratlan esetben
o(r) = —Ae ",

Paros megoldas:
Miutdan a hullaimfiigguény alakjaban kihaszndltuk a tikrozési szimmetridt, elegendd
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a hatarfeltételeket csak az eqyik Dirac-delta helyén kironi, ekkor a mdsik Dirac-delta
helyén a hdtrfeltételek automatikusan teljesiilnek:

Ae™** = Bcosh(aa)
——KAe ™™ = —Basinh(aa) — Aae™

Felhaszndlva az elsé egyenletet a kovetkezd Osszefiliggést kapjuk:

2m

ﬁK = « [tanh(aa) + 1]
Kifejezve a tanh(z) fiigguényt exponencidlis fiigguényekkel az elézd egyenletet az aldb-
bi alakra hozhatjuk:

aa = ang (1+6e729) | ag= %K (2.123)
1.5} ]
3l 1t}
0.5 } ]
0

0 05 1 15 2 25 3 35 4
oaa

A (2.123) egyenlet grafikus megolddsa acy = 1 esetén.

Paratlan megoldas:
A hatdarfeltételek a baloldali Dirac-delta helyén:

Ae™** = —Bsinh(aa)
——KAe™** = Bacosh(aa) — Aae™

A paros megolddshoz hasonloan a kévetkezd feltételbdl hatdarozhatjuk meg az energidt:

aa = apa (1 —e7?*%) (2.124)
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2 T ::-‘ T L] 1 L] ] L]
nincs ﬁlegoldés

15F ]

0 05 1 15 2 25 3 35 4
aa

A 2.12). szdmi egyenlet grafikus megolddsa acg = 1 esetén.

Az dbrdrdl leolvashatd, hogy ha a (2.124) egyenlet meredeksége a nulla pontban kicsi,
akkor a paratlan kotétt allapot nem létezik: 2cpa > 1.

2.8 Megoldas Negativ energias kotott allapot: E < 0
Ebben az esetben csak paros megoldds létezhet.

[2m|E]|

Vezessiik be az el6z6 példdhoz hasonldéan az oy paramétert: oy = f3K. A hulldm-

figguénynek —a-ban és a-ban el kell tinnie és ki kell elégitenie a szabad Schrodinger
egyenletet:

0 ha |z| > a
p(x) =< Asinh(a(a+z)) ha —a<z<0 (2.126)
Asinh(a(a —x)) ha 0<z<a

A Dirac-delta helyén kirova a hatarfeltételt a kovetkezo egyenletet kapjuk:
—2Aacosh(aa) = 2apAsinh(ax) vagy
aa = «apatanh(aa)

A fenti egyenletnek csak akkor van megolddsa, ha a tanh(z) fiigguény meredeksége
az origéban nagyobb, mint 1/(apa), vagyis apa > 1.

Pozitiv energias kotott allapot: £ > 0

A wvégtelen magas potencidl godor pdaratlan megolddsi vdltozatlanok maradnak, rd-
juk mincs hatdssal a Dirac-delta potencidl. A pdros megolddsokat az el6z6 esethez

hasonléan dllithatjuk elo: k = 4/ 2%12]3, a hullamfiigguényben pedig sin (kx) figguény
szerepel sinh(aux) helyett:

0 ha |z| > a
p(r) =< Asin(a(a+z)) ha —a<z<0 (2.127)
Asin (a(a—z)) ha 0<z<a
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Kihasznalva a Dirac-delta potencidalra kirétt hatarfeltételeket a kovetkezd egyenletet
kapjuk:
ka = apatan (ka) (2.128)

Az megolddshoz tartozo abrdrol leolvashatjuk, hogy végtelen sok megolddsunk van és
a sajatenergiak eqyre kevésbé tolodnak el a végtelen potencidlgodor sajatenergidihoz
képest az eqyre magasabb gerjesztett dllapotok esetén.

10 T T T ]

12} .

0 T 27 3 47
ka

A végtelen magas potencidl géddrbe helyezett vonzo Dirac-delta potencidl pozitiv energids

grafikus megolddsai acy = 1 esetén.

Linearis allapot: £ =0
Muutan a hullamfigguényiink kompakt tartoju, kereshetjiik a megolddst linedris po-
linom alakban is, hiszen ennek mdsodik derivdltja nyilvainvaloan eltinik:

0 ha |z| > a
plx) =% Ala+z) ha —a<z<0 (2.129)
Ala—z) ha 0<z<a

A hatdrfeltétel az origoban a kovetzkezo lesz:
—2A = —2apAa (2.130)
tehdt aga = 1 esetén lehetséges nulla energidju, linedris hullamfiggvény.

2.9 Megoldas A hullamfiigguény alakja a kilénbozé tartomdnyokban a kévetkezd alaki
lesz:

0 ha x <0
o(x) =< Asinh(ax) ha 0<z<a (2.131)
Ae~o ha x> a

Ez az alak megegyezik a 2.7.. feladat pdratlan sajdatdllapotinak az alakjdval a pozitiv tar-
tomdnyban, a negativ tartomdnyban magdtol értetédden nulla. A Dirac-deltdara vonatkozo
hatarfeltételek is megegyeznek a két esetben, tehdt a sajdatenergidt a kovetkezd feltételbdl
hatdarozhatjuk meg:

aa = apa (1 —e72%%) . (2.132)
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Ez a kotott dllapot is csak a 2apa > 1 feltétel teljesiilése esetén létezik, hasonloan a 2.7.
feladat paratlan megolddsdhoz.

2.10 Megoldas A 2.5. feladat pdratlan megolddsdihoz hasonléan a hulldimfiigguény alakja
a kovetkezo lesz:

0 ,hax <0
p(x) =< Asin(kz) ,ha0<z<a
Be™* ,hax>a

ahol

[2m(Vy — |E| 2m|E|

A hatarfeltételek ugyanazt az egyenletet eredményezik mint amit a 2.5.. feladat pdratlan
megoldasira kaptunk:
aa = —kacot (ka) (2.134)

A 2.5, feladat 2.1 dbrajdrdl lathato, hogy a (2.116) egyenlet dltal definialt korrel csak
akkor van metszéspontja az el6z6 egyenletnek, ha a kér sugara nagyobb mint w/2:

/2mV0 s 22
5 Vo > a2 (2135)

n:<n‘w_j__/ x—l—a)](a — %) da

15 2v/15 [™
= 4—\/; i sin (2—Zx> x(2a —x)dr = ey sin (t) t (7n —t)dt

2 1 ™ ™

— \3/? (ﬂn / sin (t) tdt — / sin (t) 2 dt)
T™n 0 0
2v15

= —— (mn[sint — tcost]y" — [—t*cost + 2cost + 2tsint] ;m)

2.11 Megoldas

303
2v/15 .
= —7r\3/n_3 (— (7m)2 (—1)" + [—tQ cost + 2cost + 2t sin t}o )
415 .
~ m3p3 (1= (=17 (2.136)
Innen
el = =55 (1= (=1) )2 = S (221" = 5 (- (-1)") (2.137)
N e 4801 o 31 ¢
mn - - —_— = 1
(; =" \os™ " 30010"
15" 1 i
’C”|2EZ T 9r2m2ad n? (1-(=1") (2.138)
15k N 15k
eal” By = =) = 2.139
Z| l 2m2m2at ( 6 12) 24m2a’ ( )
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Ahhoz, hogy beldssuk, hogy a fenti eredmény a helyes, térjiink vissza az L* (R) Hilbert-
térhez és definidljuk a 1 fligguényt, mint

Y (z) = ﬁ (aQ—xz) O(r+a)—06(x—a)), (2.140)
ahol © a lépcsifigguény. Innen
wl(x)——w\/;_/zx(@(x—i—a)—@(x—a)) : (2.141)
V() = = O+ a) - B —a)
Qa\/gi (0(z+a)+6(x—a)), (2.142)
ahol 0 a Dirac-delta disztribicio,
0 (@) =~ Y2 (§ o+ a) = 6 (a — )
26{552 (' (x4a)+0 (x—a)), (2.143)
" () = —;/5—1/_2 (0" (x+a) = ¢ (z —a))
+ 2a\/3_/2 (0" (x+a)+ 0" (x—a)) . (2.144)
Maivel
/OO 8 (x—a)f(x)=—f"(a), (2.145)
/ 8" (x —a) f(z) = f"(a) , (2.146)
018210 = Y0P 1t @) - () + 2 P (ha) 97 ()

ab/2 4m? 2a3/? 4m?

15 B V15 B (_\/ﬁ>

Tt am? " 2632 4m2 ab/?
15h4
- 2.147
8m2a* ( )
2.12 Megoldas Hatdrozzuk meg az energia paraméter szerinti derivdltjdt:
dE d dy dy dH
a4 I Hle) — _‘ H‘ i @ 2.148
T = o (el p) <da s0> +<90 da>+<<p - 90> (2.148)

45



Az elsé két tagban haszndljuk ki, hogy |@) sajdtdllapota a Hamilton operdtornak E sajdt-

energidval:
dy B dy de B d B
%> = £ <<d_ *"> * <¢ d_>> = B leler =0 (2.149)

ale) = ol

Miwvel a hullamfiigguény normdlt, az eloz6 egyenlet utolso tagja eltinik. Visszairva ezt az

energia derivaltjaba
dFE dH av
- _ - = — 2.1
da <S0 da S0> <S0 da’gp> (2.150)

2.13 Megoldas Alkalmazzuk a (3.52) képletben szerepld kvantummechanikai iddéderival-
tat az x operdtorra:

[H,x] = 7;:[; (2.151)

és helyettesitsiik be az [x,p] kommutdtorba:

my (nllz, [H, llln) = mo (nlz[H, z]ln) —me (n][H, z]z|n)

= m% > ((nlalk)(KI[H, 2]ln) — (nl[H, «] k) {k|z|n)) = ik

Fejtsiik ki a fenti képletben szereplé kommutdtorokat:

(nl|[H, z]|k) = (n|Hz|k) — (n|eH|k) = (E, — Ei){n|z|k) , (2.152)
és helyettesitsiik be az eredeti képletbe:
m% (n|[z,[H, x]]|n) = m% zk: 2(Ey — E,)(n|z|k)(k|z|n) = ih. (2.153)
Innen 2
> (B, — E,)(n|a|k)(k|x|n) = o (2.154)

k

2.14 Megoldas A 2.91 szamii potencidlban a —yd(x — a) potencidl ismétlédik periodiku-
san:

V(z)$
-2a -a 0 a 2a $>
I IT
v v v v v
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Tekintstik a negativ energidas tartomanyt! Az l-es és a ll-es tartomdnyban a hulldmfigg-
vény alakja a kovetkezd:

pr(z) = Aie™ + Bie™ ™" (2.155)
orr(x) = Ape®@=0) 4 Byemal@=a) (2.156)

ahol o =/ % | E|. A Dirac-delta potencidl helyén a kivetkezd feltételeknek kell teljestil-

orla) = prrla) , @lu(a) ~ $(a) =~ T3vpr(a) (2157)

Ha az eldzd feltételekbe behelyettesitjik a (2.155)-(2.156) szdma hullamfiggvényeket, a
kovetkezo egyenleteket kapjuk:

Aleaa —+ Ble_o‘“ - Ag + BQ (2158)
2m
oAy — aBy — aA e + aBje " = —ﬁfy(Ale“a + Bye ) (2.159)

Eqgy oldalra rendezve az I-es és II-es tartomanyokhoz tartozo amplitudokat irjuk dt az
elozo egyenleteket:

A e + Ble_aa == A2 -+ B2 (2160)

2m 2m
(1 — ﬁ%) e“ A — (1 + ﬁz) e B = Ay— B (2.161)

frjuk fel matriz alakban az elézé egyenleteket:

( (1~ %;G'Y)e -1 f%) eoe ) ( B ) = ( L ) ( 5 ) (2.162)

A jobboldalon lévd mdtriz inverzével beszorozva mindkét oldalt a kovetkezd alakra hozhatjuk
az elozo egyenletet:

et 1 e e A ([ A

(0 () (8)-(8) e

Az egyenlet bal oldaldn dllo mdtrizot transzfer mdtriznak hivjuk. Segitségével a i-dik tar-
tomdny amplitudoibol megkaphatjuk a kovetkezd tartomdny amplitiudoit:

T < gz ) = ( gi ) (2.165)

Ha eqy N cellabol dallo lancunk van periodikus hatdrfeltétellel, akkor

Is'
@REE

N

TVxy = %o, (2.166)

ahol x; az (A;, B;) amplitidokbol dlls vektor. Vizsgdljuk meg a T transzfer mdtriz néhdny
tulajdonsagat! A (2.166) szami hatdarfeltétel esetén a transzfer mdtriz sajatértékeinek
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nyilvanvaldan egységgyokiknek kell lennie: Ay = €', Ay = e~ és Tr{T} = 2cos (¢) < 2.
Konnyen ellendrizhetjiik emellett, hogy a determindnsa eqységnyi, vagyis a mdtrixz unitér.
Ebbol a feltételbdl egyszerien meghatdrozhatjuk azt az energia tartomdnyt - energia sdvot
- ahol a periodikus hatdrfeltétel teljesiil:

Tr{T} = <1 - El) e + <1 + ﬂl) e =2ch(aa) — ngsh(aa) <2 (2.167)

h? o h? o >
() ()0 () e
%a > aatanh (%) (2.169)

Pozitiv energidkra a 2.155 szdma hullaimfiigguényben o helyére a tisztdn képzetes ik hul-
lamszam keriil, igy a 2.169 feltétel a kovetkezoképpen maodosul:

mry ka
720 < katan (7) (2.170)

2.15 Megoldas A feladat megolddsihoz elészor sziikségiink lesz a segitségben megadott
azonossdagok beldtasdara, melyek kozil az elsot irjuk le, a mdsodik hasonloan beldthato. A
bizonyitashoz teljes indukciot haszndalunk:

[ d d
n=1: _@W?‘aﬁ]—f

o [ -2 (-t

d d d
_d—q;q]fzd—q<qf>—qd—{]=f+qf'—qf’=f
S d\"" [d d\" AV
et gl g) = Ll @) (@)=

(AN (AN (AN T (AN
g’ \" " dg T g ") LA\ dq))
q dq q dq q dq = q dq
a) Az elsd dllitas bizonydtasihoz derivaljunk bele az Hermite-fiigguény definicidjdba:
d [ & d\" _& 2 d d\" _&
H' = — ez - — 2 | =gH. T - — T =
n(2) m <e <q dq) e ) qHn(q) + e a7 (q dq) e

&2 d\" d _g d\"" e
= g¢H, ) — ) e 7T — -5 | =
qH,(q) + e ((q dq) dqe +n (q dq) e >

o2 d\" &2
— GHo(q) + nHo(q) — €% (q—d—q % =

22 d\"' 2 2 d\" &
= qH,(q) +nH, 1(q) +ezn (q—d—q) e T —ezq (q—d—q) e T =

= gHutq) + nHy(q) + nHn1(q) — gHetq) = 2nt,-1(q)
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Ezzel az elsd dallitast beldttuk. Tekintstik most a mdsodikat:

2 d\" _2 & d\" d\ _o
Hn(qg) = e* (q - d_q> e =e? (q - d_q) <q - d_q) e 7 =
d

Atrendezve, illetve eggyel eltolva a sorszamozdst megkapjuk a mdsodik egyenletet:

2q¢H,(q) = Hpt1(q) + 2nH,—1(q) (2.171)

b) A bizonyitott két dllitds jobb oldalainak Gsszevetésébdl kapott egyenletet felirva, ebbe
ujra belederivdlva, majd felhaszndlva az elsé dllitdst, végil dtrendezve::

H,(q) = 2qH,(q) — Hnt1(q) (

H,(q) = 2H,(q) + 2q¢H,,(q) — H,,,,(q) (
H,(q) = 2H,(q) + 2¢H,,(q) — 2(n + 1) H,(q) (2.174

H,(q) — 2qH,(q) + 2nH,(q) = 0 (

2.16 Megoldas Mivel x < 0-ra V(xz) = oo, ¥(0) = 0 peremfeltételnek teljesiilnie kell.
x > 0-ra a Hamilton operdtor eqy harmonikus oszcillator Hamiltoniyaval egyezik meg, igy
a Schrodinger-egyenletnek megolddsa lesz x > 0 esetén a harmonikus oszcilldtor minden
olyan hullamfiigguénye, ami tudja a peremfeltételt. Mivel az Hermite-polinomok tisztan
pdros vagy tisztdn pdratlan hatvanyokbol dllnak, a harmonikus oszcillator pdratlan sor-
szami megolddsai kielégitik a peremfeltételt. A normadldsra figyelniink kell még, ugyanis
most a [0—o00) kdzti integrdlnak kell eqységnyinek lennie. Ez az Hermite-fiigguények szim-
metridja miatt azt jelenti, hogy N, /\/2 lesz a megfeleld normdldfaktor. fgy a Schréodinger
egyenlet megolddsai:

22

N T 222
2kl Hop i1 (xio) e >0, hax>0

Vp(x) = V2 (2.176)
0, hax <0

1

Ek:hw(2k+1+§>, k=0,1,2,... (2.177)
A rendszer alapallapota tehdt:
Ny T _%

pow) = | B () € haw> 0 (2.178)

0, hax <0

3
Ey = 57%} (2.179)
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fgy az x operdtor varhato értéke:

(), = /71;151{1 (mﬁo) e ”‘Od;v—/xo 5 4 2edg =
0

x? T To 1 h
0 4q3e*q2dq= o+ _

dag/T V72V dmwr
0

2.17 Megoldas A Hamilton-operdtor felbonthato hdarom fiiggetlen harmonikus oszcillator
0sszegére:

o 1 R 92 1 292 1
H=-—-———_1+= 2.2 A 2.2 ol 2 2
( 2m8x2+2mwx>+< 2m8y2+2mwy)+< 2m822+2mw2>
(2:180)
Keresstik a hulldimfiggvényt ¢ (x,y, z) = A(x)B(y)C(z) alakban, ekkor
n? 9*A(z) 1 22
Hos) = (g + g fu>)z3 ) +
h* 9By ) 1
+ (—% BE 2mw y*B ) Az
h? 0°C(z ) 1 2,2
+ (_% 022 2 Z0(z )A = EY(z,y, 2)

FElosztva mindkét oldalt ¢ (x,y, z)-vel:

1 ISR OB AR
z A(x)2m  0Ox? oM

1 1 R PBly) 1 .,
AW (_B(y)% Oy +§mwy>+

1 1 B PC() 122
+A(:p)B(y)< C(z)2m 022 +2 ) E

Barmely x,y, z értékre ez gy teljesiilhet csak, ha a fenti kifejezés minden zdrdjelben lévo
tagja konstans, innen:

AN ST A(z) = By A(x) (2.181)
2m Ox? mex T = Be 8T '
2 02 1
(_%8_3/2 + 577%0292) B(y) = EyB(?/) (2.182)
h? 02 1 5,
E4 Byt Bo—E (2180

Tehat mindhdrom iranyban mostmdr eqy-eqy kilondllo harmonikus oszcilldtorral van dol-
gqunk, melynek ismerjik a megoldasdt. Iqgy

T z

_z2+y +z
Ungmym. (€Y, 2) = Np, Np, Ny Hy, (—) H,, <£> H,, (—) e (2.185)
x X

0 Zo 0
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3
Erymnym, = hw <nx +ny +n, + —> , ahol ng,ny,mn, =0,1,2,... (2.186)

2
Vildgos, hogy kilonboz6 (ng,ny,n,) kombindciok kiadhathatjik ugyan azt az energidt, ha
az 0sszeqiik azonos. Nézziik meg, hogy hdnyszorosan degenerdltak tehdt az egyes mivok.
Legyen n = ng + ny + n, fix. Ekkor adott n, mellett dsszesen n — ng, + 1 darab olyan
(ny,n.) pdr van, melyek dsszege ny, + n, = n — n,. Hogy megkepjuk azt n-edik nivé
degenerdltsagdt, ezt kell dsszegezniink lehetséges n, értékekre:

dn = i”_”x+1=(n+1)(n+1)— inx:(n—i—l)z— (nt+1n+2) _

2
nz=0 Ne=0
+1)?2 n+1 (m+1)? n+l (n+1)(n+2)
— 1 2 _ (n — —
(n+1) > T3 S 2

Az elsd néhany szint esetében:

n

o —lol 3

d
1
3
6

2.18 Megoldas A Hamilton operdtor az impulzusban csak négyzetes tagokat tartalmaz,
ezt kellene elérniink a potencidlban is, hogy a problémdt visszavezessiik az eqyszeri kétdi-
menzios oszcilldrra, amely a 2.17. példahoz hasonléan egyszeriien megoldhatunk. FEhhez
a potencidlban szerepld mdsodfoko kifejezést kanonikus alakra kell hoznunk:

P raay+yi=@y( o 2 )(° (2.187)
2 1 y

A mdtriz sajdtértékei és sajdtvektorai:

N 2+ a 1 1
1 — D) ) \/5 1
2 -« 1 1
Ny — .
2 2 ) 5 ( -1 )
(x,y) vdltozokrol térjink dt tehdat a kivetkezd (u,v) vdltozdkra:
24a (x+y 2+ a( +y)
U= = T
V 2 \ 2 2 Y
2= afx—y _\/2—04( )
TNV s )T Y

Ekkor 22 4+ axy + y? = u® + v2. Nézzik hogyan kell dtirnunk az impulzust tartalmazd
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tagokat u-t és v-t tartalmazokra:

0 ou 0 ov 0 1 1 0
9r ~ oz0u ozow 27 ““ FaviTag,
? 24a +\/(2+ )(z—a)gg 2+a ”
&52 8u48 aui% o 1 ) o o (1% 48 o
9 = ayoutoyae — 22T %% "2V g,
0 2+ad J(2+a)2-a)d 8+2+a 0?
0y? 4 Ou? 2 ou dv 4 Ov?

0? ? 240 d®  2—a

@4_@ B 2 8u2+ 2 Ov?

Tehat a Hamiltoni alakja:

h22+0482+1 22 4 K2 2 04(92+1 5 o
= — mw u® + —— — mwv
2m 2 Ou? 2m 2 Ov?

(2.188)

Ekkor eqy (u,v) — (w, z) dtskdldzdssal, a kivetkez6hoz jutunk:

2 —i— a 0
5 o (2.189)

2 2+oz8

= = 2.190
2 a ~ 82 2 Ov ( )

h? W2+ a o 1 ,2—a,
- - = 2.191
2m8w2+2 M g T g (2.19)
(2.192)

Bevezetve wy = ,/QJgaw lletve wy = ,/Q’Taw valtozokat eljutahatunk eqy anizotrop kétdi-

menzios oszcillator Hamaltonijahoz:
h? 92 1 n o? 1
= ———— + —mwiw? — — = + ~mw3z? (2.193)

Ennek Schridinger-egyenletét a 2.17.példahoz hasonloan kénnyen megoldhatjuk:
1 1
Enx,ny = Ty (nm + 5) + hw <ny + 5) (2194)

2.19 Megoldas Vezessiik be a B = Q}T’;‘C illetve az a = ’/ZrTZL |E| mennyiségeket. Ezeket
felhaszndlva a Schridinger-egyenlet alakja:

B
V(@) + —t(x) — a’(z) = 0 (2.195)
Az asszipmtotikus viselkedés:

Un() — a®Pa(z) =0 = a(x) =" (2.196)
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Keressiik tehat a megolddst

U(x) = e *u(x) (2.197)

alakban! A derivdltak:
V(r) = —ae”*u(z) + e/ (z) (2.198)
V' (z) = o’e " u(r) — 20e™ "/ (x) + e " (z) (2.199)

Beirva a Schrodinger-egyenletbe a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk u(x)-re:
" !/ B
u'(z) — 200/ () + —u(x) =0 (2.200)
x

Keressiik u(x)-et polinom alakban, igy u(x) és derivdltjai:

u(z) = Z e x’ (2.201)
r=0
u'(z) = Z cp(r + )zt (2.202)
r=0
u'(z) = Z cr(r+s)(r+s—1a" 2= Z cra(r+s8)(r+s+ 1)zt (2.203)
r=0 r=-—1
(2.204)
Visszairva a (2.207) egyenletbe a kivetkezdket kapjuk:
r=—1: ¢-s(s=1)=0 = ¢, =0 vagy s =0 vagy s =1
r>0  cu(r+s+1)(r+s)—2ac(r+s)+ Be =0,
tehat 5 B
alr+s) =B (2.205)

Crit = (r+s+1)(r+s)

Innen azt kapjuk, {Logy ha ¢, = 0, akkor ¢,y is az, tehdt co # 0, hisz ekkor az egész
fiigguény 0 lenne. Igy vagy s = 0 vagy s = 1-nek kell teljesiilnie. s =0 esetén c¢;-1-0—
2acy - 0+ Beg = 0, tehdt cg = 0 kéovetkezne. Ez nem lehet, igy s = 1-nek kell teljesiilnie.
Igy

2a(r+1)—B
Cri1 = Cr 2.206
T+ 2)(r+1) (2.206)
Ha r — oo, akkor c,41 ~ %cr ~ 27acr, ahonnan u,(z) = €**®, mivel
oo o (2007)" Cri1 (2a)™ ! 20
= = — = 2.207
c Z 7! r (r+1)!12a r+1 ( )

r=0

Innen © — oo esetén (x) — e % = ¢ szerint divergdl, ami nem lehetséges. A
megolddsunk csak akkor lehet j6, ha u(x) egqy véges fokszami polinom, ezért léteznie kell
olyan B-nek, hogy valamely n = rq. + 1-1e

20(rpmae +1) = B=2an— B =0, aholn=1,2,3... (2.208)
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Igy
B B 2mC' 1 mC' 1

== = = - 2.209
2n 2h% n h? n ( )
Vagyis az energia csak diszkrét nivokat vehet fel:
R? m?C? 1 mC? 1
E,=—— — =— — 2.210
2m k% n? 2h?% n? ( )
2.20 Megoldas Vezesstiik be a kovetkezo jeloléseket:
2m 2m 2m
ap = ﬁdl, a9 = ﬁdg, o = ﬁ|E| (2211)
Az g vdltozokkal a Schridinger-egyenletet igy irhatjuk fel:
¢+ 2o — 26— a9 =0 (2.212)
x x
Az egyenlet aszimptotikus alakja:
¢ —a’p=0 (2.213)

melybdl kovetkezik, hogy a megolddst a ¢(x) = us(x)e=** alakban kereshetjik, ahol:
us(x) = 2° Z bix'. (2.214)
i=0

Vildagos, hogy igy liII(l) W(x) =0, tehdt a peremfeltétel teljesil az x = 0-ban. A hullamfiigg-
T—
vény masodik derivdltjdat a kovetkezoképpen irhatjuk:

//

= (ul = 2au, + o’u,) e (2.215)

A masodik derivdltat a (2.212) szdmi egyenletbe helyettesitve a Schridinger-egyenletet igy
irhatjuk:
ul =20, + (2 = B u, =0, (2.216)
r
Szamoljuk ki a fenti egyenletben szerepld derivdltakat:

o0

ul, = Z(z + 8)biz" T = shoxtT! 4 Z(@ + 5+ Db 2't* (2.217)
i=0 1=0

wl = Y (i+s)(i+s— ' = (2.218)
=0

= s(s— Dbpr"  +s(s + Dbz '+ Y (i +5+2)(i + 5+ 1biyar’

1=0
1 > > ,
—Ug = Z bix”s’l = boiL'Sil + Z biJrl.I'lJrs (2219)
v 1=0 i=0
1 L %0 |
EUS = Z biflfH_S_z = bol’s_2 + bl.TS_l + Z bi+2x’+5 (2220)
=0 1=0
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Helyettesitsik be a derivdltakat a (2.216) egyenletbe:
(5(5 — 1) — ag) box® ' 4 (s(s + 1)by — 2asby + arby — azby) 2°* (2.221)

+ Z i+ 5+ 2)(i 45+ 1)bipa — 20(i + 5 + 1)biy1 + arbip — agbips) 377 =0
=0

Nyilvanvaloan az egyenlet bal oldaldn allo polinom minden egyiitthatojanak nulldval kell
egyenlonek lennie:

0 = (s(s—1)—az)bo (2.222)
a; — 2as

b = ———b 2.223

! s(s+1)—ag ( )

a; —2a(t + s+ 1)
(it+s+2)(i+s+1)—

bi+2 bi+1 (2224>

A by = 0 wvdlasztds u(x) azonosan nulla megolddst eredményezne. Ha az s kitevd nega-
tiv, akkor az u(x) figgvény irrequldris az x = 0-ban, tehdt s = % +y/as + 1. Az u(x)
polinomnak véges fokszdma polinomnak kell lennie,ezért

a; =2a(n+s—1). (2.225)
Tehat az energia:

hQ 2 d2
Bp=—— 1 (2.226)

—1)2 2 2
Smnbs =18 WLy fma )

Az eredmény dy = 0 esetén megegyezik a 2.210 egyenlettel.

2.21 Megoldas Mivel a betiltési szam reprezenticio bdazisat épp a Hermite-fiigguények
2

adjdk [n)-nek koordindta reprezentdcidban N, H,(q)e™ T felel megq = % és N,y = ————

0 2nnlzo/m

valasztas melett. fgy

zln) = 22 (a' + a) n) = (\/n+1|n+1>+\/ﬁ|n—1)> (2.227)

SlE

To (
V2
Ezt koordindtereprezentdcioba irva:

2 2

q X 4 9
J;Nan<q)e_7 = —0 (\/ﬂ"i‘ 1Nn+1Hn+1< ) 2 + \/_Nn 1Hn 1( ) 2) (2228)

V2
T _ T vn+1 NZD
QQmmﬂiﬂn(Q) ( n+1 m\/_ﬂ'i n+1(Q)+ 2n; m\/_ﬂ% ’fl 1Hn 1( ))

(2.229)

%qﬂnm):ﬁ Hor(q) + V2r HyA(g) (2.230)
1

qHu(q) = nHp1(q) + 5 Huta(9) (2.231)
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2.22 Megoldas A 5.7 megoldds sordn meghatdrozzuk (x*), és (p*), értékét:

h 1 1
2 _ v - 2 _ -
(%) = - <n—|— 2) (p*), = mhw (n—l— 2) (2.232)
lgy tehat
I 1 Tuw 1 n? 1 Fiw 1
V= gmea s (”*5) r) ("*5) D) = g mbe (”*5) ) (“*5)

(2.233)
Mivel E,, = hw (n + %), teljesil, hogy (V), = (T), = .

2.23 Megoldas Vildgos, hogy a A;; Hamilton-operdtorral vett kommutdtorait kell kiszd-
molnunk. Az xx és yy elemek nyilvdnvaldsan kommutdlhan a Hamiltonival, tehdt elég
csak az xy elemet mequizsgalnunk a mdtriz szimmetrikussiga miatt:

2 2.2 2 2,92 2
P mw?x D mw?y? pup mw?ay
H: A — Lrr Yy . Y
[ ] {2m Tt T T o T }
_ ﬁ mw?ay N ﬁ mw?zy N mw?x® pLpy N mw?y?  pepy _
om’ 2 om’ 2 2 ' 2m 2 ' 2m
hw? hw? hw? hw?
= — Dz — - — —Yp. =0
9i DY g Pyt T Py T P

Megjeqyezziik, hogy a mdtriz nyoma épp az energia, determindnsa pedig az impulzusmo-
mentum operdtor. Ha A;; minden eleme megmaradd, akkor nyilvdin ezek kombindcidjdabdl
elodllitott nyom és determindns is.

2.24 Megoldas a)

=Yl ale)=ala) 2234
Innen -
ala) = icna In) = icn\/mn —1) = icnﬂ\/n——l—lm) = aicn |n) (2.235)
n=0 n=1 n=0 n=0
Tehat

acy, antl

" 1ny (2.236)

Cpp] = ——m— = Cp—— = |a)=c
v Skl ey R U D Do

A normdldasbol megkaphatjuk co értékét:

« o
1= (o] @) = |e|? Z ( ‘ = |co |2e|‘)‘|2 = coze_‘T (2.237)

Tehat o alakja a kovetkezo:

o o A a2 o @ (af)" B
Ty ——ny=e 2 Y ——L|0) = 2 " |0) (2.238)
n:O\/m n=0 n'



b) Az |a) dllapot idéfejlédése a kovetkezd alaki:

d)

a2
o, t) = e il |q,0) = =% Z\/_—Ht|n>

‘a|2 oo i o0
e Ok R Syl k
n=0

wt

= 'Y ’oze “"t> =e "2 |a(t))

—zwt T)n

|0) =

—iwt

Vagyis eqy e i fazisfaktort leszamitva valéban azt kaptuk, hogy o(t) = ae va-
lasztdssal leirhato a koherens dllapot iddfejlodése, illetve hogy koherens dllapot ko-
herens marad az idéfejlodése sordn.

— (o] hw (m + %) o) = (ra )] + %) ~ fuw (\042 + %) (2.239)

(B () = (a2, — (22) = (), ~ )?) (2:210)

A fenti kifejezésben szereplo tago/mt kell kiszamolnunk:

h h h
_ t =4/ —— (a* =1/—2 2.241
(1) = /5 falal +ala) =/ (o' +a) = \/;o—2Ra  (2241)
hw hw hw
(p), =i mT (a|a’ —ala) =i mT (" —a) = mTzsm (2.242)
Felhasznalva, hogy [a,a*] =1
(2 = N (a|a™ + a2 + ad’ + alaa) = e (o]a’™ + a2+ 2ata + 1|a) =
o 2mw 2mw
h * 2 h 2
<p2>a = —@ (af a” +a® — aal —ala la) = —@ (o a” + a2 —2afa—1 la) =
hw hw
= _mT (4o - 2\04\2—1) :mT(l—i—ll(%a)Q)
Ezeket behelyettesitve:
(Az)*(Ap)° = ((2*), —{0)2) = ("), — )2) =
h h 2 mhw 2 mhw
= 144 ——A — (14+4(S ——Aa
<2mw ( +4(Ra) ) 2mw (¥a) ) ( ( +4(Sa) ) 2 (
~ h o omhw h_2
C 2mw 2 4
Tehat AxAp = 3, b wvagyis a Heisenberg hatdrozatlansdgi reldcio egyenlétlensége éles,

a hely- és Zmpulzusbizonytalansdg szorzata minimalis.
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e) xg= @/% illetve N = \/%F jelolést bevezetve, illetve felhaszmalva, hogy koordindta-
zo\/T

22

reprezentdcidban |0) = Ne >, |a(t)) alakja koordindta-reprezentdcidban a kévetke-

20: ,
la(t)] z

a(t)[? 2 ) (,_ i _a?
la(t)) = e~ 25 +aval |0) =e 2 ewoﬁ( ’”“’p)Ne 25 (2.243)

Vezessiik be a ¢ = x/xo-t vdltozot, és haszndljuk fel a 1.3. feladatban szerepld Baker-
Campbell-Haussdorff formuldt:

lo(n2 (o), o) d 2 o2 _a®?[, _d] ela _at) d g2

|Oé(t)> = N@_a2 @(x/ﬁq fd) %:NB_QQ Ne 4 [’ dq]e\/ie V2 dge &
la@)? _a®? alte Ql g2
= Ne "2 Ne 1 ev2ze vzdie 2

Tudjuk, hogy mivel az eltoldsok generatora ead%f(q) = f(q — a), az utolsd két tagot
konnyen egyszerisithetjik. A levezetés végén pedig felhaszndljuk a (2.2/1) és (2.2/2)

egyenleteket.
la®? _am? ald (“%)2 la(®)|? a(t)
‘Oé(t)> = Ne 2 e 12 ev2e ~ 2  =Ne 2z e \[a(t) —
_ Nef%(q2+(§Ra(t))2+(Sa(t))2+(§Ra(t)) —(Sa(t))?42iRa(t) Sa(t) —2v2Ra(t) g— mﬁsa(t)q) _
_ N b(avaRan) +iRa()Sa()+ivISae _ o5 (4 @Y i gpil®
_ N@—%—H%z-&-ii@)ﬁ@ N G 2::) 1iledy

Az utolsé tag csak egy konstans fazis, amit nyugodtan eldobhatunk, ekkor az |a(t))-
val ekvivalens hullamfiigguényt kapunk, erre utal a ~ jel. A teljes iddfiiggd koherens
allapot igy:

ot _(==(=))" <»"0>) () wt
.ty =¥ fatt)) =\ [mme 8 ) (221

= % sebességgel mend xqy szorasi Gauss-fligguény, ams

az iddfejlodés sordan ldthato modon nem folyik szét!
£) Tegyik fel, hogy van egy |) vektor, hogy a' |8) = §18)

aT(ﬁ07ﬂlaﬁo2>ﬁ37-") ( 507\/_517\/_527"') (ﬁ07ﬁ17ﬂ27ﬂ37"'> (2245)

‘;v|w\€

A végeredmény eqy v =

~
J

Ezeket osszevetve:

BB = 0

BB = Bo

BB = V2B
BB = ViBia

fgy mavel By = 0, az dsszes B; = 0, tehdt a nullvektort kapjuk eredményiil.
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3. fejezet

Reprezentaciok és
kvantummechanikai képek

3.1. Elmélet

3.1.1. Diszkrét reprezentaciok
Legyen A egy diszkrét spektrummal rendelkezé hermitikus operator a H Hilbert téren,
Al =M 0y (neN) . (3.1)

Valamely |¢) € H allapotra 3! a¥ = 4 (n| ¥) € C (n € N),

[y = Im* A n[0) = ay )" (3:2)

I

Ekkor az ¥ = {a}} € (* vektort a [¢) dllapot diszkrét A-dbrdzoldsénak nevezziik. A
diszkrét abrazolas tehat az

Ry:H =%, Ralp) =a?, (3.3)

unitér leképezés, hiszen

(eley = (af) af) = (a*)'a” . (3.4)

n

AzO:H—H operator abrazolasat a kovetkezoképpen definialjuk:

Olm* =Y Im)*On, = O )=) |m)* Op,al. (3.5)

tehét az O |¢) llapot A-dbrézoldsa az O*a’ = {3, 02, a¥} € 2 vektor, ezért az O*

mn n

(végtelen) matrixot az O operétor A-dbrazoldsdnak hivjuk.
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Hermitikus operator abrézolasa énadjungalt matrix:
Oty =m0 In)* = (* (] 0 Im)*) = (04,)" . (3.6)

Az operatorok abrazolasa az dsszeaddsra és szorasra nézve homomorfizmus:

A m| O1 4 Oz [n)* = 4 (m| O1 )" + A (m| Oz [n)* = O, + 02, . (3.7)
A ] 0105 [ = 37 4 (1] Oy [k 4 (k] O ) ZO{‘kaQ = (QfQ;“)
k
(3.8)

Tekintsiink két reprezentaciot, melyeket az A és B diszkrét spektrumu hermitikus ope-
ratorok generalnak. Belatjuk, hogy a két reprezentacié unitérekvivalens, azaz az U =
RaRg' : 2 — (2 leképezés unitér. Mivel barmely [¢)) allapotra,

ZCW n)* Z Y n)? (3.9)

a? = Z Am|n)? 0¥ = ¥ =U b’ <= Ry =URg, (3.10)
——_—— =

n
Umn

ahol U a két reprezentécié kozotti dttérés matrixa. A definiciébol kovetkezik, hogy

és a bazisfiiggvények ortonormalitasabol,

H—/

6777,71

ZU*Auk: nk—ZUnk y=UU =1=UU. (3.12)
5lk

Innen az is kovetkezik, hogy az operatorok matrixelemei barmely reprezentaciéban kisza-
mithato:

(0|0 [¥) = (a?)' 0*a¥ = (a®)' UV O*U'U ¥ = (1¥) 0P 1% . (3.13)

Az operatorok ilyen diszkrét reprezentacidjaval tulajdonképpen végtelen matrixokat ka-
punk, az ezekkel felépitett kvantummechanika Werner Heisenberg nevéhez flizodik, és
gyakran hivjak ezt a targyalasmodot matrixmechanikanak.

3.1. Példa Diszkrét reprezentacio bazisaul vdlaszthatjuk példdaul a harmonikus oszcillator
Hamilton-operdtordnak sajdtbdzisdt (|n)):

Hln) = (% - ;mw @ ) In) = hw (&T&+ %) In) = hw (n - %) In), (3.14)

ahol bevezettik a (2.5]) és (2.55) képletekben szerepld harmonikus oszcilldtor keltd és
eltiintetd operdtorokat:

mw 1 mw 1
i = | =3 + iy ——P if = | o2 — iy =——p 3.15
“ on " T 2! “ on " T " 2mn? (3.15)



V1 0
V1
0 V3 at=1] 0 (3.16)

~o§loo

Mivel a|n) = /nln—1) ésa'|n) =v/n+1|n+1), a és a' mdtriza a kévetkezd alaki:
0
0
0
0

0o .-

0 vV2 0 ---

a = 0
0

3.2. Példa Diszkrét reprezentdciot csinalhatunk 1% és L, operdtor kozos sajatbazisan:
L2 |l,m) = K20(0 4 1) |1, m) L. |l,m) = hm|l,m), (3.17)

ahol £ =0,1,2..., illetve réogzitett £ mellett m = —0, 0+ 1,...,¢ — 1,{. Rendezziik tehdt
az |l,m) bdziselemeket { szerint nivekvd sorrendbe, majd az azonos (-hez tartozdkat m
szerint novekedve: 10,0y, |1,—1), [1,0), [1,1), [2,—2), |2,—1), |2,0), |2,1), |2,2),
sth... Ezen a bdzison L2 ill. iz matriza:

T2 2

(3.18)

3.1.2. Koordinata reprezentacio

A koordinata renprentacié erés optikai analdgiakat mutat, gyakran hivjak hullimmecha-
nikanak is, kidolgozasa Erwin Schrodinger nevéhez flizodik. Koordinata reprezentacidéban
valasszuk a koordinataval vald szorzas operatorat az & operatornak: & = z-. A 3.1.1 fe-
jezetben lattuk, hogy diszkrét reprezentaciét tudtunk csindlni egy tisztan pontspektrumu
operator sajatbazisan. Kz nyilvanvaléan lehetetlen a koordinata operator sajatbazisan,
hiszen a szorzds operdtornak nincsenek sajétfiiggvényei (ldsd 1.13. példa). Spektrélfel-
bontdsa azonban természetesen van, {gy egy absztakt W € H vektor (3.2) egyenletben
szerepld kifejtése az (1.24) egyenlet szerint irhat6 (A helyett z-et hasznalva valtozoként):

7y = / dr|6.) <5il :1,>: / dr () |62) (3.19)

ahol a diszkrét koordindtakkal rendelkezé a¥ € 2 kifejtési egyiitthatékboél allé vektor he-
lyett megjelent a folytonos indexti kifejtési egyiitthatokat tartalmazé ¢ (z) € L? fiiggvény,
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mely természetesen éppen a hullamfiigggvénynek felel meg koordindta reprezentacioban.
A bézis ortonormaltsaga a (3.22) egyenlet alapjan:

(5] Oy) = / da6(z — Ao — N) = 5(A — V) (3.20)

Mint ahogy a (2.21) egyenletben megmutattuk, az impulzus operatort a Lz reprezentalja
melynek approximativ sajatfiiggvényei az 1.14. példaban szereplo egyre szelesedo Gauss
fiiggvények, melyek (ha a norméldstdl eltekintiink) sikhullimokhoz tartanak. A tébbi
dinamikai mennyiséget eloallithatjuk a koordinatabdl és az impulzusbol.

3.1.3. Impulzus reprezentacié

Impulzus reprenzentacioban vélasszuk a koordinataval valé szorzas operatorat p-nek: p =
p-. Ekkor a koordinata reprezentaciohoz hasonléan

¥ = [ dplé) (5] ¥, = [ dp vo)16,), 321)

Y(p)

ahol ¥ (p) € L? fiiggvény a hullamfiigggvény alakja impulzus reprezentéciéban. A bdzis
ortonormaltsaga itt is:

(63 8x) = [ dpd(p = Moo = X) =50~ ) (3.22)

A koordindta operatornak z = ———p—t kell valasztanunk, hogy konzisztensek legyiink a
Heisenberg felcserélési reldcidokkal, 1d. (2.1.2) egyenlet:

5,31 90) = =2 (p 000 - () = Tu0, B2

Az 1.14. példa utan emlitettiik, hogy a koordindta és az impulzus operatorok egymaés
Fourier-transzformaltjai. Eloszor is lassuk be ezt koordinata és impulzus reprezentaciot
hasznalva:

av(z) d __, L
- ] —enbr (F = - (F¥ 24
dx d.rJr F ( \/ﬂ eh -F ) )dp hf <p (-F )(p)) (3 )
—>hpeﬁ
Vagyis
hd B hd\ .

Azaz az impulzus operator koordindta repzentaciéjanak Fourier-transzforméltja épp az
impulzus operator impulzus reprezentaciéjaval egyezik meg, ami impulzustérben az im-
pulzus koordinataval vald szorzéas. Az is vilagos, hogy egy | V) dllapot koordinata és impul-
zus reprezentacidja kozott a Fourier-transzformaélds adja az atjarast: Ha |¥) . = (z),
akkor [W), = = p(p) = Fib(z).
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3.1.4. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié
Koordinata-impulzus

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié egyike a kvantumvilag klasszikus gondolkodés-
sal legnehezebben érthetd tulajdonsigainak, kivetkezményei pedig igen szertedgazoak.

Vegytink egy olyan |¥) éllapotot, melyre (V| Z |U) = (¥|p|¥) = 0. Ha ez nem teljesiil,
akkor toljuk el a koordinatat, és tekintsiik & helyett az & — xy operdtort, ahol zy =
(V| 2 |¥). Jarjunk el hasonléan p-vel, igy a fenti kritérium mindig teljesithetd. Tekintsiik
koordinata és impulzus térben is az allapot szorasnégyzetét:

=)= [@pwra o= ()= [rlewra (3.26)

hd
070, = (w| 2¥) (pel pe) = (vy)| 2¢)) < ) di}

'< ¢|nd¢> 2@( h%)) (wﬂ%m i asw): 59

<< W;a\i@?z( vl > ( ’zdaf >> :(W) (3.29)

(3.30)

(CSB)
i dy > s

W de -

(3.27)

h
Jrap Z 5 (331)

Ahol az utolsé egyenelet a koordinatara és impulzusra vonatkozé Heisenberg-féle hataro-
zatlansagi relaci6. Viladgos, hogy ha & és p helyett tetszdleges A és 3 operator szorasara
vagyunk kivancsiak, akkor az elsé sor harmadik kifejezésébe x- és & ;— helyére Aés B
operétort irva a szamolds a hamadik sor masodik képletéig végigviheto, ahonnan:

o2 > M (3.32)

2 2
1% = 20

A (3.31) egyenletet dsszevetve az (3.26) egyenletekkel lathatd, valamely ¢ (x) fiiggvény és

Fourier-transzformaltjanak karakterisztikus szélessége Osszefiig egymaéssal: valds térben

sziik fliggvények hullamszam térben szélesek és forditva. Tekinthetjiik példanak a Gauss-
fiiggvényt:

1 22 1 202 p2o2

,QZ} T) = e_m 90 p = —e_ h2 333

@)= 5= (» (3.33)

Ezen latszik, hogy a hatarozatlansagi relacioban szereplo egyenlotlenség erre éles, vagyis

ez egy olyan hullamfiiggvény, melyre a hatarozatlansag minimalis, az ilyen allapotokat

koherens allapotnak nevezziik, 1d. 2.24. feladat. Ha a fiiggvények fizikai jelentését is

vizsgaljuk, akkor pedig azzal szembesiiliink, hogy egy részecske helye és impulzusa nem
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lehet egyidejiileg tetsz6legesen meghatarozott'. Ez merében 1j a klasszikus vildghoz ké-
pest, hiszen ott akar a Newton-, akar a Hamilton-egyenletek megoldasahoz sziikségiink
van a kezd6 hely és impulzus értékére a mozgasegyenletek megoldasahoz, és egy részecs-
ke palydjanak meghatarozasahoz. Kvantummechanikaban ezt a kettot nem ismerhetjiik
egyszerre tetszoleges pontossaggal, illetve nincs értelme a palya fogalmanak sem, hiszen
egy részecskérol a hullamfiiggvénye alapjan csak annyit tudunk megmondani, hogy hol,
épp milyen valdszintiséggel van.

Természetesen lehet a hullamfiiggvény egy id6pillanatban tetszolegesen szilik (kis széra-
su), azonban az allapot az idé mulasaval szétfolyik, hacsak a hullamfiiggvény nem épp a
Hamilton-operator sajatallapota. Nézziik meg ezt egy koherens dllapotbdl iditott szabad
részecskére (A levezetés megtalalhaté a 3.2 megoldédsban):

oW (t, x) h? 0*W(t,x) J
b= v (0,z) = 4o 3.34
‘ ot 2m 0x? ( 71’) N 27‘(‘0‘%6 ’ ( )
U(t,z) = — e ‘(oirim) (3.35)
e

Vagyis az id6fiiggd Schrodinger-egyenleg megolddsa egy Gauss-hullimesomag o2(t) = o+

% paraméterrel, azaz az id6 mulasaval a hullamcsomag egyre jobban szétfolyik.

3.3. Megjegyzés A (5. 34)/ szabad Schriodinger-egyenletbol T = it helyettesitéssel eqy dif-

fuzios egyenlethez jutunk. Igy nem meglepd, hogy eredményiil eqy it-vel linedrisan névd
szordasnégyzetet kapunk.

Impulzusmomentum

Korabban lattuk, hogy az impulzus a téreltolasok generatora, és operatora a térkoor-
dinataéval Fourier-transzformalt kapcsolatban van, ami a Heisenberg-féle kommutacios
relaciokon keresztiil a Heisenberg hatarozatlansagi reldaciohoz vezetett. Joggal vetddik fel
a kérdés, hogy a ¢ azimut szog, és ennek eltoldsat (a z tengely koriili forgatdsokat) ge-
neralé L, kozott nem kellene-e hasonlé kapcsolatnak lennie? A naiv hozzallas alapjan
kellene, hiszen pl. (a 4.1 megoldéds alapjan) L, = %% is irhato, igy az analégia még
vildgosabb. Nagy kiilénbség azonban, hogy mig a koordinéta a teljes szamegyegyenes (R)
van értelmezve, addig a ¢ azimut szog csak a [0, 27| intervallumon rdadasul periodikus
peremfeltétellel, azaz topolédgiailag itt szdmegyenes (R) helyett az egységkdrvonalrdl (S1)
beszélhetiink. Igy a Fourier transzformélas is csak a [0, 27] intervallumon torténik, ra-
adasul a periodicitds miatt diszkrét Fourier spektrumot kapunk csak (tekinthetjiik ezt
is annak okanak, hogy L, mindig kvantélt). Az is vildgos, hogy teljesen meghatérozott
L, mellett a szognek maximadlis a hatdrozatlansiga, azaz eloszlasa egyenletes a [0, 27]-

i

n. Tehdat a szérasa maximum Ay, = 7 lehet, szemben a koordinata és az impulzus

ITermészetesen nem tudjuk a két mennyiséget egyidejiileg mérni, sét az impulzust nincs értelme
kozvetleniil a koordindta utdn sem mérni, hiszen a hely mérés mar befolyasolja a részecske allapotéat
(beugrasi axiéma), igy az impulzus mérés eredménye nem azonos azzal, mintha azt a helymérés el6tt
végeztiink volna és vice versa. A fenti mondat alatt azt értjiik, hogy sok azonosan preparélt rendszert
véve -ezek felén koordindta, masik felén impulzus mérést végrehajtva- a kapott statisztikdk szérdsanak
szorzata nem lehet kisebb g—nél.
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esetével, ahol a szoras tetszélegesen nagyra nohet. Ebben az esetben AL, = 0, azaz
AL, Ay = 0. Kis szoghizonytalansag esetén a bizonytaltansagok szorzatanak alsé korlat-
ja tart AL,Ap = g—héz, koztes bizonytalansagokra interpolal az alsé korlat 0 és g kozt.
A téma mélyeb kifejtése megtalalhat [?]-ben.

Energia-id6

Mivel az idGeltolas infinitezimalis generatora az energia, az impulzusmomentummal kap-
csolatos érvelés elején felvetett kérdés itt is jogos: Vajon létezik-e a koordindta és az impul-
zus esetében latott hatarozatlansagi relacié az energia és az id6 kozott? Ehhez sziikségiink
lenne egy ,,id6” operatorra, azonban egyrészt megmutathatd, hogy ilyet konzisztensen nem
lehet bevezetni, masrészt az axiémak kozott szerepel, hogy dinamikai mennyiségekhez
rendeliink operdtorokat, az ido pedig nem az, csak egy paraméter. Kiilonbo6zo rendszerek
allapotai kozti atmenetek vizsgalatakor kibocsatott fotonokat mérve azonban mégis van ér-
telme a kibocsatott jel idébeli és frekvenciabeli eloszldsardl beszélni, melyek, mivel egymés
Fourier-transzformaltjai, természetes modon tudniuk kell a Heisenberg-hatarozatlansagot.
Nézziik meg, mi torténik, ha a (3.32) egyenletbe B helyére a Hamilton-operatort tessziik:

S 2 AN 2
2 2 <[ — i<[/1]f[}> = [ = :
UAOH — ) 2% ) 2 dt (3 36)
Gyokot vonva, és bevezetve a 74 = ;Zé) id6skéléat, és a AE = oy jelolést a kovetkezdt
kapjuk: “
h
TAAE > 5 (3.37)

Ahol tehédt 74 az a karakterisztikus id6, ami alatt egy A dinamikai mennyiség atlaga egy
szorasnyit valtozik.
3.1.5. Kvantummechanikai képek

A kiilonboz6 kvantummechanikai képeket aszerint osztélyozzuk, hogy a fizikai (dinamikai)
mennyiségek idofiiggését a Hilbert tér allapotainak vagy az operatorok, ill. mindketto
idofejlodésén keresztiil irjuk le.

Schrodinger-kép
Az alapvetd dinamikai operatorok (z,p, ...) id6tél fliggetlenek,

A
- =0, (3.38)

és az 1d6fiiggést az dllapotfiiggvény W(t) hordozza az

L OP() -
ih=— = = HJ¥ (1) (3.39)
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dllapotegyenlet révén, amelynek megolddsa a ¢t = to kezddfeltétel mellett egyértelm.
Célszerii bevezetni az U(t, tg) idéfejleszt6 operatort,

(U (t) = U(t, t0)[¥(to)) , (3.40)
ahol R
dU(t,t PN
in ) i gy (3.41)
dt
és R
Ulto,to) =1. (3.42)
Amennyiben H nem fiigg az 1d6tol, %If = 0, az idofejleszt6 operator alakja,
Ult, to) = eM10)/h — |@(¢)) = e HE10)/M (1)) | (3.43)
Az idd6fejleszté operdtor unitér,
Ult, )T = W0/t — [ (ty, 1) = U(t,to) Ut to) =1 . (3.44)

Egy dinamikai mennyiség (matrixelem) id6fejlédése,
A(t) = (U1 (1) [ A[W2(1)) = (W1 (t0)|U (0, 1) AU (to, )| Wal(to)) (3.45)
ill. felirhatjuk a kovetkezo dinamikai egyenletet:

40— oo [ o) X

Az utébbibdl nyilvanval6, hogy ha A feleserélheté H-val, akkor az A fizikai (mérhetd)
mennyiség mozgasallando.

Heisenberg-kép

Az U(ty, t) unitér transzformaciéval ttérhetiink egy olyan lefrasra, melyben a fizikai 4l-
lapotok idében allnak és az operdtorok valtoznak (fiiggenek az id6t6l). Ezt nevezziik
Heisenberg-képnek: )
() = Ulto, ) (1) = [¥(t0)) (3.47)
és ) X o B .
AR () = Ulto, )T AU (tg, t) = e'Hto=t)/h jgitl(t=to)/h (3.48)
Nyilvanvalo, hogy a H Hamilton operator Schrédinger- és Heisenberg-képben megegyezik:

~

A1 () = Tt 0/h eifit=to/h — [T | (3.49)
Az operatorok mozgésegyenletét megkapjuk a (3.48) egyenlet derivalasaval,

dAH () dU(te, )" - - L dU (to, 1)

o = AU (b, ) + U, ) A= (3.50)
1 - PPN N A A~
= = U(to, ) AHU (to,t) — Ulto, ) HAU (to, ¢) (3.51)
1 N
_h[ H} . (3.52)
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Az A dinamikai mennyiség idobeli valtozasat a Heisenberg-képben a

dA(t) 1
Tat ﬁi<

[AH ] (po> (3.53)

egyenlet irja le, mely nyilvanvaléan ekvivalens a (3.46) Gsszefiiggéssel.

Kolcsonhatasi (Dirac-) kép
Ezt a képet abban az esetben célszert hasznalni, ha a H Hamilton operator eloall egy
idofiiggetlen Hy és egy K “kolesonhatasi” operator Gsszegeként, mely explicit idofiiggést

is tartalmazhat, . R R
H=Hy+K(t) . (3.54)

A Schrodinger- és a Dirac-kép kozotti transzforméaciot az
U(t, to) = efloli=to)/h (3.55)
unitér transzformacié definidlja, azaz mind az allapotok,
[P (1)) = Ut 1) [ W (ko) = €M (1y)) (3.56)
és az operatorok,
AP () = Ulty, t) AU (o, )T = eHolto=0)/h jo=ifo(t=to)/h (3.57)

fiiggenek az id6t6l (,mozognak”).

Mozgésegyenletek:
2 weay) = 1) ) 1 s, 1y A2 59
- —%Ho (t10) [0 + 2Ot 1) (o + K (1) 0()) (3.59)
= 0 10) K (1) [9(0) = = K7 (1) 07 (1) (3.60)
J

zh% (Ul (1)) = KP (¢) [¥P(2)) | (3.61)

illetve
d"i;(” _ dUSt» ) 40 (1, 1) + ﬁ(to,t)fx% _ (3.62)
_ _%ﬁoﬁ(t,to)/lf](to,t)* + %U(t,to)z@ﬁ[ O(to, 1)’ (3.63)
_ % AP () B (1)] (3.64)
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Az A dinamikai mennyiség idébeli valtozasa a Dirac-képben:

dA(t) d D AD D

T = S @)14° (098 1) (3.69
= G OIA” O KD ()~ K2 () A 1)+ [4° (0 D ()] 10 (1) (3.60)
— P ()] [47 @), 57 )] 10 1) (3.67

ami ismételten ekvivalens az (3.53) és (3.46) egyenletekkel.

Az allapot id6fiiggése explicite meghatarozhaté a (3.61) egyenlet kiintegréldsaval,
(U2 (1)) = S (t.to) [¥7(t0)) . (3.68)

ahol az allapotok idofejleszté operatora a Dirac-képben:

%) . n t t1 tn—l
S (t,to) = (—%) /dtl/dtg... / dt, KP (t,) KP (t,) ... KP (t,) (3.69)
n=0 to to to
0o 1 < n t t t
-y L (_%) /dtl/dtg.../dtan(D () K (8) .. KD (1) . (3.70)
n.
=0 to to to

ahol T az id6rendezést jeloli:

TKP () KP (ty)... KP (t,) = KP () KP (t}) ... KP (t.)

(ot 1) € Pltita, . tn) t8) >ty > o> 1

n
J/

Vv
t1,ta,...,tn, permutaciéi

Szokés az S (t,to) operatort a kompakt,
. t
Sttt =Tew | —1 / P () ar | . (3.71)
to

alakban is irni, amely azonban csak egy jelolés. Egyrészt a kiillonboz6 idéponthoz tartozo
KP operatorok nem feltétleniil kommutalnak, nem mindegy ezek sorrendje, masrészt az
exponencialisban szerepl6 idointegral elvégzése utan mar nem lenne mit idorendezni. A
(3.71) egyenlet tehat csak egy jelolés, ami alatt tehat mindig a (3.69) képletet kell érteni.
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3.2. Feladatok

3.2.1. Példak

3.1. Feladat Adja meg a linedris harmonikus oszcilldtor Schrodinger—egyenletét impulzus
térben! Hatdrozza meg a sajatértékeket és a sajdatfigguényeket!

3.2. Feladat Tekintsiik a kovetkezd hulldimfiigguényt:
1 _a?

Y(z) = {*/Fage o5 (3.72)

a) Adjuk meg a fenti hulldmfiggvény (p) impulzusreprezentacidjat!

b) frjuk fol az idé6tél fiiggo Schrodinger egyenletet impulzustérben a p(p,t) figguényre,
feltételezve, hogy azt a kovetkezd szabad Hamilton operdtor fejleszti:

H=— % (3.73)

c) Adjuk meg valds térben is a (x,t) hullamfigguényt!

3.3. Feladat Az 1.7. feladatban ldttuk, hogy a ﬁ[O,L] = %% operdtort a

D (Pow) = {v € L*(0.L]) |¥/ € L (0, L]) és 6 (0) =0 (1) =0} (3.74)

értelmezési tartomdnyon szimmetrikus de nem énadjungdlt. Az L széles végtelen mély po-
tencidldobozba zdrt részecske (2.4. feladat) esetén azonban épp D (P[O,L]> az értelmezési

tartomdny. Az axiomdk kozott azonban azt is régzitettik, hogy a dinamikai mennyiségeket
(1gy az impulzust is) onadjungdlt operdtorokkal reprezentdljuk igy az impulzus reprezentd-

lasdara nem haszndlhatjuk a Pyo 1) operdtort. Az impulzus lehetséges értékeinek eloszldsdt
leiro impulzus-térbeli hullamfiigguényt azonban kénnyen meghatdrozhatjuk. Mi lesz ennek
az alakja?

3.4. Feladat Oldjuk meg impulzus reprezentdcidban a Schridinger-egyenletet V (z) =
g€x (€ > 0) linedris potencidlra! Mutassuk meg, hogy koordindta reprezentdcidban az E
sajatenergiahoz tartozo sajatfiggvény

U(z) = %Ai (% (:U - q%)) (3.75)

1 > 3
Ai(y) = ﬁ/o Ccos (% +ty> dt

az Airy-fiigguény. Emlitsik meg, hogy az Airy-fiigguény aszimptotikus alakja

Segitség:.

2@/%/4 exp (—2y*?) y — 00
Ai (y) ~ "
|y|+/4sin <§ |y —|—§> y — —00
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3.5. Feladat Adjuk meg az T koordindta és a p impulzus operdtor mdtrizdt a harmonikus
oszcillator betoltési szam reprezentdcicjaban, vagyis az |n) vektorok bdzisin! Teljesiil-e a
madtrizokra a Heisenberg-féle felcserélési reldcio?

3.6. Feladat Az m tomegi részecske haromdimenzios harmonikus rezgéseit leiro Hamil-

ton operdtor
3

3
H:%;piJr%mwQin :

n=1

ahol w az oszcillator sajatfrekvencidja. Vezessiik be az

lépteto operdatorokat, ahol

h
ro=1/—, po=Vhmw.
mw

Mutassuk meg, hogy az impulzusmomentum operdtor elddll az

h
L=-a xa
7

alakban! Felhaszndlva a Hamilton operdtor léptetd operdtoros kifejezését bizonyitsuk be,
hogy [H,L| = 0 ! Milyen mds megfontolds alapjin juthatunk ugyanerre az eredményre?

3.7. Feladat A AxzAp > h/2 hatdrozatlansdgi dsszefiggés alapjin mutassuk meg, hogy
az egydimenzids oszcilldtor energidja nem lehet kisebb mint huw /2!

3.8. Feladat Hatdrozza meg AL, és AL, értékét az L? és L, operdtorok tetszéleges kizos
sajdtdllapotaban!

3.9. Feladat Az L? és L. operdtorok kizos |0, ) sajdtdllapotdban L? sajdatértéke h20((+1),

A

mig L? sajdtértéke W02, Mutassuk meg, hogy a két sajdtérték kizti eltérés L, és L,
elmosddottsdgabol adodik!

Segitség:. Vizsgdljuk az [I:x, I:y} = ohL, kommutdtor virhaté értékét egy |¢,m) dllapot-

ban!

3.10. Feladat Egy egydimenziés harmonikus oszcilldtor esetén az a, a' lefelé és felfelé
léptetd operdatorokat transzformdljuk Heisenberg képbe!

3.11. Feladat Egy rendszer Hamilton operdtordt a kovetkezd képpen irhatjuk fel:
H=Hy+V(t)

frjuk fel az iddfiiggo Schraodinger egyenletet kolcsonhatdsi képben!
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3.2.2. Megoldasok

3.1 Megoldas A harmonikus oszcillitor Hamilton operdtora a kévetkezd:
~2
p m 9.2
H=—+—wz2
2m + 2
Impulzus reprezentdcioban az impulzus operdatora az impulzussal valo szorzas, a hely oper-

tora pedig az impulzus szerinti derivdlas:
h d

xr = —;% s
ennek megfeleléen az iddfiggetlen Schrodinger-egyenletet a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
2

p m. o od%p
— — —hw'—=F :
o P(0) = 5w a0 ©(p)
A Schriodinger-egyenlet megolddsahoz elobb tekintsik a harmonikus oszcilldtor sajdatérték
egyenletét koordindta reprezentdcioban:
W de m o,
o g T YT p(z) = Ep(z)

amelynek a megolddsai a (2.50) eygenlet alapjan

T

() = N, H, ( ) e 0 (3.76)

Zo

alakuak lesznek, ahol xg = ,/%. Rendezziik at a két reprezentdcioban felirt Schrodinger
egyenletet, és haszndljuk a po = vV hmw jeldlést:

o 1, 2m
—oat x—éﬂﬂ p(r) = ﬁEW(JJ)
1 d*¢ 2
il _2r _ % g5
i ©(p) a0 o ©(p)

A két egyenletet osszevetve felirhatjuk az impulzus reprezentdciobel sajdtfiigguényeket:

AW
on(p) = N, H, (—) e .
Po
A sajdtenergidk nyilvanvaloan megegyeznek a két reprezentdcioban.

3.2 Megoldas a) A hullimfugguény impulzus reprezentdcicbeli alakja p(x) Fourier transz-
formadltja lesz:

1 i 1 1 — gy
= erPPh(x)dx = /e o5 M dy =
#(p) V2rh V@ 2mh v/ 2mo}




b) Az idéfiggd Schrodinger egyenlet:

2

P .0
— t) =ih— t
5 P (0:1) = iho o t)
melynek megolddsa
202
e(p,t) = [ 50e .

Behelyettesitve az iddfiiggo Schrodinger egyenletbe hw = % adodik. Tehdt az idé-
fiiggd hullamfigguényt a kovetkezo alakba irhatjuk fel:

o(p,t) =/ 72;0 e w (98+ 2 )P
7T

c) A koordindgta reprezentdcidbeli hulldimfiggvényt az impulzus térbeli hullimfiggvény in-
verz Fourier transzformdcidjdval kaphatjuk meg:

1 i U J Ny 1ht
w(x’t) = \/ﬁ ‘ / h206 ;»,2 0+2m p dp —

2
Y ST TR 1 2 iht ih z
— (B2 ) (p+ e =5
- = 2%6 ) /e () (et ) dp =
2mh

z2 _ 22
= —1 ¢ 2%‘(2)@_4(0(2) 5%> \/271' i =y = 1 e 4(”8"’%)
Vorh V kA 2 (O’O + Qm) i (0'3 4 %)2

3.3 Megoldas A wvalds térbeli hullamfiigguény alakja:

2 . /nw 2 lTT — gL
Yn(z) = \/;Sln <fff> = \/;2—Z (3.77)

A Fourier-komponensek itt rdnézésre lcitszcmak gy az impulzustérbeli hilldmfiiggvényre
a naiv vdrakozds egy “F--re €s eqy —=F-re eqyenld sullyal centrdlt hullimfiggvény lenne,

amelybol
hnm 1 hnm 1
P( —T)—§ P( __T>_§ (3.78)

valosziniséqi eloszldst kapndnk a mérési eredményekre, amit két Dirac-deltaval irhatunk

le:
2 1 hnm 1 hnm
|D(p)|” = 2(5( 7 ) + 2(5 (p—l— 7 ) (3.79)

Fourier-transzformdlnunk azonban teljes R-en kell, a 2.11 megolddshoz hasonléan akkor
gutunk helyes eredményre, ha a teljes R-en dolgozunk. Az el6z6 eredmény akkor lenne
helyes, ha a hullamfiigguény periodikusan folytatédna! Valdjaban a hullimyfiiggvény alakja

2 nm 1 26T —e 'L 1
Un(x) = \/;Sln ( 7 ) Rect (E - 5) = \/;Q—ZRGCt (f - 5) . (3.80)
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n=1 n=2 n=3

0.14 ————— 0.09 ———— 0.09
012 | ] 0.08 0.08 |
1 0.07 t 0.07
0L 0.06 0.06 |
N o N
= 0.08 = L = 5 F
= = 0.05 = 0.05
& 006} & 004} & 004 F
0.04 0.03 t 0.03
0.02 | 0.02 |
0.02 1 0.01 b . 0.01 |
U I 1 1 1 1 1 1 0 —t 1 1 AN 0 1 1 1 1 1
-20-15-10 -5 0 5 10 15 20 -20-15-10 -5 0 5 10 15 20 -20-15-10 -5 0 5 10 15 20
p p p

3.1. dbra. |®(p)|” alakja kiilonboz6 n-hez tartozé gerjesztett allapotok esetén.

ahol Rect(z) az ablak-figgvény:

1, h
Rect(x) = {  ha o] <

3.81
0, ha |x| > (3.81)

NI N

Tudjuk, hogy fiigguények szorzata Fourier-térben konvoliciovd valik. Mivel az exponen-
cidlis fiigguények Fourier-transzformdltjai a =5 helyre centrdlt Dirac-deltdk, és a Rect
figgvény Fourier transzformdltja egy F Rect(x) = \/Lgsmc (2), ahol sinc(z) = 222 q hul-
lamfigguény Fourier-transzformdltja:

d(p) = F¥(x) = %\/ge# [sinc (% <7% — mr)) — ™ sinc (% (p+ mr))]

(3.82)
|®(p)|? kiilonbozé n értékekre a 3.1 dbrdn ldthaté L =1 és h =1 egységeket haszndlva.

3.4 Megoldas A rendszer iddfiiggetlen Schrodinger egyenletét a kiovetkezoképpen adhat-
Juk meg impulzus reprezentdcioban:

2 dp
Rendezziik dat a differencidal egyenletet:
dy P 1
- = — —F | —= .
a i (2m ) qghw(p) (3.83)
(P 1
Inp = i <6_m — Ep> Eh +InC (3.84)
3
olp) = C¢ Gk (3.85)

Vildgos, hogy ¢(p) normdja divergal, tehdat szordsi dllapottal van dolgunk. fgy a C kons-
tans akar el is hagyhato. Hdtra van még az eredmény valos térbe valo dttranszformdldsa,
amely eqy inverz Fourier-transzformdciot jelent:

1/J(Ex __/ 6m Ep>qsn)d71; \/_ /COS<6nf;5h+<%_%> )dp

(3.86)
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Ai(z)

3.2. 4bra.

Bevezetve o = v/2mqEh-t, illetve t = £ wdltozdt, illetve felhaszndlva a (3.75) egyenletet a
kovetkezot kapjuk:

W(E, ) = % /Oocos (g + % <x - q%) t) dt = %Ai (% (x - q%)) (3.87)

0

A megoldds a 3.2 dbrdn ldathato. A lecsengd rész ott van, ahol E < q€x, az E > q€x
esetben oszcillal a megoldas. Az Airy-fiigguvény —oo-ben vett limeszének lecsengése csak

|y|_%—nel ardnyos, innen is lathatd, hogy a hullamfiggvény nem normdlhatd (ldsd: 7.1.2
fejezet elején lévd gondolatmenet).

3.5 Megoldas A (3.15)-beli definicidjabdl vildgos, hogy

ooy . b -
5 (a' +a) b=\~ (a' — a) (3.88)

Z. .
- V2 0 0 W3 0

(3.239)

T =
Innen T és p mdtriza:

0 V1 0 -
o ...

0
Vi o0 V2
h
X=y/—] 0 V2 V3

[\
]
w [\

Ennek matrizelemesi:

Xom = \/I VI Gt + V=1 Gyt s han > 1 (3-90)
2mw | /1 Onjim , han =1

P Imhw | —iv/n - Spgpim + iV — 1 6p1m , han >1 (3.91)
e 2 —i/n dpgim , han=1 '
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h
(XP),, = > X Pk = i V(4 1)8nap +16nx = (0= 1)dn s +1/(n = 1)(n — 2)0, 2
m 62;
(3.92)
h
(PX)n’k = Z PomXimg = i5 —v/n(n+1)0p42 —ndp i + (n — 1)5n,;3+\/(n —1)(n —2)0n—2x
m —Ea:,k
(3.93)

Innen tehdt a 2.1.2 egyenletben szerepld Heisenberg-féle felcserélési reldacio helyesen ado-
dik:

h
(PX ~XP) =6, (3.94)
S — n, 1
Vagy matrix alakban:
h
PX-XP=-1 (3.95)

3.6 Megoldas A léptetd operdatorok segitségével kifejezhetyiik a hely és impulzus operdto-
rokat vektoridlis alakban:

Zo 1 Do 1

\/§ ( ) P V2 ( )

Az impulzusmomentum definicioja szerint:

h h h
L=rxp 2i(a—|—a)><(a a) 2i(a X a axa)—ia X a

Betoltésszam reprezentdcioban az izotrop 3D Hamilton operdtor a kovetkezo lesz:
.I. 3
H=hv|a'a+ 5 .

Az L operdator komponenseivel vett kommutdtorai a kovetkezd alakot oltik, ahol az Einstein-
konvenciot alkalmazzuk:

[H,L;] = hw [a}aj,eiklalal] = hwei [a;r-aj,azal}

= hwe <a} [a;, aLal] + [a;r-, azal]aj) = hwegn <a} [aj, az]al + a,z [a}, al]]aj>

= hweikl (a;aléjk — alajéjl) =0
Tehat a Hamilton-operdtor felcserélhetd az L operdtorral. Természetesen a 3D izotrop

harmonikus potencidal gombszimmetrikus, ezért az impulzusmomentum nyilvanvaloan meg-
marado mennyiséq lesz.

3.7 Megoldas
(Ax)* (Ap)" = ((#*), = (@),) - ((*), — ()2 (3.96)

A fenti kifejezésben szerepld tagokat kell kiszamolnunk:

(x), = e (n|a' +aln) =0 (3.97)

2mw
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(p), =iy/—— (n| a' —aln) =0 (3.98)

Felhasznalva, hogy [a, aq =1

A h
(), = go—la"” +a +aa' +alaln) = - (n|a’” +a* + 2afa + 1|n) =

h h 1
= —(0+0+2 1) =— =
Qmw( T0+2n+1) mw (n+2)

hw hw
(), = —5— (nla” +a® —aa' —dla|n) = == (n]a”” + @ — 2ala — 1|n) =

e |
- —mT(O+0—2n—1):mhw(n+§>

Ezeket behelyettesitve:
2 2 2 2 2 2 2 1\?
(B0 (09 = ((#), = () - (1), = 02) =22 (n43) 99)

(3.100)

Alapallapotban (n=0) az egyenlbtlenség épp éles. Ekkor a hulldimfiggvény eqy Gauss-
fligguény: )

(%) t e B (3.101)
Errol az dllapotrol az elméleti részben lattuk, hogy éles rd a Heisenberg-hatdrozatlansag,
ezzel dsszhangban dll mostani eredményiink is. A Hamilton-operdtorban épp p? és x*
operdtorok szerepelnek, igy konnyen megadhatjuk az alapdllapotban ezen két tag energia-
jgarulékat:
hw ho  hw
— 4+ = ==
4 4 2

By =P mT“’Q (%), = (3.102)

2m
Azt mondhatjuk tehdt, hogy a harmonikus oszcillator alapdllapotaban a Heisenberg-hatdrozatlansdg
maatt elmosodott a koordindta és az impulzus, az ebbol jovo energiajarulék adja az Fy = %
nullponti energidt.

3.8 Megoldas Vezessiik be az Ly = Ly+1iL, felfelé és L_ = L,—1iL, lefelé léptetd operd-
torokat. Ezak hatdsa az L? és L. operdtorok |l,m) kizés sajdtdllapotdra a kovetkezéképpen
adhato meg:

Li|l,m) = BI(I4+1) —m(m+1D)|l,m+1)
L_|l,m) = B/I(l+1) —m(m—1)|[l,m —1).

A léptetd operdtorok segitségével eqyszeriien kifejezhetyik az impulzusmomentum operdtor
x,y komponenseit:

1 1
Lm:§(L++L—) , Ly=5(Ls—L-)

21
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A AL, szords definicidja:

AL, = /(I m|L2[l,m) — (I, m|L,]l,m)?

hasonloképpen definidljuk a ALy-t is. Az (I, m|Lg|l,m), (I,m|L,|l,m) vdrhato értékek
eltinnek, hiszen

1
<l7m|Lx|lam> = §<l7m’L+ + L—|l7m>

_ %%l(lﬂ) "m0, m|l,m 4+ 1)

1
+ 5\/l(l+1)—m(m—l)(l,m|l,m—1>:0
az ortogonalitas miatt. Hasonloan beldthatjuk az impulzusmomentum operdtor y kompo-

nensének vdrhatd értékére is. Az (I, m|L2|l,m), (I, m|L2|l,m) mennyiségek meghatdrozd-
sahoz fejezziik ki a komponenseket a léptetd operdtorok segitségével:

AL = (l,m&(LJr + Lo)*|l,m) = (1, m&(Li + L2+ Lo L+ L_Ly)|l,m)
_ (l,m&(L+L_ +LoL)|Lm)
AL? = <z,m&(L+ + L_)3|l,m) = —(, m&(Li +L* —L,L_—L_L)|l,m)
_ <z,m|i(L+L_ b LoL)|Lm)
Az el6z0 képletben csak azok a tagok maradnak meg, amelyek ugyanannyi felfelé és lefelé
léptetd operdtort tartalmaznak a sajdtallapotok ortogonalitdsa miatt. Azt is leszirhetyik a

fenti eredménybdl, hogy az impulzusmomentum x €s y komponensének ugyanakkora lesz a
sz0radsa.

=R +1)—m(m—1))
Y= R2(I(1+1) —m(m + 1))

<l7m|L+L—|lvm> = |L—|l7m>
<l7m’L*L+|lam> = |L+’l7m>

Az elézoekbol kovetkezik, hogy

AL, = AL, = %h\/l(l +1) —m?. (3.103)

3.9 Megoldas Tudjuk, hogy az impulzusmomentum x, y és z komponensei kozott fenndll
a kovetkezo 0sszefiiggés:

[ﬁz, ﬁy] — bl (3.104)

Tekintsiik az L2 és az L, operdtor eqy kizos I, m) sajatfigguényét. Ekkor (I, m| L, |l,m) =
(I, m| Ly |l,m) = 0. Ebben az dllapotban véve a varhato értékeket a (3.32) képletben, illetve
A= 1L, és B= L, vdlasztdssal élve (felhaszndlva a (3.103) egyenletet) azt kapjuk, hogy

2
(doml B2 10 m) (1) L2 |1m) = (1, m]| L2 |1, m)? > (g ’(l,m| L. |z,m>)> (3.105)
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Gyokat vonva

(,m| L2 |1,m) >

| St

‘(l,m|ﬁz|l,m>‘ (3.106)

S~

Mindkét oldalhoz hozzdadva <f/f/>—t és <E§>- a kovezkez6t kapjuk:

(Lym| L2 |1, m) + (L,m| L |1, m) + (1, m| L2 |1,m) > h 1<l,m\ L. |l,m>1 +(1,m| L2 |1,m)

.

(L,m|L2|1,m)
(3.107)
Azaz
R0 (0 + 1) > B? |m| + A®m® = A m| (Jm| + 1) (3.108)

Vagyis innen is megkapjuk a /.32 egyenlet |m| < € édsszefiiggését. Azt is tudjuk, hogy ha
\m| = ¢, akkor az L? sajdtértéke h20%, ami kisebb, mint az L? sajdtértéke: h20 (0 +1). Ez
klasszikus szemmel furcsa, hiszen azt vdrndnk, hogy ekkor az impulzusmomentum vektor
teljesen befordul a z tengely iranydba. A kvantummechanikdban azonban az impulzus-
momentum nem eqy eqyszeri vektor, hanem eqy vektor operdtor! Egy L2 és L, kozs
sajatallapotban bar <ﬁx> = <ﬁy> =0, a (3.104) egyenlet miatt szordsuk mégsem 0, azaz
elmosodottak. Ha eqy szemléletes képet szeretnénk kicsikarni akkor azt is mondhatjuk,
hogy ekkor bar az L, komponenes mazimdlis, az L, és L, Heisenberg hatdrozatlansdgbol
szdrmazo elmosodottsaga miatt az impulzusmomentum vektor kicsit hosszabb, az x és y
komponens jdaruléka épp a (5.107)-ben szereplé h? |m| tag, ami a |m| = { megegyezik az
L2 és [2 sajatértékeinek kiilonbségével.

3.10 Megoldas Az egydimenzios harmonikus oszcillator Hamilton operdtora a léptetd
operdtorok segitségével a kovetkezéképpen irhato fel:

H = hw <cﬁa + %)

A léptetd operdtorokra a kovetkezd felcserélési reldaciok érvényesek:
[H,a] = —hwa , [H,ad'] = —hwa' . (3.109)

A Heisenberg-képre a kovetkezd transzformdcioval térhetink dt:

Ay = e%HtASef%Ht 7
ahol Ay és Ag egy operdtor Heisenberg- és Schrodinger-képben. Alkalmazzuk a transzfor-
mdaciot az a lefelé léptetd operdtorra, és haszndljuk a 1.2. feadatban szereplé Hausdorff
kifejtést:

I | L(i\
ag = eﬁHtae_ﬁHt =a-+ %t[H, a’] + 5 (%t) [H7 [H7 CLH +..

Haszndljuk ki a (5.109) feleserélési relacidkat az eléz6 Hausdorff kifejtésben:

; 1 ; . n —iw
agy :a—zwta+§(—zwt)2a~l—---:aZ—(—zwt) =e g,

Hasonldan hatdrozhatjuk meg az at felfelé léptetd operdtor alakjdt Heisenberg reprezentd-
cioban:

_ i !
Ht zwtaT )

i i
aJ}{:eﬁ ate #ft = ¢



3.11 Megoldas Az iddfiggs Schridinger-egyenletet a kovetkezdé alakban adhatjuk meg
Schrodinger képben:

(Ho+ V(1) I¢) = i |

Bowitsiik a hulldmfiigguényt az I = e~ nHot g Hot eqységoperdtorral:

(Ho+ V(1)) e Hled | ) = i e~iteiting)

(e_%HotHO + V(t)e_%H0t> €%H0t|gp> = e_%HotHOe%Hothp) + ihe_%HOt%egHot“@

Hot

Balrol beszorozva az egyenletet az eh operdtorral a kovetkezo egyenletet nyerjik:

oty ()~ nHoten ot o) = ihge%H°t|go> :

ot
Ha bevezetyiik az iddfiiggd potencidl és a hullimfigguény kélcsénhatdsi képét,
Vilt) = iV (e o) = eip)
akkor a kovetkezd 1ddfiiggo Schridinger eqyenletet kapjuk:

0

Vi()|ow(t)) = iha’@k(t» -
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4. fejezet

A perdiilet és spin

4.1. Elmélet

4.1.1. Definicidk és felcserélési relaciok

A haromdimenzids euklidészi térben az n tengely koriili dy szogl, éramutatd jarasaval
ellentétes iranyu, infinitezimalis forgatast az

r=R(ndp)r=r+denxr (4.1)
transzformacié irja le. Ennek hatasat egy f skalarfiiggvényre az
fra)=f)=f()=f(R"(ndp)r) (4.2)
Osszefiiggés definidlja, amit a kovetkezoképpen frhatunk at:
f/r)=f(r—denxr)~f(r)—(nxr) Vf(r)de=f(r) = (rx Vf(r)) ndp
= (I - %Lndgp) f(r), (4.3)

ahol bevezettiik az "
L=rx-V=rxp, (4.4)
7

perdiiletoperatort. Kénnyen beldthatd, hogy teszéleges R (n,p) € SO(3) forgatasra,
f'(x)=e e (r) (4.5)

A perdiilet (impulzusmomentum) definiciéja a kvantummechanikdban tehat formélisan
megegyezik a klasszikus mechanikai témegpont perdiiletével, azonban, a hely- és impul-
zusoperatorok kozotti csererelaciok kovetkeztében, komponensei nem felcserélhetoek:

[La, Lﬂ] = ’iha’faﬂ,Y L,y y (46)
vagy komponensenként felirva,
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[Ly, L:] = th (zpy —ypz) =ihL,, (4.8)
ih (zpy —x p,) =1ihL,, (4.9)

=

3
h

5
I

illetve Osszesitve
LxL=dhL. (4.10)

A (4.6) vagy (4.10) relacidkat kielégité vektoroperatorok tn. Lie-algebrdt alkotnak.

4.1. Tétel Az L; operdtorok kizis |1) sajdtfigguényei csak a zérus sajatértékhez tartoz-
hatnak.

Bizonyitds. Tételezziik fel pl., hogy |¢) az L, és L, kozos sajatfiiggvénye valamely a
illetve b sajatétékkel:

Ekkor a (4.7) egyenletbdl kovetkezik,

1

Lo 6) = = (L Ly [9) = Ly L 1)) = 10}

Viszont akkor (4.8) alapjén

1
L [9) = = (Ly L. 1) = L Ly 1)) = [0)
és ugyanigy, (4.9) alapjan L, |¢) =0, tehdt a = b = 0. O

4.2. Tétel A cserereldcickbol kivetkezik, hogy az L? = L2 + Lf, + L? operdtor a perdii-
letoperator barmely komponensével kommutadl.

Bizonyitas.

[L?, La] = [LsLg, L] = Lg[Lg, L] + [Lg, Lo] L
= ihEgaV (L@L,Y + LyLﬁ) =1h (EIBCW + 6[3704) LBL’*/ =0 . (411)

4.1.2. Az impulzusmomentum operatorok sajatértékei

Az 4ltaldnossag kedvéért jeloljiik a Lie-algebrat alkoté vektoroperatorokat J,-val. Az J?
és barmely J; operatoroknak létezik kozos sajatfiiggvény rendszere. Tradiciondalis okokbol
valasszuk ki a J, operatort és vezessiik be a

Je=Jy i, = (Jo) = J; (4.12)
operatorokat, melyekre teljesiilnek az alabbi csererelaciok,
(., Ji] = *hJy , [Jy, J ] =2hJ,, [J*,JL] =0. (4.13)
Fejezziik ki az J? operédtort az Jy és J, operatorokkal:

Jod_ = (Jo+idy) (Jo—idy) = o+ T2 +i(JyJo — Jody) = Jo+ I+ RJ. =T = J2 4+ hJ,
—_———

—ihJ,

(4.14)
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J_Jp = (Jo—idy) (Jo+idy) = T2+ T2 —i(JyJo — Judy) = Jo+J. —hJ, = — J? —hJ.
N e’

—thJ

(4.15)

4

1

J? = 3 (Jod_+J_Jo)+ J2. (4.16)

Vezessiik be J? és J, kozos sajatfiiggvényeit,
J2A, ) = PN A, ) (4.17)
Jo [N ) = hp|As ) (4.18)

valamint

<A> IU’|AI7 /LI> = Oan 6##' : (4'19)

Mivel J? pozitiv szemidefinit, A > 0. Tovabb4,
(A T2+ 20, ) = (Al P — P =1 (A= 2) 20— <A, (420)
Vizsgaljuk meg az Ji operatorok hatdsat a |A, u) sajatfiiggvényekre:

T 1Ay ) = [y Je) (A )Tl [A, ) = £h T [, b T A ) = b (1) A )|

(4.21)
azaz Ji |A,p) J,-nek sajatfiiggvénye A (u £ 1) sajatértékkel. Ezért J -t felfelé, J -t
pedig lefelé léptetd operatornak nevezziik. Mivel azonban Jy kommutal J2-tel, Jy A, u)
valtozatlan (h%A) sajatértékkel J? operdtor sajatfiiggvénye:

J:I: |A7M> = Qi“ |A7,LL + 1) ’ (422)
ahol a Qf, ., normaldsi faktorok kozott fennall a kovetkezd Osszefiiggés:
Qny = N+ 1w A p) = (A pl T A+ 1) = (Q) )" (4.23)
ill. Q} ,-kat valésnak vélasztva,
Qry = Qj{’u = Qh i1 - (4.24)
A fentiekbol kévetkezik, hogy
*]*JJr ‘A7/L> = Q?x,p |A7 ,u> és ‘Lr‘]* |A7 ,u> = Q?\,,u—l |A7M> : (425)
Felhasznélva a (4.14) és (4.15) azonossigokat konnyen belathatd, hogy

Qrp=hVA—pu(p+1) é Qap1=hvA—pp—1), (4.26)

ahol teljesiil a A > |u| (Jju| + 1) > p? egyenlStlenség.

Mivel az J, operator egymésutani hattatasaval egyre névekvd p sajatértékli allapotba
jutunk, nyilvdnvaléan 1étezik olyan jumax > 0, hogy p2.. < A < (fmax + 1)°. A (4.20)
feltétel miatt azonban ilyen piy. + 1 sajatérték nem létezhet, igy sziikségszertien

Jy |Aa,umaX> = | >0 ) (4'27)
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ahol | ) a Hilbert tér nulleleme. Ezt felhasznalva a (4.15) egyenletbél rogton kovetkezik,

hogy
A — fimax (fmax +1) = 0. (4.28)

Hasonlé meggondoléssal létezik olyan pumi, < 0, hogy 2, < A < (ftmm — 1)°. Ekkor

J A, pmin) = [ )o (4.29)
és a (4.14) egyenletet alkalmazva
A — pimin (fmin — 1) = A — |ftmgin| ([ftmin] +1) =0, (4.30)
kovetkezik. A (4.28) és (4.30) feltételek Gsszevetésével:

Mmax (Mmax + 1) - |Nmin| (|Nmin‘ + 1) = (:umax - |Nmin|) (:umax + |:umin| + 1) =0 (4’31)

U
Hmax = |Nmin| :] 5 (432)
és
A=j(G+1). (4.33)

Szokds szarint a |A, p) sajatallapotokat | j, u)-vel jeloljiik. Mivel a | j, —j) dllapotbdl a
| 7,7) dllapotba J, -t hattatva egész szamu lépésben jutunk el, azaz

5
. 4.34
727 ) (3)

[\CR V]

1
27=0,1,2,... — 57=0,1,2,... vagy j:§7

Vildgos, hogy adott j mellett u 6sszesen 25+ 1 kiilonbozo értéket vehet fel, vagyis az adott
j-hez tartozé altér 25 4+ 1 dimenzids. Az operdtorok hatasat dszefoglalva:

P 1jow) =025 (G +1) |4, 1) (4.35)
(4.36)
Sl gy =hp | g, (4.37)
(4.38)
Jeljomw) =h/5(G+1) = plpE1)][jnE1) (4.39)
4.1.3. Az elektron spinje
Az L = r x p palyaperdiilet operatorok sajatértékei szigorian az ¢ = 0,1,2,... kvan-

tumszdmokhoz tartoznak. Kisérleti tények (pl. Stern-Gerlach kisérlet) arra mutattak ré,
hogy az elektron a palyaperdiilet mellett rendelkezik egy olyan impulzusmomentummal,
melynek sajatértékei és sajatfiiggvényei a j = % esetnek felelnek meg. Ezt az elektron
spinjének nevezziik és a spinoperatorokat S,-val jeloljiik. Mivel a spinoperatorok sajatal-
tere kétdimenzids (s = %, 2s+ 1 = 2), a Hilbert tér izomorf a kétkomponensii vektorok
terével. Ha ennek bazisat az S, sajatvektorainak valasztjuk, akkor a spinoperdatorok mat-

rixreprezentacioja,
h
S = 2o (4.40)

83



ahol o, a Pauli-matrixokat jeloli,

Ux:<(1)é),0y:<?_0i),0y:<(l) _01>. (4.41)

Direkt ellenérzéssel belathatd, hogy
0008 = 0ap + 1€0840+ , (4.42)
ami egyrészt 6sszhangban van a perdiiletoperatorok csererelacidjaval,
(00, 08] = 2i€ap, 0, , (4.43)
méasrészt viszont érdekes (és fontos, 1d. 9.1 fejezet) antikommutator reldcidhoz vezet,

{00, 08} = 0405 + 0504 = 2045 - (4.44)

A kétdimenzios tér valodi forgatdsainak dbrazolasai ugyancsak felirhatok a spinoperatorok
segitségével, U (n, p) € SU (2)

U(n,p) = i8¢ = emdione (4.45)
Ennek egy érdekes kovetkezménye, hogy egy korbefordulds dbrazolasa, U (n,27) = —1I,
mig a kétszeres korbefordulds abrézolasa U (n,4m) = I (kétértékii abrazolas, 1. Keszthelyi
Tamads: Bevezetés a csoportelmélet alapjaiba fizikus hallgatéknak).

4.1.4. Impulzusmomentum Gsszeadasi szabalyok

Legyen J; és Jo két vektoroperator, mely két kiilonb6z6 Hilbert-téren hat,

I dis i) = B2 3i Gi + 1) G ptadi o Jia| Gis ptidi = Rysal Jio pra)i (4.47)
Jia |G pi) =B/ Ji i+ 1) — i (e £ 1) | Giosps £ 1) (4.48)
|j¢, ,ui>,' € /Hl (Z = 1, 2) . (449)

Terjessziik ki ezen vektoroperatorokat a Hilbert-terek tenzorszorzatara (jeloljiik a Ho-n
haté identitast Io-vel),

J,  H1i Q@ He — Hi1 Q@ Ho R (450)

(I3 @ L) | g1, 1) @ | g2, p2) = 1 j1 (h + 1) |1, a1 @ | o, pia)a (4.51)

(1,2 @ L2) | j1, 1) @ | Jo, pr2) = R | Ju, pa)1 @ | Ja, pi2)a2 (4.52)
(Jix ® D) |1, 1) ® | Jos po) = A/ ja (r +1) — pr (o £ 1) [, i1 £ 1)1 ® | o, p1o)2

(4.53)

és hasonléan Jo-re. Az egyszertbb irasmod kedvéért a tenszorszorzat Hilbert tér elemeinél
elhagytuk a ® jelet. Hasonl6éan jarunk el az operatorokkal is, J; . ® I helyett pl. J; .-t
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irunk csak. Konnyen belathaté, hogy az igy definialt J; és Jo operdtorok felcserélheték
egymadssal és Osszegiik (még utoljara kifrva a ® jelet),

J:J1®[2+11®J2, (454)
is vektoroperator:

JXJ:(J1+J2) X(J1+J2)
:J1XJ1+J1XJ2+J2XJ1}+J2XJ2
0
— ihJ, + ihJy = ihd . (4.55)

A korabbi tétel értelmében J sajatfiiggvényei és sajatértékei kielégitik a

F Gy =R GG +1) 4.0, Jo| g, ) = Bl j, 1) (4.56)
Jeljowy=nyj(G+1)— plpxl) [juEtl), (4.57)
[ J, 1) € Ha @ Hy (4.58)

osszefiiggéseket. A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy milyen |7, 1) sajatfiiggvények allit-
hatdk elé adott ji és jo esetén a | ji, p1)1] jo, p2)2 szorzatfiiggvények linedrkombindcidja-
ként, azaz

o) =D C g, gopsaldy 1) | g1, )] o pa)a (4.59)

K12

alakban A C (11, jop2|g, 1) egyiitthatokat, melyeket szokds (jypu1, japialj, p)-vel is jelol-
ni, Clebsch-Gordan egyiitthatoknak nevezziik. Megéllapodés szerint a Clebsch-Gordan
egyiitthatdkat valds értéklinek vélasztjuk.

A J, operator hatdsa az (4.59) allapotra kifejezheté mint

Jz|ja M> = (Jl,z + <]2,Z) Z C(jl/llaj%u?u’ :u) |j17:u1>1|j27/u2>2

H1,42
= B+ p2) C Gapir, Jopialds 1) v, i dzs )2
1,142
= h (1 + p2) [ 4, 1) (4.60)
amibdl
= fun + o (4.61)

kovetkezik. Tehdt azok a Clebsch-Gordan egyiitthaték, melyekre p # pq + o, bizonyosan
zérussal egyeznek meg. Ebbol az is kévetkezik, hogy adott 7, és jo mellett © maximélisan
a j1 + jo értéket veheti fol, ezért j sem lehet ennél nagyobb, azaz 7 > j; + js esetén
C (jip1, Jaftold, 1) ugyancsak nulla.

4.3. Tétel
| j1 + Jos g1+ Jg2) = | J1, Ji)1ldes J2)2 (4.62)

azaz,
C (j1j1, g2g2lin + g2, 1 +J2) = 1. (4.63)
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Bizonyitds. Egyrészt

Lo g1 g1ld2, Ja)e = (Jiz + Jaz) | g1y J1)1ld2, J2)2
= h(j1 + j2) | J1, J1)1ld2, J2)2 (4.64)

masrészt a

=0 +3) =1 +32+21,7,
=X+ J3+20 ..+ Sy Jo + T o, (4.65)

azonossag felhasznaldsaval,

I?| g1, gz, deye = B2 (G (h + 1) + ja (Jo + 1) + 25152) | 1, J1)11d2s J2)2
+ Ji 4| 1, i) <1 g2s Jo)o + 1| 1, g1 Ja 4| J2s J2)2
1 2
o o

=1 (j1 + j2) (1 + J2 + 1) | J1, G1)1ld2, Jo)o (4.66)

ahol | ){ a H; Hilbert-tér nulleleme. O

Vezessiik be a jmax = 71 + jo jelolést. Nyilvanvald, hogy J_ = J; _ + Jo_ operétor szuk-

cessziv hattatdsdaval a | jmax, jmax) allapotbdl kiindulva, a | jmax, 1) (4 = —Jmax, —Jmax + 1, - - -

allapotok eloallithatok.

4.4. Példa

J_| g1+ Jo. g1+ J2) = A/ 20+ J2) i + 2, Ji +J2 — 1) (4.67)
(Ji— + Jo-) | 1, Ji)ildz, J2)e = A/ 201 gy i — Daldes d2)2 + o/ 252] 1, Ji)a g2, J2 — 1)z
(4.68)
\[8

|1+ Jo,j1 +j2— 1) =1/ jlﬁjQ\jl,jl — 1)172,72)2
+4 /= J2 —| 1, J1)11J2: Jo — 1)2 , (4.69)
J1+ 72

azaz
C (1,1 — L jajolgn + Jos i +j2 — 1) = 4| = /1 =, (4.70)
J1+ 72
valamaint
C (i g2sje — U+ Jos i +ja — 1) = 4| = /2 = . (4.71)
J1+ 72
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Alj1+ 72— 1,71+ jo — 1) allapot
|.j1 +,]2 - 17.j1 +,]2 — 1> = C1|j17j1 — 1>1|j2,j2>2 + CQ‘jl;j1>1‘j27j2 — 1>2 (472)

eloéllitasat tgy kaphatjuk meg, hogy kihasznaljuk ezen allapot ortogonaltsigét a | j; +
Jo, j1 + jo — 1) éllapotra, melybél

ery| =2 4 ony [ —2— =0 (4.73)
J1+ )2 J1+ 72

kovetkezik. Mivel a sajatallapotok norméltak, ehhez még hozza kell venniink a

Adc=1 (4.74)

feltételt is, amibdl

(4.75)
J1 + j2 J1 + J2

adédik. Innen a | j1+jo—1, ) (u=—j1—J2+1,...,51 + jo — 2) allapotok J_ alkalma-
zasaval nyerheték, majd 1jabb ortogonalizalassal lephetunk a j = J1 + jo — 2 altérbe stb.
Kérdés, hogy meddig folytathatd ez az eljards, azaz mi azon jn;, minimalis sajatérték,
melyhez tartozo6 altér sajatfiiggvényei még kikeverheték a | j1, p1)1| jo, f12)2 allapotokbdl?
Ezt a kérdést az alterek dimenzidjanak vizsgalataval konnyedén megvalaszolhatjuk. A
szorzatfiiggvények nyilvanvaléan egy (2j; + 1) (2j2 + 1) dimenzidju alteret feszitenek ki.
Ennek meg kell egyeznie a kikevert sajatfiiggvények altal kifeszitett altér dimenzidjaval:

jmax:j1+j2
2+ 2+ = Y @i+D=0(i+h+1)" = (4.76)
j:jmin
Innen
o = (1 +j2 + 1)* — 4j1ja — 2 (ji + ja) — 1 (4.77)
= (j1 +jo)? — 4j1da = (1 — 52)* (4.78)
amibél
jmin — |j1 - .]2| (479)

kivetkezik. Végeredményben tehdt a J? lehetséges sajatértékei h?j (5 + 1), ahol
J=1in—=Jelsliv—del+ 1, .o+ g2 — L1+ J2 (4.80)

Megjegyezziik még a Clebsch-Gordan egyiitthatok ortonormaltsagara, teljességére vonat-
kozé relaciokat:

ST S C G danslin) C G jotizl ' 1) = 65560 (4.81)
H1==—J1 p2==J2
és
Jitj2
> Z C (Jrpun; otz 1) C (Gaps Jotal 1) = Opuypr, Opapey - (4.82)

J=ld1—ge| n==7
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4.2. Feladatok

4.2.1. Példak

4.1. Feladat Ldssuk be az L, = %% operdtor énadjungdltsdgdt az{f | f € L*[0,2x], f(0)
f(2m)} halmazon!

4.2. Feladat A 5.9. példa megolddsa sordn megmutatjuk, hogy [L,, L,] = ihL, cserere-
laciobol kovetkezoen bdarmely dllapotban,

AL, AL > DL

Tekintsiik az L, operdtor zérus sajatértékhez tartozd sajatdllapotat, L, |y =0 . Csupdn
a léptetooperdtorok haszndlatdval és a cserereldciok segitségével mutassuk meg, hogy

AL,AL,=0
csak abban az esetben teljesiilhet, ha egyuttal
Ly [$) =Ly [) =0 = L* [y) =0 !

4.3. Feladat Szdmitsuk ki ¢ = 1 esetben az L* és L, operdtorok bdzisiban az L, és
L, operdtorok mdatrizdt! Mutassuk meg, hogy az igy kapott 3x3-as mdtrizok kielégitik az
impulzusmomentum felcserélési reldcioit!

4.4. Feladat Szimitsuk ki az U(p) = e /" forgatdsmdtrizot £ = 1 esetben az L* és L,
operdtorok bazisaban!

4.5. Feladat Bizonyitsa be, hogy

Lo F)] =2 (0 x V),

ahol L; az impulzus momentum operdtor i-k komponense (i = x,y,x) és f(r) egy diffe-
rencidlhato fiigguény. Mi kovetkezik ebbdl egy, csak a radidlis koordindtdtdl figgd, f(r)
fligguényre ?

Segitség:. Bizonyitsa, hogy [p;, f(r)] = 2V, f(r)

4.6. Feladat Az impulzus és koordindtaoperdtorok felcserélési reldacioi alapjan ldssa be
két dimenzioban a kovetkezd dsszefiliggést,

1 L?
P=rp) 3 (4.83)

4.7. Feladat A [éptetd operdtorok segitségével konstrudljuk meg a 2x 2 Pauli-mdtrizokat!

4.8. Feladat Diagonaliziljuk a on mdtrizot, ahol n eqy egységuektor! frjuk fel a diago-
nalizdacid transzformdciojanak mdtrizdt?
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4.9. Feladat Hatdrozzuk meg a Clebsh-Gordan egyiitthatokat két feles spint részecske
spinjének az osszeaddsa esetén!

4.10. Feladat Vizsgdlja meg a kovetkezd impulzusmomentumok dsszeaddsi szabdlyait, és
hatdrozza meqg a Clebsch-Gordan egytitthatokat!

a) L=1¢ésS5S=1/2

b) L=1éS=1

4.11. Feladat Hatdrozzuk meg eqy dltaldnos L pdlyamomentum és eqy feles spinmomen-
tum (S) dsszeaddsakor alkalmazandd Clebsch-Gordon egyiitthatdkat!

Segitség:. Induljunk ki a legmasabb impulzusmomentumi dllapotbol, és hattasuk n-szer
az (L_ + S_) operdtort, és haszndljuk ki, hogy feles spin esetén S? = 0.

4.12. Feladat Hatdrozzuk meg az L =1 és S = 1/2 impulzusmomentumok dsszeaddsdbdl
szarmaztathats, J = 1/2 és my = 1/2 kvantumszamokkal jellemzett dllapotban az L,
vdrhato értékeét!

4.13. Feladat Adja meg két elektron S = 1 és mg = 0 kvantumszamokkal jellemzett

e

kézds spin sajatdllapotdban az eqyik elektron spinjének (ST) , (SY) és (S7) vdrhatd értékeit!
Mekkora az (S?) vdrhaté érték?
4.14. Feladat Mutassa meg, hogy a spin-pdlya kolcsonhatdst is tartalmazo

2

p
H=— ALS 4.84
S+ V() + (4.84)

Hamiltonoperdtor esetén a J = L+ S dsszimpulzusmomentum bdrmely komponense moz-
gdsdllando, amennyiben a potencidl gombszimmetrikus, azaz V(r) =V (r)!

4.2.2. Megoldasok

4.1 Megoldas Be kell bizonyitanunk a kovetkezd dallitdast:
(gL-f) = (L:glf) -

A skaldr szorzatot a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

27 27
hd BT hd
L.fY= [ ¢*=— fdp = —qg* - g fdo .
(g|L.f) /gid@fso Z.gfo /(id¢g>fso
0 0

Muutan az [ fiigguény periodikus 2m-re, a parcidlis integrdldas utdn kapott elso tag eltiinik.
Tehat a szimmetrikussag feltétele teljestil:

(9|L.f) Z—/(?%g*> fdwz/(?% ) fdp = (L.glf) .
0 0

Ahhoz, hogy a szimmetrikussdg teljesiiljon nem kell, hogy g(0) = g(2m) teljesiljon, igy
elsore ugy tinhet, hogy L, csak szimmetrikus, de nem onadjungdlt. g periodicitdsa azonban
fizikailag vildgos, miutdn vdltozdja a o szigudltozd, igy D(L.) = D(L1), tehdt az L., = %%
operdtor onadjungdlt.
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4.2 Megoldas Az egyenldséghez az kell, hogy
(La = (La)) ) = K (Ly = (Ly)) |¢) (4.85)

valamely K € C szamra.

Eldszor azt latjuk be, hogy L, |¢) = 0 esetén (L,) = (L,) =0. A (4.13) egyenlet alapjin
tudjuk , hogy

(L., Li] = £RhLy ,

ezért
L.Ly ) = LiL. [¢) £ hly [) = £hLy [¢)
€s L ) 1
z—§(L++L—) : Ly_%(L‘F_L—)
miatt | 5
LoLo [9) = 5 (LLy + LLO) |6) = 5 (Ly — L) [9) = ihL, [4) |
és ) "
Lol 1) = o (LaLy = LLo) [} = o0 (Ly + L) [9) = ~ihL, [)

Ezért aztdn ]
(La) = £ (] LaLy [ = 0
és ,
(Ly) = =3 (0] Loy [ = 0.

A (4.85) feltétel tehat
Ly [¢) = K Ly [¢) (4.806)

alakra eqyszerisodik.
Definidljuk a
[ve) = Ly )

figgvényeket, melyek az L, operdtor (nem normdlt) sajdtfiggvényei, +h sajdtértékekkel,
ezért ortogondlisak egymdsra. A (4.86) felhaszndldsdval a

1 1 K K
3 W) + 3 W) = 5 |[v4) — 5% |[¥_)

egyenldséghez jutunk, mely a K =1 és K = —i eqyenletek szinonim teljestilését feltételezi,
ams ellentmondds.

Az ellentmondads csak gy oldhato fel, hogy

Li)=0 = L, [)= L, [¢) =0.
4.3 Megoldas Hasznaljuk fel a 3.8. szama feladatban szerepld dsszefiiggést az impulzus-
momentum operdtor x és y komponense és az L, L_ léptetd operdtorok kézitt:

1 1
Lo=3(Le+1), L=y (Li—L).



A mdtrizelemek a kovetkezdek lesznek:

h
({0, m|L,|0',m"y = §(€,m\L++L_]€',m/>

h
= e (\/e(e + 1) —m(m — D1 + VLl + 1) —m(m + 1)5m+17m,>

Hasonloan hatdrozhatjuk meg az y komponens mdtrizelemeit is:

h
(i Ly |t ) = Sbe <\/£(€ 1) —m(m — Do — I+ 1) — m(m + 1)5m+1,m,)

A kapott képleteket alkalmazzuk az ¢ = 1-es altérre:

5
szgh

S = O

1
0
1

S = O
h
<
I
=t
~
(@)
|
~

Szdmitsuk ki a felesrélési reldaciokat:

h2(010 0 —i 0 0 —i 0 010
[Lx,Ly]:E 101 i 0 —i|=1i 0o —i 1 01
010 0 i 0 0 i 0 010
10 0
= 2| 00 0 | =4hl,
00 —1

4.4 Megoldas A /.5. feladat L, mdtrizdat felhaszndlva az operdtort spektralfelbontdsa
seqgitségével dallitjuk elo. El6bb hatdrozzuk meg L, sajdtvektorait az € = 1 altéren, a sajdt-
értékei nyilvanvaloan az 1,0,-1 értekek lesznek. A sajatvektorokbol, mint oszlopvektorokbdl
felépitett matriz a kovetkezo:

1 4 1
R
v=| L 0 %
L1 _1
2 V2 2
A forgatdsmdatrizot a kévetkezd alakba irhatjuk:
| Lol Y\ o 0\ (1 5
v = v (BT (oo [T
Y1 T 0 0 eiv T Y1
2 V2 2 2 V2 2
$(1+cosp) \/Lésingo $(1 —cosp)
= \/Li sin cos ¢ —\/Lé sin ¢
(1 —cos ) — 5 sing (1 + cos )
4.5 Megoldas Bizonyitsuk, hogy [p;, f(r)] = 2V, f(r)
h h
[pi, f(0)]i(r) = = (Vi(f(1)(r)) = f(r)Vi(r)) = = (Vif(r)) ¥(r) (4.87)



Haszndljuk fel az impulzusmomentum definiciojdt:
L=rxp, Li=e€jrpk,
ahol minden kétszer szerepld indexre dsszegzink.

[Li, f(r)] = €iji[rjpr, f(r)] = i (r [pr, f(0)] + [rj, f(x)] i) -

A madsodik tagban szerepld [r;, f(r)] kommutdtor nyilvanvaldan eltinik, igy a felcserélési
relaciot a kovetkezo alakba irhatjuk:

h h
[Li f(r)] = Zeinr; Vief (r) = = (£ x Vf(r)), - (4.88)
Ha az f(r) multiplikativ operdtor csak r-tdl fiigg, a gradiensét a ldncszabdly szerint képez-

hetyiik:
of(r) _raf(r)
or r Or

Nyilvanvaloan a (4.88) feleserélési relacio eltinik, hiszen r xr = 0, vagyis ebben az esetben
L minden komponense felcserélhetd az f(r) operdtorral.

4.6 Megoldas Az impulzusmentumnak csak z komponense van két dimenzicban:
L. =1epy —rypa -
frjuk fel a négyzetét:
L2 = 1upyraPy + TyPaTyDe = TaPyTyDe = TyDaTzDy
= I TIDE — TaDaTyDy — TePa ~ TyPyTePe ~ TybyT

Az el6z0 kifejtésben felhaszndltuk az impulzus és a koordindta operdtorra vonatkozo fel-
cserélési relaciokat. Irjuk fel a bizonyitando egyenldség bal oldaldt:

rp’ = (tp)* = (4 7)(Pr + 1)) — (TaPa +1ypy) (TaPa + 1y1y)
= TRDL - rop, iy s
— TaPxTePx — TyPyTyDy — TaDaTyPy — TyPyT2Pax
Haszndljuk ki a fenti eqyenletben is a felcserélési reldciokat:
r’p? — (xp)’ = rip gy +ripy T
2 2 L
— TPy — ;Txpx - rypy - grypy - rxpxrypy - rypyrxpx

2.2 | .29 h h
= rxpy + 71ypa: = TePxTyDPy — TyDyTzPx — ;Txpx - ;Typy
A fenti egyenletet dsszevetve L? kifejtésével megdllapithatjuk, hogy
L? = r?p* — (rp)?

teljesiil, ami nem mas, mint a bizonyitando feltevés.
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4.7 Megoldas Az S spin operdtorok kizott ugyanaz a felcserélési reldcio, mint az impul-
zus momentum komponensei kozott. Az L., L_ léptetd operdtorok szdrmaztatdsa sordn
csak a kommutdcios szabdalyokat haszndltuk fel, ezért az Sy = S, +1iS,, S_ = S, — iS5,
hatdsa s megegyezik az L., L_ operdtorok hatdsdval:

SelS,ms) = hy/s(s+1) — my(ms +1)|S,ms +1)
S_|S,mg) = hy/s(s+1) —ms(ms —1)|S,mg — 1) .

A szabdlyt alkalmazzuk az S = 1/2 altérre:

' 2)
' 2)

A fenti dsszefiiggések seqgitségével eqyszeriien megszerkeszthetjik az S, és S_ operdtorok

matrizdt az altéren:
0 1 00
so=n(8 1) son(20).

A spin operdtor komponensei elddllithatoak a léptetd operdtorok felhaszndldsdval:

1 h(o0 1 1 hi(0 —

az S, operdtor nyilvanvaloan diagonalis lesz ezen a bdzison:

h(1 0
&_5(0-4)‘

Tudjuk, hogy a spin operatorok egyszertien kifejezhetoek a Pauli matrixokkal: S; = al,
amelyek a fenti matrixokbol leolvashatoak.

| |
2

lemln—\

1 1 |%
|§7 _§> S*|§7 -

DO [0 [ —=

4.8 Megoldas Hasznaljuk fel a Pauli madtrizok szorzatainak a tulajdonsdgait:
0i0; = 0;;1 + €550k ,
ahol 1 a 2 X 2-es egységmatrizot jelol. Szamitsuk ki on négyzetét:
(on)* = oinon; = nn;(6;1 + i€ o) = 1 +i(n x n)o

A mdsodik tag természetesen eltiinik, tehdt (on)* = 1. Vezessiik be a kovetkezd projektort:

Py (L+on) .

l\')IH

Kdonnyen beldthatjuk, hogy P% = Py:
5 1
Pi:Z(IL:I:2a'n—|—]l) = Py
Hasonloan ellendrizhetyik, hogy P, P_ = 0:

P.P. = }l(]l +on)(l—on)=-(1-(on)*)=0.

R
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Beldtjuk, hogy a Py projektor eqy alkalmasan vdlasztott u vektorbol on sajdtvektorait
vetiti ku:

(I+on)u=P,u

DN | —

onP,u = ong (I+on)u=
1
E(Il—an)u: —P u.

Természetesen a Pyu, P_u vektorok ortogondlisak eqymdasra. A Pauli mdtrizok ismereté-
ben irjuk fel a Py projektorokat:

rot(CaB B0 (A )

1
onP.u = ong (I —on)u=—

ahol az n egységvektor komponensei (sin () cos (¢), sin () sin (¢), cos (1)).

A normdlt sajdtvektorok az u = (1,0) vdlasztdssal a kovetkezdk lesznek:

= L 1 4 cos (V) 1 2 cos? (2)
T \/(1 + cos (9))2 + sin (0)? ( sin ()€’ ) 2COS( ( 25111(%)0 (g)ew )

()

Hasonloan hatdrozhatjuk meg a masik sajatvektort is:

= ()

A transzformdcios matrizot a két sajdatvektorbdl épithejiik fel:

cos (;97) sin (2)e~%
sin (£)e™ cos (%)
4.9 Megoldas Az impulzus momentumok osszeaddsakor a kévetkezoek szerint jarunk el.

Ha 0y és Uy impulzusmomentumokat adunk dssze, akkor a legmagasabb (legalacsonyabb)
J, = Ly, + Lo, sajatértéki sajatdllapot eldallitasa egyértelmii:

|01 4 b, Uy + L) = |€1, 1) |la, ba) , |€1 + oy — (b1 + L)) = |1, — 1) |la, —La) , (4.89)

tehdt 0(61617£2€2|€1 + EQ 761 + 62) = C(fl - 61762 - EQIEI + 62 ,—(61 + 62)) = 1. Mindkét
oldalra alkalmazzuk a lefelé léptetd operdtorokat:

J 1) = (S + Sy )'1 1>

VI1+1) -1(1-D[1,0) = \/% (%“>_%(
(

1 1 11

2(1,0) = |[=,—=)|=, =
V2|1,0) ‘2, 2>‘2,2>+
1 |1 1 1
1,0) = —|=,—= |-
|7> \/i 27 2>’27



Tehdt C(3 — 1,1111,0) = C(33,3, —3[1,0) = \/5. Az |0,0) dllapot ugyanazokat a direkt

szorzatokat tartalmazza, mint az elézd |1,0) dllapot. A két dllapotnak ortogondlisnak kell
lennie eqymdsra, ebbol kovetkezik:

0.0 = L|L L)L 1 1|1 1\]1 1
V212 20272/ 2|22/ |2 2/
vagyis C (5~ §,1410.0) = 25, € (3.5, -310.0) =%

4.10 Megoldas a.) Induljunk a legmagasabb J, sajdtértéki dllapotbdl, és alkalmazzuk a
J., (L_ 4 S_) léptetd operdtorokat:

J=3/2M |L,m)|S, mg) |L,m)|S, mg)

1 |§,%> 1 1, 1)% %> '
Vv |13 -9 |6 LDz -3
Foglaljuk dssze a kapott Clebsh-Gordan egyiitthatokat:

|/, M) | L, m)|S, ms) L, m)|S, ms)

5.5) |1 [LDI5.3)

3,3) 5 11L0)5.5) 5 L1, —3)

3.-2) |5 1L-Dlg3) 5 11,03, —3)

Az ]%, M) altér megkonstrudldsdhoz a J? sajdtdllapotok ortogondltsdgdt kell kihasz-

nalnunk:
|J, M) |L, m)|S, mg) L, m)|S,ms)
|%7_%> % |17_1>|%>%> - % |1>0>|%>_%>

b.) Ebben az esetben nagyobb lesz az alterink:

J=3/2M |L,m)|S, mg) |L,m)|S, ms) |L,m)|S, ms)
1 12,2) | 1 11,1)[1,1)
2 12,1) | V2 11,0)[1,1) | V2 11,1)[1,0)
26 12,0) | V2v2 |1, -1)|1,1) | 2v2v2 [1,0)|1,0) | vV2v2 |1,1)]1, 1)

A sajdtallapotok normdldsa utdn a J = 2 alteriink eqyiitthatoi a kovetkezdek lesznek:

J=3/2M |L,m)|S, mg) |L,m)|S, mg) |L,m)|S, mg)
2.9) 7LD
2,1) 2 Lo)L1) [ ¥ [1L,1)]1,0)
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A J =1 altér esetében az |2,1) dllapotnak merélegesnek kell lennie a |1,1) dllapotra:

1,1) = §|1,o>|1,1> - \/75;1,1>\1,o> .

Ha a fenti sajdatdllapotra a J_, (L_ 4+ S_) léptetd operdtorokkal hatunk, az |1,0)
allapotra a kévetkezd linedris kombindcio adodik:

11,0) = */75\1, ~1)[1,1) — \/75!1, 11, -1) .

Az 2,0), |1,0), |0,0) dllapotoknak ortogondlisoknak kell lenniik egymdsra. EbbSI a
feltételbdl egyszeriien megszerkeszthetd a |0,0) dllapot:

10,0) = ?u,_m,n - ?u,mu,m + ?\1,1”1,_1) .

4.11 Megoldas Az egyiitthatok meghatdrozisakor hasonloan jdrunk el az elézé felada-
tokhoz: felirjuk a legmagasbb J, sajdatértéki |¢ + %,f + %) dallapotot és lefelé léptetiik az
J_ illetve L_ 4+ S_ operdtorokkal. Vagyis:

€+%,€+%>:(L_ Sy |€€)‘1 1>

JTL
B 272

Fejtsiik ki a jobboldalon az operdtorok dsszegének n-ik hatvanydt és haszndljuk ki, hogy
S? =0, vagyis csak azok a tagok maradnak meg, amelyek S_ nulladik és elsé rendi tagjdt
tartalmazzak:

(L.+S)"=L"+nS_L"",

tehdt
11

1 1
Lt == 4.
513+l 605 -5) (4.90)

Az operdtor hatvdnyok hatdsdnak meghatdrozasahoz hattassuk a lefelé léptetd operdtort a
|0, 0 — k) dllapotra:

J’I'L

0+ = £+1> L™ |e, )

L=k = Ol 1) — ((—R)(C— k=Dt —k—1) = /(k+ 1) (20 — k)|t,(—k—1) .

Most térjink vissza a (4.90) szdmi egyenletre és helyettesitsik be az el6z6 képleteket:

& 1 1
_ S0 _
,!le VE@2(+2—k) |0+ 5 l+ 5 " |:| VERE+1—-Fk)|l0—

1 1
27 2

+ H\/ 20+ 1=k, 0+1—n)

1 1 k(20 +1— k) 11
V*§J+§—”>-' k%+2—)w€ >5§>
k(20+1—k) 1 1
1 — - _Z
2g+ L k(20+2 -k )IM+ AP 2>
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Az el6z0 kifejezésben a szamlalo mindig eggyel kisebb mint a nevezd, igy a produktumbdl
csak a nevezd elsd tagja és a szamldlo utolso tagja marad meg:

1 1

20 2

1 1 [204+1—n 11

Az }E — %, l+ % — n> dallapot egyiitthatoit az ortogonalitds feltétel segitségével hatarozhatjuk
0,0 -
e =) ==

meg:
1 1
26—1—1 272 27 2/

1 1
b—— 04 - —
i)
4.12 Megoldas A J.11. feladat alapjin az |%, %> dallapotot a kévetkezo direktszorzat dl-
lapotokbol tudjuk eldallitani:

393y )

Az L, varhato érték tehat:

11>_ 2041 — Mf 1 —n)

11 11 1 1 1]11 2 1 171 1 2
S oL |5 2 Y =2(,0| L. |1,0 R W TS T 0 U =il I G
<2’2' 22> 3 {LOIL: ><2 2'2 2>+3< L2 ><2 2‘2 2> 3
4.13 Megoldas Az |1,0) = Lz (133)15 — 3) + |5 — 3)[33)) dllapotban tetszbleges, az elsd

részecskére hato operdtor varhato értékét a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
1 /11 11 1/1 1 1 1
1,0[ Ay |1,0) = = { =, Z|Ay|=, = ) + = _,__’A ’_,__ _
(1,0] A1 [1,0) 2<22 122>+2<2 21712 2>
11 1/1
1 zla = S\ 55”255 A\ o 5lP=
(1,0151./1,0) 2<225 22>+2<2 5
11
272
1 /11 11 1/1 1 1
1,0[51,]1,0) = ={(=,=[5,|=, = 2z sl —2 V=)
(L, 01514,[1,0) 2<2’2 y2’2>+2<2’ 217¥12’ 2>
3

Ez alapjin a varhato értékek:
1 1 1\ 1/h h —0
2172122/ " 2\2 2
1 /11 1/1 1
1,0/81:]1,0) = =(=,=|5, Qe
1
Az Sy operdtor minden komponensének a vdrhato értéke nulla az adott dllapotban, de az
(1,0[S%]1,0) = Zh? (4.91)

1/11
1 1
S S
2\2'2 2’ 2>
S? operdtor vdrhatd értéke, hasonld szamitdsok eredményeképpen,

4.14 Megoldas Az LS csatolast felirhatjuk az J = L + S négyzetének a segitségével:
LS = %(JQ ~-L>-9?).
A teljes Hamilton operdtort a kovetkezéképpen fejezhetjik ki:
H = Hy+ A(J2 L? - S% .

A Hy operdtor a gombszimmetria miatt nyilvainvaloan felcserélhetd L és S minden kom-
ponensével, ebbol kovetkezden a J operdtorral is. Ezen feliil

12,9 = [$,9] =

vagyis J komponensei az LS operdtorral is felcserélhetoek, tehdt J mozgdsallando lesz.
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5. fejezet

A hidrogénatom spektruma és a
tobbtestprobléma

5.1. Elmélet

5.1.1. A radialis Schrodinger-egyenlet

Feladatunk, hogy V (r) = V (|r|) = V (r) centralis potencidl esetén megoldjuk a

(2 +vm)vom=-5ow, 6.)

2m

stacionarius Schrodinger egyenletet.

5.1. Tétel
2 , L
ahol bevezettiik a p, radialis impulzust:
1 hl h 1 h1
prz—rp—l——,—:—,(ar%——):—,—@rr. (53)
r ir 1 r ir

Bizonyitds. A bizonyitas soran felhasznalunk néhany azonossagot, melyeket az 5.1., 5.2.
illetve az 5.3. megoldasokban bizonyitunk. A hely- és impulzus operatorok felcserélési
relacioit kihasznalva:
L? = LiL; = €ijk Eilm Lj Pk T Pm = (5jl Okm — 5jm 5kz) Lj Pk Tl Pm
h h
=TjPrTiPr — TiPe TP = T | Tjpr + ;5@' Pk — Tj pr | Dj Tk — Zékj
h h h
=r’p’ + 221 =T ppe Tk = r?p? + 2=rp = pj Tk Pk = 35 D;

h
=1’p’— (rp)’ — ~rp. (5.4)
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Mivel a perdiiletoperator barmely komponense, igy a perdiiletoperator négyzete is, felcse-
rélhetd r2-tel, a kapott azonossagot atirhatjuk a

1 h L2
2 _ 2
p —T—Q[(rp) —;rp} +5 (5.5)
formaba. Az (5.3) definici6 alapjéan:
2 2 (1 ’ 2|2, 2 2 (Lo
p;=—h*|-0.r) =—h*|0:+-0,| =—h" | -0:r (5.6)
r r r
1 1 h?
= —K? {—arr&»#——@r} = ——2[7“8,,7"&4—7“&] , (5.7)
r r r
ami valéban az (5.5) egyenlet jobboldaldnak elsé tagja. O

Felhasznélva, hogy a perdiiletoperdator gémbi polarkoordinata reprezentaciéja nem tartal-
mazza az r radialis koordinatat, a

2m  2mr?

p2 L2
(2 4V vl = Bo (5.8
Schrodinger-egyenlet megoldasat kereshetjiik a

¥ (r) = P (r)Y" (9, ) (5.9)

alakban, ahol P (r) a radialis hulldmfiiggvény és az Y, (1), ¢) komplex gommbharmoniku-
sok az L? és L. operatorok kozos sajatfiiggvényei. Behelyettesités utan a P (r) fiiggvényre

a
2 h20 (041
{pT‘ ( )

om T 2mr? +V<7“)] P(r)=EP(r) (5.10)

differencidlegyenletet kapjuk. A radidlis impulzus (5.6) alakjat beirva és bevezetve az
R(r)=rP(r) (5.11)

fiiggvényt, a - )
<_h_d_ LRt Ly (r)> R(r) = ER(r) (5.12)

2m dr? 2mr?

radialis Schrodinger egyenlethez jutunk.

5.1.2. A hidrogénatom koétott allapotai

Egy Z rendszamui atomban egy elektron potencidlis energidja (az elektronok Coulomb

taszitasat elhanyagolva)
kZe? 1
% = — k= . 5.13
(r) r ( 4d7eg ) ( )
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Mivel V' (r) < 0, a kotott allapotok negativ energidjuak: F = — |E|. Az (5.12) egyenletet
ezért a kovetkezoképpen alakithatjuk at,

R A RH((+1) Za
S T S NP I ) = = ke? 14
( 2mdr2+ 2mr? r +| |)R(T) 0, (a e) (5.14)
U
h?  d? R0+ 1) Zo 1
_— — ——- R =0. 5.15
(8m Eld? _8m|E| 4B 4) (r) (5.15)
Bevezetve a
8m |E 2
¢ VE|Er 2 (5.16)
h To
valtozot, ahol
h h?
ro— - - 5.17
0= o Bl =g (5.17)
és az
A a mao To h? h?
c 2|E|rg r02|E|7“§ 02 aw’ " ma kme’ (5.18)
paramétereket, ahol ag = 0.529 x 1071 m a Bohr sugér, a
d*R () 1 ¢ (({+1)
a4z = 1
de 4 € 62 R(ﬁ) 0 (5 9)

differencidlegyenlethez jutunk. (A véltozdcsere utan a némiképp pongyola, R (§) = R (r (£))
jelolést hasznéltuk.) A fenti egyenlet megoldésait konnyen megtalaljuk az értelmezési tar-
tomany, ¢ € (0, 00), aszimptotikus pontjaiban:

£ — 0
d2R (5) 1 —1g
E—0
¢’R(E) L((+1) 41
i — 2 R =0 = R(§) <&, (5.21)
A (5.19) egyenlet megoldasat, a Sommerfeld-féle polinom mddszer szellemében, keressiik
az

R(§) = e *u () (5.22)
alakban, melyet behelyettesitve az (5.19) egyenletbe az

(- + (5 - NG

egyenlethez jutunk. A & — 0 aszimptotika miatt célszerli a megoldést

) w(€) =0 (5.23)

u() =) e (5.24)
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polinom alakban keresni, ahol s-et inicidlis indexnek nevezik (s > 1). A sziikséges deriva-
lasokat elvégezve a kovetkezd egyenletrendszert nyerjiik:

[s(s—1) = £(L+1)] co& 2+ (5.25)
Z{[(i +5)(i+s—1)—C(l+D])e—[(i4+s—1)—eleq} E€F72=0,  (5.26)

mely tetszoleges &-re akkor teljesiil, ha mindegyik hatvanytag egyiitthatéja eltiinik. A
legkisebb kitevji hatvanytag egyiitthatéjat vizsgalva (¢q # 0),

s(s—l)—€(€+1):0:>s:{£j—€1 , (5.27)

amibdl nyilvanvalbéan csak az s = (41 véalasztas szolgaltat az origéban regularis megoldast.
A t6bbi hatvanytag egyiitthatéjabdl a
i+l —¢ 1+l —¢
Ci1 = —7 =, %
(i+0)@G+l+1)—0(0+1) " ii+20+1)
(1=1,2,...)

c; = Ci—1 (5.28)

rekurzids osszefiiggés adédik. Mivel a ¢;/c;—1 hanyados nagy i-re 1/i-hez tart, nagy &-re
u (§) o ef, kovetkezésképpen R (£) oc e2¢, ami nyilvanvaléan divergens & — oo esetén.
Regularis megoldast tehdt csak ugy kapunk, ha u () véges polinom, azaz létezik olyan
tmax = 1,2, ..., hogy ¢;.. 1 # 0, viszont ¢; . = 0. Ekkor

€ =1lmax + . (5.29)
Vezessiik be az un. fokvantumszdmot
Nn=tinx+l{=n=123,... (5.30)
mellyel az ¢ mellékkvantumszdm az alabbi nyilvanvalo sszefiiggésben all:

(=0,1,....n—1. (5.31)

A kotott allapot radialis kiterjedését jellemzo sugar,

nag

= — 5.32
To 7 ) ( )
valamint a sajatenergia,
h? n2Z2 1 kZe?)? 1 kZe® 1
E, =- 2 = 2_2:_m( 26)_2:_ 6_2’ (5.33)
2mr 2magn 2h n 209 n

csak a fokvantumszamtol fiiggenek. A hidrogénatom kotottallapoti hullamfiiggvényének
teljes alakja:

wnﬁm (I‘) = %Lnf (7’/27’0) eir/m Y'em (197 @) ) (534)

ahol L,, az in. Laguerre polinomokat jeloli. A fentiekbdl kévetkezik, hogy az L, polinom
az { + 1-ik hatvannyal kezdddik és a legmagasabb hatvanykitevéje (imax — 1) + (£ + 1) =
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imax + £ = n. Ezért a polinom n — ¢ (egymést kovetd) hatvanytagot tartalmaz, tehat
zérushelyeinek szama n — ¢ — 1. Az energiaszintek degeneraltsaga az m mdgneses kvan-
tumszdmra vald 6sszegzéssel konnyen kiszamithato,

n—1

1
2% :(2“1):4”(”T>+2n:2n2, (5.35)
/=0

ahol egy kettes szorzofaktorral a spin-allapot (ms = :t%) szerinti degeneraltsagot is figye-
lembe vettiik.

5.1.3. Tobbrészecske rendszerek
Azonos részecskék rendszerének hullamfiiggvénye

Valamely s-spinfi részecske 10, hullamfiiggvénye koordinata-spin reprezentaciéban a H; =
L* (R3) @ C***! Hilbert-tér eleme:

U1 (1) = (U (|r1) @ |s,m7)) = o (r1,m]) (5.36)

N azonos részecske ¥y (1,2,..., N) hullamfiiggvényét a H; Hilbert-tér N-szeres tenzor-
szorzatan értelmezziik,

¢N€HN:}[1®H1®...H1®H1. (537)

N —szeres tenzorszorzat
Definialjuk két részecske felcserélésének operatorat,

P N (oeyiyenags ) =08 (o) (5.38)
melyre idempotens, P (i,7)° = I, ezért sajatértékei +1.

5.1 Posztulatum (Azonosség elve) Megkilonboztethetetlen részecskék hullamfiigguényé-
re megkoveteljiik, hogy a megfigyelheté mennyiségek invaridnsak legyenek két részecske
felcserélésésére. Ebbol kivetkezik, hogy Von € Hy esetén

(Onldw) (nlon) = (On[P (i, 5) Yn) (P (i, 5) Ynlon) (5.39)

tehat

P (i) w) (x| = [on) (Wn] P () (5.40)
azaz a |Yy) (Un| projektor és P (i,j) felcserélhetdk. Ez akkor és csak akkor lehetséges,
ha a vy N-részecske figguény P (i,7) sajatfigguénye. Aszerint, hogy a sajatérték 1 vagy
—1, a részecskéket rendre bozonoknak vagy fermionoknak hivjuk. Megjegyezziik, hogy ez
a tulajdonsdag a részecskék spinjével a kovetkezd kapcsolatban all:

U s=0,1,... bozon
P(i,5) YN = ) (5.41)

—N 5 = %,%,... fermion

Ezen dllitast a kvantummechanikaban posztuldaljuk, kvantumtérelméleti modszerekkel azon-
ban megkaphato, mint eredmény.
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5.2 Posztuldtum (Pauli elv) Az elektronok fermionok, azaz egy tobbelektronos hulldm-
fligguény antiszimmetrikus két elektron felcserélésére nézve.

5.3 Posztulatum Azonos részecskékbol dllo rendszer Hy Hamilton-operdtora invaridans
két részecske felcserélésére nézve, azaz

5.2. Kovetkezmény A hullamfiigguény felcserélési szimmetridja mozgdsdllando.

Bizonyitds. Ha P (i,7) ¥y (0) = ptn (0), akkor a hullamfiiggvény id6fejlédésébél,

i
QﬂN (t) = eXp <_ﬁHN t) @DN (O) s (543)
O
tehat
PG Un(0) = Pl (~4nt) v 0)
= exp <—ﬁHN t) P (i,5) YN (0) = poy () .
N fermion antiszimmetrikus hullimfiiggvényeinek eléallitasa: ha oy, o, ..., on € L? ®

C**t1(R3) ortonormalt fiiggvények és P(1,...,N) az (1,...,N) pozitiv egészek egy
permutacidjat jeloli, melynek paritasa P, akkor a

A N) = \/% S DT PL. . N) g (1) o (N) (5.44)
" P(1,..,N)
e1 (1) w2(1)  on(1)

01 (N) w2 (N) oy (N)

Slater-determindns antiszimmetrikus két részecske (két sor) felcserélésére nézve. Az nyil-
vanvaléan fenndll, hogy ha a Slater determindnst alkoté egyrészecske hullamfiiggvények
koziil legalabb ketté megegyezik, akkor a hullamfiiggvény azonosan zérus. Ennek kozis-
mert megfogalmazasa a Pauli-féle kizardsi elv, miszerint is két fermion nem lehet ugyanab-
ban az egyrészecske allapotban. Egy altalanos N-fermion hullamfiiggvény feirhato Slater-
determinansok linear kombinécidjaként,

I Ny = Y Cliyda. . in) Ui, (L N) (5.46)
il,iQ,...,iN eN
(u#ix)
ahol az (i, is, ..., 1y) indexek a Slater-determinanst alkoté egyrészecske bazisfiiggvényeket

jelolik.
5.3. Megjegyzés Mivel a determindns épp az N -edik antiszimmetrikus tenzorszorzat, az
N -részecske hullamfiigguényt irhatjuk a kévetkezd alakban is:

A1, ,N) =i (1)A... Apn (N). (5.47)
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Bozonrendszerek szimmetrikus hullamfiiggvényét hasonlé médon allithatjuk el

¢B (17 cee 7N) = Z O(ilaiQ, s 7iN) \Ijisl,igy...,iN (17 cee 7N) ’ (548)

11,12, ...,i Ny EN

ahol

o (1,...,N

1
, ):ﬁp(;wpa,...,m @1 (1)...on (N) . (5.49)

)

5.4. Megjegyzés A szimmetrikus hullamfiggvény definicioja épp az N-edik szimmetri-
kus tenzorszorzat:

U9 (1,...,N)=¢ (1) V...V oy (N). (5.50)
. . A/S P , .
A fermion- ill. bozonrendszerek Wi i in hullamfiiggvényeit egységesen jellemezhetjiik

ugy, hogy minden egyrészecske hullamfiiggvényre megadjuk, hogy az hanyszor fordul el
a tobbrészecske hullamfiiggvény eldallitasaban,

n; € {0,1} fermion
|n1,n2,...,ni,...> . (551)
n; € Ny bozon

Ezt a jelolést nevezziik betoltési szam reprezentacionak. Vegyiik észre, hogy a fenti hul-
lamfiiggvények tetszéleges részecskeszamu rendszer (Fock-tér) bazisét alkotjak.
5.1.4. Tobbelektronos rendszerek: Hartree médszer

Prébaljuk meg figyelembe venni egy Z rendszamu atomban az elektronok kézotti Coulomb
kolesonhatéast. Az elektronrendszer Hamilton operatora,

N N
1
H(177N):;H0(rz)+§l]221v<rhr]) ’ (552)
(i)
ahol -2 1702
e
o () = 5 = = (55
az egyrészecske Hamilton operator és
ke?
V(r,rj)=—"—, (5.54)
-y

a kétrészecske kolesonhatas. A Hartree-mddszerben az elektronrendszer kozelité hulldm-
fliggvényét a

N
Y (1,2, N) = @i (i) X1 s (5.55)
i=1

alakban vessziik fel ((pi|p;) = d0;;), illetve x 1 mi-vel a }%, mt) z irdnyt spin sajatallapotot
jeloljiik. A rendszer alapéllapotanak (kozelité) meghatarozéasa céljabdl az E = (y|H|v)
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funkcionalt kell minimalizélni a ; hullamfiiggvények alkalmas megvalasztasaval. Az egy-
részecske hullamfiiggvények ortonormaéltsagat kényszerfeltételként kezelve, bevezetjiik a
kovetkezo funkciondlt,

F({e}) = ([Hg) — Z&J (pilos) |

ahol az €;; Lagrange paraméterekre megkoveteljiik, hogy €;; = €7;, mert ez biztositja hogy
az F' ({¢}) funkciondl valds értéki legyen. Az ey; métrixot diagonalizalva, a sajatértéke-
ket g;-val jelolve, mindig attérhetiink az ortogondlis {¢;} sajdtbazisra, tehat az F ({¢})
funkcionalt felvehetjiik az

F({e}) = (W|H[Y) - Zgl (pilps) (5.56)
— Z / d*r ot (r) Hy (v) 5 (r) + % Z / / &r'd’r of (v) ¢F () V (r,1") @i (r) @; (r)

7]
(5.57)
“Ya [ Erei e

alakban. Meg kell vizsgalnunk, hogyan valtozik a funkciondl egy bézisfiiggvény (infinitezi-
malis) valtoztatasa esetén, ¢ + dpr. A Hamilton operdtor hermitikussiagdabol kovetkezik,
hogy a ¢} + dpj. varidlds is ugyanarra az eredményre vezet, igy kovessiik ezt az eljarast:

F(loh = [ drdcio Hme @) -2 [ drogm o 659
£ [ [ w607V @) e @)
i(#k
ahol kihasznaltuk, hogy V (r,r') = V (r',r). A minimum (széls6érték) feltétele, hogy

teszbleges dyj (r) varidcidra a fenti kifejezés zérussal egyezzen meg, amibél kovetkeznek a
Hartree-egyenletek,

(Ho (r) + VI (r)) oi (v) = eppr (r)  (k=1,2,...,N) . (5.59)

Itt bevezettiik az tin. Hartree-potencidlis energiat,

=3 [ @ v e = ke [ oSl )

v — |

ahol

- ‘Z s () (5.61)

Az (5.59) egyenlet formailag hasonlé egy staciondrius Schrodinger-egyenlethez, csupéan a
VH (r) potencidl a ¢; fiiggvények funkciondlja és rdaddsul fiigg az egyrészecske dllapot
indexétdl (k) . (Ez utébbi kellemetlen tulajdonsdgot az tin. Hartree-Fock médszer orvo-
solja.) Az (5.59) Hartree-egyenleteket az (5.60) és (5.61) Osszefiiggések felhasznéldsival
onkonzisztens médon, iterdlva lehet megoldani.
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A Hartree egyenleteket ¢} (r)-rel beszorozva, majd kiintegralva, az ¢, Lagrange paramé-
terek kifejezhetok,

o = / ot (x) Ho (r) ox (r) + / &r op (1) VI () | (5.62)

ahol gy, (1) = |y (r)|*. Vegyiik észre, hogy az elektronrendszer elektrosztatikus energidjéra
(Hartree energia) fenndll a kovetkezd Osszefliggés,

Z//d3 r QZ r’| Z/d%@k r) V7 (r) (5.63)

ezért az elektronrendszer energidja,
(Y| HY) = Z Sy (5.64)

A kolesonhaté elektronrendszer energidjat Hartree kozelitésben tehat megkapjuk, ha az
effektiv egyrészecske energidknak tekintheté Lagrange multiplikatorok 6sszegébol levon-
juk a kolesonhatdsi energia onkonzisztens megoldasokkal vett értékét (double-counting
jarulék). Ez az eredmény nagyfoku hasonlésagot mutat pl. a Heisenberg spin-modell at-
lagtér kozelitésében kapott energia kifejezéséhez, igy a Hartree-modszert szokas nevezni a
kolesonhato elektronrendszer atlagtér kozelitésének.
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5.2. Feladatok

5.2.1. Példak

5.1. Feladat Ldssuk be, hogy a p, = % (& + %) operdtor hermitikus!

5.2. Feladat Bizonyitsuk be, hogy
hl

.= ——0, 5.65
b T " ( )
1
p; = —h? (—83 r) (5.66)
r
5 1 1
=—h _87' r ar + _87' (567)
r r
h2
=3 [0y 1 0y + 10, (5.68)
2
= —1? [aﬁ + ;ar} : (5.69)
5.3. Feladat Mutassuk meg, hogy
[Li, iL‘k] = ihSiklxl s (570)
[Li, pi] = iheimapr (5.71)
kovetkezésképpen
1
[L;,r*] =0, [Li 5/=0, [L;,p’] =0 (5.72)

Segitség:. Haszndljuk a (4.87) egyenlet eredményét!

5.4. Feladat Bizonyitsa ba a kévetkezo csererelaciokat:

h

prr]= 7. (5.73)
[pr, "] = ?m"” : (5.74)
e, F(r) = 00 (579

5.5. Feladat A Kepler-probléma Hamilton-operdtora

oo, o«

2m  2mr?  r

Az ismert felcserélési relaciok segitségével lassa be, hogy

. Dr , . L2 (6%
r=— 6 pp=——-— ,
m mr r

ahol A = L1H, A] a (3.52) képletben szerepld kvantummechanikai idéderivdit!
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5.6. Feladat Hatdrozzuk meg eqy R sugard 2D potencidl dobozba zdrt részecske sajatdl-
lapotait és elsé néhany sajdtenerqgidjdt.

5.7. Feladat Hatdrozzuk meg eqy R sugariu gombbe zdrt részecske sajatallapotait és elsd
néhdny sajdtenergidajat! Mekkora nyomdst fejt ki a részecske a gomb faldra?

5.8. Feladat Hatdrozzuk meg az R sugari gombbe zdrt elektron alapdllapotdban az (r?)
értékét!

5.9. Feladat Ismeretes, hogy a H Hamiltonoperdtor barmely ¥ sajdatigguvényére
(U [HA|¥)=0 ,

ahol A tetszbleges linedris operdtor. Az A = rp valasztdssal bizonyitsuk be a kvantumme-

chanikai viridltételt )
2 <xp( L
2m

\If>—<\I/|rVV(r)|\If):0 :
ahol H = % + V(r). Mit kapunk V(r) = Ar® alaki potencidl esetén?

5.10. Feladat Kommutdcids relaciok segitségével vezessiik le, hogy a hidrogénatom | ném)
sajatallapotaban

1 1
<n€m)—)n€m> = 5 (5.76)
r apn
kovetkezésképpen
(nfm |V | ndm) =2E,, és (ntm | T |nlm)=—-E, (5.77)
valamint, hogy
(nfm | r | nfm) = % [3r* —0(t+1)] (5.78)
ahol ag = nz—i a Bohr-sugdr, E, = —3.%5 = —QmZTQ) — ¢s a potencidlt V(r) = —< alakban

irtuk!
Segitség:. Vizsgdljuk a [H,rp,] és a [H,r*p,] kommutdtorokat!

5.11. Feladat Mivel a hidrogénatom Ve, sajatdllapotdban a baloldali kommutdator var-
hacértéke nyilvanvaldan zérus, felirhatjuk, hogy

<T_2>n£m = f(ﬁ + 1)a <T_3>nfm ) (5.79)

ahol a = h%/ma és (r*)nem az r° operdtor vdrhatd értéke a Ve sajdtdllapotban.

Hasonlé gondolatmenet alapjdn, a [H,r**1p,] kommutdtor célszert dtalakitdsdval vezessiik
le az un. Kramers—Osszefiiggést:

s+ 1
2

(= (25 + D (i + 71201 = %a? (D =0 L (5.80)

A fenti dsszefiiggds természetesen csak s > —20 — 3 esetben értelmezhetd.
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Segitség:. A levezetés kozben alkalmazzuk, hogy

h s—1

[pr, %] = —sr (5.81)
7
valamit bizonyitsuk, hogy
h? 1 h 1
[H, T‘S—H] - 8(8 + )7“8_1 + (S+ )Tspr , (582)
2m m
ill. a végén haszndljuk ki az Enpm = —a/(2an?) dsszefiiggést.

5.12. Feladat Mutassa meg, hogy két kélcsonhato részecske Hamilton operdtora,

HO,2) = Py P2y )
’ 2m1 2m2 ’
folirhato mint
P2 p2
H(1,2) = —+—+4+V
( Y ) 2M + 2” + (r) Y
ahol mim mqry + Mmor
mi —+ mo my -+ meo
valamant 59 59
P J— I — -

“GorR’ P ior

5.13. Feladat A Cgy molekula egy focilabda alaki, 60 db szénatombdl dllo kalitka, amely-
be kiilonbozo atomokat zdrhatunk be. A belsejébe helyezett nitrogén atom vegyérték elekt-
ronjainak a spinje S1 = 3/2, az egyszeresen ionizdlt Cyy spinje Sy = 1/2. A két rendszer
H, és Hy Hamulton operdtora felcserélhetd az S1 és Sy spinoperdatorokkal, melyek termé-
szetesen eqymdssal is felcserélhetdek. A kiozds rendszer alapallapota 8-szorosan degenerdlt,
ha elhanyagoljuk a kézottik lévd kélesonhatdst (Hio = Hy + Hy).

Hogyan hasad fel az alapdllapot energidja, ha figyelembe vessziik a két rendszer kéozotti
His = JS1Sy alaky kdlesonhatast?

Segitség:. Mutassa meg és haszndlja fél, hogy [Hy2,S] = 0 és [Hy2, S?] = 0/

5.14. Feladat Legyen adva a kévetkezd két, (in. Bell) kétrészecske spin dllapot:

+ 1 1/2 1/2 ~1/2 —1/2 1
v = = (apOR@ £ G @) = S Ihth £, 68

a) Bizonyitsa be, hogy a fenti dllapotok ortonormaltak!
b) A fenti dllapotok sajdtdllapotai-e az S = S7 + S§ kétrészecske spinoperdtornak?

c) Mennyi a fenti dllapotban levd kétrészecske rendszer spinjének z—irdnyi (dtlag)értéke?

(V=] 8. [v*)
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d) Mennyi a fenti dllapotban levd kétrészecske rendszer spinnégyzetének dtlagértéke?
(vr] 87 %)

5.15. Feladat Az i.n. Moshinsky-atom esetében két egyforma részecske mozog eqy di-
menzios harmonikus potencidlban ugy, hogy egymdssal is harmonikus potencidllal hatnak
kéleson: ) ) . .
H= 2p_7711 + % + §m§22 (xf + x%) + §mw2 (x1 — m2)2

Mutassuk meg, hogy az dsszeq és kiilonbség koordindatak bevezetésével a Hamilton operdtor
szepardlhato két fiiggetlen operdtor dsszegére. Adjuk meg a sajdtdllapotokat! Tételezzik
fel, hogy a részecskék S = 1/2 spini fermionok. Adjuk meg a szingulet (spin rész anti-
szimmetrikus) és triplet (spin rész szimmetrikus) dllapotokat!

5.16. Feladat A Moshinsky atom esetében két harmonikus potencidlban mozgo részecs-
ke harmonikus potencidllal hat kélcson egymdssal. A probléma Hamilton operdtordt a
kévetkezoképpen adhatjuk meg:

pf p% 1 2/.2 2 1 2 2
H= % + % + §mQ (7”1 + ?”2) + §mw (Tl - TQ) (5'84)

Hatdrozzuk meg a Hartree-Fock alapdllapoti energidt!

5.2.2. Megoldasok

5.1 Megoldas Az operdtor hermitikussagdnak elegendd feltétele:

(glp- 1) = {(prglf) -

Fejtsiik ki a skaldrszorzatokat:

(ol f) = 7 2o (04 7) frar = 7 g ()0 f(r)dr + 7 g (1) (r)dr



Al \? 1 1 1
pz = (_,_arr) == _h2 <_arr> <_arr> = _h2_83,r
ir r r r

3.
1 1 1 1 1
—h*=0?r = —h*-0,(0,7) = —h*=0, (1 +10,) = —h* (—&« + —&T@)
r r r r r
4.
L/l 1 , 1
—h (=0, + =010, | = —h"— (rd, + r0,r0,)
r r r
5.

1 1 2
—1’ = (10, + 10,r0,) = —h’— (rd, +rd, +r*02) = =1’ (—& + 83)
r r r
5.3 Megoldas frjuk fel a kommutdtorokat és haszndljuk fel L definiciojdt:

[Li,xk] = €z'lj[l‘lpj7xk] = &zﬂl[ﬁm Ik] = ;&lj(sjkxl = iheip; .
Hasonloan,

(Li, p) = €ijilxjpr, pi] = iz, pelpr = iheijidjpp = iheap -
A (}.87) egyenletben bizonyitott

L0 )] = (e V£,

azonossdagnak megfelelden:

h 1 h r
Lr==rx2r=0, [L,=]=-rx2-=0.
L) =2 L) =21 x 22
[Li, ] = eiuljpre. pimi] = i ([, ploep + pol, pilpk) = 2ihes 06 prp0 = 0
5.4 Megoldas Az elsd felcserélési reldcio meghatdrozdsdhoz hatassuk a kommutdtort Hil-
bert tér eqy f(r) elemére:

hlo 1 h |0 h (0 0
[pry ] f(r) = 7 {EJF ;,7“1 f(r)= 7 {E,T} f(r)= 7 (577”(7") —Tgf(r))
h 0 0 h
= (100 gt = ) = St
tehdat a kommutdtor:
h
[pra T] = ;
A kovetkezd kommutdtort hasonloan hatdrozhatjuk meg:
h|o h (o0 0
o F0] = 50| =2 (F0) - P ) (5.89
_ h (OF(r) 0 0\ hoF(r)
=3 ( o TE0 g F(”E) =i o (5.86)

Az dsszefiiggést alkalmazva az r™ fligguényre a hdtralévd felcsrélési reldciot is igazolhatjuk.
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5.5 Megoldas A kvantummechanikai idé derivdlt definicidjdat felhaszndlva:

=5t ([3] + zmer] - 7])

Az L? operdtor felcserélhetd az r operdtorral, igy csak az elsé tag marad meg:

= L L (prorlpr o) =

A radidlis impulzus idéderivaltjat hasonloan hatdrozhatjuk meg:

Pr= ﬁ[H pr] = ;.L ([2;;,17] [%pr])

I )] = 25 (5.87

osszefiiggését felhaszndlva az elozo egyenletet a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

Az (5.85) egyenlet

5.6 Megoldas A rendszernek henger szimmetridja van ezért a probléma Hamilton ope-
rdatora felcserélhetd az impulzusmomentum operdtor L, komponensével. Nyilvanvaloan
kézos sajatdllapotuk lesz, tehat a megolddst kereshetjik

U(r, ) = e"?o(r)

alakban. A szabad részecske Hamilton operdtora henger koordindtdkban a kovetkezd lesz:

Hf_h_Q 10 (0 1&
N ror T@r r2 0p?

Helyettesitsiik be a hullamfiggvényt és irjuk fel a radidlis Schrodinger-egyenletet:

h2 10 [ 09 o h2 ¢ 109 P\
(rar@“&)‘ﬁ)— (arﬁ;a‘ﬁ)—w

Alakitsuk tovdbb a Schridinger-egyenletet:

Vezessiik be a

q= T (5.88)
valtozot és haszndljuk fel az elézd eqyenletben:

82
q af+qa—¢+(q — 1) ¢=0.
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Az el6zé differencidlegyenletben felismerhetjik a Bessel-féle differencidlegyenletet, amely-
nek —mind meglepetés — a Bessel fiigguények a megolddsai:

, 2mE
¢(T’ S0> - ewso(]# ( hz T)

Természetesen a koron kivil a hulldmfiigguénynek el kell tinnie, hiszen itt végtelen nagy
a potencidl. Az R-nél érvényes peremfeltétel:

omE
JM< 7;_;”2 R>:O.

Az elozo feltételbol meghatdrozhatjuk a sajdtallapotok energidit:

2,2
hxw

" OmR2

ahol z;,, a J,, Bessel fiigguény i-ik zérushelye.

5.7 Megoldas A rendszer gombszimmetridajabol kovetkezéen a megolddst eqy radidlis hul-
lamfiigguény és a gombfiigguények szorzataban kereshetjiik:

U(r,d, @) = ¢(r)Y," (9, ¢) .

A szabad részecske Hamilton-operdtora gombi koordindtdkban a kovetkezd lesz:

H——h—2 82+28 N L?
N or2  ror 2mr?

Helyettesitsik be a szorzat hullaimfiigguényt €s irjuk fel az iddfiggetlen Schrodinger-egyenletet:
(%o ,20 w0

or?2  ror r2

¢> =E¢

Rendezziik dat az el6z6 egyenletet,

Vezessiik be a
2mFE

r (5.89)
valtozot és helyettesitsiik be a Schrodinger-egyenletbe:

2¢+2q—¢+(q —1l(l+1)¢=0.

8 2 dq

A fenti egyenletben rdismerhetink a gombi Bessel-fiigguény differencidlegyenletére. A sa-
jatallapot tehdt a

b(r, b, ) :jz< ih )me °) (5.90)
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alakba irhato fel. A hullamfiigguénynek zérusnak kell lennie a gombion kivil, és el kell

tiinnie a gomb hatdrdn:
, 2mkE

amely feltételbdl kovetkezik, hogy az energia sajdtértékek a kovetkezdképpen dllithatok eld:
B h*z?
- 2mR?’
ahol x; a 7, szférikus Bessel-fiigguény zérushelyei. Tételezziik fel, hogy a részecske P
nyomdst fejt ki a gomb faldra. Ha AR-rel csokkentjik a gomb térfogatdat, a rendszer
energidja AE = PARATR? értékkel novekszik, vagyis

B 1 0E  haj

 4TR20R  4mmR5
5.8 Megoldas Az (5.90) egyenlet szerint a gombbe zdart részecske alapdllapoti hulldm-
fligguénye:

il

. T sin (Sr
o :NJO <7T—> :N# )
R ET
ahol N a normdldsi tényez6. Meghatdrozdsdhoz szdmitsuk ki a hulldmfiigguény négyzeté-

nek integraljat a gombaon beliil:

R in2(m 3 s 3
N2 = / —SIHE(RQT>T2dr = (E) / sin? (z)dr = % :
o (F7) T 0 2

A varhatd érték a kovetkezd lesz:

272 R gin2 (= 2R2 [T 1 1
(r?) = T / sin (RT)’IAdT: R / 2 sin? (2)de = R? (§+_> '
0 0

R3 (%7)? Es 272

5.9 Megoldas FEldszor hatdrozzuk meg a [H,rp] kommutdtort, ahol
2

H=L 4 V(r) : (5.91)

2m

(H,ripi| = [H,ri]pi +ri[H, pi] -

(H,ri] = %[pjpj,’f’i] =5 (pjlpj, ril + [pj, milps) = 0Py =~
h oV

Helyettesitsiik be az el6z6 kommutdtorokat a [H,rp| felcserélési reldcidba:

[H,ripi] = ? <p—2 — rV(r))

m

Miutdn eqy tetszoleges operator a Hamilton operdtorral vett kommutdtordnak a staciond-
rius dllapotokra vett varhato értéke eltinik, i1gazoltuk az bizonyitando allitast:

2 (4|2 |v) = WV
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V(r) = Ar® potencidl esetén vVV = sAr®, tehdt
2(0[T1) = s(@IVI]e)

ahol T a kinetikus energia operdtora. Harmonikus oszcillditor esetén s = 2, igy a ki-
netikus energia varhato értéke megegyezik a potencidlis energia vdarhato értékével, vagyis
eredményiink dsszhangvan a 2.22. feladat eredményével.

5.10 Megoldas Az (5.5.) szama feladat megolddsdbdl tudjuk, hogy:

=1 (25 5)

Hatdrozzuk meg a [H,rp,| felcserélési relicidt, amelynek a H sajdtdllapotain vett vdrhato
értéke eltiunik:

ho(p? L h
[, rp,] = [H,rlp, +r[H,p] = ~ <&+— — g) = - <2H+%)

m  mr: r 7

(nlm|[H,rp,]|ntm) = h ((nfm]2H|n€m,> + <n€m‘%‘n€m>) =0

?

—2F, = QL = <n‘g‘n>
r

2n2ayg
1
n|—n) = )
n2ag

Az (nfm|r|nfm) vdrhaté érték meghatdrozdsdhoz induljunk ki a [H,r*p,] felcserélési reld-
ciobol:

Tehat

1

r

[H,7*p.] = [H,r*]p, +1°[H, p.] = (r[H, 7] + [H,7]r)p, + r*[H,p,] .

Szamitsuk ki az el6z0 egyenletben fellépo kommutdtorokat:

h h h
r[H,r]+ [H,r]r = g(rpr +pr) = (QT])T + Z)

i

és helyettesitsiik be:

h 2 L? a h h L? h
[H,r%*p] = - rd LT 4 yor —r—4+-p, | == |4rH— — +3a+ —p,
i 2m 2mr? rooi ) mr i
A radidlis impulzus operdtor vdrhato értéke eltinik, hiszen az operdtor elddllithato a
Hamilton-operdtor és r kommutdtoraként. Természetesen az egész [H,r?p| felcserélési

reldcio varhato értéke eltinik:

4nlm|rintm)E, — E(ﬁn—l; D <n€m‘%‘n€m> +3a = 0

h? al(l+1
- (nﬁm\r|n€m)——m+3a = 0
n2ag ma  n2ag
00+ 1)

+3 = 0

Zac (nlm|r|nfm) — Zas
Tehat

(nfm|rntm) = % (3n* — £(0+ 1))

115



5.11 Megoldas Az (5.5.) feladatban a

h ( L? Q@
Hpl==-|—7——= 5.92
Hl =5 (- %) (5.92)
dsszefiiggést mdr igazoltuk, haszndljuk fel ezt a [H,r*T'p,| felcserélési reldcid igazoldsdra:

[H, TS—HpT] = [H7 rs—H]pr + ,r,s—i-l[H’ pr]

1 1 hs+1
H s+1 - 2 _s+1 - [, s+1 N s+1 ) = —
[ 7T ] 2m[pT7T ] 2m (p [p ,T ]+[p ,T ]p) Z 2m

Az utolsd lépésben haszndljuk ki ismét a [p,,r°] felcserélési reldcidjdt:

(r°pr + ppr®) .

h 1 h?
[H,rtp,] = 22 + r°p, — 2—5(3 + 1)t
i m m

A [H,r*p,] kommutdtor az elézb6eket kihaszndlva igy irhatd fel:

h 2 L2 h?
[H,r*ttp,] = = <(s + 1)7“5& + s ars_l) — —s(s+1)r* 1p, .
) m o m 2m

A kinetikus energia kétszeresét kifejezhetjiik a Hamilton operdtor segitségével:

Helyettesitsiik be az elozo kommutdatorba:

2

h L h
[H,r*tp,] =~ [ (s + D)r*2H — s—1r*2 + (25 + D)ar®™' + ——s(s + 1)r* 'p,
1 m 2mai

Az utolsd tagot kifejezhetjiik a [H,r®| kommutdtor segitségével:

h 1 h?s(s? — 1
_sz'8<s + Dr*lp, = 5%2— [H,r*] + Ws(s”—1) >7“5_2 .

4dm

Kihaszndlva, hogy a Hamilton operdtor és eqy tetszédleges operdtor kommutdtordnak a
stactondrius dllapotokon vett vdrhato értéke eltinik, a kovetkezo dsszefiiggést kapjuk:

(ntm|[H,r*p]lntm) = (s+1)(r*)2E, — s%l(l + 1)) 4 (25 + Dalrs™)
+ %s(s2 —D{r*) =0

Az eldz0 egqyenletet dtrendezve a Kramer-dsszefiiggést kapjuk:

s+ 1
n2a

() + 25+ D)) =57 (20417 = %) (°72) =0,
5.12 Megoldas Az 1uj vdltozok a kovetkezdek legyenek:

R = arg —{—BI‘Q
r =T + 0ry
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ahol m m
Oé:—l s 5: 2 s 7:17 0=-1
my + Mo my + Ma

frjuk fel az impulzus operdtorokat az 1j valtozokkal:

_E a_Ri_f_ﬁﬁ —aP+
Pr="\or0R " orior) P
p2 = P +dp

Fejezziik ki a kinetikus energia operdtordt az uj impulzusokkal:

2 2 1 1
b1 1 Py _ (azpz 24 204’pr) 4+ (52P2 +6%p* + 25(5Pp) .
2my 2mao 2my 2my

Az egyiitthatok fenti vdlasztasdaval, amint arrol konnyen megqydzodhetink,

1 1
——ayPp+ —3iPp=0,
2m1 2m2

19y a Hamilton operdtort a kévetkezo alakba irhatjuk:
012 B2 ,.YQ 52
H=|—+"— P+ |——4+—|p*+V
(le * 2m2) + (27711 * 2m2) b * (r)
Helyettesitsiik be az o, B, 7y, 0 egyiitthatokat:
1 1/ 1 1
H=—"— P’ (——i——)p2+\/(r).

2(my + ms) 2\m;  my

5.13 Megoldas A két rendszer kélecsonhatdsdt leird Hamilton operdtort a kévetkezd alak-

ba irjuk dt:
J
H12 == J8182 == 5 (82 - S% - Sg) 5

ahol S =Sy +Sy. Az S} = 3/2 és Sy = 1/2 spinek dsszeaddsdbdl S* egy hdromszorosan
degenerdlt S = 1 sajdtdllapotdt és S? eqy dtszirdsen degenerdlt S = 2 sajdtdllapotdt

allithatjuk elo. Ezekben az dllapotokban a rendszer energidaja a kévetkezo lesz:

J

Tehdt By = Ex + Ecy, — 5/4J és By = Ex + Ecy, + 3/4J, a felhasadds mértéke pedig

E2 — E1 — 2J
5.14 Megoldas a) Eldszor szdmitsuk ki a két Bell dllapot skaldrszorzatait:
(W) =
(Wre™) =

(DA £ =1

N~ DN~

ahol kihasznaltuk, hogy
trinn=1, L =1, (1) =0.
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b) Hatdrozzuk meg az S7 + S5 operdtor hatdsdt a Bell dllapotokra:

Si+s) (DL =STATN£[LOD)+S (D £111D)

St £14) =
ST ELN) =

(ROES )
rnFLH)

| — N -

2

Vagyis az S7 + S5 operdtor az egyik bell dllapotot éppen a mdsik Bell dllapotba viszi
at:

(SF+85) [v*) = [vF) .

c) Miutdn beldttuk, hogy a két Bell dllapot ortogondlis eqymdsra, konnyen bizonyithatjuk,
hogy az S = S7 4 55 operdtor vdrhato értéke eltiinik az dllapotokon:

(5185 + S3|v%) = (¥F[pT) = 0.
d) Az S% = (S; + Sy)? operdtor dtlagértékének a meghatdrozdsdhoz irjuk fel a Bell dlla-
potokat az S? sajdtdllapotai seqitségével:
1
V2

Nyilvanvald, hogy a Bell dllapotok S = 1 sajdtdllapotai az S* operdtornak, ezért a
varhato értéke megegyezik a sajdtértékével:

) = —= (L, 1) £1,-1)) .

(pF[S%p) = 207 .
5.15 Megoldas Vezessiik be az 1j vdltozokat:
X=x14+29, T=121— 9.

Az 5.12. feladat megolddsa szerint a kinetikus energidt a kovetkezoképpen irhatjuk fel az
g vadltozokkal:

2 2 2 2
PP ey gy P
Qm—'—Qm_(O{+6)2m+(a+6)2m7

ahol az uj impulzusok:

_h0 _ho

“Tiox P ior
Jelen esetben az egyiitthatok a = B =~ =1, 6 = —1. Fejezziik ki a potencidlis energidt
az Uj valtozokkal:

%mwQ (27 +a23) = %muﬂi (X + ) 4 (X — x)2) = %muﬂ% (X? +27)

frjuk fel a teljes Hamilton operdtort az wj vdltozokkal:

Pz 1 0\? p? 1 02 WP
H=2(— 4 _-m(= o (P I () 2
<2m+2m<2)>+ (2m+2m(4+2>x>
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A Hamilton-operdtor szétesett az 1j valtozokban két fiiggetlen harmonikus oszcilldtor Hamilton-
operdtoranak az dsszegére
Q Q2 w?
Wx = — €8 Wy =4/ — + — 5.93
YT 42 (5.93)
karakterisztikus frekvenciaval. A sajatallapotok energidi leolvashatoak a Hamilton-operdtor
alakjdbol:

1 1
ETLXJLI = 277,(4.))( (TLX + 5) =+ 27:[/(,036 (nx + 5) s

maguk a sajdtdllapotok pedig a harmonikus oszcillator megoldasok szorzataibol dllithatoak

elé:
X2

X\ _x2 _
U(X,x) = Ny Hpy (Yo) e N, H,, (—) e 2%

| h | h
X() = €s Ty = s (594)
mwx MWy,

valamint H,, a Hermite-polinom. Ha figyelembe vesziik a részecskék spingét, akkor a teljes
hullamfigguénynek antiszimmetrikusnak kell lennie az x1, xo koordindtdk felcserélésével
szemben. A szingulet dllapot spin sajdtfiigguénye antiszimmetrikus, ezért a hullamfiigg-
vény térbeli részének szimmetrikusnak kell lennie. Az X wdltozo szimmetrikusan viselkedik
a részecskék felcserélésével szemben, ezért a hullamfiigguény elso tagja mindig szimmetri-
kus. Az x kilonbségi koordindta anitiszimmetrikus a felcseréléssel szemben, ezért a teljes
hullamfiigguény térbeli része csak akkor lehet szimmetrikus, ha a mdsodik tag pdros. A
triplet hulldmfiigguény esetében forditott a helyzet. Ebben az esetben a spin sajdtfiigguény
szimmetrikus és a térbeli résznek kell antiszimmetrikusnak lenni, amely csak akkor teljestil,
ha a masdik tag pdratlan.

ahol

5.16 Megoldas Keressiik az S = 0 szingulet alapallapotot:

1

O(r1,72) = B(r)8(r) (x1(X,*(2) =1, *(Dx (2) (5.95)

Muutan szingulet dllapotban a két részecskének ellenkezo spinje van, nincsen kézottik ki-
cserélodés és a HF egyenletet a kovetkezdképpen irhatjuk fel:

(f—m + %mQ%«? + %mw2<¢|(7“ _ rf)2|¢>) bi(r) = eii(r) (5.96)

A HF egyenleteket onkonzisztens iterdcioval oldhatjuk meg. Kezdd eqyrészecske hulldm-
fuigguénynek vdlasszuk a kolcsénhatds mentes megolddst. Ekkor

(p|r|e) =0, (¢|r?|¢) = %, ahol xq = @/%. Helyettesitsiik be a HF egyenletbe:

2
p 1 22 1 22 1 2,.2 () — o
(_Qm + 2mQ o ey + gmwr oi(r) = €;0i(r) (5.97)
vagyLs:
P 1 2 2\ ,.2 Lo 9o
o + g™ (Q% +w?)r? ) ¢i(r) = (e — e xg)oi(r) (5.98)

Az elsd iterdcio utan konvergdl az onkonzisztens eljdrds €s eqy olyan harmonikus oszcil-
latoe Schrodinger egyenletét kaptuk, amelynek sajat frekvencidja wy = V€22 + w? €és az
energidja eltolodot }lmwzx%—tel.
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6. fejezet

Kozelito modszerek a
kvantummechanikaban

6.1. Elmélet

6.1.1. Variacios modszer

Leggyakrabban a rendszer alapallapoti energidjanak kozelité6 meghatarozasara szolgalnak
a variaciés modszerek, melyek alapja a Ritz féle variacios elv:

6.1. Tétel Legyen H egy alulrol korldtos, hermitikus operdtor, melynek legalacsonyabb
sajatértéke Ey és az ehhez tartozo sajdatallapot |¢o). Ekkor barmely |¢) dllapotra az

Ehﬂz=iguzﬁﬁ- (6.1)

(¥]¥)
funkciondlra fenndll, hogy E [¢] > Ej.
Bizonyitds. Legyen |p,) (n € N) a H operdtor teljes ortonormélt sajatfiiggvényrendszere:
Hlpn) = E,len) és E, > Ey. Mivel barmely [¢) édllapot el6allithatd |¢,) = > ¢, |pn)
linedrkombinéciéval, ezért !

Z’Cn|2En 2’6n|2E0

E Y| = =E. .
S P S oI e

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy ha [¢) valamely {A1, Ao, ..., Ay} € A C R™ paraméterek
fiiggvénye, akkor az E (A1, A, ..., Am) = E [t (A1, A, ..., A )] fliggvényre is igaz, hogy

mAinE(Ala)\Qa"w)\m) > ED ) (63)
és a
OE (A1, Mo+, Am)

e —0 (k=1,...,m) (6.4)




egyenletrendszer {\}, A3, ..., AX Jmegoldasaval nyert E (A}, A5, ..., \5)) érték és i (A], A5, ...

hullamfiiggvény az alapallapoti energia és sajatfiiggvény legjobb kozelitése a A paramé-
tertéren. Bizonyithatd, hogy a paraméterek szaménak novelésével E (A, A5, ..., A ) mo-
noton csokken (és egyre jobban kozelit Fy-hoz).

6.2. Példa A 2./. feladat megolddsabol L = 2a helyettesités és eltoldas utdn adodik, hogy
a végtelen magas eqydimenzios potencidldoboz,

_J 0 lz| <0
veo={ 5 [s0. (65

alapdllapota pg = \/Lacos”—’” Ey = 7% sajdtértékkel. A o (+a) = 0 hatdrfeltételnek

2a’ 8ma?
megfelelden vezessiik be a

¥x(2) = a* = |z (6.6)

varidcios figguényt. Ekkor

(Ol Hy) B2 (A+1)(2A+1)

E() = = : 6.7
) (Pa]n) 4ma? (2A —1) (6.7)
OE(N)  h* 4X*—4\—5 146
- = Amin = ~ 1.724 ,
D dma @—1) 0 5 7247 (6.8)
I3
h2 2
E min) = 1.002 = 1.002 Ey . .
(Amin) = 1002085 = 1.00298 Ey (6.9)

6.1.2. Stacionarius perturbaciészamitas
Tegyiik fel, hogy ismerjiik a Hy Hamilton-operator sajatértékeit és sajatfiiggvényeit,
Ho |¢%) = Ey |¢) (neN), (6.10)

Ho=> E} &%) (&5 - (6.11)

Keressitk a H = Hy + W perturbalt Hamilton-operator sajatérték probléméjanak meg-
olddsat. Ehhez a klasszikus perturbdcidszamitashoz hasonléan (ldsd: Keszthelyi Tamés:
Mechanika jegyzete) bevezetjiik a

H (M) = Hy+ \W (6.12)
operatort és a
(Ho + AW) [tha) (A) = En (A) [¥n) (A)  (n €N) (6.13)
sajatérték egyenletet A hatvanyai szerinti sorfejtéssel prébaljuk megoldani. A
: _ 1,0
lim [12,) () = [«22) (6.14)
lim B, (\) = E° (6.15)
A—=0
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hatarfeltételek miatt a kdvetkezo alakot hasznaljuk a hullamfiiggvényre,

ahol
lim |3, (V) = 0. (6.17)

A Rayleigh-Schrodinger-féle perturbaciészamitasban tovabbi feltételként megkoveteljiik,
hogy a hullamfiiggvény perturbativ korrekcidja legyen ortogondlis a perturbélatlan élla-
potra:

(@nldthn (\)) = 0. (6.18)
A (6.13) egyenletetet a |©¥) sajatfiiggvénnyel skaldrszorozva,
(@nlHoltn (V) + A (@nW ¢ (A)) = En (N) (@nlthn (V) (6.19)

a (6.18) ortogonalitasi feltételt felhasznalva jutunk az aldbbi Gsszefliggéshez,
B, (A) = B, + A {@n[Wl, (V) - (6.20)

A perturbalt megoldast és energia sajatértéket A hatvanyai szerint kifejtve,

[63n (V) = D N[ és [0y = [@h) = [ (A) = DA [0F)  (6.21)
k=1 k=0
és .
E,(\)=E)+> MNED, (6.22)
k=1

majd ezeket a (6.20) egyenletbe helyettesitve,

S ONER =3 N0 ) (6.23)
k=1 k=0

kapjuk az energia korrekciokra vonatkozé alapvetd Gsszefliggést,
E® = (LW [p¢1)  (k=1,2,...) . (6.24)
Innen azonnal adédik az elsérendi energiakorrekcio:

E = (@)W [¢0) . (6.25)

Masodrendii energiakorrekcio

A sajétfiiggvény korrekcidinak kiszamitdsdhoz részletesebben meg kell vizsgalnunk a (6.13)
egyenlet \ szerinti sorfejtését:

(Ho + AW) <§: AP }@/J;’f)>> = (i A E}ﬁ) (i A \WB) (6.26)

k=0 k=0
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4

00 00 k
S (mlelh) + W) = Y (e ) o
k=1 k=1

=0

Y
k
Hy [ + W [plDy =3 ED [pl0)  (k=1,2,...) (6.28)
=0
Y
k
(Ho— E) [0y = =W [0 + > EY [0 (6.29)
=1

Ezen egyenlet megoldasa céljabdl behelyettesitjitk Hy és az I identitas operator spektral-
felbontasat,

k
ST(E - E) o)) () | [0y = =W [0+ Y ED 9Dy | (6.30)
i(#n) =1

ahol <<p2|1/17(1k)> = 0 miatt a baloldalon az ¢ = n tag nyilvanvaléan eltlinik. A tovabbi-
akban expliciten kihasznaljuk, hogy az n-ik sajatfiiggvény nem-elfajult, igy bevezetheto a

kovetkezo operator,
l3) (¥}
Q=D g0 (6.31)

melyet a (6.30) egyenletre hattatunk. Felhasznélva, hogy

Qu | D (B =B &) (0| | [ = { D ) (d] | [o) = [w) . (6.32)

i(#n)

kapjuk a sajatfiiggvény korrekcidinak rekurziés relacidjat:

k
4) = Qi |6l + 30 EDQu ) (63

=1

mely az (6.24) egyenlettel egyiitt alkalmas, hogy az sajatenergia és sajatfiiggvények kor-
rekcioit tetszoleges rendben meghatarozzuk.

A sajatfiiggvény elsérendii korrekci6ja konnyen megkaphat6, mivel az (6.33) egyenlet jobb-
oldalan csak az els6 tagot kell tekinteniink:

w
U = —Quw [u®) = - 3 Sl L) (6.34)
i(#n) ’

és a sajdtenergia masodrendi korrekcidja:

(oal WD) (07| W 160)
EQP = (AW [p{My=->" 70— 70 : (6.35)
n(2i) i~ n
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Els6rendii degeneralt perturbaciészamitas

Ha az n-ik sajatérték M-szeresen degeneralt, akkor H, spektralfelbontasat a

M

Ho = ZES ‘(p?m> <90?m| + Z E? }90?> <90?{ (6.36)
w=l i(E9£EY)

alakban irjuk fel. A nem elfajult esettel szemben az az alapvetd kiilonbség, hogy a nul-

ladrendii perturbalt hullamfiiggvényt a degeneralt perturbélatlan sajatfiiggvények linedr-
kombinaciéjaként vessziik fel:

M
(W) =D e b - (6.37)
pn=1
Az elsérendu kifejezéseket,
[ () = [ + A [0) , (@D, ui)) =0, (6.38)
és
E,(\) = E°+ \EWM | (6.39)

behelyettesitve a (6.13) Schrodinger egyenletbe,
(Ho+ W) ([0 + Aei)) = (B + AED) (Jo) + A [o)) (6.40)
a A\-ban nulladrendii tagok kiesnek, mig az elsorendii tagokra fennall, hogy

Ho 40} + W 440 = B3 i) + B [0} 041

Kihasznalva, hogy a sajatfiiggvény elsorendli korrekcidja ortogondlis a degeneralt pertur-
balatlan altérre, a

(@ W [0 = EV (0 [00)  (u=1,...,M) (6.42)

egyenleteket nyerjiik. Behelyettesitve a (6.37) kifejtést, a

M
> (W Ih,) e = EVe, (6.43)
v=1
\
M
(<¢9L,u|W |¢9Lli> - E7(L1)5,ul/) Cy = 0 (644)
v=1

egyenleteket kapjuk. Bevezetve a perturbacié matrixat,
Wi Wiy
War Wa
Wi = (eu W ln,) - W = . , (6.45)

WMM
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és a kifejtési egyiitthatékbol képzett oszlopvektort,

(&1
C1
c= , (6.46)
Cm
az elsorendii energiakorrekciot a
We=EVc, (6.47)
sajatértékegyenlet ill. a
det (W —EMNI) =0 (6.48)

szekuléris egyenlet megoldéasai szolgaltatjak.

6.1.3. Idofiiggs perturbacioszamitas

Igen sok esetben (pl. be- és kikapcsolasi jelenségek, gerjesztés EM térrel), a perturbécié
az ido explicit fliggvénye,

H(t)=Ho+ W (t) , (6.49)
ezért az idofiiggd Schrodinger-egyenlet megoldasait kell keresniink:
ihO [1bn (1)) = (Ho + W (1)) |1 (1)) - (6.50)

Feltételezziik, hogy valamely t, id6pont elétt W (t) = 0 és az allapot idéfejlédése Hy
sajatallapotabdl indul,
lim [y, (¢ }cpn . (6.51)

t—to

Mivel H, sajatallapotainak idofiiggése,

|02 (1)) = e #F [ (6.52)

célszerii a |, (t)) megoldast a

|tn (t Ze B e (1) [0 (6.53)

alakban felvenni, ahol a (6.51) hatérfeltétel miatt,

t—to

A hullamfiiggvény kifejtését behelyettesitve az idofiiggd Schrodinger egyenletbe kapjuk,
hogy

> (B ci(t) +ihe; (1)) e SREVE |0 = ZE°+W )) e (8) e REE QD) (6.55)

7

(ahol ¢; (t) = dcét(t)), majd kihasznélva a perturbalatlan stacionérius sajatfiiggvények or-

tonormaltsagat, az

(BQ e, (1) +ihcy (1)) e 75580 =3 (B26 + Wi (1)) ¢ (t) e 75! (6.56)

%
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4

ihég () =Y Wi (t) ¢ (1) ! (6.57)
differencialegyenlethez jutunk, ahol
Wii (t) = (en| W (1) |7) (6.58)
és 50 _ po
Wi = % _ (6.59)

A (6.51) kezdeti feltétel figyelembevételével, a kifejtési egyiitthatokra (¢ > ty) a kovetkezd
integralegyenletet kapjuk:

t
1 Wi T
C (t) == 5I<:n -+ Z_h E /W]m (7’) C; (’7’) ek T dr . (660)
S

A megoldast szukcessziv approximécioval keressiik. Nulladrendben:

o () = A2 () = O (6.61)
elsérendben:
cr (1) = () + Y (1) = 6 + &V (1) (6.62)
t 1 t
1 ) )
o (t) = = Z / Wi (1) el (8) e dr = - / Wi (7) €57 dr | (6.63)
¢ to to
és barmely M-edrenben,
M
ek (t) = O + Y (1) (6.64)
r=1
1 t
(r) _ (r=1) Wk T
o (t) = g Z/W;ﬁ (1)¢; 7 (1)e“™ T dr (6.65)
7 to

t

t1 tr—1
1\" , .
= (E) Z /dtl /dtg . / dtr Wkil (t1> €Zwki1t1 . Wir—lir (tl) €Zw17*1’1rtr .
i to to

7777 iT‘ tO

(6.66)

Altalaban megelégsziink az elsérendii megoldéssal és azt vizsgaljuk, milyen valdszintiséggel
taldlhato a rendszer a t id6pillanatban a k-ik sajatéllapotban (k # n):

2

1 / ,
P, (0 = (bl ) = & O = 35 | [ Wan () et ar| (6.67)

126



Idofiiggo perturbaciészamitas alkalmazasa, Fermi-féle aranyszabaly

Id6ben periodikusan valtoz6 potencial (pl. elektromos tér) hirtelen bekapcsolasa esetén
a perturbacio:

Wi(r,t) =0 (t)eErcoswt = O (t) W (r) (em + e’i”t) (6.68)
E

W (r) = % , (6.69)

és a perturbaciéo matrixelemei,
Win () = Wiy (e +e7) (6.70)

ahol X

Win = (er| W |en) = 5e € (e[ r[eh) - (6.71)

Az idofiiggo részt kiintegralva,

¢ ¢
W]m = /Wkn (T) €iwk"T dr = Wkn/ (ei(wk"+w)7 + ei(wkniw)T) dr (672)
0 0
ei(wkn—i-w)t -1 ei(wkn—w)t -1
= Win . + — 6.73
k ( i(Wkn + w) i(Wkn — w) > ( )
— Wi (ez‘[wkm]t/z S [(Win + @) 8/2] | o, -2 S8 [(Wen = ) t/Q]) . (674)
(Wkn +w) /2 (Wi — w) /2

az atmeneti valoszintiségre az aldbbi kifejezést kapjuk,

_ |Wkn|2

. . 2
oilwkn+w]t/2 sin [(wgn +w) t/2] 1 gtlwrn—wlt/2 sin [(win — w) /2]
B2

(Wkn +w) /2 (W —w) /2

1
PO, ()

(6.75)
Ha az dtmeneti valészintliséget w fiigvényében vizsgéaljuk, akkor ¢ > 27/w esetén két
spektralis csicsot latunk:

Wpn = EY=~ FEY+ hw abszorpcid
w R G 0 : . o (6.76)
Wk, = B~ E,) —hw indukalt emisszi6
és a csucsok félértékszélessége,
2h

Ha 47/t < 2wy, = t > 27wy, a két spektralis csics szétvélik és az dtmeneti valdszi-
niiséget felirhatjuk a két jarulék osszegeként,

(1) B |W;“|2 sin? [(wps +w) /2] sin® [(wp — w) t/2]
P (t) = 2 < w1+ w) /2P o — ) /2 ) (6.78)
Wiel? (sin? [(w +w) t/2]  sin? [(wi — w) /2]
= ( @t /2 @) 1)2P Jeo e
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Felhasznéalva az

[ sin? (at) [ sin? Yy _sin? (at)
/ Trat / g = im = =) (6.80)
azonossagot,
2
W Wil 1 1
PO 0= b (5 (G s - ] )+ (5 (B2 - B2 -] ) ) ¢ (6
2
= S5 Wial? (5 (B — Ef 4 hw) + (B - Ef — w)) ¢ (6.82)

Ezt az eredményt nevezziik Fermi-féle aranyszabdlynak, miszerint az atmeneti valészinii-
ség linearisan aranyos az eltelt idével,

PY () ~ walt (6.83)

n—k

ahol az iddegységre juto dtmeneti valosziniség,
Wy, = 2%|W;m|2 (6 (Ep — E) + hw) + 0 (B — E — hw)) . (6.84)
A t = 0 idépillanatban bekapcsolt konstans perturbédciéra, W (r,t) = W (r) © (t),
Wpshy = 2% (Wil 0 (E) — E9) (6.85)

azaz a perturbacioszamitas els6 rendjében nem torténik energiaatadas a gerjeszto tér és
a gerjesztett rendszer kozott.
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6.2. Feladatok

6.2.1. Példak

6.1. Feladat Keressiik meg a linedris harmonikus oszcillator

P o1
H = % + §mw2x2 (686)

alapdllapoti energidjat és sajdtdllapotat! Legyen a hullamfigguény

2

Y(x) = Ne (6.87)
alaki (¢ > 0)! Hatdrozzuk meg a ¢ paraméter értékét és az energidt varidcids mddszerrel!

6.2. Feladat Keressiik meg a hidrogénatom,

1 L «
H = _— 2 A 6.88
om?br + 2mr?2 o’ (6.88)
alapallapoti energidajat és sajdatdllapotat! Legyen a hullamfiigguény
Y(r) = Ne™P" (6.89)

alaki (6 > 0)! Hatdrozzuk meg a B paraméter értékét és az energidt varidcids mdodszerrel!

6.3. Feladat Végtelen mély eqgydimenzios potencialgodorhiz,

_f oo ha |z|>a
Vo() = { 0 ha |z|<a (6.90)

a kovetkezd perturbdcio

B 0 ha |z|>0
Vi(z) —{ “V ha |z <b (6.91)

tarsul (a > b >0,V > 0). Hatdrozzuk meg az energia sajatértékek eltolédasat a pertur-
bdcioszémitds elsé rendjében! Vizsgdljuk a b = a, valamint a b << a esetet elsd rendben!
Vizsgdljuk a V < 0 esetet is és a perturbdcioszamitds alkalmazhatosagdnak feltételét is!

Segitség:.

1 h2 2
() = \ﬁ sin (52 -18) D=2 B= (6.92)
a

2a 2 -~ 8ma?

6.4. Feladat A 0.5. feladatbeli perturbalo potencidlndl csékkentsik b értékét zérushoz
és a'V értékét novelyiik végtelen nagyra gy, hogy kozben a szorzatuk maradjon dllando:
K =Vb. Ennek megfelelden a perturbdlo potencidl Dirac-delta alaki lesz:

Vi(z) = —Ko(). (6.93)

Szamitsuk ki az energiaszintek elsorendii megudltozasdat és vessiik dssze ezt az eredményt
a 2.8 megolddssal az alapdllapotra!
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6.5. Feladat Tekintsiink eqy kétdimenzios harmonikus oszcillatort,

i pyo 1
== + —;;1 + —mw?(2® + ?) , (6.94)
melyre W = %mw%@y perturbalo potencidal hat. Hogyan mddosul az elso gerjesztett al-
lapot energidja a perturbdcidszdmitds elsé rendjében? (Haszndljuk a léptetd operdtorokat,
r = Zx/—% (a™ + a), ahol xog = \/h/mw) Hasonlitsuk dssze a fenti eredményt a 2.18 egzakt
megoldassal o << 1 hatdresetben!

6.6. Feladat A perturbdcioszamitdas elsé rendjében szamitsuk ki a hidrogénatom energia-
szintjeinek felhasaddsdt, amennyiben figyelemmel vagyunk a mag véges méretére!

H=Hy+V(r), (6.95)
ahol | 12
a
Hy= —p? @ .
0 2mpr + 2mr?  r (6.96)

a hidrogénatom (perturbdlatlan) Hamilton-operdtora, a perturbdld potencidl pedig:

1. egy R sugari vezetdé gombhoz tartozo

Vir)=—-%+7% 0<r<R
(r) ==k ++ e (6.97)
V(r)=0, 0<r<R
2. eqy R sugari szigeteld gombhoz tartozo
] 7‘2
V(T) = —3R (3 — ﬁ) , O<r< R, (698)
V(r)=0, 0<r<R

Legyen R/ag = 1073. Mely dllapotok hasadnak fel?

6.7. Feladat Szdmitsuk ki hogyan hasad fel a hidrogénatom spektruma, ha az elektronok
learnyékolt (Yukawa) potencidlban mozognak! Legyen a Yukawa-potencidlban szerepld o
drnyékoldsi tényezd igen kicsi, o=t igen nagy! Fejtsik sorba a potencidlt c-ban mdsod

rendig!
2

Vir) = —k%e’a’" (6.99)

6.8. Feladat Hatdrozza meg eqy L élhosszisagu potencidldobozba,

0 ha (x,y,2)€(0,L]
00 egyébként

Viz,y,z2) = { : (6.100)

zart m tomegii, e toltési részecske energiaszintjeinek korrekciojat a perturbdcio szamitas
elsd rendjében, ha a dobozt z irdnyi, homogén elektromos térbe helyezziik!
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Segitség:.
h2m?

"= 573 (n2 +n. +n?) (6.101)

3
Ungmym. = (%) sin <%x> sin (n}/_jry) sin <%z> (6.102)
V = —ez€ (6.103)

6.9. Feladat FEgy S =1 spind rendszer Hamilton-operdtora legyen

Hy = aS, +bS? (a,b>0). (6.104)
Hatdrozzuk meg az energiaszinteket!
A rendszert B = Bn (n? = 1) homogén mdgneses térbe helyezve tekintsiik a

QIMBB
h

W=wSn (w = (6.105)

kolcsonhatast perturbdcionak! frjuk fel a perturbdcio matrizat! Hatdrozzuk meg az ener-
giaszintek korrekciojat elsé rendben, kiilonos tekintettel az a = b esetre!

6.10. Feladat Hogyan mddosul a hidrogénatom alapdllapotdnak, 11oo(r) = 1/+/mad exp(—r/ag),
az energidja a perturbdacio szamitds elso rendjében, ha homogén z-irdanyi mdgneses térbe
helyezziik? Dolgozzunk szimmetrikus mértékben (A = 3(—By, Bx,0))!

6.11. Feladat Hogyan hasad fel a hidrogénatom n=2-es fohéja homogén, z iranyi elekt-
romos térben a perturbdcidszamitds elsé rendjében (elsérendii Stark effektus)? Szdmitsuk
ki a felhasadds mértékét is!

Segitség:.

., 2 T r
¢200(7“) = W (1 - T@o) exp (_2_%) YE)O(PL?a 90) 5

= o= ,
Vi, 0) = \/8E sin(d) exp(—iyp) , Y{' (0, ) = —\/g sin(J) exp(ig) ,

oo
n! o
n _—ox
e dr = E = ——.
/ n+1’ nlm 912
0

6.12. Feladat Szamitsuk ki az izotrdp, kétdimenzids oszcilldator alapdllapoti szuszcepti-
bilitasdat merdleges, B magnesestérben elsérendii perturbdcioszamitdst alkalmazva! Hasz-
naljunk szimmetrikus mértéket! Oldjuk meg a problémdt egzaktul is, és vessiik dssze a két
eredményt! Milyen feltételt rohatunk ki a perturbativ kézelités alkalmazhatosdgara?
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6.13. Feladat Legyen adott egy kétallapoti rendszer: Hy = co,. Vizsgaljuk a V = Jo,
alakid perturbaciot! (o, és o, z és x irdnyd Pauli mdtrizokat jelolnek.) Szamitsuk ki a
legalacsonyabb rendi korrekciot és vessiik 0ssze a H = Hyg + V' egzakt sajdtenergidival!

6.14. Feladat A sikbeli rotator Hamilton operdtora

L? n?
L (6.106)

H P i—
"7 20 20dp?

Eqgy P elektromos dipolmomentummal rendelkezo rotdtort helyezziink x irdnyd homogén,
E erdsségi elekromos térbe,
Hy = —PEcosp! (6.107)

Hatarozza meg a rotdtor energiaszintjeit a perturbdcidszdmitds mdsodik rendjéig!

6.15. Feladat A térbeli rotdtor Hamilton operdtora

L2

Hy = — .
"7 920

(6.108)

Eqgy P elektromos dipolmomentummal rendelkezo rotdtort helyezziink z irdnyd homogén,
E erdsségi elekromos térbe,

Hy = —PE&cos? ! (6.109)

Hogyan maodosul a rotator alapdllapoti energidja a perturbdcidszdmitdas mdsodik rendjéig!

6.16. Feladat Helyezziink eqy haromdimenzios, izotrop térbeli harmonikus oszcillatort z
iranyu. £ erdsséqi elektromos térbe. Elsorendi pertrubdcio szdmitds segitségével hatdroz-
zuk meg a rendszer P polarizalhatésagdt (elektromos dipolmumentumat) és xe elektromos
szuszceptibilitasat!

Segitség:.
oP

P=e(@z|0);  xe=e
£=0

6.17. Feladat Adott egy centrdlis potencialban mozgéo elektron ¢ = 1 mellékkvantumszd-
mi (hatszorosan degenerdlt) energiaszintje.

Hy ¥, (v) = EOp) (x) (6.110)

ahol w&ms (r) =Ry (r) Y™ (9, 0) ¢’f}‘°’2. Hogyan hasad fel ez az energiaszint a Hy = (LS
perturbacio (spin-pdlya kélesonhatés) hatdsara? (A perturbacidszamitds elsé rendje itt
megegyezik az egzakt megolddssal.)

1. Megoldas: Hatdrozza meg Hy hatdsdt a perturbdlatlan hullamfiggvanyekre ds irja fel
Hy matrizdat! A matriz igen eqyszeri struktirdjdat szem eldtt tartva oldja meg a szekuldris
egyenletet €s hatdrozza meqg az uj sajatfiggvényeket!

2. Megoldds: Ldssa be, hogy [J?, Hi| =0 és [J,, Hi] =0, ahol I = L+ S ! Hatdrozza meg
ez alapjan Hy + Hy sajdtfiigguényeit és szamitsa ki az uj energiaszinteket!
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6.18. Feladat Hidrogénatomot egy kistilés alatt lévé kondenzdtor lemezei kozé juttatunk.
A kiilsd, z irdnyu elektromos tér tehdt az

E(t) = Ee M O(t) (6.111)

figguénnyel irhato le. Milyen valoszinidséqggel gerjesztodik az elektron az n=1-es dllapotbol
az n=2-es dllapotba? Vizsgdljuk meg a 7 — oo hatdresetet és vessiik 0ssze az eredményt
a Fermi-féle aranyszabdly alkalmazdsdval kapott dtmeneti valosziniséggel!

6.19. Feladat FEgy e toltésid linedris harmonikus oszcillatort

£(t) = 50% exp (— (t/7)?) (6.112)

idoben vadltozo elektromos térbe tesziink. Az oszcillator t = —oo-ben alapdllapotban volt.
Az iddfiiggo perturbdcioszamitds elsé rendjében mi a valdszinisége annak, hogy az oszcil-
latort t = co-ben az elsé gerjesztett dallapotban taldljuk?

6.20. Feladat FEgqy q tiltési részecske linedris harmonikus potencidlban mozog,
1
H=2 1 e, (6.113)

At = 0 pillanatban (x irdnyi) homogén elektromos teret kapcsolunk be, amit a t = t
pillanatban kikapcsolunk. Szdmitsa ki a kezdetben alapdllapotban lévo részecske valamely
gerjesztett dllapotba torténd datmenetének valosziniségét az idofiiggd perturbdcioszdmitds
elsé rendjében t >ty esetén!

6.21. Feladat FEgqy egydimenzios, L élhosszusdgu, végtelen mély potencidl gédiorben lévd
részecske alapdllapotban van. Mi a valoszinisége annak, hogy a rendszer az n-ik gerjesztett
dllapotba keriil, ha T ideig & nagysagi homogén elektromos teret kapcsolunk be?

2 h2 2
= 2o (B5) - 111

6.22. Feladat Hatdrozzuk meqg az idében vdltozo, homogén elektromos térbe helyezett,
kezdetben az n-edik gerjesztett dallapotban lévo harmonikus oszcilldtor P dipolus momen-
tumdt és xe(w) elektromos dinamikus szuszceptibilitasdt (polarizdlhatdosdgdt) az idéfiggd
perturbdcio szdmitds elsé rendjében! A perturbdlo potencidl £ nagysagu térben a kivetkezd
alaki:

Segitség:.

[ eExesin(wt) ha t <0
Viz,t) = { efx sin(wt) ha t>0

A sziikséges iddintegrdlok elvégzése utan tekintsik az o — O limeszt! Hasonlitsuk dssze az
eredményt w — 0 esetén az iddfiggetlen eset (6.16. feladat) megolddsdval!

(6.115)

Segitség:.

PO —cWlalw)  xelw) =22 (6.116)

ahol P(w) a P(t) Fourier-transzformdltja.
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6.23. Feladat Hatdrozzuk meg az idoben wvdltozo, homogén elektromos térbe helyezett,
kezdetben az n-edik gerjesztett dallapotban lévé harmonikus oszcillator P dipdlus momen-
tumdt és xe(w) elektromos dinamikus szuszceptibilitasdt (polarizdlhatosdgdt) az idéfiggd
perturbdcio szdmitds elsé rendjében! A perturbdlo potencidl £ nagysagu térben a kivetkezd

alaki:
0 ha t <0

Viw,t) = { eCore *sin(wt) ha t >0 (6.117)

6.2.2. Megoldasok

6.1 Megoldas
1
2¢\ 1
N = (—C) (6.118)

mw?  ch?

(E) =(T)+ (V) = S +% (6.119)

(E) minimdlis, ha ¢ = 52, azaz (T') = (V), tehdt

b(x) = (2?6) e HET L (B) = % — E, (6.120)
6.2 Megoldas
R o[ [ 2d] . BNn
(T) = —%]\/‘2/47?7’26 {W + ;5] e Pldr = omB (6.121)
0
(V)= —Oz/47TT2%€_2ﬁTd7“ = —;—3 (6.122)
0
N2t 1o
(H) =(T) +(V) = omB B2 (6.123)
(] ) = N? 0/ dr2e=2 gy — ]\; 22” (6.124)
H hQ 2
E[f] = <1§}‘ L> = 2£ — Ba (6.125)
dE h?
_déﬁ]:%_a:o = 5=% (6.126)
By = —%O‘;, (6.127)

amely eredmény megegyezik a hidrogén alapdllapoti energidjdval.
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6.3 Megoldas

b -1 b
5E, = vl — 1, ) sin( m) (6.128)
a nm a
b Vo2 han =2k
b=a: 0B =Vy O0FEy=Vo—(1—(-1)") = a’ 6.129
“ 0 0 0 Oa( (=1 {O,hanz%—i—l ( )
Alkalmazhatosdg feltétele:
3h2 2
SE, << By — By = Vob << =1 (6.130)
8ma
6.4 Megoldas
mmc nm ,han=2k+1
o(x =—— sin? (— — — ) §(x)dx =
/W I / 2> (@) {0 ha n = 2k
(6.131)
Alkalmazhatosdg feltétele:
3h2 2
SE, << Ey—Ey = K << 2" (6.132)
8ma
Vessiik dssze ezt az eredményt a 2.8 megolddssal az alapdllapotra! Az energia B = %
A k-ra pedig a (2.128) egyenletben azt kaptuk, hogy
ka m
ka 77? atan (ka) = tan (ha) ~ T2 a, (6.133)

ami egqy transzcendens egyenlet. A megoldds az alapdllapotban ka € [0 : 7/2]. Kis K
esetén a jobb oldal pici, bal oldal w/2-nél nulla, igy ekoril sorba fejtve kizelité megolddst
kaphatunk k-ra:

ka 7r( 7r>7m T 2m
2

- =K k=——-—K 134
tan (ka) 2 it T 2a  R’rm (6.134)

Innen az energia K-ban elsé rendig:

E= N (6.135)

Mivel potencidldoboz esetén az alapdllapot energidja g 22, a fenti eredmény megegyezik az
elsorendii perturbdcioszamitas eredményével.

6.5 Megoldas Vezessiik be az x irdnyban n-edik, y irdnyban m-edik egqydimenzios ger-
jesztett dllapot szorzatdra az |n,m) jelolést! Vildgos, hogy ekkor

az [n,m) =+/nln—1,m) a,|n,m)=vmn,m—1) (6.136)

Az x és y iranyu keltd és eltintetd operdtorokkal felirva a Hamiltonit és a perturbdlo
potencidlt:

mw? axd (

Hy = hw (ala, +afa, +1) W = SR

al, + az) (al + ay) (6.137)
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W madtriza o (]0,1),|1,0)) bdzison:

hwa (0 1 hwa
Ennek sajdatértékei:
hw
sEW = iTO‘ (6.139)
< 208, = %2
a=20 a#0

A 2.18 példa végeredményét elsérendig sorfejtve a-ban:

1 3 Qo 3 o 3
1 3 « 3 o 3
En = hwl(1+§>—§hw 1—§N§hw(1—z) 5E——§hwoz

Vagyis a perturbativ eredmény €s az egzakt megoldas a-ban elsérendii sorfejtése kozott eqy
%—es szorzofaktornyi kilonbséget taldalunk.

6.6 Megoldas

R
1 _2r
5E§1) =— [ 47r*V(r)e @ (6.140)
g =T
9 ~

Itt kihaszndltuk, hogy mivel R/ay = 1073, az exponencidlist helyettesithetjiik 1-gyel. Az
eltolodds a kétféle potencidl esetén:

2

(1) 527a (aﬁ) az 1. esetben
R (6.141)

32_a (E) az 2. esetben

ao ap
(0) 1 (r)?
E I—z az 1. esetben
(0) (1) 1 5 ao

E,=E]"+0E) = (6.14)

(0) 4 (R
Ey7 | 1—3 <—) a 2. esetben
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6.7 Megoldas A Yukawa potencidl sorfejtése kis drnyékolds esetén:

2 2 2,.2 2 1
V(r)= _ke_e—‘" ~ —k;e— 1—ar+ L —ke— + ake® — Zke*a’®r (6.143)
r r 2 r 2

Vagyis a perturbalo potencidl az utolso két tag, ennek vdarhato értékére van szikségiink a
hidrogén n-edik sajatdllapotdban. Felhaszndlva az (5.78) egynletet:

2 L5y 2 L5y , o 2
ake’ — ~ke’a’r ) = ake® — Zke*a® (r), = ake® — —— (3n® —(((+ 1))  (6.144)
2 . 2 " 4m
Az energia elsérendi kifejezése tehdt:
2 2 2
w_ _h o Mo”0
E,,= S + ake - (3n* — £(0+ 1)) (6.145)
6.8 Megoldas
_ 8 'z%_ﬂyz(%_?f)-z(%_?f):_l
ok, eE///d:vdydz zsin ( 7 %) sin® -y ) sin® ( ——2 26€L
00 0

(6.146)

6.9 Megoldas Mivel a spin értéke 1, az 52 és S, kézos sajatbazisan bevezethetjik az S,
sajatértékeivel cimkézett |—1), |0) és |1) bdziselemeket. Ebben a bazisban Hy mdtriza:

b—a 0 O E_ =b—a
Hy = 0O 0 0 = Ey=0 (6.147)
0 0 b +a E+ — b +a
A perturbdcio madtriza:
—cos v % sin e’ 0
W=wSn=w ? sin Ye~ ¥ 0 \/75 sin Ye~ "% (6.148)
0 % sin e cos

Vizsgdljuk meg a és b hdrom értékét:

e a#b#0: E_=F_—wcos?, Ey=FEy, B, = E, 4+ wcos?

e a=0,b#0:
Ekkor E. = E_ # Ey, vagyis ez az altér kétszeresen degenerdlt. Emiatt a
= —costy 0
W=w ( 0 cos 19> (6.149)
mdatriz sajatértékeit kell megkeresniink, igy a kovetkezdre jutunk: E = FE_ -

weost =b—wecosV, By = Ey, B = E. +wcostY = b+ wcos?

137



e a=10+#0 Ekkor E_ = Ey # Ey, és Ey = 2a, vagyis ez az altér is kétszeresen
degeneralt. Emiatt a

= —cos?  Lsinde
W=uw 2 6.150
(? sin ve*? 0 ) ( )
mdtriz sajdtértékeit kell megkeresniink, igy a kévetkezére jutunk: E_ = -5 (cos ¥ — /2 — cos? 19) ,

Ey = —% (cos? + v/2 — cos? V) B, =2a

6.10 Megoldas Szimmetrikus mértékben, azaz A = ( 2y, 295 0) esetén,

1 1 1 o
H=—{(p, + —qBy)? — —qBx)?* +p*) — = —2ugS,B 6.151
s (024 5080+ 0, = 5B +52) = % = 2 (6.151)
1 2 2 2 a ¢°B? 2 2
- — — —pugL.B —2uS.B — 152
5 (03 +p; +p?) ~ — s 1BS e CAl (6.152)
A perturbdlo operdtor:
q232
W = —pupL.B — nugS.B — (2% + y?) (6.153)
8m? N——

r2 sin2(9)

Az elsé rendii energiakorrekcid alapdllapotban E = (100[W|100) :

QBQ
SEW — —pupB(L.) —2upB (S.) — /dgp/—e arid /sm 19(Y) sin ¥d =
—_———— ——

0 b

4w
(6.154)

g2 4 [
ihuBB—q8 52 —3/r e aoalr—/ (1 — cos®¥)d cos (6.155)
a
0
QBQ

SEW = +hupB — q4m2“0 (6.156)

6.11 Megoldas A z irdnyu elektromos teret leird perturbdlo potencidl a kovetkezd alaki:

V=—(—e)fz=eEz=eErcost) = \/4%657‘}/10(19, ) (6.157)

Az Enp energiaszint n = 2-re 4-szeresen elfajult (I =0, m =0; [ =1, m = —1,0,1).
Megmutathato, hogy (n'I'm/| z |nlm) # 0, han' =n, ' =1+ 1, m' = m. Emiatt bevezet-
ve a Vo = —3ape€ jelolést a (]200),|210) , |21 — 1), |211)) bdzison kifejtve a perturbdcio
mdtriza:

0 VW 0 0
Vo 0 00 ~
V= 00 0 0ol = Bam=0.0,£V (6.158)
0 0 00
Vagyis a 4-szeres degenerdacio felhasad eqy kétszeresen degenerdlt, és két nem degenerdlt

nivora:

138



75 (12,0,0) +2,1,0))

2,1,+1), [2,1,0 JVO
| )5 | ) R e 12,1, +1)
|27070> \\\\\ J‘/O
o % (|270a0> - |27 1a0>)
E=0 E#0

6.12 Megoldas Az x —y sikban fekvd oszcillator esetén a merdleges tér z irdnyid. Ekkor
a szimmetrikus mérték szerint A = (—%y, gm, O). lgy a Hamilton-operdtor alakja:

1 eB \* 1 eB \? 1
H = o (pa: + 79> T om (py B 796) + §mwg (:132 + y2) = (6.159)
1 1 Y — pyr 1 we\ 2
o (P2 +1;) + §WW§ (2 +9%) + m}c% + 3™ <?) (® +y%) (6.160)
Ho v

It bevezettiik az w. = =B jeldlést. Perturbativan kezelve a V-t sziikségiink van a V' alap-

dallapoti varhato értékére az Eéo) = hwy alapadllapoti energia eltoloddsdnak kiszdmitdasdihoz:

1 we \ he?
SESY = (0] V]0) = we (0] L. |0) + (0] =mwdr?|0) [ — ) = B? 6.161
) = 01V 10) = 01 L0+ (0] g 0 5 ) = 7 (6.161)
: 5=t
Innen a magneses szuszceptibilitds:
82E[gl) he?
X= "B T  Am2w (6.162)
Az alapdllapoti energiat azonban ki tudjuk szdmolni egzaktul is:
f{:;L@F+ﬁ)+wL-+Ln¢ﬁ+<@§22@?+f) (6.163)
2m T YT g 0 \2 '
Mivel (0] L, |0) =0,
o= hyfo? + (22) = gy 1 e ) 164
0=/ wy+ <?> = w1+ <2w0> (6.164)
Innen tehdt
0*E, 1 e? he?
X 0B? 0 5o 4m2uw, ( )

2\ 5 m?
b= 42 (1+—<§%> )

Ami megegyezik a perturbdcioszamitdssal kapott eredménnyel. Ha a nem-perturbativ ener-
giakifejezést elso rendig sorba fejtjik B szerint, akkor épp a perturbativ eredményt kapjuk.
Vagyis perturbativ kifejezés olyan mdagneses terek esetén is jo, amikor w. << wy, tehdt
B <« =,
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6.13 Megoldas
e 0 0 J
Hy = (0 —5) V= <J 0> (6.166)

Vildgos, hogy Hy sajatértékei E. = +e, sajdarvektorai pedig az (1,0) és a (0,1). Mindkét

dllapotban (V') = 0, hiszen V' diagondlis elemei nulldk. Igy az elsé nem eltind korrekcio
~ 2 .

mdsodrendi, mellyel Ey = +e + ‘2]—6 Egyszeriien megadhatjuk azonban az egzakt mgol-

ddst, ehhez csak a Hy + V sajdtértékeit kell meghatdroznunk, amik Ey = £v/2 + J2 =
Fey/1+ (%)2 Ezt kis J esetén elsé rendig sorba fejtve €pp a perturbdcioszdmitds ered-
ményét kapjuk.

6.14 Megoldas

h? d? h2m? 1
Hi=——"" = gO_2>7 - me =0,41,42. ... 6.167
0 2@d902 m 2@ ) ¢ \/%6 (m ) ) ) ) ( )
pe
Vinm —== [ &MY cos pdp =
' 2

0

21
£
_PE [ wemine | plwimmetypg, _ )~ ham/ =mE]
A 0, egyébként
0
Azaz EYY = Vinm = 0, vagyis elsé rendben nem kapunk korrekciot a masod rend a kovet-
kezot adja:

E® _ [Vinn 1" Vimi” O (PE)° (6.168)
"OEL B, EY - EY,  h(m?—1) '
() O(PE’ (2) _ O(PE?  p(2) _ O(PE)
Vagyis By = ==, B\ = Zg— By = gm0 -
6.15 Megoldas
L? R20(0+ 1
Hy=35 = ngg:%, o = Y0, 0)  (0=0,1,...; m=—L(...0)
(6.169)
4
V= -PE=—PEcost) = — /%P&ff (6.170)

A {l',m!|V |6, m) mdtrizelem meghatdrozdsihoz haszndljuk a

(T Em) T —m)\E (C+m)(l—m)\? .,
cos VY _( (20 + 1)(20 + 3) )Y€+1+<(2£+1)(2£—1)> Yoo (617)

dsszefiiggést. Ebbol vildgos, hogy Eélgl = ({,m| V |{,m) =0, tehat masodrendig kell elmen-
niink. Az is vildgos, hogy (¢, m!|V |6, m) # 0, ha ¢ = (+1 ésm/ =m. Igy a mdsodrendd
képlet szummdja 2 tagga egyszeriisodik:

@ [+ 1m|Viem)  [(6—1,m|V|e,m)]>  (PE)® £(¢+1)— 3m?

5@ _ + = ha ¢ >1

o E?,m - Eg-l—l,m Eg,m - E?—Lm Eg,m 2(2£ - 1)(2£ + 3>7

(6.172)
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Az 0 =0 esetben

2 2 2
@ _ (LOVI0,00  A° 2 __O(P¢)

6.16 Megoldas A perturbdlatlan Hamilton-operdtor illetve a perturbdlo elektromos po-
tencidl alakja::

3
Hy=hwo | ata, +ala, +ala, + = W =eEz=ef (af +a.) (6.174)
Y 2 mwy
Vildgos, hogy az elsérendii energiakorrekcio zérus:
h -

(nenyn.|Wng nyn.) = e€ 2wy (ne nyn:|a; +azngnyn.) =0 (6.175)

Az alapdllapoti hullamfigguény elsérendi korrekcidja:

(1) (ngyn,n,|W1|000)

w)-- £ gt e em

Nz, Ny, Nz

A ‘\I/[()O)> = 1000) alapdllapoti hulldimfiggvényt kozelithetjik a

B) = W)+ )
osszeggel (‘ \Iféo)> merdleges ‘\Iléo)>—re), ahol <\il‘ \i/> = 1+ O(E?%) normanégyzet 1-t6l vald

eltérése £-ben csak mdsodrendi, igy elhagyhato az elsérendi szamolaskor. A P dilélus-
momentum kifejezése:

P=e <\TI z ﬁ/> =e <<\Il((]0) z \I/él)> + <\I/él) z \1180)>> = 2eR <<\Il((]0) z \I/él)>>
(6.177)
(0) 1) (nynyn,|e€2|000)
R
< o [*]%0 < |Znnzn (ng + ny + 1) hwg [remy 1)
_ e Z (nzxnyn,|z]000)(000]z|n, n,n,) _
e (g 4+ ny + ) fug
g|(000|z|001)|2 € h e&
= —Ee = =
(04 0+ 1)hwo hwo 2mwy  2mw?
Tehat a polarizdcio illetve az elektromos szuszceptibilitds:
~ ~ e2& e?
P=-e <\D‘ : ‘q;> T 2muw? Xe =  2mw? (6.178)

6.17 Megoldas Keressik meg az Hy = ELS = £ (LS, + LS, + L.S,) operdtor mdtri-
zdt az ¢ = 1-hez tartozd altér kévetkezd bdzisan: |1,71),(1,4),10,1),]0,1),|—=1,1),|—1,])!

Haszndljuk fel ehhez a kivetkezd € =1 és s = 1/2 esetén érvényes dsszefiiggéseket:

h h h h
1), 8,11 = —ig 1), S 1t) =5 1), 5.1y =—2 1)

h h
Sty =511, Sl =5 1), 8,11 =i
(6.179)
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L,|m) =hm|m), Ly|m)="hy/2—m(m=+1) (6.180)

Mivel S, és S, a spinen forgat, az azonos spinekhez tartozé mdtrizelemekben csak LS,
szerepel:

(m LS ' 1) = (m LS. ' 1) = € | L ) (1. 11) = C'€ e (6181)
;2
(m [ ELS [ 1) = =% (6.182)
A kiilonbozo spinekhez tartozo mdtrizelemekben pedig az L.S, nem szerepel:
(mAIELS |l 1) = &(m A LS, + 1,5, |m’¢>=€<m| ZLx—z'ZLum»:
N L L T

(m LIELS [m' 1) = s ¢2 — (' + 1)6m,m 41
Tehat a Hy = £L'S operdtor matriza:

1 0 0 0 0 0
0 -1 v2 0 0 0
Rlov2 0 0 0 0

(LS = 5— 00 0 0 V3o (6.183)
0 0 0 +v2 =10
0O 0 0 0 0 1

A mdtriz blokkdiagonadlis, igy elég csak a 4 diagondlis blokkot kilon diagonalizdalnunk.
Ezalapjan a sajdtértékek és a hozzdjuk tartozo sajdtfiigguények:

Re: L) 2o 2O+ L1-11)

e \f|0 N+ L) R 75\0,¢>—\/§\—1,¢> (6.184)
—RE 0N - 2LD B L)
4-szeres
T T e
6-szoros -t | &
\ .
TS 2-szeres l :

§=0 £E40

6.18 Megoldas [ddfiiggo perturbdcioszamitas elsd rendjében az dtmeneti valosziniség:
¢ 2

PO =55 | [ vy b7 e (6.185)

0
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ItV (t) = —eEoze 7, | f) = thoom €5 |i) = h100, tehdt (bevezetve azwy; = (E}O) - E.(O)> /h

7

jelolést)

W 252 o p / 2
Py () = <¢2 ¢ m’ z [0 0> / e” ety (6.186)
i 10 )
a(t)
Szamitsuk ki el0szor zp;-1:
: 1
Y1,00(r) =2 (aio) e 0 YF) o pm(r) = ~Rae(r)Y/"(7) (6.187)

. 3z 4 )
YVP(7) =4/ pr 1/?7“}/10(7”) (6.188)

A sz0g szerinti integrdlds a kovetkezot adja:

47 . . 1 " . 1
\/— /Ye MY () YL (F)dQ = E/YE (A)YL(7)dQY = ﬁauamo (6.189)

Emiatt o radidlis rész integrdldsandl csak az Roq(r ( ;aroe sa0 esettel kell
torodniink:
9 3 37
z z
z = — | — drrie we 20 =
Wasalzlonao) = == () =2 (2)
0
200)? / drzte™
0
41=24

2 23212232%524_@0281
V3 \2a0/) 2a0v/3 \ag 3z 2 4,/235

Mar csak az id6figgd g(t) tag szamoldsa van hdtra:

t 2 . 9
1 / 1
g(t) = / e (Fmwr)t gy :’_1 (1—e*<;*““fi)t> =
;_ZCL)]"Z'
0
T2 2t t
1+w]2%72( +e € T Coswy
2
-
e = Tres
Tehat
P (t = 00) = 0710 0555<€a°> e T Lyp T (6.190)
m ) = m, T 2 o WVl T :
20m—100 ,19m,0 o5 07 1 2 2 2 2 1—|—w]2%.72
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Ha vessziik a 7 — oo hatdresetet, akkor az eqy V (t) = —e&y20(t), lépcsdszeriien bekapcsolt
perturbacionak felel meg, ami

2
Vil

o (6.191)

eredményt ad. Mivel a perturbdcio t > 0-ra iddfiiggetlen, érdekes lehet az iddfiiggetlen
pertubdcioszamitas eredménye is, mely mdsodrendben a

0) O\ |2
(v ]ef)
EY — B

(2

(6.192)

Py = |eig|* =

eredményre vezet, mely lathatoan eqyezik az iddfiiggd perturbdcio limeszeként kapott ered-
ménnyel. Ha azonban a Fermi-féle aranyszabdlybol szeretnénk szamolni, akkor

2
Py = % Vil 8(BY — Bt (6.193)
az eredmény, ami t — oo limeszben divergdl, igy rossz eredmény.

6.19 Megoldas Az oszcillatorra hatd perturbdld potencidl V(t) = —ex&(t) alaku. A
perturbacioszamitds elso rendjében:

00 2

1 1
Py = = / 0|V (t) 1) e~ nBo=Et gy (6.194)

o0

A Vo1 mdtrizelem szdmoldsakor a tér- és idofiiggd részek szétvdlaszthatoak, igy a térszeri
rész kivihetd az iddintegrdl elé. Igy a kovetkezdket kell kiszamolnunk (felhaszndlva, hogy
hw = Ey — Ey, és bevezetve y =t/7-t):

—e& (0] 2 [1) = —e&py/ % (6.195)

1 o0 ) oo
—00 —00

_ ﬁ / e wr5) gy (%) =

wT

= Te_<7)2

Ezeket felhaszndlva:

P 1
0—1 2mhwe (6 96)
6.20 Megoldas A perturbdlo potencidl:

V(t) = —qx&, ha 0 <t <ty (6.197)
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Az dtmeneti valosziniiség valamelyik n-edik gerjesztett dlapotba:

to

PO =) =5 | [ (V) 0) e

0

# (B0 gy (6.198)

Az integralban szerepld mdtrixelem:

| h h
V(t = _ S 10y = —
(n| V(') ]0) q&o (n| 2 ]0) 7&o Sy (n|a+ a'|0) 7&o 5 dna (6.199)

0

Azaz P(0 - n) =0, han # 1.
to 2
P?ERR /ew,dt, _ PEh 4sin2(w0t0) 24%8

2muwoh? 2muwoh? w2 mwih
0

P(O—1)= sin(wotg)  (6.200)

6.21 Megoldas
2

(0) _ (0)\
P(1—n) = /nyv V1 ef (BB gy (6.201)
0

Az integralban szerepld mdtrixelem:

(n|V(t ) 1) = e)& / \/ism \/%Sin (%x> dr — 6804[17?:2((;24__(;)12)71)
(

6.202)

Az iddintegral:

(BB 4m?L* hr?
i (Bn S =T 21
/ dt 2 (nE — 1)? [1 —cos (w,7)], ahol wy, S (n )
0
(6.203)
Tehat
e2E2m2 L% 128n*(1 + (—1)") hm? |,
P(1—n)= P (2= 1) [1 — cos <2mL2 (n” — 1)7’>] , (6.204)

azaz P(1 — n) =0, ha n pdratlan.

6.22 Megoldas Legyen az oszcillator kezdetben az n-edik gerjesztett dllapotban. A |1)(t))
allapot elsorendi kozelitéséhez sziikségiink van a lehetséges atmeneti ratdkra, melyek csak
onmagukba, illetve a szomszédos dllpotokba nem nulldak elsé rendben.:

b (t) = (6.205)
DL (1) = \/n—l— ye woeﬁ / e gy (6.206)
() = e / F(t')e " d' (6.207)
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Itt bevezettik az

“sinwt , hat <0
Pt :{e sinwt , hat< (6.208)

sin wt ,hat>0

jgelolést. Vilagos, hogy az atmeneti rdtdk szamoldsdhoz iddfiiggd részben szerepld aldabbe
integrdlokat kell kiszamolnunk:

t 0 t

/ F(t")e* ot qt’ = / el sin wt'dt’ + /ei“"ot/ sin wt'dt’ (6.209)
e oo 0
: 1
/ 1 1
lim [ e@F o)t ginwt'dt = lim — — = —LQ
a—0 a—0 20 \a+w Fwy o — 1w £ wy w? — wj
(6.210)
t
, 1 1(wtwo)t 1 —1(wFwo)t 1 1 1 1
/eﬂ“’ot sinwt'dt = —= = S + = + = (6.211)
/ 2 w=Ewy 2 wFwy gwiwg QwZFwOJ
R
0
/ (wrtwo)t (o)t
, 1 etlwtwo 1 e~ UwFwo
lim [ F(t)eteotqt = — ¢ _ L (6.212)
a—0 2 w =+ wy 2 WwFwy

Ennek felhaszndldsdval az o — 0 limeszben

p(e) = el
el (o (0 o+ 1) )LD n - 1)

=

J )+ e o3l @) I+ 1) + e et el () n—1) =
Vezessiik be a kovetkezd segédmnnyiségeket:

£ Hh 1
553,3&1@) = ngl,zLH(t)e_"th = % (n+1)

Dy o — 2 (1w cos wt + wq sin wt) (6.213)

o

E | nh 1
U (@)=Y (et = % 2n—ﬁ (1w cos wt — wp sin wt) (6.214)
’ ’ mwo w? — w3

A )] 6() = 14|80+

19y a polarizaciora azt kapjuk elso rendben, hogy:

2
£ 1, a korrekcio azonban E-ben mdsodrendi,

P(t) = (oW ()] ex [p (1)) = (6.215)
&0 (1) (mlex In+ 1) + &% () (n+ 1] ez [n) + (6.216)
e () (nfex|n — 1) + &0 (1) (n — 1] ex|n) = (6.217)
~(1) (n+1)h (1) nh e?E sinwt
2 ) +2 t)y/ =—— 21
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Vagyis P(t) szinuszosan fiigg az iddtél, igy P(w) épp a szinuszos tagot megeldzd figguény,
gy a dinamikus szuszceptibilitds
2
e 1
W) =———"5 6.219
Xe(w) mw? — wd ( )
Vegyiik észre, hogy az eredmény filiggetlen n-tol, vagyis az dsszes gerjesztett allapot ugyan-
annyira polarizdlhato! Az w — 0 limeszben az eredmény megegyezik a 6.16 megolddsban
talalhato iddfiiggetlen eset eredményével.

6.23 Megoldas A perturbdlo potencidl alakja:

—e&yxe sinwt, hat >0
V() = eCore *sinwt, ha t > (6.220)
0, hat <O0.
Innen az atmeneti valosziniségek:
¢ 2
Prom(t) = — | [ ar'e o ginwt'et 6.221
sm(t) = = oe (m|x|n) e sinwt'e (6.221)

0

h h
(m|z|n) =4/ %\/n + 10mmnt1 + 4/ m\/ﬁém,n,l (6.222)

csak P, _pi1 €s Py_n_1 nem nulla elso rendben. Ezen valosziniségek alakja t — oo-ben:

Maivel

2

6285 ! _—at’ _: ! _dwot!
Pynii(t) = S h (n+1)| [ dt’e™® sinwt'e =
0
o 2
e2&2

_ (TL+ 1) l dtle(—a+i(wo+w))t’ _ 6(—o¢+i(wo—w))t’ _
2

0
2

G AN 1 - 1
= 2mhw 2i \a—i(wp+w) a—ilw)—w)

202 2
= X0 () e
2mhw a? + w? — wi — 2iaw
202 2
- X (n+1) d 5
2mhw (@? + w? — wd)” + 402w
e2&l w?

Pn—)n—l(t) =

n
2mhw (a2 + w? — w?)? + 4a2w?

Ekkor véve az o« — 0 hatdresetet:

e2&2 w?
e2E2 w?

Pn—)n—l (t) -

2mhe” (2~ f)°

Vegyiik €szre, hogy at — oo és o — 0 limeszt nem cserélhetyik fel!
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7. fejezet

Szoraselmeélet

7.1. Elmélet

7.1.1. Kontinuitasi egyenlet, valosziniiségi aramsiiriiség

Az id6fiiggd Schrodinger-egyenletet,

Lo (rt) (R
ih T ( %A—FV(r,t) v (r,t) , (7.1)
Y*-gal beszorozva, ill. a konjugalt egyenletet,
oY (rt) (R ‘
-vel beszorozva, majd a két egyenletet egymasbdl kivonva az
. * 81/) (I', t) a¢* (I', t) _ hZ * *
i () 22 S 00)) = 50 807 (1) = o () A 1,1

(7.3)
egyenletet kapjuk. Mindkét oldalt teljes derivaltta alakitva, egy kontinuitdsi egyenlethez

jutunk:
Op (r, 1)

T + leJ (I‘, t) =0 5 (74)
ahol a (2.22) egyenlettel 6sszhangban
p(r,t) = 4" ()¢ (r,t) = |¢ (v, 1) (7.5)
a részecske megtaldldsi valosziniségsirisége és
: ih . "
J (I', t) - % (77Z) (I', t) V@Z) (I', t) - w (I‘, t) v¢ (I', t)) (76)

////// 7

a megtaldlasi valosziniségi dramsiriség.
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7.1.2. Haromdimenzidés potencialszéras

Egy széraskisérletben a részecskeforras altal kibocsdjtott részecskék valamely rendsze-
ren (targeten) keresztiill mozognak, majd azokat detektorokkal fogjuk be. A bejové és
tovdbbhaladé részecskék aramstiriiségének ill. Osszaraménak (intenzitdsdnak) ardnyabdl
tehetiink megallapitasokat a target szerkezetére és elektronéllapotaira vonatkozéan. Eh-
hez a feladathoz egy haladé részecskét leird véges kiterjedésii hullamcsomag idofejlodését
kell kévetniink az id6fiiggé Schrodinger egyenlet megoldasan keresztiil. Egy hulldimcsomag
mindig kifejthet6 sikhulldm béazison (Fourier-transzformacio):

1 i ikr
Y (r) = \/_Q_W_Z A(k)e"™ " dk (7.7)

Mivel mind a Schrodinger-egyenlet, mind a Fourier-transzformacié lineéris, elegendd az
egyenleteket egyetlen Fourier-komponensre megoldani, ezt kovetGen megkaphatd az ere-
deti hullamcsomagunkra vonatkozé megoldas inverz Fourier-transzformacioval. Ezért mi
most megelégsziink egy sikhullam szorasanak a lefrasaval. A sikhullamok nem normalha-
toak, igy gyakran hivatkozunk majd arra, hogy a szoérasi allapotok nem normalhatoak,
ami az axiomakkal Gsszevetve latszélag sok helyen gondot okozhat. Ilyenkor tartsuk ész-
ben, a sikhullam elotti ,normalofaktor” valéjaban egy Fourier-kifejtés egy komponense,
és segitségével egy norméalhaté hullamcsomagot allithatunk el6. Emellett a valédi kisérle-
teknél sosincs végtelen térben mozgo részecske, a kisérleti elrendezések mindig be vannak
zérva egy potencidldobozba (a labor fala), ami szabad esetben kvantéltta teszi a hulldm-
szam értékét. Ha azonban a potencialdoboz nagyon nagy, akkor egyrészt a végtelen tér
jo kozelités lesz, mésrészt a k értékek nagyon kozel esnek. Ekkor jo kozelitéssel vehetjiik
oket folytonosnak, és dolgozhatunk egyszertien sikhullamokkal azon az aron, hogy nem
normalhaté hullamfiiggvényeket kell kezelniink (pl. 8.1.5 fejezet). Ezutédn a kis kitérd
utan térjiink vissza a korabbi gondolatmenetiinkhoz. A targettol elegendden tavol szabad
megoldast tételeziink fel, azaz az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet

ihoypo (r,t) = Hothg (v, t) = %wo (r,t) (7.8)
alakl, melynek sikhulldm megoldasa
o (r,t) = A ¢i(lr=31) , (7.9)
ahol 22
E = o >0, (7.10)

és a bejovo részecskearam-siirtiség

) hk

jo= A — . (7.11)
m

Rugalmas szérds (potencidlszéras) esetén a targetet egy V (r) idéfiiggetlen potenciéllal
frjuk le, melyrél legaldbb azt kell feltételezniink, hogy a végtelenben 1/r-nél gyorsabban
cseng le, azaz lim rV (r) = 0. Az idéfiiggé Schrodinger-egyenlet,

r—00

o (v,t) = (Ho + V (1)) ¥ (v, t) (7.12)
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E energidju megoldésat keressiik,

W (r,t) = (r) eht (7.13)
ezért az idofiiggo probléma megoldésa visszavezethetd a
(Ho +V (r)) ¢ (r) = Ex (r) (7.14)

stacionarius probléma megoldasara.

Lippmann-Schwinger egyenlet

A szérasprobléma megoldasat bontsuk fel a bejové részecske 1 (r) hullamfiiggvényének
és a szords kovetkeztében fellépd 1, (r) hullamfiiggvény Gsszegére:

U (r) = o (r) + s (r) . (7.15)
Ezt a Schrodinger-egyenletbe beirva,
(Ho + V(1)) (¢o (r) +9s: (r) = E (o (r) + Y. (T)) (7.16)
kihaszndalva, hogy Hytg (r) = Evy (1),
(Ho +V (1)) ¢sz (r) + V (r) o (r) = E s (1) (7.17)
majd atrendezve, nyerjiik a
(Ho — E) ths: (r) = =V (r) ¥ (r) (7.18)

egyenletet.

A fenti egyenlet megolddsara bevezetjiik a Green-fiiggvényt, melyet (koordinédta-reprezentédciéban)
a kovetkezo egyenlet definial,

(Ho(r) — E) Go(r,r',E) = —=6(r —1') . (7.19)

A Green-fiiggvény éppen Hj spektruméan, £ > 0, nem értelmezhetd, de a komplex sikon
feliilrél ill. alulrdl kozelitve hatdrozott (de kiilonb6z6) hatarértékekkel rendelkezik,

N , ' / . m 6iik|r7r’|
GO (r7r7E)E£1_I>%GO(r’r’EiZ€):_27Th2 |I‘—I'/| 7

(7.20)

ahol k = vV2mE/h.

A szért hulamfiiggvényt a Green-fliggvény segitségével a kovetkezo integrallal fejezhetjiik
ki,

L= [ G BV () et () (7.21)
ill. a szérasprobléma teljes hullamfiiggvénye eleget tesz a
Y= (r) = Yo (r) + /Goi (r,v', E)V (v') * (v) d*r (7.22)

Lippmann-Schwinger-egyenletnek. Ez az integralegyenlet ekvivalens a Schrodinger-egyenlettel
tigy, hogy expliciten tartalmazza a lim 1* (r) = v (r) hatérfeltételt is. Mivel az origébdl
r—00

kifuté gombhulldm alakja e!*" =t/ /1 széréskisérletek lefrasdban a '+ esetet tekintjiik
és a tovabbiakban ezt kiilon nem jeloljiik.
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Born kozelités

A (7.22) Lippmann-Schwinger-egyenlet megolddsat szukcessziv approximéaciéval keressiik:

O () = 4o (r) (7.23)
YW (r) = Yo (r) + / Go (v, E)V (v') 99 (v) a3 (7.24)

: (7.25)

PEFD (1) = 4y (r) + / Go (r,v', E)V (r') ) (v') d*' (7.26)
(7.27)

Ezt nevezziik Born-sorozatnak. Foként gyenge szoréas esetében, megelégsziink az elsérendi
kozelitéssel, amit egyszertien Born-kozelitésnek neveziink:

P (r) = g (r) + /Gg (r,v', E)V (') 1o (v') dPr" . (7.28)

Szérasamplitiidé és hataskeresztmetszet

Mivel a detektort altalaban messze helyezziik el a targettdl, a hullamfiiggvény aszimpto-
tikus alakjat keressiik. Alkalmazzuk az
, rr’
r—r| — r—— (7.29)
> r
kozelitést és vezessiik be a ky = k-hullimszdmvektort. A Green-fiiggvény aszimptotikus
alakja:

m eikrfkf r

Go(r,r',E) —

> 2mh? r

, (7.30)

amit behelyettesitve a (7.28) egyenletbe és kihasznalva a bees6 sikhullam (7.9) alakjét, az

) eikr
v) 4 (¢4 1@ ) (731
ahol q = k — k¢ és f (q) a szdrdsamplitudd,
_ m N iqr’ 33,/
f(q) = ~5m V(x') e dr. (7.32)

A q vektor helyett, rogzitett energia mellett, a szérasamplitudé valtozdinak valaszthatjuk
a detektor iranyat jellemzo ¥ és ¢ gombi polarkoordinatakat, f (9, ).

Az (9, ) irdnyban elehelyezkedd, dS2 térszoget befogd detektorba érkezo részecskék id6-
egységre jutd mennyiségét a koontinuitasi egyenlet és a Gauss-tétel felhasznalasaval a
kovetkezoképpen fejezhetjiik ki,

dN (¥, ; dS)
( C;t(pa ) — ;] (I‘) TZdQ. (733)
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Ugyanezen mennyiség jellemzésére hasznaljuk a differencialis hatdskeresztmetszetet,

AN (9,0;dQ) . do (9, 9)
dt IELT)

ahol jy a beeso részecskék iddegységre jutd fluxusa. A fentiekbol a

do (¥,¢) rrj(r)

s (7.34)

— 7.35
0 o (7.35)
Osszefiiggést nyerjiik.
A (7.31) aszimptotikus hullamfiiggvény alapjén a valdsziniiségi dramstiriiség,
j = jO +jsz _'_.]znt ) (736)
ahol jo = h|A”k/m,
h|A| ethr _ ekt h|A| k r
e T C e FoaPS . s

és belathaté, hogy aszimptotikus limeszben az j;,; interferencia tag csak az el6reszoras
(t = k) esetén ad jarulékot. Mivel a beesé részecskedram trividlis jarulékot ad a diffe-
rencialis hataskeresztmetszethez, % = 72k = r%2cos, a szokdsos definicié szerint
csupan a szort részecskék hatéskeresztmetszetét tekintjiik, amire a nevezetes

do (197 QD) 2

L =100 (7.38)

osszefiiggést kapjuk. A teljes szérdsi hatdskeresztmetszet, o = [ d”(ﬁ"p dQQ, kiszamitasanal
mar figyelembe kell venni az interferenciatagot és levezethet6 az un optikar tétel:

o=—Tmf(0) . (7.39)

Alakfaktor és szerkezeti tényezo

A differencidlis hatédskeresztmetszet szamitasara tehat a
do m2 .
(q> _ /V(I‘) ezqr d37"

A 4r2pd
kifejezést hasznaljuk. Tekintsiink egy azonos atomokbdl vagy molekulakbol all6 6sszetett
targetet és az R; vektorok jeldljék a szorécentrumok pozicidvektorait. Ekkor a a target-
potencial a V; (r) individudlis szérépotencidl segitségével a kovetkezOképpen irhaté fel,

2

(7.40)

:ZVO(r—Ri) , (7.41)

ahol N a szorécentrumok szamat jeloli. A target szorasamplitudéja:

N
q) Z el (7.42)
i=1
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ahol bevezettiik az individudlis szérécentrum szoérasi amplitudéjat, amit alakfaktornak

hivunk:
m

— iqr 33 4
fo(a) 572 Vo (r) e¥dr . (7.43)
Kovetkezésképpen, a differencialis hataskeresztmetszet felirhaté a
o (q) =00(q) S (q) (7.44)
szorzatalakban, ahol og(q) = |fo (q)|2 egy szorécentrum differencialis hatéaskeresztmet-
szete és 4
q) =y R (7.45)
1,]

a (statikus) szerkezeti tényezd, melynek mérése informéciét szolgaltat az atomok (mole-
kuldk) térbeli eloszlasardl a targeten beliil.

7.1.3. Parcialis hullamok moddszere
Féként véges kiterjedésti és (kozel) gombszimmetrikus szérépotencial esetén, V (r > §) =

0, érdemes hasznélni a szérasamplitudék és hataskeresztmetszet szamitasara a parcialis
hullamok maédszerét. Itt a Green-fliggvény alabbi kifejtését hasznaljuk:

Go (r,v', E) Z e (kro) b (krs) Y™ (8) Y (#)" (7.46)

ahol k = v/2mE/h, r— = min (r,7'), r~ = max (r,7'), valamint j, (z),ne () és hy (z) =
Je () £ ing (x) rendre a gombi Bessel- , Neumann- és Hankel-fliggvények és Y;" (f) a
komplex gombharmonikusok. Jegyezziik fel a kdvetkezo aszimptotikus alakokat:

’ 1si — {5 —= s * — ()t exeEiz)
Je () = gsin (z—102) () d Lcos (z— (%) hy (z) d (Fi) =
(7.47)
Behelyettesités utan a (7.22) Lippmann-Schwinger-egyenlet alakja r > S esetén,
Y (r) = e ik Y i'hy (kr)Y]" () com , (7.48)
lm
ahol ,
2mi— . m /a\*
con =~ | ) YRV )0 () (7.49)

Felhasznéalva az

e =dm Y it (kr) Y ()Y (k)T =) VAw 20+ Dit e (kr) Y (8) . (7.50)
£m y4

kifejtést <Yem(i) = Om,04/ %), ¥ (r) parciélis hullimokra bonthaté:

= Z Rém (T> }/Zm (f'> ’ (751)
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és a radidlis hullamfiiggvényekre vonatkozé Lippmann-Schwinger-egyenlet:

R (1) = /47 (20 4 1)i" 54 (k1) 6o + i k] (kr) com (7.52)

2mi—t

Com = — /0 Ge (kr) V (1) Ry () 72dr . (7.53)

72
A fenti két egyenlet szukcessziv megoldasabdl azonnal lathatd, hogy Ry, (r) és cgp csupan
m = O-ra kiilonboznek zérustoél, azaz

ZP% ) Py (cos®) | (7.54)

ahol felhasznaltuk, hogy Y, (£) = /ZEL P, (cos¥) (P, a Legendre polinomokat jeloli),

Ry(r) = (20 +1)d" <je (kr) + %hj (kr) cz> : (7.55)
és s
cp = —277;; /0 Ge (kr) V (r) Ry (r) v2dr . (7.56)

A Hankel-fiiggvény aszimptotikus alakjabol kovetkezik, hogy

ezkr

Y (r) ~ * 4+ f(0) p (7.57)

T—00

= zg: \/ %4—7{; L co Py (cos?) (7.58)

kifejtést kapjuk. Innen a teljes szérasi hataskeresztmetszet,

= [a01r 00 =3 Jef (759

Mivel P, (1) = 1, az optikai tétel értelmében,

14

és a szorasamplitudora a

aminek megoldasa parcidlis komponensenként:

4 (2 1) .
#e%ma@ (6, €R) . (7.61)

Cyp =

A 9, paramétert fazistoldsnak nevezziik, ugyanis
Ry (r) ~ jo (kr) + i€ sin 6,hf (kr) = jg (kr) (1 + e sindp) — ne (kr) e sin &y

1
~ jo (kr)cosdy — ng (kr)sind, — o sin (kr - E + 54) : (7.62)

r—oo KT
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azaz aszimptotikusan a parcialis hullaim fazisa éppen d,-lel tolédik el a szérds nélkiili
esethez képest. A fazistolasok meghatarozhaték a radialis hullamfiiggvény ill. a deri-
valt illesztésével az r = S gombsugarnal. Segitségiikkel a szérasamplitudd és a teljes
hataskeresztmetszet konnyen meghatarozhaté:

f) = %Z (20+1) e sin 6, P, (cos®) , (7.63)
¢
és A
o= k—z Z (20 +1) sin®dy . (7.64)

14

7.1.4. Egydimenzids széras, alagiuteffektus

Szamos esetben (pl. kvazi-egydimenzids rendszerek, kétdimenzids transzlaciészimmetris-
val rendelkezé hatarfeliiletek) az elektronok szérédasat jé kozelitéssel a

2m dx?

(_h_gd_g LV (2) — E) (@) =0 (7.65)

egydimenzids Schrodinger-egyenlettel irhatjuk le. Egy balrdl jobbra haladé (x = —oco —
x = 0o) stkhulldm térfiiggd része e**, mig a forditott irdnyban haladéé e=**. A megfelels
hatarfeltétel mellett keressiik a (7.65) egyenlet megoldédséat gy, hogy a potencidl (véges)
szakadasaindl a hullamfiiggvényt és annak derivaltjat folytonosan illesztjiik.

Példaként tekintsiik a véges négyszog alaki potencidlfal esetét:

0 I. tartomény z < —a
V(z)=< Vo>0 IL tartomdny —a <z <0 . (7.66)
0 [1I. tartomany x>0

Legyen a balrdl bejévo részecske energidja £ = % Az 1. tartoményban a hullamfiigg-
vény a bejove és visszaverodo hullam linearkombinécidja,

¥ () = Ae™ + Be™*" (7.67)

mig a III. tartomanyban csak athalad6 hullam van:

Vrip () = Ce™™ . (7.68)
Az 1. tartomanyban a valészintiségi aramsturiség,
h d hk hk R A A
i) =t (0 0) D) < 4P 2 2 R e — e )
m dx m m o m- -~ 2
0
(7.69)
ami tehédt a bejové és visszaverédd (reflektélt) hullim aramsiirtiségének osszege:
. hk , hk
Gi=lAP—  j=—|Bf—. (7.71)
m m
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A wvisszaverddési (reflexios) egyitthato a két aramsiiriiség aranya,

. 2
—Jr B
R = == . 7.72
Z_|2 (7.7
A III. tartomanyban az aramstiriiség,
. . hk
Jrrr = Je = ’C|2 — (7.73)
m
mellyel az dthaladdsi (transzmisszids) egyiitthaté definidlhato:
‘ 2
Jt C
T=2L-1= 7.74
|4 (774

Mivel a II. tartomanyban nem keletkezik részecsketébblet, % i) 7 dzp (z,t) = 0, a kontinu-
itasi egyenletbol kovetkezik, hogy

amibdl a reflexids és transzmisszios tényezo kozotti alapveto osszefiiggés adodik,

R+T=1. (7.76)

A II. tartoméanyban a Schrodinger-egyenlet altaldnos megoldasa

Vg () = Fe® + Ge ™" | (7.77)
ahol,
h2a?
E—-V,= . .
o=+ (7.78)

A B,C, F és G paraméterek mehatarozasara irjuk fel az illesztési egyenleteket:

U1 (—a) = Y7 (—a) => Ae™ ™ 4 Be™ = Fem'® 4 Geloe (7.79)

V) (—a) = Y} (—a) = Ake™** — Bke™ = Fae " — Gae™® (7.80)
Y

(1) A(a+k)e ™ 4 B(a — k) e = 2Fae™ (7.81)

(I1) A(a — k) e ™ + B (a + k) ™ = 2Gae™®

valamint,
Yir (0) =Y (0) = F+G=C (7.83)
U1 (0) = ¥y (0) = (F = G)a = kC (7.84)
\
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(I11) 2Fa = C (o + k) (7.85)

(IV)2Ga=C(a—k) . (7.86)
A megjelolt négy egyenlet tovabbi kombinalasaval a kovetkezo eredmények kaphatok:
B k2 A2 1— 2iaa )
- — ( Za ) ( € 5 ) 6—27,ka (787)
A (k+a) — (k— ) e2ion
4k ,
¢_ ik (7.88)
A (k+a)” = (k— ) eioa
4
4k2a? -
R=(1+ 7.89
< (k2 — a2)?sin? aa) (7.89)

-1
B (k% — a?)*sin? aa
T = (1 + oz ; (7.90)

amibdl lathatd, hogy erre a konkrét esetre is teljesiil a (7.76) egyenl6ség.

Vizsgaljuk meg pontosabban a transzmissziés egyiitthatot:
-1

V2 sin? < 2 (E— Vo)a>

T=|1 7.91
T iEE-W) (791)
Erdekes, hogy az energiaval feliilrol kozelitve Vy-hoz,
) mVya? -1
E—lgir/ﬁl—i-OT = (1 + 57,2 ) <1, (7.92)

tehat a klasszikus szordssal ellentétben (R = 0 és T' = 1 értékeket varnank), zérustol
kiilonbozik a reflexiés tényezo. Tokéletes athaladast észleliink viszont a
n’h?m?

2ma?

E, =V, + (n=1,2,...) (7.93)

diszkrét energiaértékeknél.

Ha az energia kisebb, mint a potencialfal magassiga (F < V),
-1

>0, .

T=11
’ iE (Vo — E)

azaz ismételten ellentétben a klasszikus elvarassal, mindig van athaladé intenzitas. Ezt
hivjuk alagiteffektusnak. Az energiafiiggd lecsengési hosszhoz <)\ =1/ %—Z‘ (Vo — E))
képest széles barrier esetén, az athaladasi egyiitthatét exponencidlis fiiggvény irja le:

_16E(Vh - E)

8m
T ~ 07 exp (— =) (Vo — E)a) . (7.95)

A transzmisszio Vy-tél valo fliggése az alabbi dbran lathato:
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7.2. Feladatok

7.2.1. Példak

7.1. Feladat Szdmitsa ki a balrél beesd egydimenzios sikhullaim T athaladast és R vissza-
verddést egyiitthatojdt a
Vo ha x>0

V(;z:):{ D= (7.96)

potencidlgdton! Mennyi ezek dsszege? Diszkutdlja kilon a kévetkezd eseteket:

a) Vo > F

b) 0 < E <V}

7.2. Feladat Szamitsuk ki a visszaverddési és dathatoldsi egyiitthatokat az egydimenzios
V(z) = Ko(x) (7.97)

Dirac-delta potencial esetére! Milyen kapcsolatban vannak ezek vonzo potencidl esetén a
kotott dllapottal?

7.3. Feladat Adott a kovetkezd egydimenzids potencidl:

Ké(x+a) ha x<0

00 ha >0 ’ (7.98)

vio) = {
ahol K > 0 és a > 0. Szamitsa ki egy balrol beesd sikhulldm R visszaverddési tényezdjét
ill. a d—potencidlon dthalado hullam amplitidojat! Milyen energidkndl vannak R lokdlis
minimumhelyei (rezonancidk), amit virtudlis energiaszinteknek nevezink? Mi R értéke
ezeken az energiakon?

7.4. Feladat frjuk le a
V(r)=—- Y Kd(z—ka) (7.99)

k=—o00
egydimenzios periodikus potencidltérben mozqgo részecske lehetséges kotitt ill. szorasdlla-
poti energiaértékeit a K > 0 vdlasztdsa mellett!

Segitség:. Vizsgdljuk meg, hogy milyen feltételt ro ki a hullamfiggvényre az a-val valo
eltolasi invariancial Tekintsiink ezutdn eldszor eqy N darab Dirac-deltabol dllo véges
lancot periodikus peremfeltétellel: V(x + Na) = V(x). Oldjuk meg egy Delta-potencidl
két oldalan wvett hullamfiggvényre felirhato peremfeltételekbol kapott egyenleteket, majd
vizsgdljuk ezek megoldhatosdagi tartomdnyadat.

7.5. Feladat Adott eqgy V (r) gombszimmetrikus potencidl, melyre fenndll, hogy V (r) =
0, har > R. Valamely E > 0 energidara tekintsiik ismertnek a Schridinger-egyenlet
parcialis megolddsat,

{_h_QA 4V (T)} Uy (E,v) = EVy, (B,x)  (r<R), (7.100)

2m
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ahol Uy, (Eyr) = Ry (E,r) Y™ (0,9). Vezesse le az {-ik parcidlis hulldm fdzistoldsanak
meghatdrozdsdra szolgdld dsszefiiggést (tand, (E))! Keressiik a megolddst r > R esetén az

Ry(E,r) ~ je(kr)cos 6e(E) — ne(kr) sin éy(E) (7.101)
alakban!

7.6. Feladat A parcidlis hullaimok maodszere alapjan szdmitsuk ki eqy "merev’ golyo par-
cidlis fazistoldsait! Hatdrozzuk meqg a teljes hatdskeresztmetszetet

a) alacsony energias hatdresetben,
b) nagyenergids hatdresetben!
7.7. Feladat A parcidlis hullimok maodszere alapjin szdmitsa ki a
V(r) = Ké(r — R) (7.102)
(6-héj) potencidlra a parcidlis fazistoldsokat!

Segitség:. Haszndljuk fel, hogy szeférikus Bessel- és Neumann-fiigguények in. Wronski-
determindnsa:

Je(@ne(z) = je(@)ny(z) = —. (7.103)

7.8. Feladat Vizsgaljuk a puha golyon,

| =V ha r<a
V(r)= { 0 ha roa (7.104)
valé szordddst!
a) Szamitsa ki az £ = 0 impulzusmomentum sajatértékhez tartozo parcidlis fdzistolds

tangensét!
b) Mekkora a teljes hatdskeresztmetszet az alacsony energids (Ea* — 0) hatdresetben?

c) Hogyan kaphatjuk meg a fenti eredmény alapjin a merev gomb, (Vo — —o0, azaz erds
taszité potencidl) alacsony energids teljes hatdskeresztmetszetét? (o = 4ma?)

7.9. Feladat Szamitsuk ki elsé rendi Born kozelitésben a szordsamplitudot, valamint a
differencidlis és teljes hatdskeresztmetszetet! A c) esetben (Yukawa-potencidl) diszkutdljuk
a Coulomb-szords esetét!

2

a) V(r)="Vye
b) V(r) = Voe 7o
c) V(r)=2e7

Vo, ha r <mrg
0, ha r>rgy

d) V(r) = {

160



7.2.2. Megoldasok

7.1 Megoldas a) Eldszor tekintsuk azt az esetet, amikor a beesd sikhulldm energidja ma-
gasabb a potencidlgdtndl! Ilyenkor a balrol, v — —oo feldl érkezd és a potencidlgdton
visszaveroro hullam alakja

Yy (x) = Ae"™ + Be " hax <0, (7.105)
lletve a lépcsd oldalan az dthalado sikhullam alakja
a(w) = CeP*, ha x>0, (7.106)
ahol a két tartomanyban a hullamszam értéke

2mFE 2m
h? f=

a= E— V). (7.107)

A sikhulldm illetve derivaltjanak folytonossdga

1(0) = ¥5(0) = ia(A—B)=1ipC

miatt a B és C egyiitthatokat az aldbbiak szerint lehet kifejezni

a— [ 2a
A dllet C =
a+ mere a+p

Ezek alapjan meghatdrozzuk a beeso, a visszaverodo illetve az dthalado hullamhoz
rendelhetd dramstriséget. Megmutatjuk, hogy az dramsiriségek esetén a visszavert

és a tovabb halado érték dsszege megeqyezik a beeséével. A beesd, a visszavert illetve
az dthalado dramsiriségek rendre

B =

A. (7.108)

ho . ha ) h
=—IAP”, j,=—-—|B* 4= hp IC)?, (7.109)
m m m

Az visszavert illetve dthaladé dramsiiriségeket a beesohoz viszonyitva

_|a=F
=373

2 . 2
g BICIT _ 4aB
L= T alaE T pp (A1)

P
Ji AP

amibol kénnyen beldthato, hogy

T+R:< ) §+ﬂ 1. (7.111)

(a+5)?

Vezesstiink be egy 1j vdltozdt a potencidlgdt és az energia viszonydra, v = Vo /E, mert
mind R, mind pedig T kifejezhetd ezzel a paraméterrel

1—\/1—0 , 2

Cilletve C=—— A 7.112
=TT i etve 1+ vI—o (7.112)

a+f
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b) Tekintsik most azt az esetet, amikor a beesd hullim energidja kisebb a potencidlgdt
magassdgandl, 0 < E < Vy. Ekkor a megfelelé megoldasok

Y1(x) = A’ + Be7@% ha x < 0,9y(x) = Ce P, hax >0, (7.113)

a= ,/27;;E B = %(%—E). (7.114)

A hulldmfiiggvények folytonossagdbol

ahol

A+B = Cia(A—B)=—8C, (7.115)
amibol ‘ 0
B DA tetwe =22 4 (7.116)
o — o — (3

ahonnan jol ldtszik, hogy R = 1 illetve j; = 0= T = 0.

Az R reflexios tényezd menete a 7.1 abrdn ldthato

R(Vy)

0 E
Vo

7.1. dbra. R reflexids egyiitthatd Vj fiiggvényében végtelen széles potencidldoboz esetén.

7.2 Megoldas A delta potencidlra balrol beesd, visszaverddd illetve jobbra dthalado hul-
lamok, a kovetkezo alakiuak

Vy(z) = Ae™ + Be % hax <0 Vo) = Ce*™ ha x>0, (7.117)
melynek folytonossdgi feltétele illetve a delta-fligguény derivaltjar kozotte osszefiiggést leiro
(2.122) egyenlet szerint

2mK

== C. (7.118)

A+ B=C illetve ik(C—A+B)=—
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aminek a v = 2mKa/h* helyettesitéssel

' 2
B=-—""A lletve C=—2"A. (7.119)
2 —ay 2 —ay
Innen | |2 ) | |2
B y C 4
=— = llet T=—5=—— 7.120
|A|2 1 illetve |A|2 112 ( )

Vagyis R+T =1 teljesiil. Fontos megjegyezni, hogy mind a visszaverodési, B, mind pedig
az dthaladdsi, C', egyitthato divergdl, ha iy = 2, azaz, ha

mK?
EFE=—— 7.121
vagyis a kotott allapot energidjandl.
7.3 Megoldas A balrol beesd és visszavert, k = /2mE /h? hullimszami sikhulldm szu-
PETPOZICIOja

Y (z) = Ae™ + Be™** ha x < —a, (7.122)
mig a delta potencidl és a végtelen fal kozott
o(z) = Csin(kz), ha —a <z <0, (7.123)
véqil a pozitiv féltérben a megoldds a végtelen potencidlfal miatt azonosan zérus. Ennek
megfelelden a megoldds az x = —a pontban folytonos,
Ae7"*a 1 Bet*ke = _C'sin(ka) (7.124)

illetve érvényes rd a delta-potencidl esetén a derivdltakra megismert (2.122) egyenlet sze-
rinti osszefliggés

. . 2mK
Ckcos ka — ik(Ae ™ — Be*®) = 7;;2 C'sinka, (7.125)
Szorozzuk be mindkét oldalt a-val, vezessiik be az o = ka, illetve a vy = Q’SQK mennyiségeket,
és rendezziik dt az egyenletet:
C(acosa — yasina) = ia( Ae”** — Be'™®) (7.126)

A (7.124) egyenletbdl behelyettesitve C-t, bevezetve a f = a cot a—~ya mennyiséget, illetve
kifejezve B-t és C'-t kapjuk a kovetkezot:

o+ B o 4o
B = YA C = . A 7.127
ia—p" (ia — B)(e2e — 1) (7.127)
Az dramsiriiségek vizsgdlatdabol:
|BJ* :

Vagyis természetesen a végtelen potencidlfal miatt nincs folyamatos részecskedram jobbra,
teljes a visszaverddés staciondrius esetben. A delta-potencidl illetve a végtelen fal kozotti
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térrészben a megoldds C' egyiitthatdja bizonyos esetekben azonban divergdlhat is. A neve-
z6ben levd i — B sosem lehet zérus, de bizonyos k értékeknél a mdsik tényezd, e** — 1,
igen. Ennek feltétele, hogy o = ka = nr egész n-ek esetén. Illyenkor a k meghatdrozdsdbol

2,2
e (7.129)

FE =
2ma?

amelyek a rezonans szorodasként a rendszer virtudlis energiaszintjeiként viselkednek.

7.4 Megoldas A V(z) = — Y. ~d(x —na) egy periodikus potencidl, tehdt V(x + a) =
V(x). Azaz a-val elmozdulva u_gycm azt latjuk, igy minden mérhetd mennyiségnek periodi-
kusnak kell lennie a szerint. Tehdt x-ben és x + a-ban a hulldimfiiggvény értéke maximum
eqy globdlis fazisfaktorban térhet el: (x + a) = e¥(x). Tekintsink eldszor egy véges
N darab Dirac-deltabol dllé lancot periodikus peremfeltétellel: V(x + Na) = V(x). Ekkor
¢ = Ka alakot valasztva

K=2"0 ahol n=0, 41,42 (7.130)

= —mn, ahol n= o .
Na 7 Y Y Y

A probléma kotott dllapotai v < 0, szordsi dllapotar v > 0 wvdlasztdssal kaphatoak meg.
Mindkét esetben a periodikussdg miatt elegendd egy cellara (egy Dirac-delta két oldaldra)
vizsgdlni a problémdt. Bevezetve az o = \/2m|E| /h? mennyiséget a kivetkezdt kapjuk
kotott dllapotokra:

U(z) = Ae** + Be ™™, ha —a<xz<0
U(z) = Ae™r— a0t | Bemartaativ, ha 0<z<a

Szorasi allapotokra bevezetve k = /2m |E| /h2-t, azaz o = ik mellett:

U(z) = Asin(kx) + Bceos(kx), ha —a<x <0
U(r) = e " [Asin(k(x + a)) + Bcos(k(x + a))], ha 0 <z <a

Mindkét esetben kihaszndlva, hogy V(x) folytonos x = 0-ban, illetve hogy V' meguvdltozdsa
AV = —2100(0). A megolddsokat ide behelyettesitve kétitt dllapotokra a

cos ¢ = cosh(aa) — % sinh(aa) (7.131)

kifejezést kapjuk, ahol B = 2%, szérdsi dllapotokra pedig a

cos(Ka) = cos(ka) — % sin(ka) (7.132)

formulat. Mindkét esetben a bal oldalon szerepld koszinusz figguény korldtossdga irja eld,
hogy mely aa illetve ka intervallumokban létezik megoldds (sdv) vagy pedig tiltott a megol-
dds (gap). A megolddsok N novelésével egyre siirisidnek a savban, az N — oo limeszben
pedig kitoltik a teljes savot. Ha most a Dirac-deltdkat atomi potencidlok kozelitésének te-
kintjik, akkor lathatjuk, hogy a modell épp kristdlyos rendbe (szildrd halmazdllapot) dllt
atomok kozdott mozgo elektronokra ad modellt. Ez az eqyik legegyszeriibb, sdvokbol és ezek
kozti gapekbdl allo modellje a szildrd anyagoknak.
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7.5 Megoldas A teret két tartomdnyra oszthatjuk aszerint, hogy a potencidl hol végtelen,
illetve hol 0:

Yo(r), hax<R s (r) = Re(r)Y,"(7), har > R, (7.133)

Innen r > R esetén a kovetkezd radidlis Schrodinger-egyenletet kapjuk:

d? 2d 1 2mkE
( +-—+ k- o+ )) Ry(r) =0, ahol k*= m (7.134)

dr? ' rdr 72 h?

Keressiik a radidlis hullaimfiggvényt a kovetkezd alakban:

Ry(r) = Ag(k)je(kr) + Be(k)ne(kr) (7.135)
Ez az r — oo limeszben
o Ag(l{?) . lr Bg(k)) lr
Ry(r — o0) = Ly S <kr —3 ) + = cos kr — 5 (7.136)

alaki. Bevezetve Cy(k) = /A%(k) + B2(k) valamint cos §¢(k) = Ag(k)/Cy(k) éssindy(k) =
By(k)/Co(k) vdltozdkat azt kapjuk, hogy

Ry(r — 00) = CZ(T@ sin(kr — %T — 6,(k)) (7.137)

Vagyis Re(r) a kévetkezd alaki:
Ry(r) = Cy(k) [cos d¢(k)ge(kr) — sin do(k)ne(kr)] (7.138)
Dy(k) = Cy(k) cos 64(k)-t bevezetve:
Ry(r) = De(k) [e(kr) — tan 6, (k)ne(kr)] (7.139)
7.6 Megoldas Mivel r < R esetén a potencidl végtelen, ebben a tartomanyban a hul-

lamfiigguény zérus. A (7.139) dsszefégst felhaszndlva az r = R-nél érvényes folytonossdgi
feltételbol a kovetkezot kapjuk:

Jje(kR)
tan dy(k) = 14
an o(k) ne(kR) (7.140)
Mivel n(kE) (kR)
, sin cos
Jo(kR) = — no(kR) = — (7.141)
a) Tekintsiik a kis energids hatdresetet: E — 0 = k — 0.
. (kR)* t42
je(kR) — TR + O ((kR)™?) (7.143)
(2¢ — 1) a1
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Tehadt

20+1
tan §y(k) — 0= (1];'}'%) SN +0 ((kR)21z+3> (7.145)

Azaz
sin? 3 (k) tan” de(k) ()™ + O ((kR)*¥%)  (7.146)

T Tttan?o (k) (20— )N (20 + )P
Az l-es tag hozzdjdaruldsa tehdt a hatdskeresztmetszethez:

A (20 + 1)

4
= T (20 +1)sin? 5, (k) =

0'@(]{5) k,4€R4Z+2 + O ((k)4€+4) :

k2 (20— DN - (20 + DIN?
(7.147)
mely € # 0 esetben k — 0 limeszben eltinik. Azaz
00(0) = 47 R?6, (7.148)
fgy a teljes hataskerezstmetszet:
o' (0) = 04(0) = 47 R’ (7.149)
=0
b) Tekintsik most a nagy energids limeszt: E — oo = k — oo. Tudjuk, hogy
i _ _
Jo(x) — w és ng(xr) — —w Jha ©— oo (7.150)
Ebbol kovetkezden
tan 5@(1{7) = —tan <I{?R - %) = (54(]{?) =—kR + %]T (7151)
A e r
tot _ 12 —
(k) = ﬁ;(%le)sm (7 —k‘R) =

- % (sin2 (kR) + sin® (g - kR)) 42 (sin2 (g - kR) +sin? (1 — kR)) +

+({+1) | sin? (%” — k:R) + sin? <(€ 21)” - sz) =

(& J/
-~

cos? (%T —kR)

o Al (b + 1) 200,
D
=0
A k — oo limeszt vegyiik ugy, hogy a fenti szumma 6sszegzésekor legyen e = kR,
19y
o' (k — o) = 2w R? (7.152)
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7.7 Megoldas

1(r) = jgo(kr), har <R o (r) = jo(kr) — tan dpng(kr), ha x>0, (7.153)

Peremfeltételek:
Y1 (R) = 12(R) (¥(R) folytonos)
p , 2mK ,
2(R) —¥i(R) = ——vn(R)  (W(R) folytonos)
Azaz:
Je(kR) = ji(kR) — tan(é,)ne(kR) (7.154)
kib(kR) — k tan(5,)n)(kR) — kjl(kR) = QTZQK J(kR) (7.155)

Ebbol dtrendezés utdn a két egyenletet elosztva eqymadssal:

kiy(kR) — ktan(@)ny(kR) _ 2mK  ji(kR)

Némi datalakitds utan ebbol megkaphatjuk, hogy

fotan B G5 RJn () — m(R)Ge(R)) + e o (ER) i (kR) = (1)
o (7.157)
(#Z?R? +ne(kE)je (kR)) tand; = j7(kR) (7.158)
tand, = — Ji(kE) : (7.159)
srieere + u(kR)jo(kR)

7.8 Megoldas a) Tdrgyaljuk eldszor a Vo > 0 (vonzé potencidl) esetet. A radidlis
Schrédinger-egyenlet a kévetkezd alaki:

> 2m ((0+1)
2

(ﬁ + 53 (B = V() - ) Ry(r)=0 (7.160)

r
FEz az € = 0 esetben az a-ndl kisebb illetve nagyobb tdvolsdg esetén:

d*R 2
d;)}?(T) + h_T(E + Vo) Roi(r) =0, har <a = Ro(r) = Asin(Kr) (7.161)
N —

K2

d? 2mkE
giz(r) + 7;;2 Rox(r) =0, har>a = Ro(r)= Bsin(kr+4d) (7.162)
——

k2

R és R folytonossdagabol kapjuk, hogy:

Asin(Ka) = Bsin(ka + dg) illetve AK cos(Ka) = Bkcos(ka+ )  (7.163)
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Innen: L
tan(ka + dp) = 174 tan(Ka) (7.164)

Masfelol viszont

sin(ka) cos(dg) + cos(ka)sin(dy)  tan(ka) + tan(dy)
tan(ka + d) = cos(ka) cos(dy) — sin(ka) sin(dy) T 1- tan(ka) tan(do) (7.165)

A két egyenlet dsszevetésébol dtrendezés utdn adddik, hogy

_ ktan(Ka) — K tan(ka)
tan(do) = K + ktan(Ka) tan(ka) (7.166)

b) Bevezetve a k* = 2mVy/h? jelilést, a kis energids limeszben (tan(ka)-t ka-val kézelit-
ve):

1
do ~ tan(dy) ~ ka (— tan(ka) — 1) (7.167)
Ka
fgy a hatdskeresztmetszetre a kovetkezot kapjuk:
1 2
=d4ma® (1 - —t 7.168
oo = 4ma < o an(/@'a)) ( )
Rezonancia szorasrol beszélink, ha ez divergdl, mely a kévetkezd Vi értéknél kovet-
kezik be:
T
ka = (2n + 1)§ (7.169)
2mVya? 2
Kia® = o (2n +1)*— (7.170)
2,2 ,
= 2 1 171
Vo= gg(20 4 1) (7171)

c) Tekintsik ezek utdn a Vo < 0 (taszito potencidl) esetét: Ekkor nincs mds dolgunk, mint
a szordsi hatdskeresztmetszet formuldjaban r helyébe ik-t irni (k = \/2mVy/h?).

Mivel tan(ina)  tanh(sa)
an(ika anh(ka
= 7.172
1KQ Ka ( )
oo kifejezése a kovetkezd alakot olti:
1 2
oy = 4ma® (1 - = tanh(m)> (7.173)
Ka
Ekkor a |Vo| — oo limeszben ka — 0o ezért
lim oy = 47a’ (7.174)

|Vo|ﬁoo
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7.9 Megoldas a)

= +y +22 etlazzt+ayy+aqzz)
f(0,¢) = ~5.7 ///d:z: dydzVye 7% (7.175)

Maivel f dxe 7(2)6““”*’ Troe T, a harmasintegral konnyen kiértékelheto:

mVT
F,0) = —— 2\/_ (7.176)
2h
Innen: sy .
m romw _d*rg
0-(197@) - |f(197 (10)|2 = #6 20, (7177)

ahol a koszinusz tétel alapjin ¢* = 2k*(1 — cos(¥)):

Azaz valojaban f(0,¢) = (), igy o(¥,¢) = o(F). A teljes hatdskeresztmetszet:

Grot = / Q) o(Q) = / disiny / dp o(9) = 27 / d(cos¥)o(cos?) =  (7.178)

d(cos )

1
271/2,.6..2 2 2,42

-1

b) Az el6z6 részben lattuk, hogy bdr a potencidl gombszimmetrikus volt, k mégis kijelil
eqy irdnyt, ami miatt csak hengerszimmetria lesz, igy f = f(¥) alakja (q ésr szdgét
©-val jelolve) gombszimmetrikus potencidl esetén:

f) = —2:;2 dr / dep / dO sin © 'OV (r) = (7.180)
T\ d(cos ©) B
i 2
27rh24ﬂ/dr7’2‘/(r) Sl;qur = —hTm47r dr rV (r)singr (7.181)
loy V(r) = Voe 7o -t helyettesitve:
QmVO]O _r 2mVj, 27"8
¥) = — dr re o singqr = — 7.182
f( ) th q hg (1 +q27”8)2 ( )

0

169



1 2Y/2,.6
o) = ——om Voo (7.183)
Rt (1 + ¢?rd)

ahol ¢* = 2k*(1 — cos V). Ezt kiintegrdlva:

Otot = —

m 7‘3 2
647 <mV0T03)2 16(kro)t 4+ 12(krg)* + 3 (8 ,;0 O) 7, ha krg—0
— N
3 h? (1 +4(k’7’0)2)3 (16” mVOT‘)) m, ha krg>>1
(7.184)

o

c) Yukawa-potencidl esetén: V(r) = %e 7o

[e.9]

2ma _r . 2ma 1l
f) =-— 2 /dr re T singr = ——mo— poR (7.185)
0
dm2a’rd
V)= = 7.186
o) = T ) (7.186)
Az rg — oo hatdresetben Coulomb-potencidlt kapunk, ekkor figyelembe véve, hogy

E = %, illetve hogy ¢* = 4k* sin2§ a o(V) kifejezése épp a Rutherford-szdrdsi
formuldt adja:

Oé2

A teljes hatdskeresztmetszet:
_1mPatrgm (4m§r3>277, ha k —0
7T RO | S (20)°, ha ks oo (T
k2 h2 )

d) Utoljara pedig tekintsik a puha golydt, ahol

Vo, h
V)= 0 =T (7.189)
0, ha r>rg

r0
2 2
f) =- ;;VO /dr rsingr = ——ﬂ;‘? (singro — qro cos qro) (7.190)
q h*q
0
4 2172
o(¥) = Ziq‘? (sin gro — qro cos gro)” (7.191)
Innen )
2m (mV, )
Ttot = 73 (#) (sin qro — qro cos qrg)” (7.192)
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8. fejezet

Mozgas elektromagneses térben

8.1. Elmélet

8.1.1. A kinetikus impulzus csererelacioi

Az elektromdgneses tér klasszikus targyaldsdban bevezetjiik a ¢ (r,t) skalarpotencidlt és
az A (r,t) vektorpotencialt, melyekbél az E elektromos téreréségvektor és B mégneses
indukciévektor szarmaztathatok,

E=——-V 8.1
és
B=VxA. (8.2)
A klasszikus Hamilton-fiiggvény nem-relativisztikus kozelitésben,
—aA)?
2m

ahol p az helykoordinatakhoz konjugalt kanonikus impulzus. Célszeri bevezetni a K
kinetikus impulzust,
mely a részecske v sebességével K =mv kapcsolatban all.

A kvantummechanikai targyalas alapja a kanonikus kvantdlds, mely szerint a helykoordi-
natahoz és a kanonikus impulzushoz rendelt operatorok az aldbbi csererelaciokat elégitik
ki,

h

Koordinata reprezentacioban tehat megtartjuk a
h
i

definiciét és, a potencidloknak megfelel6 szorzasoperatotokat bevezetve, a kinetikus im-
pulzus

h
K=-V—¢A. (8.7)
1
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8.1. Tétel A kinetikus impulzus operdtorok felcserélési reldcidja,
Bizonyitds.

(K, K] = ihg ([0, Aj] + [As, 05])
= th (8ZA] - AJ& + AZE)J - a]Az)

(04 A\
= th (8:EZ - a:L‘]) = th 62JkBk . (89)

A fenti csererelaciokat nyilvanvaléan atirhatjuk a
KxK=igB, (8.10)

alakban. A kinetikus impulzus és a koordinata operatorok felcserélési relacidja:

[, 5] = [pi, 5] = 035 - (8.11)
i
O
8.1.2. A Hamilton operator
A kovetkezOkben a Hamilton-operator alakjat vizsgaljuk koordinatareprezentaciéban:
1 (h 2
H=— |-V —qA ) +q¢ (8.12)
2m \ 1
h? ihq q*
=——A — (VA + A ~A?. 1
5 +q¢+2m(v + V)+2m (8.13)
A kovetkezo atalakitassal,
0A; .
€
és Coulomb-mértéket (divA = 0) hasznédlva kapjuk az aldbbi Hamilton-operatort,
h? h 2
H=—"Atgp+ dAv+ L Az, (8.15)
2m m 2m

mely az utolsé két additiv tagban kiilonbozik a szokasos (nem-relativisztikus) Hamilton-
operatortol.

Paramagneses kodlcsonhatas

Homogén (térben allandé nagysdgu és iranyu) mégneses tér esetén hasznaljuk az tn.
szimmetrikus mértéket,

1
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Ekkor a (8.15) Hamilton-operator harmadik tagja,

1hq 1hq 1hq q
—AV=—(B =_— B=-— B
- \Y 2m( xr)V 2m(rxV) 2m(rxp)
- 21B=_M;B, (8.17)
2m

alakra hozhatd, ahol a részecske mdgneses momentum operatora,

L

M, = iLZ—MBﬁ,

o (8.18)

ahol elektronra pup = £- = 9.27 x 1072* J/T a Bohr-magneton (e az elemi téltés, m az

elektron tomege). A spin figyelembevételével az tn. Pauli paramdgneses tagnak,

Hpara = - (ML + 2M5‘> B= % (L + 2S) B ) (819)

mellyel a kézonséges és anomdlis Zeemann effektus magyarazhato.

Diamagneses kdlcsénhatas

A (8.15) Hamilton-operator utolsé tagja,

2 2 2 2B2
LAz 4 (Bxr)?= 8q_ (r’B? — (rB)?) = q8m (= +v%) , (8.20)

2m -~ 8m m

az un. Langevin diamagneses tag, ahol az utolso kijezést z iranyi magneses tér esetében
kapjuk. Ez a legtobb esetben elhanyagolhaté a paramagneses jarulékhoz képest: az atomi
energiaszinteken fellépd diamdgneses korrekcié 107 B [T] nagysdgrendti.

Vegyiik észre, hogy a paramégneses jarulék az elektron p = —£E (L +2S) permanens
magneses momentumanak a magneses indukcié irdnyaba valé forduldsa miatt 1ép fol.
Ezzel szemben a Langevin-diamagnesség a magneses tér hatasara indukdlt magneses mo-
mentummal kapcsolatos,

_ O0B4ia _ e? 9 ((B x r)2>

Mio = =58 = “Sm 0B
et e’B, 5
=~ ((r B —(r (I‘B)>) = —m@? +ye., (8.21)

amely tehat a kiils6 magneses tér nagysagaval egyenes aranyos, de vele ellentétes irdny.
A linedris valaszelmélet értelmében bevezethetjiik a diamagneses szuszceptibilitas tenzort,

e2

dm

((r2>l —(ro r>)

(ahol I a 3 x 3-as egységmatrix), mellyel a kovetkez6 kifejezéseket kapjuk:

Xdia =

Mdia = Xdia B
és
1 1
(5Edm = _éB Hiia = —§B deB .
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8.1.3. Kontinuitasi egyenlet

Induljunk ki az altalanos

h2
2m

2 |
a6+ a2+ M (GA + AY) 0+ 0w (8.22)
m 2m

idofiiggd Schrodinger-egyenletbol. A fenti egyenletet konjugalva,

h?

2 B
—ihO = AP 4 A AR - T
2m 2m

majd az elso egyenletet 1*-gal, a masodikat 1-vel beszorozva és az igy nyert két egyenletet
egymasbdl kivonva kapjuk, hogy

h2
th (V"0 +90y") = —5— (V" A — pAYT) (8.24)
+%(¢* (VA+AV)Yy+9 (VA+AV)Y") .

A fenti egyenlet mindkét oldalat teljes derivaltta alakitva,
YO + Yot = 0, (V)

VTAY = pAYT =V (PTVY = VYT
" (VA +AV) Y+ (VA +AV)y" =2V (A Q™) |

jutunk a kontinuitési egyenlethez,
op+Vi=0, (8.25)
ahol a megtaldlasi valészintiségstliriiség,

p=1v", (8.26)

////// 7

és a valoszinliségi aramstiriiség,
I=5 (VVY* = 9*VY) — — APy (8:27)
m m
Léathat6, hogy a valdsziniiségstiriiség kifejezése megegyezik az elektromédgneses tér (vek-
torpotencial) nélkiil levezetett eredménnyel, a valdszinliségi aramsiir{iségben viszont exp-

liciten megjelenik a vektorpotencial hatasa. Ezt ugy tudjuk értelmezni, hogy az dramsii-
riséget a sebesség tér- és idébeli eloszlasaval azonositjuk a ¢ allapotban,

j=Re (@) = — Re(y'Ko) = —Re('po) — Lavw, (329

ami nyilvanvaléan azonos a (8.27) kifejezéssel.
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8.1.4. A hullamfiiggvény mértéktranszformacio
A (8.1) elektromos térerdsség és a (8.2) magneses indukcié az
A (r,t) = A(r,t) + VA(r,1) ¢ (r,t) = ¢ (r,t) — QA (r,t) (8.29)

mértéktranszformacioval szemben invarians. Az

2
ihdy — [% (?v _ qA) + a0 v (8.30)

idofiiggd Schrodinger-egyenlet a fenti mértéktranszformécié hatasara a

. / _]' h /2 / /
ho' = | — [ =V — qA +4q¢'| ¥

(4

= % (;V — gA — qVA>2 +qp — qO,\| (8.31)
alaku lesz.
8.2. Tétel Ha v a (8.50) egyenlet megolddsa, akkor
W = enhy (8.32)

kielégiti a (8.51) egyenletet. Ezért '-t a v hulldimfiggvény mértéktranszformaltjanak
nevezzik.

Bizonyitds. Az

ihd, (e%%) = e (110, — qOA) ¥ (8.33)

azonossagot behelyettesitve a (8.31) egyenletbe, majd némi atrendezés utén kapjuk a
kovetkezo egyenletet,

1 iq h 2 iq
Felhasznalva az
i (B i B
e h ;V+g(r)—Vf (r) ) er :;V—l—g(r) (8.35)
ill.
oy (B o h ?
0 (20 g @) - Vi ) i = (294 g) (530
azonossagokat, az f (r) = qA (r,t) és g (r) = —qA (r,t) vélasztéssal lathatd, hogy a (8.34)
egyenlet identikus az (8.30) Schrodinger-egyenlettel. O
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8.3. Példa Tekintsink iddben dllando tereket:
A (r,t) =0 és ¢'(r)=¢(r) . (8.37)

Valamely vy referenciapontot vdlasztva, a mértéktranszformadlt vektorpotencidlt kiintegrdl-
hatjuk,

/ A’ (s) ds / A(s)ds+ A (r) — A (rp) . (8.38)

Zérus mdgneses tér esetén megudlaszthatjuk a mértéktranszformdaciot ugy, hogy a vektor-
potencial is zérus legyen,

Ar) = —/A (s)ds, (8.39)

ahol a A (rg) = 0 integrdldsi konstants rogzitettik. Nyilvinvald, hogy a fenti konstrukcio
csak rotdaciomentes vektorpotencidl (azaz zérus mdgneses tér) esetén értelmes, hiszen ez
biztositja A (r) egyértelmiiségét. Ezenfeliil meg kell kévetelniink, hogy a B = 0-val jellem-
zett tértartomdny (jeloljik ezt Qg-lal) egyszeresen Osszefiiggd. Ha ugyanis o korbefog egy
olyan Qp tértartomdnyt, ahol B # 0, akkor A (r) csak a korbedlelt fluzus,

By — f{ A(s)ds (8.40)

egész-szamszorosdig meghatdrozott. Legyen r € €y esetén a vektorpotencidl A (r), a hul-
lamfiigguényt pedig jeloljiik g (r,t)-vel. Amennyiben a mdgneses tér az Qp tartomdnyban
(tehdt mindeniitt) zérus, a vektorpotencidl zérusnak vdlaszthatd, a hullamfigguény pedig
legyen 1o (r,t). Ekkor a hullamfiggvények kizitt fenndllnak a

- %1 J A(s)ds
rg

o (r,t) = e T Ay (1 8) = e Vg (r,1) (8.41)

illetve a )
%‘LI J A(s)ds
ro

Y (r,t)=c¢ o (1, 1) (8.42)

osszefiiggések.

8.1.5. Mozgas homogén magneses térben: a Landau nivéok

Homogén magneses térben egy toltott részecske a térre meroleges sikban

B
We = lal B (8.43)
m

un. ciklotron (kor)frekvenciaval kormozgést végez. A Bohr-Sommerfeld kvantaldsi feltétel
alapjan,

%dego =2mmR*w.=hn (n=1,2,...) , (8.44)
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a részecske a harmonikus oszcillatorhoz hasonlé kvantalt energianivékkal rendelkezik:

1 1
E, = imR%}f = 5nhwc . (8.45)

A kvantummechanikai targyalasban vegyiik fel koordinatarendszeriink z tengelyét B ira-
nyaban: B = (0,0, B) . Szimmetrikus mértéket hasznalva a vektorpotencial

1 1
A=|—-By,-B A4
(~580.3500) | (8.46)
a kinetikus impulzus pedig
eB eB
K= (K:m Ky; KZ) = (px - 7317 py + 71’, pz> (847)
mwe mwe
= (pm - Yyt 1, pz> (8.48)
2 2
alaku (elektronra ¢ = —e !) és fenndll a
_ h
Ky, K| = iheB = —muw, (8.49)

]

csererelacié. A
2
D

2m

_ e e
H_2m(Kx+K)+

Y

(8.50)

Hamilton operator sajatfiiggvényei,

¥ (r) = op (z,y) ™ (8.51)

alakban irhatdk, ahol k € R és a ¢y, (z,y) fiiggvény teljesiti az

L (k2 k) o) = (=) o tony) (8.52)
om T y Pk yY) = m Pk Y .
sajatértékegyenletet. Bevezetve az
Ky Ky 4
=¥ P=K, 8.53
eB  mw, s ( )

operatorokat, a (8.49) csererelicidbdl egyrészt kovetkezik, hogy

h
P X]=- (8.54)
i
masrészt pedig (8.52) egyenlet a
P? o1 h2k?
(% - §mw3X2) on (2,y) = (E -5 ) er (2,y) (8.55)

oszcillator egyenletbe megy at. A harmonikus oszcilatorra alkalmazott algebrai megoldas
(lasd: 2.1.4 fejezet) alapjan bevezethetjiik az

1 1
a= X + P 8.56
V2L ( mwe ) ( )
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és

1 7
T
a' = X — P 8.57
\/§LH< mwe ) (8.57)

h h 25.66
Ly = ”m_wc = \/e:B = —mnm (8.58)

az un. magneses hossz. Szokvanyos terek esetén a magneses hossz tobb nagysagrenddel
nagyobb az atomi tavolsagoknal. A Hamilton-operator nyilvanvaléan a

léptetboperatorokat, ahol

1 P2 p2 1 p2
H - = 2X2 —_— £ — hwc + — 2 .
5w X"+ o+ o> (a a+ 2) +o (8.59)

alakot olti. Kovetkezésképpen a sajatenergiak,

1 h2k?
E = En = hwc — 5 860
i (n + 2) + 2m ( )
ahol az n =0,1,2,... index az un. Landau-nivokat jelolik.

A kvantummechanikai probléma megoldhat6 az aszimetrikus (in. Landau-) mértékben
A = (—-By,0,0) |, (8.61)

is. A megoldas

Yy— er%{
Ly ’

. . 1 2
Un ko ke (T,Y, 2) ~ exp (ik,2) exp (ik, ) exp <_E (y — k.L%) ) H, <
(8.62)
alaku, ahol H,, Hermite-polinom. Innen is lathatd, hogy a hullamfiiggvény karakterisztikus
kiterjedése az y iranyban L.

Tekintsiink egy z iranyban igen vékony mintat gy, hogy k, csak zérus értékii lehet Az
elektron energiaja nem fiigg a k, kvantumszamtol, ezért a Landau-nivok elfajultak. Ha a
kétdimenzids mintank véges (L,, L,) kiterjedésii, akkor k, lehetséges értékei,

ky,=—m (meN). (8.63)
Mivel y irdnyban a Landau-pélyak k, L% tavolsdgban helyezkednek el egymdstdl, a Landau

nivok M degeneraltsagat az hatarozza meg, hogy mekkora k, maximalis értéke:

o L.L ABe @
2 M=L, — M=—"2"Y— = — .64
v 2m L3 h o, ’ (8.64)

|=

ahol A = L, L, a minta feliilete, ® = AB a mégneses indukci6 fluxusa a mintan és &y = =
az elemi fluxus. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy Landau-pélya egy elemi fluxust
képvisel és a mintdban kialakulé Landau-pélyak szama a fluxussal egyenes aranyban né.
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8.2. Feladatok

8.2.1. Példak

8.1. Feladat Szimmetrikus mértéket hasznalva mutassa meg, hogy a homogén, z-irdnyi
magneses térben mozgo szabad részecske Hamilton-operdtora felcserélhetd az impulzusmo-
mentum operdtor z-komponensével!
PN . By Bz

Segitség:. A = (—=¢, £, 0)
8.2. Feladat Hatdrozza meg az L impulzusmomentum operdtor kvantummechanikai idé-
derivaltjat a

P’ KB S

H=_—+V(r)+— (L+2S)B

V() + 2 (L 4 29)

Hamilton operdtorral jellemzett remdszerben, ahol B eqy konstans mdgneses indukcio!

Mikor lesz L mozgdsallando?

8.3. Feladat Bizonyitsa be, hogy a

jrt) = i (U* (r,t) VU (r,t) — U (r,t) VI (r,1)) — LA (r,t) U* (r,t) ¥(r,t)

2mse mc

////// 7

valosziniségi aramsuriség imvaridns a

mértéktranszformdciora!

8.4. Feladat Hatdrozzuk meqg a

H= 2%353 (s=%2) (8.65)

Hamilton-operdtor sajatértékeit és sajatallapotait B tetszéleges iranya esetén!
8.5. Feladat Tegyiik fel, hogy ismeryik a
(Ho + ppBo) v = Evp

staciondrius Pauli-Schrodinger egyenlet megoldasat, ahol Hy diagondlis a spinvdtozokban
és B egy homogén (kicserélddési) magneses tér. Forgassuk el a mdgneses teret n tengely
koril ¢ szoggel, B = R(p,n)B ! Ldssuk be, hogy ekkor a Pauli-Schridinger-egyenlet
megoldasa

Y =Ul(p,n)y,
ahol

U(p,n) = exp (—%gpSn) = exp (—i%gpa’n) :
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Segitség:. Vizsgdljuk meg hogyan vdltozik B eqy kis A szogi forgatdsra. A megolddsban
hasznaljuk ki, hogy o vektoroperdtor, azaz

[O’l’, O'j] = ZiEiijk .

8.6. Feladat Oldjuk meg a homogén, z iranyi magneses térbe helyezett hdromdimenzids
harmonikus oszcilldtor sajatértékproblémajat!

Segitség:. Haszndljon szimmetrikus mértéket, A = %(—By, Bzx,0), és bizonyitsa be, hogy
a Hamilton operdtor felcserélhetd L. -vel! frja fel a teljes Hamilton-operdtort a harmonikus
oszcillator lépteto operdtoraival, és diagonalizalja L, mdtrizdt az x — y altérben.

8.7. Feladat Tekintsiink eqy kétdimenzios periodikus potencidalban mozgo q téoltési ré-
szecske Hamilton operdtorat homogén, a sikra merdleges magneses térben

H= % (G + K;) +a¢(z,y) (8.66)
ahol, amennyiben az elemi cella eqy a és b oldalu téglalap,
¢ (x +na,y+mb) = ¢ (z,y) (n,mez) |, (8.67)
és a (—By,0,0) Landau mértékben
Ky=p,+qBy, K,=p, . (8.68)

Bizonyitsuk be, hogy eqy elemi celldra esé fluzus csakis a ®o = h/q elemi fluzus egészszamaii
tobbszorose lehet.

Segitség:. Definidljuk az
1

X (a) = exp (%aKx> Y (b) = exp ( thy) (8.69)

operdtorokat, mutassuk, meg hogy felcserélhetéek a Hamilton-operdtorral! Haszndljuk az
1.3. feladatban bizonyitott Baker-Campbell-Hausdorff formuldt:

exp (A + B) = exp (A) exp (B) exp (—% [A, B]) (8.70)

8.8. Feladat Oldjuk meg a homogén, z iranyi mdgneses térben mozgo szabad elektron
sajatértékproblémdjdat az A = (—By,0,0) valamint az A = (0, Bx,0) Landau-mértékeket
haszndlva! Milyen (unitér) transzformdcio koti dssze a két sajdtfiggvény rendszert?

8.9. Feladat A korpdlya kozéppontjainak klasszikus értelmezése alapjan konstrudljuk meg
a Landau-szinteken beliil léptetd operdtorokat!

8.10. Feladat FEgy egydimenzios harmonikus oszcilldtor alapdllapotban van. A t = 0
pillanatban homogén elektromos teret kapcsolunk be. Hatdrozzuk meg az iddfiiggd hullam-
fligguényt a bekapcsolds utan!

Segitség:. Alakitsuk a potencidlt teljes négyzetté, majd vezessiink x irdnyban eltolt keltd
és eltiintetd operdatorokat. Haszndaljuk ki, hogy a rendszer t = 0-ban az alapdllapotban volt!
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8.2.2. Megoldasok

8.1 Megoldas A Hamilton-operdtor alakja a kovetkezd:

H= (o + 5B >2+ ! (n,— 5B )2+ L (8.71)
T o \Pe TPV ) Ty \Py T 5P ) Ty P '

Bevezetve az w = % Larmor-frekvencidt dtrendezés utan:

2 B? eB 2 1 1
%(:v2+y2)+—(ypx—xpy) = p—+—mw2(:v2+y2)—§sz (8.72)

2m 2
Ldthato, hogy az elso két tag eqy x — y sikban fekvd harmonikus oszcilldtort ir le, felada-
tunk az, hogy errol a tagrol mutassuk meg, hogy kommutdl L,-vel, hiszen az utolso tag
nyilvanvaloan kommutal. Ehhez két megoldast is adunk:

R
o (P2 +p2+p2)+ ™

° frjuk at a Hamilton-operdtor elso két tagjat gombi koordindatdakba:

12 1 R (10 o) L 1
Hy=——"A+ §mw2r2 sin?g = ——— (—— ( 2 )) + + —mw?r?sin®*

2m om \r2ar \ or 2mr? 2
(8.73)
Mwvel L, = ?%, a fenti képletben pedig semmi sem fiigg p-t6l, valamint [L?, L.] = 0,
nyilvanvalé, hogy [H,L,] =0
. frjuk fel Hyo-t a harmonikus oszcillator keltd és eltiintetd operdtoraival:
1
Hy = %pi + hw (ala, + azay +1) (8.74)

Mivel [p?, L.] = 0, a lépteté-operdtorok kommutdcids reldcidi és a 5.6. feladat ered-
ménye alapjin beldathatd, hogy [Hy, L,] =0

8.2 Megoldas

dL i
— =-|H,L 8.75
=), (5.75)
tehdt feladatunk a [H,L] kiszdmitdasa, melyet tagonként végziink:
P’ KB
[H,L) = |2 L| + [V(x),L] + —(L+QS)B,L] (8.76)
2m h
Con) = Ll = S e L)+ Ll =0, (877
om’ N om PePey L) = om DPe \De, Ly DPe, L) Pe) = U, .
mivel 5 "
pe[pe; Li] = peciji [pe, xpr] = peeanpe = ~carpepr = 0 (8.78)

A mdsodik tag a kévetkezd alakot olti:

[V(r), Li] = eiji V() wjpr] = eiji | 5 [V (r), p] + [V (r), 25] pr. | =ik (r x VV (1)),
f%BkV(r) 0

(8.79)
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Az utolso tag két része:

BS LB, L) = 22 (LuBy, L) = B2 | Li [Br, L] + [Lu, Li] By | = “2ik(L x B), (8.80)

0 ihEkiZLgBk
2 2
% [SB, L,] = % S4By, Li] = 0 (8.81)

Tehat az eredmény:
dL i
dt

Centrdlis potencidl esetén az elsd tag eltiinik, ekkor L||B esetén dL/dt = 0, vagyis L

mozgasdllando.

(m (r x VV(r)) + ’%Bm(L x B)) — (rx VV(r)) - ’%B (LxB) (882

8.3 Megoldas Meértéktranszformdcio hatasdra:
U(r,t) = U'(r, t)e mhE) A=A— VA1) (8.83)

Az dramsiriiségben szerepld tagok:

VU = Ve #h - %’qf’me’ﬂ (8.84)
V" = Vel 4 %\P’*VAeigA (8.85)
Azaz
VAVAVAIESR VA A % 0'|? VA (8.86)
TV = UV — % W')* VA (8.87)
Innen
j= % (TVT* — TV — %A 02 = (8.88)

ih 1h 2iq q 2 q
kit A vA A T vA W——A’ vy L .
5 (V'Y V) + VA = A+ AT (8.89)

8.4 Megoldas frjuk fel B-t és S-t a kovetkezo alakban:
h

B = Bn S = 59 (8.90)
ahol n eqyséquektor, o; pedig az i-edik Pauli-mdtriz. A Hamilton-operdtor alakja:
H= Q%BSB = upBon (8.91)

Vagyis a on madtrix sajatértékeit és sajatvektorait kell meghatdroznunk. Ekkor n-et gombi-
koordindatdkban felirva (m = (sin® cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) ):

. _’L(p
O'l’l:( cos?d sinve ) (8.92)

sine’  —cos

182



Ennek sajatértéker és sajatvektorai:

67ig0cos.19+1
A=1 1) = ( ) ) (8.93)
e—icpcos.ﬁfl
A=—1 1) = ( R ) (8.94)

Azaz a Hamilton-operdtor sajdtértékei e1o0 = £upB, sajdtvektorai pedig a |£1) vektorok.
8.5 Megoldas Forgassuk el a B vektort eqy Ay kis szoggel:
B! = B;+ (n x B);Ap (8.95)
FEkkor a Blo; szorzat a kovetkezd alakba irhato:
Blo; = Bio; + €ijxn;BroiAp = Bio; — BigijinjorAp = Bio} (8.96)

Vagyis B wvalds térbeli elforgatdsa felfoghato eqy spintérbeli o — o' transzformdcionak is.
Vizsgaljuk meg ezen spintérbeli transzformdciot elsd rendig Ap-ben:

O'; = 0; — Eijko'k TLJAQO = 0; + %O’iO'jnjAQD — %O’jﬂjO’iA@ = (897)
_%[U’ivaj]
= (I - %aﬂgA@) o <I + %anjAgo) (8.98)

Belathato, hogy véges ¢ szoggel valo forgatds esetén a zdrdjelben dllo kifejezések helyére a
megfeleld exponencialis fligguényt kell irni:

o' = e 1 gerT = ¢ g e = UglU !, (8.99)
ahol U = e~ 5%, Vilagos, hogy ekkor
W = Uy = e 757 (8.100)

8.6 Megoldas

1 1
H=—(p—eA)P+ §mw(2) (® +y*+2°) = (8.101)

2m
B%e? 1 eB

2
o 1 2.2 1 2 2 2 2 2
o + §mwoz + P (pm +py) + ( 3 + §mw0) (:v + vy ) o TPy — Yp. (8.102)

~~ L,

Hyy

2 - ] s . . . ,
Bevezetve az w, = % és az wi = w§ + == jeloléseket, valamint a harmonikus oszcilldtor

kelto és eltiinteto operatorait, illetve felhaszndlva a 5.60. feladat eredményét:

1 hwe
H = hwy (aiaz + 5) + hwi (alag + ala, +1) — > (ala, + ala,) (8.103)

Vilagos, hogy L, felcserélhetd az elso taggal, hiszen L, x és y-tol fliggd operdtorokbdl dll,
mig a Hamiltoni elsé tagja csak z-tdl fiigg. Az utolsé tag L.-vel ardnyos, igy ezzel is

183



kommutal. A kézépsé H,y tagrol pedig egyszeriien megmutathato, hogy szintén kommutal
L.-vel, emiatt létezik kézos sajdtbdzisa Hy,-nak €s L.-nek. H,, spektruma degenerdlt,
minden N = ng, + n, esetben N + 1-szeres a degenerdcid. Vdrhato tehdt, hogy L. ezt a
degenrdciot hasitja fel, diagonalizdljuk L, mdtrizdt eqy adott N-hez tartozo altéren! Csak
két matrixelem nem zérus:

(ne 4+ 1,y — 1 afay [ng,ny) = /iyvne + 1 (ne — Ly + 1] a ) ag [ng,ny) = /ng/ny + 1

(8.104)
Ng, Ny €8 N = ng +n, helyére vezessiik be az £ és m kvantumszdmokat:
Ny + Ny Ny — Ny
l 5 m 5 (8.105)
ng=L0+m n,=0—m N=2 (8.106)

Tehat a matrizelemek az L, és L_ impulzusoperdtor léptetd operdtorok sajatértéken:

VigVne +1 = /—m)(l+m+1)=+L({+1)—m(m+1) (8.107)
Viey/ny +1 = J(l+m)—m+1) =l +1)—m(m—1) (8.108)

Innen 5 5
() L m) = = (| Ly + L |m) = (n'| 2L, [m) (8.109)
) 7

Tehdt Hyy, egy degenerdlt alterében L, mdtrizelemei épp 2L, mdtrizelemeinek felelnek meg
az uj £ és m kvantumszdmokban. Az L, mdtrixdnak hm, sajatértékei tehdt

N N
hm, = 2hm,, ahol my:—f,...,ﬁz—g,...,g (8.110)
A teljes Hamiltoni sajdatértékei tehdt:
E — o (e L) o (N 1) — B (8.111)
ny,Nom, — o\ Mz 2 1 m m; .
N N
n.=0,1,2... N=012... m=-7..3 (8.112)
(0,0,1) @ —/— -
(1,0,0), (0,1,0) -=sIIllT 1 hw,
(0,0,00 @ —0—mMm - --------
B=0 B#0

8.7 Megoldas Definidaljuk a

X (a) = exp (%a[(w> = exp <%apx> exp (%Bay) (8.113)
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és az

Y (b) = exp (%b[(y) (8.114)
transzldcios operdtorokat. Eqyrészt

hqB

(Ko K] = [Ko, K K,y — K, [K,, K] = - (K, — K,)=0 (8.115)
€s ugyaniqy
(K, K] =0 |, (8.116)
ezért
(X (a), K] =[Y(b),KZ] =0 . (8.117)
Madsrészt
X(a)¢(z,y)¥(z,y) = exp (%Bay) ¢(x+a,y)(x+a,y) =
= exp (%Bay) ¢ (z,y) ¢ (z+a,y) (8.118)
illetve .
6) X @0 () =exo (LBay) o) viovan) . (8119
kovetkezésképpen
(X (a),¢] =[Y (b),¢] =0 (8.120)
A fentiekbdl nyilvanvaloan kovetkezik, hogy
(X (a),H]=1[Y (b),H] =0 . (8.121)

H sajatfiigguényei ezért nyilvanvaldan X (a) és 'Y (b) sajdtfiggvényei is,

Hy =Ep—= X(a)Yp=x(a)y , Y(O)v=yb)y , (8.122)
z (a) = exp (ik,a) - g <k, < g , (8.123)
y(b) = exp (ik,b)  — % <k, < % : (8.124)
ezért

X (@)Y @)y =x(a)yb)y=Y (b)) X(a)y . (8.125)

Ugyanakkor

(Y (b) X (a)¥) (x,y) = exp (%bpy) exp (%Bay) exp (%apx) v (z,y)

= exp (%]Ba (y + b)> Y(x+a,y+0) (8.126)
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X @Y 0)9) (a0) = exp (B ) exp (an ) exo (G, ) 0 (020)
exp (%Bay) Y(r+a,y+b) (8.127)

X (a) ésY (b) felcserélhetdsége miatt azonban

)
exp <27m'—> =1 (8.128)
P
ahol A
b =abB és Pyg=-— . (8.129)
q
tehdt o
— =mn (neN). (8.130)
P
8.8 Megoldas
A = (—By,0,0) (8.131)
Eqgyszert dtalakitasok utdn a Schrodinger-egyenlet a kovetkezd alakot 6lti (¢ = —e):
/. eB \’ 5 oo
ansatz:
U (x,y, 2) = exp (ik.z) exp (ik,z) ¢ (y) (8.133)
Behelyettesités utan:
m (eB 2o, R2k2
=y - - =(E - z 134
Lm ( sl kz) Qmay] ¢ (y) ( Sy ) v (y) (8.134)

Felhaszndlva, hogy w. = eB/mc és Ly = \/}’i/mwC = \/hc/eB, az

(%mwf (y— )" — %Qﬁ) v (y) = (E - hzk“z‘) v (y) (8.135)

2m

oszcilldtoregyenletet kapjuk, ahol yo = k,L%. Kévetkezésképpen a sajdtértékek és sajdt-
fligguények:

N
En,km,kz = hwc n+ =+ —ml{iz (8136)

1 212
oz b)) (s
(8.137)

1
Unteo ke (2,9, 2) = Ny exp (ik,z) exp (ik ) \/T exp (—
H

ahol N, = (Z”n!ﬁ)_1/2 a normalasi eqyiitthato.
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Ugyanigy a

A" = (0, Bz,0) (8.138)
vektorpotencidllal:
Vo, = o) — @+ 0)| b (0.0,2) = B (.12 (8.139)
oy |\ 0 — 5 -+ 0 x,y,2) = T, Y, 2 .
Y (x,y, z) = exp (ik,2) exp (ikyy) ¢ () (8.140)

h? (eB 2R h2k?

= k — 9 =|E— z 141

Lm (o) Qmax] )= (B-05 )o@

1 h? h2k?

(et to—an? - 5ot ) ool = (B 52 ) o0 (8.142)
oszcilldtoregyenletet kapjuk, ahol xo = —k,L3,. Kdvetkezésképpen a sajdtértékek és sajdt-
figguények:

E = hw +1 +h2k2 (8.143)
n,ky,k. — c\ M 9 m 2 .
) . 1 1 2 x+ k,L?
Mz,ky,kz (x,y, z) = Ny exp (ik,2) exp (ikyy) \/T_H exp <_E (x + k:yL%I) > H, <TH
(8.144)

A két mérték kozott dattérhetink egqy mértéktranszformdcioval, ami a hulldmfiigguényre
nézve eqy unitér transzformdciot jelent:

A'=A+VA (8.145)
A (r) = Bxy (8.146)
Ekkor fenn kell, hogy dlljon:
e
/dkycn,kz,kyw;z,ky,kz (r) = Ui ey s (r) exp (_c_hA (I')> (8.147)
azaz
. e
nsts = [Pt 0 e (< GA® ) bun @) G109
N2
= L—" / / dzdy exp (—ikyy + ik,a — izy /L) (8.149)
H

1 2 x+k L2
exp (_E (2 + kyL3) ) H, (L—IjH)

1 2 y— k,L%
exp (_E (y — k:xL%I) ) H, (T
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Bevezetve az & = v /Ly, & = vy/Lu, ¢ = kyLy, valamint ¢, = k, Ly vdltozokat

or, = NiLu [ [ deadty exp (-ing, +ing, - i6)
exp (—% (b +qy)° — % (& — qx)Z) H, (& + ¢y) Ho (& — a2)
= ity [ [ deds, e (i 6+ 0 + i (6 — ) 1 (6~ ) 6+ 02)
o (-3¢ - 56) H(€) 1 (6)

Mi?)@l.’ _iQy (gy + Qm) + quc (gz - Qy) —1 (£$ - Qy) (gy + qg:) = _iQmQy - Zgzéy

cnst, = NiLwe o [ [ deuds,ex(~ic.eexp (-5 - 56) Hu (&) Ha 6
(8.150)

8.4. Allités
Varen (—56) Ha(6) = [deewlieg)en (—5¢) m6)  s1D
Bizonyitds. A harmonikus oszcillator Schrodinger-egyenlete koordinatareprezentaciéban
(—h—2d—; + lmw%?) Y (x) = Ev(z) , (8.152)

impulzusreprezentaciéban

P2 1., 2 d*\ ~ 7
o gt ) $ () = B0 ) (8.153)
mikozben
~ 1 1px
¥ (p) = E/d:vexp (?> v (x) . (8.154)
A megoldasok
n (@) = Ny—— e B P (8.155)
ahol
h
valamint ) )
b p
X =N,—exp|——= | H, [ = , 8.157
Un (p) T p( ng) (po) (8.157)
ahol
po = Vhmw . (8.158)
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Kovetkezésképpen

(8.159)
amibdl . »
e =— == 8.160
&= . =2 (8.160)
helyettesitéssel
L, _ [%oPo . L,
exXp _§£y Hn (Sy) - T dfz €exp (nggy) exXp _ifm Hn (éa:) ’ (8161)
——
1/V2m
ami ekvivalens az allitassal. O
fgy tehdt, a Hermite polinomok normaintegraljat felhaszndlva:
oo, = VERLigexp (~ig.a,) N2 [ dgexp (—€2) Ho (6
21
= V2r Ly exp (—iksk,/Ly) . (8.162)
8.9 Megoldas A klasszikus kormozgds
r=xg+rcoswt , Y=1yg+rsinw.t (8.163)
Uy = —Twesinw,t vy = Tw. cosw,t (8.164)
alapjan a palya kézéppontjanak helykoordindtdi
K
To=1—rcoswt =a — L =g — Y (8.165)
We MW,
x KZ‘
yozy—rsinwct:y+v—:y+ (8.166)

We mw,

melyekhez a megfeleld operdtorokat rendelhetjiik. Fenndllnak a kévetkezd cserereldciok
(20, yo] = iL% (8.167)
ahol Ly = \/h/mw., illetve w. = ¢B/m. Ugyanis

h . .
(K., Ky = —q ([pe; Ay] + [As, py]) = —q; (0.4, — 0,A;) = ihgB = ihmw, (8.169)

miatt
1 1 1 ih
= K- —[y K, - —=—|K,, K.] = =il 1
[.770, yO] mew, [JI, ] mew, [ya y] mQWg [ Yo ] mw, g (8 70)
ih ih —ihmwe
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valamint 5
(K, K7] = Ky, K,] K, + K, [K,, K] = =2mw.K,
1
h
[$7 Kaﬂ = [IL‘, Kﬂc] Kx + Kx [1'7 K:c] - __.2Kx

7

€s innen
h

K, 1 h
[0, H] = |z + K ,—<K§+K2) =——K,+ —K,=0
mwe 2m Y m m

Ezért Zo és Yo megmamdo’ mennyz'ségek. Ugyanakkor deﬁm’dlhato’k a
! ( ' ) bT - ! ( - )

ZTo +1 , To— 1
LH\/§ 0 Yo LH\/i 0 Yo

léptetooperatorok, melyekre

€s
b,H|] = [b!,H] =0
Ezért a b és bl operdtorok H sajdtalterén belil léptetnek. Mivel
K, ] _2h
i

[K:m%o] = |:Km>~1' -
MW,

MW,

K,
(K2, yo) = {szy"_ } =0

K, 2h
Ky 0] = |Kyy — -
[ y7y0] |: yr Y me:| i

K,
K, = | K Y1 =0
[ y’xo] |: yax_’_ mwc:| s

kovetkezik, hogy
1 1

b| = —— | K, +1K,, ;
[a, D] 2L§{mwc[ + 1K, xo + o]
1 1 h h
= — 2——2—-1=0
2L% muw, ( i z)
és hasonloan
[a', 0] =0 |
mszont L on
b’ = [af,b] = —- = —2i
[a, ] [a, } L% imw, !

Eqgy altaldnos Landau-dllapot tehat
1
H |n,m) = hw, (n—|— 5) |n, m)

1 1
Vol vVm!

(a)" (¥7)™ |0, 0)

n,m) =

3

90

(8.171)

(8.172)

(8.173)

(8.174)

(8.175)

(8.176)

(8.177)

(8.178)
(8.179)

(8.180)

(8.181)

(8.182)

(8.183)

(8.184)

(8.185)



8.10 Megoldas FEloszor oldjuk meg a harmonikus oszcillator problémat homogén elekt-
romos tér jelenlétében!

2

H = 2p—m n %oﬂx? +Eqr (8.186)
2 2 2,2
H = —+ — — 8.187
2m T (JE * muﬂ) 2mw? ( )

Vezessiik be a kévetkezd mennyiségeket:

5(] _ 52(]2
mw?’ O Imw?”

d:

A bevezetett mennyiségekkel a (8.187) szdmi egyenletet a kovetkezo formdba irhatjuk:

2
m
H:é?_m+§w2($'+d)2—Eo

A fenti Hamilton operdtor spektruma a kiilsé tér nélkili operdtor spektrumdatol csak eqy Ey
eltolasban kilonbozik, a sajatdllapotaik pedik d-vel tolodnak el. A kiilsé tér nélkili harmo-
nikus oszcilldtor léptetd operdtorai segitségével felirhatjuk a homogén kilsd tér jelenlétében
is a léptetd operdatorokat: o' = a + \/gxo, a’ =af + fzixo' Az alapdllapoti hullamfiigguény
d-vel eltolodik:

1 .m 1
! T I
n) =——a' |0) = —
)" = =at 0) = o
Kezdetben a rendszer tér nélkili harmonikus oszcillator alapdllapotaban van. FEzt skald-
risan szorozva a tér jelenlétében lévo Hamilton operdtor sajatallapotaival megkaphatjuk a

szuperpondlt dallapot egyiitthatoit:

(a + d)"er?|0) . (8.188)

L d
\/§$0

Fejezziik ki az impuzus operdatort az eltolas operdtorban a léptetd operdatorok segitségével:

(af )er )0y

Ol = (0l —=

ehdp = g5 (@~ (8.189)

Haszndljuk a 1.3.  feladatban szereplé Baker-Campbell-Haussdorff formuldt: eA™B =

eAeBe[AéiB], amely csak akkor érvényes ha a [A,[A, B] = [B,[A,B] = 0 feltétel teljesiil.
A mi esetiinkben [a,al] = 1, igy az eltolds operdtordt a kévetkezbképpen irhatjuk fel:

70 @) — ¢T3 o750 gig? (8.190)

Tehadt

1 -2 N/n d \"’ gt d
— ¢ %5 {0 ‘ —afY e 2% e70?|0).
w3 () () e "
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A jobboldali elsé exponencidlis tag sorfejtésében csak a nulladrendii tag marad meg, hiszen
az az alapdllapotra hat, a mdsodik exponencidlisban és az 6sszegzésban is csak a nullad-
rendi tagok szamitanak az ortogonalitas miatt:

A kifejtési egyiitthatok négyzetisszege eqységnyi kell, hogy legyen!

da-
P
0

hiszen az dsszeqzés éppen a e™ fligguény sora.

A hullamfiggvény a homogén elektromos tér bekapcsoldsinak a pillanatdban a kévetkezd

alakot olti:
no_ a2
e 10 |n) (8.191)
Z (\/_5130)

Az egyes sajdtdllapotok idéfejlédését eqyszeriien megadhatjuk a sajatenergidak ismeretében:

Onl(t) = enent (8.192)

ennek megfelelden a (8.191) hullamfigguény iddfejlédését a kovetkezdképpen adhatjuk meg:

o(t) = e E Z\/_ (\/flxo)n 4‘fo|n>/ Cinwt
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9. fejezet

Relativisztikus kvantummechanika

9.1. Elmélet

9.1.1. Lorentz-transzformacio

Az eddigiektdl eltéréen ebben a fejezetben a relativisztikus targyaldashoz jobban illeszked6
CGS egységrendszert hasznaljuk. A négydimenzids téridé-vektorokra (Minkowski-tér) az
egyszerliség kedvéért az (1, xq, x3,24) = (2,7, 2, ict) = (x,ict) jelolést alkalmazzuk. Az

T,7, =77 + a5+ 75 + 1) = x> =P (9.1)
normat megtarté a = {a,,} homogén Lorentz-transzforméciéra ($L = au,,ﬁ,,) fennall,
hogy

ala=l<=a,a,,=0,,. (9.2)

Ebbél kiévetkezik, hogy det (a) = 1. Valédi ill. nem valédi Lorentz transzformaciérdl
beszéliink, ha det (a) = 1 ill. —1. Az ¢ infinitezimélis Lorentz transzforméciéra, amit az
a = e° Osszefiiggéssel definidlunk, az

el == Ew = —Eup (9.3)

(e; €R,hai,j=1,23 ,e,€F,haj=123) (9.4)
relacio teljesiil. A homogén Lorentz-transzforméciokat hat szabad paraméterrel irhatjuk

le (hdrom paraméter a koordindtatengelyek relativ orientdcidjat, harom paraméter pedig
a két inerciarendszer relativ sebességét hatarozza meg.)

A Hamilton-fiiggvény,

H(r,p;t) = \/m204 + 2 <p — CE]A (r, t)>2 +qo(r,t) , (9.5)

ahol m a részecske nyugalmi tomege, ¢ (r,t) a skalarpotencial és A (r, t) a vektorpotencidl.
A fenti Gsszefiiggést atirhatjuk a

K, K, = —m’c¢*, (9.6)

Lorentz-invarians alakba, ahol K, = p, — A, a négyes kinetikus impulzus, p, = (p, z%)
a négyes kanonikus impulzus és A, = (A, i¢) a négyespotencial.
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9.1.2. A Klein-Gordon-egyenlet

A kanonikus kvantalas szellemében megorizziik a koordindta és a kanonikus impulzus
operatorok felcserélési relaciojat,

h
[pwxl/] = ;(Lw ) (9'7)

ezért koordinata reprezentaciéban a négyesimpulzus operatort a kévetkezoképpen defini-
aljuk,

h h h
P = = (;v, _Ea’f) | (9.8)
Innen a kinetikus impulzus operatora
h q, 1.

amit formélisan behelyettesitve a Lorentz-invaridns (9.6) egyenletbe a Klein-Gordon egyen-
letet nyerjiik:

?

h S
[( VvV — %A) 2 (tho, — q¢)2] Y (r,t) = —m2cP (r,t) . (9.10)
Szabad részecskére a fenti egyenlet a
Loy 2
A—g@t ¢(r7t) =K Qﬂ(r,t) (911)

alakra redukalédik, ahol k = me/h a Compton hulldmszam. Az egyenlet megolddsa a

¥ (r,t) = Nexp (% (pr — Et)) (9.12)

sfkhulldm, ahol a (9.5) egyenletnek megfeleléen teljesiil az E? = c?p? + m?2c? reldcio.

A Klein-Gordon-egyenlet a hidrogénatom energiaspektrumanak finomszerkezetére a kisér-
leteknek ellentmondé predikciét ad. Az egyenletbdl levezethetd kontinuitasi egyenletben
a megtalalasi valoszintiségsiriiségre a

p(r,t) = N Im (¢ (r,t) Opp™ (1, 1)) (9.13)

mc?

kifejezés adodik, mely negativ értéket is felvehet. A hullamfiiggvény skalar volta mi-
att nincsen lehetdség spin értelmezésére sem, igy a Klein-Gordon-egyenlet a nulla spinti
részecskék (pl. m-mezonok) téregyenlete.

9.1.3. A Dirac egyenlet

Paul Dirac nyomén (1928) a hullamfiiggvény mozgasegyenletében p,, linearis funkciondljat
engedjiik meg,
(?D + Vupu) ¢ =0 5 (914)
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ahol az w és v, operdtorok felcserélheték a p, operatorokkal. Ezt tigy interpretdlhatjuk,
hogy a [¢) hullamfiiggvény a négyzetesen integralhato fiiggvények Hilbert-terének (ahol
a p, operatorok hatnak) és egy 1j szabadsagi fokokat reprezentalé Hilbert-tér (ahol az w
és 7, operatorok hatnak) direktszorzatdnak eleme. Szeretnénk ugyanakkor, ha érvényben
maradna a relativisztikus energia-impulzus 6sszefiiggés, amit a kévetkezo kvantummecha-
nikai varhato érték fejez ki,

W] (pup +m*c®) T |9) =0, (9.15)
ahol I az el6bb emlitett 1j Hilbert tér egységoperdtora. Feltételezve, hogy a -, operdtorok
hermitikusak, némi algebrai atalakitas utan az @w = —imc I egyenloség és a

Yu Vv + YWl = 25/w ) (916)

antikommutator reldcidk kovetkeznek (Clifford-algebra).
9.1. Tétel A v, operdtorok véges, n dimenzids dbrdzoldsaira fenndll, hogy n pdros.
Bizonyitas. (i) Belathatd, hogy barmely v, operator nyoma zérus. Ugyanis 1 # v esetén,
Try, = Tryvs = Ty = =Ty, = =Tey, (9.17)
ahol felhasznaltuk a nyomképzés ciklikus tulajdonsagat.

(ii) Mivel v, = I, v, lehetséges sajétértékei 1 vagy —1.
Tételezziik fel, hogy m sajatérték 1 és n — m sajatérték —1. Ekkor,

Try,=m—(n—m)=2m-n=0 |, (9.18)

tehat n paros. O

Csoportelméleti médszerekkel is beldthaté, hogy n minimalis értéke négy. A -, operatorok
egy lehetséges 4 X 4-es matrixreprezentaciéja (standard dbrdzolds):

o O —O'j . , o [2 O
Vi =1 ( 0 0 > (] - 172a3) €S Y4 = ( 0 _12 ) ; (919)

ahol o, a szokdsos Pauli matrixok és I, a 2x2-es egységmatrix. A Dirac egyenletben
szereplé hullamfiiggvények kdvetkezésképpen négykomponenstiek:

(r,t)
vien=| Er’ t; | (9.20)
(r,1)
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9.1.4. A Dirac-féle Hamilton-operator

Dirac egyenlete tehéat szabad részecskére,
(Yupp — ime) i =0 (9.21)

vagy

(B 30) & = 0 (9.22)
alaki. Posztulaljuk, hogy elektromdagneses tér jelenléte esetén a Dirac-egyenletbe a p,
kanonikus impulzusok helyett a K, kinetikus impulzusok irhatok:

(Y Ky —ime) Y = 0. (9.23)
Koénnyen belathatd, hogy a hullamfiiggvény
/ iq
= —A 9.24
o = vew (4) (9.24)

transzformaciéjaval a Dirac egyenlet invaridans a
1
A =A+VA, ¢ =¢— EatA — A, =A,+0,A (9.25)

meértéktranszformdcioval szemben!

A K, operéatorok ismert alakjat behelyettesitve a (9.23) egyenletbe kapjuk, hogy

5 .
{fy (p — gA) + V4 <——8t — ﬂ<b) — imc] =0 |, (9.26)
c c c
melyet civy—gyel balrdl szorozva,
[cwﬂ (p — %A) + (—ihd + qo) + wncZ] P=0 (9.27)
majd az id6 szerinti derivaltat kiilon kezelve nyerjiik a kovetkezo egyenletet,
thop) = [ci'y4'y (p — %A) + qop + 7477102] Y. (9.28)

Vezessiik be az a = i,y és § = 74 matrixokat. Az o matrixok alakja,

2 [2 0 0 — 0 . 0 Ok
=1 ( 0 —L o 0 ) oy 0 ) (9.29)
mig nyilvanvaléan
(I O
b= < 0 —I, ) ) (9.30)

Az 14j matrixokkal a Dirac egyenlet az

1thop) = Hy (9.31)
alakot 6lti, ahol a relativisztikus Hamilton-operdtor,
H=ca (p — gA) +qé + Bmc? (9.32)
c

mely az o és  matrixok ismeretében nyilvanvaléan hermitikus. [défiiggetlen potencidlok
esetében, a staciondrius hullamfiggvényt ¢ (r,t) = 1 (r) exp (—%Et) alakban keresve a
Hamilton-operator sajatérték problémajahoz, azaz az iddtol figgetlen Dirac-egyenlethez
jutunk

Hy (r) = [ca (p — %A) +qo + BmCQ] Y (r) =FEY(r) . (9.33)
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A kontinuitasi egyenlet

Induljunk ki a Dirac-egyenlet

ihop) = ca (p — %A) Y+ qérp + Bmc*yp (9.34)

alakjabol. Az adjungélt egyenlet:

— i = —ca (p+TA) vla+qou! +mcuis., (9.:35)

ahol
Ot = (@1, ¢35, 95, 45) (9.36)
és felhasznaltuk, hogy (pw)T = [(%le)*,...} = — [(%Vzﬁ) ,} = —pYf. Az els

egyenletet 1f-szal balrdl, a mésodikat 1)-vel jobbrdl beszorozva, majd az igy nyert két
egyenletet egymasbdl kivonva kapjuk, hogy

ih [10 + (0r0") o] = ¢ [lapy + (py') a] (9.37)
4
0 (V') +V (evray) =0, (9.38)
amibol a megtaldlasi valoszintiség és aramsiiriség megfeleld definicigjaval,
p=vty & j=cplay, (9.39)
a
Op+divj=0 (9.40)

kontinuitasi egyenlet kaphato. Nyilvanvald, hogy p pozitiv definit, tehat a Dirac-egyenlet
altal leirt részecskére alkalmazhaté a kvantummechanika valészintiségi értelmezése. A

Ju = (Jicp) = i ey (9-41)
négyes aramstriiségvektorral a kontinuitéasi egyenlet a kovarians
Oujy =0 (9.42)

alakban irhato, azaz tetszoleges inerciarendszerben érvényes.

9.1.5. A Dirac-egyenlet Lorentz-invariancijja

Homogén Lorentz-transzformécio,

T, = auty,, 0, = au,0,, A, (2') = auA, (), (9.43)
hatésara a "
q .
[Vu (; ) — EA“ (m)) — zmc} Y (x)=0. (9.44)
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Dirac-egyenlet a kovetkezoképpen transzformalodik:

{% (a; - ;—‘iA; (x')) - imc] W (2f) = (9.45)
et (8= 4 @)) = ime| /) =0, (9.4

ahol ¢ (2) a transzformalt hullamfiiggvény. Jeloljiikk 7-vel a transzformaci6é abrazolasat
a négydimenziés Hilbert téren, mely értelemszertien a «,-hez hasonléan 4 x 4-es méatrix.
A hullamfiiggvény transzformaciéjat,

V(@) =Ty (), (9.47)
beirva a (9.46) egyenletbe,
{% - (aﬂ - %AM (x)) T - z’mcﬂ b() =0, (9.48)
majd a (9.44) egyenlet segitségével elimindlva az imcT v () tagot, a
Ty — wau,T) <3H — %Au (:c)) P(x)=0 (9.49)

egyenletet kapjuk. Tetszoleges hullamfiiggvény és négyespotencial esetén ez csak tugy
teljesiilhet, ha megkoveteljik a

T% — T a’l/},LT':O (950)

egyenloséget, azaz
T’-Yu T_l =Y Quy - (951)

Kihasznélva, hogy aT = a™!, a fenti osszefiiggés atirhaté a
T '9%T =auwmn (9.52)

alakra. Ez a 7, métrixok (operator értékii vektorok) transzformécios szabdlya. Beldthato,
hogy a (9.51) egyenlet megoldasa:

T = e | (9.53)
Mivel
1 1 1
Z@w%% = gg;u/}/u’%/ + geuu%/yu (954)
1 1
= gg,uu (’Y,LL/YV - f%/Yu) - ggul/ [’y;u 71/] (955)
a T transzformaci6 a .
T = endwwew (9.56)
formaban is irhaté, ahol
h
Sy = 5 [Yus 1] (9.57)

a hullamfiiggvény Lorentz-transzformaciéjanak infinitezimalis generatora.
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9.1.6. Fizikai mennyiségek Lorentz-transzformacidja

Az O hermitikus operdtorral megadott fizikai mennyiségnek egy adott 1 allapotban a
Minkowski-téren értelmezett stiriisége,

O (z) = ¢ ()" O (z) . (9.58)

O (x) Lorentz-transzformaciéval szembeni viselkedésének vizsgalatdhoz célszer(i bevezetni
a hullamfiiggvény Dirac-adjungdltjdt,

b (x) =9 (@) ., (9.59)
mellyel B
O () = (x) O (x) . (9.60)
fgy pl. a valdszintiségsiiriiség és az aramsiriség ill. a négyes aramstiriiség rendre a
o) =4 (x) mb (x) , ji (2) =iy (x) mp (z)  (k=1,2,3), (9.61)
Ju () = (4 () ico (x)) = icy (x) v, ¢ (2) | (9.62)

formaban irhatok.

Belathatd, hogy a Lorentz-transzformacié (9.53) abrazolasara fennall a kovetkezé:
Try=wT . (9.63)
Emiatt az O (z) siirliség transzformaltja:

O' () = ' (x)" O/ (2) = [T (2)]" OT ¥ (w)

)
(2) (T7'90T) ¥ (z) . (9.64)
A (9.51) és (9.64) egyenletek alapjan,

g (@) = ic () (T, T) ¢ ()
= Z.CE (:E) (a,uu/yu) (0 (:E) = Quv [ZCE (:L‘) Y ¥ (I)}
= i (2) (9.65)

tehat a négyes aramstirtiség vektorként transzformalodik.

9.1.7. Térbeli forgatasok és a spin
Az n egységvektorral definidlt tengely koriili ¢ szogl térbeli forgatds matrixa,
R(p,n) = exp (—inXyp) , (9.66)

ahol
(Xi)y; = —tege  (k=1,2,3). (9.67)
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Az infinitezimalis Lorentz-transzformécié matrixa tehat,
Eij = EijkNEP (Z,] = 1, 2, 3) y Epd = Eap = 0 (,u = 1, 2, 3,4) s (968)

melynek abrazolasa a 4-dimenzios Hilbert-téren,

1 1 )
T = Zguy’)/u/yy == _Zgzﬂc’ijknkgp = _ﬁnsw P
ahol .
ih
SZ' = —Z€ijk7j7k ) (969)
vagy
h. h . h .
Sl = —52’72’)/3 , SQ = —52’)/3’)/1 , Sg = —52’71’)/2 , (970)
Nézziitk meg az S; matrixok felcserélési relacioit:
i\’ ih\°
[S1, S2] = 5 [V273, 7371] = 5 (72737371 — ¥3717273) (9.71)
in\> ,
= -9 (5) Y172 = Zth 5 (972)
és ugyanigy,
[Sa,S3] = ihS; , [Ss3,S1] = ihS, (9.73)
azaz
[Si, S]] = iheiijk . (974)

A térbeli forgatasok S infinitezimalis generatora tehat egy impulzus momentum operator,
amit spinnek neveziink. Mi ennek a spinnek az értéke?

h? h?
St = ——mysers = 1 (9.75)
4 4
és ugyanigy
2 , I
S5 =985 = Z[ , (9.76)
tehat
, 3R 9 1

A Dirac-egyenlet altal leirt hullamfiiggvény komponenseit a térbeli forgatdsok hatédsara
egy %—es sajatértékl impulzusmomentum (spin) operator transzformalja. Ezt ugy értel-
mezziik, hogy az elektron s = % spinnel rendelkezik.

A 7, matrixok standard dbrdzoldsait haszndlva konnyen beldthatd, hogy

S = gz , (9.78)

2:(‘5 2) (9.79)

ahol



A hullamfiiggvény transzformaciéja térbeli forgatasra tehat,

o (R rt) = exp (g8 0 (r.0) (9.80)
illetve .
V(00 = exp (£ ) 0 (R(-pm)r ) (981
A 4.1.1 fejezetben bizonyitottuk, hogy
Y (R(—¢@,n)r,t) = exp (—%nLgp) v (r,t) , (9.82)

ahol L = r x p a (pdlya)perdiilet operatora, ezért a négykomponensti hullamfiiggvény
(teljes) transzformacidja a térbeli forgatdsokkal szemben,

o (.0) = oxp (~ndo) v ) (9.53)
azaz a relativisztikus kvantumelméletben a térbeli forgatasok infinitezimélis generatora a
J=L+S8S (9.84)

teljes impulzusmomentum operator.

9.1.8. A szabad elektron

Zérus vektor- és skaldrpotencial esetén a (9.33) egyenlet,

(s B Yo =Wt (9.85)
megoldasat kereshetjiik a
Uy
W (r) = UeiP* = :Z eiPr (9.86)
Uy
sikhullam alakban. Behelyettesités utan a
Hp)U=WU (9.87)
matrix sajatértékegyenletet kapjuk, ahol
H (p) = ( ngp[z L, ) . (9.88)

Nemtrividlis (U # 0) megoldas csak akkor létezik, ha a szekuldris matrix determindnsa,
det (W — H (p)), eltlinik. Kihaszndlva a (op) (op) = p?I> azonossigot,

(W —me®) (W +mc*) —*p*=0. (9.89)
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Innen a szabad részecske energidja a
m2ct + 2p? (9.90)

értékeket veheti fel.

Roviden megjegyezziik, hogy p = 0 esetén (4ll6 részecske) mindkét pozitiv és mindkét
negativ energids megoldasokbdl a koordindtarendszer barmely tengelyére vonatkoztatva
hatérozott, £h/2 spinti allapotok keverheték ki, hiszen

[H(0),%] =0. (9.91)

fgy a hullamfiiggvény négy komponensét interpretalhatjuk gy is, mint elektron fel spin,
elektron le spin, pozitron fel spin és pozitron le spin komponens. Mozgd részecske esetén

(p#0), ,
mc“ly  hcop op 0 _
[( hcop —mc?l, ) ’ ( 0 op =0, (9.92)
ezért a megoldasok a
h
h==P (9.93)
p

un. helicitasoperdtor sajatértékeivel (£1) indexelhetok. Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy
ekkor a spinnek a haladds irdnyara es6 vetiilete vesz fel +h/2 értéket.

9.1.9. A nem-relativisztikus kozelités
Id6fiiggetlen potencidlok esetében a

[caK +qp + 5m02] =W (9.94)

staciondrius Dirac egyenlet megoldédséat bontsuk fel két (egyenként két-komponensii) rész-

h b = ( 2; ) , (9.95)

ahol y és ¢ az in. nagy- és kiskomponens. A (9.94) egyenletet komponensenként felirva,

(W —me® —q¢) x —coKp =0, (9.96)
(W +me® —q¢) o —coKxy =0, (9.97)

a masodik egyenletbdl a ¢ kiskomponens kifejezheto,

o= (W+me—q¢)” coKyx . (9.98)
A szabad részecske megoldasok mintajara, a pozitiv energias megoldast vizsgéalva alkal-
mazhatjuk a W 4+ mc? — q¢ ~ 2mc? kozelitést:

1
— — oKy . 9.99
p =5 —0Kx (9.99)
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Ezt visszahelyettesitve a (9.96) egyenletbe és hasznalva a E = W —mc? jelolést, valamint

alkalmazva a 010y, = 0 +1e1,j0; és KX K = — g osszefiiggéseket, a y nagykomponensre

ic

a szokasos Pauli-Schrodinger-egyenletet kapjuk a spin-paraméagneses jarulékot is beleértve,
Ex=Hpy, (9.100)

ahol a Pauli-Schrodinger Hamilton-operétor,

1 0
Hp=—K>+ ¢+ L 4B (9.101)
2m 2mc

A spin-magnesezettségi aramsiiriség

////// 2

Ebben a kozelitésben a relativisztikus valdszintiségi aramstiriség a

j=cblayp =c(xlop + plox)
1

=5 (XTO' (cK) x + [(Kx)T a} ax) , (9.102)

alakban irhatd, mely a Pauli matrixok algebrajat hasznélva két részre bonthato:

ahol |
i = — ('Ky + (K T) 9.104
Jnr 2m<x X+ (Kx)' x (9.104)
és ,
. 7
jn =5 (XT (K x o) x — (Kx)| x ax> . (9.105)
m
K :%V—%A behelyettesitéssel a
for = =1 (VX — (V) x) — -LxTAy (9.106)
2i me ’

kifejezést nyerjiik, ami valéban megegyezik a nemrelativisztikus eredménnyel (1. 8 Feje-
zet).

Az dramstriség masodik tagjabol a valos vektorpotencidl eltiinik és

) h
im == (X (V x0) x + VX' x ox)
= iv x xloxy = ~Srot (XTMS X) (9.107)
2m e pAS
ahol M, = —aneca a spin-magnesezettség operatora. A valdszinliségi aramstiriiség ezen

része tehat a spin-magnesezettség slriiség rotaciéjaval aranyos, ezért divargenciamentes
és nem jelenik meg a kontinuitasi egyenletben.
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A Hamilton-operator relativisztikus korrekci6i

A hullamfiiggvény kiskomponensének (9.98) kifejezésében alkalmazott sorfejtésben to-

vabblépve,
1 E—q¢
e (1 — ) coKy , (9.108)

majd imételten visszahelyettesitve a (9.96) egyenletbe, némi dtrendezés utéan a nagykom-
ponensre az

1
1

egyenletet nyerjiik, melyben a Pauli-Schrodinger Hamilton-operator mellett megjelenik
egy 1/c-tel ardnyos korrekci6. A részletes levezetést mellézve, melyben a kiskomponens
norméjat is 1/c? rendben figyelembevessziik, a kovetkezd sajatértékegyenlethez jutunk:

(HP+HM+HD+HSP)X:EX, (9.111)
ahol ]
4
Hy = _8m302 , (9.112)

a kinetikus energia relativisztikus tomegnovekedés kovetkeztében fellép6 korrekcidja,

2
Hp= oA a0) (9.113)

a Darwin-tag, mely a potencidlis energia klasszikus analogidval nem rendelkez6 korrekcidja

és

hq

Am2e

a spin-palya kélcsonhatas. Fz utobbi elnevezést leginkabb ugy érthetjiik meg, hogy cent-

ralis potencidlra az elektromos térerdsség,

H,, = o (E x K) (9.114)

E=-V¢(r)= —%@% : (9.115)

és a kinetikus impulzus kifejezésében a —2 A tagot elhanyagolva a

hg 1d¢(r) q 1ldo(r)

dm2c2r dr 2m2c2r dr

H, = o(r X p)

LS, (9.116)
kifejezés adodik. A spin-pdlya kolesonhatasnak elsésorban nagyobb rendszamu elemek
esetén ill. szildrdtestekben a kétott (atommaghoz kozeli) palydk spin-pélya (j =€ =+ 3)
felhasaddsaban van szerepe. Médgneses anyagokban ugyancsak elsésorban a spin-palya
kolesonhatés felelos az in. méagneses anizotropia jelenségéért.
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9.2. Feladatok

9.2.1. Példak

9.1. Feladat Bizonyitsa be, hogy (%%)2 = —1 (p # v), ahol vy, a Dirac mdtrizokat
jeloli!
9.2. Feladat Bizonyitsuk be, hogy

dJ h

priaie (r x V(qo)) , (9.117)

aholJ =L+ S ésS = %‘2. Haszndljuk a relativisztikus Hamilton operdtor
H = cap + fmc® + q¢ (9.118)
alakjat!

9.3. Feladat Tekintsiink eqy elektromdgneses térben mozgo m tomegi, q toltési relati-
visztikus részecskét A kvantummechanikai iddderivdlt segitségével mutassa meg, hogy a
sebesséq operator

_dr
V:%:COL
valamint
Fzg:%vaJrqE

Segitség:. % = % [H, O] + %, B=rotA, E=—-V¢— %%

9.4. Feladat Vezessiik le a ,Zitterbewegung” jelenségét! Vizsgdljunk egqy szabadon mozgo
relativisztikus részecskét, és szamitsuk ki a sebesség operdtor iddderivaltjat! Oldjuk meg
a kapott elsérendi kozonséges (operdtor értéki) differencidlegyenletet, majd a hely operd-
tort hatdrozzuk meg ennek iddintegraljaként! Milyen 1j tag jelenik meg az egyens vonali
eqyenletes mozgdst leird rész mellett? Adjunk nagysdgrandi becslést megjelend ij idd-és
hosszskalakra!

Segitség:. A levezetéskor haszndljuk fel az o és f mdtrizok anitkommutdtorait: {og, oy} =
2010, {au, B} = 0. Vezessiik be a Vi, = *prH ™' (szabad részecskére) iddfiiggetlen operd-
tort!

9.5. Feladat Klein paradoxon: Vizsgdljuk meg, hogy hogyan szorddik egy relativisztikus
kvantuumechanika szerint mozgo részecske eqy végtelen széles Viy magas potenciallépcson.:

1
0, haz <0 pz
Vigy=4 """ v=A| O |ew (9.119)
Vo, ha x>0 E+mc?
0

ahol U; a bejovd részecske hullamfiigguénye. Szamitsuk ki a reflexios és transzmisszios
eqyiitthatokat. Mik ezek lehetséges értéke Vi fiigguényében?
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9.2.2. Megoldasok

9.1 Megoldas Tekintsiik elészor a p # v =1,2,3 esetet:

Iy 0 —ou . 0 —o, \ [ ouo, 0 [ ion O
7“%_Z<U# 0 )Z(UU 0 )_( 0 U#Ul,>_( 0 ia,\> (9.120)
Mivel O'Z =1
. 2
2 10 )\ 0 _ ]2 0 _
()™ = ( 0 ioy ) = ( 0 1, ) =1 (9.121)
Ha v =4, akkor

o=, ) (Sl ) = (62

(9.122)
9.2 Megoldas Zérus vektorpotencidalt véve a Hamilton operdtor
H = cap + Bmc® + q¢ (9.123)
alaki. Ekkor
[H, L] = [cap + qo, €ijuxipr] (9.124)

hiszen L; kommutdl fmc*-tel. (Az L; operdtor a négyesvektorok terén egységoperdtorként
hat, ezért valgjaban L; @ I-t kellene irnunk.) A fenti kommutdtort két részre bontva,

[COézpl, €z‘jk$jpk] = C&ijkQ [pl, %’pk] = Cgijkal([plv 13j]pk —Zj [pl,]?k])
S~—— ——

h
7015 0

_ 7”170 (@ x p), (9.125)

[qu, €z'j1<;9€jpk] = q&ijk [¢7 l"jpk:] = qgijk:(kba xj]pk —Zj [¢,pk])
N—— ——

0 —Lorg
hgq
== (rx Vo), , (9.126)

kapjuk, hogy
L) = ? claxp)+q(rxVe) | (9.127)

melybol centrdlis potencidlra csak a mdsodik tag tinik el. Relativisztikus esetben centrdlis
potencidlra a pdlya-impulzusmomentum nem mozgdsdllando!

Bizonyitjuk, hogy centralis potencidl esetén a teljes impulzusmomentum

J=L+S (9.128)
mozgadsdllando, ahol
h hfo 0
5—52—5(0 0_) (9.129)



a spin-operdtor. Ugyanis

he he
(H, S| = > [oup, i) = —pi log, B3] =

Sl (e o))

h
- _70 (@ xp), . (9.130)
gy tehat
dJ  hg

ami centralis potencidlra valoban zérus.

9.3 Megoldas A sebesség operdtor kifejezése:

d 7 i
Ve = Tk = [H, x| = ¥ [caK + fmc® + qo, x| =
= ¢ [aK, 1] = ~ cay (Ko, 2] = coubpe = coy,
h h S——
L
Az erd operdtor alakja:
d 1 oK, 1 7
Fi=—K =—-[HK]+ == —co; [K;, K;] +-q[®, K] = 9.132
)= R = I K+ O = o [ K]+ [, K] (9132)
—2ek B
0A; 0A;
= — ca; ek Br — q(V®); — qa—tj = — ;10 By —q(V®); — qa—tj = (9.133)
vi —(vxB);
= q(V X B)j + qu (9134)

Vagyis épp a Lorentz erdt kapjuk.

9.4 Megoldas Tekintsiik a szabad részecske Heisenberg-képbeli sebességoperdtordnak (9.132)
alakjdt, és nézzik meg ennek az iddoderivdltjat:
d i

—V =

1 i
o - [H,v,] = — [caupe + Pmc?, oy ] = - (cpe [, o) + mc? [B, o)) (9.135)

h
Az ebben megjelend kommutdtorok:
[, ] = oy, — apay = ayay, + aay — 2000 = 20k0ls — 200y (9.136)

1B, ai] = Pag — axfB = Bou, + ouf — 204, = =204 (9.137)
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Tehadt

d ic 2ic

Evk = ﬁ (Cpg (25kfj2 — 20%0(5) — 2mC2OékB) = 7 CP — Qg (Cpfal + mczﬁ) (9138)
"
Tekintsiik most a specialis relativitas impulzus és energia kifejezését:
mV mc? cp
- =—— = V== 9.139
p _ V_2 ) B V_2 E 9 ( )
2 2

ahol V a relativisztikus részecske sebessége. Vezessik most be ennek mintdjdra a Vi =
piH™Y operdtort, mely mivel csak p-t és H-t tartalmazza, kommutdl H-val, igy idében

allando. FEzzel p J 0
1
Evk = a (’Uk - Vk) = — (Uk - %) %H (9140)

A differencidlegyenlet megolddsa:
g(t) — Vi = (ve(0) — Vi) R N ve(t) = Vi + (0(0) — Vi) e ¥, (9.141)

ahol bevezettiik az ) = % frekvencia dimenzioji operdtort. A specidlis relatividselméletbol
egyszeriuen csak vy = V-t vdrnank, azonban a relativisztikus kvantummechanika ettol
eltérd eredményt ad. A konstans tagra rdarakodik eqy Q0 frekvencidval rezgd tag is. A
koordindta operdtort idobeli integrdaldssal kapjuk:

2(t) = 24(0) + Vit + (v(0) — V3) i@ " (e7* — 1) | (9.142)

ahol az egyenesvonali egyenletes mozgast leird elsd két tag mellett megjelent az 2 frek-
vencidju rezegés, melyet Erwin Schrodinger nyomdn ,Zitterbewegung™nak (remegve moz-
gas) neveziink. Az Q frekvencia értékére nagysdgrendi becslést adhatunk, ha kis sebessé-
gek esetén az elektron energidjdat a nyugalmi energidval m.c® = 511keV kézelitjik, igy
Q = 102 Hz-et kapunk, ami jelenleg kisérletileg nem mérheté tartomdny. A Zitterbeweg-
ung amplitiddja pedig a kivetkezbképp becsiilhetd: A ~ % ~ =\~ 107 8Bm = 10734,
vagyis a hidrogénatom méretének ezrede, amely szintén a mérési lehetdoségeinket megha-
lado hosszskadla. Megjegyezziik még, hogy a ,zitterezést” ado tag varhato értéke eltinik
kizdrdlag pozitiv (elektron) vagy kizdrdlag negativ (pozitron) energids energiasajdtdllapo-
tokbol kikevert dallapotokban.

9.5 Megoldas Osszuk a tartomdnyt 2 részre:

I: 2<0 I11: 2>0
E? = p* +m*c* (B —Vp)? =p?+m2ct (9.143)
\ \
(cazp: + fme*) U = BV (casp. + Bmc*) ¥ = (E — Vp)¥

Megjegyezziik, hogy E — mc? < Vo < E + mc? esetén p'? < 0, tehdt p' = iSp'. A balrdl
beesd hullam U, :

U, =A e e'n (9.144)




ami teljesiti az I tartomdny Dirac-egyenletét. Legyen a balra mend visszavert hullam W,
illetve a jobbra mend transzmittdlt U,. Keressiik ezeket is sikhulldm alakban:

1 1
0 _iﬁ O ’iﬁ
U, =B —pe e’ U, =C e e'n (9.145)
E+mc? E—Vp+mc?
0 0
z = 0-ndl a hullamfiigguény folytonossagdbol a kivetkezo két egyenletet kapjuk:
A+B=C
{ .l e B e o (9.146)
E+me2“t T E+me2? - E—Vy+mc?
A mdsodik egyenletet tovdbbalakitva:
pe pe pe
A—B)= = — 9.147
E—l—mc2( ) E—Vy+me? Vo — E — mc? ( )
P E+mc
A-B=—-———-—-C 9.148
pVo—E— chl ( )
A peremfeltételekbdl azt kapjuk tehdt, hogy
A+B=C
* (9.149)
A—B=—-rC
Innen
A= C’l—g’"
, (9.150)
{B = Cr
Azaz
B _ 1ir
{ é Y (9.151)
AT 1-r
Ellendérzésiil a j = cVUTasV dramsiriségek:
, 2pc? , 5 —2pc? , 9 2Rp'c?
i=AP——, =B, a=IC 9.152
Ji= 1Al E + mc? J 1] E + mc? =1 E—Vy+me? ( )

Innen a (7.72) és (7.7}) egyenletekben definidlt reflexios és transzmisszids eqyiitthato:

R= jr_!B\2_‘1+7“2 p_di_ |CP® Edme 4% (9.153)
PV i AP P o E-md  [i—rP

Vagyis

o 1+ 7 . 43er :

S (1_ :1_r:2> “i () = 15
Vagy mdsképp irva

1+ 4%Rr
R+T:‘1—r _]1—7“\2:1 (9.155)
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Tehat teljesiil a kontinuitdsi egyenlet. Alakitsuk r kifejezését tovdbb:

/

p

E + mc?

E+mc \/(V()—E)?—m%4
pVo—E—me?

.VO—E—mc2_

B i\/(%—E)2—mQC4 (E + mc?

E2 —m2c4

)2 jE\/[VO — (E - m)|(E + me?)
Vo — (E + m@)|(E — me)

Vo kiilonbézo értéker mellett meghatdrozhatjuk r, R illetve T' lehetséges értékeit, amelyeket
a 9.1 tabldzatban foglaltunk ossze, R vdltozdsa Vi fligguényében pedig a 9.1 dbrdan ldathato.

Vo r R T
nincs szoras 0 -1 0 1
normal szoras 0<Vy < E—mc? -1<r<0 0O<R<1 0<T<1
tolies Vo = FE —mc? 0 1 0
Vistzaver('ﬁdés E—me* < Vo < E +mc* o ! 0
Vo = E + mc? 0 1 0
magas 1épcsé E+me® <V r> \/gfﬁgz R>1 T <0
2 me2)(E—mc2
végtelen 16pess Vo — 00 Egme? (ﬂfﬁ) _ A/(Btme)(E-me?)

(\/E+mc2—\/ E—mc2)2

9.1. tablazat.

Az E —mc® < Vy < E+mc? tartomdnyban p' = iSp’, azaz a jobb oldalon egy exponenci-
dlisan elhald evaneszcens hulldm van csak. Vildgos, hogy Vo > E +mc? esetén R > 1. Ez
gy lehetséges, hogy ebben a tartomdnyban olyan nagy energidji a potencidlgdt, hogy ké-
pes parkeltésre. Elektron-pozitron pdrok keletkezhetnek, igy lehetséges, hogy tobb elektron
verodik vissza, mint amennyi bement. Ekozben pozitronok haladnak a potencidlgdt alatt
jobbra, igy a transzmisszos eqyiitthato negativ.
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R(Vy)

0 1 1 1
0 E-mc2 E E'+mc2
Vo

9.1. abra. Az R reflexids egyiitthaté a Vj fiiggvényében relativisztikus (fekete folytonos
vonal) és nem relativisztikus (z6ld szaggatott vonal, 1lasd: 7.1 feladat)
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