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Algoritmus fogalma

@ Egyel6re nem definialjuk rendesen az algoritmus fogalmat.
@ Eljaras, recept, modszer.

@ Jol meghatarozott Iépések egymasutanja, amelyek mar elég
pontosan, egyértelmiien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen
végrehajthatdk legyenek.
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A sz6 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Musza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban konyvet irt az egészekkel valé alapmiveletek végzésérdl.

algoritmus < szamitdégép program

valos probléma — absztrakt modell — algoritmus = program

Cél: feladatokra hatékony eljaras kidolgozasa
Hatékony = gyors, kevés memoria, kevés tarhely
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Milyen hatékony egy algoritmus?

@ Legtdbbszér csak a Iépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a lépésszam az input méretétdl?
@ Az input méretét legtdébbszér n-nel jeldljik.

@ A lépésszam ennek egy f flggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) |épést végez.

@ Igazabdl az f figgvény az érdekes.

@ 100nvagy 101n, altalaban mindegy

@ n? vagy n® mar sokszor nagy kiilénbség, de néha mindegy
@ n? vagy 2" mar mindig nagy kilénbség
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Példaul

Egy 10'° mivelet/mp sebességli szamitégép mennyi ideig dolgozik,
ha f(n) miveletet kell végrehajtani n méretli bemenetre?

f(n)
n n n? logqo N 2n n!
10 [[107° ] 1078 1010 1,02-1077 3,6-107%
102 || 10-8 | 1076 | 2.10-10 4-10"2 év 2.9,-1010 gv
108 || 104 | 100 | 6-10~10 |3,1.10%01012 ¢y | 2, 6105565691,
10° | 0,1 |3,1év|9-10°mp sok év sok év
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FOggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevo fliiggvények, akkor f = O(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ny > 0 allanddk, hogy |f(n)| < c|g(n)| teljesil, ha n > ny.
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Példak

@ 1001+ 300 = O(n)
Biz: 100n -+ 300 < 100n+ n < 101n < ¢n, ha n > 300, ¢ = 101

@ 5n +3n= 0O(n?)
Biz: 5n* +3n < 5m° + 3> < 8n? < cn?, han> 100, c=8

e n*+5n% = 0O(n°)
Bizzn*+5m <6n*<n°<cn’, han>6, c=1
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Példak

Py n1000 — O(2n)
Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(%99 < 1000’ = 1000 - 1000'~! < 1000"~" - 1000"" =
(106)i 1 < ki 1
(k+ 1)1000 _ k1ooo NI (1000)k1ooo P < k1000 4Ly
kl 1k1000 I+ - < k1000 + 1000k999 <2. k1000 <2. 2k 2k+1,
ha k > 106.
@ 10g;%%°(n) = O(n)
Biz: Mivel a logaritmus fliggvény monoton nd, vehetjik a fentiek

logaritmusat.
e 2"=0(n')
@ nl=0(n")
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Példak

lgaz-e, hogy n? = O(n)?

Nem.

Biz: Indirekt, tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢, ng, hogy n? < cn teljesiil
minden n > ny esetén.

Ekkor n < c teljestl minden n > ny esetén, ami nyilvan nem igaz, ha
n>c.
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FOggvények nagysagrendje

Definicid

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevo fiiggvények, akkor f = Q(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ny > 0 allanddk, hogy |f(n)| > c|g(n)| teljesdl, ha n > ny.

Példaul:
@ 100n — 300 = Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljeslinek a
feltételek

@ 5n% —3n=Q(n?)
e n* —5n =Q(n*
@ 2N — Q(n1000)
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FOggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f = 0O(g) és f =Q(g) is teljesil, akkor f = ©(g).

Példaul:
@ 100n —300 = O(n)
@ 5n° — 3n=0(n?)
e n* —5n =0(n*
e 1000-2" = ©(2")
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FOggvények nagysagrendje

Definicio

Legyenek f(n) és g(n) a pozitiv egészeken értelmezett, valos értekii
fliggvények. Ekkor az f = o(g) jel6léssel roviditjik azt, hogy
M — 0, han — oo.

g(n)

Példaul:
@ 1001 + 300 = o(n?), hiszen 1024390 _, 0 ha n — oo
@ 5n° +3n = o(n®)
e n* +5n = o(n*log, n)
@ n'000 _ O(2n)

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 12/401



Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma 4 'modell | -2 program

A: pontositas, egyszerUsités, absztrakcio, l[ényegtelen

elemek kisziirése, a lényeg kihamozasa
Modell: sokféle lehet, elég tag, de elég egyszerii, formalizalt,

pontos

B: hatékony algoritmus, bemend adatok — eredmény,
érdemes foglalkozni a kapott algoritmus elemzésével,
értékelésével, megvizsgalva, hogy a médszer mennyire
hatékony
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Arthur klraly civilizacios térekvései

Arthur kirdly fényes udvaraban 150 lovag és
150 udvarhélgy él. A kiraly, aki kbzismert
civilizaciés eréfeszitéseirdl, elhatarozza, hogy
meghdazasitja j6 lovagjait és szép udvarhél-
gyeit. Mindezt persze emberségesen szeretné
tenni. Csak olyan parok egybekelését akarija,
amelyek tagjai kblcsébndsen vonzalmat éreznek

i egymas irant. Hogyan fogjon hozza?
Természetesen partfog6jahoz, a nagyhatalmu varazsléhoz, Merlinhez
fordul. Merlin régvest felismeri, hogy itt is binaris szimmetrikus
viszonyok &brazolasarol van szé.

Nagy darab pergament vesz eld, és nekilat egy paros grafot rajzolni.
A kiralyi parancs teljesitéséhez Merlinnek élek egy olyan rendszerét
kell kivalasztania a graf éleibdl, hogy a kivalasztott élek kdziil a graf
minden pontjadhoz pontosan egy csatlakozzon. A kivalasztott élek
felelnek meg a tervezett hazassagoknak. A grafelmélet nyelvén teljes
parositast kell keresnie.
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Kdzlekedési lampak Gtemezése

lampak: ac, ad, bc, bd, ec és ed
allapot: lampak — {P,Z}

i
. 7 \ Feladat: Mennyi a minimalis szamu
/ allapot, ami biztonsagos és nem
d ¢ okoz 6rék dugét?

Grafelméleti nyelven: Mennyi G kromatikus szama?
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Mobiltelefon-atjatszok frekvencia kiosztasa
Egy adott atjatszéhoz egy adott frenkvenciat rendelnek.
Egy telefon a kdzelben levd atjatszok kodzil valaszt.
,Kbzel levd” atjatszok frekvenciaja kildnbézzon.
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Elagazas és korlatozas

Legtébbszdr van ¢"-es algoritmus, de nem mindegy mekkora c.

Bontsunk esetekre, azokat alesetekre, ... — fa

Ertékeljik az eseteket —> bizonyos iranyokba nem kell tovabbmenni.
— (korlatoz6 heurisztika)

Pl. sakkallasok

Feladat: Keresslink maximalis méretl fliggetlen ponthalmazt egy adott
G grafban.

Nyilvanval6 modszer:

Minden részhalmazt végignéziink — O(2") lépés
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Jobb algoritmus

Eszrevétel: Ha G-ben minden pont foka legfeljebb ketts, akkor a
feladat linearis idbben megoldhatd: G izolalt pontok, utak és kérok
diszjunkt uniéja. —> komponensenként minden ,masodik" pontot

bevessziik a halmazba. (izolalt pontok)

(ONONO]

G———
MF(G)

1. Ha G-ben minden pont foka < 2, akkor MF(G) az el6bbi eljaras altal

adott maximalis fliggetlen halmaz, és a munkat befejeztik.
2. Legyen x € G, fok(x) > 3.

Si:=MF(G\ {x})

So = {x} UMF(G\ {x és szomszédai}).

3. Legyen S az Sy és S, kbzll a nagyobb méret, illetve akarmelyik,

ha |5 = |Sa|.
4. MF(G) = S.
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Legyen T(n) az MF(G)-n (| V(G) |< n) beldli MF hivasok maximalis
szama, beleértve MF(G)-t magat is.
Tétel

Van olyan c allando, hogy T(n) < cy", tetszbleges n természetes
szamra, ahol v a~v* — 2 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gydke (v ~ 1,381).

Bizonyitéas.

Legyen t(n) := T(n) + 1.

T <T(n—1)+T(n—-4)+1,han>4 —

t(n) <t(n—1)+t(n—4),han>4.

Indukcidval: t(n) < cy" igazn < 5-re elég nagy c-vel ./
— Ezutan, ha n > 5, indukcids feltevésbdl:

tn) < tn—1)+tn—4)<cy" " +cy"*=

YR+ 1) =" = ey

Osszksltség: O(n?T(n)) = O(n9™) = O(1,3817). -
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3-szinezés keresése

Feladat: Adott G, keresslink egy 3-szinezést.

Minden lehetséges szinezést végignézink — O(3") lépés

Otlet: Bizonyos csticsokat kiszineziink pirosra, a tébbir6l polinom
idében el tudjuk dénteni, hogy kiszinezhetok-e kékkel és sargaval.

Osszkoltség: O(2"n°).

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 20/ 401



Dinamikus programozas

Optimum meghatarozasa kisebb részfeladatok optimumainak
felhasznalasaval.

Altalaban egy tablazat kitdltése, az Uj elemeket a korabban kitdltott
elemekbdl szamoljuk.

Binomidlis egyutthatdk kiszamitasa
(o)
o
o G @
O QP ©
@ @ 6

(6
(o
(6
(6
(o

— Nt ot ~—r ~—

(o) ()

(k)= (5
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Hatizsak probléma

Probléma
Adottak az sy, ..., Sm Sulyok, a b sulykorlat és a v4, . .., vy értékek.
(Minden érték pozitiv egész.) Melyik az az | C {1,..., m} részhalmaz,

melyre teljesiil, hogy >, Si < b €s )., vi maximalis?
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El6szor kisebb problémara oldjuk meg: v(i, a) a maximalis elérhetd

érték az sy,...,s; sulyokkal, vy, ..., v; értékekkel és a sulykorlattal

megadott feladatra.

Ekkor v(0,a) = v(i,0) = 0 Va, i-re

cél — v(m,b) 0 a
0

RS

m .................. i
Y keresett

erték

v(i,a) = max{v(i—1,a);vi+v(i—1,a-s)}

— Soronkeént kitélthetdé <= minden értek ket felette levobol
szamolhato.

Osszkéltség: O(bL)

b-t6l fiigg (nem log b-t6l!), ha b sokjegyl szam, ez sok id6
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Algoritmuselmélet
Grafok megadasa, szélességi bejaras, 6sszefliggdség, parositas

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

2. elbadas
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Grafalgoritmusok
@ iranyitott grafok: G = (V, E)
@ iranyitott él, irdnyitott Ut, iranyitott kor
@ élsulyok: c(e) — lehetnek negativak is
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Adjacencia-matrix

Definicio
A G = (V, E) graf adjacencia-matrixa (vagy szomszédossagi matrixa)
a kévetkez6 — a V elemeivel indexelt — n-szer n-es matrix:
.. [0 ha(ij)¢E,
Al ] —{ 1 ha(ij)eE.
Iranyitatlan grafok esetén a szomszedossagi matrix szimmetrikus lesz
(azaz Ali,j] = AJj, i] teljestl minden i, csucsparra).

01010
0 00O 1
A= 01 0 0 O
00101
00100
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Sulyozott adjacencia-matrix

Ha kéltségek is vannak —>

0 hai=j,
Cli,j] = c(i,j) hai#jés(i,j)eéle G-nek,
* kildnben.

0 5 x 1 =«
*x 0 % x —1
C=1] = 1 0 x =«
*+ x 1 0 5
* *x 3 x 0

Hatranya: a mérete (n? témbelem) teljesen fliggetlen az élek szamatdl.
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Ellistas megadas

G = (V, E) graf minden csucséhoz egy lista tartozik.

Az i € V csucs listajaban taroljuk az i-bdl kimend éleket, és ha kell,
ezek sulyat is.

Az i listajan egy élnek a lista egy eleme (cellaja) felel meg.

1-bdl kimend élek cellai Az (i,j) élnek megfe-
- / ¢ lelé cella tartalmazza a
1 [ — | j sorszamot, a c(i,))

sulyt (ha van), egy mu-
tatét a kovetkezd cel-
lara, és esetleg még
egyet az elézore is.
Tarigény: n + e cella,
Iranyitatlan grafoknal:
n—+2e cella

| ]
i [Gheee o] e

egy tipikus cella

nE—>.
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Szélesséqi bejaras
BFS: Breadth First Search

Meglatogatjuk az elsé csucsot, majd ennek a csicsnak az dsszes
szomszédjat. Aztdn ezen szomszédok dsszes olyan szomszédjat, ahol
még nem jartunk, és igy tovabb.

megvalésitas: sor (FIFO-lista)

Berakjuk az épp meglatogatott cstucsot, hogy majd a megfeleld iddben
a szomszeédaira is sort kerithessink.

Altalanos 1épés: vesszilk a sor elején levd x csticsot, tordljiik a sorbdl,
meglatogatjuk azokat az y szomszédait, amelyeket eddig még nem
lattunk, majd ezeket az y csucsokat a sor végére tesszik.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 2. eléadas 29/401



Szélesséqi bejaras

procedure szb (v: cslcs) (x szélességi bejaras egy komponensre )
var
Q: csuicsokbdl allo sor;
X, y: csucsoKk;
begin
bejarvalv] := igaz;
sorba(v, Q);
while Q nem (ires do begin
x := els6(Q); (ez egyben torli is x-et a sorbol)
for minden x — y € E élre do
if bejarvaly] = hamis then begin
bejarvaly] := igaz;
(%) sorba(y, Q)
end
end
end
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Szélesséqi bejaras

procedure bejar (x szélességi bejaras minden komponensre )
begin
forv:=1tondo
bejarva[v] := hamis;
forv:=1tondo
if bejarvalv] = hamis then
szb(v)
end

Osszkdltség: O(n + e)
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Faél: megvizsgalasuk-
kor még be nem jart
pontba mutatnak

IrAnyitatlan esetben
csak faél és keresztél
lehet.

Katona Gyula Y. (BME SZIT)
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faél

ilyen nincs
visszaél
keresztél
keresztél

faél

ilyen nincs
ilyen nincs
keresztél
keresztél
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Osszefiiggdség elddntése

Adott G graf 6sszefiiggb-e? l

procedure Osszefliggd

begin
of:=igaz;
tetszbleges v-re szb(v);
for u:=1to ndo

if bejarvalu] = hamis then 6f:=hamis;

return(6f);

end

Osszkéltség: O(n + e)
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Maximalis parositas keresése paros grafban
BSZ-bdl tudjuk, hogy javité utakat kell keresniink.

Egy parositas akkor és csak akkor maximalis, ha nincs hozza tartozé
javitéut.

Hogyan déntjiik el, hogy van-e javitout?
Hogyan kereslink javitoutat?

Maodositjuk a szélességi keresést:

@ Egy parositatlan pontbdl indulunk

@ Minden pératlan szinten a BFS Iépéseit hasznaljuk.

@ Minden péros szinten a parositas éleit hasznaljuk.

@ Ha olyan pontba ériink, aminek nincs parja, talaltunk javitoutat
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Maximalis parositas keresése paros grafban

Kéltség:

Ha minden parositatlan pontbdl épitlink egy ilyen fat

= alterndl6 erd6 = O(e)

Ezutan eggyel ndvelhetjik a parok szamat — O(n)-szer kell
ismételni

Osszkéltség: O(ne)
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Legrovidebb utak sulyozatlan grafokban

Ha minden él hossza egy = 0t hossza = élek szama

Szélességi kereséssel: Jelentse D[v] a v csucsnak az s-t6l valéd
tavolsagat az s-gyokerll szélességi faban.

Legyen kezdetben D[s] := 0

az szb eljarasba tegyik be a D[y] := D[x] + 1; utasitast, miutan elértik
y-t.

Lépésszam: O(n + e)

o

Az elbzbek szerint modositott szélességi bejaras végeztével
teljeslilnek a kbvetkezok:

1. Legyen s = xq, Xo, . .., Xp @ csUcSoknak a szélességi bejaras szerinti
sorrendje. Ekkor D[x1] < D[xo] < ... < D[xp].

2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < D[x] + 1.

3. D|v] = d(s, v) teljestil minden v € V csucsra.
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1. D[x1] < D[x2] < ... < D[xp].

Bizonyités.

A cslcsok az s = xq, Xo, . . ., Xp sorrendben kerlilnek bele a Q sorba
— ebben a sorrendben is kerllnek ki a sorbdl.

Ha x # s csucs elébb van, mint y —> apa(x) nem lehet késébb, mint
apa(y), hiszen ha elébb lenne, y-hoz elébb eljutottunk volna.

Indukcié6 = Gyokérre D[s] = 0, fiaira mind nagyobb. /

DIxi] = Dlapa(x;)] + 1 és D[x;+1] = Dlapa(xi1)] +1 =

Ha a két apa kilénbdz6

— Dlapa(xi)] < Dlapa(xi+1)] = D[xi] < Dlx1].

Ha pedig az apak megegyeznek — D[x;] = D[Xj11].
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2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y| < D[x] + 1

Bizonyités.

Nézzik, hogy mi térténik, amikor x kikeril a Q sorbdl, és éppen az
(x,y) élet vizsgaljuk.

Ha bejarvaly] = hamis — y apja x, vagyis D[y] = D[x] + 1.
Kulénben y-t mar kordbban lattuk — y apja elébb van, mint x

— Dlapa(y)] < D[x] = Dly] = Dlapa(y)] + 1 < D[x] +1. O

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 2. eléadas 38/401



3. D[v] = d(s, v) teljesil minden v € V csucsra.

Bizonyités.

d(s,v) < D[v] /

Legyen s = yo, y1, ... ¥k = v egy minimalis hosszUsagu G-beli
iranyitott Ut s-bél v-be.

= az Ut éleire: D[y1] < D[s]+1 =1, majd D[y,] < D[y1]+1<2...
Dlv]=D[y] < k=d(s,v) = / O

<
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Algoritmuselmélet
Legrdvidebb utak, Bellmann-Ford, Dijkstra

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

3. elbadas
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A legrévidebb utak problémaja

Legyen adott egy G = (V, E) iranyitott graf a c(f), f € E élsulyokkal.

Feladat
Mekkora a legrévidebb ut egy adott pontbdl egy masik adott pontba?

Feladat
Mekkora a legrévidebb ut egy adott pontbol az 6sszes tobbibe?

Feladat
Mekkora a legrévidebb at barmely ket pont k6zott?
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A legrévidebb utak problémaja

A G graf egy u-t v-vel 6sszek6td (nem feltétlendl egyszerli) u ~ v
irdnyitott Utjanak a hossza az Uton szerepld élek sulyainak 6sszege.
Legrévidebb u ~ v Ut: egy olyan u ~ v (t, melynek a hossza
minimalis a G-beli u ~~ v utak kbz6tt.

u és v csucsok (G-beli) d(u, v) tavolsaga:

—0,hau=yv;

— 00, ha nincs u ~ v Ut

— egyébként pedig a legrévidebb u ~~ v Ut hossza.

Vigyazat, itt u és v nem felcserélhetd: ha az egyik csucs valamilyen
tavol van a masiktol, akkor nem biztos, hogy a masik is ugyanolyan
tavol van az egyiktol!
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A Bellman—Ford-moddszer

Feladat

Egy pontbdl indulo legrévidebb utak (hosszanak) meghatarozasara, ha
bizonyos élsulyok negativak. De feltessziik, hogy G nem tartalmaz
negativ 6sszhosszusagu iranyitott kort.

Ha van negativ 6sszhosszUsagu iranyitott kér = nincs legrévidebb ut.

1 1
- —1

—

Legyen a G = (V, E) sulyozott élt iranyitott graf a C szomszédossagi
matrixaval adott (az i, j helyzetl elem a c(i,j) élsuly, ha i — j éle
G-nek, a tébbi elem pedig o).

Legyen V ={1,2,...,n} és s =1 <= s-bdl induld utakat keressik
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kitdltése — Dinamikus programozas

(%) Tl j] = a legrévidebb olyan 1 ~~ j iranyitott utak hossza,
' melyek legfeljebb i élbdl alinak.

= T[n—1,j] alegrévidebb 1 ~~ j utak hossza

A T[1,]] sor kitéltése: T[1,j] = C[1,]]

TegyUk fel ezutan, hogy az i-edik sort mar kitoltottiuk

= T[i,1], T[i,2],..., T[i, n] értékekre (x) igaz. —

(%) Tli+1,/) = min{T{i,f, min{ T{i, K] + Clk. /1}}

<= Ugyanis egy legfeljebb i + 1 élbdl all6 7 = 1 ~ j Ut kétféle lehet:
(a) Az utnak kevesebb, mint i + 1 éle van. Ekkor ennek a hossza
szerepel T|[i, j]-ben.
(b) Az ut éppen i + 1 élbdl all. Legyen [ a = Ut utolsé elbtti pontja.
Ekkor a w Ut 1 ~ | szakasza i élbdl all, és minimalis hosszlsagu a
legfeljebb i €1t 1 ~~ [ utak kdz6tt — = hossza T[i, /] + C[l,j].
Lépésszam: Egy érték (xx) szerinti szdmitasa n — 1 dsszeadas és
ugyanennyi 6sszehasonlitas (minimumkeresés n elem kdzil)
— O(n®) mivelet.
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Példa

C[la.l] =

0
00

2
00

WO

wo wh
owu® ¥

Tli,j]]|1]2]|3] 4

1 0/7]4|
2 0/6/4|9
3 0/6/4|9

T[2,2] = min(7,0+7,4+2,00+3) = 6

T[2,4] = min(co, 0400, 7400, 4+5) = 9
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Floyd modszere

Feladat

Miként lehet egy iranyitott grafban az 6sszes pontpar tavolsagat
meghatarozni?

> 0 élsulyok = ha a Bellmann-Ford algoritmust minden csucsra mint
forrasra lefuttatiuk = nO(n®) = O(n*)
Van gyorsabb.

Feladat

Adott egy G = (V, E) iranyitott graf és egy ¢ : E — R sulyflggvény
ugy, hogy a grafban nincs negativ ésszsulyu iranyitott kbr. Hatarozzuk
meg az 6sszes v,w € V rendezett pontpdrra a d(v, w) tavolsagot.
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A G graf a C szomszédossagi matrixaval adott.

Egy szintén n x n-es F matrixot fogunk hasznalni a szamitashoz.
Kezdetben Fyli, j] := CJi,j].

ciklus = k-adik lefutdsa utan Fg[/,j] azon i ~ j utak
legrovidebbjeinek a hosszat tartalmazza, amelyek kézbulsé pontjai
k-nal nem nagyobb sorszamuak.

Az Gj Fgli,j] értékeket kiszamithatjuk, ha ismerjuk Fyx_q[i, j]-t Vi, j-re.
Egy legrévidebb i ~ j Gt, melyen a kdzbllsd pontok sorszama
legfeljebb k, vagy tartalmazza a k csucsot vagy nem.

—igen = Fyli,j] = Fi1[i, k] + Fi_1[k. ]l

1

—nem = Fli,j] = Fr 1l ]
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Floyd algoritmusa

(1) for i :=1to ndo
forj .= 1tondo
Fli.j] == CIi. j]
(2) for k :=1to ndo
fori:=1tondo
forj:=1tondo
Fli,j] == min{F[i,j], F[i, k] + F[k,J]}

Fli,j] a (2)-beli iteracio k-adik menete utan azon legrévidebb i ~ | utak
hosszat tartalmazza, amelyek belsé csucsai 1,2, ..., k kézil valok.

k=n = Fuli,j] =d(i,))
Lépésszam: n-szer megylnk végig a tablazaton, minden helyen O(1)
lépés = O(n®)
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A legrévidebb utak nyomon-kdvetése
Menet kézben karbantartunk egy n x n-es P tdmbdt.
Kezdetben PJi,j] := 0.
Ha egy Fi,j] értéket megvaltoztatunk, mert talaltunk egy k-n atmend
rovidebb utat, akkor P[i, j] := k.
= Végqll PJi,j] egy legrévidebb i ~~ j Ut ,kdzépsd" csucsat fogja
tartalmazni.
i ~ jut 6sszedllitasa rekurziv —-

procedure legrovidebb Gt(/, j:csucs);
var k:csucs;
begin
k == P[i. jl;
if kK = 0 then return;
legrévidebb ut(/, k);
kiir(k);
legrévidebb ut(k, j)
end;
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Tranzitiv lezaras

Bemenet: G = (V, E) iranyitott graf.

Csak arra vagyunk kivancsiak, hogy mely pontok kdzétt vezet iranyitott
at.

Floyd = ha a végén F[i, j] # oo, akkor van ut, kilénben nincs.

Kicsit egyszerlbb, korabbi algoritmus: S. Warshall

Definicio
[tranzitiv lezdrt] Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf, A a
szomszédossagi matrixa. Legyen tovabba T a kévetkezb n x n-es

matrix: s s e
X 1 hai-bdlj elérhetd iranyitott dttal,

U { 0 kiilénben.
Ekkor a T matrixot — illetve az altala meghatarozott grafot — az A matrix
— illetve az altala meghatarozott G graf — tranzitiv lezartjanak hivjuk.

| A\

Feladat

Adott a (Boole-matrixként értelmezett) A szomszédossagi matrixaval a
G = (V, E) iranyitott graf. Adjuk meg a G tranzitiv lezartjat.
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Warshall algoritmus

(1) ciklusban a kezddértékek beallitasa helyett

.. [ 1 hai=jvagyAli,j]=1,
Toli.J] "{ 0  kilénben.

A (2) ciklusban F értékeinek valtoztatasa helyett (ugyanazt
megfogalmazva logikai miveletekkel)

(_'_) Tk[l,]] = Tk_1 [’7./] v (Tk—1 [la k] A Tk—1 [kvj])

Bizonyitas ugyanugy.
Lépésszam: O(n®)
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Dijkstra mddszere

Feladat

A legrévidebb utak problémaja (eqy forrasbol):

Adott egy G = (V, E) irdnyitott gréf, a c : E — Rt nemnegativ értéki
sulyfiiggvény és egy s € V cslcs (a forras). Hatarozzuk meg minden
v € V-re ad(s,v) tavolsagot.

D[]
@ Egy a G csucsaival indexelt témb
@ az eljaras soran addig megismert legrévidebb s ~~ v utak hossza
@ Felst kozelitése a keresett d(s, v) tavolsagnak
@ A kozelitést Iépesrol lepésre finomitjuk, végul d(s, v)-t érjik el.
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Dijkstra mddszere

TegyUk fel, hogy a G graf az alabbi alaki C szomszédossagi
matrixaval adott:

0 hav=w,
Clv,w] =< c(v,w) hav#wés/(v,w)éle G-nek,
00 kalénben.

Kezdetben D[v| := CJ[s, v] minden v € V cslcsra.

Valasszuk ki ezutén az s csucs szomszédai kzUl a hozza
legkdzelebbit, vagyis egy olyan x € V' \ {s} csucsot, melyre D|x]
minimalis.

Biztos, hogy az egyetlen (s, x) élbdl all6 ut egy legrévidebb s ~~ x Ut
(az élsulyok nemnegativak!).

A KESZ halmaz azokat a csticsokat tartalmazza, amelyeknek s-t6l
val6 tavolsagat mar tudjuk.

— x-et betehetjilk (s mellé¢) a KESZ halmazba.
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Dijkstra mddszere

Ezek utan médositsuk a tébbi cstics D[w] értékét, ha az eddig
ismertnél rovidebb Uton el lehet érni oda x-en keresztll, azaz ha
D[x] + C[x, w] < D[w].

X
Clx, w]

w

Ujra valasszunk kia v € V\ KESZ csucsok kdzll egy olyat, amelyre

D[v] minimalis.
Ezen csucs D[ |-értéke mar az s-tdl valo tavolsagat tartalmazza.

Majd megint a D[ ]-értékeket modositjuk, és igy tovabb, mig minden

csucs be nem keriil a KESZ halmazba.
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Dijkstra algoritmusa szomszédossagi matrixszal

(1) KESZ := {s}
for minden v € V csucsra do
D[v] := C[s, v] (x a d(s, v) tavolsag elsd kdzelitése x)
(2) for i:=1to n— 1 do begin
Valasszunk olyan x € V \ KESZ cstcsot, melyre D[x] minimalis.
Tegylk x-et a KESZ-be.
(3)  for minden w € V \ KESZ csticsra do
D[w] := min{D[w], D[x] + C[x, w]} (= d(s, w) U] kozelitése =)
end

Definicio

kulonleges ut: egy s ~~ z iranyitott Ut kiildnleges, ha a z veégpontot
kivéve minden pontja a KESZ halmazban van. A kiilénleges uttal
elérhetd pontok éppen a KESZ-bél egyetlen éllel elérheté pontok.
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Tétel
A (2) ciklus minden iteracios lépése utan érvényesek a kovetkezok:
@ (a) KESZ pontjaira D|v] a legrévidebb s ~~ v utak hossza.
@ (b) Hav € KESZ, akkor van olyan d(s, v) hossziisagt (mas
szoval legrévidebb) s ~ v ut is, amelynek minden pontja a KESZ
halmazban van.

@ (c) Kiilsé (vagyis w € V \ KESZ) pontokra D[w] a legrévidebb
kiilénleges s ~~ w utak hossza.

Bizonyités.

Indukcidval

(2) elétt /

TegyUk fel, hogy igaz a j-edik iteracié utan.

Belatjuk, hogy igaz a j + 1-edik iteracié utan is.

TegyUk fel, hogy az algoritmus a j + 1. iteracios Iépésben az x csucsot
vélasztja a KESZ-be.
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(a) Indirekt: mi van, ha D[x]
nem a d(s, x) tavolsagot je-
I6li, azaz van ennél révidebb
S~ x Ut?

Ezen at ,eleje" kildénleges,
(c) miatt =

Dly] < d(x, s) < D[x] é

(b) Elég x-re < KESZ korabbi pontjaira az indukciés feltevésbdl
Lattuk, hogy d(s, x) = D[x], ez egy kuldnleges s ~» x Ut hossza volt a
j+ 1. iteracio elbtt (itt a (c)-re vonatkoz6 indukcids feltevést hasznaltuk)
annak végeztével az Gt minden pontja KESZ-beli lesz.
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/)

A
w
(c) Aj+ 1. iteracio6 elott
Dlw] = min  {d(s,v)+ C[v, w]}.
veKESZ\{x}
Utana Dw] = min {d(s,v)+ Clv,w]}.
veKESZ

— Elég megnézni, hogy D[w] vagy d(s, x) + C[x, w] nagyobb
Lépészam: (2) ciklus O(n), ez lefut n — 1-szer = O(n?)
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Példa

D|a|b|c|e|f|KESZ

2

(0. 9]

oo | oo || {s,a}
o || {s,a,c}
> || {s,a,c, e}

{s,a,c,e,f}

Al R A

(0. ¢]
6
5
5
5

{s,a,c,e f b}
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Algoritmuselmélet
Kupac, Dijkstra kupaccal

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

4. elbadas
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Adatszerkezetek

Definicid

Egy adatszerkezet elemek egy halmazanak tarolasa, az elemek
kézotti kapesolat modja és az elemek kezeléséhez tartozé miiveletek
Osszessége.

Példak:

@ Tomb — Muveletek: szelekcids fliggvény

@ Lancolt lista — Mlveletek: elsd, kovetkez06, keres, beszur,
beszurMogé, térol

@ Sor — Mdiveletek: elsd, sorba, sorbdl
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Binaris fa adatszerkezet

N

Y

N

/

\
n
Y

Lancolt lista Binaris fa

Muveletek: gyoker, bal-fiu, jobb-fiu, keres, beszur, torol
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Kupac adatszerkezet

Egész szamok egy S véges részhalmazat szeretnénk tarolni, hogy a

beszuras és a minimalis elem torlése (mintér) hatékony legyen.
Alkalmazasok:

@ Jobok inditasa

@ Tobb rendezett halmaz 6sszefésiilése
@ Gyors rendezési algoritmus

gyokér

Teljes binaris fa: levelek
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Binaris fa abrazolasa tombbel

A fa cslicsai az A[1 : n] témb elemei.
Az Ali] csucs bal fia A[2/], a jobb fia pedig A2/ + 1].
= AJj] csucs apja A[|j/2]]

Kupac tulajdonsag: apa < fia
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Kupacépités

kupacol(f)
c { Ha min{a, b} < c, akkor min{a, b} és ¢
helyet cserél
a b Ha a c elem a-val cserélt helyet, akkor

kupacol(fy), ha b-vel, akkor kupacol(f,) }

c addig megy lefelé, amig sérti a kupac
tulajdonsagot.
Lépésszam: Ha / a fa szintjeinek szama,
f, s f, kupacok akkor < /| — 1 csere és < 2(/ — 1) dssze-
hasonlitas
kupacépités(f)
{ Az f fa v csucsaira lentrdl felfelé, jobbrol balra kupacol(v). }

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 4. eléadas 65 /401



Kupacépités kdltsége
n-csucsu binaris faban:

1. szint: 1 cslcs

2. szint: 2 csucs

3. szint: 22 cslcs

| —1. szint: 2/-2 ¢cslcs

l-edik szint: > 1 és < 2/~ cslcs

—n>14Y1221 =21 — | <1+log,n

Az j-edik szinten levd v csucsra kupacol(v) kéltsége legfeljebb [ — i
csere és legfeljebb 2(/ — i) 6sszehasonlitas.

A cserék szama ezért sszesen legfeljebb Z§:1 (I —i)2i-1.
f=1—1i(azaz i = | —j) helyettesitéssel

I—1 -1
ij/—j—‘l — 2/—1 21/2/
j=0 J=1
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Kupacépités kdltsége

1/2
1/4  1/4
1/8 1/8 1/8

1 1
o1 o1 o1 o1
<1 <1/2 <1/4 .. <4

/-1
271y jjel <2l < 2n.
j=1

Kupacépités kéltsége: O(n)
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MINTOR

A minimalis elem az f gy6kérben van, ezt toroljuk.

A f-be tesszlk a fa utolsé szintjének jobb széls6 elemét, majd
kupacol(f).

Kéltség: O(/) = O(log, n)
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BESZUR

Uj levelet adunk a fahoz (ligyelve a teljességre), ide tessziik az s

elemet. Ezutan s-et mozgatjuk felfelé, mindig 6sszehasonlitjuk az
apjaval.

Kéltség: O(/) = O(log, n)
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Dijkstra algoritmusa éllistaval

Ha kevés él van — grafot éllistaval taroljuk.

V\KESZ cslcsait kupacba rendezve tartjuk a D[ ] érték szerint.

A kupacépités O(n) kéltség, a (2) ciklusban minimumkeresést O(log n)
kéltségli MINTOR végrehajtasaval szamoljuk.

A D[] értékek Ujraszamolésat és a kupac-tulajdonsag helyredllitasat
csak a valasztott csucs szomszédaira kell elvégezni.

Minden csucsot pontosan egyszer valasztunk ki, és a szomszédok
szamanak dsszege e. — Ossziddigény O((n + e)log n).

Sarl grafokra: d-kupac.

= O(n+ ndlog, n+ elogy n)

Han'® <e<n?éslegyend = [e/n] = d>+/n = logyn<2.
=

O(n+ndlog, n+elog, n) = O(n+nd+e) = O(n+n-e/n+e) = O(e).

Dijkstra iranyitatlan grafokra is mukodik.
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A legrévidebb utak nyomon kdvetése

Minden pontra tarolunk és karbantartunk egy P[x] csucsot is, ami
megadja egy az eddig ismert hozza vezetd legrévidebb uton az utolsé
el6tti csucsot.

Kezdetben P[v] := s minden v € V-re.

A (3) ciklus belsejében, ha egy kulsé w csucs D[w] ertékét
megvaltoztatjuk, akkor P[w] := x.

Lépésszam: O(n?)
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Algoritmuselmélet
Keresés, minimumkeresés

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

5. elbadas
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Rendezési relacié

Legyen U egy halmaz, és < egy kétvaltozos relacié U-n. Ha a,b € U
és a < b, akkor azt mondjuk, hogy a kisebb, mint b.

A < relacié egy rendezés, ha teljesliinek a kdvetkezok:

1. a £ aminden a € U elemre (< irreflexiv);

2.Haab,ce U,a< b, és b < c, akkor a < ¢ (< tranzitiv);

3. Tetszbleges a # b € U elemekre vagy a < b, vagy b < afennall (<
teljes).

Ha < egy rendezés U-n, akkor az (U, <) part rendezett halmaznak
nevezzik.
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Rendezési relacié

Példak:

7 az egész szamok halmaza. A < rendezés a nagysag szerinti
rendezés.

Az abc betliinek X halmaza; a < rendezést az abc-sorrend adja.
Az x beti kisebb, mint az y bet(, ha x elébb szerepel az
abc-sorrendben, mint y.

A X betliibdl alkotott szavak ~* halmaza a szétarszer(i vagy
lexikografikus rendezéssel. = legyen X = xyxo - - - Xx €S

Y = y1¥o -y két sz0.

Az X kisebb mint Y, ha vagy / > k és x; = y; ha minden
i=1,2,..., k esetén;

vagy pedig x; < y; teljesll a legkisebb olyan j indexre, melyre
X; # y;. Tehat példaul kar < karika €s bor < bot.
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Keresés rendezetlen halmazban

Feladat

Adott az U halmaz véges S = {s1,S2,...,5n_1,Sn} részhalmaza és
seU.

El akarjuk eldénteni, hogy igaz-e s € S, és ha igen, akkor melyik i-re
teljesul s; = s.

Hany ésszehasonlitas kell?

Itt 6sszehasonlitas: Igaz-e, hogy s; = s?
Vélasz: lgen vagy nem.

Legrosszabb esetben minden elemet végig kell nézni —-
n 6sszehasonlitas kell legrosszabb esetben.
n/2 6sszehasonlitas kell atlagosan.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 5. eléadas 75/ 401



Keresés rendezett halmazban
Barkochba jaték: gondolok egy szamot 1 €s 100 kdzétt, hany
eldontendd kérdésbdl lehet kitalalni?

Feladat

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges

S={s1 <sx<...<8p_1<8p}részhalmazaéss c U.
Osszehasonlitasokkal akarjuk eldénteni, hogy igaz-e s € S, és ha
igen, akkor melyik i-re teljestl s; = s.

Hany ésszehasonlitas kell?

Itt 6sszehasonlitds: Mi a viszonya s-nek és s;-nek?
Valasz: s; = svagy s; < svagy s; > s.

Linearis keresés

Sorban mindegyik elemmel 6sszehasonlitjuk.
Koltség a legrosszabb esetben: n, mert lehet, hogy pont az utolsé volt.

Kéltség atlagos esetben esetben: (n/2) + 1.
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Binaris keresés

Oszd meg és uralkodj: el6szér a k6zépsod s;-vel hasonlitunk.

Hasonl6 feladatot kapunk egy S; halmazra, amire viszont |S;| < |S]/2.
Es igy tovabb:

ISl
23

S<||S§ S<|SI
|S2| |Ss| -+ |Sk]

Pl. keressiik meg, benne van-e 21 az alabbi sorozatban!

15,22, 25,37, |}, 56,70, 82 (1)
15,22, |l 37.48,56, 70, 82 )
15, [l 25. 37, 48,56, 70, 82 3)
Bl 22, 25,37, 48,56,70, 82 (4)
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Binaris keresés

Addig kell csinalni, amig |Sx| = 1 lesz. Innen 1 = S| < 4.
— 2Kk <n = k < |log, n|
Ez k +1 6sszehasonlitds volt. = k+1 < |log, n| +1 = [log,(n+1)]

Ez optimalis, nincs olyan keresé algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n+ 1)] kérdést hasznal.
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Binaris keresés
Tétel

EZz optimalis, nincs olyan keresé algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n+ 1)] kérdést hasznal.

Bizonyitas.
Az ellenség nem is gondol egy szamra, csak mindig Ugy valaszol, hogy
minél tébbet kelljen kérdezni. Ha egy kérdést felteszek, és az igen
valasz utan mondjuk széba j6n x lehetdség, akkor a nem esetén szdba
jon még n — x — 1 lehetdség. (A ,—1” az s = s; valasz miatt van).

Az ellenség ugy valaszol, hogy minél tébb lehetéség maradjon, igy el
tudja érni, hogy legalabb ' marad.

n—1 1

— 2 kérdés utan legaldbb 25— = % — } — 3, marad.

= k kérdés utan is marad még 5 — 5 —--- — J lehetdség.

Tehat teljestiinie kell ;. — J — -+ — J¢ < 1-nek.

Vagyis n <2k - 2k=1 .41 =21 1. — [log,(n+1)] — 1 < k.
Ha még van egy lehetséges elem, akkor még +1 egy kérdés. O
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Minimumkeresés

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1,S2,...,Sn-1,5n}
részhalmaza.

Osszehasonlitasokkal keressiik meg az S minimélis elemét, azaz egy
olyan s; elemet, hogy minden i # j esetén s; < s;.

@ Hany 6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?
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Minimumkeresés

Tétel

n elem kézil a minimalis kivalasztasahoz legrosszabb esetben n — 1
O6sszehasonlitas kell.

Bizonyitas.

n — 1 dsszehasonlitas mindig elég: Rendezziink kiesés versenyt,
mindig a kisebb elemet megtartva egy-egy 6sszehasonlitas utan. Mivel
~mindenki pontosan egyszer kap ki a gydztest kivéve”, ez n — 1
6sszehasonlitast igényel.

n — 1 8sszehasonlitasnal kevesebb nem mindig elég: Legyenek az
elemek egy graf pontjai, ha kettét 6sszehasonlitottunk, hiizzunk
kdzottik élet. Amig a graf nem 6sszefliggd, barmely komponensében
lehet a minimalis elem.

Ha a graf mar 6sszefliggd, akkor legalabb n — 1 éle van, tehat kell
ennyi 6sszehasonlitas. O
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Algoritmuselmélet

Rendezés, buborék, beszurasos, 6sszefésiiléses, kupacos, lada,
radix

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

6. elbadas
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Rendezés

Feladat

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1,S2,...,S1-1,Sn}
részhalmaza.

Osszehasonlitasokkal rendezziik az S elemeit a rendezés szerint
névekvd sorrendbe, azaz keressink olyan o permutaciot, hogy
So(1) < Sp(2) <+ < Sy(n)-

Input: tdmb, lancolt lista, (vagy barmi)
Output: altaldban, mint az input

Lépések: elemek mozgatasa, cseréje, 6sszehasonlitasa
A rendezés 6nmagéban is eléfordul6 feladat, de el6jén, mint hasznos
adatstruktura is. Rendezett halmazban kénnyebb keresni (pl.
telefonkdnyv).

@ Hany 6sszehasonlitéas kell a legrosszabb esetben?

@ Hany 6sszehasonlitas kell atlagos esetben?

@ Hany csere kell a legrosszabb esetben?

@ Mennyi plusz tarhely szikséges?
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Buborék-rendezés

Input: A[1 : n] (rendezetlen) tdmb

Ha valamely i-re A[i] > A[i + 1], akkor a két cella tartalmét kicseréljuk.
A tdmb elejérdl indulva, kdzben cserélgetve eljutunk a témb végéig.
Ekkor a legnagyobb elem A[n]-ben van. Ismételjik ezt az A[1 : n— 1]
tdbmbre, majd az A[1 : n — 2] tdmbre, stb.

procedure buborék
(*az A[1 : n] témbdt névekvéen (nem csékkenben) rendezi *)
for(j=n—-1,7>0,j:=j—1)do
for(i=1,i<j,i:=i+1)do
{ ha A[i + 1] < A[], akkor cseréljuk ki 6ket. }
Gsszehasonlitasok szama: n—1+n—-2+...+1= @

cserék szama: < 221)
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BeszUrasos rendezés

Ha az A[1 : k] résztdmb mar rendezett, akkor szurjuk be a kdvetkezd
elemet, Alk + 1]-et, linearis vagy binaris kereséssel, majd a kévetkez6t

ebbe, stb.
] \ linedris | binaris \

6sszehasonlitas nin—1) g[log (k+1)]
2 k=1 °

mozgatas (n+2)2(n— 1) (n+2)2(n— 1)

. ) iy n(n—1) !

atlagos 6sszehasonlitas ) 2 [logs(n+1)]
P I

atlagos mozgatas T )
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Binaris beszurasos rendezés I1épésszama

K := [log, 2] + [log, 3] + - - - + [log, n| < n[log, n]

Jobb becslés: hasznaljuk fel, hogy [log, k] < 1 + log, k

K<n—-1+4log,2+---+log, n=n—1+logy(n')

Felhasznalva a Stirling formulat: n! ~ (n/e)"v2rn kapjuk, hogy

log, n! ~ n(log, n—log, e) + % log, N+ log, V27 ~ n(log, n — 1,442)

Ezért K < n(log, n — 0,442) elég nagy n-re.
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Also becslés 6sszehasonlitas alapu rendezésre

Ugyanaz, mintha barochba-ban kellene kitalalni, hogy az elemek
melyik sorrendje (permutéacidja) az igazi sorrend.

Kezdetben n! lehetséges sorrend jon szoba.

Két elemet 6sszehasonlitva a vélasz két részre osztja a sorrendeket.
Ha pl. azt kapjuk, hogy x < y, akkor az olyan sorrendek, amelyekben
x hatrébb van y-nal, mar nem jénnek szdéba.

Ha az ellenség megint agy valaszol, hogy minél tébb sorrend maradjon
meg, akkor k kérdés utan még szoba jon Z; sorrend.

Ha 2%' > 1, nem tudjuk megadni a rendezést. —

Minden 6sszehasonlitas alapu rendez6 mdodszer n elem
rendezésekor legalabb log,(n') 6sszehasonlitast haszndl.
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Osszefésliléses rendezés

Osszefésiilés (MERGE):

Két mar rendezett sorozat (témb, lista, stb.) tartalmanak egy sorozatba
val6 rendezése:

A[1 : k] és B[1 : ]] rendezett ttmbok — C[1 : k + /] rendezett tdmb
Nyilvan C[1] = min{A[1], B[1]}, pl. A[1],

ezt rakjuk at C-be és t6roljuk A-bol.

C[2] = min{A[2], B[1]}, stb.
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Példa

A B C

12,15,20,31 /13,16, 18

15,20, 31 13,16,18 | 12,

15,20, 31 16,18 12,13

20, 31 16,18 12,13,15

20, 31 18 12,13,15,16

20, 31 12,13,15,16,18

31 12,13,15,16,18,20
12,13,15,16, 18,20, 31

O0sszehasonlitasok szama: k +/ — 1, ahol k, | a két témb hossza
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Osszefésliléses rendezés

Alapotlet: Rendezzik kildén a tdmb elso felét, majd a masodik felét,
végul féslljik éssze.
Ezt csindljuk rekurzivan.

MSORT(A[1 : n]) :=
MERGE(MSORT(A[1 : [n/2]]), MSORT(A[[n/2] + 1 : n])).

Hogy elvarrjuk a rekurzi6 aljat, legyen MSORT(A[/, i]) az Ures utasitas.
Katona Gyula Y. (BME SZIT)
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Osszehasonlitasok szama

Jeldljik T(n)-el a Iépésszamot n hosszu témb rendezésekor. Az
egyszerliség kedvéért tegylk fel, hogy n = 2k.

T(n)<n—-1+4+2T(n/2),

T(n)<n—-1+2(n/2—-1+4+2T(n/4))=n—-14+2(n/2—1)+4T(n/4).

T(n) < n—1+2(n/2—1)+4(n/4—1)+. . .+2k1(n/2k=1—1) < n[log, n].

Felhasznalva, hogy T(1) = 0.

Az dsszefésuléses rendezés konstans szorzé erejéig optimalis.
Mozgatasok szama: 2n[log, n]

Tarigény: 2n cella (bonyolultabban megcsinalva elég n + konst.)
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Példa 0sszefésliléses rendezésre

e\ B \C I\
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A kupacos rendezés

Elészor kupacot épitiink, utdna n darab MINTOR adja nem csékkend
sorrendben az elemeket.
[J. W. J. Williams és R. W. Floyd, 1964]

Kéltség: O(n) + O(nlog, n) = O(nlog, n)

Legjobb ismert rendezé algoritmus.

Pontos implementacidval:

2n|log, n| + 3n (6sszehasonlitdsok szama) és n|log, n| +2,5n
(cserék szama).
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Gyorsrendezés

[C. A.R. Hoare, 1960] o
0szd meg és uralkodj: véletlen s elem a témbbdl — PARTICIO(s) —

| s-nél kisebb elemek | s | ... | s| s-nél nagyobb elemek |

GYORSREND(A[1 : n])

1. Véalasszunk egy véletlen s elemet az A témbbdl.

2. PARTICIO(s); az eredmény legyen az A[1 : k], Alk +1: 1],
All + 1 : n] felbontas.

3. GYORSREND(A[1 : k]); GYORSREND(A[/ + 1 : n]).

Véletlen elemnek valaszthatjuk mindig a tdmb elsé helyén allot.
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A PARTICIO(s) miikddése
Legyeni:=1,j:=n,
@ -t ndveljuk, amig A[i] < s teljesul
@ j-t csokkentjik, amig A[j] > s
=
i — —
| s-nél kisebb elemek | | s-nél nem kisebb elemek |

Ha mindketté megall (nem lehet tovabblépni), és i < j, akkor A[i] > s
és Al <s =

Kicseréljuk A[i] és A[j] tartalmat, majd j := i+ 1 ésj:=j— 1. Ha a két
mutaté ésszeér (mar nem teljesil i < j), akkor s eléfordulasait a felsé
rész elejére mozgatjuk.

PARTICIO lépésszama: O(n)

GYORSREND Iépésszama legrosszabb esetben: O(n?)
GYORSREND lépésszama atlagos esetben:

1,39nlog, n+ O(n) = O(nlog n)
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Kulcsmanipulacids rendezések

Nem csak 6sszehasonlitasokat hasznal.
Pl. ismerjik az elemek szamat, belsd szerkezetét.

Ladarendezés (binsort)

Tudjuk, hogy A[1 : n] elemei egy m elem{ U halmazbdl keriilnek ki, pl.
e{1,...,m}

— Lefoglalunk egy U elemeivel indexelt B témbdét (m db ladat),
elészér mind dres.

Elso fazis: végigolvassuk az A-t, és az s = A[i] elemet a BJs] lista
végére flzzuk.

— konzervativ rendezés, azaz az egyenl6 elemek sorrendjét
megtartja.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 6. eléadas 96 / 401



Ladarendezés

Példa: Tegyuk fel, hogy a rendezendd A[1 : 7] tdmb elemei 0 és 9

kdzotti egészek:

A:

B:

1

3

55

66

9

Masodik fazis: elejétél a végéig névod sorrendben végigmegylnk B-n,

és a BJi] listak tartalmat visszairjuk A-ba.

B:

1

3

55

66

A:

1

3

5

5

6

6

9

Lépésszam: B létrehozasa O(m), elsé fazis O(n), mésodik fazis
O(n+ m), ésszesen O(n+ m).
Ez gyorsabb, mint az 4ltalanos alsé korlat, ha pl. m < cn.

Katona Gyula Y. (BME SZIT)
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Radix rendezés

A kulcsok 6sszetettek, tébb komponensbdl allnak, t; . .. t, alaki

szavak, ahol a t; komponens az L; rendezett tipusbdl valo, legyen
|Li| = s;, a rendezés lexikografikus.

Példa: Legyen (U, <) a huszadik szazadi datumok 6sszessége az
idérendnek megfeleld rendezéssel.

Ly ={1900,1901,...,1999}, s; =100.
Lo = {januar, februar,. .., december}, s, =12.
Ly ={1,2,...,31}, s3=31.

A datumok rendezése éppen az L; tipusokbdl szarmazé lexikografikus
rendezés lesz.
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Radix rendezés

@ Rendezzik a sorozatot az utolsd, a k-adik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ A kapottat rendezzik a k — 1-edik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ stb.

Fontos, hogy a ladarendezésnél, az elemeket a ladaban mindig a lista
végére tettiik. igy ha két azonos kulcst elem kdzil az egyik megeldzi
a masikat, akkor a rendezés utan sem valtozik a sorrendjuk.

— Az ilyen rendezést konzervativ rendezésnek nevezzik.
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Miért mUkddik a radix jol?

Ha X < Y, az els6 i — 1 tag megegyezik, de x; < y;, akkor az j-edik
komponens rendezésekor X el6re kertil.

A laderendezés konzervativ. = kés6bb mar nem valtozik a
sorrendjuk.

Példa:

\ 1969.01.18. \ 1969.01.01. \ 1955.12.18. \ 1955.01.18. \ 1918.12.18. \

Napok szerint rendezve:

| 1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.12.18. | 1955.01.18. | 1918.12.18. |
Honapok szerint rendezve:

| 1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1918.12.18. |

Evek szerint rendezve:

| 1918.12.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1969.01.01. | 1969.01.18. |
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Radix rendezés

Lépésszam: k ladarendezés dsszkoltsége: O(kn + Zf-; Si)

Ez lehet gyorsabb az altalanos korlatnal

@ c, k allandok és s; < ¢cn

— O(kn+ YK, cn) = O(k(c + 1)n) = O(n).

pl. az [1,n'® — 1] intervallumbdl val6 egészek rendezése
@ k=logn, si=2 = O(nlogn+ 2logn) = O(nlog n).
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Algoritmuselmélet
Keresbfak, piros-fekete fak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

7. elbadas
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Keresofak

Téroljuk az U rendezett halmaz elemeit, hogy BESZUR, TOROL,
KERES, MIN, (MAX, TOLIG) hatékonyak legyenek.

Binaris fa bejarasa
teljes fa (U] def.): az als6 szint is tele van —> / szint{, teljes fanak

2! — 1 cslcsa van.
Fa csucsai — elem(x), bal(x), jobb(x) esetleg apa(x) és reszfa(x)

Ha x a gyokér, y pedig a 9-es csucs,
akkor
bal(jobb(x)) = vy,

apa(apa(y)) = x,
elem(bal(x)) = x,

reszfa(x) =
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PREORDER, INORDER, POSTORDER

pre(x) in(x) post(x)

begin begin begin
latogat(x); in(bal(x)); post(bal(x));
pre(bal(x)); latogat(x); post(jobb(x));
pre(jobb(x)) in(jobb(x)) latogat(x)
end end end

PREORDER: ++85—-96
INORDER: 8x5+9—-6
POSTORDER: 85«96 — +

Lépésszam: O(n)
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Binaris keresofa

Definicio (Keresofa-tulajdonsag)

Tetszbleges x csucsra és az x baloldali részfajaban levé y csucsra
igaz, hogy elem(y) < elem(x). Hasonldan, ha z egy cstcs az x jobb
részfajabol, akkor elem(x) < elem(z).

Hazi feladat: lgazoljuk, hogy egy binaris kerestfa elemeit a fa inorder
bejarasa nemcsékkend sorrendben latogatja meg.
Egy kényelmes megallapodas: a tovabbiakban feltesszik, hogy

nincsenek ismétlddd elemek a kereséfaban.
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Naiv algoritmusok

ben tarolt s’ elemmel.

@ Ha s = &/, akkor megtalaltuk.

KERES(4, S) @ Ha s > ¢, akkor jobbra megyunk.

Ugyanezt az utat jarjuk be a KERES(5, S) kapcsan, de azt nem
talaljuk meg.

Lépésszam: O(/), ahol / a fa mélysége

MIN: mindig balra léptnk, amig lehet

MAX: mindig jobbra Iépilnk, amig lehet

Lépésszam: O(/)

TOLIG(a, b, S): KERES(a, S) — INORDER a-t6l b-ig
Lépésszam: O(/ + k), ahol k az a és b kdz6tt levd elemek szama

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 7. eléadas

@ Ha s < ¢, akkor balra megytink tovabb.

KERES(s,S): Osszehasonlitjuk s-et S gydkeré-
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Naiv BESZUR

BESZUR(s. S): KERES(s, S)-sel megkeressuk, hova keriilne, és U]
levelet adunk hozza, pl. BESZUR(3, S):

Lépésszam: O(/)
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Naiv TOROL
@ TOROL(s, S): Ha s levél, akkor trividlis, pl. TOROL(3, S):

@ TOROL(s,
TOROL(4,

): Ha s-nek egy fia van, akkor: s < fil(s), pl.

S):
S):
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Naiv TOROL
@ Vagy pl. TOROL(8, S):

@ TOROL(s, S): Ha s-nek két fia van, akkor visszavezetjik az eléz6
esetre. s helyére tegylk y := MAX(bal(s))-t és toroljtk y-t. Pl
TOROL(6, S'):
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Naiv TOROL

y := MAX(bal(s)) cstucsnak nem lehet két fia.

Bizonyités.

Ha lenne két fia, akkor lenne egy y’ jobb fia is. De ekkor y’ > y.
4 0

Lépésszam: O(/)
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Faépités naiv beszurasokkal

Hapl. az 1,2, ..., nsorozatbdl épitlink fat igy, akkor ezt kapjuk:

Az épités koltsége: 2 +3 + ...+ (n—1) = O(n?)

Ha egy véletlen sorozatbdl épitlink fat naiv beszurasokkal, akkor az
épités koltsége dtlagosan O(nlog, n). A kapott fa mélysége atlagosan
O(log, n).
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Piros-fekete fak
Olyan pinérig kerestfa, melynek mélysége,nem lehet nagy.
BESZUR, TOROL, KERES, MIN, (MAX, TOLIG) hatékonyak.
Definicid
A piros-fekete fa egy binaris kereséfa, melyre teljeslilnek a
kévetkezOk:

@ Minden nem levél csucsnak 2 fia van.

© Elemeket belsé csuicsokban tarolunk.

© Teljesiil a keresbfa tulajdonsdg.

© A fa minden csucsa piros vagy fekete.

© A gydkér fekete.

O A levelek feketék.

@ Minden piros cstics mindkét gyereke fekete.

© Minden v cslcsra igaz, hogy az ésszes v-bél levélbe vezetd uton
ugyanannyi fekete csucs van.

y
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Példa

Megj.: A szokasos binaris fat kiegészitjik Ures levelekkel.
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Piros-fekete fak

Jeldlések
@ F,: v gybkerl részfa

@ m(v): v magassaga, a leghosszabb v-bdl levélbe vezetd ut
éleinek szama

e fm(v): v fekete-magassaga, a v-bdl levélbe vezetd dsszes uton a
fekete cslicsok szama, v-t nem szamolva.
(Ez minden Uton egyforma a @. tulajdonsag miatt.)
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Tulajdonsagok

Allitas

Egy piros-fekete fa minden v csucsara teljesdil

@ < fm(v) < m(v).

A leghosszab levélbe vezetd Uton a feketék szama nem lehet tébb az
élek szdmanal = fm(v) < m(v). ./

@. pont miatt a leghosszabb Uton a pontoknak legalébb a fele fekete
— # < fm(v). / O

V.
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Tulajdonsagok

F, belsé cstcsainak szama b, > 2MVv) — 1,

Bizonyités.

Indukciéval m(v)-re: m(v) =0 = fm(v) =0,b, >20 -1 /
Ha m(v) > 0, akkor legyen x, y a két fia.

= m(x) < m(v) és m(y) < m(v)

fm(v) —1 < fm(x) < fm(v) és fm(v) — 1 < fm(y) < fm(v)

by = bx + by +1 =

by > M _ N+ 2MW_1)+1 > 2.(2MmM=1_1)4+1 =2 _{, O

v
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Tulajdonsagok

Allitas

Ha egy piros-fekete faban n elemet tarolunk, akkor a fa magassaga
<2log(n+1).

Ha r a gy6kér = b, = n.
n=b 2 2™ —1 — log(n+1) > fm(r) = %/ 0

KERES, MAX, MIN lépésszama piros-fekete faban O(log n).

Bizonyitas.

Altalaban minden kereséfaban a lépésszam a fa magassagaval
aranyos — O(/) = O(log n). O
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BESZUR lépésszama

Ha a kereséfaknal hasznalatos beszurast hasznalnank, akkor
megsérllhetne a piros-fekete tulajdonséag.

Forgatas

Megj.: Ez a miivelet megtartja a kereséfa tulajdonsagot.
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BESZUR

Szurjuk be az uj elemet a keresofaknal megismert médon. =
Uj belsd cstics keletkezik (gyerekei csak (ires fekete levelek):

@ Ha z a gyokér, akkor legyen fekete — /Q\

@ Ha z nem gyo6kér, akkor legyen az apja x, —
Z legyen piros.

(1) Ha x fekete — fekete-magassagok sehol nem

valtoznak / =

(2) Ha x piros = nem teljesul a piros-fekete

tulajdonsag —

— tovabbi [épések kellenek.
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BESZUR

(2) Mivel x piros, nem gyokér —
legyen x apja t (fekete), x testvére y.
(2.1) Ha y piros = atszinezzik (-t pirosra

Evvel a problémat két szinttel feljebb toltuk, ott folytatjuk a fa
rendbetételét.

Kivéve, ha t a gybkér — t marad fekete — fm(t) eggyel
nagyobb lesz.
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BESZUR

(2.2) Ha y fekete:
(2.2.1) Ha z és x nem azonos oldali gyerek = forgatunk x kor(l.

Evvel a kbvetkez0 esetre vezettiik a problémat.
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BESZUR

(2.2) Ha y fekete:

(2.2.2) Ha z és x azonos oldali gyerek
— forgatunk t kériil, majd atszinezlnk.

Evvel a gyOkér fekete-magassaga nem valtozik, és teljesil a
piros-fekete tulajdonsag. \/
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BESZUR

A BESZUR sorén

(a) alépésszam O(log n),
(b) legfeljebb 2 forgatas tértenik.

Bizonyités.
(a) y piros esetben a (2.1) pontban 2 szinttel feljebb kerll a baj —-
szintenként konstans lépés = O(logn). /

(b) Forgatas csak a (2.2) esetben térténik, de ekkor nincs
felgy(r{izés, rogton kijavitjuk a fat. /
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TOROL

Hasonlé mddszerek, de bonyolultabb.

A TOROL soran

(a) alépésszam O(log n),
(b) legfeljebb 3 forgatas tértenik.
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Példa BESZUR4&sokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9, 4,3, 1 elemeket.
B /SK -
(2.2.2) (2.2.2)
forgata atszin.
=
atszm.
=
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Példa BESZUR4&sokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9,4, 3,1 elemeket.

(2.2.1) (2.2.2)
forgatas forgatas
(2.2.2)
atszm
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Példa BESZUR4&sokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9,4, 3,1 elemeket.

(2.1)
atszin.
=
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Algoritmuselmélet
2-3 fak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

8. elbadas
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2-3-fak

Ez is fa, de a binarisnél bonyolultabb: egy nem-levél cstcsnak 2 vagy
3 fia lehet.

A 2-3-fa egy (lefelé) iranyitott gydkeres fa, melyre:

@ A rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint
balrél jobbra névekvé sorrendben. Egy levél egy rekordot
tartalmaz.

@ Minden belsé (azaz nem levél) csucsbol 2 vagy 3 él megy lefelé;
ennek megfeleléen a belsd csucsok egy, illetve két s € U kulcsot
tartalmaznak. A belsé csucsok szerkezete tehat kétféle lehet. Az
egyik tipus igy dbrazolhatd:| my [ s; [ my [ so | mg |
Itt my, mo, m3 mutatdk a csucs részfaira, s, s» pedig U-beli
kulcsok, melyekre sy < s,. Az my altal mutatott részfa minden
kulcsa kisebb, mint sq, az m» részfajaban s; a legkisebb kulcs, és
minden kulcs kisebb, mint s,. Végul ms részfajaban s, a legkisebb
kulcs. A masik tipusu csucsoknal az az utols6 két mezé hianyzik:
(m s [ me]

@ Afalevelei a gyokértdl egyforma tavolsagra vannak.
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Példa 2-3-fara

16]

/
| Jaa] | | 2] |
\

HE
e

LI1sl | Lol | [ i3 a4l | [ f2of | [ [25] |

1 6 6 6 G e
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2-3-fa tulajdonsagai

Tétel
Ha a fanak m szintje van, akkor a levelek szama legaléabb 2™,

Megforditva, ha |S| = n (itt S C U a faban tarolt kulcsok halmaza; | S|

megegyezik a tarolt rekordok szamaval), akkor m < log, n+ 1.

Bizonyités.

Minden belst cslcsnak legalabb 2 fia van =

az i-edik szinten legalabb 2/~ cstics van (1 < i < m). =
2"1<n=m-1<log,n. /

| \

A\
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2-3-fa tulajdonsagai

Ha a fanak m szintje van, akkor a levelek szama legfeljebb 3™~ 1.
Megforditva, m > logz n+ 1.

Bizonyitas.

Minden bels6 cslcsnak legfeljebb 3 fia van —-
az i-edik szinten legfeljebb 3'~' cstics van (1 < i < m). =
n<3™'—= m-1>logyn. / O
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Keresés 2-3-faban

Hasonld, mint a binaris kereséfaban.
Lépésszam: O(m), ahol logs(n) +1 < m <log,(n) + 1
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BESZUR 2-3-faba

Ha a gydkeret is ,vagni” kell — 0j gy6kér, n6 a fa magassaga.
Lépésszam: O(m), minden szinten legfeljebb 1 ,vagas”.
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TOROL 2-3-fabdl

Legyen x a legalso belsd cslcs a keresé Ut mentén.
@ Ha x-nek harom fiavan — |/

@ Ha x-nek csak két fia van:

» ha x (valamelyik) szomszédos testvérének 3 fia van — egyet
atteszunk x ald;

» ha x egyik szomszédos testvérének sincs harom fia
= ,0sszevonunk” két kettes cslcsot.

sy

Ez is felgylrizhet”. —-

Lépésszam: O(m)
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B-fak

R. Bayer, E. McCreight, 1972
A 2-3-fa altalanositasa.

Nagy méret(i adatbazisok, kilils6 taron levd adatok feldolgozasara
hasznaljdk. Tébb szabvany tartalmazza valamilyen véaltozatat.

Probléma

Nem az 6sszhasonlitas idéigényes, hanem az adatok kiolvasasa, de
Sokszor egy adat kiolvasasahoz amugy is kiolvasunk tébb mas adatot,
egy lapot.

— A fa csucsai legyenek lapok, a kéltség a lapelérések szama.
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B-fa definicidja

Egy m-edrendii B-fa, rbviden B,,-fa egy gybkeres, (lefelé) iranyitott fa,
melyre érvényesek az alabbiaknak:

a) A gyokér foka legalabb 2, kivéve esetleg, ha a fa legfeljebb
kétszintes.

Minden mas bels csucsnak legaldbb [ 7] fia van.
A levelek a gydkértdl egyforma messze vannak.
Egy csucsnak legfeljebb m fia lehet.

A tarolni kivant rekordok itt is a fa leveleiben vannak; egy levélben
a lapmérettdl és a rekordhossztol fliggden tobb rekord is lehet,
ndvekvben rendezett lancolt listaban.

A bels6 csucsok hasonlitanak a 2-3-fak belso csucsaira. Egy belsé
cstics igy néz kiz| mo [ s1 [ mi [ s [ mp| ... [ s [ mi]

b
c
d
d

—_ — — —
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A B-fa szintszama

TegyUk fel, hogy egy B-fanak n levele és k szintje van, és keressunk
Osszefliggést e két paraméter kdzott.

A kicsi faktdl eltekintve a gydkérnek legalabb két fia van, a tdbbi belsd
cslcsnak pedig legalabb [7'].

—n> 2[%"k72, — Iog[% g +2>k

< log, n—1

< + 2.
|092[%W

Minden miivelet |épésszama: ~ 'I‘;%jg =0 (ESZ) azaz a konstans
szorz6 kicsi, ha m nagy.

m viszont nem lehet tdl nagy, hiszen a belsé cstcsoknak egy lapon el
kell férnidk.

Példaul: Példaul, ha m = 32, n = 220 (itt n az alsé szint /apjainak
szama), akkor k < ? + 2 < 7. Egy rekord keresése tehat legfeljebb 6
lap elérését igényli.
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A piros-fekete fa és a B-fa kapcsolata

A piros-fekete fa olyan B4-fa, aminek a bels6 csucsaiban téroljuk az
elemeket.

A piros csucsokat 6sszevonjuk apjukkal, az igy 6sszevont csucsoknak
2, 3 vagy 4 gyereke van.

Ezért a mélység csak a fekete csucsokkal n6. — Mivel a fekete
magassag alland6, minden levél azonos szinten lesz.
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Algoritmuselmélet
Hashelés

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

9. eléadas
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Hashelés

Nem tételezzik fel a lehetséges kulcsok 6sszességenek (az U
univerzumnak) a rendezettségét.

Olyan médszercsalad, amely a keresés, beszUras, torlés és modositas
gyors és egyszer(i megvalositasat teszi lehetové.

Nincs rendezés = nincs MIN, MAX, ...

Cél: § C U kulcshalmazzal azonositott allomany megszervezése gy,
hogy a fenti mlveletek atlagos értelemben hatékonyak legyenek.

Példa: Magyar allampolgarok személyi nyilvantartasa

= kulcs= 11 jegyl személyi szam

Lehetséges személyi szamok: 4 - 10% - 12 - 31 - 10% ~ 148 milli6 darab.
Elég lefoglalni 11 millié rekordnak helyet.

Olyan h faggvény kell, ami minden személyi szamhoz rendel egy
egészet a [0,12 - 10° — 1] intervallumbol.

Jo lenne ha, K # K’ esetén h(K) # h(K’) teljesiiine, de ez nem
lehetséges. = Uitkbzések elkerllhetetlenek
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Hashelés alapvetd Otelete

Veszlink egy alkalmas h hash-fliggvényt, elsdnek a K kulcsu elemet a
h(K) celldba prébaljuk illeszteni.

Ha késobb érkezik egy K’ elem, amire h(K) = h(K"), akkor Utk6zés
van.

Az Utkozések feloldasara tdbb modszer is van, prébalunk mas helyet
talalni K’-nek.

Fontos kérdés a megfelel hash fliggvény kivalasztasa is, pl.
h(K) = konst. nyilvdn nem praktikus.
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Vodrés hashelés

Foleg kulso taron tarolt, nagy allomanyok kezelésére.

Minden elemet, amelyre h(K) = i betesziink V(i)-be, ha tébb ilyen is
van, lancolt listaként.

V[0 : M — 1] véddrkatalogus, V[i] mutatd egy védérbe, amiben az
elemek listéi (laplancai) vannak. A vodrok meérete altalaban kicsi.

o
Y

>

K] X

\ egy vOdor lapjai

K]

=
—

N
~

Y

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 9. eléadas 143/ 401



Kulcsok a vodorben

Hogyan helyezziik az Gj kulcsot a védoérbe?

@ Az elsd szabad helyre tessziik, ha kell, Uj lappal bdvitink (az
elején).

@ Kulcs szerint rendezve vannak, beszuraskor a helyére tesszik.

Keresés a hash-tablaban

@ Kiszamitjuk h(K)-t.

@ A V[h(K)] vddorben kereslink szekvencialisan, addig megyunk,
amig megtaléljuk, vagy véget ér.

Térlés ugyanigy.
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Hashelés kéltsége

Kilso taras szerkezet — lapelérések szama.
M védér van, és I-lapnyi rekordot tarolunk

—> egy vodoérbe atlagosan ~ //M lap kerdl
= étlagos lanchossz: I/M

—> Keresés atlagos lépésszama: 1 + /M

Hogyan véalasszuk meg M-et?
/M legyen kb. 1, de hagyjunk ra 20%-ot.

Példa: 1 000 000 rekordbdl allé allomanyt szeretnénk lancolasos
maodszerrel kezelni, egy lapon 5 rekord fér el.

Ekkor / =1 000 000/5 = 200 000 = M ~ 220 000 — 240 000
— keresés atlagos kdltsége valamivel 2 lapelérés alatt marad.
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Hashelés nyitott cimzéssel

Csak bels6 memorias modszerként hasznosak.

Fo6 otlet: ha h(K) méar foglalt, keresliink egy Ureset valamilyen
maodszerrel.

Legyen 0, hy(K), ho(K), ..., hu-1(K) a 0,1,.
permutacioja.
= Végigprébalgatjuk a h(K) + hi(K) (mod M) sorszamu celldkat

(i=0,1,...,M—1) az els6 Ures helyig, ahol a rekordot elhelyezziik.
= Ha nincs Ures, a tabla betelt.

£ Y >y
> > ||

||
0 h(K)  h(K)+ hi(K) h(K)+h2( ) h(K) + hs(K) M— 1

.., M —1 szamok egy
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Linearis prébalas
hi(K) == —i

Visszafelé |épkediink egyesével h(K)-tdl indulva az elsd Ures helyig.
Sikeres keresés atlagos koltsége:

1 1
CNZE(”ﬁ)

Sikertelen keresés atlagos koéltsége:

C'N:%<1+<11a>2>

ahol a« = N/M — a telitettségi (betdltdttségi) tényezd, N — a tédblaban
levd rekordok szama, M — a tabla cellainak szama.

a [2/3]0,8] 0,9
Cv|l 2 [ 35,5
| 5 | 13 | 50,5
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Linearis prébalas

Példa: M = 7, h(K)

= K (mod 7), lineéris prdba,
beillesztendd: 3,11,9,4,

10.

(0 [1]2]3]45]6)
[1of4fo8[11] [ |

Ha most t6roljik a 9-et, akkor késébb nem talalnank meg a 4-et

— 9 helyére egy specialis TOROLT jelet pl. «-ot tesziink. —>

|0 [1]2]3][4]5]|6]
(fof4f«[3[11] [ |
Linearis préba hatranya: Ha mar sok cella tele van, kialakulnak

egybefliggd csomok, megnd a keresési, beillesztési Ut.
—> elsbdleges csomodsodas
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Hashelés alvéletlen prébaval

A0, h(K), ho(K),..., hy_1(K) prébasorozata 0,1,..., M — 1
szamoknak egy a K kulcstdl fliggetlen alvéletlen permutaciéja.

A sorozatnak gyorsan és hatékonyan reprodukalhaténak kell lennie,
ezért nem lehet ,valédi” véletlent hasznalni.

Ha h(K) = h(L), akkor a K és L kulcsok teljes prébasorozata is
megegyezik. = masodlagos csomosodas

Kvadratikus maradék préba

Legyen M egy 4k + 3 alaku primszam, ahol k egy egész.
Ekkor a probasorozat legyen

M—1\? (M—-1\2
2 (42 02 (02 (2=
012, (12,22 -@).... (M5 ) - (M)

Belatjuk, hogy ez tényleg permutacié.
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Hashelés kvadratikus probaval

Lemma
Ha M egy 4k + 3 alaku primszam, akkor nincs olyan n egész, melyre
n? = -1 (mod M).

Bizonyités.
Indirekt tegyiik fel, hogy n egy egész szam és > = —1 (mod M). —

| A\

A= (1) =T =M = M) = 1 (mod M).

Az utolsoé lépésnél az Euler-Fermat-tételt hasznaltuk. é O
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Hashelés kvadratikus probaval

HaO <i<j<M1 akkor 2 # /2 (mod M). «— 2 — 2 =(j—i(j+1i)
felbontas egyik tenyeZOJe sem lehet oszthaté M-mel, tehat a szorzatuk
sem. ./

Ugyanigy = —i? # —j2 (mod M). /

A lemma miatt (j~1)? # —1 (mod M), ahol j~' a j elem inverze a
(mod M) maradékosztalyok csoportjdban a szorzasra nézve.

— 2 # —j2 (mod M) ./

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 9. eléadas 151/ 401



Hashelés kvadratikus probaval

Sikeres keresés koltsége:
Cn~1—log(1 —a)—g
Sikertelen keresés koltsége:

1
/ N — — —
Cy~ =0 a—log(1 — )

Ezek az dsszefliggések valamivel altalanosabban érvényesek az olyan
modszerekre, amelyekre h;(K) = fj(h(K)), vagyis ahol a h(K) érték
mar az egész probasorozatot meghatarozza.
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Kettds hashelés

G. de Balbine, J. R. Bell, C. H. Kaman, 1970 kérdl.

Lényeg: h mellett egy masik /' hash-fliggvényt is hasznalunk de azt
csak a probasorozat eléallitdsahoz.

A H'(K) értékek relativ primek legyenek az M tablamérethez.

A K kulcs prébasorozata: hi(K) := —i - H(K).

Ha M és H'(K) relativ primek

= 0,—H(K),—-2H(K),...,—(M —1)H(K) sorozat elemei mind
kilénb6z6k modulo M.

Fontos sajatossaga: kilénbdzd K és K’ kulcsok prébasorozatai jo
eséllyel akkor is kildbnb6z6k lesznek, ha h(K) = h(K’).
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Kettds hashelés

A legjobb ismert implementacidk idéigénye (empirikus adatok alapjan)

1 1 , , 1
Cn Iog(1_a) és Cy~=~

1—a

@ A kettds hashelés kikiiszdbdéli mindkétféle csomdsodast.

@ Sikertelen keresés esetén minden érdekes a-ra gyorsabb, mint a
linearis prébalas.

@ Sikeres kereséskor csak az o > 0, 8 tartomanyban lesz gyorsabb
a linearis prébalasnal.
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Hash-flggvenyek

@ Legyen kénnyen (gyorsan) szamithato,
@ és minél kevesebb Utk6zést okozzon.

A masodik kévetelmény elég nehezen megfoghato, mert a
gyakorlatban eléforduld kulcshalmazok egyaltalan nem
véletlenszeriek.

Hasznos tanacsok: h(K) értéke lehetdleg a K kulcs minden bitjétol
flggjon és a h értékkészlete a teljes [0, M — 1] cimtartomany legyen.

Két gyakran hasznalt modszer hash-fliggvény elballitasara az oszto-
és a szorzémodszer.
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Osztdémodszer

Legyen h(K) := K (mod M),
ahol M a tabla vagy a véddrkatalégus mérete.
Feltessziik, hogy a kulcsok egész szamok.
A h(K) szamitasa gyors és egyszerU.
A tabla mérete sem teljesen k6z6mbds.
Példaul ha M a 2 egy hatvanya, akkor h(K) csak a kulcs utols6 néhany
bitjétdl fugg.
A j6 M értékeket illetdéen van egy széles kdrben elfogadott recept:
D. E. Knuth javaslata: M-et primnek valasztjuk, ugy, hogy M nem
osztja rk+a-t, ahol r a karakterkészlet elemszama (pl. 128, vagy 256)
és a, k ,kicsi" egészek.
M prim:
@ Lényeges feltétel a kvadratikus maradék probanal.
@ Kettds hashelésnél kénnyl hozzajuk relativ prim szamot talalni .
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Szorzémébdszer
B egy rogzitett paraméter.

h(K) := |M - {BK}].

{x} jeldli az x valoés szam tortrészét.

Szemléletesen: {5K} kiszamitasaval a K kulcsot ,véletlenszerlien"
beldjik a [0, 1) intervallumba, majd az eredményt felskalazzuk a
cimtartomanyba.

Hatékonyan szamithat6 specialis eset:

M = 2!, w = 232 és legyen A egy a w-hez relativ prim egész.
Ekkor 3 = 4 valasztas mellett h(K) igen jol szamolhato.

A szamok binaris abrazolasaval dolgozva lényegében egy szorzast és
egy eltolast kell elvégezni.

A szorzémddszer jél viselkedik szamtani sorozatokon.

pl. termék1, termék2, terméka, ... esetében.

Megmutathaté, hogy a h(K), h(K + d), h(K + 2d) ... sorozat
kozelitdleg szamtani sorozat lesz, azaz h jol ,szétdobja" a kulcsok

szamtani sorozatait.
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SzorzOmodszer

Tétel (T. Sés Vera, 1957)

Legyen (3 irracionalis szam, és nézziik a0, {5}, {25} ,..., {ng8}
pontok altal meghatarozott n + 1 részintervallumot [0, 1)-ben. Ezek

hosszai legfeljebb 3 kiilénbdzo6 értéket vehetnek fel, és {(n+1)5} a
leghosszabbak eqgyikét fogja két részre vagni.

Kovetkezmeny: A szorzomédszer esetén mindig elég egyenletesen
lesznek szétszérva a hashértékek (ha a bemenet egy szamtani
sorozat).

A [0, 1)-beli szamok kdzul a legegyenletesebb eloszlast a

B=¢' =531 - 0618033988...65a 8 =2 =1— ¢ értékek
adjak.

— Erdemes a szorzémédszernél az A-t Ggy valasztani, hogy % kdzel
legyen ¢~ '-hez. — Fibonacci-hashelés
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A kettds hashelés masodik fliggvénye

Olyan H flggvény kell, melynek értékei a [0, M — 1] intervallumba
esnek, és relativ primek az M-hez.
Ha M prim —

H(K):=K (mod M —1)+1.

— H/(K) és M relativ primek.
Mivel /' (K) minden értéket felvesz 1 és M — 1 kdzbtt, ezért elég sok
kilébnb&z6 probasorozatot ad.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 9. eléadas 159/ 401



Algoritmuselmélet
Mélységi keresés és alkalmazasai

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

10. eldadas
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Mélyséqi bejaras

Graf bejards = minden pontot felsorolunk, bejarunk.

Szélességi bejaras (breadth-first-search, BFS) mar volt, ott ,széltében”
haladtunk.

Most mélységben haladunk:

Mélységi bejaras (depth-first-search, DFS, backtrack)

Pl. a lampagyujtogato6 algoritmusa

Mélységi keresés

Mohé menetelés, addig megytnk elére, amig tudunk, csak aztan
fordulunk vissza.

G = (V, E) egy iranyitott graf, ahol V = {1,...,n}.

L[v] a v csucs éllistaja (1 < v < n).

bejarva[1 : n] logikai vektor — jartunk-e mar ott.
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Mélységi keresés algoritmusa

procedure mb (v: cslcs) (x egy komponens bejarasa )
var

w: csUcs;
begin
(1) bejarvalv] := igaz; (+ meggyujtjuk a lampat =)
for minden L[v]-beli w cslcsra do
(2) if bejarva[w] = hamis then
mb(w) (+ megylnk a kdvetkezd még sotét lampahoz x)
end
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Mélységi keresés algoritmusa

procedure bejar (+ minden komponens bejarasa x)
begin
forv:=1tondo
bejarvav| := hamis;
for v:=1to ndo
if bejarvalv] = hamis then
mb(v)
end

Lépésszam: O(n + e), (ahol n a graf pontszama, e pedig az élszama.)
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Mélységi szamok és befejezési szamok

Definicié (mélységi szamozas)

A G iranyitott graf cstcsainak egy meélységi szamozasa a graf v
csucsahoz azt a sorszamot rendeli, mely megadja, hogy az mb eljaras
(1) soraban a csucsok kézil hanyadikként allitottuk bejarvalv| értékét
igaz-ra. A v csucs mélységi szamat mszam|v]| jeléli.

Definicié (befejezési szamozas)

A G iranyitott graf csucsainak egy befejezési szamozasa a graf v
csucsahoz azt a sorszamot rendeli, mely megadja, hogy a csucsok
kézil hanyadikként ért véget az mb(v) hivas. A v cslcs befejezési
szamat bszam|v| jeléli.

El6z6 algoritmus kis médositassal:
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procedure (x minden komponens bejarasa x)
begin msz :=0; bsz:=0;
for v:=1tondo
bejarvalv| := hamis; mszam[v] :=0; bszam[v| = 0;
forv:=1tondo
if bejarvalv] = hamis then
mb(v)
end

procedure mb (v: cslcs) (x egy komponens bejarasa x)

var
w: csUcs;
begin
(1) bejarvalv] .= igaz; msz:=msz + 1, mszam|v] := msz;
for minden L[v]-beli w cslcsra do
(2) if bejarva[w| = hamis then
mb(w);
bsz :=bsz +1; bszam|v] := bsz;
end
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Mélységi feszitderdd

Definicié (faél)

A G = (V,E) iranyitott graf v — w éle fa¢l az adott mélyséqgi bejarasra
vonatkozoan, ha megvizsgalasakor a (2) sorban a

(bejarvalw] = hamis) feltétel teljesdil.

Jeldlje T azt a grafot, amelynek csucshalmaza V, élei pedig a faélek.
Kénnyen lathatd, hogy ez erdd.

Definicié (mélységi feszitSerds, feszitGfa)

Az el6bb meghatarozott T grafot a G graf egy mélységi
feszitberdejének nevezziik. Ha T csak egy komponensbél all, akkor
mélységi feszitéfarél beszéllink.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 10. eléadas 166 / 401



Elek osztalyozasa

Definicid (élek osztalyozasa)

Tekintsik a G iranyitott graf egy mélységi bejarasat és a kapott T
mélységi feszitberdbt. Ezen bejaras szerint G eqgy x — y éle

faél, ha x — y éle T-nek;

ha x — y nem faél, y leszarmazottja x-nek T-ben
ESX# Y,
visszaél, ha x leszarmazottja y-nak T-ben (a hurokél is ilyen);

eloreél,

keresztél, ha x és y nem leszarmazottai egymasnak.
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faél

eléreél
visszaél
keresztl
ilyen nincs

faél, elére él:

Kisebb mélységi szamubdl nagyobb mélységi szamuba mutat.
visszaél, keresztél:

Nagyobb mélységi szamubdl kisebb mélységi szamuba mutat.
visszaél:

Kisebb befejezési szamubdl nagyobb befejezési szamuba mutat.
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Elek osztalyozasa

X — y egy | ha az él vizsgalatakor

faél mszam[y] =0

visszaél mszam[y] < mszam|[x] és bszam[y] =0
eléreél mszam[y] > mszam|x|

keresztél mszam[y| < mszam[x] és bszam[y] > 0.

A G iranyitott graf mélységi bejarasa — beleértve a mélységi, a
befejezési szamozast és az élek osztalyozasat is — O(n + e) lépésben
megtehetd.
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Iranyitatlan grafok mélységi bejarasa

Mélységi keresés ugyanigy.

Mélységi feszitderdd komponensei: 6sszefliggd komponensek.
faél

visszaél

ilyen nincs

faél «— faél
eloreél, visszaél <= visszaél

keresztél: nem létezik
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Mélységi feszitderdd

Legyen T a G = (V, E) iranyitott graf egy feszit6erdeje. Legyen x € V
egy tetszdleges csucs, és jeldlje T, a feszitderdd x gyodkeri
részfajanak a csucshalmazat. Legyen

van olyan G-beli x ~ y iranyitott at, amelyen
a csucsok mélységi szama legalabb mszam|[x]

Lemma (részfa lemma)

Tetszbleges x € V csucs esetén érvényes a Ty = Sy egyenlb6ség.
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Mélységi feszitderdd

Lemma (részfa lemma)
Tetszbleges x € V csucs esetén érvényes a Ty = Sy egyenl6ség.

Bizonyitas.
T éppen azokbol a pontokbdl all, amelyek x-bdl faélek mentén
elérhetdk. Faélekre mindig n6 a mélységi szam — Ty C S;.

Forditott irany indirekt:

tegyUk fel, hogy létezik egy y € Si \ Tx

Legyen x ~ y egy az Sy meghatarozasaban szerepld iranyitott Gt,
feltehetjlik, hogy az Ut utolsé el6tti v pontja Ty-ben van.

Az y € S, feltétel szerint mszam([y] >mszadm|[x]. Ez y ¢ T miatt azt
jelenti, hogy y-t valamikor a Ty pontjai utan latogatjuk meg.

= (v,y) faélvagyelére él —= ye T, = S, C Ty. / O

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 10. eléadas 172/ 401



Mélységi feszitderdd

Kévetkezmeény

Tegylik fel, hogy a G = (V, E) graf x csucsabdl minden pont elérhet6
iranyitott uton. Tegylik fel tovabba, hogy a G mélységi bejarasat x-szel
kezdjiik. Ekkor a mélységi feszitéerdb egyetlen fabdl all.

Bizonyitas.

mszam[x] =1 = Sy =V = T, =V O
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Iranyitott kbrmentes grafok

Definicio

Egy G iranyitott graf DAG, ha nem tartalmaz iranyitott kort.

Directed Acyclic Graph
Alkalmazasai példaul:

@ Teenddk Utemezése — PERT
@ Varakozasi grafok —> adatbazisok

Fontos, hogy egy iranyitott grafrol el tudjuk dénteni, tartalmaz-e
iranyitott kort.
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Ha a graf egy mélységi bejarasa soran talalunk
fal‘el .  Visszaélet akkor a graf nyilvan tartaimaz iranyi-
SO tott kort, azaz nem DAG.

keresztél

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf. Ha G
g €9y DAG, akkor egyetlen melységi bejarasa
soran sincs visszaél. Forditva er6sebb igaz: ha
¢ G-nek van olyan mélységi bejarasa, amelyre
nézve nincs visszaél, akkor G egy DAG.
Bizonyitas.
— \/

< Indirekt bizonyitunk: Tegyik fel, hogy nincs visszaél, de G nem
DAG — van benne iranyitott kor: vegyik ennek a legkisebb mélységi
szamu v csucsat, a kor eléz6 pontja legyen u.

= mszadm[v| < mszam[u] = uv vissza- vagy keresztél, de u
elérhetdé v-bdl iranyitott uton, ahol a mélységi szamok mindegyike

> mszm[v]; (részfa lemma) = u a v leszarmazottja = uv visszaél.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) 10. eléadas 175/ 401



DAG topologikus rendezése

Legyen G = (V,E) (|V| = n) egy iranyitott graf. G egy topologikus

rendezése a csucsoknak egy olyan vy, ..., v, sorrendje, melyben

x — y € E esetén x elbbb van, mint y (azaz ha x = vj, y = vj, akkor

i <j). )

Egy iranyitott grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése,

ha DAG. )

=: Ha G nem DAG, akkor nem lehet topologikus rendezése, mert egy

iranyitott kér csucsainak nyilvan nincs megfeleld sorrendje.

«: G-ben van olyan csucs, amibe nem fut be él (forras).

Indukcié pontszamra: = hagyjunk el egy x forrast, ez legyen az els6

pont — a tébbi az indukcié miatt rendezhetd wy, ..., w,_4

= X, W,..., W, 1 topologikus rendezése G-nek. ./ O
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Topologikus rendezés mélységi kereséssel

Végezziik el a G DAG egy mélységi bejarasat, és irjuk ki G csucsait a
befejezési szamaik szerint névekvé wy, ..., w, sorrendben. A
Wn, Wn_1, ..., Wy sorrend a G DAG egy topologikus rendezése.

Bizonyités.

Azt kell belatnunk, hogy ha w; — w; éle G-nek, akkor i > j.
Ha volna olyan w; — w;, amire j = bszam[w;] > bszam[w;] = /, akkor

az csak visszaél lehetne. é ]

Lépésszam: O(n + e)

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 10. eléadas 177/ 401



Legrévidebb utak DAG-ban

Legrovidebb utak egy forrasbél: Bellman-Ford = O(n®)
Ha nincs negativ élsuly: Dijkstra = O(n?)

Vegylnk egy topologikus rendezést: x1, xo, ..., Xp
Feltehetjuk, hogy s = xy —

d(s,x;) = ( min E{d(s, X;) + ¢(xj, X;)}-

Xj,Xi) €

S Xi

Ezt sorban elvégezzik minden i-re (dinamikus programozas).

Lépésszam: DFS+(}_7; min. keresés{d,(X)}) = O(n+ e)
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Leghosszabb utak DAG-ban

Leghosszabb ut — egyszer( ut

Altalaban nehéz, nem ismert r& gyors algoritmus.
DAG-ban van:

Tétel

Ha G egy éllistaval adott sulyozott éli DAG, akkor az egy forrasbdl
induld legrévidebb és leghosszabb utak meghatarozasanak feladatai
O(n + e) lépésben megoldhatok.

Bizonyitas.
DAG-ban minden 0t csak elére megy —

| \

I(s. x;) = (XjrggéE{/(s, X;) + (X, X;) }-

ahol /(s, x;) a leghosszabb s ~~ x; Ut hossza O

\

Alkalmazas: PERT
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PERT

Program Evaluation and Review Technique

Egy nagy, 6sszetett feladat részfeladatai legyenek egy graf csucsai.
Egy x — y él sulya, c(x, y) azt mondja meg, hogy mennyi idonek kell
eltelnie x elkezdése utan y elkezdéséig. (Alapozas utan 1 napot kell
varni a festésig).

Ha van > 0 6sszsulyu iranyitott kér, akkor nincs megoldas

— feltehetjik, hogy DAG.

Mikor lehet elkezdeni egy adott x részfeladatot?
Mikor lehet elkezdeni az utolsot?

Megkeressik a leghosszabb utat x-be a forrasbdl, illetve a
legtavolabbi pontot a forrastél.
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PERT

Definicid

Kritikus dt: A forrasbdl indulo valamely leghosszabb ut.
Kritikus tevekenyseg: Ami rajta van Kritikus uton.

Ha egy kritikus tevekenyseég késik, akkor késik az egész befejezése.
Az algoritmus kézben szinezzik pirosra az(oka)t az x-be befutd
éleket, ahol a maximumot felveszi az dsszeg.

A kritikus utak a forrasbél az utolsé feladatba mend csupa piros utak.
A kritikus tevékenységek azok, amik valamely ilyen uton rajta vannak.
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PERT példa
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Erdsen 6sszefliggd (erds) komponensek

Definicio

Egy G = (V, E) iranyitott graf erésen 6sszefliggd, ha barmely u,v € V
pontparra létezik u ~» v iranyitott ut.

Definicio

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf.
Bevezetiink egy relaciot V-n: u,v € V-re
legyen u ~ v, ha G-ben léteznek u ~ v és
Vv ~ U iranyitott utak.

Ez ekvivalenciarelaci6 —

Definicio

A = relacié ekvivalenciaosztalyait a G
er6sen d6sszefliggd (er6s) komponenseinek
nevezzik.
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Erds 6sszefliggdség elddntése

(1) Mélyséqi bejarassal végigmegyunk G-n egy v pontbdl indulva.

(2) Elkeszitjlik a Giy,q grafot, melyet ugy kapunk G-bdl, hogy minden
él iranyitasat megforditjuk. Pontosabban: Giy.q := (V, E’), ahol
u — v € E" akkor és csak akkor,hav — u € E.

(3) Bejarjuk a Gg,,q grafot mélységi bejarassal v pontbdl indulva.
(4) Ha mindkét bejaras soran minden pontot bejartunk, akkor a graf
erdsen 6sszefliggd.

Lépésszam: O(n+ e)

Van O(n + e) lépésszamu algoritmus, ami megadja az erdsen
Osszefliggd komponenseket is.

Megjegyzés: Az (1) és (3) pontokban valdjaban elég a mélységi
bejaras mb(v) eljarasat meghivni, hiszen ha a kiindulé pontbél nem
értlink el egy pontot, akkor a graf nem erdsen ésszefliiggo.
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Algoritmuselmélet
Minimalis feszitofak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
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Minimalis kéltségl feszitdofak
Most iranyitatlan grafokkal foglalkozunk.
A kor és ut most valéban egyszerd.

Definicié (minimalis kéltségl feszitdfa)

Legyen G = (V, E) egy 6sszefliggb graf. A G graf egy kérmentes
Osszefliggb F = (V, E') részgrafja a graf egy feszitéfaja. Legyen
tovabba az éleken értelmezve egy ¢ : E — R sulyfliiggvény. Ekkor a G
graf egy F feszitéfaja minimalis koltségll, ha kdltsége (a benne
szereplb élek sulyainak 6sszege) minimalis G dsszes feszitbfajat
tekintve.

| A\

Probléma

Adott egy G = (V, E) dsszefiiggé iranyitatlan graf, és az élein
értelmezett ¢ : E — R sulyfliggvény. Hatarozzuk meg a G egy
minimalis kéltségli feszitéfajat.

Példaul: villamosvezetékek kiépitése.
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Fak tulajdonsagai
Tétel

1. Minden legalabb kétpontu faban van olyan csucs, amibél csak egy
él megy ki (els6foku csucs).

2. Barmely dsszefliggb graf tartalmaz feszitéfat.

3. Egy n-pontu ésszefliggd graf akkor és csak akkor fa, han— 1 éle
van.

4. Egy fa barmely két pontja kézétt pontosan egy ut vezet.

5. Legyen G egy sulyozott élii 6sszefliggb graf, F egy minimalis
koltségl feszitéfaja. Legyen g = (u, v) a G-nek egy olyan éle, ami
nem éle F-nek, és tegylik fel, hogy az F-beli u-bol v-be vezeté uton
van olyan g’ él, amelyre c(g) < c(g'). Ekkor az F-bél a g
hozzavételével és a g’ elhagyasdval adédo F' graf is egy minimalis
koltségli feszitéfa G-ben.

Bizonyitas.
1—4 volt mar BSZ-en. ./
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F U {g} grafban van olyan kér, amelynek g’ éle. — A g’ torlésével
kapott F’ graf 6sszefliggdé marad.
F’ koltsége nem nagyobb F koltségénél. O

4
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A piros-kék algoritmus

Sorra nézziik G éleit: bizonyosakat bevesziink a minimalis feszitéfaba,
masokat pedig eldobunk.

— Szinezzik a G éleit:

a kék élek belekeriilnek a végeredményt jelentd minimalis feszitdfaba,
a pirosak pedig nem.

— Ugy szineziink, hogy az eddig kialakult (részleges) szinezés
mindig fakaros legyen.

Definicio (takaros szinezés)

Tekintsik a sulyozott €li G graf éleinek egy részleges szinezését,
melynél barmely él piros, kék vagy szintelen lehet. Ez a szinezés

takaros, ha van G-nek olyan minimalis kéltségil feszitéfaja, ami az
0sszes kék élet tartalmazza, és egyetlen piros élet sem tartalmaz.
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A piros-kék algoritmus

KEK SZABALY: Vélasszunk ki egy olyan () # X C V csucshal-
mazt, amelybdl nem vezet ki kék él. Ezutan egy
legkisebb sulyd X-bdl kimend szinezetlen élet
fessilink kékre.

PIROS szABALY: Valasszunk G-ben egy olyan egyszer( kort,
amelyben nincs piros él. A kor egyik legna-
gyobb sulyu szintelen élét fessiik pirosra.

Kezdetben G-nek nincs szines éle. A két szabalyt tetszbleges
sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amig csak lehetséges.
= piros-kék algoritmus
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A piros-kék algoritmus

A piros-kék eljaras mikddése soran mindig takaros szinezésdnk van.
Ezen feliil a szinezéssel sosem akadunk el: végul G minden éle
szines lesz.

Bizonyitas.

Belatjuk, hogy a szinezés mindig takaros. Kezdetben /.
Tegylik fel, hogy egy takaros szinezéstink van. Legyen F a G egy
olyan minimalis kéltségl feszitéfaja, amely minden kék élet tartalmaz,
és egyetlen pirosat sem. Tegylk fel tovabba, hogy ebben a helyzetben
a graf f élét festjlik be.

v
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Bizonyitas.

Két eset van aszerint, hogy melyik szabalyt hasznaljuk:
A kék szabalyt hasznaljuk: —> f kék lesz.
Ha f éle F-nek ./

Ha f nem éle F-nek — nézziik aztaz X C V
csucshalmazt, amelyre a kék szabalyt alkalmaz-
tuk.

Az F-ben van olyan ut (mert feszitéfa), ami az f
két végpontjat 6sszekdti. — Ezen az uton pe-
dig van olyan f' él, ami kimegy X-bél, ugyanis f
kilép X-bél.

Az F valasztasa miatt f' nem lehet piros.

A kék szabaly szerint kék sem lehet, tovabba
c(f') > c(f) is teljesdil.

Legyen F' az F-bél az f' térlésével és az f hoz-
zaadasaval kapott graf.

— Eszerint F' egy minimalis feszitbfa, tartal-

maz minden kék élet és nem tartalmaz piros élet.
/
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A piros szabalyt hasznaljuk: Ekkor f piros lesz. —
Ha f nem éle F-nek ./

Ha f € F, akkor az f térlésével az F két
komponensre esik.

—> A Kkdrnek, amelyre a piros szabalyt
alkalmaztuk, van olyan f' #+ f éle, ami a
két komponens kézétt fut.

A régi szinezés takarossaga és a piros
szabaly miatt az f' szintelen és c(f') <
c(f).

Az F-be f helyett f'-t véve a kapott F' egy
minimélis kéltségl feszitéfa lesz. ./
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Bizonyitas.

Miért nem akadunk el soha?

Tegyuk fel, hogy van még egy f szintelen él.

A szinezés takaros —> a kék élek egy erddét alkotnak.

— Ha f végpontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros
szabaly alkalmazhaté arra kdrre, aminek az élei f és az f végpontjait
Osszekotd (egyetlen) kék ut élei.

= Ha f kiilénb6z6 kék fakat kot 6ssze, akkor pedig a kék szabaly
mUkédik; X legyen az egyik olyan fa csucshalmaza, amihez f
csatlakozik. (Ez utébbi esetben nem biztos, hogy f fog szint kapni a
kdvetkezd 1épésben.) O

<
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A piros-kék algoritmus

Tétel

Ha a piros-kék algoritmussal befestjiik az ésszefiiggb G = (V, E) graf
minden élét, akkor a kék élek egy minimalis kéltségli feszitéfa élei.

S6t, ez mar akkor is igaz, amikor van |V| — 1 kék éliink (és esetleg van
meég szinezetlen él).

| A

Bizonyités.
Az elst éllitas < a végsb szinezés is takaros.

A masodik: végul 6sszesen |V| — 1 kék él lesz. Ha mér van ennyi,
akkor tbb nem keletkezhet. O

v
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Prim, Kruskal és Borlivka modszerei

A recept helyessége szempontjabol tehat k6zé6mbds a sorrend,
hatékonysag szempontjabdl viszont nem.

PRIM MODSZERE: Legyen s a G egy rogzitett csicsa. Minden egyes
szinezd lépéssel az s-et tartalmazé F kék fat bovitjik. Kezdetben az F
csucshalmaza {s}, végll pedig az egész V. A kdvetkezd kék élnek az
egyik legkisebb sulyu élet valasztjuk azok kdzll, amelyek F-beli
pontbdl F-en kivili pontba mennek.

KRUSKAL MODSZERE: A kdvetkezd befestendd f él legyen mindig a
legkisebb sulyu szintelen él. Ha az f két végpontja ugyanazon kék
faban van, akkor az él legyen piros, killénben pedig kék.

BORUVKA MODSZERE: Minden egyes kék fahoz valasszuk ki a
legkisebb sulyu belble kimend (szintelen) élet. Szinezzik kékre a
kivalasztott éleket.
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Prim modszere

Mindig a kék szabalyt alkalmazzuk: Valasszuk X-nek a meglévo fa
ponthalmazat. A kék élek végig fat alkotnak.

procedure Prim (G: graf; var F: élek halmaza);
var
U: csucsok halmaza;
u, v: csucsok;
begin
F=0;U:={1}
while U # V do begin
(%) legyen (u, v) egy legkisebb sulyu olyan él,
melyreue Uésv e V\ U,
F:=Fu{(u,v)};
U=Uu{v}
end
end

Jol mikédik, mert piros-kék algoritmus.
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Naiv implementacio

A graf az élsulyokat tartalmaz6 C adjacencia-matrixaval adott.
Az épp aktudlis U és V \ U halmazok kézt futd legkisebb sulya élek
kivalasztasa a legegyszeriibb implementaciéval: O(n?) Iépés

= Minden V' \ U-beli csucshoz taroljuk, hogy milyen messze van az
U halmaztol:

) . haie U
KOZEL[T] = {egy az i-hez legkozelebbi U-beli csics haic V\ U

. * haie U
MINSULY[/] = { Cli,j] ha KOZEL[i] = j # *

A kdvetkezd kék él az (i, KOZEL][i]) élek kdzil keriil majd ki = kékes
élek.
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* hai=1
Cli,1] hai#1

* hai=1

KOZEL[]] := {1 hai % 1

MINSULY[] := {

o A kévetkez6 kék él kivalasztdsa: megkeressiik a MINSULY] |
tdmb minimumat, — legrévidebb kékes él legyen a k-ba mutaté.
A minimumkeresés koltsége: O(n) lépés.
A (KOZELIK], k) élet fogjuk F-be tenni, k-t pedig U-ba.
— MINSULY[K] := KOZEL[K] := .
o A két témb felfrissitése: A Clk, i] és a MINSULY[i] értékeket
(i € V\ U) kell 6sszevetni. —-
if KOZEL[i] # * and Clk, i] < MINSULY([/] then begin
KOZEL[] := k;
MINSULY[i] := Clk, ]
end
Lépésszam: Egy él szinezés O(n) = O(n?)
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Kupacos-éllistas implementacio

Epitsiink kupacot az aktudlis U és V' \ U kozbtti élekbdl.
(Néhany) MINTOR-rel Iépéssel kivalaszthatjuk a minimalisat, amit
kékre szinezink.

Megvaltozott U — BESZUR-ral beszUrjuk az 0j éleket.

Nem t6rédiink azokkal az élekkel, amik igy U-n belll mennek
— ezért lehet, hogy MINTOR-nél ilyet kapunk elsére.

Lépésszam: A kupac mérete sosem haladja meg e-.

A kezdeti kupacépités O(e), az egyes miveletek végrehajtasa pedig
O(log e) idot vesz igénybe.

Osszesen kevesebb, mint e darab BESZUR és legfeljebb e darab
MINTOR miiveletet végziink = O(elog e).

Johnson: Kombinaljuk a két 6tletet, nyilvantartjuk a kézeli csucsokat,
és d-kupacban taroljuk a kékes éleket.
= han'®<e = O(e)
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Kruskal modszere

Mindig a legkisebb sulyu olyan élet szinezzik kékre, amely még nem
alkot kort az eddigi kék élekkel.

—> A kék élek végig egy erd6t hataroznak meg, akkor van kész, ha
feszitdfa lesz.

— Az U] kék él az eddigi erdd két komponensét fogja dsszekotni.
Kezdetben n komponens, egy él szinezésével eggyel csdkken a
komponensek szama.
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Kruskal modszere

procedure Kruskal (G: graf; var F, H: élek halmaza);
begin
F:=0;H:=E;
while H # () do begin
Toroéljik a H minimalis sulya (v, w) élét.
Ha F U {(v, w)}-ben nincs kor
(azaz a v, w pontok kiilénb6z6 kék fakban vannak), akkor
F:=Fu{(v,w)}
end
end

— Ha a (v, w) él kdrt eredményez, akkor piros €l, ha pedig nem,
akkor kek él.
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Kruskal modszere

A Kruskal-algoritmus eredményeként végiil F a G graf egy minimalis
kéltségl feszitbfajanak éleit tartalmazza.

Bizonyités.
Ez is piros-kék algoritmus. O

Implementacio:
@ ¢élekbdl kupacot épitiink — O(elog e) lépés
@ ¢éleket el6re rendezzik — O(elog e) lépés
Hogyan doéntjik el, hogy a kivalasztott él kért alkot-e az eddigi
kivalasztottakkal?
— Tartsuk nyilvan az aktualisan egy kék faba tartozé csucsokat mint

halmazokgt.
Kell: UNIO, HOLVAN
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Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet

Legyen adott egy véges S halmaz.
Ennek egy particiojat szeretnénk tarolni — Uy, ..., Ux C S.

@ Adott egy neleml S halmaz, és ennek bizonyos Uy, ..., Un
részhalmazai, melyekre UiNn U =0 (i #j)és Ui U...UUn=S
° Miivc?letek.'
UNIO(Us, Up) = ({Ur, .., Un} U U U U\ {Us, Uy}
(az U;, U; halmazokat U; U U; helyettesiti).
HOLVAN(v) eredménye (itt v € S) annak az U; halmaznak a neve,
amelynek v eleme.

Kruskalban:

Annak megvizsgélasa, hogy milyen szinli legyen az (j (u, v) él:
Ha HOLVAN(u) # HOLVAN(v), akkor kék, kulénben piros.

Uj él kékre szinezése esetén —> UNIO(HOLVAN(u), HOLVAN(v))
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Implementacio fakkal

U; — gyOkeres, felfelé iranyitott fa

U; elemeit a fa csucsaiban taroljuk, egy szilémutatoval.

Egy részhalmaz neve legyen az 6t dbrazol6 fa gydkere. A gydkérben
nyilvantartjuk még a fa méretét (azaz a csucsok szamat) is.

@ UNIO: U; U U fajat a kdvetkezoképpen készitjik el:
Tegyik fel, hogy |U;| < |U;|. Ekkor az U, fa x gydkeréhez
gyermekként hozzakapcsoljuk U; gydkerét.

Mﬂﬁ

Uuy
@ HOLVAN: A v € S elemet tartalmazo részhalmaz nevét, azaz a

megfeleld fa gyokerét a szilékhdz mend mutatdk
végigkovetéseével talalhatjuk meg.
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Az UNIO hivasakor az U; és U; halmazok a gyokerUkkel adottak

= koltség: O(1)

Ha egy v csucs Uj gydkér ala kertl, akkor egy szinttel lesz tavolabb a
gyOkeértdl, mig az uj fajanak a mérete legalabb az eredeti duplajara
valtozik.

— Egy csucs legfeljebb log, n-szer keriilhet Uj gydkér ala.

= szintszam < log, n.

= HOLVAN koéltsége O(log n).

A Kruskal-algoritmus kéltsége O(elog e).

Bizonyités.
2e HOLVAN, és n — 1 UNIO miiveletet jelent. Ezek idéigénye
O(elog n+ n) = O(elog n), vagy ami ugyanaz: O(elog e). O
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A HOLVAN gyorsitasa: utésszenyomas

Egy pontrél tdbbszér is megnézzik HOLVAN, mindig log n Iépés.
—> Az els6 alkalommal minden 6sét kdsslk kdzvetlenll a gydkérbe.

gyokér gyoker

X1 Xo XX X4
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Legyen |S| = n, és tegylik fel, hogy kezdetben mindegyik U; egyelemdi.
Ha egy olyan utasitassorozatot hajtunk végre utésszenyomassal,
melyben n — 1 UNIO és m > n—1 HOLVAN szerepel, akkor ennek az
idéigénye O(ma(m)).

A korlatban szerepl6 o : ZT — Z* flggvény az inverz
Ackermann-flggveny.

a(m) a végtelenhez tart, ha m — oo, de nagyon lassan, lassabban
mint a logaritmus k-szori 6nmagaba helyettesitésével ad6do

loglog- - -log m figgvény (k € Z* tetszbleges).

Pl. a(m) < 4, ha m < 265536

A normalis méretl feladatoknal tehat «(m) allandénak (< 4) tekintheto.
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Ha az élek rendezésével kapcsolatos teendbk O(e) idbben
megoldhatok, akkor a Kruskal-algoritmus O(ea(e)) idében
megvalosithato.

Manipulacié a sulyokkal = Yao (1975): O(eloglog n)

Véletlen médszerek — D. R. Karger, P. N. Klein, R. E. Tarjan, (1994):
varhatdéan O(e)

Online véltozatban is mikddik a piros-kék algoritmus: szinezzlk az (;
élet élet kékre; ha emiatt kialakul egy kék kér, akkor abbdl téroljink
egy maximalis sulyu élet.
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Algoritmuselmélet
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Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

12. eldadas

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 12. eléadas 210/ 401



Turing-gépek
Az algoritmus fogalmanak pontosabb meghatarozasa.

Szamitégép elméleti, egyszerlsitett modellje.
Alan Turing 1912-1954

Tébbszalagos Turing-gép (TG), k > 1 egész szam
@ k db szalag cellakra osztva, a cellakba jelek irhatok, a szalag
egyik (mindkét) iranyban végtelen
@ minden szalaghoz tartozik egy fej, ami jobbra és balra is

lépegethet a szalagon cellanként, a fejek egymastal fliggetlendl
mozoghatnak

@ veges vezérld, ennek véges sok allapota van

@ Lépés: flgg a belsb allapottdl és a fejek alatti jelektol
» a gép megall, vagy
» atmegy uj allapotba, ir valamit minden fej alatti cellaba, minden fej
Iép vagy jobbra, vagy balra egyet vagy helyben marad

y
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Definicio

Egy k-szalagos Turing-gép egy hetessel jellemezheto:
M = (Qa Ta U: l7 Qo; F75)7

ahol
egy véges halmaz, az M gép belst allapotainak halmaza.
egy véges halmaz, a szalagjelek halmaza.

U: egy kitlntetett szalagjel, az Uresjel. A bemenetként felirt
jeleken és a gép szamitasa soran Kiirt jeleken kivdil
minden szalagcellaban i van.

[ IC T\{d} azinput jelek vagy bemend jelek halmaza,
mas szoval az input abc. Az dresjel nem lehet input jel.

Qo: Qo € Qa kezdd allapot.

- O
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F: F C Q azelfogado allapotok halmaza.
Elfogado allapotban all meg —> IGEN
Nem elfogado allapotban all meg — NEM
= a Q) F-be tartozé allapotokat elutasito allapotoknak
is nevezik.

6: Ad:Qx TKk— Qx (T x {jobb, bal, helyben})* egy
parcidlisan értelmezett fliggvény, a gép
atmenetfliggvénye.

Az atmenetfiiggvény tekintheté a gép programjanak.
Ha aé(q; ay,ap, . ..,ax) nincs értelmezve, — megallas

v
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Példa
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Turing-gép mikddése
@ Kezdetben a qq allapotban van, az s € I* bemenet az els6 szalag
elejére van irva, az 6sszes tobbi mezdn i
@ A ¢ figgvénynek megfeleléen lIépeget — Uj allapot, iras, fejek
lépése
@ Ha ¢ nincs értelmezve, akkor megall (akar elfogadé allapotban
van, akar nem)
Két felhasznalas:
@ Flggvények kiszdmolasa
@ Kérdések eldéntése (0 — 1 értékl figgveény)

Definicio

Az M Turing-gép altal felismert Ly, nyelv azokbdl az s € I* szavakbol
all, amelyekkel mint bemenetekkel elinditva az M megall, mégpedig
elfogado (azaz F-beli) allapotban.

Ha M az Ly nyelvet ismeri fel, akkor a nyelvbe nem tartozé szavakra
vagy megall elutasité allapotban, vagy végtelen ciklusba kerl.
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Turing-gép mikddése

Definicio

Legyen M egy Kittintetett output szalaggal rendelkezé Turing-gép. Az
M altal kiszamitott fy, : I* — T* parcialis fliggvényt igy értelmezziik:
fu(s) = w, ha M az s € I* inputtal indulva megall, és megallas utan
az output szalagon a végeteln sok U utan egy w € T* sz0 szerepel,
majd ismét vételen sok i (w elsé és utolso jele nem 0).

Az fy, flggvény tehat csak azokra az s € I* szavakra értelmezett,
amelyekkel mint bemenetekkel az M gép véges sok |épés megtétele
utdn megall. Mindegy, hogy a megallas elfogadé vagy elutasitéd
allapotban tértént-e.
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Példa Turing-gépre
Q= {ququZaqv}a T= {0,1,0}, I = {Oa 1}7 F= {qV}

5(QO7 1) = (q1717j0bb)7 5(QO7 U) = (qV7 Ua helyben)7
5(q171) = (q2717j0bb)7 5(q271):(q071a10bb)

Més parokra § nincs értelmezve.

Ha 0-t olvas — elutasit

Ha 0 Uresjelet olvas és nem gp-ban van = elutasit

Ha d Uresjelet olvas és gp-ban van — elfogad

Ha 1-et olvas €s g;-ben van = jobbra lép, és atmegy a q(i+1 (mod 3))
allapotba;

— M pontosan azokat a szavakat fogadija el, amelyek csupa
egyesekbdl alinak, és a hosszuk oszthaté harommal.

— Az M Aaltal felismert Ly, nyelv tehét

Ly = {1": nharommal oszthat6 természetes szam}.
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Példa Turing-gépre

Q={q,qv}, T=1{0,1,0}, I={0,1}, F={qv}
6(q070) = (‘-70, 05 he/yben)v 5(qu 1) = (q07 1 7j0bb)7
d(qo, 0) = (qu. 1, helyben).

Masutt 6 nem definialt.

Meghatarozzuk az Ly nyelvet és az fyy fliggvényt is.

Az M’ a qo belsb allapotban maradva Iépdel jobbra a szalag mentén,
amig 0 vagy U jelet nem talal.

0 = végtelen ciklus

U = még egy 1-est ir az input utan, majd elfogad

= Ly = {1",n > 0 egész}

— A gép az 1" bemeneten az 1"t1 eredményt adja, vagyis
fM’(1 n) — qn+1

Turing-gép < igazi szamitdgép, csak végelen hattértara van
Turing-gép tobbet tud, mint a véges automata.
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A kiszamithatosag alapfogalmai
Algoritmus: ami Turing-géppel kiszamithato
Definicio

Az L C I* nyelvet rekurzive felsorolhaténak nevezziik, ha van olyan M
Turing-gép, melyre L = Ly, azaz a gép altal felismert nyelv éppen L.

Definicio
Az L C I* nyelv rekurziv, ha van olyan M Turing-gép, melyre L = Ly,
és M minden s € I* széra megall.

| A\

RE={LC I": L rekurzive felsorolhatd}.

R={LCI": Lrekurziv}.

— R CRE
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A kiszamithatosag alapfogalmai

Definicio

Az f: I* — T* parcialis fliggvény parcidlisan rekurziv fliggvény, ha
létezik olyan M Turing-gép, hogy f = fy. Ha ezen tul még f minden
s € I" inputra értelmezve van, akkor f egy rekurziv fliggveény.

A f parcialisan rekurziv fliggvény pontosan akkor nincs értelmezve egy
adott s inputon, ha az M Turing-gép az s bemenettel elinditva sosem
all meg (vagyis végtelen ciklusba kerul).
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Van olyan L' C I* nyelv, amely nem rekurzive felsorolhato.

Bizonyités.

Egy Turing-gép leirhat6 véges jelsorozattal — az 6sszes gép
szamossaga megszamlalhat6 — felsorolhaté: My, My, Mo, . ..

—> a rekurzive felsorolhato nyelvek is felsorolhatok: Ly, Lus,, L, - - -
— a rekurzive felsorolhat6 nyelvek halmaza megszamlalhaté
Belatjuk, hogy az 6sszes nyelv halmaza nem megszamlalhato
(egyébként kontinuum).

Az I* elemei, a véges hosszlsagu /-beli jelekbdl képzett szavak is
megszamlalhatéak — felsorolhatoéak: wy, wy, wa, . ..

Tegyuk fel, hogy az 6sszes nyelvek halmaza megszamlalhaté,
megmutatjuk, hogy van olyan L’ C /I* nyelv, amely nem lehet benne az
Osszes nyelvek Ly, Ly, , Ly, - . . Sorozataban.

Az ' nyelvnek a w; sz6 pontosan akkor legyen eleme, ha w; & Ly,
i=1,2,...

L' # Ly, hiszenaw; ¢ L' ésw; € Ly, +/ O
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Cantor-féle atlos modszer

Wo Wr Wi Witq

Ly, | nem nem nem nem
Ly, |igen nem nem nem
Ly, | nem igen igen nem
Ly, | igen nem nem nem
L’ |igen igen nem igen

Létezik olyan f : I* — I* parcialis fliggvény, amely nem parcialisan
rekurziv.
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Church—Turing-tézis

A rekurziv nyelveket és a rekurziv fliggvényeket fogjuk algoritmussal
kezelhetd nyelveknek és fliggvényeknek tekinteni.
Church-Turing-tézis: Ami algoritmussal — azaz véges eljarassal —
kiszamithato (eldénthetd), az Turing értelmében kiszamithato
(eldénthetb). Nevezetesen:
@ Egyf: I" — I" parcidlis fliggvény kiszamithato < f parcialisan
rekurziv.
@ Egyf:I"— I" (teljes) fliggveny kiszamithato < f rekurziv.
@ Egy L C I* nyelvre a nyelvbe tartozas problémaja algoritmussal
eldéntheté < L rekurziv.

Ez nem egy matematikai tétel, hanem inkabb egy gyakorlati
megfigyelés, de tekinthetd az ,algoritmus” definiciéjanak is.
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|d6- és tarigény

Az M Turing-gép szamolasi ideje az s inputon a megallasaig
végrehajtott Iépések szama, tarigénye pedig a felhasznalt (olvasott)
szalagcellak szama.

A tarigénybe nem feltétlendl szamitjuk bele az inputot és outputot.

Definicid

Jeldlje Ty (n) az M gép maximalis szamolasi idejét az n jelbél allo
bemeneteken. Az n hosszu szavakon a maximalis tarigényt Sy (n)-nel
Jjeloljik.

Ha van olyan n jelbdl &ll6 s € I sz6, amellyel elinditva M nem all meg
véges sok lépés utan = Ty(n) = o

Pl. a harommal oszthatésagot vizsgalo M TG-re: Ty(n) =n+1,
Sm(n) = n+ 1, ha beleszamitjuk az inputot, Sy,(n) = 0, ha nem.

Ha M és N két Turing-gép, melyekre Ty (n) < Tn(n) teljestl minden
elég nagy n-re, akkor az M algoritmust gyorsabbnak mondhatjuk az N
algoritmusnal.

Van-e legjobb TG minden L nyelvhez?
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|dO- és tarigény

[gyorsitasi tétel] Van olyan L nyelv, amelyre igazak az alabbiak:

1. Az L felismerhet6 egy olyan M Turing-géppel, melyre Ty(n) véges
minden n-re (azaz L rekurziv).

2. Tetszbleges, az L-et felismeré N Turing-géphez van olyan N’
Turing-gép, amelyre L = Ly, szintén teljeslil, tovabba

Tn(n) = O(log T(n)).
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k-szalagos TG szimulacidja 1-szalagossal
Tétel

Legyen M egy k-szalagos Turing-gép. Van olyan egyszalagos M’
Turing-gép, melyre

Ly = Ly (vagy fu = fM/), tovabba
T (n) < 2Tj(n),

Swr(n) < Sy(n) + n.

M’ épitésekor az M-hez képest alaposan felfujjuk a szalag abc-t, és

megnodveljik a bels6 allapotok szamat is. Az M’ egyetlen szalagjan 2k
csik lesz. Egy celldja egy oszlop.
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k-szalagos TG szimulacidja 1-szalagossal

1.szalag | D A B
1. fej af--- | x |- |0
k.szalag | D | --- | D B
k. fej ai|---|aj---|x

— szalagjelek szama: (2t)%, ha M szalagjeleinek szama t.
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k-szalagos TG szimulacidja 1-szalagossal

M’ az M gép egy lépését egy legfeljebb 2Ty, (n) Iépésbdl allé
menetben utanozza.

Jobbra elmegy a legmesszebb levd x jelig, és kbzben leolvassa az
x-ek felett talalhatd eredeti szalagjeleket. Ezeket a belsd allapotaiban
tarolja.

Kézben egy hellyel jobbra mozditja az x-eket, kivéve az utolso
oszlopban levé(ke)t.

Most a gép ismeri M allapotéat és a fejei alatti jeleket, igy
meghatarozhatja a M kdvetkezo allapotat és a kiirando jeleket.

M’ visszamegy a szalag elejére, kdzben kiirja az M fejeinek régi
helyére a k darab jelet, amiket M irt volna,

és az M fejmozgasainak megfeleléen athelyezi az x-eket.
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k-szalagos TG szimulacidja 1-szalagossal

Ha n jelbdl allé bemenettel kezdjik a munkat, akkor egy meneteben az
M’ feje legfeljebb Ty(n) 1épést tesz jobbra —> legfeljebb ugyanennyit
mehet balra.

Az M’ pontosan akkor alljon meg (fogadja el a bemenetet), ha M ezt
teszi.

= T (n) < 2Ty(n)Tu(n) = 2T (n)

Ha fliggvényt szamitunk, a végén a felesleget letdroljik.

Ha M-nek kitlintetett input szalagja volt, akkor a bemenet hosszat, ami
n, nem szamitottuk bele Sy(n)-be = Sy(n) < Sy(n) + n.

etel |

Az M k-szalagos Turing-géphez megadhatd olyan 2-szalagos M’
Turing-gép, amely az elébbi értelemben szimulalja M-et,

Twr(n) < O(Tw(n) log Tyy(n)), és

SM/(n) < SM(n) + n.
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Linearis gyorsitas

Tegylik fel, hogy az M Turing-gép az L nyelvet ismeri fel, és Ty (n) < cn
teljesil egy ¢ > 0 allanddval. Ekkor tetszbleges e > 0-ra van olyan L-et
felismeré M’ Turing-gép is, hogy alkalmas ny € N szammal

Tw(n) < n(1+¢€), han> ng.

Bizonyitas.

Az M' gépet ugy tervezziik, hogy az M gép m lépését az uj legfeljebb 7
lépésben elvégzi.

Osszuk fel az M szalagjait m egymas utani mezébdl allé blokkokra,
— M’-ben minden ilyen blokknak egy Uj szalagjelet feleltetiink meg,
— az uj gép t™ betiit hasznal.

Az M'-nek eggyel tébb szalagja lesz, mint M-nek. Az elsé input szalag,
ezt el6szér atkddolja eqgy masik szalagra.
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Bizonyitas.
Mi térténik a szalagokkal az M gép m egymast kéveto lépése soran?
Ami ezalatt végbemegy, az csak a fejeket tartalmazoé blokkoktdl és
azok kézvetlen szomszédaitol fligg.

M’ : szalagonként harom szomszédos jel megvizsgalasa utan a
~memodrigjaban" meglépi M kévetkez6 m lépését. — fellilirja a
szomszédos mezbharmasokat, helylikre teszi a fejeket.

= szimulacié elvégezhetb egy bal-jobb—jobb—bal-bal
lépéssorozatban

esetleg tovabbi 2 jobbralépés sziikséges lehet — M’ fejeinek
mozgatasa — 7 lépés

A bemenet atkodolasa, majd a kddolt szalagon a fejnek a szalag
elejére mozgatdsa —> < n+ [ 2] Iépés
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Tw(n) < n+ [ ]+7[TnS”W< +”+7Tn(7”) 8 <

n 7cn  8n ( 1 7c
1+ —
m

8
<ne T 8 (e L0y )sn(1+e),

ha m és n olyan nagyok, hogy - + ¢ + 8 <¢. |/ O

Komolyabb ,hardverrel" kdnnyebb.
A Turing-gépmodellben a feladatok iddigénye fligg a jelkészlet
méretétol
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Algoritmuselmélet
Univerzalis Turing-gép

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

13. eldadas
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Univerzalis Turing gép

Turing-gép <« program

Univerzalis Turing-gép «> fordité program (interpreter)

M TG leirasa és s € I bemenete = Univerzalis TG szimulalja M-et
S bemenettel.

Hogyan irjuk le az M TG-et?
Tegylk fel, hogy k =1, M =(Q, T,1,0,5,q0,F), | = {0,1} és |F| = 1.
PI.

@ /={0,1}, T={0,1,...,t}, d=t,

OQ:{O‘/17"‘q}7 qOZO* F:{q}'}
@ balra = 0, jobbra =1, helyben =2
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Ekkor az M Turing-gép leirdsa, kdédja
QHIH QA X FEQFEXF M - . F QXA QX M,

ahol a megfeleld szamokat binarisan irjuk le, tovabba ¢ értékeit a
kdvetkezbképpen soroljuk fel (ahol értelmezett):

a d(qi, x;) = (qi, x;, m;) tény kodja qi#Xi#qi#X] #m;.
Minden széba jovo M gépet egy w € [* szoval irunk le.
Tetszbleges w € I* sz6hoz legfeljebb egy gép van, amelynek a kddja

w = legyen ez M,
Egymasbdl kiszamolhaté w és M,,.
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Van olyan 3-szalagos U Turing-gép, amelyre teljesil a kévetkezb: ha
w,s € I*, és M, létezik, akkor az U gép a w#s bemenetet pontosan
akkor fogadja el (utasitja el, kertil vele végtelen ciklusba), ha M,, az s
bemenetet elfogadja (elutasitja, végtelen ciklusba kertil vele).

Bizonyitas.

(vazlat)

Els6 szalag — w+#s input, w értelmezgetése.

Masodik szalag — My, egyetlen szalagjanak felel meg.
Harmadik szalag — az M,, belsé allapota.

Elbkészités: ellenbrzi, hogy M,, létezik-e.

— NEM = megall elutasito allapotban.

— IGEN = atmasolja az s inputot a masodik szalagjara, és a

7 7

harmadik szalagra a kezdballapot kddjat jegyzi fel.
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Bizonyités.

| w#s
IE
\ Qo
Az U az My, gép egy lépését tdbb I1épésben szimuldlja —
| w#s
| My, szalagja az i-edik Iépés utan
| My, belsé allapota az i-edik Iépés utan

U akkor all meg, ha M,, megall, pontosan akkor fogadja el a w#s
bemenetét, ha a megallas utan az M,, elfogadé allapotanak kédja van
az utolsé szalagon. ./ O

v
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Alapvetd kiszamithatatlansagi tételek

Be fogjuk latni, hogy
RCREC2",

azaz a rekurziv nyelvek osztélya valodi részhalmaza a rekurzivan
felsorolhaté nyelvek osztalydnak, és az valodi részhalmaza az ésszes
nyelvet tertalmazé osztlyanak.

Definicio

Azon gépek kodjainak Ly nyelve, amelyek nem fogadjak el sajat
kddjukat, a diagonalis nyelv:

Ly={wel";, azM, gép létezik, ésw & Ly, }.
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Alapvetd kiszamithatatlansagi tételek

Ly nem rekurzive felsorolhatd.

Bizonyités.

Indirekt, tegyUk fel, hogy rekurzive felsorolhaté — 3 M TG, amire
Ly = Ly, ennek kédja legyen w (vagyis Ly = Ly, )-

Vilagos, hogy erre a w-re vagy w € Ly, vagy w ¢ Ly biztosan teljesdl.

@ Ha w € Ly, akkor Ly definiciéja szerint w & Ly, = Lg. é

@ Ha w ¢ Ly, akkor Ly definiciéja szerint w € Ly = Ly, . é

A\
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Az univerzalis nyelv

Definicio
Az olyan (TG-kéd, input sz6) pdrok L, nyelve, amelyekre a gép
elfogadja az inputot, az univerzalis nyelv:

L, ={w#sel"; azM, gép létezik, éss € Ly, }.

L, egy rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv nyelv.

Bizonyitas.

L,-t éppen az univerzalis Turing-gépek ismerik fel —> L, rekurzive
felsorolhato.

Tegylik fel indirekt, hogy L, rekurziv; legyen M egy mindig megalld TG,
ami felismeri L,-t.

Konstrualjuk meg az M’ TG-et:
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nem

A

ner

igen

e 11e1
e igen

nern

Az M’ gép mindig megall, mert M mindig megall.
M’ pontosan akkor fogadja el w-t, ha My, létezik és w & Ly, .

— M’ éppen az L4 nyelvet fogadja el, é
hiszen Ly nem rekurzive felsorolhaté. / O

<
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Osszefliggések a kiszamithatdsagi fogalmak kdzott
Ha van egy mindig megallé M algoritmusunk L felismerésére, akkor
van algoritmus az /I* \ L nyelv felismerésére is.

Ha csak olyan ,fél” algoritmusunk van, ami nem mindig all meg, ezt
nem lehet megtenni.

Ha van fél algoritmus L-re és [*\ L-re is, akkor ebbdl 6sszejon egy
egész algoritmus.

A nyelvekbél &ll6 halmazokat (2" részhalmazait) nyelvosztalyoknak
nevezziik. (Pl. R, RE, 2".)

Legyen X C 2" egy nyelvosztaly. Ekkor a komplementer nyelvosztaly,
coX az X-beli nyelvek komplementereibdl all:

coX={LCI: I"\LeX}.

Xcyc2' — coXCcoY co(coX) = X
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R = coR

Bizonyitas.
Ha L e R = 3 M TG, mely minden inputon megall és az L nyelvet
fogadja el.
Cseréljik fel M elfogad6 és elutasitva megall6 allapotait, az igy kapott
TG mutatja, hogy I \Le R = coR C R. /
Masik irany:

R = co(coR) C coR. +/
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R =RE N CORE

Bizonyitas.

R CRE = R =CoR C cORE = R C REN CORE.

Masik irany:

Tegylk fel, hogy L € RE N coRE = legyen My, illetve M, két TG,
melyek az L, illetve az I* \ L nyelvet ismerik fel.

Egy mindig megallo M3 TG-et szerkesztiink, melyre L = Ly, :
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M;-et és M»-t parhuzamosan futtatjuk:

igen
nem

nem

igen
nem

igen
nem &

M3

Az M5 pontosan akkor alljon meg, ha M; és M, valamelyike megall.

M5 akkor fogad el, ha a megallas M, elfogadd, vagy pedig M, elutasité
allapotaban tértént.

= M3 az L nyelvet ismeri fel €s mindig megall,

ha s € L, akkor My biztosan megéll (és elfogad), ha pedig s ¢ L, akkot
M, biztosan megall (és elfogad).

M3 megvalésithaté parhuzamosséag nélkul is: M3 felvaltva Iépteti M;-et
és Mo-t. \/ DJ
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Flggvények és halmazok

Az L C I* nyelv akkor és csak akkor rekurzive felsorolhato, ha van
olyan f . I* — I* parciadlisan rekurziv fliggvény, melynek értékkészlete
éppen az L nyelv (szokasos jeléléssel Im(f) = L).

Bizonyitas.

=: Tegylk fel, hogy L rekurzive felsorolhat6 — 3IM TG, melyre
L=Ly.

— Legyen M’ olyan TG, mely kezdetben az s € I* bemenb szdt
felmasolja az output szalagjara, azutan szimulalja az M gépet.
Kivétel: ha M elutasité allapotban all meg, akkor M’ végtelen ciklusba
esik.

= M' gép csak az s € L szavakra all meg; megallaskor s lesz az
output szalagon. —

Az M' altal kiszamitott fyy fliggvény értékkészlete L. /
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Bizonyitas.
«: Tegylik fel, hogy f egy parcialisan rekurziv fiiggvény, f = fy,, ahol M
egy TG.

Tekintsik az I* szavainak wy, . . ., Wy, . .. kanonikus felsorolasat.

Ki kellene probalni minden w; inputtal, hogy hatha pont s-et, a keresett
sz0t szamolja ki M.

Baj van, ha valamelyik szdéra végtelen ciklusba kertil.

A természetes szamokbdl allo parok is felsorolhatok:
012345678

;.»;/

N ORN N O

o

y
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Bizonyitas.
Az M' TG az (i,j) parok sorozata szerint megy sorba. Tegyik fel, hogy
s € I* az M’ bemenete.

— M’ szimuldlja az M els6 < i |épését a w; szon.

Ha M megall és o outputot produkal, akkor ellenérzi, hogy s = o
teljestil-e.

IGEN — M’ megall és elfogadja s-et.

NEM (nem &ll meg i Iépésen belll, vagy az eredmény nem s) —
kdvetkezd par.

Mi lesz az M’ gép Ly nyelve?

Ly C Im(f) \/

Ha s € Im(f) = 3j, hogy s = fu(w;).

—> Ha M a w; bemeneten i lépésben kapja meg az s eredmeényt,
akkor M’ az (i, j) par feldolgozasakor elfogadja s-et

= Ly 2 Im(f) / O
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Definicié
Egy L C I* nyelv karakterisztikus fliggvénye, x;, a kbvetkezé:

(s) = 1el*, hasel
XUSI= Y 0el, hasel

Az L C I* nyelv pontosan akkor rekurziv, ha x, egy rekurziv flggveény. \

Bizonyités.

=: M’ irjon ki a végén 0-t vagy 1-et. ./
<: Ha 1-et ir ki — menjen elfogaddba, ha 0-t — elutasitéba. / O
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Elddnthetetlen problémak

Definicio

Az L C I* nyelvet elddnthetetlen nyelvnek nevezziik, ha L nem
rekurziv.

Definicio
Megallasi probléma: Megall-e eqgy TG egy adott inputon?

| .

Ly = {w#se I

az My, gép létezik, és az s bemenettel
elinditva véges sok lépésben megall
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LhGRE\R.

Bizonyités.

Ly € RE: Vegylnk egy univerzdlis Turing-gépet, amit Kicsit
médositunk: ha megall, menjen at elfogaddba.

Ly ¢ R: Indirekt, tegyuk fel, hogy Ly rekurziv — IM TG, ami felismeri
és mindig megall.

nem nem

nem

%*' M ] > igen
wWHS
Ez a gép L,-t felismeri és mindig megall. é O
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Tétel ( )
Legyen

Le={wel: M, létezik és az ¢ (ires) inputon megall}.

L e RE\R.

Bizonyités.

L. € RE: Az Ures inputtal futassuk az Ly-t felismerd gépet. /

L. ¢ R: Belatjuk, hogy ha L. rekurziv (M, ami felismeri és mindig
megall), akkor L, is.

Ha L, bemenete w#s, akkor olyan M’-t konstrualunk, aminek belsé
allapotaiba kddoljuk az s inputot. Ehhez kiegészitjik egy irhatd
inputszalaggal és olyan Uj allapotokkal, melyek hatasara a TG
indul&skor erre a szalagjara irja az s szét (|s| Uj allapot elég). +/ O]
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Hilbert 10. problémaja

Legyen f(x1,...,Xm) egész egyltthatés m valtozés polinom:
n Nm
f(X1a- . ’Xm) = Z . Z ai1...imx1l1 .. .Xmlm
i1 =0 Im:O

Az f polinom foka az el6z6 felirasban el6fordul6 legnagyobb
kitevodsszeg:

degf =max{ii +... +im| & i, # 0}.
Az
(%) f(x1,...,Xm) =0

alaku egyenleteket diofantikus egyenleteknek nevezzlk.

A (x) diofantikus egyenlet megoldasan egy olyan (uy, ..., um) € Z™

egészekbdl allé m-est értiink, melyre f(uy,...,un) = 0.
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Van-e megoldasa egy adott diofantoszi egyenletnek?

EZz eldénthetetlen probléma.
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A Dominoprobléma

Dominé:

d

a

c

b

Egymas mellé rakas:

Forgatni nem szabad!
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Algoritmuselmélet




A Domindprobléma

Dominéprobléma: Adott domino-tipusok egy véges F halmaza;
eldéntendd, hogy a sik lefedhet6-e hézagtalanul szabalyosan
illeszked6 F-beli tipust domindkkal. —

D nyelv: azon F dominé-tipusok kddjai, melyekre van ilyen siklefedés.

D¢ R ésDe coRE.
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Post megfeleltetési problémaja

Emil Post

Legyen X egy véges abc. Post megfeleltetési problémajanak egy
bemenete egy (s, 1) (s,t € £*) alaku rendezett parokbdl all6 véges P
halmaz.

A megfeleltetési feladat P bemenetét megoldhatonak nevezzik, ha
vannak olyan (nem feltétlendl kiilénb6z6) P-beli
(s1,4),(s2,b2),...,(Sn, tn) parok ugy, hogy

S1Sp---Sp =t Ip.

llyenkor az s1ss - - - Sp, Vagy ami ugyanaz, a tyfr - - - t, széta P
megoldasanak nevezzuk.

Példaul a P = {(iz, riz), (kar, ka), (ma, ma)} rendszer megoldhato.
Egy lehetséges megoldas a karizma sz6.

Lp legyen azon bemenetekbdl allo nyelv, melyekre a Post
megfeleltetési probléma megoldhaté. Az Lp nyelv eldénthetetlen.
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Algoritmuselmélet
|d6- és tarkorlatos Turing gépek

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

14. el6adas
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Algoritmusok hatékonysaga

Algoritmus lépésszama:
@ logn = remek
n = nagyon jo
nlogn = egész |0
m? = nem tdl nagy n-re j6
n® = nem tdl nagy n-re lehet j6
n* — nem tdl nagy n-re néha jo
n'% — 50 év mulva, nem tdl nagy n-re lehet j6
n'% — 1 millié év mulva lehet j6
2" = nagyon kis n-re lehet j6, de nagy n-re sohasem
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Algoritmusok hatékonysaga

Az eddig tanult algoritmusok altalaban hatékonyak voltak:
@ a+ b kiszamitasa: Input mérete: n = log a + log b,
Lépésszam: O(log a + log b) = O(n)
@ ab kiszamitasa: Input mérete: n = log a+ log b,
Lépésszam: O((log a + log b) log b) = O(n?)
@ maradékos osztas, legnagyobb kdzds oszto:
Input mérete: n = log a + log b, Lépésszam: O(n?)

@ Grafalgoritmusok (6sszefliggdség, legrévidebb ut, parositas, ...

Input mérete: n = e(G) vagy n = v?(G),
Lépésszam: O(n), O(n?), O(n®)
Van olyan, amit nem lehet hatékonyan kiszamolni:
@ 24 kiszamitasa: Input mérete: n = log a,
Lépésszam> output mérete: log(2?) = a = Q(2")
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|dO- és tarkorlatok

Definicio

Legyent:Z" — Z* egy fiiggvény, melyre minden n € Z* esetén
t(n) > n teljesil. Az M Turing-gép t(n) idokorlatos, ha n hosszu
inputokon legfeljebb t(n) lépést tesz (mas szoval Ty (n) < t(n)).

t(n) > n = a gép legalabb végigolvashatja az inputot.
M gyors = t(n) lassan névekedd flggvény.

Példa: A harommal valé oszthatésagot ellen6rzd Turing-gép n + 1
idékorlatos.
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|dO- és tarkorlatok

Definicio

TIME(t(n)) := { L c | L felismerhetd egy O(t(n)) id6korlétos } ‘

M Turing-géppel

TIME(t(n)) — azon nyelvek, melyekre létezik ct(n) idokorlatos TG
nhosszl x inputokon a szamitas mindig befejezbdik legfeljebb ct(n)
Iépésben, tekintet nélkll arra, hogy x € L igaz-e

= TIME(t(n)) C R

Példa:
TIME(n) = {az O(n), azaz linearis idében felismerhetd nyelvek}.
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A P nyelvosztaly

Definicid
P = Ux>1 TIME (nk), a polinom idében felismerheté nyelvek osztalya.

Tétel
Ha az L nyelv n'°9"-nél révidebb idében nem ismerhetb fel, akkor
L&P.

| A

Bizonyitéas.
Indirekt tegyuk fel, hogy L € P. = Van olyan k > 0, melyre

L € TIME(nk) = nl°9" < ¢n* teljesiiine végtelen sok n-re. é O

<
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Tarkorlat

Definicid

Legyens : Zt — Z* olyan fiiggvény, melyre minden n € Z+ szammal
igaz, hogy s(n) > log, n. Az M Turing-gép s(n) tarkorlatos, ha n
hosszu inputokon legfeljebb s(n) tarcellat hasznal a munkaszalagokon
(azaz Sy(n) < s(n)).

s(n) > log, n — Ennyi hely kell ahhoz, hogy egy n cellabdl all6
szalagrészt cimezni tudjunk.

Definicid

SPACE(s(n)) := {L cr

az L felismerheté egy O(s(n))
tarkorlatos M Turing-géppel '

Ez nem biztos, hogy egyaltalan megall!
Példa: SPACE(log n) a logaritmikus tarban felismerheté nyelvek
osztalya.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 14. eléadas 264 /401



FOggvényosztalyok

Definicid

FTIME(t(n) := az O(t(n)) id6korlatos TG-k altal kiszamithato
f: I* — I* figgvények osztalya.

Definicio

FSPACE(s(n)) := az O(s(n)) tarkorlatos TG-k altal kiszamithato
f: I — I* (parcialis) fliggvények osztalya.

Definicio
FP := Uk>1 FTIME(n¥).
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Tar—ido-tétel
Tétel ( )

Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-t6l fliggd c konstans, mellyel
L € TIME(c5(") teljesil.

Bizonyitas.

Legyen M egy S(n) = c¢ys(n) tarkorlatos (c; > 1) k-szalagos TG, mely
felismeri L-et —> konstruélunk olyan O(c%(")-id6korlatos N TG-t,
melynek a nyelve szintén L.

a gép egy pillanatnyi helyzete — az input, a munkaszalagok
tartalma, a gép aktualis belsé allapota, valamint a fejek helyzete

— PHL

kétszer ugyanaz a PHL — utana ugyanaz fog térténni — végtelen
ciklus

Belatjuk, hogy ha M tarkorlatos — véges sok PHL lehet — egy id6
utan biztos végtelen ciklusba fog kertilni (ha nem all meg)

Ezt kellene felismerni O(cS(") id6 alatt.
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Bizonyitas.

Hany darab PHL lehetséges 6sszesen, ha a gépet n hosszu inputtal
inditjuk?

#PHL < |Q|ITIS")(n + 1)S(n)k < konstans - c5" =: t,

(az (n+ 1) tényezb az input fej lehetséges helyzeteinek a szama, az
S(n)k tényez6 pedig a tébbi fej lehetséges helyzeteinek a szamay)
Ha t Iépés utan lel6jik, az j6 +/

de lehet, hogy S(n) és igy t nem rekurziv

—> nem tudjuk kiszamolni, hogy mikor kell lel6ni. é
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Bizonyitas.

N konstrukcioja: megduplazzuk M-et — M; és Ms.
M; -et elinditjuk az x inputtal.

Minden egyes lépése utan ideiglenesen megallitjuk
— ekkor Mo-t elinditjuk x inputtal a kezdd allapotbdl, és miikddtetjik
legfeljebb addig a Iépésig, ahol M; tart (— ennek a lIépésnek a
sorszama /, amit O(S(n)) extra cellan tarolunk és léptetlink).

Ha valamely j < I-re az M, gép j-edik |épés utani PHL-je megegyezik
M;-ével — végtelen ciklus — x ¢ L — N megall elutasitva x-et.
Ha ilyen ismétlédés nem fordult el®, akkor meglépjik M; kdvetkezd,

I + 1-edik l1épését, stb.

ha M; megall elfogadva (elutasitva) x-et = N is megall elfogadva
(elutasitva) x-et.

Felismerjik a végtelen ciklusokat.

= mindig teljestl / < t = a maximalis futasi id6 legfeljebb

O(2) = O((65")2) = O((B)) — e =& /

a tarfelhasznalas k6zben nem nétt Iényegesen. Ol
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Ha f € FSPACE(s(n)), akkor van olyan f-tél fiiggé c konstans, mellyel
f € FTIME(c5(").

TIME(t(n)) = coTIME(t(n)).

Bizonyités.
Megcseréljik M elfogadé és elutasité (azaz nem elfogadd)
allapotait. O
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SPACE(s(n)) = coSPACE(s(n)).

Bizonyitas.

O(s(n)) tarkorlatos, és minden inputra megall.
Most cseréljik fel az elfogadé és az elutasit6 allapotokat. O

Definicio
EXPTIME := Uy TIME(2™).

Definicio
PSPACE := Uk SPACE(nF).
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P C PSPACE C EXPTIME \

Bizonyités.

Ha M egy t(n) idokorlatos TG = ct(n) tarkorlatos

— TIME(n¥) C SPACE(n*) — P C PSPACE. ./

Legyen L € PSPACE = L € SPACE(n*), valamely k-ra

tar—ido-tétel — van olyan ¢ > 0, hogy

L € TIME(c™) C TIME(2/'°9¢1™) C TIME(2""") C EXPTIME. O
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TIME(t(n)) C R, SPACE(s(n)) C R és EXPTIME C R.

Csak azt latjuk be, hogy 3L rekurziv nyelv, hogy L ¢ EXPTIME, a tébbi
allitas hasonloéan kijon.

L={we " az M, TG létezik, és < 2" lépésben elutasitja w-t}.

Ez rekurziv, mert a mindig megallé univerzalis TG segitségével
felismerhetd.

Belatjuk, hogy L ¢ TIME(22"_1 ). Indirekt tegyUk fel, hogy L
felismerhetd egy c22"" id6korlatos M TG-pel.

Legyen no olyan nagy, hogy c22"" < 22" teljesiljén, ha n > ny.
Legyen w egy ry-nal hosszabb sz6, melyre M,, létezik, és ugyanugy
viselkedik mint M (ilyen van).

— Ha w € L, akkor M elfogadja és emiatt M,, is elfogadja w-t
c22"™" < 22" |gpésben. = w ¢ L

A w & L eset: hasonléan. Ol
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Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Olyan TG, ahol az atmenetfliggvény nem igazi fliggvény, tébb
lehetbség van:

4(g,a) € Q x T x {jobb, bal, helyben}.

Geép futasa, szamitasi ut: Mint a TG esetén, csak ha tébb lehetéség
van, valaszt egyet, ha nincs értelmezve, akkor megall.

Definicio

Az M NTG elfogadja az x € I* inputot, ha az M-et x bemenettel a
kiindulé helyzetbél inditva van legalabb egy elfogado (egy elfogado
allapotban véget éré) szamitasi ut.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 14. eléadas 273 /401



Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Az x € I" input sz6 pontosan akkor nincs Ly-ben, ha az M gépet x
inputtal inditva nincs elfogado szamitasi ut.

NTG szamitasai leirhatok egy gyodkeres faval —-
Minden csucsnak megfelel egy PHL.

A NTG-ek altal elfogadott nyelvek halmaza pontosan a rekurziv
felsorolhaté nyelvek.
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Idokorlatos NTG

Definicio

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép t(n) idbkorlatos, ha n
hosszusagu inputokon M minden szamitasi ut menten legfeljebb t(n)
lépést téve megall.

Senki nem tud egy t(n) idokorlatos NTG-t O(t(n)) idében szimulalni.

Definicio

NTIME(t(n)) :=
{az O(t(n)) idbkorlatos NTG-k altal elfogadott nyelvek}.
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Idokorlatos NTG

Definicid
NP := Uk>1NTIME(nk).

Bizonyités.

A NTG egyben TG is ugyanolyan idékorlattal.
— TIME(n¥) C NTIME(nk) ./ O
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A legfontosabb megoldatlan probléma
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P C NP N coNP. \

Bizonyités.
P C NP — coP C coNP.
P=coP = ./

Szintén megoldatlan problémak:

P £ NP N coNP

NP = cONP
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Nemdeterminisztikus felismerés

Hogyan tudjuk belatni, hogy L € NP?

Legyen M kétszalagos determinisztikus TG, inputja két részbdl all,
egyik része x € I* az elsd szalagon van, a masik része y € I* a
masikon, ez csak olvashaté.

= az M sugasszalagja.

Az M &ltal felismert Ly nyelv: azon (x, y) széparok halmaza (x, y € I*),
melyeket M elfogad.

Definicio

Az M altal nemdeterminisztikusan felismert L nyelv a kévetkezo:

x € L akkor, és csak akkor, ha van olyan y sugas, hogy (x,y) € Ly.

Nem tudunk semmit arrél, hogyan lehet jé sugast talalni.
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Tanu—tétel

Egy L C I* nyelvre a kévetkezé két allitas egyenértéki:
(a) L € NP.
(b) Van olyan ¢ > 0 allando, tovabba egy Ly € P nyelv, mely olyan
(x,y) € (I")? parokbdl all, hogy |y| < |x|° és x € I* esetén x € L
pontosan akkor, ha van y € I* ugy, hogy (x,y) € L;.

Bizonyitas.
(a)= (b): LeNP =3 nC idbkorlatos N NTG, mely felismeri L-et.
Tegylik fel, hogy N-nek egy lépésnél legfeljebb d elagazasi lehetbsége
van.

Adunk egy Ly nyelvet és egy x-hez tartozo y sugast, valamint az L -et
elfogado M TG-et.

xXeL |xl=n=y=yyo---ymlegyen az x elfogadasat leiré

,,,,,

= |y| < n®flogy(d +1)] < n°

Katona Gyula Y. (BME SZIT) 14. el6adas 280/ 401



Bizonyitas.

Az M TG szimulélja N-et gy, hogy mindig a kijel6lt iton megy tovabb.
N egy Iépését konstans id6ben szimulélja (kiolvassa a kévetkezd y;-t
log,(d + 1) Iépésben).

N futasi ideje éppen ©(|y|) = M futasa az input flliggvényében
lineéris.

Legyen Ly =Ly = Ly € P.

Hax ¢ L = (x,y) & Ly = Ly tetszbleges y € I*-ra. /

(b) = (a) : Egy x € L inputhoz a feltétel szerint van legfeljebb n°
hosszusagu y, hogy (x, y) € L;.

Legyen N olyan mint M, de amikor M y-bél olvasna 0-t vagy 1-et

—> N-ben j-ra két lehetdség.

Az N NTG idbkorlatja megegyezik M idokorlatjaval, ami n® valamilyen
co-re. / O

V.
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NP C PSPACE

Bizonyités.
Ha L € NP — 3 sugas Vx € L-hez

Adott x € L-re végigprébaljuk az 6sszes n® sz6bajévé sugast

Ez nagyon sokaig tart, de csak polinom tar kell hozza,
hiszen minden egyes sugas polinom méret

és azt is log, 2™ = n° tarban nyilvan lehet tartani, hogy hanyadiknal

jarunk.

Ol

v
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EXPTIME
PSPACE

P + PSPACE l

Megfigyelés

NP # coNP—P # NP—PSPACE # P
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Algoritmuselmélet
Az NP nyelvosztaly

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
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NP-beli nyelvek

A tanu-tétel segitségével kénnyi belétni, hogy egy nyelv NP-beli.
Csak azt kell belatni, hogy létezik tand, megkeresni nem kell tudni.
A mi szereplink a biré szerepe, nem a nyomozoe.

3 szinnel szinezhetd grafok

G megadésa lehet pl. adjacencia matrix sorai egymas utan flzve.
x € 3-SZIN, ha az x szénak megfelel6 graf 3 szinnel szinezhetd.

3-SZIN € NP.

Bizonyités.
Alkalmas tanu G egy j6 szinezése.
Ez leirhatd 2n bittel — (pl. legyen 01=piros, 10=sarga, 11=z0ld).

Adott G egy szinezése — biré feladata: elddnteni, hogy j6-e a
szinezés.

Ez polinom idében megtehetd TG-pel.

Ha G nem 3—szinezhet6I akkor nem lehet tanUIa. (]
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Hamilton-kérrel rendelkezd grafok

H: Azon grafok szavai, amik tartalmaznak Hamilton-kort.

H e NP.

Bizonyités.

A G € H allitasnak révid tanutja egy Hamilton-kéor.

Csucsok sorrendje = O(nlog n) bit.

A bir6 ellendrzi minden csucsra, hogy van-e él a kbvetkezé csucsba
G-ben. O

Hasonldéan Hamilton-utra, iranyitott Hamilton-kérre, -atra.
Legyen NH a Hamilton-kért nem tartalmazé grafok nyelve.

NH € coNP.
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Sikba rajzolhaté grafok

Legyen SIK a sikba rajzolhaté grafok nyelve.

SiK e NP \

Bizonyitas.

G tanuja egy sikbarajzolasa.

Fary-Wagner — van olyan is, ami egyenes szakaszokat hasznal. Sét
olyan is van, hogy a koordinatak nem tul nagyok.

= Tanu a csucsok koordinatai.

A bir6 ellendrzi, hogy az élek nem metszik egymast. O
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Sikba rajzolhaté grafok

SiK € coNP (= SIK € NP N coNP: jél karakterizalt)

Bizonyités.
Van tant a G ¢ SIK allitasra is.
Vagy nem graf, vagy nem sikgraf, ekkor: Kuratowski = van benne

vagy Ks-tel vagy Kz 3-mal topologikusan izomorf részgraf.
Tanu egy ilyen részgéaf leirasa, ezt a bird kénnyen ellendérizheti.

SikePp

Sejtés: H ¢ coNP és 3-SZIN & coNP

Katona Gyula Y. (BME SZIT) 15. el6adas 288/ 401



A primszamok nyelve
Jeldlje M a (binarisan abrazolt) primszamok nyelvét.

Tétel (V. R. Pratt, 1975)
[T € NP N coNP.

Bizonyitas.

Il € coNP: Ha egy szam nem prim, arra tanu egy osztéja, pl. 6 nem
prim, mert 2|6.

1€ NP:

| A\

Lemma

Legyen p > 2 egy egész szam. A p pontosan akkor primszam, ha van
olyan1 < g < p egész, melyre teljesiilnek az alabbiak:

Q@ g°~' =1 (mod p),
Q g@ # 1 (mod p) minden r primszamra, melyre rjp — 1.

v
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Bizonyitas. (a tételé)
Gyors hatvanyozas: am alaku hatvany legfeljebb 2 log, m szorzdssal
kiszamithato.

m=ey+ e2' + 22+ + 2k, k <log, més e € {0,1}.
Ismételt négyzetre emelésekkel meghatarozzuk az a® értékeket.
= ez k szorzas _

Szorozzuk éssze az & hatvényokat azokra a j értékekre, melyekre
g =1.

— gM — geotei2'+e2® el _ ge0ger2! ge2® | ger2”

= k szorzas

a™ mérete m + a méretében exponencialis —> exponencialis alg.
a™ (mod n) mérete legfeljebb log, n, ekkor mindig a maradékot
vesszik = polinomialis alg.

A p prim allitasra tanu: g ésp — 1 egész ry, ..., rx primosztoi. A biré
gyors hatvanyozassal ellenérizheti, hogy a Lemma feltételei
teljesilnek-e.
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Bizonyités.

Azt is tanusitani kell, hogy rq, ..., rx éppen a p — 1 primosztéi (mas
nincs) = primtényez6s felbontas. ./

Es aztis, hogy ry,..., ry primek = rekurzivan. vV

Belathato, hogy a tand 6sszmérete O(n?). O

Tétel ( M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena, 2002)

MeP
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Felismerés és keresés
Annak elddntése, hogy x szam prim-e, egyenértékl a legkisebb
primosztojanak megkeresésével.

F={(ao0 1 < c < aegészek ésvanolyan 1 < b < c egész,
a ’ melyre b osztéja a-nak '

F € NP N coNP. \

Bizonyités.

(a,c) € F — tanu egy j6 b érték
a,c)ZF —tanGaz a= p{'p52---p.« primfelbontas és a p; szamok
: 1 P2 k
primtulajdonsagénak tandui. O]

Legjobb ismert algoritmus a primfelbontasra:
D. Shanks = n bites inputon O(2"/4) 1épés.
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Ha F € P igaz lenne, akkor {primtényezGs felbontas} € FP is igaz
lenne.

Bizonyités.

Legyen E egy O(n?) lépésszamu algoritmus F felismerésére.
(a,a—1) e F?

Hanem = aprim. ./

Ha igen = binaris kereséssel megkeressik a legkisebb olyan c-t,
amire (a,c) € F = < log, a hivas.

Utana a/c-re folytatjuk . ..

= egy prim-oszt6 megtalalasa: O((log a)?).

Primosztok szama < loga = 6sszkdltség O ((log a)?*") . O

A\
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Karp-redukcié
Mikor nem lényegesen nehezebb egy Ly probléma egy L,
problémanal?
Ha L, felhasznéalasaval meg lehet oldani Lq-et is.
— L, visszavezethet6 a L, problémara.

Azf: I — I* leképezés az Ly C I" nyelv Karp-redukcitdja az L, C I*
nyelvre, ha

1. Tetszbleges x € I* széra x € Ly pontosan akkor teljesdil, ha

f (X ) € Ly;

2. f € FP, azaz f polinom idében szamithato.

Jelélés: Ly < Lo, ha Li-nek van Karp-redukcidja Lo-re.

Ha tehat van algoritmusunk L, eldéntésére — x € L4-re kiszamitjuk
f(x)-et, eldontjik f(x) € Lo? = tudjuk, hogy x € L, igaz-e. +/

Ha tudnank, hogy L nehéz, és tudjuk, hogy L < L' = L is nehéz
lenne.

Ha L’ kdnny(, és L nem lényegesen nehezebb ndla, akkor L is kdnnyd.
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Iranyitott Hamilton-kér probléma (IH)

IH =< H.

Bizonyitas.

G = (V, E) egy iranyitott graf — G' = (V', E') iranyitatlan graf

hogy G' gyorsan megépitheté és

G-ben 3 iranyitott Hamilton-kér <+ G'-ben 3 iranyitatlan Hamilton-Kor.
vV = {Vb67 Vie, Vi | Ve V}a

E' = {(Vbe, V), (Vs, Vi) | v € V} U {(Uki, Vbe) | U — v € E}.

U v Upe Usx U Upe Usx Uk

v(G)=n,e(G)=e = v(G)=3n,e(G)=2n+e = O(n+e)
lépésben megkaphata.
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Bizonyités.

G-beli F iranyitott Hamilton-kérének megfelel G’ egy F’ Hamilton-kére.

u v Upe Ux Uk Upe Vs Uki

Az F egy u — v éle — az F’-ben az u, — Uyj — Vpe — Vi Ut.

Ezért Ge IH — G e H

Ha G'-ben van egy F’ C E’ Hamilton-kér — egy u,-bdl indulva egy
uki felé lépjink eldszor

= csak U, — Uk — Vpe — Vi alaku lehet utana = ez az ut megfelel
G-ben egy u -> v élnek. Ezt tovabb folytatva Hamilton-kért kapunk
G-ben.

Ezért G e H — G e IH. O]

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 15. eléadas 297/ 401



A Karp-redukcio felhasznalasa

Tétel

1. HalLy < Ly és L, € P, akkor Ly € P.

2. Haly < L, és L, € NP, akkor Ly € NP.

3. Ha Ly < Ly, akkor Ly < Ly, ahol L; = I" \ L;.

4. HaL{ < L, és L, € coNP, akkor Ly € coNP.

5. Halq < Ly és Ly, € NP N coNP, akkor Ly € NP N coNP.
6. Haly < L, és L, < L3, akkor Ly < Ls.

| A

Bizonyitas.

Legyen f az X Karp-redukciéja Y -re, ahol f cyn* id6ben szamolhatd.
X egy bemenet, melyrél szeretnénk eldénteni, hogy x € X teljestl-e,
n az x hossza.
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Bizonyitas.

1.: Kiszamitjuk f(x)-et — id6igénye < c;n* = |f(x)| < ¢c1n*.

Y felismeré algoritmusaval c;|f(x)|' idében eldéntjiik, hogy f(x) € Y
igaz-e.

— id6igénye < cy(cyn*)

x € X & f(x) €Y = dsszid6 O(n) /

2.: Az f(x) € Y tény egy t tandja j6 x € X tandjanak is, és az Y-hoz
tartozo T tanusito algoritmus egy kis modositassal jo lesz az X
tanusito algoritmusanak is.

T' az (x,t) bemenetre el6szér kiszamitja f(x)-et, majd az (f(x), t)
parra alkalmazza T -t.

Ha az eredmény IGEN, akkor legyen T’ eredménye is IGEN, kilénben
pedig NEM.

|t = O(If(x)[°) = |t| = O(n°)

T lépésszama, ha T lépésszama O((|y| + |t])'):

O(n*) + O((If(x)| + [t])') = O(n*) + O(If(x)|”) = O(n').

4
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Bizonyités.
3.: X-nek egy Karp-redukcidja Y-ra egyben egy Karp-redukcié X-rol
Y-re, hiszen x € X <= f(x) € Y ugyanaz, mintx ¢ X < f(x)¢ Y
4. —2.,3.

5. «<2.4.

6.: Legyen faz X < Y fliggvénye, ami O(n*) idében szamolhat6

és g az Y < Z fliggvénye, ami O(n') idében szamolhatd.

Az X < Z fuggvénye g(f(x)) lesz, ami O((n®)) = O(n") idBben
szamolhato. mj
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NP-teljes nyelvek

Definicio

Az L C I* nyelv NP-teljes, ha

1. L € NP,

2. tetszbleges (azaz minden) L' € NP nyelv esetén létezik L' < L
Karp-redukcio.

Egy NP-teljes nyelv tehat legaldbb olyan nehéz, mint barmely mas
NP-beli nyelv.

Ha egy ilyen nyelvrdl kideriilne, hogy P-beli (coNP-beli), akkor ugyanez
igaz lenne minden NP-beli nyelvre.

Van-e NP-teljes nyelv?
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Cook—Levin-tétel

Definicid

Az f:{0,1}" — {0,1} fiiggvényeket n-valtozds Boole-fliggvényeknek
vagy Boole-formulaknak hivjuk.

Minden Boole-fiiggvény felirhaté az xi, . .., X, Boole-valtozdk, a A,V , =
logikai miveletek és zardjelek segitségével.

Pl. Boole-formula:
(X1 VX2V X5)A(X3V X2V XV Xq)A (X5 V Xg)

Definicio

SAT nyelv: a kielégitheté Boole-formulak nyelve.
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Cook—Levin-étel

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)

A SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

SAT € NP, mert egy kielégités (értékadas a valtozéknak) megfelelé
tand. /

Be kell latni, hogy VL € NP nyelvre létezik egy L < SAT Karp-redukcio
— (x € L?) kérdés tetszbleges x € I" inputjahoz meg kell adnunk
egy ¢ Boole-formulat, mely pontosan akkor kielégithetd, ha x € L.
Legyen M a tanu-tételben garantalt TG L-hez, azaz M (x, y) parokat
fogad el dgy, hogy x € L < van olyan y, amire (x, y)-t M elfogadja.
Adunk egy Boole-formulat, ami pontosan akkor kielégithet6, ha M
elfogadja (x, y)-t valamely y-ra.
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Most a Boole-formula valtozéit definialjuk, melyek M
munkaszalagjanak allapotat irjak le.

ox[i,j] = 1 haazi-edik Iépés utan a j-edik cella tartalma 0
JI = 0 katénben

X[ = 1 ha azi-edik Iépés utan a j-edik cella tartalma 1
S = 0 kilénben
ix[i ] = 1 ha azi-edik lépés utan a j-edik cella tartalma (i
S = 0 kilénben
flij] = 1 haazi-edik lépés utan a fej j-edik cellan all
JI =\ 0 kalénben
lis] = 1 haazi-edik lépés utan M belsé allapota gs
a8l = 0 kalénben.

v
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Bizonyitas.

Legyen M idbkorlatja O(n°).

Le kell irni: a szalag egy mez6jén minden idbpontban éppen egy
szalagjel van; a fej minden id6épontban a szalag egyetlen celldjan van;
a gép minden idépontban egyetlen allapotban van.

Pl. azels6: (0 <i<n® 1<j<n° parra

(OX[i, ] v 1x[i, ] v ax[i, ])A

AOX[i, j]1 vV 1x[i, j]) A (Ox[i, f] v ax[i, j]) A (1x[i, j] v dx]i, ])-

Osszesen (n° + 1)n° ilyen formula.
Atmenet flggvény leirasa: pl. 5(gs,1) = (g, 0, bal) =

<(q[i,s]/\1x[i,l]/\f[i,l]) = (q[i+1, K| AOX[i+ 1, | Afli+1,]— 1]))

O(n?°) ilyen formula.

V.
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Bizonyitéas.
Ahol nincs fej, nincs valtozas:

i, ] = (Ox[i, ] < Ox[i +1,1])

O(n?°) ilyen formula (1-re és U-re is).
Kezdd helyzet: g[0, 0] A f[0, 1]

Input leirdsa: 0x[0, 1] A 1x[0,2] A 0x[0, 3] ...
Elfogadé allapot: 1x[n°, 1]

Mindenilyen i = 0,1, 2, ..., n°re ES-sel dsszekapcsolunk.

Szabadsagi fok: a sugas helyén nincs megkdtve semmi
Ez a Boole formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha van megfeleld
sugés x-hez. /

Ol

v
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Ha az Ly nyelv NP-teljes, L, € NP és Ly < Ly, akkor L, is NP-teljes.

Bizonyités.

Lattuk, hogy a Karp-redukcio tranzitiv.

— Ha X < Y és Z < X teljesll VZ € NP problémara.

—> Z < Y teljesll VZ € NP problémara.

— Y € NP-nehéz.

Mivel Y € NP is —> Y & NP-teljes. O

Nem kell mar minden NP-beli nyelvet az L,-re redukalni; elég ezt
megtenni egyetlen NP-teljes Ly nyelvvel.
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NP-nehéz nyelvek

Definicid

Az L C I* nyelv NP-nehéz, ha tetszbleges (azaz minden) L' € NP nyelv
esetén létezik L' < L Karp-redukcio.

Azaz most nem kdveteljik meg az NP-beliséget.

A Karp-redukcié tranzitivitdsabol kdnnyen belathatd a kévetkezd tétel.

Ha van olyan NP-teljes L' nyelv, melyre L' < L, akkor L NP-nehéz.

Tehat L pontosan akkor NP-teljes, ha NP-beli és ugyanakkor NP-nehéz
is.
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Algoritmuselmélet
NP-teljes problémak

Katona Gyula Y.
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Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

16. eldadas

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 16. eléadas 309/ 401



Konjunktiv normalforma

Konjunktiv normal forma:
(X1 VX2V X3)A(X3V X4V X7V X18)A(Xg V X190V X13) A ...

Minden Boole-formulanak létezik konjunktiv normal formaja.

k-konjunktiv normal forma: ha ¢ = ¢1 A --- A ¢n, akkor minden ¢;-ben
legfeljebb k literal szerepel. Pl.: 4-CNF:

(Y1 V Xo V X3 \/X4) A\ (X4 V X7 \/Y18) A (Xg V X190 \/713).

Definicio

Jeldlje k-SAT a kielégithet6 k-CNF-ekbdl allé nyelvet.

k-SAT € NP < tanu egy kielégités.

2-SAT € P.
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3-SAT NP-teljes.

Bizonyitas.

Belatjuk, hogy SAT < 3-SAT.
Tetszbleges ¢ formulahoz kell adni egy 1-t, amely 3-CNF, ekvivalens
¢-vel és polinom idében szamolhato.

Kifejezésfa: (x1 V X2 V X3 V Xg) A (X2 V X3 V X4)

Iy D) T3 Ty D) T3 Ty
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A kifejezésfa minden csucsahoz rendeljiink egy Uj valtozét: z;
€s egy ¢; Boole-formulat, ami megadja z; értékét:
usv=(UVvv)A(uVvy)

zi=2zNzx leirasa z < (Zj A z) =
= (@aV(zANz))N(ZVI(ZA2z)) =
= (@GVZVIIAEZVZ)A(FV )

zi=2Vz leirasa zi & (ZjV zk) =
= (@VEVa)AGV(ZVa) =
= (Z,'\/?j)/\(Z,'\/Z_k)/\(Z'\/Zj\/Zk)

Legyen z;,, a gy6kérhez rendelt valtozoé.
Y = (A@j) A Zm

Ez ekvivalens ¢-vel, és polinom idében szamolhat6. +/ O
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3-SZIN

A 3-SZIN nyelv NP-teljes.

Mar lattuk, hogy € NP, belatjuk, hogy 3-SAT < 3-SZIN.
g Hp) X3

Tetszobleges ¢ 3-CNF-hez épite-
niink kell egy polinom méretii G A\ p
grafot Gigy, hogy v € 3-SAT pont :
akkor igaz, ha G € 3-SZIN. y

Zold igen = minden ;-ben van zéld. O
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Maximalis méretl flggetlen ponthalmaz grafokban

ya + Ve
MAXFTLEN — {(G, k)‘ G egy graf, k € 27, €s }

G-nek van k elem( fliggetlen csucshalmaza

A MAXFTLEN nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemi S C V(GQ) flggetlen
csucshalmaz. /
Megadunk egy 3-SZIN < MAXFTLEN Karp-redukciét G — (G, k')

G € 3-SZIN pontosan akkor, ha (G, k') € MAXFTLEN. (%)
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Bizonyités.

G’ megadéasa: Vegyiik G harom masolatat (G(V, G®, GO®)), minden
csucs harom példanyat 6sszekétjuk.

V(G| = 3|V(G)| es
|E(G)| = 3|V(G)| + 3[E(G)I,
legyen k' = |V(G)|.

am G2 G®)
Ha G szinezhet6 3 szinnel — G'is —
a piros pontok halmaza G'-ben fliggetlen és |V(G)| van belélik. /
Ha G'-ben van |V(G)| figgetlen, akkor legyen S egy ilyen ponthalmaz
G'-ben.
— Minden G-beli x pontnak pontosan 1 példanyat tartalmazza S.
— Az x pont legyen sarga / piros / z6ld, ha ez a példany G("-ben /
G®-ben / GO®)-ban van. — ez j6 szinezés G-ben. ./ O

4
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Maximalis méretl klikk

MAXKLIKK = {(G, k)| G-ben van k pontu teljes részgraf}.

A MAXKLIKK nyelv NP-teljes. \

Bizonyités.

MAXKLIKK € NP: tanu egy k-elemi S C V(G) teljes részgraf. /
Megadunk egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp-redukciot:

f(G, k) = (G, k) (fuggetlen ponthalmaz a komplementerben teljes
graf). +/ O
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A 3 dimenzidos hazasitas

Parositasi feladat altalanositasa: Legyenek U, Us, Us azonos méretl
véges halmazok = |U;| = t.

Adott még U; x U, x Uz valamely S részhalmaza = (uy, Uo, U3)
alaku harmasok.

Kivalaszthat6-e S-bol egy haromdimenziés hazasitas?

= olyan t-elem{i S’ C S részhalmaz, mely minden U;-beli pontot
lefed. (Mivel t-elem(l, mindent csak egyszer fedhet le.)

3-DH: olyan U1, Us, U3;

S C U; x Us x Uz rendszerek, me-
lyeknél S-bdl kivalaszthatd egy harom-
dimenzidés hazasitas.
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A haromdimenzios hazasitas

A 3-DH feladat NP-teljes. \

Bizonyités.

3-DHeNP ./
3 3-SAT ~ 3-DH 0
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X3C

Pontos fedés harmasokkal: adott egy U véges halmaz, és U
haromelem részhalmazainak egy F = { X1, Xz, ..., X} csaladja.
Eldéntendd, hogy az F-bdl kivalaszthatdk-e paronként diszjunkt
halmazok, melyek egyuttesen lefedik U-t.

Jeldlje X3C azokat az (U, F) parokat, melyekre igen.

Az X3C nyelv NP-teljes. \

Bizonyités.

X3C € NP teljesul: tanu egy pontos fedés.

Megmutatjuk, hogy 3-DH < X3C.

X3C altalanosabb probléma, mint 3-DH. Ha van algoritmus az
altalanosra, akkor azzal a specidlis is megoldhaté. / O

Ha L NP-nehéz és L’ altalanositasa L-nek, akkor L’ is NP-nehéz.
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Hamilton-kér probléma

A IH nyelv NP-teljes.

Az H nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy H € NP, /

és lattuk, hogy IH < H. / O
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Utazé Ggyndk probléma

Utazé ligynok feladat:

Adott egy G iranyitatlan graf pozitiv egészekkel sulyozott élekkel.

A cél minél révidebb 6sszsulyd Hamilton-kért talalni G-ben.

= Ut nyelv: olyan (G, k) parokbal all, melyekben G egy sulyozott éll
irdnyitatlan graf, k egy nemnegativ egész, és G-ben van k-nal nem
nagyobb sulyt Hamilton-kéor.

Az Ut nyelv NP-teljes.

Bizonyités.

H altalanositdsa <= minden él stlya 1 és k = |[V(G)|. / O
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:

adottak az s1,...,sm > 0 sulyok, ezek vq,..., vy > 0 értékei, valamint
a b megengedett maximalis 6sszsuly.

TegyUk fel, hogy az s;, v;, b szamok egészek.

A feladat az, hogy talaljunk egy olyan / C {1, .., m} részhalmazt,
melyre > ,;.,s; < b, és ugyanakkor ), , v; a lehetd legnagyobb.

= Input: S1,...,8m; V1...,Vm; b; Kk

Hat = {(s1,82,...,5m; Vi, Vo, ..., Vm; b; K)|sj, b, k > 0 egészek, és

vanolyan / C {1,...,m} melyre Y "s; < bés Y v;>k}.

iel iel

VegyUk azt a specialis esetet, amikor s; = v; és b = k:
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A Részhalmazdsszeg
Részhalmazdsszeg probléma:

_ _ S, b > 0 egészek,
RH = {(31""’Sm’b) ésvanolyan / C {1,...,m} hogy > ;.,;si=b [
Az RH nyelv NP-teljes. \

Specialis eset: Particié feladat, ahol b = %Z Sj.

s; > 0 egészek, és van olyan }

Particio = {(31,...,3,”) IC {1,.... m}, hogy Zielsi:%2;11 s

Ol

v
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A Partici6 feladat

A Particio nyelv NP-teljes.

Bizonyités.

Particié € NP. /

Belatjuk, hogy RH < Particio, pedig RH altalanosabb!

Vegyik az RH egy x = (sq, ..., Sm; b) inputjat.

= Feltehetd, hogy b< s=>"",s;.
f(x)=(s1,...,8m,s+1—b,b+1).

A szamok Osszege 2s + 2, az utols6 két szam nem lehet egy particié
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s+ 2 > %(23 +2).

RH-nak megoldédsa az R C {sy, ..., Sm} szamhalmaz< a megoldashoz
vegylk hozza (s + 1 — b)-t & PARTICIO-nak megoldasa az
RU{s+ 1 — b} szdmhalmaz. O
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Algoritmuselmélet
Bonyolultsagelmélet

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

17. el6adas
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A kbzvetlen elérést géep (RAM)

Random Access Machine
— Memo6ria minden cellja egy l1épésben elérhetd.

input szalag

Katona Gyula Y. (BME SZIT)

Algoritmuselmélet

 \
utasitds . T akkumulator
szamlald Prog &
7o
tar
Y

output szalag
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Utasitasok —

Aritmetika | Adatmozgatds | Vezérlés
ADD op | LOAD op |JUMP cimke
SUB op| STORE op |JGTZ cimke
MULT op | READ op | JZERO cimke
DIV op | WRITE op | HALT

op

= = i: az i szamot jelenti

= j: i sorszamu cella tartalma

— xi: az | sorszamu cellaban levd sorszamu cella tartalma, pl.

r[0] = —4 és r[1] = 0 = a =1 operandus jelentése —4
Az aritmetikai miveleteknél az els6 argumentum az akkumulator, a

masodik az op

— eredménye — akkumulator
Példaul ha r[0] = 17 és r[1] = 2, akkor DIV 1 hatdsdraa 8 = [17/2]
érték kertl az akkumulatorba.
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Aritmetika | Adatmozgatas | Vezérlés

ADD op | LOAD op | JUMP cimke
SUB op| STORE op |JGTZ cimke
MULT op | READ op | JZERO cimke
DIV op | WRITE op | HALT

A READ beolvassa az input cella tartalmat op-ba és 1ép
A WRITE kiirja az op-ot az output cellaba és 1ép
A STORE op = akkumulator tartalma — op

LOAD forditva.
HALT — megall.

JZERO: Ha r[0] = 0, akkor ugrik
JGTZ: Ha r[0] > 0, akkor ugrik.
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Kéltségszamitas

Uniform koltség: végrehajtott utasitasok szama

Pl. az f(n) = 32" fiiggvény kiszamithaté O(n) uniform kéltséggel:
— legyen x := 3, majd n-szer iterédlva x := x°.

De a k-adik iteracios lépésben két 2%-jegyli szamot szorzunk ssze.

— Az eredménynek tehat 2"+ jegye lesz.

Logaritmikus koltség: egy utasitas kéltsége a benne szerepld adatok
0sszhossza. Egy program logaritmikus kéltsége a végrehajtott
utasitasok koéltségeinek az 6sszege.

Példa: ADD x1 uniform kéltsége 1. A logaritmikus kéltsége viszont

hossz(r[0]) + hossz(r[1]) + hossz(r[r[1]]) + hossz(1),

ahol r[i] a belsd tar i-edik cellajanak a tartalmat jeldli.

Ha nincs MULT és DIV akkor a logaritmikus kéltség valds koltség
Legjobb ismert algoritmus O(nlog nloglog n)

Ha tudjuk, hogy a RAM-program veégig < / hosszl szavakkal dolgozik
= m uniform kéltség — O(/m) logaritmikus
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Szimulacidk
[Turing-gép+>RAM szimulacidk]

(1) Tetszbleges M Turing-gép szimulalhaté O( Ty (n)log Ty(n))
logaritmikus kéltségl RAM programmal. A szimulacio uniform kéltsége
O(Tum(n).

(2) Egy t(n) logaritmikus kéltségl, MULT és DIV utasitasokat nem
tartalmazé RAM-program szimulalhatdé olyan N Turing-géppel,
melynek az id6igényére Ty(n) = O(t2(n)) teljesiil.

Bizonyitas.

(1) M egy k-szalagos Turing-gép.

M bemenete —> RAM input szalag

A RAM belsé taranak elsé c cellajat munkateriletként hasznaljuk
— M belsé allapota, és itt kap helyet az a k cella is, amelyekben a M
fejeinek helyzete van

— Osszeféslilve az M szalagjainak tartalmat
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Bizonyitas.

A RAM programja — M atmeneteinek leirasa — megvaldsithato
if...then... utasitasokkal (indirekt cimzes) uniform kéltség: O( Ty(n))
logaritmikus kéltség: az M szalagjelei és belsé allapotai (M-t6l fliggd)
konstans hosszusaguak

a fejek helyét leird mutatok pedig O(log Ty(n)) bittel abrazolhatok
= O(Tum(n)log Ty(n))

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 17. eléadas 331/401



(2) A RAM-programot szimulalé N gép szalagjelei
— {0517'1-’_’#70}'

[ A RAM bels6 tara

[ Az akkumulétor tartaima

| Munkaszalag

[ A RAM input szalagja

[ A RAM output szalagja

Els6 szalag:

[ #i#cimq#adat, ##cimo#adato ##cims#adats##cim, #Uj-adat, ##cimg#Uj-adats ##cimp#ij-adat, . . .

Bels6 tar olvasasa ./ irésa (végére) ./
RAM alaputasitasok — N allapotcsoportjai —> ezek kozott
atmenet O

v
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Lépésszam: az alaputasitasok —a MULT és DIV kivételével —
megvaldésithatok agy, hogy N lépésszama az utasitasban szerepld
adatok hosszaval plusz az els6 szalag érdemi részének hosszaval
aranyos legyen.

sz

osszkoltség: t(n)O(t(n)) = O(t?(n))
Ha MULT és DIV is van benne: O(t3(n))
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Algoritmuselmélet
Kdzelitd algoritmusok

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

18. eldadas
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K&zelitd algoritmusok

Hatha nem sziikséges pontos megoldas, elég az optimumtél nem tul

messze levo is.
Ladapakolas: Adottak az sy, ..., sp (racionalis) sulyok, 0 < s; < 1. A
cél a sulyok elhelyezése minél kevesebb 1 sulykapacitasu ladaba.

NP-nehéz, a PARTICIO probléma visszavezethetd ra.
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Ladapakolas

FF-maodszer (first fif): VegyUnk elészoér Ures ladakat, és szamozzuk
meg 6ketaz 1,2,..., megészekkel.

TegyUk fel, hogy az s1, ..., s;_1 sulyokat mar elhelyeztik. Ekkor s;
kerlljén az els6 (legkisebb sorszamu) olyan ladaba, amelybe még
befér.

2 3
1. 5 Y 8.
4. B
B
4.
2 3. 5
1 7 8.
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First Fit

Tétel

Jelblje a Ladapakolas probléma egy | inputjiara OPT (I) az optimalis
(minimalisan elegend6), FF(I) pedig az FF-mddszer altal
eredményezett ladaszamot. A probléma tetszbleges | inputjara
teljesdl, hogy FF(I) < 20PT(l).

Bizonyitas.
(>4 sil < OPT(I)

FF(l) < [2Y",si] <= nincs két olyan lada, amely nincs félig kitoltve.
Felhasznaljuk, hogy [2x] < 2[x]:

m

FF()<[2) s < 2[§mj si] <20PT(l).

i=1 i=1

Vv L]
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First Fit

A probléma tetszbleges | inputjara teljesdl, hogy FF(I) < [1.70PT(l)].
Tovabba vannak tetszblegesen nagy meéreti | inputok, melyekre
FE() > 1.7(OPT(I) — 1).
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First Fit Decreasing
FFD-modszer (first fit decreasing): elészér rendezzik a sulyokat nem
ndévod sorrendbe, utana alkalmazzuk az FF-mdédszert.

1 2 3. 4
5. 6. 7 F—=—
- 9 o N - 7 - 6 -
1 2 3. 4 5

Tetszbleges | inputra teljesdil, hogy FFD(I) < %OPT(/) +4,és
tetszblegesen nagy méretii | inputok vannak, melyekre
FFD(I) > L OPT(/). (4 =1.222..))
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Jobb approximacio

Tetszbleges > 0-hoz van olyan P linearis algoritmus, amire
P() < (1+e)OPT(I)+1.

Futasideje: O(n) _|_ 220((1/5) log(1/¢))
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Euklideszi utazé Ggynok probléma

Az npontu K, teljes graf élein adott a nemnegativ értékli d
sulyfiggvény. Erre teljestl a haromsz6g-egyenlbtlenség: tetszbleges
kiilénb6zd u, v, w cslicsokra érvényes a d(u, w) < d(u, v) + d(v, w)
egyenlbtlenség (az euklideszi feltétel).

A cél egy minimalis 6sszsulyd Hamilton-kér keresése.

KereslUink egy minimalis &sszsulyu feszitéfat (pl. Kruskal),
megkettézzik az éleit és ,korbejarjuk” egy Euler-kdrsétaval.

A minimdlis feszitdfa dsszsllya legyen s — Euler-séta hossza 2s.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 18. eléadas 341/401



Ez nem Hamilton-kér — levagjuk a féldsleges részeket, kbzben
réviditlnk is.

Ha az optimalis Hamilton-kdrbdl elhagyunk egy élet — egy legalabb
s sulyu feszitéfat kapunk.
A modszer legfeljebb 2-szer akkora utat ad, mint az optimalis.
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Véletlent hasznaldé moédszerek

Elony: Gyorsabb lehet.
Hatrany: Kis valészindséggel hibas valaszt kapunk.

Probléma: Adott behelyettesitéssel (fekete dobozzal) egy n-valtozés
f € Z[x,...,Xxn] egész egyitthatés polinom. Tudjuk, hogy deg f < d.

El akarjuk donteni, hogy f azonosan nulla-e.

Pelda: f(xy, X2, ..., Xen) = (X1 + X2)(X3 + Xa) - - - (Xon—1 + Xep)
Példa:
X1 ... Xin
D = det :
Xn‘] PR Xnn
Minél hamarabb szeretnénk talélni egy o = (v, ..., ap)-t, amire
f(a) # 0.

Pl. egy valtozéra jol latszik.
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Schwartz lemma

A

Hadegf < d, ésay,...,a, egyenletes eloszlasu, egymastdl fliggetlen
véletlen elemei az {1, ..., N} szamhalmaznak, akkor f # 0 esetén
Prob(f(a) = 0) < &.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 18. eléadas 344/ 401



A Schwartz lemma kdvetkezménye

Az {1,2,...,2d} halmazbdl vett véletlen n-komponensi o vektor
esetén Prob(f(a) #0) > 1/2, ha f # 0. Ekkora halmazbdl valasztva
tehat legalabb 1/2 valdszinliséggel adodik tanu. Ha t-szer fliggetlendl

valasztunk ilyen helyettesitést, akkor legalabb 1 — % valdésziniiséggel
kapunk tandat.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 18. eléadas 345/ 401



Alkalmazas

Randomizalt médszer teljes parositas keresésére paros grafban.
Legyen G = (L, U; E) paros graf, L={h,..., I} és U ={uq,...,un}
M = (mj) n-szer n-es matrix —

mi — Xijj ha (/,', Uj) € E,
U 0 kulénben.

Az xj-ket valtozoként kezeljik.
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Alkalmazas

G-ben akkor és csak akkor van teljes parositas ha det M nem az
azonosan 0 fliggvény.

Bizonyités.

A determinans egy tagja: £mq1)Mar2) - Mpr(n)-

Hanem 0 = (/,uy;y) € E,i=1,...,n, = teljes parositas.
Ha tehat G-ben nincs teljes parositas, — detM = 0.

Ha viszont van G-ben teljes parositds — 3 nem 0 kifejtési tag.
A determinans tagjai nem ejthetik ki egymast, mert barmely kett6ben
van két kilénb6zé valtozé.

Az el6z6 modszerrel eldénthetjik, hogy det M = 0 igaz-e. O

v

Hasonl6an megy nem paros grafokra is.
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Primtesztelés

Bemend adatként adott (binarisan) egy m paratlan egész; szeretnénk
elddnteni, hogy m primszam-e.

Fermat-teszt (m)

1. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbal.

2. Ha Inko(a, m) # 1, akkor a valasz ,m Gsszetett”.

3. Ha @™ ' =1 (mod m), akkor a vélasz ,m valosziniileg prim”,
kUlénben a valasz ,m dsszetett”.

2. Euklideszi algoritmussal gyorsan végrehajthaté.
3. Gyors hatvanyozassal gyorsan végrehajthato.

Ha azt kapjuk, hogy ,m 6sszetett” —> ez biztos igaz.
Pl. m=21=7-3ésa=2 — aaz mFermat-tanija, hiszen 22 = 4
(mod 21).
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Primtesztelés
Tétel

Ha m-nek van olyan a Fermat-tanidja (1 < a< més a™ ' # 1
(mod m)), melyre Inko(a, m) = 1, akkor az [1, m) intervallum
egészeinek legalabb a fele Fermat-tandu.

Legyen atant = a™ ' # 1 (mod m) és ¢y, Gy, . . ., Cs Nem tanuk

— ¢ '=1 (mod m)

Feltehetjlk, hogy a, ¢; relativ primek m-hez.

= (ac)™ '=a" "¢ ' =a"" #£1 (mod m) = ac; tanu.

Ha ac; = ac; (mod m) — m|ac; — ac; = a(c; — ¢;) = m|c; — ¢,
hiszen Inko(a, m) = 1. = acy, acs, . .., acs mind kilénbdzéek
lesznek = legalabb annyi tand, mint nem tand. ./ O

Vannak olyan szamok, amelyeknek nincs tanujuk: Carmichael-szamok
Pl. 561 =3-11-17

Alford, Granville, Pomerance, 1992 — végtelen sok ilyen szam van



Rabin-Miller teszt

Legyen m egy pératlan természetes szam. Irjuk fel m —1-et

m — 1 = 2Kn alakban, ahol n pératlan. Az1 < a < m egész
Rabin—Miller-tanu (m dsszetettségére), ha az

al—1,a"+1, @"+1,..., 8 "1

szamok egyike sem oszthaté m-mel.
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Rabin-Miller teszt

Ha m prim, akkor m-hez nincs Rabin—Miller-tand.

Bizonyités.
a1 = (@ )@+ )@ 1) (1)

m prim = a kis Fermat-tétel szerint m osztja a bal oldalt.
— m osztja a jobb oldal valamelyik tényez6jét — a nem
Rabin—Miller-tand. O

Tétel

Ha m Gsszetett, akkor az 1 < a < m feltételt teljesité a egészeknek
legalabb a fele Rabin—Miller-tand.
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Rabin-Miller teszt

RM(m)

1. Irjuk fel m — 1-et m — 1 = 2kn alakban, ahol n paratlan.

2. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbdl.
3.Haaza"—1, a"+1, @"+1,..., & '"+ 1 szamok egyike sem
oszthatd6 m-mel, akkor megallunk azzal a vélasszal, hogy ,m
Osszetett”, kulénben megallunk azzal a valasszal, hogy ,m
valoszinlleg prim”.
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Kolmogorov-bonyolultsag

Milyen réviden lehet leirni valamit?

TekintsUk azokat a természetes szamokat, amelyeket magyar nyelven
legfeljebb 100 billenty-lettéssel definialni lehet.

A billentylik szama véges — ezen szamok halmaza is véges

= Van tehat egy legkisebb N természetes szam, amit nem lehet
definiélni a fenti médon.

N az a legkisebb szam, amely nem definialhato magyar nyelven
legfeljebb szaz billentyd-lelitéssel. < egy szaznal rovidebb jelsorozat

irogép-paradoxon

n = 2K — 10 alaku szamok binaris kédja k = log, n hosszd.

Viszont a 2K — 10 kifejezés hossza csak log, log, n+ konstans.
Régzitstink egy U univerzalis Turing-gépet, és értelmezzik az x € I*
sz6 bonyolultsagat mint a legrévidebb y+#z input sz6 hosszat, melyre
U az x sz6t szamitja Ki.

Az U gép valasztasatél nagymeértékben fliggetlen, és aszimptotikus

értelemben j6 kdzelitését adja az ,optimumnak”.
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Kolmogorov-bonyolultsag

Definicié
Legyen M egy TG amely az fy, : I* — I* parcialis fliggvényt szamolja
ki. Jeléljik Cy(x)-szel annak a legrévidebb bemend szénak a hosszat,
mellyel elinditva M az x szot adja eredmeénylil:

Cun(x) = min{|y|: y € I, fu(y) = x} hailyen y létezik,
M= o kulénben.

A Cp(x) szam méri, hogy x mennyire nyomhat6 éssze akkor, ha a
kibontast, vagyis az dsszenyomott sz6 visszafejtését az M algoritmus
végzi.

Konkrét x-re: 3 My gép, hogy Cp,(x) =0,

és 3 M> gép, hogy Cpu,(x) = oo.
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Kolmogorov-bonyolultsag

Legyen U egy univerzalis Turing-gép. Ekkor tetszbleges M
Turing-gépre létezik egy (csak M-tél fliggd) cy € Z+ allando, mellyel
minden x € I* szdra teljeslil a kbvetkezb egyenlbtlenség:

Cu(x) < Cu(x) + cu.

Bizonyités.

M gép leirasa — w € [*, tehat M = M,,.

Legyen y egy legrévidebb sz6, amibdél M az x-et bontja ki:
=y €I, fuly) = x, és |y| = Cu(x),

— U a w#y bemeneten x-et adja eredményll —-

Cu(x) < |wi#y| = |w#| + |y| = [w#| + Cum(x)
= cy = |W#|. \/ ]
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Kolmogorov-bonyolultsag
Tétel

Legyenek U, és U, univerzalis Turing-gépek, melyek input abc-je

I = {0,1}. Ekkor van olyan ¢ = cy, u, allando, hogy minden x < I*
szora

|CU1 (x) — CUz(X)| <¢C.

A\

Bizonyités.

CU1 (x) < CUZ(X) =+ Cu, és CUZ(X) < CU1 (x)+ Cy, - \/

Definicio

Régzitsiink egy U univerzalis Turing gépet. Legyen x € I*. A
C(x) := Cy(x) mennyiség az x sz6 Kolmogorov-bonyolultsaga.
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Kolmogorov-bonyolultsag

C(0010) =7 — C fuggvény nem rekurziv.
Vizsgalhatjuk a C(x,) alaku sorozatok ndvekedési rendjét, ahol
X1, Xo, ... nGvekvd hosszlsagu I*-beli szavak sorozata.

Pl. az n = 2k — 10 alaku szamokra C(n) < log, log, n + ¢ teljesdl
alkalmas ¢’ éllandéval.
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Kolmogorov-bonyolultsag

Tétel

Legyen x € I*. Ekkor C(x) < |x| + k, ahol k egy x-t6l figgetlen
allando.

| \

Bizonyitas.
x-hez hozz4 kell irni egy TG kodjat, ami az inputot az output szalagra
masolja, majd megall. O

<

Definicio
Az x € I* sz6 6sszenyomhatatlan, ha C(x) > |x]|.
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Kolmogorov-bonyolultsag

Legyen k € 7Z.". Legfeliebb 2kt1 — 1 olyan x € I* sz6 van, melyre
C(x) < k. Kévetkezésképpen minden n > 1 egészre létezik n
hosszusagu 6sszenyomhatatlan sz6. Ha n > 8, akkor az n hosszu

I*-beli szavak tébb mint 99 szazalékanak a Kolmogorov-bonyolultsaga
nagyobb, mint n — 8.
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Kolmogorov-bonyolultsag

Bizonyités.

Egyforma y-okra egyforma lesz fy(y) = x is.
— Legfeljebb annyi k-nal nem hosszabb koédu x lehet, amennyi k-nal
nem hosszabb sz6 van: 1 +2 + - .- + 2k=1 4 2k — pk+1 _ 4

He={x € I": C(x) < k}

k = n—1 — nhosszl szavak szama 2", de H,_1-ben legfeljebb

2" — 1 sz6 van.

= Van legaldbb n hosszl kédl sz6. /

A H,_g halmaznak legfeliebb 277 — 1 < 2"~7 eleme van.

— A legfeliebb n — 8 hosszlsagura 6sszenyomhaté szavak aranya
az n hosszu szavak kozétt legfeljebb

2n=7/2n = 1/128 < 1/100. ./ O

v
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Bonyolultsagelmélet Turing gépek nélkal

Az el6z6 eldadasokon a bonyolultsagelmélet részletes, eredeti
definiciéjaval mutattuk be. Van azonban lehetéség a témakort
révidebben, kdnnyebben is ismertetni.

Ehhez nyujtanak segitséget a most kdvetkezd anyagok.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet



Algoritmuselmélet
Bonyolultsagelmélet

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

19. eldadas
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Algoritmusok hatékonysaga

Algoritmus lépésszama:
@ logn = remek
n = nagyon jo
nlogn = egész |0
m? = nem tdl nagy n-re j6
n® = nem tdl nagy n-re lehet j6
n* — nem tdl nagy n-re néha jo
n'% — 50 év mulva, nem tdl nagy n-re lehet j6
n'% — 1 millié év mulva lehet j6
2" = nagyon kis n-re lehet j6, de nagy n-re sohasem
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Algoritmusok hatékonysaga

Az eddig tanult algoritmusok altalaban hatékonyak voltak:
@ a+ b kiszamitasa: Input mérete: n = log a + log b,
Lépésszam: O(log a + log b) = O(n)
@ ab kiszamitasa: Input mérete: n = log a+ log b,
Lépésszam: O((log a + log b) log b) = O(n?)
@ maradékos osztas, legnagyobb kdzds oszto:
Input mérete: n = log a + log b, Lépésszam: O(n?)

@ Grafalgoritmusok (6sszefliggdség, legrévidebb ut, parositas, ...

Input mérete: n = e(G) vagy n = v?(G),
Lépésszam: O(n), O(n?), O(n®)
Van olyan, amit nem lehet hatékonyan kiszamolni:
@ 24 kiszamitasa: Input mérete: n = log a,
Lépésszam> output mérete: log(2?) = a = Q(2")
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Elddntési problémak

Mostantdl csak olyan tipusu feladatokkal foglalkozunk, melyekre a
valasz 1 bit: IGEN vagy NEM, ezek az ugynevezett elddntési problemak.

@ PRIM
Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?

e Ut
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf és két kitlntetett
csucs, s,te V.
Kérdés: Van-e s és t kdz6tt at a grafban?

@ MINUT
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf és két kitintetett
csucs, s, t € V, k egész.
Kérdés: Van-e s és t kozott legfeljebb k hosszl ut a
grafban?
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Elddntési problémak

Legtdbbszor igaz, hogy egy optimalizalasi feladat megoldhaté egy
megfeleld elddntési feladat algoritmusanak néhany futtatdsaval.

Példaul:
Ha MINUT-ra van egy gyors algoritmusunk, akkor binaris kereséssel
O(log e) db futtatassal meghatarozhatjuk a legrévidebb Ut hosszat.

Elég az eldéntési problémakat vizsgalni.

Definicid

Egy eldéntési problémahoz tartozo L nyelv azoknak a bemeneteknek a
halmaza, amelyekre a valasz IGEN. A lehetséges bemeneteket
(amelyek tehat vagy beletartoznak L-be vagy nem), szavaknak hivjuk.
Egy X eldéntési probléma és x bemenet esetén x < X jeldli, hogy az x
bemenetre a valasz IGEN.
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Polinom idében elddnthetd problémak

Jelblje P azoknak az eldéntési problémaknak a halmazat, amelyekhez
van olyan A algoritmus, amely minden x bemenetre helyesen
megvalaszolja a kérdést, és az algoritmus lépésszama polinomialis,
azaz O(|x|¥) valamely k pozitiv konstansra.

(Itt |x| az x bemenet hosszat jeldli, k figgetlen x-t6l.)

Az eddig tanult algoritmusok elddntési valtozata P-ben van.

Probléma

Milyen tulajdonsaga lehet olyan problémaknak, amikrél nem tudjuk,
hogy P-ben van-e?
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Hatékony tanusitvany

Azt mondjuk, hogy az X eldéntési problémahoz van hatékony
tanusitvany, ha van olyan T algoritmus, melynek a bemenete (x, t)
parokbdl all, ahol x az X probléma egy lehetséges bemenete és a
kévetkezo feltételek teljesiilnek: léteznek olyan c és k pozitiv
konstansok, hogy

@ ha x € X, akkorvan olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|°) és

T(x,t) = IGEN,
@ ha x ¢ X, akkor nincs olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|°) és
T(x,t) = IGEN.

e AT algoritmus polinomiélis, azaz a lépésszama O((|x| + |t))¥).

Roéviden: Ha x bemenet esetén az eldéntési problémara a valasz
IGEN, akkor erre van olyan polinom hosszu tanu (t), amirél 7-vel
polinom idében ellendrizhetd, hogy valéban IGEN. Ha a valasz NEM,
akkor viszont nincs olyan révid érvelés, amivel be lehet minket csapni.
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NP-beli problémak

Jeldlje NP azoknak az eldéntési problémaknak a halmazat, amelyekre
van hatékony tanusitvany.

| A

Megjegyzés

Az NP a nemdeterminisztikus polinom id6 réviditése, ami arra utal,
hogy t ,megtalalasa"” nem feltétlendl determinisztikusan térténik, egy
x € X esetén elég, ha megsejtjiik, mi lesz jo. Viszont utana az
ellenérzés, hogy valdban jo a t, amit valasztottunk (kaptunk valakitél),
mar polinom idében megy.
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coNP-beli problémak

Definicio

Egy X eldéntési probléma komplementere az az X-sal jelélt probléma,
melynek bemenete ugyanolyan mint az X esetén, de a valasz
ellentétes. Azaz minden lehetséges x bemenetre

xeXexgX.

Példaul: BSSZETETT = PRIiM

Definicio

Jelblje coNP az NP-beli problémak komplementereibdl allé halmazt,
azaz X € coNP < X € NP.

Vagyis: Az NP-beli problémak esetében a definicié szerint az IGEN
véalaszra van polinom hosszu, polinom idében ellenérizhetd bizonyiték,
a coNP-beli problémak azok, ahol a NEM valaszra van polinom hosszu,
polinom id6ben ellenérizhetd bizonyiték.
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Példak

@ OSSZEFUGGOSEG
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf.
Kérdés: G 6sszefliggd?

t— @G egy feszitéfaja: F;

NP T — ellen6rzi, hogy F tényleg feszitéfa-e G-ben.
i-—UcV

€coNP: | T— ellendrzi, hogy nincs él U és V — U-beli pontok
kdzott
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Példak

@ PAROS-GRAF-PAROSITAS
Bemenet: G = (A, B; E) paros graf
Kérdés: Van-e G-ben teljes parositas?
t— élek E’ részhalmaza;
eNP: | T— ellendrzi, hogy E’ tényleg telies parositas-e
G-ben.
= XCA
T— ellendrzi, hogy teljesul-e | X| > |[N(X)].

€coNP:
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Példak

@ SIKGRAF

Bemenet: G = (V, E) gréf.

Kérdés: Igaz-e, hogy G sikbarajzolhaté?
t— egy sikbarajzolasanak leirasa egy alkalmas
szamsorozattal; (Nem nyilvanvalo, hogy van ilyen
€NP: | polinom méretl t, de a Fary-Wagner tételbdl ko-
vetkezik, hogy igaz.)
T — ellendrzi, hogy t tényleg G sikbarajzolasa.

{— egy Ks-tel vagy K3 3-mal topologikusan izomorf
ccoNP: |részgraf G-ben;
T — ellendrzi, hogy 1 tényleg ilyen részgraf.
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Példak

@ PRIM
Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?
t— Bonyolult, de van ilyen;
T — ellendrzi, hogy t tényleg tanusitvany.

eNP:

f— 1 < k < mszam, ami m osztéja;

€coNP: T — ellendrzi, hogy k osztja-e m-et.
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Példak

Bemenet: G graf.
Kérdés: Van-e G-ben Hamilton-kér?

eNP:

€coNP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanudsitvany.

t— egy C Hamilton-kér G-ben;
T — ellendrzi, hogy C Hamilton-kor-e.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 19. eléadas

375/ 401



Példak

e 3SZIN

Bemenet: G graf.

Kérdés: Igaz-e, hogy G szinezhetd 3 szinnel?
f— egy szinezés megadasa G-ben; (azaz egy
f: V(G) — {p, k, s} fuggvény)
T — ellendrzi, hogy f tényleg egy 3-szinezése G-
nek.

€coNP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.

eNP:
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Példak

@ 3SZIN
Bemenet: G graf.
Kérdés: Igaz-e, hogy G nem szinezhetd 3 szinnel?

ENP: ‘ Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.

t— egy szinezés megadasa G-ben; (azaz egy
f: V(G) — {p, k, s} fuggvény)

T — ellendrzi, hogy f tényleg egy 3-szinezése G-
nek.

€coNP:
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Hatékony tanusitvany P-beli problémakra

A OSSZEFUGGOSEG, PAROS-GRAF-PAROSITAS, SIKGRAF, PRIM
problémakra ismert polinomialis algoritmus is. =

Az algoritmus lefutasanak leirdsa egy hatékony tanusitvany arrais,
hogy a probléma NP-ben van, és arra is, hogy coNP-ben van, hiszen a

végen a valasz vagy IGEN vagy NEM, a leirds pedig polinom
hosszu. =

P C NP és P C coNP

Azaz: P C NP N coNP
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A legfontosabb nyitott kérdések

P £ NP

Ha P = NP teljesulne, akkor minden olyan problémara, amelyrre van
hatékony tanusitvany (azaz NP-beli), lenne polinomialis algoritmus is.
Fogunk mutatni olyan problaméakat, amik NP-beliek, de senki nem tud
rajuk polinomidlis algoritmust.

P = NP N coNP

Eddig minden fontos NP N coNP-beli problémardl kiderdlt, hogy van ra

polinomialis algoritmus, azaz P-beli.
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Algoritmuselmélet
NP-teljes problémak

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

20. elbadas
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Karp-redukcié

Mikor nem Iényegesen nehezebb egy X probléma egy Y problémanal?
Ha Y felhasznalasaval meg lehet oldani X-et is.

— X visszavezethetd a Y problémara.

Legyen X és Y két eldbntési probléma. Az X Karp-redukcioja

(polinomialis visszavezetése) az Y problémara egy olyan polinom

idében szamolhato f figgvény, amely X minden lehetséges

bemenetéhez hozzarendeli Y egy lehetséges bemenetét ugy, hogy
xeX&sf(x)eY.

Jelélés: X <Y, ha X-nek van Karp-redukcidja Y -re.

Ha tehat van algoritmusunk Y eldéntésére —> x € X-re kiszamitjuk
f(x)-et, eldontjik f(x) € Y? = tudjuk, hogy x € X igaz-e. +/

Ha tudnénk, hogy X nehéz, és tudjuk, hogy X < Y

= Y is nehéz lenne.

Ha Y kénny(, és X nem lényegesen nehezebb nala, akkor X is

kénny.
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Iranyitott Hamilton-kér probléma (IH)

IH =< H.

Bizonyitas.

G = (V, E) egy iranyitott graf — G' = (V', E') iranyitatlan graf

hogy G' gyorsan megépitheté és

G-ben 3 iranyitott Hamilton-kér <+ G'-ben 3 iranyitatlan Hamilton-Kor.
vV = {Vb67 Vie, Vi | Ve V}a

E' = {(Vbe, V), (Vs, Vi) | v € V} U {(Uki, Vbe) | U — v € E}.

U v Upe Usx U Upe Usx Uk

v(G)=n,e(G)=e = v(G)=3n,e(G)=2n+e = O(n+e)
lépésben megkaphata.
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Bizonyités.

G-beli F iranyitott Hamilton-kérének megfelel G’ egy F’ Hamilton-kére.

u v Upe Ux Uk Upe Vs Uki

Az F egy u — v éle — az F’-ben az u, — Uyj — Vpe — Vi Ut.

Ezért Ge IH — G e H

Ha G'-ben van egy F’ C E’ Hamilton-kér — egy u,-bdl indulva egy
uki felé lépjink eldszor

= csak U, — Uk — Vpe — Vi alaku lehet utana = ez az ut megfelel
G-ben egy u -> v élnek. Ezt tovabb folytatva Hamilton-kért kapunk
G-ben.

Ezért G e H — G e IH. O]

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 20. eléadas 383 /401



A Karp-redukcio tulajdonsagai

1. HaX <Y ésY c P, akkor X c P.

2. Ha X < Y és Y € NP akkor X € NP.

HaX < Y, akkorX <Y

Ha X < Y és Y € coNP, akkor X € coNP.

Ha X < Y és Y € NP N coNP, akkor X € NP N coNP.
HaX <YeésY <Z, akkor X < Z.

o 0~ W

| A\

Bizonyitas.

Legyen f az X Karp-redukcija Y -re, ahol f cyn* idében szamolhatd.
X egy bemenet, melyrél szeretnénk eldénteni, hogy x € X teljestil-e,
n az x hossza.

A
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Bizonyitas.

1.: Kiszamitjuk f(x)-et — id6igénye < c;n* = |f(x)| < ¢c1n*.

Y felismeré algoritmusaval c;|f(x)|' idében eldéntjiik, hogy f(x) € Y
igaz-e.

— id6igénye < cy(cyn*)

x € X & f(x) €Y = dsszid6 O(n) /

2.: Az f(x) € Y tény egy t tandja j6 x € X tandjanak is, és az Y-hoz
tartozo T tanusito algoritmus egy kis modositassal jo lesz az X
tanusito algoritmusanak is.

T' az (x,t) bemenetre el6szér kiszamitja f(x)-et, majd az (f(x), t)
parra alkalmazza T -t.

Ha az eredmény IGEN, akkor legyen T’ eredménye is IGEN, kilénben
pedig NEM.

|t = O(If(x)[°) = |t| = O(n°)

T lépésszama, ha T lépésszama O((|y| + |t])'):

O(n*) + O((If(x)| + [t])') = O(n*) + O(If(x)|”) = O(n').

4
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Bizonyités.
3.: X-nek egy Karp-redukcidja Y-ra egyben egy Karp-redukcié X-rol
Y-re, hiszen x € X <= f(x) € Y ugyanaz, mintx ¢ X < f(x)¢ Y
4. —2.,3.

5. «<2.4.

6.: Legyen faz X < Y fliggvénye, ami O(n*) idében szamolhat6

és g az Y < Z fliggvénye, ami O(n') idében szamolhatd.

Az X < Z fuggvénye g(f(x)) lesz, ami O((n®)) = O(n") idBben
szamolhato. mj
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NP-teljes problémak

Definicio

Az X eldéntési probléma NP-nehéz, ha tetszbleges (azaz minden)
X' € NP probléma esetén létezik X' < X Karp-redukcid.
Az X eldéntési probléma NP-teljes, ha X € NP és X NP-nehéz.

Egy NP-teljes probléma tehat legaldbb olyan nehéz, mint barmely mas
NP-beli probléma.

Ha egy ilyen problémardl kiderline, hogy P-beli (coNP-beli), akkor
ugyanez igaz lenne minden NP-beli problémara.

Van-e NP-teljes probléma?
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Boole-formulak

Az f:{0,1}" — {0, 1} fliiggvényeket n-valtozés Boole-fliggvényeknek
vagy Boole-formulaknak hivjuk.

| A\

Tétel

Minden Boole-fliggvény felirhaté az xy, . .., X, Boole-valtozok, az
A, V, — logikai miiveletek és zardjelek segitségével.

N,

Pl. Boole-formula:
O =(x1V-x2VX5)A((mX3V X2V (X6 A X1)) A—(X5V Xg))
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Boole-formulak

Definicio

Egy Boole-formula kielégithetd, ha lehet ugy értékeket adni a
valtozdinak, hogy a fliggvény értéke 1 legyen.

PI. ¢'(X1,X2) = (X1 V X2) A\ (—\X1 V —\Xg) klelégitheté, mertha x; = 1 és
xo = 0, akkor ®(xq,x2) = 1
De pl. (x1 A —=xy) nyilvan nem kielégithetd.
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Cook—Levin-tétel

Van-e NP-teljes probléma?

Definicid

SAT probléma:
Bemenet:  Boole-fomula
Kérdés: Kielégitheté-e ¢ ?

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)

A SAT probléma NP-teljes.

Bizonyitas elég bonyolult.
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Ha az X probléma NP-teljes, Y € NP és X < Y, akkor Y is NP-teljes.

Bizonyités.

Lattuk, hogy a Karp-redukcio tranzitiv.

— Ha X < Y és Z < X teljesll VZ € NP problémara.

— Z < Y teljesll VZ € NP problémara.

— Y € NP-nehéz.

Mivel Y € NPis = Y € NP-teljes. O]

Nem kell mar minden NP-beli problémat az Y-ra redukalni; elég ezt
megtenni egyetlen NP-teljes X problémaval.
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A 3-SZiN probléma

A 3SziN probléma NP-teljes. \

Bizonyitas.
Mar lattuk, hogy € NP, belathatd, hogy SAT < 3SZiN.
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Maximalis méretl flggetlen pontrendszer grafokban

MAXFTLEN
Bemenet: Ggréf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-nek k elem( fliggetlen csicshalmaza?

A MAXFTLN nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemii S C V(G) flggetlen
cstcshalmaz. ./
Megadunk egy 3SzIN < MAXFTLEN Karp-redukciot: G — (G, K')

G € 35ZIN < (G, k') € MAXFTLEN
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Bizonyités.

G’ megadéasa: Vegyiik G harom masolatat (G(V, G®, GO®)), minden
csucs harom példanyat 6sszekétjuk.

V(G| = 3|V(G)| es
|E(G)| = 3|V(G)| + 3[E(G)I,
legyen k' = |V(G)|.

am G2 G®)
Ha G szinezhet6 3 szinnel — G'is —
a piros pontok halmaza G'-ben fliggetlen és |V(G)| van belélik. /
Ha G'-ben van |V(G)| figgetlen, akkor legyen S egy ilyen ponthalmaz
G'-ben.
— Minden G-beli x pontnak pontosan 1 példanyat tartalmazza S.
— Az x pont legyen sarga / piros / z6ld, ha ez a példany G("-ben /
G®-ben / GO®)-ban van. — ez j6 szinezés G-ben. ./ O

4
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Maximalis méretl klikk

MAXKLIKK
Bemenet: G graf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-ben k pontu teljes részgraf (k-klikk)?

A MAXKLIKK nyelv NP-teljes. \

Bizonyités.

MAXKLIKK € NP: tanu egy k-elemi S C V(G) teljes részgraf. /
Megadunk egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp-redukciot:
f(G, k) = (G, k) (fuggetlen ponthalmaz a komplementerben teljes

graf). v/ O
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Részgraf izomorfia probléma

RESZGAFIZO
Bemenet: G, H grafok.
Kérdés: Van-e G-ben H-val izomorf részgaf?

A RESZGAFIZO nyelv NP-teljes. \

Bizonyitéas.

RESZGAFIZO € NP: tanU egy részgaf és annak izomorfidja H-val. ./
Megadunk egy MAXKLIKK < RESZGAFIzO Karp-redukciét:

Ha X NP-nehéz és Y altalanositasa X-nek, akkor Y is NP-nehéz.
— RESZGAFIZO specialis esete a MAXKLIKK-nek = NP-nehéz.
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Hamilton-kér probléma

A H nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy H € NP. ./
Belathato, hogy SAT < H. (bonyolult)
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Hamilton-ut probléma

Az H-UT nyelv NP-teljes.

Bizonyités.

H-UT € NP, mert egy Hamilton-at tand. ./
Belatjuk, hogy H < H-UT.

G

=

g
: ;Q

G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-kér, ha f(G)-ben van

Hamilton-ut. O
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:
Adottak targyak sq,...,sm > 0 sulyai, ezek vy, ..., vy > 0 értékei,
valamint a b megengedett maximalis 6sszsuly.
TegyUk fel, hogy az s;, v;, b szdmok egészek.
A feladat az, hogy talaljunk egy olyan / C {1, .., m} részhalmazt,
melyre > ,;.,s; < b, és ugyanakkor ), , v; a lehetd legnagyobb.
—
HAT
Bemenet: s1,...,8m; Vi...,Vm; b; k.
Kérdes: Van-eolyan / C {1,...,m} melyre } ;. s; < b
és Ziel Vi > K?

HAT € NP

Vegylk azt a specialis esetet, amikor s; = v; és b= k. —
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A Részhalmaz 6sszeg probléma

RH
Bemenet: (s1,...,Sm; b).
Kérdes: Van-e olyan / C {1,...,m} melyre )., s; = b?

Az RH nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

RH € NP. /
Belathatd, hogy SAT < RH.

Specialis eset: Particio feladat: ahol b = %Z Si.

PARTICIO
Bemenet: (sq,...,Sm).
Kérdés: Van-e olyan / C {1,..., m} melyre

1
Sic1Si= 30 57

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 20. eléadas 400/ 401



A Particio probléma

A PARTICIO probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.

Particié € NP. ./

Belatjuk, hogy RH < Particié, pedig RH altalanosabb!
Vegylk az RH egy x = (s1, ..., Sm; b) inputjat.

= Feltehetd, hogy b< s=>"T"_s;.
f(x)=(s1,...,8m,s+1—-b,b+1).

A szdmok Osszege 2s + 2, az utols6 két szam nem lehet egy particié
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s +2 > %(25 +2).

RH-nak megoldédsa az R C {sy, ..., Sm} szamhalmaz< a megoldashoz
vegyuk hozza (s + 1 — b)-t < PARTICIO-nak megoldasa az
RU{s+ 1 — b} szdmhalmaz. O
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