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1. Bevezetés 7

1. fejezet

Bevezetés

1.1. Alapfogalmak

Ahhoz, hogy ennek a tantargynak a témajarol beszéljiink, meg kell monda-
nunk, hogy mit értiink iranyitasi rendszeren. Rendszer alatt a valos vilagnak
egy elkiilonithets, egységnek tekinthetd részét értjik. A valés vilagnak a
rendszeren kiviili része a rendszer kornyezete. A rendszer és kornyezete kol-
csOnosen hat egymaésra: a kornyezet rendszerre gyakorolt hatasat inputnak,
a rendszernek a kornyezetre gyakorolt hatasat outputnak nevezziik.

Egy jelenség tanulményozasa soran nagyon sok teriileten nem kozvetlentil
a jelenséget, hanem annak egy modelljét vizsgaljuk. A modell a vizsgélat téar-
gyanak egy olyan - nagyon gyakran matematikai terminologiaval megadott -
reprezentacioja, amelytsl azt varjuk, hogy a vizsgalat targyanak lényeges vo-
nasaival rendelkezzék. Azt reméljiik, hogy a modellen végzett manipulaciok
segitségével a modellezett jelenségrdl 0 ismereteket nyerhetiink azok nélkiil a
veszélyek, koltségek és kényelmetlenségek nélkiil, amit a valosédgos jelenségen
végzett miveletek okoznanak. Az iranyitasi rendszerek elméletében mindig a
rendszer matematikai modelljével foglalkozunk, és rendszerrél beszélvén, az
alatt mindig a rendszer matematikai modelljét értjiik.

Az irdnyitdsi rendszerek elmélete input/output jelenségek tanulmdnyozd-
sdval és iranyitdsaval foglalkozik.

A hangstily ezen jelenségek dinamikus viselkedésének vizsgalatan van,
vagyis azon, hogy a jellemzsk hogyan valtoznak az idében. A cél tobbfé-
le lehet: olyan iranyitasi rendszert szeretnénk tervezni, amely el6irt tulaj-
donsagokkal rendelkezik, vagy adott irdnyitasi rendszerhez olyan iranyitési
fiiggvényt szeretnénk megadni, amely a rendszer ,stabil” viselkedését ered-
ményezi, atviszi a rendszert egy megadott allapotbol egy mésik megadott
allapotba, s6t, ezt valamilyen szempontboél a leheté legkedvezébb modon va-
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8 Optimalis irdanyitasok

lositja meg. Nézziik meg, hogy egy input/output rendszer leirasa és a hozza
kapcsolodod optimdlis iranyitdsi feladat megfogalmazasa milyen elemeket tar-
talmaz.

Az objektum dinamikaja

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt objektum viselkedése minden egyes t idGpilla-
natban teljesen leirhat6 az xq(t), ..., z,(t) paraméterekkel. Az x(t) =
(21(t), ..., 2,(t))" vektort az objektum dllapotvektordnak nevezziik. Itt, és
a jegyzetben mindeniitt a T (,I” felss indexben) a transzponalds jele. Az
allapotvektorok lehetséges értékeinek halmazat X-szel jeloljikk: X C R™.
Megjegyezziik, hogy gyakran X = R", mas esetekben viszont X’ lehet az R™
egy valodi részhalmaza. Allapottér alatt az X halmazt fogjuk érteni.
Tegyiik fel, hogy a kérnyezetnek az objektumra gyakorolt hatédsa minden ¢

idgpillanatban szamszerten az uy(t), ..., u,(t) paraméterekkel jellemezhetd.
Az u(t) = (uy(t), ..., um(t))? vektort inputnak vagy irdnyitdsi vektornak

nevezziik, de hasznaljuk a wvezérlés elnevezést is. Ezeket az elnevezéseket
tobbnyire szinoniméknak tekinthetjiik, a vezérlés vagy iranyitas kifejezés csak
akkor hasznalhatd, ha az illet6 paraméter értékét meghatarozhatjuk. Ha
azonban a kornyezeti hatas nem befolyasolhat6 adottsag, akkor csak inputrol
vagy bemeneti jelr6l szokas beszélni. Az input vektor lehetséges értékeinek
halmazat U-val jeloljik: U C R™; lehetséges, hogy U = R™, de az a tipikus,
hogy U valodi részhalmaza R™-nek.

Tegyiik fel, hogy az objektum kornyezetére gyakorolt hatasa minden ¢
idépillanatban az (), ..., y,(t) paraméterekkel adhatéo meg szdmszerten:
az y(t) = (1), ..., yp(t))" vektort outputnak, vagy megfigyelési vektornak
nevezziik.

Az idd felfogasara két lehetGséglink van: ha a vizsgélt objektumra csak
meghatéarozott id6kozonként lehet hatni, és az objektum is csak (ugyanolyan)
meghatarozott id6kozonként hat a kornyezetére, akkor az id6t célszert ezen
diszkrét idépontokbol allonak tekinteni és ezeket az idépontokat egész szé-
mokkal megadni. Ha viszont a rendszer miikodése folyamatos, tehat mind
az input, mind az &allapot, mind pedig az output barmilyen idépillanatban
valtozhat, akkor az id6t folytonosnak tekinthetjiik és valos szamokkal ad-
hatjuk meg. Az els6 esetben diszkrét idejii, a mésodikban folytonos ideji
rendszerekrsl beszéliink, és azt mondjuk, hogy t € Z illetve t € R, ahol Z
az egész szamok, R pedig a valos szamok halmazat jeloli. Megallapodunk
abban, hogy az 7 = (t, Z) idGintervallum folytonos idejt rendszerek esetén
szokasos modon a t < t < t, t € R nyilt intervallumot jelenti, mig diszkrét
idej rendszerek esetén az olyan t € Z egész szamok halmazat, amelyekre
t<t<t.

tankonyvtar.math.bme.hu Gyurkovics Eva, BME



1. Bevezetés 9

Feltételezziik, hogy folytonos idejii rendszer dinamikdja egy

#(t) = f(t,z(t), u(t)), teTCR (1.1)

kozonséges differencialegyenlet rendszerrel, diszkrét idejid rendszer dinamikd-
ja pedig egy

o(t+1) = f(t,2(t), ult)), teIcz (1.2)

differenciaegyenlet rendszerrel adhaté meg, ahol

f:IxXxU—R"

folytonos fliggvény (az (1.1) esetében a masodik (vektor)valtozojaban foly-
tonosan differencialhato). Feltételezziik tovabbéa, hogy az output az

y(t) = h(t, (1), u(?))

fliggvénnyel irhato le, ahol h : Z x X x U — RP.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az (1.1), illetve az (1.2) voltaképpen
egyenletrendszerek egy seregét jelenti: attol fiiggéen, hogy milyen u (¢) érté-
ket helyettesitiink a jobb oldalon allo f (t,z (t),.) kifejezésben a pont helyé-
re, kiilonbozs differencial-, illetve differenciaegyenleteket kapunk. Igy ezen
egyenlet esetén mindig valamilyen konkrét input fiiggvényhez tartozd megol-
dasrol beszéliink.

Megengedett iranyitasok A osztalya

A valosagos objektumok esetén a vezérlési célu beavatkozas lehetGségei nem
korlatlanok. Ez a korlat részben a vezérlés értékére, részben a vezérlés valtoz-
tatasara vonatkozik. A vezérlés lehetséges értékeinek halmaza az U C R™,
ami a vezérléselméletben gyakran korlatos és zart halmaz, tehat a felhasznal-
hato vezérlésre az egyik kikotés az, hogy

u(t) el

teljesiiljon.

Ezenkiviil meg kell mondanunk, hogy az u(.) vezérlési fiigguény milyen
fliggvényosztalyba tartozzék: lehet a szakaszonként konstans, szakaszonként
folytonos, mérhetd, folytonos és szakaszonként folytonosan differencialhato,
sth. fiiggvények osztalya.

Ha jelezni szeretnénk, hogy milyen tipustu fiiggvénykapcsolat megenge-
dett, akkor hasznélni fogjuk az alabbi jel6léseket.
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10 Optimalis irdanyitasok

a) Adott L > 0 allando esetén AL azon fiiggvények osztalya, amelyek az
egész értelmezési tartomanyukon Lipschitz feltételnek tesznek eleget:

[u(t) —u(s)|| < L[t — .

b) Adott r > 0 egész szam esetén A" azon fiiggvények osztalya, amelyek
szakaszonként konstansok, és a szakadasi helyek maximalis szama 7.

c) A™ jeloli a mérhetd fiiggvényekbdl all6 megengedett vezérlések halma-
zét (a mérhetd fiiggvények definiciojat lasd a Fiiggelékben).

Ha hangsulyozni akarjuk, hogy mi a vezérlési fliggvény értelmezési in-
tervalluma, akkor hasznalni fogjuk a A(tg,t1) jelolést. Bizonyos esetekben
kiilonb6z6 intervallumokon értelmezett iranyitasokat is meg kell engedniink
(valtozo idGtartam melletti feladatok); ilyenkor altalaban a

A= Alto.t)

t1>to

fliggvényosztalyt tekintjiik a megengedett vezérlések osztalyanak.
A vezérlés megadasanak két tipusat kiilonboztetjiik meg:

(i) program szerinti vezérlés, vagy masként, vezérlés nyilt hurokkal (open
- loop control);

(i) visszacsatolassal megadott vezérlés, vagy masként, vezérlés zart hurok-
kal (closed - loop, vagy feedback control).

Az (i) esetben a vezérlést elézetes szamitasok, vagy program alapjan meg-
adjuk minden egyes ¢ id6pontban, u : t — wu(t) alakban az id6 fiiggvé-
nyeként. Az (ii) esetben viszont a vezérlést a rendszer allapotanak (és az
idének) a fiiggvényeként hatarozzuk meg, mas szoval megadunk egy ¢ :
(t,z) € T x X — ¢(t,x) € U fiiggvényt, és vezérlésként a t idGpillanat-
ban az u (t) = ¢ (t,z (t)) vektort alkalmazzuk. A visszacsatolassal megadott
vezérlésnek nagy elénye, hogy ha - példéul valamilyen kiils§ hatésra - a rend-
szer trajektoridja eltér a ,tervezettdl”, akkor ez a fiiggvény ,automatikusan”
ehhez az allapothoz hatarozza meg a megfelels vezérlési vektort.

A rendszer kezdd- és végallapota

Tegyiik fel, hogy adott a ty kezdeti id6pont és a megengedett kezdddllapotok
My C R™ halmaza. A vezérlés célja, hogy az objektumot tgy irdnyitsuk, hogy
az valamilyen t; id6pillanatban eljusson a megengedett végallapotok My C R™
(szintén adott) halmazdiba. Ez alatt azt értjiik, hogy meg kell adnunk egy

tankonyvtar.math.bme.hu Gyurkovics Eva, BME



1. Bevezetés 11

olyan megengedett u(.) € A(tg,t;) vezérlést, amely esetén az (1.1), illetve
(1.2) rendszer egy u(.)-hoz tartozoé z(.) megoldasara teljestilnek az

l‘(to) e M, és x(tl) e M,

peremfeltételek. Az egyértelmiiség kedvéért gyakran fel kell tiintetniink, hogy
egy szoban forgd megoldas melyik vezérléshez és milyen kezdeti feltételhez
tartozik. Ilyenkor élni fogunk az x (.; o, xo, u) jeloléssel, ami azon differencial-
illetve differenciaegyenlet megoldasat jelenti, amelyet az (1.1)-bdl, illetve
(1.2)-b6l az u megengedett vezérlés behelyettesitésével kaptunk, és amely
kielégiti az x (to; o, o, u) = x¢ kezdeti feltételt. Egy (£(.),u(.)) folyamat
alatt egy olyan fliggvénypart értiink, amelyek egy kozos [to, t1) intervallumon
vannak értelmezve, az u € A (to,t1) és & (t) = x (t;tg, xo,u), ha t € [to,t1).

Mingségi kritérium, vagy célfiiggvény

A Kkitiizott célt megvalositod (4ltalaban végtelen sok) vezérlés kozott ugy te-
sziink kiilonbséget, hogy minden (£(.), u(.)) folyamathoz hozzarendeliink egy
valos szamot:

S (€(),ul) = J(E(), ul) € R.

Az ebben a jegyzetben tekintett legaltalanosabb célfiiggvény folytonos idejt
rendszerre vonatkozoan a

J(E()u() = / folt, £(8), u(t))dt + G(E(1)),

illetve diszkrét idejd rendszerre vonatkozoan a

t1—1

JEC),u()) =Y folt, (1), u(t)) + G(E(t))

t=to

kifejezéssel adjuk meg, ahol fy : Z x X xU — R és G : X — R adott
folytonos fiiggvények. Két folyamat koziil azt tekintjiik ,,jobbnak”, amelyhez
a J kisebb értéket rendel.

Megjegyezziik, hogy ha My = {x¢} , akkor az u(.) egyértelmiien meghata-
rozza az (1.1), illetve (1.2) megoldasat, igy a célfiiggvény értékét is. Ilyenkor
J(&(.), u(.)) helyett az egyszertibb J(u(.)) jelolést hasznaljuk.

Ha G =0, fy # 0, akkor Lagrange feladatrol, ha G # 0, fy = 0, akkor
Mayer feladatrol, ha pedig G # 0, fo # 0, akkor Bolza feladatrél szokas
beszélni.
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12 Optimalis irdanyitasok

Ezek utdn megfogalmazhatjuk az optimadlis iranyitasok elméletének alap-
feladatat:

Keresendd eqy olyan u* € A megengedett vezérlés és a neki megfeleld
& tragektoria,ami Mgy-bol My -be vezet olyan mddon, hogy a J
a lehetd legkisebb értéket veszi fel:
J(E(),u*(.) =min{J(&(),u(.) : &(t) = x(t, to, xo, u)
f(f()) € My, f(f]) e My, ’U,(.) e A (f(),f])}

1.2. Példak

1.2.1. Forditott inga

u(r)
4>

1.1. 4bra. Forditott inga

Tekintsiik az 1.1. dbran lathato forditott ingat. Az inga tengelye egy kis
kocsira van erdsitve, amelyet vizszintes irdnyban egy olyan motor mozgat,
amely a ¢ id6pillanatban u(t) erével hat a kocsira. Legyen a kocsi tomege
M, az inga tOmege m, az inga silypontjanak a tengelytsl mért tavolsaga
L, a silypontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka pedig ©. A tengely
vizszintes elmozdulasat a ¢ idépillanatban jeldljiik s(t)-vel, az inga fiiggleges
tengelytdl valo elhajlasat pedig ¢(t)-vel. Ebben a rendszerben a kovetkezd
erdk lépnek fel: az mg nehézségi erd az inga stlypontjaban, egy H (t) vizszin-
tes irdnyu, és egy V(t) fiiggsleges iranyu reakciders az inga tengelyénél és a
motor &altal kifejtett u(t) erd, amit irdnyitési paraméternek fogunk tekinteni.
(lasd 1.2 abra)
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1.2. abra. Erék és elmozdulasok a forditott ingén

A rendszer mozgésat az alabbi differencidlegyenlet rendszer irja le:

d?
m— (s + Lsing) = H,

dt?
d2
mos (Lcosp) =V —mg,
d2
®@¢ = LV sin¢ — LH cos ¢,

2

d
M@SZU—H—Mas,

ahol p a surlodasi egyiitthato (a surlodéast csak a kocsi mozgasanal vessziik
figyelembe). Ha az inga hossza 2L, és a tomegeloszlasa egyenletes, akkor a
stulypontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka

L2
@:ﬂ/szds:m .

w

A kijelolt differencidlasok elvégzése utén a V' és H kikiiszobolhets a fenti
egyenletekbél. Ekkor a © fenti értékét behelyettesitve az alabbi egyenlet-

rendszert kapjuk:
4L

3
(M +m)s +mL(¢cos ¢ — 952 sin @) + (s = u.

éﬁ—gsingb—kécosqb: 0,
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14 Optimalis irdanyitasok

Innen (¢, s) kifejezhetd az alabbi modon:

. (M4 m)gsing — cos ¢ (u—us+mL¢QSin¢)
= (M +m)—mL (cos ¢)? ’

»)
% (u — us +mL¢ sin gb) — mLg cos ¢sin ¢
(M +m) —mL (cos 0)? '

s =
Az x = (o, é, s,8)T 1j ismeretlen vektor fiiggvény bevezetésével a forditott
inga mozgasat egy

r = f(x,u)

alakt egyenletrendszerrel irhatjuk le.

Tegyiik fel, hogy az inga tengelyének s(t) elmozdulasat és az inganak a
fiiggsleges helyzettsl valo ¢(t) elfordulasat tudjuk mérni. Ekkor a megfigye-
lést, vagy outputot jelents y fiiggvényre y, = s, Yo = ¢.

1.2.2. Merev test szogsebessége

Tekintsiink egy merev testet, amely a tehetetlenségi térben stlypontja koriil
forog. Valasszuk a test {6 tehetetlenségi tengelyeit koordinata tengelyeknek,
és jeloljik wy, we, ws-mal a test szogsebességének megfelel6 komponenseit,
I, I5, I3-mal pedig a test f6 tehetetlenségi momentumait. Feltessziik, hogy
a test vezérlése érdekében forgatonyomatékkal tudunk ra hatni: wy, us, us-
mal. A test mozgasat az R? fazistérben az Euler egyenletek irjék le, tehat

L (1) = (In — Iy)ws (t)ws(t) + bru (8),
[2(,;)2({?) = (13 — Il)CU3(t)OJ1 (t) + b2u2(t), (13)
]3W3(t) = (]1 — ]2)W1(t>&]g<t> + b3U3(t),

ahol by, by, bs pozitiv konstansok.

Attol fliggben, hogy a vezérlési hatast milyen modon érjiik el, a megen-
gedett iranyitasok értékére kiilonbozd tipusa korlatozéas irhato elg. Példaul
feltehetjiik, hogy a kovetkezd két eset valamelyike teljesiil.

1. Feltessziik, hogy mindharom tengelyhez tartozik egy-egy ,hajtomi-
par”, amelyek egymastol fiiggetleniil képesek korlatos nagysagiu forga-
tonyomaték kifejtésére. Normalizalassal elérhetjiik, hogy ez a korlat
1 legyen, vagyis azt kotjik ki, hogy | u;(t) |< 1 legyen i = 1,2, 3-ra.
Ekkor U = {u € R®: |u;| < 1}.
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1. Bevezetés 15

2. Feltessziik, hogy a test egyetlen ,hajtomt-parral” van felszerelve, amely
azonban a testhez képest tetszbleges szogbe bedllithato. Ekkor az
iranyitasra az || u(t) ||?= u3(t) +ua(t) +u3(t) < 1 korlatozast tehetjiik,
tehat ekkor az U az R? origo koriili egységgombje.

Tekintsiik most a vezérlésre vonatkozéan az 1. esetet, és hatarozzunk meg
olyan vezérlést, amely véges id§ alatt a test szogsebességét megadott nagysag
ala csokkenti. Kozelebbrdl, ezt a vezérlést dllapot visszacsatoldssal szeretnénk
meghatarozni.

Tudjuk, hogy a rendszer kinetikus energiaja

1
E(t) = 5(hwi(t) + Lws(t) + Tswi (1))
alakban adhat6o meg. Vegyiik ennek a derivaltjat az (1.3) egyenlet w(.) meg-
oldésa mentén:

E(t) = [10&)1 (t)uh(t) + IQ(JJQ(t)CL)Q(t) + [3W3(t)¢d3(t) =
= blwl (t)u1 (t) + bgbdg(t)’dz(t) + b3W3(t)U3(t>.

Hatarozzuk meg az iranyitas w;(t) komponensét az

1
egyenlséggel, ahol az « pozitiv szamot gy valasztjuk, hogy mindazon w;(t)
értékekre, amelyek a mozgas soran felléphetnek, teljesiiljon - az el6irastol

figgden - az | u;(t) |< 1 vagy az ||u(t)|| < 1 feltétel. Ekkor
E(t) = —aB(1),

amelynek az altalanos megoldasa E(t) = Fpe~*" alakban adhato meg, tehat
E(t) — 0, ha t — oo. Ez csak ugy lehetséges, ha w;(t) — 0, t — 0 esetén,
vagyis a szogsebesség nagysaga véges id6 alatt a megadott érték ala csokken.

1.2.3. Elektromos RLC Aramkor

Tekintsiik az dbran lathato aramkort, ami R értéki ellenéllasbol, C' kapaci-
tast kondenzatorbol és L induktivitasa tekercsbdl all. Az aramkor egy V (¢)
fesziiltségt fesziiltségforrasra van kapcsolva. Tegyiik fel, hogy a kondenzato-
ron es6 Vo (t) fesziiltséget mérjiik.

Ha Vg, Vi, Vi jeloli az ellenalldson, a kondenzéatoron és a tekercsen leesé
fesziiltséget, akkor

dVe dI

Ve = RI I =C—" V= L—
R ) dta L dt?
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16 Optimalis irdanyitasok

R
Vl() c —— | V%

1.3. 4bra. RLC kor

ahol I az aramerGsséget jeloli. Kirchoff torvényei szerint V = Vi + Vo + V,
ezért

ar 1
— =—(V-RI -V,
it L o)
Ve 1,
dt C
Bevezetve az u =V, y= Vo és

() () ae(l) e

jeloléseket, az RLC kornek, mint iranyitasi megfigyelési rendszernek az alabbi
matematikai modelljét kapjuk:

r = Az + Bu, y=Cu.

1.2.4. A nemzetgazdasag egy egyszeri modellje

Vegyiik egy orszag gazdasaganak alabbi, nagyon erdsen leegyszertisitett mo-
delljét. Jelolje a k-dik évben a nemzeti jovedelmet y(k), a fogyasztasi ki-
adéasokat ¢ (k), a beruhazéasok értékét i(k), a kormanyzati kiadasokat pedig
u (k). A modell felirasdhoz az alabbi feltevéseket tessziik:

- y(k) = (k) +i(k) + u(k);

- a fogyasztasi kiadasok az el6z6 év nemzeti jovedelmének fix hanyadaval
egyenlsk: c(k) = my(k — 1), ahol 0 < m < 1 rogzitett;

- a k-dik év beruhéazasa aranyos a fogyasztasi kiadasoknak a (k — 1)-dik
évrdl a k-dik évre tortént megvaltozasaval: i(k) = p(c(k) — c(k — 1)),
ahol p egy pozitiv aranyossagi tényezd.

A nemzetgazdaség fejlédése ennek alapjan az

i(k+1) — pe(k + 1) = —pc(k),
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1. Bevezetés 17

c(k+1)=m(i(k) — pc(k)) + m(1 4+ p)e(k) + mu(k)
egyenletekkel irhato le. Ha bevezetjiik az x(k) = (x1(k), z2(k))T allapotvek-
tort az x1(k) = i(k) — pc(k) és xo(k) = c(k) definicioval, akkor a rendszer
allapotegyenlete

() = o) (260) + () v
ke {koko+1,..} CZ

osszefiiggésekkel, output egyenlete pedig az

y(k) = (11+p) (ﬁ;gg) + u(k)

Osszefiiggéssel adhaté meg.
Latjuk, hogy a modell jelen esetben egy allando egyiitthatéja, lineéris,
diszkrét-ideji rendszer.

1.2.5. Egyszerfisitett készletgazdalkodasi modell

Az aldbbiakban egy olyan modellt ismertetiink, amelyben az input a ,kérnye-
zetnek” a dontéshozataltol fliggetlen hatasa, mig a dontéshozatal a rendszer
bizonyos paramétereit befolyasolhatja.

A termel6k az aruikat altalaban a raktaron keresztiil értékesitik, ami egy
puffer szerepét tolti be a termelés és a jelentkezd igények kozott.

Jeldlje a t-dik idSintervallumban a készlet szintjét 1(t) a termelés szintjét
P(t), a fogyasztas szintjét C(t), a fogyasztasi szint egy szamitott értékét A(t)
¢és a megkivant készletszintet D(t). Ekkor

I(t)y=1(t—1)+ P(t) — C(t). (1.4)
Legyen
A() = (1 - Ti1> A(t—1) + Tilcu), (1.5)
ahol az %1 ,simito” konstans a miltbeli informéciok fontossagat fejezi ki. A
megkivant készletszint legyen aranyos a simitott fogyasztéssal:
D(t) = KA(t —1), (1.6)

ahol a K konstans egy dontési paraméter, amely azt fejezi ki, hogy hany
idGintervallumra elegendé készlet van a raktaron az el6z6 idGintervallum si-
mitott fogyasztasdhoz viszonyitva. Végiil a termelési szintet megszabo Gssze-
fliggés legyen
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18 Optimalis irdanyitasok

}%w:lxwfé@_1)+Au—1% (1.7)

ahol T, konstans azt fejezi ki, hogy hany idgintervallum alatt all be a készlet
a megkivant szintre az adott simitott fogyasztasi érték esetén. Az (1.6) és
(1.7) Osszefiiggéseket (1.4)-be helyettesitve az

KA{t—-1)—T1(t—1)
Ty

::@_%)1@—n+(§#w>A@—D—O® (1.8)

2 2

It)y=1I(t—-1)+

FA(—1)—C(t) =

egyenletet kapjuk.
Bevezetve az x1(t) = I(t), x2(t) = A(t), u(t—1)=C(t), y(t)=1I(¢)
jeloléseket, az (1.8), (1.5) egyenletek a standard alaku

x(t) = Az(t — 1) + Bu(t — 1)
y(t—1)=Cx(t—1)

input-output rendszert adjék, ahol

1-L K41 -1
A—( T2T2+1), B—(1>, C:(LO)
0 1-7# o
Vegyiik észre, hogy ebben a modellben az (1.4) egyenlet egy egyszert megma-

radasi torvényt fejez ki, mig az (1.5), (1.6), és (1.7) Osszefiiggések - beleértve
a benniik szerepld konstansokat is - dontés eredményei.

1.2.6. Zart gazdasag egy modellje

Az alabbi Osszefliggések egy zart gazdasag diszkrét idépontokban megadott
fejlédését irjak le:

R(t+1) = R(t)+ B(L(Y (), R(t)) — P~ (t)M(t)), (1.10)
Kt+1)=K(@)+I1(Y(t),R(t),K(t)), (1.11)
Y (t) = F(N(t), K(t)), (1.12)
N(t)= H(W(t), P(t), K(t)), (1.13)
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1. Bevezetés 19

Ebben a modellben a benne szereplé mennyiségeknek a kdvetkezé jelentést
tulajdonitjuk:

Y: output
fogyasztas
beruhézas
nominalis kamatlab
pénzigény
tokeallomany
arindex
nominalis korményzati kiadéas
nominélis pénzalloméany
munkaerd igény
nominalis bérszinvonal

«, B:  pozitiv konstansok.

Bizonyos gazdasagi jellemzdk id6beli valtozasat leird dsszefiiggésekbdl ak-
kor kapunk egy iranyitasi - megfigyelési modellt, ha megkiilonboztetjiik az
iranyitasi-, az allapot- és az output valtozokat. (Ebben a szévegkornye-
zetben szoktak az iranyitési valtozokat eszkozvaltozoknak, az output val-
tozokat pedig célvaltozoknak is nevezni). Tekintsiik a G-t és az M-t ira-
nyitasi valtozoknak, az Y-t és a P-t célvaltozoknak. Tegyiik fel, hogy W
egy adott fiiggvény. Legyen Y, R és K az allapotvaltozd. A standard
alak megadasahoz at kell alakitanunk az (1.9) - (1.13) egyenleteket. Jelolje

(Y,R,K,G,M,N,P) az (1.9) - (1.13) egy partikuléris egyenstilyi megoldé-

sat. Ekkor N = H(W, P, K) teljesiil, és ha

SZE QAo ~Q

on
P |y p i

#0,

akkor az implicitfliggvény tétel értelmében P lokalisan kifejezhet az N, K,
és W fiiggvényeként, mondjuk

P =H(W,N,K)
alakban, amelyre P = H(W, N, K). Hasonloan az
Y = F(N, K)

Osszefiiggésbol, amely fennéll az (Y, N, K) értékekre, kifejezhets lokalisan az
N valtozo, N = F(Y, K) alakban, feltéve, hogy

OF
| #0.
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20 Optimalis irdanyitasok

igy N N
P=HW,F(Y,K),K).

Ezt behelyettesitve az (1.9) - (1.11) egyenletekbe, az

Y(t+1) = fW(0), Y (1), R(), K (1), G(1))
R(t+1) = (W (1), Y (£), R(1), K(£), M(t)) (1.14)
K(t+1) = fo(Y (1), R(t), K (1))

Y =Y
{P(t) =H(W(@),F(Y(t),K(t)),K(t)) (1.15)

modellhez jutunk, amely a fenti egyenstlyi helyzet egy kornyezetében irja le a
vizsgalt folyamatot. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben az éllapottér nem
lehet a teljes R?, hanem csak annak egy (szigori) részhalmaza. Az f1, fo, f3
lineéris, ami akkor sem kertilhets el, ha a C, I, L fliggvényeket nagyon egysze-
riinek tételezziik fel.

A jegyzetben kiilonb6z6 témakorok kapcsan ezekre a példakra részben
még visszatériink.

1.3. Statikus optimalizalas

A bevezets fejezet zarasaként olyan optimalizalési problémakkal foglalko-
zunk, amelyekben az id6 nem jatszik szerepet, a célfiiggvény egy m-valtozos
valos értéki fiiggvény, és a fliggvény minimumat kell meghatarozni az R™ egy
megadott részhalmazan. A témakor kitting és részletes ismertetését az olvasod
megtalalja az ehhez a ponthoz alapul szolgalo [10] és [14] hivatkozasokban.

A feladat megfogalmazdisa:

Legyen U C R™ adott halmaz, F': U — R adott fligguény.
Keresendd(k) az U halmaznak azon u* eleme(i), amely(ek)re

F(u*) = minF(u).

uelU

Ha egy W : U — R filiggvény maximumat kell meghatarozni, akkor azt
az F'(u) = —W (u) definiciéval a minimalizalasi feladatra vezethetjiik vissza.
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1. Bevezetés 21

1.1. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az u* € U pont az F' fiiggvény globalis
minimuma, ha
Fu") < F(u), Yué€ U-ra.

A feladat megoldhatosagara elegendd feltételt ad a korabbi tanulmanya-
ink soran megismert

1.1. TETEL. (WEIERSTRASS TETEL). Ha U C R™ korldtos és zdrt, és az F
fiigguény folytonos az U-n, akkor létezik olyan u*,w™ € U, hogy

Fu") < F(u) < F(u™), Yué€ U-ra,

vagyis F' felveszi minimumdt és maximumdt az U-n.

Ez a ,létezési” tétel természetesen semmiféle felvilagositast nem ad arrél,
hogy a minimumot (illetve maximumot) hogyan lehet megtalalni. Globalis
minimum meghatarozésara a lokalis minimumok kiszamitasan keresztiil vezet
az 1t, ezért a tovabbiakban olyan feltételekkel foglalkozunk, amelyek a lokélis
minimumok meghatarozasat teszik lehetvé.

1.2. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az u* € U pont az F' fiiggvény lokalis
minimuma, ha létezik olyan 0 sugart, u* kdzéppontt Bs(u*) gomb, hogy

F(u") < F(u), YueUnNBs(u*)-ra.

Ha U = R™, (illetve, ha U nyilt halmaz), akkor lényegében korlatozas nél-
kiili optimalizalasrol van sz6, és a korabbi tanulméanyokbol ismert sziikséges,
illetve elégséges feltételeket hasznalhatjuk (kétvaltozos esetre lasd pl. [13]
310-320. oldal, n-valtozos esetre lasd pl. [2] 67-74. oldal). A tovabbiakban
feltessziik, hogy az U halmaz a kévetkezd alakban adott:

U={ueR":hj(u)=0, j=1,...,p, g¢i(u)>0, i=1,..,q}. (1.16)

Megjegyezziik, hogy ¢ = 0 (illetve p = 0) esetén ugy tekintjiik, hogy az egyen-
16tlenség (illetve egyenléség) tipust feltételek hianyoznak. Vilagos, hogy béar-
mely egyenlGség tipusu feltétel helyettesithetd 2 darab egyenlStlenség tipu-
suval:

hjo(“) =0< g (u) = hjo (u) > 0 és gi, (u) = _hjo(u) > 0.
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22 Optimalis irdanyitasok

igy elegendd volna csak azt az esetet vizsgalni, amikor az U-t meghatérozo
feltételek mind egyenl6tlenség tipustak (formélisan p = 0 eset). Minthogy
azonban gyakran el6fordul, hogy csak egyenl@ség tipusi feltételek szerepelnek
a feladatban, megtartjuk a fenti leirast. A tovabbiakban egy tetszéleges m-
valtozos differencialhatd f fliggvény gradiens vektorara a

of ([ of of \"*
%_<a_ul’“"%)

jelolést hasznaljuk.

Ahhoz, hogy az optimum sziikséges feltételét kimondhassuk, sziikségilink
lesz egy regularitasi feltételre, amelyet a gyakorlati ellenérizhetGség szem-
pontjat figyelembe véve az alabbi moédon fogalmazunk meg.

1.3. DEFINICIO. Tegyiik fel, hogy az (1.16)-ban szereplé h; és g; fliggvények
folytonosan differencialhaték. Azt mondjuk, hogy a regularitasi feltétel teljesiil
az ug € U pontban, ha a

Oh; .
a_qj(u())? J = ]-7"'7p7
0gi
ou

(uo), @€ Z(ug) ={i:gi(upy) =0,i=1,..,m}

vektorok linearisan fiiggetlenek.

Itt Z(uo) azokat az i indexeket tartalmazza, amelyekre g;(ug) > 0 feltétel
egyenlGséggel teljesiil. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az i-dik feltétel aktiv az
up-ban. Ha pedig g;(ug) > 0, akkor az i-dik feltételt inaktivnak nevezziik.

Vezessiik be a kittizott feladat Lagrange-fiigguényét az

p q
L(u, 1, ) = F(u) + Z,ujhj(u) — Z)\igi(u), ueR™ pelRP, AelR?
j=1 i=1

definicidval. Vegyiik észre, hogy itt az eredeti F' fiiggvény m darab val-
tozoja mellett még a korlatozo feltételek szaménak megfelels p 4+ g darab
4j valtozot vezettiink be. Ezeket a p; és \; véltozokat szokas Lagrange-
multiplikdatoroknak nevezni.
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1.2. TETEL. Tegyik fel, hogy a feladat kitizésében szerepld F', h;, j =
1,....,p és g;, i =1,..,q fiigguények folytonosan differencidlhatok, u* € U az
U halmaz reguldris pontja és az F fligguény lokdlis minimuma. Ekkor létezik
olyan pu* € RP és \* € R%, hogy

oL

£t AT = 11
au(“’“’ )=0 (1.17)
>0 1.18)
ANgi(w)=0, i=1,...,q 1.19

feltételek teljestilnek.

A tétel bizonyitasa megtalalhato [10]-ben.
A feltételek szemléletes geometriai tartalmara nézziink két speciélis ese-
tet.

1. Eset. Tegyiik fel, hogy p = 1, ¢ = 0 (vagyis egyetlen egyenldség tipusu feltétel
adott). Ekkor az (1.18) és (1.19) feltételek nem szerepelnek, az (1.17)
feltétel pedig

oL
ou
alakban adhato meg, ami azt fejezi ki, hogy az F' fiiggvény gradiense

merdleges a hy(u) = 0 felilet u*-hoz tartozo érintdsikjara (lasd az 1.4.
abrat).

2. Eset. Tegyiik fel, hogy p = 0, ¢ = 2 (vagyis U-t 2 db egyenlStlenség tipusi
feltétel hatarozza meg). Ekkor az (1.17) feltétel

oL oF 891 692
- = —(u") = \[—=—=(u") =\ —==(u") =0
Ju 8u(u> 18u(u> Zau(“)

alakban irhato fel. Az (1.19) feltételbsl az kévetkezik, hogy ha vala-
melyik i-re g;(u*) > 0 (vagyis ez a feltétel inaktiv), akkor a megfelelg
Af = 0. igy, ha példaul csak a ¢; altal meghatarozott feltétel aktiv,
akkor az F' és gy fiiggvények u*-beli gradiense parhuzamos (lasd az 1.5.
abrat).

Ha viszont u*-ban mindkét feltétel aktiv, akkor g—fz(u*) eléall a g; és a
go fiiggvény u*-beli gradiensének nemnegativ egyiitthatos lineéaris kom-
binaciojaként (lasd az 1.6. abrat).

(u*, /,L*7 )\*)
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24 Optimalis irdanyitasok

oy, .
E(H)

S~ Fu)=F @)
F@)>F u")
\F(Lt):F(L?)

~

hy(u)=0
1.4. dbra. Egy egyenlGséggel adott korlatozo feltétel

Az 1.2. Tétel alkalmazasara két kidolgozott példat mutatunk.
1.1. Példa. Legyen m = 2, F(uj,uz) = u? +u3, p=1, ¢ = 0 és hy(u)

h(uy,us) = u? + ujuy + u3 — 5. Keressiik az F minimumat a h(uy, us) = 0
korlatozo feltétel mellett. (Ez geometriailag azt jelenti, hogy a h(uy,us) =0
ellipszis origohoz legkozelebbi pontjat keressiik.)
Megoldas. Vegyiik az
L(u, p) = uj + u3 + p(ui + uyug + u — 5)

Lagrange-fuiggvényt, és alkalmazzuk az 1.2. Tételt! Az (1.17) a

OL

—(u, p) = 2uy + p(2ug + uz) =0 (1.20)

a’LLl

OL

—(u, pt) = 2ug + p(ug + 2ug) =0 (1.21)

3u2

egyenleteket szolgaltatja, amihez még hozzavessziik a feltételbeli egyenletet:
uf + ugug +us — 5= 0. (1.22)

igy az uq, ug, it ismeretlenekre 3 db egyenletet kapunk. Viladgos, hogy a =0
nem ad megoldést, tehat csak p # 0 lehet. Az (1.20)-at megszorozva us-
vel, (1.21)-et pedig u;-gyel, és a kapott egyenlgségeket egyméasbol kivonva
azt kapjuk, hogy u? = u3, vagyis u; = Fus. Az u; = uo-t behelyettesitve
(1.22)-be, azt kapjuk, hogy u; = £4/5/3, az u; = —us esetben pedig u; =
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1. Bevezetés 25

Fuw=F@) ———

—

Fu)=F ")

Fm)>F®W")
g,(w)=0

g, =0

1.5. abra. Csak a g (u) feltétel aktiv az u*-ban

++/5. Az F lehetséges feltételes szélssértékhelyeit az igy megkapott 4 pont
alkotja. Minthogy a h(uj,us) = 0, azaz az (1.22) egyenletnek eleget tevs
pontok halmaza egy ellipszis, tehat korlatos és zart. A Weierstrass tételbdl
(1.1. Tétel) kovetkezik, hogy az F itt felveszi minimumat és maximumat. F
kiértékelésével megallapithatjuk, hogy

() = (48

az F' fiiggvény globalis feltételes minimumhelyét adja F'(u*) = 10/3 minimalis
értékkel.

1.2. Példa. Legyen m = 2, F(uj,up) = ul +ui, p=0, ¢ =16 g1(u) =
g(ug,ug) = uy + ug — 1, és keressilk F' minimumat a g(uq, ug) > 0 félsikon.

Megoldas. Ekkor

L(u,\) = uf +u3 — Mug +ug — 1)
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>0

g =0

g=0

1.6. 4bra. Mindkét feltétel aktiv az u*-ban

a feladat Lagrange fliggvénye, az (1.17), (1.18), illetve (1.19) feltétel pedig a

L
g—m(u,)\):2u1—)\20
L
%(u,)\):2u2—)\:0
2

A>0
>\(U1+U2—1):O

alakot Olti. Két esetet kiilonboztetiink meg:
L)

A

oh (y#y= OF (,*

F(u) > F(u*)

1.7. dbra. Az 1.2. példa megoldasénak geometriai szemléltetése
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1. Bevezetés 27

a) A korlatozas inaktiv, vagyis g(ui,us) > 0 a minimumhelyen. Ekkor
(1.19) miatt A = 0 kellene legyen, ami azt jelentené, hogy u; = uy = 0,
ekkor viszont g(u,us) < 0 volna, tehat ez nem lehetséges.

b) A korlatozas aktiv, vagyis g(u1,uz) = 0 a minimumhelyen. Ekkor az
els6 két egyenletbdl kikiiszobolve A-t, azt kapjuk, hogy w; = wus, igy
ui = uy = 1/2 adodik. Ekkor \* = 1 teljesiti az eldirt feltételeket,
vagyis az egyetlen lehetséges lokalis minimumhely P(%, %) Geometri-
ai szemléletbdl kovetkezik, hogy ez valoban feltételes minimum (lasd

az 1.7. &brét).

Bonyolultabb esetekben annak eldontéséhez, hogy az 1.2. Tétel feltéte-
leit kielégité u*, u*, v* feltételes minimumot ad -e, sziikség lehet megfeleld
elégséges feltételek vizsgalatara. Ez azonban meghaladja ennek a jegyzetnek
a kereteit, az érdekl6ds olvaso a téma részletes ismertetését pl. [10] iroda-
lomban talalhatja meg.

1.4. Feladatok az 1. fejezethez

1.1. Feladat. irjuk fel a forditott inga irdnyitasi megfigyelési rendszerének

:'c:f(x,u), y:h(xvu)

modelljét megado f és h fliggvényeket! Adjuk meg, hogy a modellben melyek
az allapot, input, és output valtozok és mi a fizikai jelentésiik!

1.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy a forditott inganél a p surlédasi egyiitthato
elhanyagolhatoan kicsiny. irjuk fel a modellt a starlédés elhanyagolésaval!

1.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy a forditott inganal m < M. irjuk fel a modellt
az inga tomegének elhanyagolasavall Mit kapunk, ha most az x = (s, $,s +
%qb, s+ %gzﬁ) definicioval vezetiink be 14j ismeretlen fliggvényeket? Adjuk meg,
hogy ebben a modellben melyek az allapot, input, és output valtozok és mi
a fizikai jelentésiik!

1.4. Feladat. Tomegpont mozgasa gravitacios erétérben. Egy mitihold v se-
bességgel mozog a Fold gravitacios eréterében. A miithold témege my,, a Fold
tomege my. A mutholdra gavitacios erén kiviil egy sugér irdnya F, és egy
érinté iranyt F,, erével lehet ra hatni. A gravitécios eré sugar iranyu, a Fold
felé mutat és nagyséiga

mygmp

2 Y

F,=G

r
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28 Optimalis irdanyitasok

ahol G a gravitacios alland6. Newton 2. torvénye alapjan mutassuk meg,
hogy a mtihold mozgasegyenlete az (r, p) polarkoordinata rendszerben

mygmp

ma (% - rgb2> e C o mn (207 +10) = F.

r2
Utmutatds. A sugar iranyt egységvektor a; = (cos p, sin go)T, az érintd irdnya
egységvektor pedig ay = (—sin g, cos @)’ . frjuk fel az (i, y)T vektort az a,
as vektorok koordinatarendszerében!

1.5. Feladat. Valasszuk az el6z6 feladatban szereplé miihold tomegét egység-
nyinek, és hozzuk a fenti mozgéasegyenletet explicit alakra!
Mutassuk meg, hogy F, = 0 és F, = 0 mellett

rit)=p,  p(t) =wt

megoldasa lesz a kapott egyenletrendszernek, feltéve, hogy p*w? = Gmy.

Valasszuk allapotvéltozonak az xy = r—p, xo =71, 3 = p(p —wt), x4 =
p(p —w), iranyitasi valtozoknak pedig az vy = F, ,uy = F, mennyiséget,
és irjuk a rendszer allapotegyenletét = = f(x,u) alakban! Mutassuk meg,
hogy a kapott rendszernek az x = 0, u = 0 egyensilyi helyzete. Mi lesz a
megfigyelési fiiggvény, ha a Fold-mihold tavolsagot mérjiik?

1.6. Feladat. Oldjuk meg az alabbi feltételes minimumkeresési feladatot!

F(z,y) = 32° — 4wy + 3
glry)=y—z—1, gry =1-=,
U={(z,y): gi(z,y) >0, gox,y) >0}.

Rajzoljuk fel az (x,y) koordinatarendszerben az U halmazt, alkalmazzuk
az 1.2. Tételt a lehetséges lokalis feltételes minimum megkeresésére! Alla-
pitsuk meg a tanult ismereteink alapjan, hogy lokalis feltételes minimumot
kaptunk-e!

1.7. Feladat. Hatarozzuk meg a legnagyobb térfogatu, koordinata tengelyek-
kel parhuzamos éld téglatestet, amely az

IZ y2 22

¥+_+C_2:1

ellipszoidban talalhato.
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2. Lineéris rendszerek 29

2. fejezet

Linearis rendszerek

2.1. Linearizalas

Ebben a fejezetben az

#(t)
y(t)

A(t)x(t) + B(t)u(t) teI=(t1) CR, (2.1)
Ct)z(t)+D(t)u(t)

lineéris differencialegyenlet- és az

w(t+1) = A(t)z(t) + B(t)u(t) teZ= (1) CZ,  (23)
y()=C )z )+ D(t)u(t)

linearis differenciaegyenlet rendszerrel leirt iranyitasi rendszerek néhény tu-
lajdonsagaval fogunk foglalkozni. Itt z(¢) € R™ az &llapot, u (t) € R™ az
iranyitas, y (t) € R? a megfigyelés vektora. Feltételezziik, hogy a folytonos
ideji rendszerben el6forduld méatrixfiiggvények folytonosak, és A, B elemei az
értelmezési tartomanyuk barmely véges részintervallumén integralhatok. A
linearis rendszerek jelent&ségét két dolog adja. Ezek egyike az egyszertiség:
lineéris rendszerek vizsgéilata lényegesen konnyebb, mint a nemlinearisoké.
Ez kiiléndsen igy van, ha a (2.1)-(2.4) egyenletekben szereplé matrixok idstsl
fiiggetlenek. A masik ok az, hogy sok rendszer ,majdnem” linearis, vagy
legalédbbis bizonyos tartomanyokban jol kozelithets lineéris rendszerekkel. Ha
a modellben szerepl§ f és h fiiggvények elég simak, akkor a rendszer lokalisan
- vagyis valamely megoldésa egy kornyezetében - linearizalhato. Fogalmazzuk
ezt meg pontosabban az

2(t) = f(t,2(t), u(t)), teZCR, (2.5)
y(t) =h(t, z(t), u(t)) (2.6)
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30 Optimalis irdanyitasok

folytonosidejd nemlinearis rendszerre, ahol szintén z (t) € R”, u (t) € R™,
y(t) € RP, f és h az x és u vatozoban elegenden sokszor folytonosan diffe-
rencialhato fiiggvények. Tekintsiink egy rogzitett z (t9) = x¢ kezdGértéket és
egy u € A (to, 1) megengedett vezérlést. Jeldlje & (t) = z (t;to, zo, u) a (2.5)
rendszer u (.) vezérles melletti, & (to) = z (to; to, o, u) = o kezdeti feltételt
kielégité megoldasat. Legyen zg € R™, (u+v) € A (to,f) és

C(t) =z (t;to, 0 + 20, u + V).
A feltételiink szerint f-re alkalmazhaté a Taylor-formula:

FCE),u(t)+o(t) =ftE0),ut)+

of
Hoy (B8, u(®) (C{) —&(t) +
+% (t,&(t),u(t))v(t) + magasabbrendi tagok,
ahol
on . on on | on
% B o1 . Oxn . g B oul ‘ Oum
Ov  \op “on ) 0 \an on
Ox1 7 Ozn Our 7 Oum

A £ és ( definiciojat figyelembe véve azt kapjuk, hogy

e —ewn=2Lwemnwwem-ew+
+% (t,&(t),u(t))v(t) + magasabbrendd tagok.

Ha a fenti egyenletben a magasabbrendii tagokat elhanyagoljuk, akkor az

av=2Laewum,  BO=Lwew um)
definicioval a
z(t)=At)z(t)+ B(t)v(t), z (to) = 2o (2.7)

lineéris rendszerhez jutunk. Minthogy a fenti meggondolasokban csak az f
fliggvény és derivaltjai jatszottak szerepet, a diszkrét ideji nemlinearis rend-
szert a fentiekkel teljesen anal6g moédon linearizélhatjuk valamely megoldés
koriil.
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A (2.6) output fiiggvényt hasonloképpen linearizalhatjuk a £ (.) és u (.)
koriil:

h(t, @), u(t) +v(t)=h(tE1), ult)) +

oh
o (t, &), u(t) (C(t) —&() +
oh
+% (t,€(t),u(t))v(t) + magasabbrendd tagok,
ahol most
@ B or1 . OTn % B ou1 . Oum
oxr1 7 Ozn Oui " Oum
Ha tehét az

n(t) =h(t &), ut))eés p(t) =h(t, @), ult)+0v(t),
akkor a fenti sorfejtést alkalmazva azt kapjuk, hogy

_on Oh

p(t) =n(t) =5 (L), u(®) (C(t) = &) + - (£,€ (1) u(t)) v(t) +

+ magasabbrendi tagok,

majd a magasabbrendi tagokat elhanyagolva a C (t) = 22 (¢,&(t),u(t)) és
D(t) =22 (t,&(t), u(t)) definiciéval az

yt)=C{t)z(t)+D(t)v(t) (2.8)
linearis megfigyelést csatolhatjuk a (2.7)-hez.

2.1. Példa. (forditott inga folytatasa). Az 1.2.1 Példaban lattuk, hogy a
forditott inga mozgasa a

AL . i .
{?¢—g51n¢+scos¢0

(M +m)s+mL <$COS¢—¢SQSin¢>+uS:u (2:9)

egyenletrendszerrel irhato le, amit atirhatunk egy 4 egyenletbdl allo expli-
cit elsérendii (2.5) tipusu differencialegyenlet rendszerré, amelyben az = =

: T
((b, o, s, s) vektor jelenti az allapotvéaltozot. Ezutén linearizalhatjuk a ka-

pott egyenletrendszert az x (t) =0, u () = 0 megoldasa koriil. Megtehetjiik
azonban azt is, hogy a (2.9) egyenletet linearizéaljuk a

(1) = () =s(t) = 5(t)

11l
=
N
—~
~
~—
11l
o
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32 Optimalis irdanyitasok

megoldas koriil. Ez a

4L P
FO0—90+s=0

) . . (2.10)
(M +m)s+mLo+pus=u
linearis implicit differencialegyenlet rendszerre vezet, amely az
. N\T
v = (0.6,5.5)
valtozokra a
010 0 0
dr [ a 00 ay by
Q41 00 aq4 b4
linearis rendszerrel ekvivalens, ahol
39 (M +m) 3u -3
U9 = 77—, Ay = 7~ , by = —
L(4M + m) L(4M + m) L(4M + m)
—3gm —4p 4
_ — " by = ———— . 2.12
WMENMrm M T A m T M am (2.12)

Megjegyezziik, hogy ha a u surlodési egyiitthato elhanyagolhatoan kicsi, ak-
kor asy = aqq = 0-t vehetiink.

Ha az s és ¢ mennyiségeket mérjiik, akkor az output fliggvény azonnal

line4ris:
(0010
Y=\1000)"

2.2. Példa. (Zart gazdasdg egy modelljének folytatdsa). Tekintsiik az 1.2.6.
silyi helyzete koriili linearizalasat. Az el6z6 példahoz hasonléan most is az
eredeti (implicit) rendszerbdl indulunk ki, és az implicit egyenletek lineariza-
lasa utan hozzuk a modellt (2.3)-(2.4) alakra. A révidebb irasmod kedvéért
egy fliggvénynek valamely véltozoja szerinti parcialis derivaltjat gy jeloljiik,
hogy a fliggvény jele mellé indexbe tessziik a szobanforgd valtozd jelét, és
az argumentumokat elhagyjuk, megallapodva abban, hogy minden parciélis
derivaltat az egyensulyi helyzet koordinatéira kell kiszamitani, tehat

0l — = — 0l — = —
= a_Y(Y’R7K>’ [R = ﬁ(Y7R7K)’ Stb

Jeloljiik az egyensulyi helyzettél valo eltérés koordinatait kisbetiikkel:
=K—-K,qg:=G -G,
=P —P, w:= w

IY:

w—-Ww.
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(Figyelem, itt m, m, p nem dimenziokat jelent!) Foglalkozzunk elGszor
az (1.12) - (1.13) egyenletekkel:

y(t)=F(N(t),K(t)) — F(N,K) ~ Fyn(t) + Fxk(t),
n(t)=H(W(t),P(t),K(t))—H(W,P,K) ~ Hyw(t) + Hpp(t) + Hrk(t) .
A magasabbrendi tagok elhanyagolasa utan a fenti kifejezésben = helyett

egyenl@séget irunk, kikiiszoboljiik az n véaltozot, és p-t kifejezziik y, k és w
segitségével. Ekkor azt kapjuk, hogy

y(t)=y(t), (2.13)
p(0) = oy () - (HF L Z—f;) FO - 0. )

Hasonloan jarunk el az (1.9)-(1.11) egyenletekkel; a (2.14) felhasznalasaval a
kovetkezd lineéris differenciaegyenlet-rendszert kapjuk:

y(t41) = (1 ta (cy Iy - ;H:FN - 1)> Y (#) + alnr (t) + (2.15)
+a {IK + If; <HZI;N + ZI;)] k(1) + %g(t) +a§2?;w(t)

(1) —5<Ly+ﬁ@)y(t)—k(l%—ﬁLR)r(t)— (2.16)
52 (G 4 T ) (0 - B0 - 52 w0

k(1) = Iyy (6) + Ier (6) + (1+ i) b (2). (2.17)

2.2. Differencial- és differenciaegyenlet rendsze-
rek

Tekintsiik elGszor a (2.1) rendszert és legyen ebben a fejezetben

A == U 7A [tl, tg] 5
t<t1<to<t
A (ty,te) :={u(.) : u(.) szakaszonként folytonos, korlatos

és u(t) S Rm,t S [tl,tz]} .

Egy megengedett u iranyitas behelyettesitése utan kapott egyenlet meg-
oldasén egy olyan z (.) fliggvényt értiink, ami véges sok hely kivételével foly-
tonosan differencialhaté és szintén véges sok hely kivételével kielégiti a meg-
felels differencialegyenletet. Tudjuk, hogy ha rogzitiink egy

x (tg) = o (2.18)
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kezdeti feltételt, akkor a (rogzitett u € A(t1,t2), és to € (t1,t2) melletti)
(2.1), (2.18) feladatnak létezik egyetlen megoldéasa a (t1,ts) intervallumon,
amely az

x(t) = ¢ (t,to) zo + /gb (t,7)B(t)u(r)dr (2.19)

Cauchy formulaval adhaté meg, ahol ¢ (.,.) : Z x Z — R™™ a homogén
egyenlet alapmdtriza: barmely rogzitett 7 € Z- re

d
Eqb(t,T) =A@{t)o(t,T), teT,

és
¢ (r,7)=1T.
A ¢ alapmatrix alabbi tulajdonsagaira lesz sziikségiink (1d. [6]):
(i) ¢ (t,7) invertalhaté minden ¢, 7 € Z-re;
(ii) ¢(t,7) = (t s)d(s,7);
L.
(iii) ¢ (t,7) = ¢(7,1)
) h

(iv) ha A konstans, akkor
(t T)A kiy .
o(t, 1) E e A (t—1)";

(v) ha X(.) : T — R™" tetszéleges olyan métrixfiiggvény, amelyre £ X({) =
A(t) X (t), és létezik az X (7)1, akkor

o(t,m) =X (t) X (7).

Foglalkozzunk most a lineéris differenciaegyenlet rendszerek megoldésaval.
Tekintsiik elgszor a homogén

x(t+1)=At)x(t), teZI CZ (2.20)
differenciaegyenletet az
x (tg) = xo, to €L, xo € R"
kezdeti feltétellel. Ennek megoldasat

x (t) = ¢ (t,to) w0, t >ty
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alakban adhatjuk meg, ahol

¢(m):{}éf(t—l)A(t—2)...A(r), izttz;

az alapmatrix. Az alapmatrix kielégiti a
¢(t+1,7)=A(t)¢(t7) tzr, o(r7)=1

matrix differenciaegyenletet és rendelkezik a fenti (ii) tulajdonsaggal. Ha az
A (.) konstans, akkor

o(t,7)=A"T t>rT.

Vegyiik észre, hogy ¢ nem feltétleniil invertalhato, ami azzal fiigg 6ssze, hogy
a (2.20) nem feltétleniil joldefinialt az idében visszafelé haladva.

Az
z(t+1)=A)x(t)+B@)u(t), z (ty) = o

feladat megoldasa tetszéleges rogzitett u € A (tg,f) esetén

t—1

r(t)=¢(tt)zo+ Y d(tj+1)B(ulj), t>t (2.21)

Jj=to

alakban adhato meg.

2.3. Linearis rendszerek iranyithatosaga

Rendszerek iranyithatosagaval kapcsolatban tobb, egymastol némileg eltérd
fogalom ismeretes. Az aldbbiakban arra keresiink valaszt, hogy milyen fel-
tételek biztositjak azt, hogy egy megadott idGintervallumon a rendszer egy
teszGleges allapotbol atvihetd legyen egy tetszéleges masik allapotba.

2.1. DEFINICIO. A (2.1), illetve (2.3) rendszert teljesen iranyithaténak nevezziik
a [to t1] intervallumon, ha tetszéleges xy,x; € R™ parhoz létezik olyan megen-
gedett u€ A (g, t;) iranyitas, hogy az u iranyitassal tekintett (2.1), illetve (2.3)
rendszer x (to) = xo kezdeti feltételt kielégité megoldasara x(t;) = ;1.

Gyurkovics Eva, BME tankonyvtar.math.bme.hu



36 Optimalis irdanyitasok

2.1. TETEL. A (2.1), illetve (2.3) rendszer akkor és csak akkor teljesen
irdnyithato a [to t1] intervallumon, ha a

W (to, 1) = /¢> (t1,s) B (s) B (s)" ¢ (t1,s)" ds,

illetve a

t1—1

W (to,t1) =Y ¢ (t,i + 1) B(G) B() ¢ (t,5+1)"

Jj=to

mdtrix pozitiv definit.

Bizonyitds. Sziikségesség. Vegyiik észre elGszor is, hogy a W (tg,t;) matrix
mind a folytonos, mind pedig a diszkrét idejd rendszerek esetén pozitiv sze-
midefinit, fiiggetleniil attol, hogy milyen A(.) és B(.) matrixfiiggvények sze-
repelnek a (2.1), illetve (2.3) egyenletben. Valoban, tetszéleges € € R™ esetén
folytonos ideji rendszerre

W (to, 11)€ = /HB o(t1,5)7¢||” ds, (2.22)

illetve diszkrét ideji rendszerre

t1—1

ETW (to, t1)€ = > || BG) o(tr, 5 + 1)7e|” (2.23)

Jj=to

Minthogy (2.22) jobb oldalan az integrandus, (2.23) jobb oldalan pedig az
osszeg minden tagja nem negativ, lathatjuk, hogy £TW (to,t,)¢ > 0 mindig
teljesiil.

A sziikségességet indirekt uton latjuk be. Tegyiik fel, hogy a rendszer
teljesen iranyithato, de a W (to,t;) ennek ellenére nem pozitiv definit. A
fentiek szerint ekkor van olyan £ € R™, £ # 0, hogy

EW (to, )€ = 0.

Folytonos idejii rendszerek esetén a W (ty, t1) definiciojabol az kovetkezik,
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hogy

/ |B(s)"6(t1, 5)"¢||* ds = 0,

ami az integrandus nemnegativitdsa folytan csak tgy lehet, ha majdnem
minden s € [to t1]-re
B(s) ' o(t1,5)7¢ = 0. (2.24)

Minthogy a rendszer teljesen irdnyithato, az xo = ¢(t1,to) 1€ és z; = 0 alla-
potokhoz is van olyan wug vezérlés, ami xo-t x;-be viszi a [to, t1] intervallumon,
tehat

0= ¢(t1, to)op(t1, to) 1€+ /¢(t1, $)B(s)ug(s)ds.

Szorozzuk meg ezt az egyenlGséget balrol E7-vel. A (2.24) 6sszefiiggés alapjan
ebbdl azt kapjuk, hogy 7€ = 0, ami ellentmond annak, hogy & # 0.
Diszkrét idejd rendszerek esetén a bizonyités teljesen analog: a W (to, t)

c s

ami a tagok nemnegativitasa folytan csak ugy lehet, ha minden j € [t t1)-re

BG) ¢tj+1)"e=0. (2.25)

Minthogy a rendszer teljesen iranyithato, ezért tetszéleges xp-hoz és z; =
€+ ¢ (t1,t0) xo-hoz is van olyan ug € A (tg,t;) vezérlés, ami atviszi zo-t ;-
be; ebbdl kovetkezik, hogy

t1—1

E=a1— ¢ (t,to) 2o = Z¢(t1,j+1)3(j)uo<j)-

Jj=to

Szorozzuk meg ezt az egyenlGséget balrol £7-vel. A (2.25) osszefiiggés alapjan
ebbdl azt kapjuk, hogy 7€ = 0, ami ellentmond annak, hogy & # 0.

FElegenddség. Tegyiik fel, hogy W (to,t1) pozitiv definit, és legyen zg, x; €
R™ tetszdleges. Definidljuk az u* iranyitast a [tg,t;) intervallumon folytonos
ideji rendszerek esetén az

w () = =B ()" ¢ (tr, ) W(to,t1) (¢ (tr,t0) 7o — 1)
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egyenlSséggel. Ekkor a (2.19) Cauchy formula alapjan azt kapjuk, hogy
a (2.1) rendszer u* iranyitashoz és x(ty) = o kezdeti feltételhez tartozo x*
megoldasara

2 (t) = bt t0)70 — / 6(t1,5)B(s)B(s) b(tr, 5)ds

X W (to, t1) "' (@(t1, to)xo — 21) = 1.
Diszkrét ideji rendszer esetén
u (1) = =B ()" ¢ (tr,t+1)" W(to,t2) (6 (t1, t) wo — 21)
definicioval a (2.21) formula alapjan azt kapjuk, hogy a (2.3) rendszer u*
iranyitashoz és z(ty) = xo kezdeti feltételhez tartozé x* megoldasara

t1—1

v (t) = ¢ (t,to)wo— > _ o (t, i +1) BG) BG) ¢ (h,j+1)" x

Jj=to

X W(to,tl)_l (QZ5 (tl,to) Ty — ZL’l) =2I. O

2.1. KOVETKEZMENY. (KALMAN-FELE RANGFELTETEL). Az
z(t) = Az (t) + Bu (t), u(t) e R" (2.26)

wddinvarians rendszer akkor €s csak akkor teljesen iranyithato, barmilyen is
a [to, t1] intervallum (ty < t1), ha

rang [B,AB, ...,A”_lB} =n.

Az
x(t+1)= Az (t)+ Bu(t), u(t) e R™ (2.27)

rendszer akkor és csak akkor teljesen irdnyithaté a k > n hosszisdgi [to, t1]
intervallumon, ha
rang [B, AB, ...,A”_lB} =n.

Bizonyitds. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy a (2.26), illetve a (2.27) teljesen
iranyithato, ami a 2.1. Tétel szerint azt jelenti, hogy a W(ty,t1) pozitiv
definit, és mégis

rang [B,AB, ...,A”_IB} <n.
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Ekkor létezik olyan v € R™, v # 0, hogy
v" [B,AB,...,A"'B] =0,
tehat
vI'B=v"AB=..=v"A""'B=0. (2.28)

A Cayley-Hamilton tétel szerint az A kielégiti a karakterisztikus egyenletét,
vagyis
A" = g AV 4 AV 4 4, (2.29)

ahol a c¢;-k megfelel6 konstansok. Szorozzuk meg (2.29)-et balrol v’-vel,
jobbrol B-vel, akkor a (2.28) Osszefiiggés értelmében azt kapjuk, hogy

vIA"B =0,
majd analég moédon eljarva, matematikai indukcioval belatjuk, hogy
v AR =0, (=1,2,..

Folytonos idejt rendszerek esetén ebbdl az kovetkezik, hogy
tTL
vTeAB =T (I + At + ...+ —|A" + ) B=0
n!

minden ¢-re. Minthogy most
¢(t, 8) — e(tfs)A’

ezért
t1

UT /6(t1—s)ABBT6(t1—S)ATd$ v=0,

to

tehat W (to,t1) nem lenne pozitiv definit. Diszkrét ideji rendszer esetén
viszont

¢ (t7 S) - At_s?

ezért
t1—1

oY A BT (4 Ty —
Jj=to
tehat W (t,t1) nem lenne pozitiv definit.
FElegenddség. Tegyiik fel, hogy a rangfeltétel teljesiil, de W (to,t1) nem
pozitiv definit. Lattuk, hogy folytonos ideji rendszernél ekkor majdnem
minden s € [tg, t;]-re

£'¢(t1,5)B(s) = 0,
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ami most azt jelenti, hogy
gTG(tl_S)AB = 0, ERS [to,tl]. (230)

Specialisan s = t;-re azt kapjuk, hogy ¢7'B = 0. Differencialjuk ismételten
(2.30)-at, majd vegyiik a derivaltakat s = t;-re, akkor a

ETB=¢T"AB= .. =¢TA"'B=0

egyenlGségekhez jutunk, ami ellentmond a feltevésiinknek.
Diszkrét ideji rendszerre viszont abbol, hogy W (tg, t1) nem pozitiv defi-
nit, az kovetkezik, hogy minden j € [to,t1)-re

¢ (t,j+1)B(j) =0,

vagyis (T AN=I71B = (. Specialisan j = t; — 1,¢; — 2,...,t; — n -re ez azt
jelenti, hogy

E'B=¢TAB= ... =¢TA" B =0,
ami ellentmond a feltevéstinknek. []

A fenti eredmények alkalmazasat illusztraljuk a kévetkezs példaval.

2.83. Példa. (Forditott inga linearizalt modellje). Vizsgéljuk meg a 2.1. Pél-
daban kapott (2.11) rendszer iranyithatosagét, amelyre

0 100 0

i a21000 . . bg
A= 0001 |” B = 0
a1 000 by

és az asgy, a41, by, by a (2.12) képletekkel meghatarozott, nem zérus szamok,
és a surlodastol eltekintettiink. Ekkor

0 bg 0 aglbg
by 0 asby 0
2 3 _ 2 212 .
[B,AB, 4B, A°B] = | b 0 aubs | =5

b4 0 a41b2 0
2
ésdet S = b3 <a41 — Z—gagl) = b3g* # 0, tehat a rangfeltétel teljesiil, igy a 2.1.
Kovetkezmény értelmében a forditott inga linearizalasaval kapott rendszer

teljesen irdnyithato tetszéleges pozitiv hosszusagi intervallumon.
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2.4. Példa. (Zart gazdasdg linearizalt modellje). A 2.2. Példaban lattuk,
hogy a zart gazdasag altalunk vizsgalt, linearizalt modellje a (2.15)-(2.17)
egyenletekkel adhatoé meg, ahol az A és B matrixok az alabbi szerkezettiek:

% 0 %k *
B = O—% , A= * % *
0 0 Iy Ir 1+ Ig

Minthogy a és (8 pozitiv konstansok, B rangja ezzel egyiitt a Kalman-féle
matrix rangja is legalabb 2.

% 0 = *
[B,AB,A’B] = | 0 =2« x
al BI
0 0 =5 -5

Ennek a méatrixnak a rangja 3, ha Iy # 0, vagy Ig # 0 (tehat, ha a valos
beruhézas az egyensulyi helyzetben érzékeny a névleges kamatlab és/vagy a
valés output véltozasara, ami ésszeri feltételnek tekinthets).A 2.1. Kovet-
kezmény értelmében ezen modell szerint a gazdasag tetszéleges, legalabb 2
egység hosszusagu idintervallumon teljesen iranyithaté a monetéaris és fiska-
lis politika, mint eszkozvaltozo segitségével.

A Kalman-féle rangfeltétellel ekvivalens feltételt fogalmaz meg az alabbi
tétel.

2.2. TETEL. (HAUTUS-FELE RANGFELTETEL). Legyen A € R™" B €
R™ ™ Ekkor az aldbbi két feltétel ekvivalens:

(i) rang (B, AB, ..., A" 'B) = n;

(i1) rang (A — A, B) =n az A mdtriz minden X\ sajdtértékére.

Bizonyitds. (1) = (ii). Tegyiik fel, hogy (i) teljesiil, mégis van olyan y # 0
vektor, hogy yT A = MyT és y? B = 0, vagyis azt, hogy (ii) nem teljesiil. Ekkor
azonban az is igaz, hogy y? A'B =0, i=0,1,...,n— 1, ami ellentmond (i)-
nek.

(ii) = (i). Ismét indirekt tton bizonyitunk: feltessziik, hogy (ii) teljesiil,
mégis rang (B, AB, ..., A""! B) < n. Ekkor van olyan y # 0 vektor, hogy

yTA'B =0, i=0,1,...n—1,

lgy
Y (et A" e AV L+ A+ l) B=0 (2.31)
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is teljesiil a ¢y, cy,..., ¢,—1 szamok barmilyen megvalasztasa esetén. Legyen 1
a legkisebb fokszamu olyan nem azonosan zérus polinom, amelyre y7 ) (A) =
0. Ilyen polinom biztosan van, mert példaul az A karakterisztikus polinomja
ilyen, igy a v polinom d fokszamara teljesil az 1 < d < n feltétel. A
1 polinom tetszdleges \ gyokére teljesiil, hogy (z) = (z — \) f (2), ahol
f(2) egy (d— 1)-edfoktt polinom. Legyen 27 := yTf(A); =z # 0, mert
Y a legkisebb fokszamu olyan polinom volt, amelyre yZv (A) = 0 teljesiil.
Mésrészt 0 = yTyp(A) = yT f(A)(A—NI) = 27 (A — \), a (2.31) miatt pedig
0 =y” f(A)B = 2" B, ami ellentmond a feltevésiinknek. [J

2.1. Megjegyzés. Ha X nem sajatértéke az A matrixnak, akkor det(A — AI) #
0, tehat az (ii) feltétel automatikusan teljesiil.

2.4. Ekvivalenciak és kanonikus alakok

Az iranyithatosiag fogalmét geometriai iton definidltuk, igy a rendszerek
irdnyithatosaga nem fiigghet a vélasztott koordinata-rendszert6l. Ennek a
kovetkezményeivel f6ként az idGinvarians rendszerekkel kapcsolatban fogunk
foglalkozni.

2.4.1. Linearisan ekvivalens rendszerek

2.2. DEFINICIO. Az - o
x(t) = Az (t) + Bu(t),

illetve
x(t+1)=Ax(t)+ Bu(t),
z(t) = Az (t) + Bu(t),
illetve

z(t+1)= Az (t)+ Bu(t)

idéinvarians rendszereket linearisan ekvivalensnek nevezziik, ha létezik olyan in-
vertalhaté P matrix, hogy

A=PAPY B = PB.

A linerarisan ekvivalens rendszerek tehat ugyanazt a fizikai rendszert irjak
le az n-dimenzios tér kiillonb6z6 koordinatarendszereiben. Az iranyithatosag
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tulajdonsaga invarians a koordinata-transzformaciora vonatkozoan, hiszen

—n—1

E,E,...,A E] =P [B,AP_lPB,...,A"_lP_lpB]

és a P matrix rangja n, ezért az el6z6 egyenléségben a zardjelben szerepld
méatrixok rangja megegyezik.

Lattuk, hogy az iranyithatosag feltétele linearis idGinvarians folytonos és
diszkrét idejd rendszerekre ugyanaz, igy ha iranyithatosagrol beszéliink, nem
sziikséges megkiilonboztetni a kétféle tipusu rendszert, hanem elegendd csak
az (A, B) par altal meghatéarozott rendszerrdl beszéni.

2.3. TETEL. Legyen A € R™", és B € R™! tovdbbd

010 ..0 0
001 ..0 0
L= .. .. . .| eR™, B= e R",
000 ... 1 0
000 ..0 1
Op—1
Qp_2
M= ... |, C = (1,0,...,0) € R,
a
%))

Az (A, B) pdr dltal meghatdrozott linedris rendszer akkor és csak akkor
linedrisan ekvivalens egy (A, B) rendszerrel, ahol A = T + MC, ha telje-
sen irdnyithato.

Bizonyitds. Az (Z, E) par teljesen iranyithato, mert

000 ... 1
000 ..0
(BAB,... A" B) = | .. . .
010 ..0
100 ..0

tehat a Kalman-féle rangfeltétel teljesiil. Mivel a linearisan ekvivalens rend-
szerek egyidejtileg teljesen irdnyithatok, ezzel a feltétel sziikségességét belat-
tuk.
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Tegyiik fel, hogy az (A, B) par teljesen iranyithat6. Vegyiik a
P = (A"*IB, A" 2B, ..., AB, B) , P e R™"
maéatrixot. A rangfeltétel miatt P nemszingularis. Legyen
A=P AP, é6s B=P'B.

Mutassuk meg, hogy A és B a tételben meghatarozott alakd! Valéban, B
a PB = B linearis egyenletrendszer egyértelmten meghatarozott megolda-
sa, ami éppen B = (0,...,0, 1)T. Tekintsiik az A maéatrix karakterisztikus
polinomjat:

wa(A) =det (s — A) = 8" — 15" — ... — a15 — .
vegyik az M = (a1, ..., a1, ao)T vektort, és legyen
A=T+MC.
Ekkor AP = PA, ugyanis
AP = (A"B,...,AB),
és

n—1
PA =PI+ PMC = (Z a;AVB, A"IB, .., AB) .

j=0
n—1
A Cayley-Hamilton tétel értelmében A™ = Y o, A7, ezzel a tételt bizonyi-
7=0
tottuk. [J

2.2. KOVETKEZMENY. Az (A, B) pdr akkor és csak akkor teljesen irdnyit-

hato, ha linedrisan ekvivalens eqy (;L E) rendszerrel, ahol

Z:F+§N; N = (a'07 coog an—l);

B ésT a2.3. Tételben adott.

Bizonyitds. Kozvetlen szamolassal ellenérizhetjiik, hogy (2[’ E) teljesen ira-

nyithato, igy a fenti tétel értelmében linearisan ekvivalens egy (Z, E) alakt
rendszerrel. Az (A, B) akkor és csak akkor teljesen irdnyithato, ha linedrisan
ckvivalens egy (A, B) rendszerrel, igy (A, B) akkor és csak akkor teljesen

irdnyithato, ha linearisan ekvivalens egy (g, E) rendszerrel. [
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2.2. Megjegyzés. Ismeretes (vagy kénnyen belathato), hogy az

010 .. 0
001 .. 0

A=| . .
000 .. 1

matrix karakterisztikus polinomja
i (A) = A" — A N — a A — ay,

tehat az M métrix (¢,1) és az N matrix (1,n — i 4+ 1) eleme azonos kell,
hogy legyen az (A, B)-vel ekvivalens kétféle alakban. Ezeket az elemeket
az A matrix egyértelmten meghatérozza a det(A — A) = p4(A) karakte-
risztikus polinom egyiitthatoi altal. A 2.3. Tételben adott (A, B) parral
meghatéarozott rendszert az (A, B) parhoz tartozo rendszer irdnyithaté kano-
nikus alakjanak, mig az (Av, B) parral meghatarozott rendszert az (A, B) par
wranyitast kanonikus alakjanak nevezziik.

2.3. Megjegyzés. A 2.3. Tételbdl és a 2.2. Kovetkezménybdl lathatjuk, hogy
az n-dimenzios allapottert és egy bemenet, teljesen iranyithato linearis id6-
invarians rendszer leirhatdé n darab paraméterrel, csupan a koordinatarend-
szert kell alkalmasan megvalasztani. Mi tébb, ez az n paraméter az egymassal
linearisan ekvivalens rendszerekre ugyanaz, tehat a rendszer invariansdnak
tekinthets. A késébbiekben latni fogjuk, hogy ez az alak egy gyakorati szem-
pontbol fontos feladat (a poluselhelyezési feladat) megoldhatosaganak elvi
alapjat adja.

Nézziik meg, hogyan altaldnosithato a fenti fogalom és a fenti eredmény
tobb-bemenetd (m > 1) rendszerre!

2.4.2. Feedback ekvivalens rendszerek

2.3. DEFINICIO. Legyen A, A € R™*" és B, B € R™™. Azt mondjuk, hogy
az (A, B) és az (A, B) matrixparokkal jellemzett linearis rendszerek feedback
ekvivalensek, ha létezik olyan P € R™*™ és V € R™ ™ invertalhaté matrix és
F € R™*™ matrix, hogy

P Y A+BF)P=A é P'BV=B
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A feedback ekvivalenciat az alabbi médon jel6ljiik:

(A,B) = (4, B).

A feedback ekvivalencia megfelel egy-egy bézistranszformacionak az allapot-
és az iranyitasi térben, és egy u = F'x + v’ feedback transzformécionak, ahol
u' az 4j iranyitasi valtozo.

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a ,,=" relacié valoban ekvivalenciarelacio,
valamint ha (A, B) = (A, B), akkor az (A, B) par akkor és csak akkor teljesen
iranyithato, ha az (A4, B) par is az (lasd a 2.17. Feladatot).

2.4. DEFINICIO. Pozitiv egész szamoknak egy x = (K1, ..., k,) sorozatat az n
felbontasanak nevezziik, ha

K1 > Ko 2 ... 2 Ky

és
K1+ Ko+ ... + K. = 7.

Az n minden felbontasahoz hozzarendelhetjiikk az (A, B,) méatrixpart,
ahol

Twy O .. O
0 Duy . O .

A, = S e R"", (2.32)
0 0 I,
by, 0 . 0 0 .. 0
0 bry . 00 .. 0 e

By = T €R ’ (2'33)
0 0 . be 0 .. 0

FnJ» c Rlﬂ:jXIﬁ:j’ bnj c RNle,

és
010 ... 0 0
001 50 0
I R T e (2.34)
000 ... 1 0
000 .. O 1

Azt mondjuk, hogy az (A, B.) par Brunovsky-féle kanonikus alakt.
Az n barmely x felbontésa esetén az (A, B,) par teljesen iranyithato.
Vilagos, hogy
rangB, =1 < m.
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Lattuk, hogy m = 1 esetén tetszSleges teljesen iranyithatd (A, B) rendszer
linearisan ekvivalens egy, a 2.2. Kévetkezményben meghatdrozott (A, B)
rendszerrel, vagyis létezik olyan invertalhato P matrix, hogy PlAP = A=
I' + BN és P~'B = B. Ha az F métrixot az FF = —NP~! egyenl6ségnek
megfelelGen valasztjuk, akkor a

P YA+ BF)P =P 'AP—-P'BN=T+BN—-BN =T

Osszefiiggésbdl lathato, hogy az egybemeneteli teljesen iranyithatoé rendszer
feedback-ekvivalens az (A, By) rendszerrel, ahol k = kK = n.

Célunk annak bemutatésa, hogy tetszéleges teljesen iranyithato (A, B)
rendszer feedback ekvivalens egy egyértelmiien meghatarozott Brunovsky-
féle kanonikus rendszerrel.

El6szor nézziik meg azt, hogy hogyan lehet megkonstrualni az n egy
olyan k felbontéasat, amely barmely két feedback ekvivalens rendszer esetében
ugyanaz.

Rogzitsiink egy tetszoleges teljesen iranyithato (A, B) part, és irjuk fel a
Kalman-féle rangfeltételben szerepld matrixot oszloponként. igy a

B, b ABY L AD™ L AP L AT

vektorsorozatot kapjuk, ahol &’ jeloli a B matrix j. oszlopvektorat. Ebben a
sorozatban egy vektort fiiggonek neveziink, ha kifejezhets a sorozatban el6t-
te allo vektorok lineéris kombinécidjaként, kiillonben az illet§ vektort figget-
lennek nevezziik. Megmutathato, hogy ha az A'b vektor fiigegs, akkor az
A" vektor is az. Rendezziik el a fenti vektorokat a

R 4
At AV L AbT
(2.35)

An—lbl An—lb? An—lbm

tablazatba. Legyen \; a fenti tablazat 7. soraban talalhato, fenti értelemben
fliggetlen vektorok szama. Ha rangB = r, akkor \y = r, és \y > Ay >
.. > A, ahol s az utolsé olyan sor indexe, ahol legalabb egy fliggetlen vektor
talalhato. Mivel az (A, B) par teljesen iranyithato, ezért Ay + Ao + ... +
As = n. igy a (A, A, ..., As) az n egy felbontasat adja, amit az (A, B) par
egyértelmien meghataroz és amelyet \(A, B) vel jeloliink. Megmutathato,
hogy ha (A, B) = (A, B), akkor A\(4, B) = A(A, B) (lasd a 2.18.. Feladatot).
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2.5. DEFINICIO. Az n egy adott A = (A1, Ag, ..., As) felbontasanak konjugaltja
alatt pozitiv egész szamok olyan X' = (\|, X}, ..., \.,) egyiittesét értjiik, ahol

megadja a A felbontas i-nél nem kisebb elemeinek szamat.

A konjugélt definiciojabol kévetkezik, hogy " = Ay = r, \] > A, >
2> A és A+ A+ o+ XN, = n, tehat X szintén az n egy felbontéasat
adja. A X és XN kozotti kapcsolat megértését segiti a 0 és 1 szamokbol allo,
ugynevezett Young-tablazat, amely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy
ha egy eleme 0, akkor sem téle jobbra, sem alatta nem fordulhat el6 az
1 szédm, és nincsen csak 0-t tartalmazo sora és oszlopa. Az n egy adott
A = (A, Ag, ..., As) felbontésédhoz rendeljiik hozza az s X A\; méretd Young-
tablazatot, amelynek elsG soraba \; darab egyest frunk, masodik sordba (az
els6 oszloptol kezdédGen) Ao darab egyest, és igy tovabb. Példaul az n =
4 szam (2,1,1) felbontasahoz az alabbi tablazatot rendeljiik:

11
10
10.

Megforditva, egy pontosan n db egyest tartalmazo Young-tablazat az n egyet-
len felbontésabol szarmaszik.

Eszrevessziik, hogy A felbontas Young-tablazatanak elsé oszlopa ponto-
san annyi darab egyest tartalmaz, ahany egynél nem kisebb eleme van A-nak,
a mésodik oszlopa annyit, ahdny eleme nem kisebb mint 2, és igy tovabb.
Tehat a A Young-tablazatanak transzponaltja éppen a A konjugalt Young-
tablazatat adja. Ebbdl kovetkezik, hogy A" = A, igy A egyértelmiien megha-
tarozza A-t.

2.6. DEFINICIO. Az (A, B) teljesen iranyithaté par x(A, B) irdnyithatdsagi
indexe a ki, ..., k. elemek kK = (K, ..., k) egylittese, amely az n szam \(A, B)
felbontasanak konjugaltja.

Mivel teljesen iranyithato feedback ekvivalens rendszerek esetén A\(A, B) =
A(A, B), ezért iranyithatosagi indexeik is megegyeznek. Igazolhatjuk azt is,
hogy az n barmely k felbontasa esetén
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2.4. TETEL. Tetszéleges teljesen irdnyithato (A, B) pdrhoz létezik az n-nek
egy olyan egyértelmien meghatdrozott r felbontdsa, hogy (A, B) = (Ax, By).

Bizonyitds. Legyen k' és k" az n két tetszoleges felbontasa. Ha (A, B) =

(AH/, BK/) és (A, B) (AR//, B,{//), akkor
/i, = K(AH/, BH/) = K(A, B) = IQ(AHH, B,w) = Ii”,

ami a k egyértelmiiségét mutatja. Lassuk be, hogy van olyan x, amely-

transzformaciok 1épésrdl 1épésre torténd megkonstrualasaval mutatjuk meg.
Vegytiik a B matrix oszlopainak olyan permutéciojat, hogy a (2.35) tablazat
oszlopaiban talalhato fiiggetlen vektorok szama nem-névekvé legyen (vagyis
a V most egy permutécios matrix, P = I, F' = 0). Jeloljiitk BV -t tovabbra
is B-vel, oszlopait pedig /-vel. Legyen tovabbra is r = rang B. Minthogy az
el6bbi permutécié eredményeként a B els§ r oszlopa tartalmazza a lineari-
san fiiggetlen oszlopokat, j > r esetén b/ kifejezhets az elsé r oszlop linearis

kombinaci6jaként:
,
bj = Z Oéjibi.
i=1

Az
u=Vu
definicioval vezessiink be 1j irdnyitasi valtozot, ahol
— Qri11 oo U1
V = r és V = . c. :
( 0 _Im—'r) ) 12 : . .

Org1p oo O

Ekkor Bu = BVw és BV = (b',...,07,0,...,0). A BV maétrixot tovabbra is
B-vel jeloljiik, és a tovabbiakban feltessziik, hogy

B=(b,..,b",0,..,0). (2.37)

Jelolje a (2.35) tablazat i-dik oszlopaban talalhato fiiggetlen vektorok szaméat
k;. Ekkor a

B, AMTIpL g2 ARl ol ARl (2.38)
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vektorok az R™ egy bazisat alkotjak. A fiiggéség definicioja alapjan tudjuk,
hogy barmely j-re megadhat6 az alabbi linearis kombinécio

A > e AW = = 7Y " AR (2.39)
1<j I=1 k=1

(Ez azt fejezi ki, hogy A%l megadhaté az 6t megel6z6 vektorok linedris
kombinaciojaként.) Alkalmazzunk az iranyitasi valtozok terében egy tjabb
koordinata-transzformaciot, amelynek eredményeként egy B = BV matrixot
kapunk
Nl::bj—l—Zajlobl, 1<j<r
1<j

oszlopokkal, mik6zben az utolsé m —r (csupa 0 oszlopot) véaltozatlanul hagy-
tuk. Visszanevezziik B-t ismét B-re, igy a (2.39) az alabbi alakba irhato:

r Kj

A 43 0 g AR =0 (2.40)

=1 k=1

(ahol persze az aj, egylitthatok az el6bbiektdl kiilonboznek). Minden j =
1,..,7 és s = 1,...,K; értékre nézve vezessiikk be az e;, jelolést az alabbi

vektorra:
r s—1

€js = A 4 Z Z OéjlkA(s_l)_kbl.

=1 k=1

(Az jiires szumma” = 0 konvenci6 alapjan ¢;; =07, j =1,...,r.) irjuk az igy
definialt vektorokat

€11, €21, .-+, €11, €12, €22, ...

sorrendbe. Ha ezt dsszehasonlitjuk az R™ bazisat alkoto (2.38)-beli vektorok-

kal, amit most
b b2, L 0T A AV

sorrendben frunk fel, lathatjuk, hogy az e;s vektorokat ,egység-haromszog”
tipust linearis kombinéciéval kaphatjuk a fenti sorrendben felirt bazisvekto-
rokbol. igy az e;s (j = 1,...,r; s = 1,..., k;) vektorok linearisan fiiggetlenek
(és igy szintén az R™ bazisat alkotjak). Tekintsiik most a

P = [elnl 1 €1(k1—1)5 =<5 €115 €205 €2(ka—1)5 -5 €215 -+o5 Crppy Cr(rp—1)5 -oos 67“1}
matrixot, ami a fentiek értelmében invertdlhatd. Legyen

A=P'AP, B=P'B,
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és irjuk az A métrixot a k= (K1, ..., k) felbontasnak megfelels blokkositott
alakba:

All A12 Alr
A/ _ A.gl AQQ A.Qr
Arl Ar2 Arr

A PA=AP egyenl@ség két oldalan szereplé matrixok oszlopait sszehason-
litva igazolhatjuk, hogy az A fédiagonalisaban szerepl6 A;; blokkok

010..0
001 ..0
A= 1
000 ... 1

alakiak, mig a f6diagonalison kiviili A;; blokkok (i # j)

000 ...0
000 ...0
Aj=1:::
000 ...0

alaktak, ahol csak a csillagok helyén allhatnak nullatol kiillonb6z6 szamok.
Ehhez azt kell belatnunk, hogy s < k; esetén

T

l

Aejs = €j(s+1) — E Oéjlsb )
=1

mig a (2.40) figyelembe vételével s = k;-re azt kapjuk, hogy
A€j,$j = — Z Cl/jl,ijbl.
=1

Masrészt a B métrix a PB = B matrixegyenlet egyértelmid megoldasa, ami-
bél kozvetleniil kévetkezik, hogy

E = By,
ahol a B.-t a (2.33), (2.34) képletekkel hataroztuk meg. (Emlékeztetiink
ra, hogy a B métrix az irdnyitasi vektorok terében végrehajtott koordinata-
transzforméciok eredmeényeként alakult ki, és a (2.37) képletnek megfelels
alaku!)
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Eddig tehat azt kaptuk, hogy a kiindulasi rendszer linedrisan ekvivalens
az (A, B) alaku rendszerrel, ami alakjat tekintve az 1-bemenetd (m = 1)
rendszerek iranyitasi kanonikus alakjéval analog. Az m = 1 esettel ellentét-
ben azonban a 0-t6l és 1-t6l kiilonb6z6 elemeket az eredeti (A, B) par nem
hatarozza meg egyértelmten, igy az (g, E) part nem tekinthetjiik kanonikus
alaknak. Az (A,, B,) kanonikus alakot megkaphatjuk (Z, E)—bél ugy, hogy
az /1 — A+ BF feedback transzformaciot alkalmazzuk, ahol az F matrixba
az A maétrix csillaggal jelolt elemeit gytjtjiik 0ssze ellentétes elGjellel. [J

2.5. Stabilizalhatosag, poluselhelyezés

A teljes iranyithatosag fentiekben megismert fogalma azt fejezi ki, hogy adott
intervallumon a rendszer tetszéleges kezdGallapotbdl tetszdleges végallapotba
- igy az origéba is - atvihetd megengedett vezérléssel. Ennél kevesebbet
koveteliink akkor, ha azt varjuk, hogy megadhato legyen olyan visszacsatolas,
amely mellett barhonnan indulva a rendszer allapota az origoba tartson.

2.7. DEFINICIO. Az idGinvarians linearis
z(t) = Az(t) + Bu(t), (2.41)
illetve
z(t+ 1) = Az(t) + Bu(t) (2.42)
rendszert stabilizalhaténak neveziik, ha létezik egy olyan, az allapottdl linearisan
fliggd u (.) = Dx (.) vezérlés, hogy az
z(t) = (A+ BD)x(t),
illetve
z(t+1)=(A+ BD)x(t)

rendszer aszimptotikusan stabilis.

A (2.41) rendszer tehat akkor és csak akkor stabilizalhato, ha létezik olyan
D € R™™ matrix, hogy az (A + BD) matrix minden sajatértéke negativ
valos részii. A (2.42) rendszer pedig akkor és csak akkor stabilizalhato, ha
az (A + BD) matrix minden sajatértéke abszolut értékben kisebb, mint 1.

A stabilizalhatosag szintén fiiggetlen a koordinata rendszer valasztasatol,
tehat csak a rendszerre jellemzd tulajdonsag. Valoban, ha (A, B) és (Z, E)
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linearisan ekvivalens rendszerek , amelyekre A = PAP~', B = PB, és
(A, B) stabilizalhato, akkor (Z, E) is az, hiszen

P(A+BD)P'=A+BD, (D=DP"),

ezért az A+ BD és az A + BD métrixok sajatértékei megegyeznek.

Egy (A, B) parral meghatérozott rendszer biztosan stabilizalhato, ha
megoldhato az aldbbi feladat.

A poluselhelyezés feladata: adott A € R™™ és B € R™™ matrixokhoz
és egy tetszblegesen megadott p(A) = A + a, A"! + ... + a9 n-edfoki
valos egyiitthatos polinomhoz keresendd egy olyan D € R™*™ matrix, hogy
det (Al — (A+ BD)) =p()).

2.4. Megjegyzés. Mivel hasonlé matrixok karakterisztikus polinomjai meg-
egyeznek, a fenti meggondolésbol azonnal kovetkezik az is hogy linearisan
ekvivalens rendszerekre a poluselhelyezés feladatanak megoldhatosaga is egy-
idejtleg teljesiil. Analog allitds igaz feedback ekvivalens rendszerekre is:
tegyiik fel, hogy (4,B) = (A,B), és P, V, F a feeadback ekvivalencia
2.3. Definiciojaban szereplé matrixok, ekkor p(A\) = det(A — (A + BD))
egyenléségbdl kovetkezik, hogy D = F + VDP™! definici6 mellett p(\) =
det(AM — (A + BD)) is teljestl.

2.5. TETEL. A poluselhelyezés feladata akkor és csak akkor oldhato meg, ha
az (A, B) pdr teljesen irdnyithato.

Bizonyitds. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy a poéluselhelyezés feladata meg-
oldhato, mégis az (A, B) par nem teljesen iranyithat6. Legyen L; C R" az az
altér, amelyet a (B, AB, ..., A""' B) oszlopvektorai feszitenek ki. A feltevés
miatt dim L; < n. Az L; altér A-invaridns, ami azt jelenti, hogy ha x € Ly,
akkor Ax € L; szintén teljesiil. Az x € L; ugyanis azt jelenti, hogy vannak
olyan vy, ..., v, € R™ vektorok, hogy x = Bv, + ... + A" 1 Bv,. Ezért

Axr = ABvy + ... + A" ' Bu,,_, + A"Bu,.

A Cayley-Hamilton tétel miatt bizonyos vy, ..., U, vektorokra Az = Bvi+...+
A" 1By, is teljesiil. Legyen Ly C R™ az L; egy kiegészits altere, tehat olyan,
hogy R" = Ly & Lo, és valasszunk egy-egy bazist Li-ben és Lo-ben. Legyen
R"-ben egy 1j bézis rendre az L; és az L, bazisvektoraival meghatarozva.
Ebben a koordinatarendszerben az A-bol és B-bdl kapott A, és B matrixok

A 211%12 ’ B B,
0 Ay 0
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alaktiak, ahol A;; € Rm>*m | By e Rm*m ) = dim Ly, Ha D=(D; D,) €
R™*™ tetszGleges, akkor

det (M — (A+ BD)) =

o I, 0 gn + §1D1 Avm + §1D2
—det</\(0 [n2>—< 0 ;1«22 >)
— det ()Jm _ (A’H + §1D1>> det <>\In2 _ ,21'22> ,

tehét az A+ BD métrix ny darab sajatértéke ugyanaz, mint az Ay métrixé.
Mivel hasonlé matrixok sajatértékei megegyeznek, ezzel belattuk, hogy az A
matrixnak ns darab sajatértéke nem valtoztathatoé meg visszacsatolassal. Ez
az ellentmondéas lezarja a bizonyitas elsé részét.

FElegenddség. Tegyiik fel, hogy az (A, B) par teljesen iranyithaté x =
(K1, ..., k) irAnyithatosagi indexekkel. A 2.4. Megjegyzés értelmében elegen-
dé az allitast a (2.33), (2.34) Osszefiiggésekkel meghatarozott Brunovsky-féle
kanonikus alakban adott rendszerekre belatni, ezért a tovabbiakban feltéte-
lezziik, hogy A = A,, B = B,..

Tekintsiik el6szor az m = 1 esetet, és legyen p (\) = \'—a, 1\ 1 —...—ag
alakban megadva. Legyen a D, € R™™ matrix

DK: (aoal--- an_l).

Ekkor det(A — (A, + B.D.)) = p(\).

Vizsgéljuk ezek utdn az altaldnos esetet, és mutassuk meg, hogy m > 1
esetén a feladat visszavezethet§ az egybemenetii esetre. Tovabbra is felté-
telezziik, hogy (A, B) Brunovsky-féle kanonikus alakban adott. Azt fogjuk
megmutatni, hogy van olyan Fy € R™*" métrix ¢s v € R™ vektor, hogy az
A = A+ BF), b = Bv egyenl6ségekkel megadott (A, b) egybemenetii rendszer
teljesen irdnyithato. Az el6bbiekben mar belattuk, hogy létezik egy olyan
R™"-beli métrix, amire most a d jelolést hasznaljuk, hogy az A + bd matrix
karakterisztikus polinomja éppen a megadott p(A\). Ekkor a D = Fy + vd
matrix megfelel, hiszen

A+ BD = (A+ BFy) + (Bv)d.

A célunk az, hogy - alkalmasan valasztott v € R™ mellett - megkonstrualjunk
egy i, ..., x, € R" linearisan fiiggetlen vektorokbol all6 sorozatot, amelyre

I = BU, xIr; = Al’i_l + Bui_l, 1= 2, ., n (243)
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teljestil valamilyen wuq, ..., u,_; vektorokkal. Ha ez sikeriil, és az F; matrixot
ugy valasztjuk, hogy

Fizj=u;, j=1,..,n—1 Fz,=w, w tetsz6leges (2.44)
legyen, akkor az z; = (A + BF))z,_1 egyenlSség is teljesiil, ha i = 2,...,n,
ezért a b = 11, A = A+ BF) mellett azt kapjuk, hogy

rang(g, ga s g"_lg) = rang(ry, o, ...,T,) = N,

vagyis az (g, E) par valoban teljesen iranyithato.
Az, hogy a (2.44) egyenletek egyértelmiien meghatarozzék Fi-et, kozvet-
leniil kovetkezik x1,...x, linearis fliggetlenségébdsl. Ha ugyanis

T
u
T 1
Xy )
27 Up—1
n wT

jeloléseket alkalmazzuk, akkor a (2.43) egyenletrendszer ekvivalens az
XF'=U

linearis matrixegyenlettel, amelynek egyértelmt megoldésa FI = X U alak-
ban megadhato.

Elegendd tehat azt megmutatni, hogy hogyan adhaté meg egy alkalmas
v, tovabba olyan wuy, ..., u,_1 sorozat, hogy a (2.43) osszefiiggések linearisan
fiiggetlen w1, ..., x,, vektorokat eredményezzenek. A felvetésiink értelmében
(A, B) = (A, Bx). Minthogy az alabbi szamolasban a matrixelemek konkrét
értékei fontosak, a hangsuly kedvéért ismét az (A,, B,) jelolést alkalmazzuk.

Legyen a v vektor a

. 1, ha j =, 1 m
710, ha j #r, J= S
Osszefiiggésekkel meghatérozva. Ekkor x; = B,v = e,, ahol e, az n-edik
egységvektor.
Valasszuk az uq, ..., u,_1 vektorokat az alabbi moédon:
o---0 0 O0---0 --- 1 0---0
ULy eeey Uy 1) = :
(us 1) .
0 0 0 0---0 0 0 0
—— —— ——
Kk, — 1 db Kr—1 — 1 db k1 —1db
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(Itt az 1 szam az wu,,-ben az r — 1-dik komponensként szerepel, majd -
0 vektorok kozbeiktatasa utan - lépcsézetesen felmegy az els6 komponen-
sig.) Ezeket rendre behelyettesitve az z;11 = A.x; + Biu; Osszefliggésbe, az
To = €,_1,...,T, = e; vektorokat kapjuk, amelyek nyilvanvaléan linearisan
fliggetlenek.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. [

2.5. Megjegyzés. A bizonyitas m > 1 esetén is nagyon egyszer abban a spe-
cialis esetben, ha a megadott p(A) polinom felirhato p (A) = py, (A) ...ps, (A)
szorzat alakjaban, ahol p,, (A\) = A\ — a; ., A"1 — .. —a;1 ) — a; valos
egyiitthatos, x; fokszami polinom. Ez biztosan igaz, ha az el6irt polinomnak
minden gyoke valos, (vagy ha r =1 ). Valoban, legyen a D, méatrix

Ao -+ Aigey_1y 0 - O --- 0 --- 0
0 --- 0  ag - A1y -+ O -+ 0

D, — 0 --- 0 0 --- o --- 0 --- 0
0 .- 0 0 --- 0 Q0 A1)

Ekkor det(A — (A, + B.D,)) = p(A).

2.6. Megjegyzés. Ha a poluselhelyezés feladata megoldhato, akkor az u =
Dz visszacsatolt vezérléssel az z (t) = (A+ BD)x (t), illetve z (t+1) =
(A+ BD)z (t) rendszer egylitthatoméatrixanak a sajatértékeit lényegében
tetszbleges modon elSirhatjuk (azt kell csupan kikotni, hogy komplex sa-
jatértékek csak konjugalt parokban fordulhatnak elg).

2.7. Megjegyzés. A 2.5. Tétel 2. allitdsanak bizonyitédsa ugyan konstruk-
tiv, de a gyakorlati szamitas soran egyszeriibben is eljarhatunk, amint azt
az alabbi példa megoldasa soran lathatjuk. Hangstlyozzuk, hogy a haté-
kony numerikus kiszamitasra - példaul a MATLAB eszkoztarban - mas, az
el6zGeknél bonyolultabb algoritmust hasznalnak.

2.5. Példa. (Forditott inga folytatdsa). Tekintsiik ismét a forditott inga mo-
delljének linearis kozelitését elhanyagolhato surlodéas mellett. Lattuk, hogy ez
a rendszer teljesen iranyithato, igy a fentiek miatt stabilizalhato is, s6t a po-
luselhelyezés feladata is megoldhat6. A meghatarozottsag kedvéért tekintsiik
ezt a rendszert a M = 0.98 kg, m = 0.08 kg, L =0.312m, g =10 m/sec?
adatokkal. Ekkor

0 100 0
25 000 —24

A= 0 001" B= 0
—0.6000 1
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Mivel det (A — A) = A\* — 25\ ez a rendszer instabil, hiszen A sajét-
értékei 5, —b, 0 (kétszeres). Tegyiik fel, hogy egy olyan D = (d; d2, ds, dy)
visszacsatolast szeretnénk meghatarozni, hogy az A + BD maétrix sajatér-
tékei —1,—2 és —2 + i legyenek, tehat az eldirt polinom legyen p(\) =
A+1)A+2) (N2 +4X+5) = A+ 7TA3 + 1907 + 23\ + 10. {gy D-re vo-
natkozoan a

det (Al — (A+ BD)) =p(A)
feltételt irhatjuk fel, amibdl azt kapjuk, hogy

A —1 0 0

det —25+ 2.4dy A+ 2.4dy 2.4d3 2.4dy
0 0 A -1

0.6 —d; —dy —ds N—dy

= M+ (2.4dy — dy) X+ (—d3 — 25 + 2.4d,) \?
+ (25d, — 1.44d,) A + (25d5 — 1.44d5) =

=M+ 72 + 190% + 23\ + 10.

Innen

10 23 1 10 1 23
dy=—— di=—o dy=— (44— ), dy=— [T+ —— ).
°7 23567 1 23560 2.4( +23.56>’ ? 24( +23.56)

2.6. Linearis rendszerek megfigyelhet6sége

Rendszerek megfigyelhetGsége alatt egy olyan tulajdonsagot értiink, amely
lehet6vé teszi, hogy meghatarozzuk a rendszer allapotat annak alapjan, hogy
valamilyen intervallumon ismerjiik a bemend és kimend jeleket. Most tehat
arra leszlink kivancsiak, hogy meghatarozhaté-e az ismeretlen x (ty) = o
allapot az

z(t)=A{t)xz(t)+ B({t)u(t), (2.45)
y(t)=C(t)z(t), teZCR (2.46)

illetve az
z(t+1)=At)x(t)+ B(t)u(t), (2.47)
y(t)y=C(t)x(t), tel CZ (2.48)

iranyitasi-megfigyelési rendszerhez, ha ismert az u € A (tg,t1) vezérlés és
az y : [to,t1] — RP megfigyelés. Természetesen az elmondottakon kiviil
ismertek a rendszert leird6 A, B, C matrixfiiggvények, amelyekre A (t) €
R™ ™ B(t)eR™™, C(t) € RP*™,
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2.8. DEFINICIO. A (2.45), (2.46) illetve (2.47), (2.48) iranyitasi-megfigyelési
rendszert teljesen megfigyelhetének nevezziik a [ty,t1] intervallumon, ha az is-
meretlen kezd8allapot (egyértelmiien) meghatarozhaté az u és y fliggvények is-
meretében.

2.8. Megjegyzés. A megfigyelhetdség vizsgalatanal elegends az u (t) = 0 eset-
re szoritkozni, vagyis az

z(t)=At)z@), yt)=C{H)z(@), (2.49)
illetve
z(t+1)=AW)x(t), y{t)=C()x(t) (2.50)

rendszert tekinteni. Ha ugyanis az u tetszoleges vezérlés, akkor (2.45), (2.46)
esetén a Cauchy formula szerint

y(0)=C o) [o(tt)a+ [ o(t.s)B(s)uls)ds| .

ahol a zarojelben szereplé mésodik tag ismert fiiggvény, tehét az y helyett
tekinthetjiik az

mwzmw—cwjﬁwa@M@Ms

megfigyelést. Diszkrét idejd rendszer esetén teljesen anal6g meggondolasok-
kal kapjuk az &llitast. A tovabbiakban ezért a (2.49), illetve (2.50) rendszer
megfigyelhetGségével fogunk foglalkozni.

2.9. Megjegyzés. A 2.8. Definici6 megfogalmazhato volna masképp is: egy
lineéris rendszer akkor és csak akkor megfigyelhets egy adott intervallumon,
ha kiilonb6z6 kezdGallapotokhoz kiilonb6z6 megfigyelési fiiggvények tartoz-
nak, ami ekvivalens azzal, hogy az y (t) = 0,t € [ty,t;] akkor és csak akkor
teljesiil, ha zy = 0.
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2.6. TETEL. A (2.49), illetve (2.50) rendszer akkor és csak akkor teljesen
megfigyelhetd a [to, t1] intervallumon, ha az

M (to, 1) = / 6 (5,10 C (5)7 C () & (5, 0) ds

illetve az
t1—1

M (to,t2) = 3 6 (5, 1)" C ()7 C () 6 (i to)

Jj=to

madtriz pozitiv definit.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy M (tg,t;) mindig pozitiv szemidefinit. Tet-
sz6leges T € [to, t1]-re

y (1) = C(7) ¢ (7, t0) 0.
Szorozzuk meg ezen egyenlség mindkét oldalat a ¢ (7, t)" C (7)" métrixszal,
és integraljuk to-tol t1-ig, illetve Osszegezziik ty-tol t; — 1-ig; ekkor

J (5, t6)TC(s) y(s)ds,

> ¢, t0)" C (1) (),

Jj=to

M(to, t1)$0 =

ami egy linearis egyenletrendszer az xy ismeretlenre vonatkozoéan. Ha az
M (to, t1) pozitiv definit, akkor abbol, hogy y(t) = 0, nyilvan kovetkezik,
hogy xy = 0, vagyis a rendszer teljesen megfigyelhets. Forditva, tegyiik
fel, hogy abbol, hogy y (t) = 0, kévetkezik, hogy zq = 0. Ez azt jelenti,
hogy a fenti homogén linearis egyenletrendszer megoldasa egyértelmi, ami
ekvivalens azzal, hogy det M (to, 1) # 0.

Minthogy definicioja miatt M (to,t1) biztosan pozitiv szemidefinit, ebbdl
az kovetkezik, hogy M (tg,t1) pozitiv definit. [J

2.3. KOVETKEZMENY. Ha A € R™", C € RP*" akkor az

z(t)=Ax(t),  y(t)=Cx(t),

lletve az
z(t+1)=Az(t), y(t)=Cx(t)
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iddinvaridns linedris megfigyelési rendszer akkor és csak akkor teljesen meg-
figyelhetd barmilyen pozitiv hosszusdgu, illetve legaldbb n hosszusdgi [to, t:]
intervallumon, ha

rang [C’T, ATCT, .., (AT)n_l C’T] =n.

Bizonyitds. A bizonyitéas teljesen analog a 2.1. Kovetkezménnyel, ezért ennek
atgondolasat az olvaséra bizzuk. [

2.0. Példa. (Forditott inga folytatdsa). A 2.1. Példaban lattuk, hogy a fordi-
tott ingat beallito rendszer mozgasasat linearis kozelitésben a (2.11) differen-
cidlegyenlet rendszerrel irhatjuk le. Tegyiik fel, hogy az inganak a fiiggéleges
iranytol valo ¢ (t) elhajlasinak a mérése alapjan szeretnénk az iranyitast
megvalositani. Ez azt jelenti, hogy az y (t) = z; (t) a megfigyelt valtozo,
vagyis C' = (1,0,0,0,). A (2.11) képletben megadott A matrix felhasznala-
saval kiszamithatjuk, hogy

10@210
T AT AT (AT\2 AT (AT\3 ~7] _ |01 0 ag
[C,AC,(A)C,(A)C]_ 000 o
00 0 O

Ennek a matrixnak a rangja 2, tehat a szogeltérés alapjan a rendszer nem
megfigyelhets. Tegyiik fel, hogy mérjiik a szogeltérést és a kocsi helyzetét is,
vagyis

a1 ()
28] el [ o
Ty (t

valtozokat. Ekkor

1000
0010
0100~
0001

(G, ATCT, (A7) ¢f, (A7) cf | =

ahol az els6 négy oszlop linearisan fiiggetlen, ezért a tovabbiakat mar nem is
szamitjuk ki. igy ez a rendszer mar teljesen megfigyelhetd.
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2.7. Példa. (Zdrt gazdasdg egy modelljének folytatdsa). A 2.2. Példaban
kiszamitottuk a zart gazdasag 1.2.6 Példabeli modelljének linearis kozelitését.
A (2.13) és (2.14) alapjan y és p + Ié—vgw a mért valtozok, tehat

c_(100N 1 [ Fx  Hg
cn0cy ) ' HpEy P HpFy Hp )~

A megfigyelhetSség vizsgalatahoz elegendd lesz azt tudnunk, hogy az A és
C matrix bizonyos elemeinek milyen az elGjele. Abbdl kévetkezGen, hogy az
eredeti modellben Fy, Fix, Hp, Hi biztosan pozitiv, mig Ir biztosan negativ,
az A matrixban a1, = alp, ezért ajo < 0, co3 < 0. Tehat

1cop *
rang (C’T,ATCT, (AT)2 CT> =rang | 0 0 app*x... | =3,

0co3 * x

ami azt jelenti, hogy a rendszer teljesen megfigyelhetd.

2.7. AllapotmegfigyelSk, szeparacios elv

Tegyiik fel, hogy adott egy lineéris, idGinvaridns iranyitasi - megfigyelési
rendszer. Ha az irdnyitast egy u = Kz alaku (statikus) visszacsatolassal
szeretnénk meghatarozni, akkor ennek megvalésitasahoz minden id&pillanat-
ban rendelkezésre kellene éllnia az x(t) allapotnak. Mivel azonban csak az
y(t) = Cx(t) megfigyelés hozzéférhets, ezért egy u = Dy alaki (szintén
statikus) visszacsatolassal kellene a rendszerben bizonyos kiévetelményeket
(példaul stabilizalast, poluselhelyezést) teljesiteni. Ez az igény eléggé nehe-
zen teljesithetének latszik. Gondoljunk csak arra, hogy ha az iranyitésnak is,
és a megfigyelésnek is a dimenzi6ja 1 (azaz m = p = 1), akkor a D egyetlen
szam, ezért nem varhato, hogy a D megvalasztasaval az A + BﬁC’stszes
sajatértékét megfelel6 médon befolyasolni tudjuk. Valéjaban az v = Dy sta-
tikus visszacsatolas min {n, m + p — 1} sajatérték kezelését teszi lehetéve. A
fentiekben vézolt nehézség kikiiszobolése érdekében folyamodunk a dinami-
kus visszacsatolashoz, ami a kovetkez6t jelenti. Szeretnénk megkonstrualni
egy olyan, megfigyel6nek nevezett rendszert, amelynek a bemenete az eredeti
rendszer bemeneti és kimeneti fiiggvénye, kimenete pedig tetszéleges kezdGal-
lapot esetén az eredeti rendszer allapotdhoz tart. A két rendszer kapcsolatat
szimbolikusan a 2.1. &dbra szemlélteti.
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2.9. DEFINICIO. Legyen az

z(t) = Az (t) + Bu (t) y(t)=Cx(t), (2.51)
illetve az
z(t+1)=Ax(t)+Bu(t) y(t)=Cx(t) (2.52)
adott rendszer. A
z(t)=Fz(t)+Gu(t)+ Hy(t), (2.53)
illetve a
2(t+1)=Fz(t)+ Gu(t) + Hy (¢) (2.54)

rendszert a (2.51), illetve (2.52) rendszerre vonatkozé allapotmegfigyel6nek ne-
vezziik, ha barmilyen z, zy € R™ kezd6allapotok, és barmilyen megengedett u (.)
iranyitas esetén a (2.51) és (2.53) illetve a (2.52) és (2.54) megfelels z (.) és
z (.) megoldasara teljesiil, hogy

z(t) —x(t) =0, ha t — oc.

i eredeti rendszer
u(t) x(t) =Ax(?) + Bu(?)
> x(t+1) = Ax(¢) + Bu(r) > y(?)
v  =Cx(2)
o 2(t) = Fz(t) + Gu(t) + Hy(?) .
> z(t+1) = Fz(t) + Gu(t) + Hy(t) > 20)
megfigyelo

2.1. abra. Allapotmegfigyels

Az allapotmegfigyels egy olyan rendszer - konkrét berendezés, vagy akar
egy szamitogépes program - amelynek az allapotvektora minden idépillanat-
ban rendelkezésre all.
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Matematikai szempontbol az allapotmegfigyel6 konstrualasa az F, G, H
maéatrixok meghatarozasat jelenti. Végezziik el a szamolasokat diszkrét rend-
szerre. A folytonos ideji rendszerekre teljesen analég moédon kaphatjuk meg
az eredményt.

A megfigyelés

e(t):=z(t)—x(t)

hibaja eleget tesz az

e(t+1)=z2@t+1)—a(t+1)= (2.55)
=F(e(t)+x(t)+Gu(t)+ HCzx (t) — Az (t) — Bu(t) =
=Fe(t)+ (F—A+HC)xz(t)+ (G — B)u(t)

differenciaegyenletnek. Ha az F' és G méatrixot gy valasztjuk, hogy F =
A — HC & G = B, akkor a (2.55) jobb oldala nem fiigg az x(t)-t6l és az
u(t)-t6l, igy a kérdés arra redukalodik, hogy megvalaszthato-e a H ugy, hogy
az

e(t+1)=(A—HC)e(t)

rendszer aszimptotikusan stabilis legyen. Mivel az F és az FT sajatértékei
ugyanazok, ezért az el6bbi kérdést tgy is fogalmazhatjuk, hogy megadhato-e
a HT méatrix gy, hogy az FT = AT — CTHT 6sszes sajatértéke egynél kisebb
abszolat értékd legyen, vagy - ami még jobb - sajatértékei megegyezzenek
az altalunk el6irtakkal. Latjuk, hogy ez nem mas, mint az (AT, CT) parra
vonatkozo stabilizalési, illetve poluselhelyezési feladat. A 2.5. Tétel és a 2.6.
Megjegyzés értelmében ez a feladat biztosan megoldhato, ha az (AT, CT) par
teljesen iranyithato, vagyis ha az (A, C) par teljesen megfigyelhetd.
Az allapotmegfigyels tehat

2(t+1)=(A—HC)z(t)+ Bu(t)+ Hy ().
Ezt felirhatjuk a
2(t+1)=Az(t)+Bu(t)+ H(y(t) =g (t))

alakban is, ahol 7 (t) = Cz (t) és szemléltethetjiik a 2.2. abraval.

2.8. Példa. (Forditott inga folytatdsa). Tegyiik fel, hogy csak a kocsi pozici-
6jat mérjik, igy az A és C' matrix az alabbi:

0 100
25 000

A=1"70 o0o01l C=(0010).
—0.6000
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x,=Ax+ Bu Y
y =Cx
+
u N
e=Az+Bu+HGy-y |—2 |
y ¥ =C —
b4

2.2. abra. Diszkrét idejd allapotmegfigyels

Ekkor
0 0 10
T AT T T\2 ~T T\3 TT_ 0 0 01
(C’AC’(A)C’(A)C>_ —-0.6 0 00"
0 —0600

amelynek a rangja 4.

Tegyiik fel, hogy olyan allapotmegfigyel6t akarunk konstrualni, amelyre
az (A — HC) sajatértékei: \y = Ay = —1, és N34 = —1 £ 4. Ez azt jelenti,
hogy olyan H = (hy, ha, hg, h4)T matrixot kell meghatarozni, amelyre

A =1 hy O
—25 A hy O

0 0 A+hs—1
06 0 hy A

=AF1DPOA+T =) A F14+0) =M 403 £ 702+ 6) + 2.
A fenti determinénst kifejtve, ebbdl azt kapjuk, hogy
A hsA® 4 (=25 4 hy) A2 + (—25hs — 0.6h1) A + (—0.6hy — 25hy) =
A AN+ TA? 460 + 2,

det (A — (A — HC)) = det

amelynek
106 802
hs =4, hy=32, h =—— = ——
ST TSR T 06 P06
a megoldasa. A megfigyel§ tehat
0 1 1060 0 0 _ 1060
6
. 25 0220 —2.4 — 8040
_ 6 6
z(t) = 0 0 41 z(t) + 0 u(t) + 4 y ().
—0.60-320 1 32

tankonyvtar.math.bme.hu Gyurkovics Eva, BME



2. Lineéris rendszerek 65

A kérdés ezek utan az, hogy az allapotmegfigyeld z (.) megoldésa segitségével
tudunk-e stabilizal6 visszacsatolast megadni az eredeti rendszerhez. Tegytlik
fel, hogy D olyan matrix, hogy az u(t) = Dx(t) vezérlés mellett az eredeti
rendszer aszimptotikusan stabilis. Cseréljik ki az z(t)-t az allapotmegfigyels
altal adott z(t)-re, vagyis alkalmazzuk az

u(t) = Dz (t)

visszacsatolast! Ekkor az alabbi zart rendszert kapjuk:

[i((ij:m - [;OFEZD] ng] : (2.56)

HRBNEH

koordinata-transzformaciot, amelyet az [

Tekintsiik az

B I(j)' méatrix valésit meg, ahol

I € R™™ az egységmatrix. Az 0j koordinatarendszerben a (2.56) differen-
ciaegyenlet egylitthatomaétrixa egyenld lesz az

{]0}{/1 BD :||:IO}_|:A+BD BD }

—II1||HCF+GD| |IT| 0 A—-HC

matrixszal, amelynek a sajatértékei egybeesnek az A + BD és az A — HC
sajatértékeivel. A kapott eredményeket az aldbbi tételben foglalhatjuk ossze.

2.7. TETEL. Tegyiik fel, hogy a (2.51), illetve (2.52) rendszer teljesen ird-
nyithato és teljesen megfigyelhetd. Legyen ¢ 2n-edfoki tetszdleges, wvalds
egyiitthatos stabilis polinom. FEkkor léteznek olyan D € R™*™ és H € R™*P
mdatrizok, hogy a

z2(t)=(A—HC)z(t)+ Bu(t)+ Hy (t) (2.57)

illetve az
2(t+1)=(A—HC)z(t)+ Bu(t)+ Hy (t) (2.58)

dllapotmegfigyeld a (2.51) illetve (2.52) rendszerhez, és az

Bgm - [AJFOBDAf?{c} Bg;] (2.59)
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illetve az

[x(t-i—l)} _ [A+BD BD ] [gecg))] (2.60)

e(t+1) 0 A-HC

rendszer aszimptotikusan stabilis, mikézben az

[A—i—BD BD ] (2.61)

0 A-HC

matriz sajdtértékei megegyeznek a ¢ (z) = 0 gydkeivel.

()

2.3. abra. Rendszer és dinamikus kompenzator

2.10. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet a kovetkezd tényre: a fenti tétel ér-
telmében a (2.61) matrix sajatértékeit az (A + BD) és (A — HC') méatrixok
sajatértékeinek egyiittese adja. Tehat a (2.59) illetve (2.60) teljes rendszer
sajatértékei ugyanazok, mint amit a stabilizald visszacsatolas és az allapot-
megfigyel6 konstruélasakor kapunk. Amikor a visszacsatolt vezérléssel ella-
tott eredeti rendszert és az allapotmegfigyel6t 6sszekapcsoltuk, akkor a rész-
rendszerek sajatértékei nem interferdlnak. Ezt az elvet nevezik szepardcios
elvnek. Fontos hangsulyozni, hogy ha a szeparacios elv érvényes (amint ez
a linearis rendszerek esetén igaz), akkor a stabilizalo visszacsatolas és az al-
lapotmegfigyel§ kiszamitdasa egymaéstol fliggetleniil végezhets. Nemlinearis
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rendszerek esetében azonban ez sajnos altalaban nem teljesiil.

Az eredeti rendszerbdl, allapotmegfigyel6bdl és visszacsatolasbol allo tel-
jes rendszert a 2.3. abraval szemléltethetjiik (folytonos idejd rendszerekre).
A szaggatott vonallal koriilvett két alrendszerbdl a fels6 az eredeti rendszer,
az also pedig a visszacsatoléssal Osszekapcesolt allapotmegfigyels, amit dina-
mikus kompenzdtornak is szoktak nevezni.

2.8. Linearis rendszerek strukturaja

Lattuk, hogy a linearis idGinvarians rendszerek legfontosabb mingségi jellem-
761 fiiggetlenek a koordinatarendszer megvalasztasatol, s6t azt kell monda-
nunk, hogy a rendszerre jellemzének csak olyan tulajdonsagot tekinthetiink,
ami koordinatatranszfomaciora invarians. Mivel ugyanazon linearis idGinva-
ridns rendszer modellje kiilénb6z§ koordinatarendszerekben kiilonbozé ala-
kot Olthet, a koordinatarendszer alkalmas megvalasztasaval elérhetjiik, hogy
az egyenletek valamilyen szempontbol kedvezd alaktiak legyenek. Ebben a
pontban olyan koordinatarendszert fogunk bevezetni, amelyben a rendsze-
riink irdnyithatosagi és megfigyelhetGségi struktirdja valik lathatova: négy
kiilonallo alteret fogunk tudni megkiilonboztetni (ezek barmelyike persze hi-
anyozhat) a rendszer iranyithatosagi és megfigyelhetségi viszonyainak meg-
felelGen.

Lattuk, hogy linearis koordinata transzformacié szempontjabol semmi
kiilonbség nincs a folytonos és a diszkrét ideji rendszerek kozott, ezért az
alabbiakban egyszertien csak az (A, B, C') matrixok altal meghatéarozott line-
aris iranyitasi-megfigyelési rendszerrél fogunk beszélni; eredményeink mind-
két szoban forgo rendszerre érvényesek.

2.8. TETEL. Legyenek A € R™", B € R"™™ (' € RP*" tetszdleges mdtri-
zok. Az (A, B,C) mdtrizok dltal meghatdrozott rendszer linedrisan ekvivalens

egy (Z,E,é) mdtrixokkal meghatdrozott rendszerrel, amelyben

Avll A:12 213 A:14 El
e O A22 O A24 > E ~ = =
i- 4 B=|B| &=
0 0 Ay Ay | 0 | (002004}
0 0 0 Ay 0

az gij blokk n; X n;, a R blokk n; x m, a @- blokk p x n; méretd, 0 < n; <
n, 1=12,3,4, ni+no+ng+ng=n, és
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- A 412 Bl rendszer teljesen irdnyithatd,
0 A22 BQ

0 Ass Az Y rendszer teljesen iranyithatatlan;
0 Ay 0

s Ag 424 (C’ ) rendszer teljesen megfigyelhetd,
0 Ay

E AOH %13 (0 0)) rendszer teljesen megfigyelhetetlen;

33

az (Egg, Ez, 52> rendszer teljesen irdnyithato €s teljesen meg-
figyelhetd.

Bizonyitas. Tekintsiik a
B = [B AB .. A””B]

és
C:= [CT ATCT ... A=DTCT]
matrixokat, legyen X a B oszlopvektorai altal kifeszitett altér R™-ben, Y

pedig a C oszlopvektor-terére merdleges vektorok tere R"-ben. Roviden ezt
ugy irhatjuk, hogy

X = Range (B) CR" és Y =Ker (C") CR",

ahol Range (B) olyan R"-beli vektorok dsszességét jelenti, amelyek elGallnak
Bw alakban, Ker (CT) pedig olyan, szintén R"-beli w vektorok 0sszessége,
amelyekre CTw = 0.

A 2.5. Tétel bizonyitdsaban mar lattuk, hogy X, amit ott Li-gyel jeldl-
tiink, invaridns az A-ra, vagyis AX C A.

Lassuk be most, hogy Y is invaridns A-ra, vagyis Y D AY. Legyen v € Y,
mutassuk meg, hogy Av € Y. A v € Y azt jelenti, hogy

Cv=CAv=..=CA" v =0,

tehat
C(Av) =..=CA"?(Av) =0
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nyilvanvaléan igaz. A kérdés csak az, hogy
CA™ ! (Av) =0 (2.62)

teljesiil-e. Mivel azonban A" kifejezhets I, A, ..., A"~ ! linearis kombinacioja-
val:
A" = a AV 4 0 AV 4 L+ g,

ezért a (2.62) egyenlgség is fennall, tehat Av € Y valoban teljesiil. Te-
kintsiik az X N Y-t. Ez altér R"-ben; legyen ay,...,a,, egy bazisa. Le-
gyen tovabbé az X altér bazisa aq, ..., a,,, b1, ..., by,, az Y altér bazisa pedig
A1y eeey Gpy s Cly vy Crg- AZ

A1y eeey Qpyy b1y ooy by, €Ly ey Cpg

vektorok az X ésY osszegének, az X+Y ={w eR": w=zx+vy, x €X, y €Y}
altérnek egy bazisat alkotjak. Egészitsiik ki ezeket egy R"-beli bazissa a
dy,...,d,, vektorokkal. Ekkor n; +ns+ng+ny = n, és R"-t négy altér direkt
Osszegére bontottuk.

Definialjunk egy P matrixot ugy, hogy

-1 _
P - (0/1, ceey Qg b17 "'7bn27617 "'JCTL37d17 A dn4) )

és legyen P a keresett koordinata transzformécié méatrixa: ¥ = Px. Jeldlje
P sorvektorait

T T BT T T T 5T T
Q5 vy Qs B1 5oy By Y15 o5 Ygs 01 5 05 Oy -

A PP~ = ] egyenldséget felirhatjuk blokkonként; igy egyebek mellett azt
kapjuk, hogy

BiTaj =0, 5ich =0, %’Taj =0, %’Tbj =0, (263)
(SiTCLj:O, 5?b]:0, 5?03‘:07
az 1 és 7 minden lehetséges értékére. Az alterek invariancidja miatt az
Aaj az ay, ..., G, ;
Abj az Ay ..., Apq, b17 ceey bn2,
Acj az ay, ..., Qpy, C1y vy Cpy

vektorok linearis kombinacidjaként allithato els. igy a (2.63)-bol az kovetke-
zik, hogy

BT Aa; =0, BTAc; =0, ATAa; =0, ~7Ab; =0,
6iTA(Ij = O, (5lTAb] = O, (5Z-TACJ' = 0.
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Tekintsiik az A := PAP~! szorzatot particionélt alakban; a fentiek értelmé-
ben ez a koévetkezSképpen néz ki:

a; Ay %12 Ay %14
g T ae 4T 0 Ay 0 Ay
- Aa, Ab, Ac, Ad) = ~
’_Vi ( ) 0 0 Ass 434
) 0 0 0 Ay

Itt az @, illetve &’ olyan méatrixokat jeldlnek, amelyeket az a; oszlopvektorok
egymas mellé, illetve az @l sorvektorok egymés ala frasaval kaptunk. A b, 3
stb. jelentése anal6g. Hasonlban, legyen

B:= PB,
ami a (2.63) Osszefliggések miatt
B
5o |B
0
0

alaku. Ugyanakkor N
Cr=CP'Pz=C17.

Mivel C' sorait Y-beli vektorokkal szorozva 0-t kapunk, ezért

C=Clabed=[0,0,00C].
Lassuk be ezek utan, hogy az

gn %12
0 Ay

B,
B,

9

matrixokkal meghatéarozott rendszer teljesen iranyithat6. Ugyanis a B és a
Bi=PB=|BAB. A"VEB]

linedrisan fiiggetlen oszlopainak szama egyarant n; 4+ ng, ugyanennyi a line-
arisan fiiggetlen sorok szama is, és

—_ —(n—1)—=
5_|BAB.. A" B

0 0 .. 0
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A Cayley-Hamilton tételt most A-ra alkalmazva, a fentick alapjan megalla-
pithatjuk, hogy

rang [EE Z("IW‘”E] — 1y + 7o,

ami éppen a bizonyitand6 allitassal ekvivalens. Teljesen hasonlé megfonto-
lassal kapjuk meg azt is, hogy az Y-ra merdleges vektorok alterén az

~
~

Ay %24

, C =[G ]

matrixokkal meghatarozott rendszer teljesen megfigyelhetd, vagy hogy a

by, ..., by, altal kifeszitett altéren az Asy, By, Cy matrixokkal meghatérozott
iranyitasi-megfigyelési rendszer teljesen irdnyithaté és teljesen megfigyelhe-
t6. O

2.9. RealizAcio, minimalis realizacid

Iranyitasi rendszerek tervezésénél altalaban nem abboél indulunk ki, hogy
adott egy rendszer, linearis esetben példaul az A, B, C', D maétrixokkal,
hanem abbodl, hogy a rendszer bemenete és kimenete kozott meghatéarozott
kapcsolatnak kell fennéllnia, més szoval adott a rendszer input-output vi-
selkedése. Nézziik meg kozelebbrsl, mit jelent az input-output viselkedés
megadésa folytonos idejid lineéris rendszerek esetén. Tekintsiik az

z(t)=A(t)x(t) + B (t)u(t), (2.64)
Yy (t)=C(t)x(t)+ D (t) u(t), t € (—o00,00) (2.65)
linearis iranyitasi-megfigyelési rendszert, ahol most - az eddigiektdl eltérGen

- az y megfigyelési fiiggvény fligghet az u iranyitastol is. Ekkor az z (t9) = xg
kezdgallapotnak és az u (.) inputnak megfelels output

y (%) :C(t)(b(t,to)xo+/C(t)@(t,s)B(s)u(s)ds—f—D(t)u(t).

Ha most a rendszer input-output kapcsolatara vagyunk kivancsiak, akkor
elegendd az xy = 0 kezddallapotra szoritkozni, hiszen a fenti kifejezésben az
els6 tag fiiggetlen az u inputtol.

Definialjuk az S : (—00,00) X (—00,00) — RP*™ matrixfiiggvényt az

S(t.s)=C(#)®(t,s) B (s) (2.66)
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egyenlséggel és tegyiik fel, hogy u (s) =0, s < to. Ekkor az output

t

y(t) = (Fu) (t) = / S(t,s)u(s)ds+ D (t)u(t) (2.67)

—00

alakban adhat6 meg, ahol az F egy linearis operator, F : PC, (R™) —
PC. (RP) ¢s PC, (R*) az olyan fiiggvények Osszességét jeldli, amelyeknek
mind a k komponense szakaszonként folytonos és azonosan zérus, ha t < ty5. A
rendszer input-output kapcsolatat tehét ez az F operator adja meg; a (2.67)
alakot szokas a rendszer kilsd leirdsanak is nevezni, mivel az input fligg-
vény kozvetlentil az output fiiggvénnyel all kapcsolatban, a rendszer (,,belss”)
allapota nem szerepel benne.

Lehet-e valamilyen konkrét fizikai jelentést adni a fentiekben definialt S
méatrixnak? Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz tegyiik fel, hogy D (t) =
0, és 1épjiink ki abbdl a fliggvényosztalybol, amit az eddigiekben iranyitasként
megengedtiink. Legyen to < t; <t és

ahol e; az i-dik bazis egységvektor R™-ben, § az ugynevezett delta-fligguény,
amit a

/5(t—t1)90(t)dt=so(t1) o € C (—00,00)

egyenlséggel jellemezhetiink. (Latjuk, hogy a t — d(t) delta-fliggvény nem
valodi fiiggvény, hanem tugynevezett disztribuicio. Heurisztikusan tgy kép-
zelhetjik el, mint a

3 ha [t <3,

0, ha [t >1
fiiggvénysorozat ,hatéarértékét”.)
A (2.68) inputnak megfelel output

t
y(t) = / S(t,s)0(s—1t1)eds = (S(t,t;) matrix i-dik oszlopa).

—00

Az S (t,t;) matrix oszlopait tehat a rendszer impulzus alakd inputra adott
valaszaiként interpretalhatjuk. Az § matrixot a rendszer impulzus-vdlasz
matrizdnak, vagy sulymatrizénak nevezziik.
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2.10. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a (2.64)-(2.65) rendszer az S matrix-
fuggvény realizacidja, ha a (2.64)-(2.65) sulymatrixa éppen S.

2.9. TETEL. Egy adott S (.,.) matrizfigguény akkor és csak akkor realizdl-
hato eqy (2.64)-(2.65) linedris rendszerrel, ha létezik egy

S (t,s) = Hy (t) Hy (s), minden t, s € (—oo,00) (2.69)

alaki felbontdsa, ahol Hy és Hy véges dimenzioju madtrizfigguények.

Bizonyitas. Mutassuk meg elGszor, hogy a tétel feltétele elégséges, vagyis
tegyiik fel, hogy a (2.69) faktorizacio létezik. Tekintsiik az alabbi (degeneralt)
realizaciot:

z (t) = Ha () u(t), y(t)=Hi(t)z(t).

Itt az input-output kapcsolat
t t
y(t) = Hy (1) /Hz (s)u(s)ds = / H,y (t) Hy(s)u(s)ds
to —00

= /tS(t,s)u(s)ds

alakban adhat6 meg, ahol a korabbiakkal megegyez6en most is feltételeztiik,
hogy u (s) =0, ha s < to.

A sziikségesség belatasahoz tekintsiik a (2.64)-(2.65) rendszer (2.66)-ban
megadott S stlymatrixat és vegyiink egy teteszSleges (rogzitett) t; € R ér-
téket. A ¢ alapmatrix ismert tulajdonsiga alapjan

S(t.s)=C ) ®(ts)B(s)=C{t)®(t.t1) D (t,s) B(s) = H () Hals),

ahol a
Hy (t)=C(t)®(t,t1), Hs (s) = @ (t1,s) B(s)

definiciéval éltiink. OJ
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Vizsgaljuk a tovabbiakban az

x (t) = Az(t) + Bu(t), (2.70)
Y (t) = Cx(t) + Du(t) (2.71)

idGinvarians linearis iranyitasi megfigyelési rendszer input-output viselkedé-
sét. Erre

y () = / Ce) Bu(s) ds + Du (1), (2.72)

vagyis

S (t,s) = Cel=94B.

Latjuk, hogy most S (¢, s) csak a t — s kiillonbségtdl fiigg. Vezessiik be ezért
az

S, (t) = CeB
jelolést. igy
S(t,s) =8, (t—s).
Minthogy a (2.72)-ben konvolicios tipust integral szerepel, célszert a Laplace
transzformécié alkalmazésa.

Egy f : [0,00) — R szakaszonként folytonos fiiggvény L (f) Laplace
transzformaltjan a

z€ D CC—L(f)(2) :/f(t)etht

(komplex) fliggvényt értjiik, feltéve természetesen, hogy a definicioban sze-
repl6 integral konvergens. Ha |f (t)] < Me® (b € R), akkor ez igaz, ha
Rez > b, tehat L (f) értelmezési tartomanya legalabb a Re z > b komplex
félsik.

Vezessiik be az

X(2)=L(x)(2), Y(2)=L(y)(2),
U(z) = L(u)(2), To(z) =L(Sa)(2)

jeloléseket, ahol a Laplace transzformaciot elemenként alkalmazzuk. Ekkor
a (2.72)-bol azt kapjuk, hogy

Y(2) =(To(2) + D)U (2).
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A Ty méatrixot legegyszertibben tgy szamithatjuk ki, hogy a Laplace transz-
forméciot a (2.70), (2.71) rendszerre alkalmazzuk D = 0 mellett és kifejezziik
az Y -t

2X (z) = AX (2) + BU (2),
Y(2) =CX (2).

(itt mar figyelembe vettiik az xo = 0 megéallapodast!) Ekkor
Y (2) =C (2l — A~ ' BU(2),

tehat
To(z) = C (21 — A" B.

A T (2) = To(2) + D matrixot a (2.70)-(2.71) idginvarians linearis rendszer
dtviteli mdtrizénak vagy transzfermdtrizanak nevezziik.

Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy egy megadott matrixfiiggvényt mikor
lehet linearis idGinvarians rendszerrel realizalni, el6szér meg kell nézniink,
hogy S, illetve Ty elemei milyen fiiggvények. Tudjuk, hogy az e*/
elemei

matrix

the™ cos (Bt) és tFe sin (Bt) (2.73)

tipusu kifejezések linearis kombinécioi, ahol «, 8 valos szamok az A matrix
A sajatértékének valos és képzetes részei, a k nemnegativ egész szam, ami
kisebb, mint A multiplicitdsa. Ebbdl kivetkezik, hogy az S, (t) = Ce'*B
elemei szintén (2.73) tipusu kifejezések véges linearis kombinacioi. Az ilyen
fliggvényeket valos kvdzipolinomnak fogjuk nevezni.

Mit mondhatunk a 75 matrix elemeirsl? Az inverz matrixrél tanul-
tak alapjan tudjuk, hogy a (2 — A)™" elemeit megkaphatjuk gy, hogy a
(zI — A) adjungalt méatrixdnak megfelels elemét osztjuk a det (21 — A) -val.
Mivel az adjungalt matrix minden eleme a z komplex valtozonak legfeljebb
(n — 1)-edfoku, det (21 — A) pedig n-edfoki polinomja, ezért a (2 — A7t -
ezzel egylitt a Ty (.) - elemei a z racionalis tortfiiggvényei, amelyekben a ne-
vez6 fokszdma nagyobb, mint a szamlalé fokszama, vagyis valodi racionélis
tortfiiggvények.

2.10. TETEL. Az S, : (—00,00) = RP*™ glletve a To : A C C — CP*™ myt-
rizfigguény akkor és csak akkor realizdlhato egy (2.70)-(2.71) alaki linedris
iddinvarians rendszerrel, amelyben D = 0, ha elemei valds kvdzipolinomok,
illetve valodi raciondlis tortfigguények.
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Bizonyitds. A Laplace transzformécio elemi tulajdonsagait felhasznélva be-
lathatjuk, hogy

£ (te cos (Bt)) (—1)k;‘l—; [ﬁ} ,

£ (e sin (51)) = (~1) [m} ,

és

Py d@ tk*l
o i [Eme] s eeezosic

A fenti formulak alapjan vildgos, hogy barmely kvazipolinomhoz a Laplace-
transzforméacio egy valddi racionalis tortfiiggvényt rendel. Parcialis tortekre
bontas utan azt is latjuk, hogy az inverz Laplace transzforméacio a valodi
racionalis tortfiiggvényekhez kvéazipolinomokat rendel. Ezért elegends a tétel
To-ra vonatkozo allitasat belatni.

Azt mar tudjuk, hogy tetszdleges (2.70)-(2.71) idSinvarians linearis rend-
szer transzfermatrixdnak elemei valodi racionalis tortfiiggvények. Most azt
fogjuk belatni, hogy ha az R : A € C — CP*™ elemei valodi racionalis
tortfiiggvények, akkor léteznek olyan C' € RP*" A € R™" és B € R™™
matrixok, hogy

C(zI—A)"B=R(z2). (2.74)

A bizonyitasunk konstruktiv lesz: R elemei segitségével konkrétan felirjuk
a fenti azonossagnak eleget tevé A, B, C' matrixokat. Jelolje ¢ (.) az r;; (.)
elemek nevezdinek (1 f6egyiitthatoju) legkisebb kézos tobbszorosét, ¢ pedig
a @ (.) fokszamat. Ekkor a R matrixfiiggvény atalakithato a

e(2z)R(z) = (Rq,lzq’1 + .. +Riz+ Ro)

alakba, ahol R; € RP*™ ¢ = 0,1,...,q — 1, adott matrixok. Legyen ¢ (z) =
294 aq_lzq_l + ... +a1z2+ ag, 0,, az m X m-es zérusmatrix, I, az m X m-es
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egységmatrix. Definidljuk az A, B, C' métrixokat az alabbi moédon:

O, I, O, ... O
0, 0, L., .. 0,
A= : : S : € RImxam,
—aolm —alfm —CLQIm —aq,lfm
O
O
B=| : | e rrmxm
O
I,

és
C =Ry, Ry, ..., Ry—2, R;—1] € RP*I™,
Azt kell ellenérizniink, hogy ezekre a matrixokra teljesiil-e a (2.74) azonossag.
Elgszor is észrevesszik, hogy a (21 — A)_1 B matix kielégiti a
(21 — A) X = B linearis méatrixegyenletet. Particionaljuk az X maétrixot is
m x m méretd X; blokkokra (i = 1,2,...,q) és irjuk fel ezt az egyenletet
blokkonként! Ez nem mas, mint

ZXq_l Om Om Om [m Xq—l Om
ZXq —Cl()[m —Clljm —GQIm —Cquljm Xq [m
tehat .
XZ‘+1:ZXZ':...:ZZX1, izl,...,q—l, (275)
és
ZXq + aq_qu + ...+ a1X2 + a0X1 = Im- (276)

Behelyettesitve (2.75)-6t (2.76)-ba, azt kapjuk, hogy
(274 ag12" "+ .+ a1z + ag) Xy = I,
vagyis X = —~1I,,. Masrészt CX-re (a C és X definiciojat és a (2.75)

v(2)
osszefiiggéseket felhasznélva) ennek alapjan azt kapjuk, hogy

C (2l —A) ' B=(RoX, +RiXo+ ..+ R, 1 X,) =

1
=20 (Ro+ 2R+ ...+ 27 "Ry_1) = R(2). O
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2.11. Megjegyzés. Az el6bbi tétel bizonyitdsaban megkonstrualt (A, B, C)
matrixok segitségével meghatéarozott (2.70)-(2.71) rendszert szokas standard
iranyithato realizacionak is nevezni. Ezt a terminoloégiat az indokolja, hogy -
amint azt konnyen ellenérizhetjiik - az A, B matrixokra teljesiil a Kalman-féle
rangfeltétel, tehat (2.70) teljesen iranyithato.

2.12. Megjegyzés. Ha a (2.70)-(2.71) rendszerben D # 0, akkor 7 (z) =
To (2)+ D, tehat elemei olyan racionélis tortfiiggvények, amelyben a szamlalo
fokszama kisebb vagy egyenls a nevezé fokszamanal. Masrészt az ilyen tipusta
matrixfiiggvények felbonthatok egy konstans matrix és egy valodi racionélis
tortfliiggvényekbdl allo matrix Osszegére. Ennek figyelembe vételével a tétel
masodik allitasa értelemszertden kiterjeszthets a D # 0 esetre.

Lattuk, hogy egy adott sulymatrix, illetve atviteli méatrix realizacidja
nem egyértelmi, hiszen példéul a linearisan ekvivalens rendszerekre ezek a
méatrixok megegyeznek. S6t, adott stlymétrix realizaciéiban az allapottér
dimenzioja feliilrél nem korlatos. Ha ugyanis (2.64)-(2.65) (D (t) =0) egy S
matrixfiiggvény realizacidja, akkor az

(Fi0) = (0 40) (50) + (B <o
y(t)=(C(t) 0) (;8)

rendszernek szintén S a stlymaétrixa, barhogyan adtuk is meg az A, B mat-
rixokat.

2.11. DEFINICIO. A (2.64)-(2.65) realizaci6 minimalis, ha az S, illetve T
barmely mas realizaci6jaban az allapottér dimenzigja nem kisebb, mint (2.64)-
(2.65)-ben.

A kérdés ezek utan az, hogy egy realizaciorol hogyan donthetjik el azt,
hogy minimalis-e, vagy sem. FErre ad valaszt idGinvarians rendszerek esetén
az alabbi tétel.

2.11. TETEL. Egy (2.70)-(2.71) (D = 0) realizdcid akkor és csak akkor mi-
nimdlis, ha egyidejileg teljesen irdnyithato €és teljesen megfigyelhetd.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a (2.70)-(2.71) rendszer az S sulymatrix, illet-
ve a 7Ty transzfer matrix realizacioja. A 2.8. Tétel szerint a (2.70)-(2.71)

rendszer linearisan ekvivalens az ott megadott, és az (Z, é, C') métrixokkal

meghatarozott rendszerrel, tehat az utébbi szintén az S, illetve 7, realizaci-
6ja. Egyszert szorzéssal ellenérizhetjiik, hogy

(anl—gn)il * * *
o [
0 0 (20 —As3) " x
0 0 0 (2Ing—Aua) "

ahol a csillagok helyén megfelel6 méretti matrixok allnak, amelyeknek a konk-
rét értéke érdektelen szamunkra. Ebbdl kovetkezik, hogy

To(z) = C (o - ;1)1 B =0 (oL, - ,122)1 B,

tehat, ha a (2.70)-(2.71) realizacié nem teljesen iranyithato, vagy nem teljesen
megfigyelhets, akkor megadhato egy olyan rendszer, amelynek a transzfer
métrixa ugyanaz, és az allapotterének dimenzidja kisebb mint a (2.70)-(2.71)
rendszeré.

Forditva, tegyiik fel, hogy a (2.70)-(2.71) és az (A, B, C) métrixokkal
meghatéarozott rendszer isaz S sulymatrix realizacioja. Legyen (A, B, C)
az els6 rendszerben, (Z, B, 5) pedig a mésodik rendszerben szereplé mat-
rixharmas, ahol A € R™™, A € R™7 és i < n. Be kell latni, hogy ekkor
a (2.70)-(2.71) vagy nem teljesen iranyithato, vagy nem teljesen megfigyel-
hets. A feltevésiink értelmében

S(t)=Ce"B=Ce"B, minden > 0O-ra,
amibdl kovetkezik, hogy
Ce(t_S)AB _ 6€(t—s)2§

is fennall minden t és s-re. Szorozzuk meg ezt az egyenlGséget balrol az
exp (tAT) CT matrixszal, jobbrol pedig a BT exp (—SAT) maéatrixszal. Ekkor
azt kapjuk, hogy

etAT CTCGtA€_SABBT€_SAT — etATaTaetze_SZEBTe_SAT.

Integraljuk mindkét oldalt a 0 < s < ¢y, 0 <t <y, négyzeten, és vegyiik
figyelembe a W (0, t;) irdnyithatoséagi és az M (0, t1) megfigyelhetGségi métrix

c st

t1 t1
M (0, 1) e AW (0,11) e = / AT OTC et gt / e ABBTe—A" ds.

0 0
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Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon az els6 integral egy n x n, a masodik
integral pedig egy m x n méretd matrixot szolgaltat. igy mindkét métrixnak,
valamint a szorzatuknak a rangja is legfeljebb n, hiszen feltettiik, hogy n < n.
Ebbdl kovetkezik, hogy a baloldalon szereplé métrix rangja is legfeljebb 7, és
mivel e~“14 rangja n, ezért vagy az M (0,t,), vagy a W (0,¢;) rangja kisebb,
mint n. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [

2.10. Feladatok a 2. fejezethez

2.1. Feladat. A (2.15)-(2.17) differenciaegyenletek jobb oldalan szerepld
mennyiségek felhasznélasaval vezessiik be az z(t) = (y(t),7(t), k(t))T, u(t) =
(g(t),m@)T, yt) = (y(t),p(t))T allapot-, iranyitasi- és megfigyelési valto-
zokat, és irjuk fel a (2.3), (2.4) egyenletekben szereplé A, B, C' méatrixokat!
Minek koszonhetd, hogy most a linearizalt rendszerben az egyiitthatdé matri-
xok konstansok?

2.2. Feladat. Linearizaljuk az 1.2.2 Példaban szerepls, merev test szogsebes-
ségének vezérlését leird modellt az w (t) = 0 és u (t) = 0 egyenstlyi helyzet
koriil!

2.3, Feladat. Tekintsik az

flzl'z

igzux1+x§—x1 -1

y = a7
rendszert. a) Mutassuk meg, hogy ha u(t) = sint, akkor x; (f) = sint
és xo (t) = cost kielégiti a fenti differencialegyenletet! b) Linearizaljuk az
allapot- és megfigyelési egyenletet ezen megoldas koriil és irjuk fel az ered-
ményt méatrixos alakban!

2.4. Feladat. Tekintsiik az

iblszQ
@:—xl—xg—l—u
y=x

rendszert. Mutassuk meg, hogy u () = cos? (t) esetén z; (t) = sint, zo (1) =
cost a fenti differencidlegyenlet egy megoldasat adja. Linearizéljuk az alla-
pot- és megfigyelési egyenletet ezen megoldas koriil és irjuk fel az eredményt
maétrixos alakban! IdGinvarians-e a kapott rendszer?
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2.5. Feladat. Tekintsiik az
.?1 = } % —t 1 , t>0
To n T 1 i)
homogén lineéris differencidlegyenletet. Mutassuk meg, hogy alapmétrixa az
alabbi: , . )
t* t—1 < =2
@(t,s)(t 1 )(_1 : )
2.6. Feladat. Tekintsiik az
(2)-(D(n) o
L2 et T2
homogén linearis differencidlegyenletet. Mutassuk meg, hogy alapmétrixa az
alabbi: ) )
t = —1
(1 2)(4 1)
2.7. Feladat. Tekintsiik az
;[ -1 —¢* T
(2)-(0 5)(2) rew
homogén lineéris differencidlegyenletet. Mutassuk meg, hogy alapmétrixa az
alabbi: . o A
e’ e e’ —e*
@(t,s)-( 0 €—5t)<0 658 )
2.8. Feladat. Tekintsiik az
: _2
Z.L'l _ 7 COSt X1 ’ >0
To 0 -7 i)
homogén lineéris differencidlegyenletet. Mutassuk meg, hogy alapmétrixa az

alabbi: Lo ) -
_ = t—gsmt S —s“sin s
() (7 )

2.9. Feladat. Legyen az x= A (t) z + B (t) u rendszerben

A(t):( ?:tl) B(t):<t2:t), >0,

Igazoljuk, hogy ez a rendszer teljesen iranyithato tetszéleges [to, 1] interval-
lumon, ahol 0 < ty < ;!

[

= —
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2.10. Feladat. Legyen az x= A (t) x + B (t) u rendszerben

wo=(112). w0 (0). o

Igazoljuk, hogy ez a rendszer nem teljesen iranyithat6 semmilyen [tg, ;]
(0 <ty < ty1) intervallumon sem!

2.11. Feladat. Legyen az t= A (t) v + B (t) u rendszerben

A(t)=((it% %) B(t):<§2), £ 0.

Igazoljuk, hogy ez a rendszer teljesen iranyithato a [to, 1] intervallumon, ahol
0 <ty <ty

2.12. Feladat. Legyen az x= A (t) x + B (t) u rendszerben

wo-(F 7). (1)

™

[gazoljuk, hogy ez a rendszer teljesen iranyithato a [5, ﬂ intervallumon!

2.13. Feladat. Igazoljuk, hogy az 1.2.3 Példdban szereplé RLC kor teljesen
iranyithatd barmely pozitiv hosszusagu intervallumon!

2.14. Feladat. A tomegpont gravitacios térbeli mozgésat leir6 egyenlet li-
nearizalasaval az alabbi egyenletet kapjuk:

= Ax + Bu
rendszer, ahol
0 1 0 0 0 0
3w? 0 0 2w 10
A= 0 0 0 1 ’ B = 0 0 |’
0 —2w 0 0 0 1

Igazoljuk, hogy ez a rendszer teljesen iranyithatd barmely pozitiv hosszusagu
id6intervallumon. Mit mondhatunk, ha

a) csak a sugar irdnyd us,

b) csak az érint§ iranyu us vezérlés miikodik?

2.15. Feladat. Tegyiik fel, hogy az (A, B) parral jellemzett linearis rendszer
teljesen iranyithato, és tegyiik fel, hogy egy K € R™*™ matrix segitségével az
u irdnyitast © = Ky + v alakban hatarozzuk meg, ahol a v egy ,,4j” irdnyitas.
A Hautus feltétel segitségével mutassuk meg, hogy az (A + BK, B) péarral
jellemezhetd rendszer szintén teljesen iranyithato.
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2.16. Feladat. Igazoljuk, hogy az 1.2.5 Példaban szereplé modell teljesen
irdnyithato barmely, legalabb 2 egység hosszusagu idgintervallumon!

2.17. Feladat. Mutassuk meg, hogy
1. a 2.3. Definicibban megadott

:’7
9=

2. ha (A, B) = (4, E),_akkor az (A, B) par akkor és csak akkor teljesen
iranyithato, ha az (A, B) par az!

relacio ekvivalenciarelacio;

Utmutatds. Igazoljuk, hogy rang(B,AB, ..., A" 'B) = rang(B, (A +
BF)B, ...,(A + BF)"'B).

2.18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha (A, B) = (A, B), akkor A\(4, B) = \(A, B)!

Utmutatds. Mutassuk meg, hogy minden k-ra 0<k<n—1)a (B, AB, ..., A*B)
matrix rangja nem valtozik a B — BV, A — PAP™' A — A+ BF
transzformaciok egyikének alkalmazésanal sem.

2.19. Feladat. Teljesen megfigyelhet6-e az v= A (t) z, y = C (t) x rendszer a
[to, 1] (to < t1) intervallumon, ha

ao=(50 5). co=een.

2.20. Feladat. Tekintsiik azt a rendszert, amelyben az my, mgy és mg to-
megpontok egy egyenes mentén helyezkednek el, és amelyben az m; és mo
tomegpontot egy ko merevségi, az mo és m3 tomegpontot egy ko3 merev-
ségl rugd koti ossze. Az m; témegpont helyzetét megadd koordinata legyen
z;. Tegyiik fel, hogy csak az 1. tomegpont z; helyzete mérhets. Teljesen
megfigyelhets-e ez a rendszer? A mozgésegyenlet:

my 21 (t) = kig (22 (t) — 21 (t) — c12)
Mg Z (1) = —kia (22 (1) — 21 (1) — c12) + kog (23 (t) — 22 () — c23) ,
mg Z3 (t) = kag (23 (t) — 29 (t) — ca3) .

2.21. Feladat. Hatarozzunk meg az

jjl = —Tg,
1'2 =x + u,
Yy =T
rendszerhez allapotmegfigyel6t és olyan visszacsatolast, hogy a kapott zéart

rendszer sajatértékei {—1, —2, —3, —4} legyenek. irjuk fel a zart rendszert az
(z, e) koordinatakkall
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2.22. Feladat. A 2.6. és a 2.8. Példa eredményeit felhasznalva, frjuk fel a
forditott inga linearizalt modelljét a dinamikus kompenzétoraval!

2.23. Feladat. Legyen

C=(011-1).

—_ = =N

1. Mutassuk meg, hogy a rendszer nem teljesen irdnyithaté és nem teljesen
megfigyelhetd!

2. Mutassuk meg, hogy a B matrix oszlopvektor terének egy bazisa
(1,1,0,1)" és (1,0,1,0)", az (1,1,0,1)" és (0,1,—1,0)" pedig a
Ker (CT) egy bazisa! (Jeloléseket lasd a 2.8. Tétel bizonyitasaban.)

3. Mutassuk meg, hogy

1 1 0 1
1 0 1 0
al = 0 I b]. - 1 ) Cl = _1 ) dl - O
1 0 0 0

az R*-nek egy olyan bazisa, amit az emlitett bizonyitasban bevezettiink!

4. Szamitsuk ki az <Z, E, 5’) matrixokat a fenti koordinatarendszernek

megfelelGen!
5. Az eredmények felhasznélasaval allapitsuk meg, hogy stabilizalhato-e

az (A, B) rendszer!
6. Tud-e allapotmegfigyel6t konstrualni az (A, B, C') rendszerhez?

2.2). Feladat. Legyen

4 3 25 1
3-1 0 3 1

A= 5 | 5 5| B=|_1| ¢=(111)
—6-3-2-7 —1

1. Mutassuk meg, hogy a rendszer nem teljesen irdnyithaté és nem teljesen
megfigyelhetd!

2. Mutassuk meg, hogy a B métrix oszlopvektor terének és a CT matrix
magterének egy bazisa (1,0, 0, —1)T és (1,1,—1, —1)T. (Jeloléseket lasd
a 2.8. Tétel bizonyitasaban.)
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3. Mutassuk meg, hogy

1 1 —1 —1

0 1 0 -1

ay = 0 ) Qp = -1 ) dl - 1 ) d2 - 1
—1 —1 1 2

az R*-nek egy olyan bazisa, amit az emlitett bizonyitasban bevezettiink.

4. Szamitsuk ki az E,E, 5) métrixokat a fenti koordinatarendszernek

megfelelen. Jellemezziik a rendszer struktirajat!

2.25.  Feladat. Mutassuk meg, hogy olyan linearis rendszerekre, amelyek-
re D (t) nem azonosan 0, az impulzus-valasz matrix S (¢,s) + D ()6 (s — t)
alakban adhat6 meg (vagyis ekkor az impulzus-véalasz matrix sem valodi fiigg-
vény).

2.26. Feladat. Mutassuk meg, hogy linearisan ekvivalens rendszerek sily-
matrixai, illetve transzfermatrixai egyenlsk!
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3. fejezet

Optimalis vezérlések

A célunk ebben a fejezetben néhany olyan tétel megfogalmazasa, amely ele-
gendd feltételt ad az optimalis vezérlés [étezésére. Kés6bb foglakozni fogunk
az optimalitas sziikséges feltételével, és az optimalités elegendd feltételével
is. Hogy megértsiik, hogy a fent emlitett feltételektél mit varhatunk, idéz-
ziik fel az 1.3. pontban vizsgalt minimalizalasi feladatot. Legyen adott az
F:U C R™ — R fiiggvény, amelynek a minimumat keressiik. Tudjuk, hogy
ha U korlatos és zart halmaz, és F' folytonos, akkor F-nek van minimumbhe-
lye U-ban, tehat ez elegendd feltétel az optiméalis megoldas létezésére (lasd
az 1.1. Tételt). Ez azonban semmiféle felvilagositast nem ad arra vonatkozo-
an, hogy hogyan kereshetjiik meg az optimumot. Ha viszont az F fiiggvény
differencidlhat6 az U tartomanyon, amelynek az u* belsd pontja, akkor az
u* csak akkor lehet szélsGértékhely, ha gradF' |.«= 0, ez tehat a szélsGér-
ték sziikséges feltétele. Ha pedig F' kétszer folytonosan differencialhato, és
a fentieken tul még az is igaz, hogy az a H maétrix, amelynek az elemei a
hij = FJ’C’II7 o 1,7 = 1,2, ...,m szdmok, pozitiv definit, akkor az u* lokalis
minimumhely, vagyis ez utobbi a szélsGérték egy elegends feltételét jelenti.
Ebben a fejezetben csak folytonos idejii rendszerekkel foglalkozunk, és
az optimalitas sziikséges feltételeként a Pontrjagin-féle maximumelvet és a
transzverzalitéasi feltételt fogalmazzuk meg. Igy az optimalis vezérlést prog-
ram szerinti vagy nyilt hurokkal torténd vezérlésként tudjuk meghatéarozni
egy kozonséges differencidlegyenlet rendszerre vonatkozé peremérték feladat
megoldasa segitségével. A negyedik fejezetben a dinamikus programozés al-
kalmazasaval az optimalitas sziikséges és elégséges feltételét adjuk meg mind
folytonos, mind diszkrét ideji rendszerekre a Hamilton-Jacobi-Bellman, illet-
ve a dinamikus programozasi egyenlet segitségével. Ez a megkozelités az op-
timalis vezérlést visszacsatolas alakjaban szolgéltatja. A megoldando feladat
azonban egy nemlinearis parcialis differencidlegyenlet, amelynél a megoldas
létezése meglehetGsen szigoru feltételek mellett igaz, és a megoldas kiszami-
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tésa is lényegesen nehezebb, mint az el6z6 modszer peremérték feladataé.

Azt mondhatjuk, hogy logikailag a létezés kérdése elsédleges jelentGségi,
hiszen minek keresiink olyan dolgot, ami nincs, ezért elséként az optimalis
vezérlés létezésének kérdését vizsgaljuk. Mindvégig azt fogjuk feltételezni,
hogy X = R™.

3.1. Optimalis vezérlések létezése

3.1.1. A célfiiggvény korlatossaga alulrol

Legyen adott az Z = (t,t) alapintervallum, az U C R™, My, M; C R
halmazok, f : R x R"XR™ — R, fo : RxR"XR™ — R és G : R" — R,
fliggvények és a megengedett vezérlések egy A halmaza.

A kovetkez§ feladatot fogjuk vizsgalni:

z(t) = f(t,z(t),u(t), teZ, u(t)eU, x(t)eR"”
x(ty) = xg € My, tg € T rogzitett,
) €
)=

€ My, t; €T nem rogzitett,

A~~~ /N I/~
W N =
S— S N N~

«
B

J(E(),u(.) = G((t)) / fo(t, &(t), u(t))dt — mlg

ahol £(.) a (3.1) - (3.2) kezdetiérték feladat u(.) vezérlés melletti megoldésa.
A feladat adataira vonatkozoan az alabbi feltevést tessziik.

3.1. Feltétel. Az Z = (¢, t) intervallum véges hosszsagu, az f, f, és G fliggvé-
nyek folytonosak, f és fy a masodik (vektor)valtozéjaban folytonosan differenci-
alhaté, az U, M,, M; halmazok kompaktak.

Egy u(.) € A vezérlést eredményesnek neveziink, ha a (3.1) neki megfelels
trajektoriaja teljesiti a (3.2) és (3.3) peremfeltételeket.

3.2. Feltétel. A megadott megengedett vezérlésosztaly mellett létezik eredményes
vezérlés.

3.3. Feltétel. Létezik olyan b > 0 szam, hogy minden eredményes £(.) trajekto-
riara teljesiil a

1E@N < b, t € [to, t]
feltétel, vagyis az eredményes trajektériak egyenletesen korlatosak.

A minimalizalés feladata akkor tartalmas, ha a célfiiggvény alulrél korla-
tos. Ezt biztositja az alabbi lemma.
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3.1. LEMMA. Tegyiik fel, hogy a 3.1.-3.3. Feltételek teljesiilnek. Ekkor a
célfiigguény az eredményes folyamatok (nem tres) halmazdin alulrél korldtos,
és megadhato az eredményes folyamatnak egy olyan {&(.), ux(.)}r, sorozata,
hogy

Jim J(&(), ui(.) = WO J(E(), u()) > —oo. (3.5)

Bizonyitds. Azt, hogy a célfiiggvény alulrol korlatos az eredményes folyama-
tok halmazan, a kévetkezGképpen lathatjuk be. Jelolje

Sa(0)={y € R" : [ly[| < a},

vagyis az R™ tér origo6 koriili o sugart gémbjét. Az U kompakt lévén korlatos,
tehat van olyan r > 0 szam, hogy U C S,(0). A 3.3. Feltételbsl kévetkezik,
hogy &£(t) € Sp(0) barmely eredményes £(.) trajektoriara az értelmezési tar-
toméanyénak barmely t € [to,#;] pontjaban. Igy tehat barmely eredményes
folyamat esetén (t,&(t), u(t)) € Q := [t,€] x S(0) x S,(0). Minthogy fy a
feltevés értelmében folytonos, az €2 halmaz pedig kompakt, Weierstrass té-
telének értelmében van olyan p € R, hogy fo(t,z,u) > u, ha (t,z,u) € Q.
Masrészt M7 kompakt és G folytonos, igy van olyan v € R, hogy G(z) > v
minden x € M;-re. Ezért

J(E(), u()) = G(&(t)) + /fo(t,f(t),U(t))dt > v+ plty —to).

Viszont
0, ha p >0,

— > _
ult tO)_{u(t—t), ha <0,

igy van olyan ¢ € R, hogy
inf J((),u(.)) =c.

u(.)EA.
A (3.5) ezutan kozvetleniil kovetkezik a legnagyobb alsé korlat definiciojabol,
hiszen tetsz6leges k > 1 esetén a ¢+ % mar nem als6 korlat, vagyis van olyan
(&k(.), ux(.)) eredményes folyamat, hogy
1
et 2 IE0)m) > e

amibdl a lemma allitdsa nyilvanvalo. [
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3.1.2. Egzisztencia tétel specialis vezérlési osztalyokra

Az el6z6 pontban kitiizott feladat megoldésanak létezését két specialis meg-
engedett vezérlésosztaly, a ALY valamint a A" esetén, My = {x0}, M; =
{z1} mellett vizsgaljuk.

3.1. TETEL. Legyen a megengedett vezériések halmaza AL vagy AT (adott
L >0 és r >0 egész mellett), és tegyiik fel, hogy a 3.1.-3.3. Feltételek
teljesiilnek. Ekkor létezik optimadlis vezérlés.

Bizonyitas. (Vazlat) A tétel bizonyitasanak els§ lépése a 3.1. Lemma alkal-
mazasa.
A bizonyitas masodik 1épéseként be kell 1atni, hogy az emlitett lemmaban
szerepld {&(.), ug(.)} o, sorozatbol kivalaszthaté olyan részsorozat, hogy
ug(t) — u*(t),
gk(t) — 5*(15)7 te [tOv tﬂ )

u* € AL illetve A", és £*(.) az u*(.)-nak megfelels eredményes trajektoria.
A részletek megtalalhatok példaul a [6] 88-90. oldalan. O

3.1.3. Egzisztencia tétel konvexitasi feltétel mellett

Vezessiik be a (t,2) € Z x R™ pontban az dltaldnositott sebességuektorok
V(t,z) C R""! halmazat a

V(t,z) = { [J;?((f”ff,’g))] cR™ :ye u)} (3.6)

definicioval. (Tehat minden egyes rogzitett (¢, x)-hez vessziik azt a halmazt,
amit az (fo(t,z,u), f(t,z,u))’ vektorok végpontjai befutnak, mikézben az
u befutja az U halmaz pontjait.) Nézziik meg néhany példan, hogy mi is ez
a halmaz tulajdonképpen.

3.1. Példa. a) Nézzik azn =1, m =1, z(t) = /|u(t)|, U = [-1,1],
t1

J(z(),u(.) = [ /]u(s)|z(s)ds feladatot. Ekkor
0

V(t,:c):{[\/'%”] ERQ:—lgvgl)}.
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(Lasd 3.1 a) abrat.)
b) Legyen n = 1, m = 1, z(t) = u(t), U = [-1,1], J(z(.),u(.)) =

t1
[ u?(t)dt . Ekkor
0

17(75,:1;):{%2} eRZ:—lgvgl)}.

(Lasd 3.1 b) &brat.)
c¢) Legyen

f(t,z,u) = alt,z) + B(t, x)u,
fo(t,z,u) = ap(t, z) + Bo(t, z)u,
ahol a(.,.) : (t,1) x R™ — R", ag(.,.) : (t,1) x R* — RY B(,,.) : (t,1) x

R™ — R™™ és By(.,.) : (t,1) x R® — R™™ tipust fiiggvények. Ekkor az
altalanositott sebességvektorok halmaza az alabbi:

o= ([0 B0 xe wean).

Ha U konvex minden ¢ € Z-re, akkor ez a halmaz is konvex (lasd a 3.1.
feladatot).

fi A fi A
1 1
WX Ve, )
- 1 .
x o ! fo
2) )

3.1. dbra. Altalanositott sebességvektorok

Ebben a példaban az a) és ¢) esetben a IA/(t7 x) halmazok konvexek, mig
a b) esetben nem.

3.1. Megjegyzés. Mi indokolja a ?(t,x) halmazra az altalanositott sebesség
elnevezést? Tudjuk, hogy az (t) derivalt az allapotvektor ¢ id6pontbeli se-
bességét jelenti, ami a (3.1) egyenlet alapjan f(t, x(t), u(t))-vel egyenls. Ha
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most rogzitiink egy t € Z id6pontot, valamint egy = € R™ allapot- és u € R™
iranyitasi vektort, akkor f(¢,x,u) adja a megfelels allapotvektor sebessé-
gét. Végigfuttatva u-t az U halmazon, megkapjuk a (¢, x)-ben lehetséges
sebességvektorok halmazat. Ha most az allapotteret kibovitjiik egy tovabbi
komponens hozzévételével, mégpedig tgy, hogy a ,nulladik koordindtaként”
az fo(t,z,u) értéket tekintjik, akkor éppen a V(¢,z) halmaz elemeit kap-
juk. Latni fogjuk a 3.2. pontban, hogy ez a nulladik koordinata bizonyos
értelemben a célfiiggvény valtozasi sebességével hozhaté kapcsolatba. Ez a
magyarazata az ,altalanositott sebességvektor” elnevezésnek.

3.2. TETEL. Legyen a megengedett vezérlések halmaza A™, teqyiik fel, hogy
a 3.1.-3.3. Feltételek teljesiilnek, és az dltaldnositott sebességek (3.6) dssze-
fiiggéssel meghatdarozott ‘7(75, x) hamaza konver.

Ekkor létezik optimdlis vezérlés.

Bizonyitds. (Vdzlat) A bizonyitéas lényegében 3 1épésbdl all. Elso 1épésként al-
kalmazzuk ismét a 3.1. Lemmat a (3.5) Gsszefliggést kielegitd {&x(.), ur(.) }oey
eredményes folyamat meghatarozésara.

Masodik lépésként meg kell mutatni, hogy a {£x(.)} sorozatbol kivalaszt-
hato egy olyan részsorozat, amely konvergal egy £*(.) : [to, ;] — R™ flige-
vényhez.

Harmadik lépésként be kell bizonyitani, hogy van olyan u*(.) megengedett
vezérlés, hogy £*(.) éppen ennek megfelel6 eredményes trajektoria. [

A 2. és 3. lépések végrehajtdsa nem teljesen egyszeri, ezért itt azt
mellzziik. A részletes bizonyitas megtalalhato a [6] 91-95. oldalan, vagy
az [5] 4.2. fejezetében.

3.2. Megjegyzés. Az eredményes trajektoriak egyenletes korlatossaga bebi-
zonyithato, ha az aldbbi két feltétel barmelyike teljestil minden (¢, z,u) €
[£,7] x R™ x Sg(0) esetén:

(a) 12wy < allzfly + 5, (=], ZZIijI);
(b) [T f(taw)| <alal* + 8, (el = 2Ta).

(Lasd 3.3. és 3.4. feladatot!)

3.3. Megjeqyzés. A 3.1. és 3.2. Tétel érvényben marad akkor is, ha ¢y idSpont
nem rogzitett, illetve ha mind a ty, mind pedig a t; id6pont rogzitett, és a
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szoban forgo tétel Osszes tobbi feltétele teljesiil valamilyen [tg, ¢1] illetve a
[to, t1] intervallumon.

3.4. Megjeqyzés. Az optimélis vezérlési feladatot a fenti megfogalmazasban
egy el6re adott Z véges intervallumon tekintettiik. Ha ezt a megkotést el
akarjuk hagyni, akkor valamilyen mas feltétellel kell gondoskodnunk arroél,
hogy a [tg,t;] intervallum korlatos maradjon. Példaul, ha t, rogzitett, és
t1-16]l csak azt tessziik fel, hogy ¢ > to, akkor az fo(t,z,u) > y(t) feltétel
megfelels, ha y(.) olyan fiiggvény, hogy ftzo y(t)dt = oo. Legyen ugyanis
u(.) € Af(to,t1) tetszoleges eredményes vezérlés, és legyen J = J(£(.),u(.))
a neki megfelels célfiiggvény érték. Jeloljon g egy olyan szamot, amelyre
7 < G(z) minden x € M; -re. Legyen tovabba T' > t, tetsz6leges olyan
szam, amelyre ft;p y(t)dt > J —g. Ekkor elegend§ a [to, T] intervallumot
tekinteni, hiszen minden olyan vezérlésre, amelynek értelmezési tartoménya
a [to, T] intervallumot tartalmazza, a célfiiggvény értéke nagyobb, mint .J,
tehéat biztosan nem optimalis.
Igy példaul az idSoptimum feladatoknal, amikor

t1

Jmmmwz/w:u—m

to

és t1-et éppen a célpont elérése hatarozza meg, a (t,t) véges intervallum eléze-
tes (nem természetes) rogzitésére nincs sziikség. (A 3.5. feladat azt illusztral-
ja, hogy altalaban nem tekinthetiink el az alapintervallum véges hosszusagu
rogzitésétol.)

3.5. Megjegyzés. A 3.2. Tétel altalanosabb kitiizést feladatra is megfogal-
mazhat6. Megengedhet§ ugyanis, hogy My és M, az id6tsl, U pedig a
helytdl és az id6tdl is fiiggjon, pontosabban, M; : T — Q(R™), i = 0,1,
ésU : T xR" — Q(R™) folytonos leképezések legyenek (ahol Q(R™) az
R™ Gsszes nemiires kompakt részhalmazénak az 6sszességét jeloli Hausdorff-
metrikaval). Ezenkiviil a célfiiggvényben megengedhetiink egy

nax |h(z(t))]

alaka additiv tagot, ahol h : R” — R folytonos fiiggvény.
Nézziink most egy kidolgozott példat a 3.2. Tétel alkalmazasara.
3.2. Példa. (Merev test szdgsebességének idboptimdlis vezérlése). Vizsgal-

juk az 1.2. Példaban leirt rendszer adott kezdGallapotbol az origdba torténd
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idGoptimalis vezérlésének létezését! (Emlékeztetiink réa, hogy a rendszer &l-
lapotat a szogsebesség 3 koordinataja irja le, igy az origbba torténd vezérlés
azt jelenti, hogy a test forgasat megallitjuk.)

Megoldds. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az 1.2. Példaban, az (1.3)
egyenletekben szerepld b; konstansok 1-gyel egyenl6k, vagyis a mozgasegyen-
letek

L (t) = (In — Iy)ws(£)ws(t) + us (1),
)

Lowy(t) = (I3 — I )ws(t)wi (t) + ua(?), (3.7)
Igwg(t) = (.[1 — Ig)wl(t)WQ(t) + Ug(t),
alakiak. Legyen a kezddéallapot w(0) = (wo1, wos, wog)T, a cél pedig az

w(t;) = (0,0,0)T. A vezérlésekre most is kétféle korlatozé halmazt vizsgé-
lunk:

(a) eset : Uy = {u e R®:uj +uj+uj <1}
(b) eset : Up ={ueR’: |u| <1, i=123}.
Legyen
1
E(t) = 5 [1wi(t) + Buwp(t) + Lwi (1)]

és

) 1 1 1
a = min : , :
{vh VI vh}
Definialjuk a vezérléseket w(t) # 0 esetén az

1 aIiwi(t)
B V/O

i=1,2,3

visszacsatolassal, ha pedig w(t) = 0, akkor legyen u(t) = 0. Nyilvanvalo,
hogy ez a vezérlés az (a) eset korlatozasanak eleget tesz. Mivel pedig Liw? <
(Lw? + Lws + [w3), és

ezért a fenti vezérlés mindkét esetben megengedett. Helyettesitsiik be ezt a
vezérlést a (3.7) egyenletekbe, és differencialjuk az F(.) fiiggvényt a kapott
egyenletrendszer megoldésa mentén! Ekkor

iE(t) _ _la[llw%(t) + DLwi(t) + Lwi(1)]
dt 2 E(t)

= —a/ E(1).
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Vezessiink be még egy fiiggvényt a

W(t) = E(t)
egyenlGséggel. Minthogy
d 1 LE(t)
—\/E(t) = =4 , 3.8
VPO =5 (33
ezért a W fiiggvényre a
d 1
—W(t) =—=
aV =g

differencialegyenletnek kell teljesiilnie, aminek a megoldasa

W(t) =~ at + W(0).

Lathato, hogy W(r) = 0, ha 7 = 2W(0)/«, amibdl az kovetkezik, hogy
E(1) = 0, vagyis mind az (a), mind a (b) esetben a rendszer megengedett
vezérléssel atvihets az origoba véges id6 alatt, tehat az eredményes vezérlések
halmaza nem iires.

Lassuk be, hogy az eredményes trajektoriak egyenletesen korlatosak! Le-
gyen u(.) tetszbleges megengedett vezérlés, és becsiiljik az F(.) fiiggvény
derivaltjat a (3.7) rendszerre vonatkozoan:

d

B

< Jwr()ua ()] + [wa (H)uz(8)] + |ws(t)us(t)]

< wr(B)] + fwa (8] + lws(t)

< \/2 (Iil + I% + %3) VE(t) = A/ E(t),

ahol \ = \/2 (% + % + %) Ebbdl kovetkezik, hogy % E(t) < %)\, hiszen

lattuk, hogy (3.8) teljestil. Ezért az F(.) fuggvényre tetszSleges megengedett
vezérlés és tetszbleges rogzitett [0, T] intervallum esetén azt kapjuk, hogy

E@t) < ()\% + \/W)Q < (/\g + \/W>

mivel pedig az FE(t) az w;(t) koordinataknak kvadratikus fiiggvénye, ez egy-
uttal a trajektoriak egyenletes korlatossdagat is maga utan vonja.

Minthogy erre a feladatra az altalanositott sebességvektorok V (¢, w) hal-
maza a 3.1. Példa c) részének értelmében konvex, ezért a 3.2. Tételbdl és
a 3.4. Megjegyzésbdl kovetkezik, hogy barmely wy kezdGallapothoz létezik
idGoptimalis vezérlés.

2
)
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96 Optimalis irdanyitasok

3.2. A Pontrjagin-féle maximumelv

Rogzitett végpontd, idSinvaridns rendszer optimalizalasa valtozo
idétartam esetén
Tekintsiik az

#(t) = fz(t),ut), teT=(tT) CR (3.9)

nemlineéaris idéinvarians iranyitasi rendszert, ahol z(t) € R”, u(t) € R™,
[ R" x R™ — R" folytonos és az els (vektor)véltozdjaban folytonosan
differencialhato. Legyen ty € T a rogzitett kezdd idépont, és legyen 2° € R™ a
megadott kezdGallapot, 2! € R™ pedig a szintén megadott célallapot. (Az at;
idépont, amikor az x' pontba el kell jutni, nincs elére meghatarozva.) Legyen
U C R™ adott kompakt halmaz. A megengedett irdnyitasok A halmaza most
is A = U<, A(to, t1) alakban adott, ahol

A(tg,t1) = {u(.) : u(.) mérhets és u(t) e U, to <t < t1}.

Egy u megengedett iranyitast eredményesnek neveziink, ha a (3.9) egyen-
letnek létezik z(ty) = 2° és x(t;) = ' peremfeltételeket kielégité megolda-
sa. Jeloljik az Osszes eredményes iranyitas halmazat A.-vel. Vilagos, hogy
az eredményes (£(.), u(.)) folyamatot teljesen meghatarozza az u(.) vezérlés,
ezért mingségét jellemezhetjiik egy, csak az u-t6l fiiggd funkcionéllal. Ren-
deljiik hozza az u(.) vezérléshez a

J(u(.)) = / Jol€(t), u(t))dt

célfiggvényt, ahol fy : R xR™ — R folytonos és az els6 (vektor)véltozojaban
folytonosan differencialhato fiiggvény, £(.) a (3.9) differencialegyenlet u(.)-hoz
tartozo, x(tg) = x° kezdeti feltételt kielégits megoldasa.

Keresendd egy olyan u*(.) € A, eredményes vezérlés, amelyre
minden u(.) € A esetén
J(u* () < J(u(.)).

Az u*(.) ekkor optimdlis.

Miel6tt az optimum sziikséges feltételét add Pontrjagin-féle maximumel-
vet megfogalmaznank, sziikségiink lesz néhany jelolésre. Adott u(.) vezér-
léshez és a (3.9) neki megfelels £(.) megoldasahoz vezessiink be egy 0j xo(.)
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fliggvényt az
%uw3/ﬁ@@xw@Ms

definicioval. Ekkor x((.) majdnem minden ¢-re differencialhato,

o(t) = folx(t), u(t))
l‘o(to) = O, ZL‘Q(tl) = J(U())

Egészitsiik ki az eredeti véltozokat és differencialegyenleteket ezzel az 1] vél-

tozoval és differencidlegyenlettel: legyen Z(.) = (zo(.), 2T ()T, f(@,u) =
(folz,u), ff(z,u))T, és tekintsiik a

d . ~ N 0

430 = Faw.u0), o - (1) -7 (3.10)
kezdetiérték feladatot. Vegyiik ehhez M, célhalmazként R -ben a (0,21)
pontba allitott, az xy tengellyel parhuzamos egyenest:

M, = {(i?) e R" : x5 € R tetszoleges, z' € R” adott} .

Az eredeti optimalizélasi feladatot tehat tgy fogalmazhatjuk &t, hogy kere-
sendd egy olyan megengedett vezérlés, amelyhez a (3.10) megoldasa a M,
halmazban végzddik, mégpedig a lehetd legkisebb zy koordinatéju pontban.
A 3.2 abra egy n = 2 dimenziés feladatra szemlélteti a harom dimenziéra
torténd kiegeszitést.

Adott u(.) € A vezérlés esetén vegyiik a (3.10) linearizalt egyenletét

o~

a (3.10) megfelels £(.) megoldasa koriil (lasd a 2.1 pontot):
d .

29() = fa(&(t), u(®))y(?),
ahol
R
REw @) =" B . (3.11)
o |

o e/ |(E@u()
Tekintsiik ennek az adjungalt differencialegyenletét:

C0(0) =~ FEEW, w0, (3.12)
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X0

3.2. abra. Az optimalizalasi feladat atfogalmazasanak szemléltetése

vagy részletesen kifrva,

¢o(t) = 07
_ B n of; | L
¢’L(t) - g axz (x(t)7u(t))¢3<t>» L= ]-7 ey 10,
ami egy nemautoném linearis differencialegyenlet a ¢(.) = (vo(.),7(.))T

fliggvényre vonatkozoan.
Definidljunk még két tovabbi fiiggvényt, mégpedig a H : R x R x
R™ — R és az M : R*! x R*™! — R fiiggvényeket a
H(&v Z/E> U) = ,QDOfO(:Ea U) + ¢1f1(l‘, U) + ...+ ¢nfn(x7 U),
M(¥,7) = max H(, 7, u)

egyenlGséggel.

3.0. Megjegyzés. A H segitségével a (3.10) és (3.12) differencidlegyenleteket
osszefoglalhatjuk egy Hamilton-tipusi

%f(t) = gl"adlz'}"[(?z}\(t),f(t%u(t)) _ (

OH OH 6H)T

o’ Ip1” 7 O ) Gy 2ty )
d ~ - OH OH  OH\T
4010 = —eradsH D0, 30) o) = - (e 57 )
dt Oro 01 0%u )51y 5(0)u(t))

differecialegyenlet-rendszerben. (Hamilton-tipust egyenletek gyakran fordul-
nak el a mechanikdban.) A H fliggvényt a rendszer Hamilton-fiiggvényének
fogjuk nevezni.
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3.1. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy egy (g(),u()) folyamat kielégiti a
Pontrjagin-féle maximumelvet, ha a (3.12) adjungalt rendszernek létezik olyan
nemtrividlis 1)(.) megoldasa, hogy

) = M(zg(t),g(t)), majdnem minden t € [tg, t]-re;
= 0, minden t € [ty, t1]-re;
(7i1) o(t) = 1o(to) < 0, minden t € [to, t1]-re.

3.7. Megjeqyzés. Eszrevessziik, hogy a H fliggvény - és vele egyiitt az M
fiiggvény - nem fligg az xy valtozotol, ezért az (£(.),u(.)) folyamat helyett
tekinthetjiik az (£(.), u(.)) folyamatot is, és beszélhetiink arrol, hogy ez utdbbi
folyamat eleget tesz a Pontrjagin-féle maximumelvnek.

3.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy u*(.) € A, optimdlis irdnyitds [to,t]] értelme-
z€si tartomadnnyal, és £(.) neki megfeleld trajektoria, tehdt

£ (t) = F(E* (), u*(t)), € (to) = 2°, (1) = 2. (3.13)

Ekkor az (£*(.),u*(.)) folyamat kielégiti a Pontrjagin-féle maximumelvet.

A tétel bizonyitasa meglehet&sen bonyolult. Az érdeklédé olvasd megta-
lalja pl. a [9] 101-145. oldalan, vagy a [6] 134-146. oldalan.

Ha a (3.9) rendszerre vonatkozoan az iddoptimum feladatot tekintjiik,
akkor a maximumelv némileg egyszertibb formaban is megfogalmazhato. Le-
gyen ugyanis a célfunkcional

t1

T(u(.) :/1dt:t1 _—

to

vagyis fo(z,u) = 1. Vezessiik be a H és M helyett a H : R" x R" x R™ — R
és M : R™ x R" — R fliggvényeket a

H(l/}wr»U’) = ¢1f1(x7u> +.t ¢nfn(x>u)a
M (¢, 2) = max H(y, v, u)
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egyenlGséggel.
Adott u(.) € A és a (3.9) neki megfelels £(.) megoldasahoz tekintsiik
a (3.9) linearizalt egyenletének adjungaltjat:

() = —f1(E(t), u(t)v(t), (3.14)
vagy részletesen kifrva
Wi(t) = — ‘ %(g(t),u(t))wj(t), i=1,..,n.

3.2. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az (£(.),u(.)) folyamat kielégiti az id6op-
timumra vonatkozé Pontrjagin-féle maximumelvet, ha a (3.14) adjungalt rend-
szernek létezik olyan nemtrivialis ¢)(.) megoldasa, hogy

(1) H(t),&(t),u(t)) = M(1(t),£(t)), majdnem minden t € [to, t1]-re;
(17) M((t),&(t) = M(¥(t1),£(t1)) > 0, minden t € [to, t1]-re.

3.1. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy az u*(.) iddoptimdlis vezérlés a
[to, t7] intervallumon, £*(.) pedig neki megfeleld trajektoria, tehdt a (3.13)
teljesiil. Ekkor a (£°(.),u*(.)) folyamat kielégiti az iddoptimumra vonatkozo
Pontrjagin-féle mazximumelvet.

Bizonyitds. Mivel most fo(z,u) = 1, ezért

H({Z): /ZE\, u) = ¢0 + H(@/},x,u),

és

-~

Ebbdl kovetkezik, hogy a 3.2. Definicio (i) feltétele a (£*(.), u*(.)) folyamatra
pontosan akkor teljesiil, amikor a 3.1. Definici6 (i) feltétele. Mivel pedig
a 3.3. Tétel szerint az is igaz, hogy minden t € [ty, t}]-ra

0= M(*(1), E5 (1)) = o + M(W* (), £*(1)),

és Py <0, ebbdl kovetkezik, hogy a 3.2. Definicio (i7) feltétele is teljesiil. O
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3.8. Megjegyzés. Erdemes megnézni, hogy mit ad a 3.1. Kovetkezmény line-
aris idGoptimum feladat esetén. Ha f(z,u) = Az + Bu, akkor f,(z,u) = A,
ezért a (3.14) adjungélt rendszer sem az allapottol, sem az iranyitastol nem
fiigg, hanem az alabbi egyszerii alakban adhaté meg:

b =—ATY, P(ty) =4,

amelynek a megoldasa a 9° paraméter fiiggvényében kiszamithato. Az M
fiiggvényt meghatarozo Osszefiiggés most a kovetkezd:

max H (¢, z,u) = mazjc(@bTAx + T Bu) = T Az + max T Bu.
ue U

ueU

Meg kell tehat keresni a

V(07 Bult) = max(”()Bv), ¢ >
VE
feltételnek eleget tevs u(.) vezérléseket. (Lehet, hogy ennek megoldasa nem
egyértelmi.) Ezutdn minden wu(.) vezérléshez meg kell hatarozni az

= Az + Bu(t), z(ty) = 2°
£(.) megoldésat és ellenérizni kell, hogy valamilyen ¢;-re teljesiil-e a £(t;) = x!
egyenl6ség. Ha a valasz igenls, akkor a (£(.),u(.)) folyamat optimalis lehet a
(to, t1) intervallumon, ellenkezs esetben biztosan nem az.

3.9. Megjegyzés. Nézziik meg, hogy hogyan alkalmazhatjuk a maximumelvet
az 79 pontban kezd6dé és az M egyenesen végz6dé trajektoriak és a nekik
megfelels vezérlések koziil azoknak a kivalasztasara, amelyek a maximum-
elvben szerepld Osszes feltételeknek eleget tesznek! Ismeretlen a t; id&pont,
az m darab u;(.), az n + 1 darab x;(.) és az n + 1 darab ¢;(.) figgvény.
Adott & (t) és @(t) esetén a 3.1. Definicio (i) feltétele majdnem minden ¢-re
meghatarozza az m komponensbdl allo u(t) vektort (esetleg nem egyértelmi-
en). Marad tehat 2n + 2 ismeretlen fiiggvény és a t; skalar paraméter. Az
ismeretlen fliggvényekre rendelkezésre all 2n + 2 darab differencidlegyenlet,
amelyek 2n+ 2 kezdeti feltétel megadasa esetén egyértelmiien meghatarozzak
a megoldast. Nekiink azonban csak n + 1 kezdeti feltétel és n végfeltétel all
rendelkezésiinkre, mégpedig Z(ty) = Zo és x(t1) = x'. Mivel azonban a 1;(.)
fliggvények és az Osszes feltétel is csak egy pozitiv konstans szorzo erejéig
meghatarozottak (hiszen a H fiiggvény a i-nak homogén fiiggvénye), ezért
a 2n + 2 skalar paraméterbdl egy nem lényeges. Az ismeretlen ¢; paraméter
meghatéarozasara felhasznalhatjuk az M(v(t1), £(t1)) = 0 egyenletet. Végss
soron tehat ugyanannyi egyenletiink van, mint amennyi ismeretlentink, ezért
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varhato, hogy csak kiilonallo, izolalt trajektoriak vannak, amelyek az ¥ és

2! pontokat 6sszekotik, és amelyek a maximumelv Osszes feltételet kielégitik.

Latjuk, hogy nem tudunk olyan 1épésrél-lépésre halado eljaréast mutat-
ni, amely a maximumelv alapjén elvezetne az optimadlis megoldashoz. Ha
azonban az (i) maximum feltételbdl ki tudjuk fejezni az u-t a ¢ és x fiiggvé-

nyeként, vagyis ha meg tudunk adni egy olyan u(z, @) értéket, amelyre

H(, 7, ulz, ) = M(,7),

akkor ezt behelyettesitve a (3.10)-be és a (3.14)-be, és figyelembe véve az
z(ty) = 2t és M(¢(t1),Z(t1)) = 0 egyenleteket, az alabbi peremérték fel-
adathoz jutunk:

i(t) = Fia(t), u(@(t), 6(1)))
2 2 w0, wlol0), D)),

xz(tO) = iL’Z-, xz<t1) = xia i=1,..,n,
dolt) = —1 vagy 0, M(P(ty), 2(t,)) = 0.

Itt mar figyelembe vettiik azt is, hogy M nem fiigg z¢-t6l. Egy ilyen peremér-
ték feladat megoldésa lényegesen nehezebb feladat mind elvi, mind gyakorlati
szempontbol, mint egy kezdetiérték feladaté, éppen ezért fokozottabban igaz
ré, hogy megoldéasa tobbnyire csak numerikus iton reményteljes.

JelentGsen egyszertibb a helyzet, ha a fenti peremérték feladatot vissza
tudjuk vezetni kezdetiérték feladatra.

Nézziink most néhany egyszert, kidolgozott példat a maximumelv alkal-
mazasara.

3.8. Példa. Tekintsiik az alabbi feladatot:

T = T,

U T o_ { T10 1 _ 0
Ty =—x1+u, U=][-11], x-(x%), :1:—(0>

és azt vizsgaljuk, hogyan juthatunk el leggyorsabban az z°-bél az z'-be.

Megoldas. AzidSoptimum feladathoz tartozé H Hamilton fliggvény az alabbi:
H (), w,u) = 11y — oy + Pou.

Ennek maximuma u € [—1, 1]-re az
M, x) = Y173 — tom1 + [ha]
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3. Optimalis vezérlések 103

ami az u = sgn 1, mellett realizalodik. A 1 adjungalt valtozokra a

¢1 = 1y, lbz =~

egyenletet kapjuk. Vegyiik ennek a ¢(0) = (cosa,sina) kezdeti feltételt
kielégitd megoldésat:

Yy(t)\ [ cost sint cosaw) [ cos(a—t)

(%(t)) N (—sint cost) (sina) N (sin(a — t)) '
(Minthogy ||t ()| # 0 kell legyen, és a ¢(.) csak egy pozitiv konstans szorzo
erejéig meghatéarozott, az altalanossag megszoritasa nélkiil ¢(0) valaszthato
1 normajinak.)

Az u = sgn(sin(a — t)) Osszefiiggésbdl kovetkezGen a vezérlés felvaltva
+1 és —1 értéket vesz fel m hossztsagu intervallumokon, az els6 és az utolso
részintervallum kivételével, amelyek lehetnek révidebbek.

Ha egy [to,t1] intervallumon wu(t) = 1, akkor a megoldandé differencial-
egyenlet rendszer

[l'i'l = T9, it’g = —x + 1. (315)

Vezessiik be az y; = x1 — 1, yo = o 1j valtozokat. Ekkor az y; = 4o, vy, =
—1y; egyenletet kapjuk, amelynek megoldasa

y1(t) = Rcos(y —t), ya(t) = Rsin(y —t)

alakban adhato meg, tehat a trajektoriak az [y;, yo| sikban origé koriili R su-
garu korok, amelyeken a fazispont az 6ramutatd jarasaval megegyezd irdny-
ban mozog. Az y; és y, definiciojabol kivetkezik, hogy a (3.15) trajektoriai az
[x1, z5] sikban szintén az 6ramutaté jarasaval megegyezden befutott R suga-
ra korok, amelyeknek a kozéppontja az (1,0) koordinataju O; pont. Analog
meggondolassal azt kapjuk, hogy az u(t) = —1 vezérlésnek megfelels differen-
cidlegyenlet trajektoriai O_; = (—1,0) kozéppontu, R sugari, az 6ramutatod
jarasaval megegyezs iranyban befutott korok.

Eszrevessziik, hogy mindkét korsereg esetén kizarolag az 1 sugara kor
megy at az origon. Minthogy a zaréintervallum hossza kisebb, vagy egyenld
m, ezért +1 vezérléssel az O kozéppontiu 1 sugari kor z; tengely alatti OM;
ivének pontjaibol, mig —1 vezérléssel az O_; kozépponti, 1 sugari kor
tengely feletti N;0O ivének pontjaibol pontjaibol lehet idGoptimalisan elérni
az origot. Az OM; koriv pontjait egy legfeljebb 7 hosszuisagu intervallumon
—1 értéket felvevs vezérléssel lehet az id6re optimalisan elérni, igy a —1
vezérlést azon pontok esetében kell alkalmazni, amelyek az O_; pont koriili
R = 3 sugara kor fels6 ive alatt, és az NoNy, N0, és OM; korivek felett
helyezkednek el. Az Ny N, korivet az OM; koriv O_; koriili, 7 szoggel valo
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u=+1

3.3. abra. Atkapcsolasi gorbék és trajektoriak

elforgatasaval kaptuk. Ha viszont az N;0O korivet forgatjuk el O; koril —m
szoggel, megkapjuk az M; M, korivet, igy idGoptimalisan az O koriili R = 3
sugari kor also ive felett, és az N1O, OMy, és My M, korivek alatti pontokbol
lehet elérni az N;O korivet. Ezt a meggondolast folytathatva belathato,
hogy az idGoptimalis vezérlés az abra N3NoN1OMMsMs iv  felett és az
N3N2N10 g('jrbe pontjaiban —l—gyel, Hlig az N3N2N10M1M2M3 iv
alatt és az OM,M,M; gorbe pontjaiban +1-gyel lesz egyenld.

A Pontrjagin-féle maximumelv tehat (véges sok id6pont kivételével) egy-
értelmtien meghatarozza azt a vezérlést, amely idGoptimalis lehet. (A fenti
megfontolasokban a vezérlés jobbrol valo folytonossaganak megkovetelésével
a vezérlést minden pontban egyértelmiivé tettiik.) A 3.2. Tételbdl és a 3.4.
Megjegyzéshdl kovetkezik, hogy optimalis vezérlés létezik, tehat a megtalalt
vezérlés valoban optimalis.

3.4. Példa. (Merev test szogsebességének vezérlése). Térjink vissza az 1.2.
és 3.2. Példaban vizsgalt feladathoz, és keressiik az

Ilwl(t) (]2 — ]3)&)2(75)&]3 + Uy (t),
Lo (t) = (I5 — 11)w3(t)w1 +us(t), (3.16)
[30.)3(1?) ( )CU1 (t)(JJQ + us (t)

differencialegyenletekkel leirt rendszer w(0) = (wor,woz, wos)' kezdGallapo-
tahoz az origoba torténé idGoptimalis irdnyitast, mikézben a megengedett
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3. Optimalis vezérlések 105

irdnyitasok értékeiket vagy az
U ={ueR: v +us+uj <1}, ((a) eset)

vagy az
Uy ={ueR: |u| <1,i=1,2,3},  ((b) eset)

halmazbdl veszik.

A révidebb iras kedvéért bevezetiink néhany jelolést. Legyen

U}k(t) = ]kwk(t), k= 1,2,3,
lel/[g—l/IQ, L2:1/Il—1/[3, L3:1/[2—1/]1

Ezekkel a jelolésekkel a (3.16) egyenlet a

alakot 6lti. Ennek a rendszernek a Hamilton fiiggvénye

H (Y, z,u) = Lywswsthy + Lowswitpe + Lywiwaths +
+ withy + usthy + usihs,

az adjungalt egyenlete pedig

Uy (t) = —Lows(t)a(t) — Laws(t)ihs(t),
Uy(t) = —Lyws(t)n(t) — Lawy ()s(t), (3.18)
U(t) = —Lyws(t)1hy (t) — Low, (£)a(t)

alaku.
Tekintsiik elészor az (a) esetet. Ekkor

max H (¢, z,u) = M (¢, w) = Liywswshy + Lowswy1e + Lywywatps + |||,

u€eUy

ahol

Joll = /(1) + ()% + ()2,

és a maximum az egyértelmtien meghatéarozott

_ W
Tl
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értéknél realizalodik. Behelyettesitve az u;(t) = v;(¥(t)) vezérlést a (3.17)
differencidlegyenlet-rendszerbe, és hozzavéve a (3.18) differencidlegyenletet,
valamint az

U)l(O) == ]1(,4)017 w1<ti) == 0,
'UJQ(O) = [2&102, U)Q(f{) = 0,
w3(0) = ]3(,003, wg(ti) = 0,

és az

M (o, w(0)) = M((t7),0)
feltételi egyenleteket, akkor ezzel megkapjuk a megoldand6 peremérték fel-
adatot. Az egyenletek specialis alakja itt lehetévé teszi, hogy ennél tovabb
menjlink, és megadjuk az optimalis vezérlést allapot-visszacsatolds alakja-
ban. Keressiik a 1(.) fliggvényt

$i(t) = —wi(t)/ [|w@)]

alakban, ekkor a fentiek értelmében

ui(t) = vi(P(t)) = —wi(t)/ lw(®)] -

Ha ezt helyettesitjiik be a (3.17) differencidlegyenletbe, akkor a w(.) fiigg-
vényre egy kezdetiérték feladatot kell megoldani. Behelyettesitéssel ellendriz-
hetjiik, hogy a fenti ¢ (.) fiiggvény ekkor kielégiti a (3.18) rendszert. Az is
kénnyen lathato, hogy ekkor M (1 (t), w(t)) = 1. Meg kell még mutatni, hogy
a kapott kezdetiérték feladat megoldésara a végfeltétel is teljesiil valamilyen
t7 idépontban. Ezt belathatjuk tgy, hogy kiszamitjuk a [jw(.)|| fiiggvény
derivaltjat a (3.17) felhasznélasaval. Erre azt kapjuk, hogy

< o)) = -1,
ezért a t; = |Jw(0)] idSpontban w(t;) = 0. igy az idGoptimum feladat
megoldasat egy kezdetiérték feladat megoldésara vezettiik vissza.
A (b) esetben

max H (¢, x,u) = M (¢, x) = Lywawsthy + Lowswi1)e + Lywiweths + ||¢||1 )

ucUs
ahol
191l = 11| + || + [45] -

A maximumot szolgaltato u(.) az

= 17 ha wz(t> > 07

Ul(t) = —1, ha wz(t) < 0,

€ [-1,1], ha¢;(t) =0
Osszefiigéssel adhatdé meg. A megoldés részletes elemzésére nem tériink ki, az
I, = I, speciélis esetre az megtalalhato az [5] 503-506. oldalan.
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3.3. A transzverzalitasi feltétel

Mozg6 végponti idSinvaridns rendszer optimalizalasa valtozo idé6-
tartammal
Valtoztassuk meg az el6z6 paragrafusban targyalt optimalizéalasi feladat
kittizésében az el6irt kezdd- és célallapotot egy-egy R”-beli halmazra.
Tekintsiik tehat most is az

o(t) = f(z(t),ult), teI=(1)CR,

azaz a (3.9) nemlinearis idSinvarians iranyitési rendszert, ahol x(.), u(.) és
f ugyanolyan, mint az el6z8 paragrafusban. A megengedett irdnyitdsok A
halmaza is legyen véltozatlan. Legyen adott az My C R"™ és M; C R"
halmaz, valamint a to€(t, ) kezdési id6pont. Olyan megengedett iranyitaso-
kat keresiink, amelyek mellett a (3.9) egyenletnek van olyan x(.) megoldasa,
amelyre

l’(to) < M(] és $(t1) & M1

teljesiil. Itt a ¢; id6pont nincs el6re megadva, hanem a célhalmaz elérése
hatérozza meg. Az olyan vezérléseket, amelyekre a fenti kévetelmény teljestil,
eredményes vezérléseknek fogjuk nevezni, és a halmazukat A.-vel jeloljiik.
A (3.9) megfelel6 megoldasai az eredményes trajektoridk. Az eredményes
(£(.),u(.)) folyamathoz rendeljiik hozza a

I u() = [ fle(o), ut)de

célfiiggvényt, ahol fj is ugyanolyan tulajdonsagi, mint az el6z6 paragrafus-
ban. Részletesebben tehat csak az Mg es M; megadasarol érdemes szolnunk.
Tegyiik fel, hogy Mg és My rg-, illetve r;-dimenzids sokasédgok, amelyeket
a go : R* — R illetve g; : R® — R"™™ folytonosan differencialhato
fliggvények segitségével definidlunk:

M] = {:L' € Rn : gj’k(xl, 7:[;77,) = O, k — 1’ .“’fn/ _ frj}’ j — O’ 1

Feltételezziik, hogy minden x € R"-re

90 ) g1
rang —| =n — o, és rang —| =n—ry,
ow |, or |,
ahol

9gj1 9gj1
ox Tt Oz

agj ! " -

| = , 7 =0,1.

X x 8gj,n—'rj agj,n—'rj
o1 OTn T
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Az eredményes trajektoriara tehéat a

go(E(t)) =0 & qi(é(t)) =0

egyenleteknek kell teljestilni.

Ha ismernénk a trajektoria z(tg) = 2% kezdd- és x(t;) = x! végpontjat,
akkor rogzitett végponti feladatrol volna szo, és akkor az optimum sziiksé-
ges feltételét a 3.3. Tétel értelmében a 3.1. Definicioban megfogalmazott
Pontrjagin-féle maximumelv adna. Ha tehat (£*(.),u*(.)) optimalis par, ak-
kor ez optimélis a £*(ty) = a%, £*(t}) = ™ végpontokkal meghatérozott
feladat esetében is, ezért az elébb emlitett maximumelv érvényben marad.
Az optimalis trajektoria persze nem kezdédhet az M, illetve nem végzédhet
az My akarmelyik pontjaban. A rajuk vonatkozo feltételt a transzverzalitasi
feltétel szolgaltatja.

1

3.4. abra. A transzverzalitasi feltétel szemléltetése

3.3. DEFINICIO. Legyen (&(.),u(.)) az My és M, sokasagokat Gsszekdtd ira-
nyitasi folyamat, vagyis legyen £(ty) = 2° € My és £(t) = 2t € M;. Le-
gyen tovabba 12() az el6z6 paragrafusban megadott (3.14) adjungalt differen-
cialegyenlet nemtrivialis megoldasa. Azt mondjuk, hogy a @(tj) vektor kielégiti
a transzverzalitasi feltételt a trajektéria £(¢;) végpontjaban (j = 0,1), ha a
W(t;) = (i(ty), ..., ¥n(t;))" vektor ortogonalis az M; sokasag &(t;) pontbeli
érintGsikjara, tehat ha létezik olyan a; € R"™"7 vektor, hogy

T
) CYj, ] = 0, 1.
z(t;)
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Ezek utan megfogalmazhatjuk a mozgd végponti feladat megoldésara a
sziikséges feltételt.

3.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy az u*(.) € A, optimdlis irdnyitds [t,t]] értel-
mezési tartomdnnyal és £*(.) neki megfeleld trajektoria, tehdt

E(t) = FlE @), w(t), €(to) € Mo, E(£) € My

Ekkor az (£*(.),u*(.)) folyamat kielégiti a Pontrjagin-féle maximumelvet, és
a (3.14) adjungdlt egyenlet z/b\*() megolddsa megudlaszthato gy, hogy a £*(.)
trajektoria £*(ty) €s £ (t7) végpontjaiban a o (to) es ?Z*(t’{) vektorokra teljestil
a transzverzalitdsi feltétel.

3.10. Megjegyzés. Vizsgaljuk meg, hogy a 3.3. Tétel elegends informéciot
tartalmaz-e ahhoz, hogy varhatoan csak izolalt trajektoridk legyenek, ame-
lyek 6sszekotik az My és M, sokasagokat, és amelyek eleget tesznek a fenti
tételnek. A 3.9. Megjegyzésben foglaltakhoz hasonléan most is eljuthatunk
oda, hogy ha az u a maximum feltételbdl kifejezhets az x és v fiiggvénye-
ként, akkor 2n darab differencialegyenletet tudunk felirni a 2n darab isme-
retlen 1(.) és x(.) figgvényre. Az x(t;) € M;, j = 0,1 feltételek sszesen
2n — (ro +r1) peremfeltételt szolgaltatnak. A transzverzalitasi feltétel felira-
saban 2n egyenlet szerepel. Ezek az egyenletek azonban 2n — (1o +7;) szabad
paramétert tartalmaznak, végss soron tehat 2n — [2n — (ro +11)] = 19 + 11
feltételt adnak. Igy 2n differencidlegyenletet és 2n peremfeltételt tudunk
felirni. Mivel az egyik perem (a ;) nem adott, a hidnyzo feltételt a korabbi-
akhoz hasonléan megkapjuk az M(J(tl), Z(t1)) = 0 egyenldséghdl (1d. a 3.1.
Definicio (ii) feltételét).

3.11. Megjegyzés. Mozgd végpontt idGoptimum feladat esetén megfogalmaz-
hato a 3.1. Kovetkezménnyel analdg allitas, ami durvan tgy fogalmazhato,
hogy az idGoptimalis (£*(.),u*(.)) folyamatnak ki kell elégitenie az idGopti-
mumra vonatkozé maximumelvet, mégpedig az adjungalt egyenlet megoldé-
sanak olyan valasztésa mellett, hogy arra a transzverzalitasi feltétel teljesiil.

Nézziink most egy kidolgozott példat a transzverzalitasi feltétel alkalma-
zasara.
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3.5. Példa. Tekintsiik az alabbi feladatot (n =2, m = 1):

1(t) = wa(t),

To(t) = u(t),  U=1[-22],

M, = {0}, (3.19)
Mi={x e R*: gi(x) =21, — 29— 1/2 =0},

Megoldds. Ebben az esetben az adjungalt rendszer
QZJO(t) = 07
7vbl(t) =0,
Uy(t) = =t (D),
amelynek a 1 (to) = ¥° kezdeti feltételt kielégits megolddsa

Yo (t) = oo,
Yi(t) = Yo, (3.20)
Py (t) = Vo2 — o1 (t — o)

alakban adhatoé meg. A rendszer Hamilton-fiiggvénye
’H(zﬁ, T, u) = thou® + Y129 + ou.

A transzverzalitasi feltétel azt mondja, hogy lennie kell egy olyan o szdmnalk,

amelyre
5) oo}
. = agradg;(z(t])) = « .
(0260)) = amadatoten =a
Ebbdl az kovetkezik, hogy ¢ (t]) = —a(t]), tehat

Vo1 = Yoty — Yoo (3.21)

Most meg kell vizsgalnunk, hogy a {Z)\O vektor milyen valasztédsa mellett
kapunk a 3.4. Tétel 6sszes feltételét kielégité megoldast.
1. eset: g9 = 0. Ekkor

= P1(t)z2(t) + 2 [¢(1)]
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ahol a maximumot az u(t) = 2 sgni»(t) fiiggvény szolgéltatja. Tegyiik fel,
hogy egy (0, 7) intervallumon 5 (t) > 0 (vagyis most tg = 0, ¥p2 > 0, Yg; < 0
és 0 # 0). Ekkor ezen az intervallumon u(t) = 2. Ha ezt behelyettesitjiik
a (3.19) egyenletbe, akkor az z(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldas az

wi(t) =12, wo(t) = 2t
fiiggvény. A maximumelv (ii) feltétele miatt

0= M((t), (1) = 2ot + 2 [iha(t)] |

aminek specidlisan t = 0O-ra is teljesiilni kell. Ebbdl az kovetkezik, hogy
Yoo = 0, tehat az u(.) nem valt elGjelet. Masrészt 9 # 0 miatt ¢y, < 0. A
végpontban a transzverzalitasi feltétel a (3.21) relaciobol kovetkezden csak
tt = 1 értékre lehet igaz. At € [0, 1]-re azonban a (12, 2t) gérbe nem metszi az
M, halmazt. Ha azt feltételezziik, hogy 12(t) < 0 valamilyen (0, 7) interval-
lumon, akkor u(t) = —2 vezérlést kell alkalmazni, ami az x(t) = (—t2, —2t)T
trajektoriat adja. A 3.1. Definicié (ii) feltételébdl ¢ = 0 esetén most is azt
kapjuk, hogy g = 0, ezért az el6bbiekkel megegyez&en a transzverzalitasi
feltétel csak a t7 = 1 értéknél teljesiilhet. A (—1,—2) pont azonban nincs
rajta az M; halmazon. Ez az ellentmondés mutatja, hogy az a @/ZJ\O, amelyre
oo = 0, nem felel meg a 3.4. Tétel kovetelményeinek.

2. eset: Yoo < 0. Feltehetjiik, hogy 1o = —1. Ekkor

H(Z/ﬂ\(t), /‘f(t>7 u) = Y0122 (t) + s (t)u —u? =
= horaa(t) — (u — Pa(t)/2)* 4 (1o(t))* /4,
(

amely maximumat olyan u-ra veszi fel, amelyre az (u — 1)o(t)/2)? kifejezés a
[—2, 2] intervallumon minimalis. Ebbd&l azt kapjuk, hogy

2 ha wg(t) > 4,
u(t) = ¢ % ha —4 < 4(t) < 4, (3.22)
—2 ha »(t) < —4.

Lattuk, hogy a 15(.) fiiggvény képe egy egyenes, ezért legfeljebb harom olyan
intervallum lehetséges, ahol az u(.) méas-mas képlettel adhato meg. Nézziik
meg el6szor, hogy lehet-e tg = 0-nal g2 < —4. Ekkor valamilyen [0, 7]
intervallumon 5 (t) < —4, tehat ott u(t) = —2. Ehhez az iranyitashoz az

xi(t) = =17, mo(t) = -2t
trajektoria tartozik. A maximumelv (ii) feltétele szerint

0= M((t), B(t) = —2¢p — 4,
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ami csak gy = —2-re teljesiilne. Ebbdl kovetkezGen az optimalis iranyitas
nem kezdédhet u(t) = —2-vel. Teljesen analog szamolassal kapjuk, hogy a

o(t) > 4 valasztas sem ad megoldést, vagyis az optimélis vezérlés u(t) = 2-
vel sem kezd&dhet. Tegytik fel most, hogy valamilyen [0, 7] szakaszon —4 <
y(t) < 4. Ekkor a (3.20) és (3.22) Osszefiiggések értelmében

u(t) = —%11524‘ %27

a megfelel§ trajektoria pedig

21 (t) = _Youys Yoz

12 4
2o(t) = —%tz + %t.

A fenti fuggvényekkel a maximumelv (ii) feltétele azt adja, hogy

0= M(”Q/b\(t), f(t)) - _ (¢01)2t2 + ¢01277Z}02t +

4
(o1)? Yorvoz,  (to2)?
+Tt2 -t

ami csak a 9 = O-ra teljestil. Az 1. eset targyalasa soran lattuk, hogy ekkor
a transzverzalitasi feltételbsl az kovetkezik, hogy ¢ = 1. Az M; halmaz
elérését jelentd x1(1) — z2(1) = 1/2 egyenletbdl a 1y = 3 kezdsértéket
kapjuk. A maximumelvnek és a transzverzalitasi feltételnek igy egyetlen
((.),u(.)) folyamat tesz csak eleget, mégpedig az

1 3 3
ri(t) = —Zt3, 1o(t) = —Zt2, u(t) = —5h L€ [0, 1].

Ehhez a folyamathoz a
1
3\? 3
N=[(-2t) aa="2
s = [ (-5t) =3
0

célfiiggvény érték tartozik. Ha tudnank, hogy optimaélis vezérlés 1étezik, ak-
kor azt is tudnéank, hogy éppen a most megkapott vezérlés az. A 3.2.Tételbsl
ez sajnos nem kovetkezik, mivel a

N B fo(t,z,u) ~ folt,mou) = u?, fi(t z,u) = 29,
V(x’t)_{(fo(t,x,u)>€R3' f;(t,x,u):u, —12§u§2 2}

halmaz nem konvex. Ismeretes azonban az el6z6 fejezetben ismertetettnél
altalanosabb egzisztencia tétel is, amelynek alapjan megallapithato, hogy
ennek a feladatnak van optimalis megoldasa, tehét a fent megkapott folyamat
valoban optimalis.
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3.4. Feladatok a 3. fejezethez

3.1. Feladat. a.) Legyen
F(t,2,u) = a(t, ) + B(t, o),
fo(t,z,u) = ap(t, z) + Bo(t, z)u,
ahol a(.,.) : (t, 1) x R™ — R", ao(.,.) : (t,1) x R* — RY B(,,.) : (t,1) x

R™ — R™™ és By(.,.) : (t,1) x R" — R™™ tipusu fiiggvények. Ekkor az
altalanositott sebességvektorok halmaza az alabbi:

V(t,x) = { {agéz,g 1 g(zl(ft;;iu} ER"™ 1y € u} .

Mutassuk meg, hogy ha U konvex, akkor ez a halmaz is konvex barmely
rogzitett (¢, x) esetén.
b.) Vézoljuk a V(0,(2,1)) halmazt, ha U = [—1,1]

2
[ —r5+u
f(t7 xz, U) - ( U )
fo(t,z,u) = u?
Konvex-e ez a V (0, (2,1)) halmaz?

3.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy az u,  : [0,T] — [0, 00) folytonos fiiggvények
és a K > 0 konstans kielégiti az

u(t) < K+//<c(s)u(s)ds

egyenlStlenséget minden ¢ € [0, T] esetén. Mutassuk meg, hogy ekkor teljesiil
az ugynevezett Gronwall egyenlGtlenség:

t

u(t) < Kexp //i(s)ds !

3.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha minden (¢,z,u) € [t,7] x R" x Sg(0)
esetén

1z, w)lly < eflzfl, + 8,
ahol [|z||, = >0, [2|; és Sr(0) = {u € R™: [Ju]| < R}, akkor az

& = f(t,z,ut),  u(t) € Sr(0), to,t € [L,7]
x(to) = mo, xg € R" rogzitett

Gyurkovics Eva, BME tankonyvtar.math.bme.hu



114 Optimalis irdanyitasok

feladat x(.) megoldasara teljesiil az alabbi becslés:
lz(@)ll; < (laoll, + BE — 1)

Hogyan kapcsolodik ez az eredmény a tanult egzisztencia tételekhez?

3.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha minden (¢,x,u) € [L ﬂ x R™ x Sg(0)
esetén
& f(t,2,0)] < olz]” + 6,

ahol ||z|| = VaTx, és Sgr(0) = {u € R™: ||u|]| < R}, akkor az

&= f(t.x,u(t),  u(t) € Sg(0), to,t € [t,7]
z(tog) = o, xg € R" rogzitett

feladat z(.) megoldésdra teljesiil az alabbi becslés:
lz(®)|” < (|zol|” + 28(F — t))e2 D

Hogyan kapcsolodik ez az eredmény a tanult egzisztencia tételekhez?

3.5. Feladat. Tekintsiik az alabbi feladatot:

Lo e {(8)) w0 = {(0)} wmrn,
J(u(.)) :/Otl lu(t)|dt —> min

Mutassuk meg, hogy

a.) tetszélegesen kicsi o > 0 -ra az

+1, ha0<t<a,
ua(t) = ¢ 0, haa<t<@,
1 ha ol <y <lmly gy

vezérlés eredményes;
b.) a neki megfelels célfiiggvényértek J(uq(.)) = 2a;
c.) az inf J(u(.)) =0 !
- Milyen u(.) mellett lesz J(u(.)) = 07

- Ez az u(.) eredményes vezérlés?

- Milyen feltétel nem teljesiil az egzisztencia tételben?

tankonyvtar.math.bme.hu Gyurkovics Eva, BME



3. Optimalis vezérlések 115

3.6. Feladat. Tekintsiik az alabbi feladatot (n =2, m =1, t, = 0):

z(t) =1,
Ba(t) = (z2(t) + 1)u(t),

J(u()) = /  folt, 2(t), u(t))dt,

ahol
_ 1a ha T < 0,
Jolt, 2, u) = { (ra+1)"%,  ha x5 >0.

a.) Mutassuk meg, hogy minden eredményes vezérlés értelmezési tartoma-
nya a [0, 2] intervallum!

b.) Szamitsuk ki a 0 < o < 1 paraméter melletti

oo o<y
Uall) =3 o ha 1 <t<2

vezérléshez tartozo trajektoriat és vazoljuk zo(.) grafikonjat kiilonbozo
a-k mellett!

c.) Mutassuk meg, hogy a célfiiggvény értéke

2

J(@al), ual)) = 51— (1 - a)’).

Szamitsuk ki ennek hatarértékét o — 1 (balrol) esetén!

d.) Milyen fiiggvényt kapunk, ha a lil{l Too(t) hatarértéket nézziik? A
oa—r

kapott fliggvény wus(.)-hez tartozo trajaktoria-e a 0, 2] intervallumon,
tehat u;(.) eredményes vezérlés-e?

e.) Mutassuk meg, hogy barmely eredményes vezérlésre J(u(.)) > 2 | Mi
kovetkezik ebbdl? Milyen feltétel nem teljesiil az egzisztencia tételben?
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3.7. Feladat. Legyen

0 10 T y
z=0]+[01|u z=|2], g:(ul)
1 00 T3 2

0 0
Mo=2{ 0 %, My={0%, U=5/0),
~1 0

J(u(.)) :/01{||x(t)|\+(1— lu(®)[1*)?} dt,

és A az |Ju(t)]| <1 feltételt kielégits mérhetd fliggvények osztalya.

a.) Mutassuk meg, hogy az eredményes vezérlések értelmezési tartomanya
a [0, 1] intervallum!

b.) Mutassuk meg, hogy barmely eredményes vezérlés esetén J(u(.)) > 3 !

®) (A 1®° sin 27kt \ |~ I
c.) Mutassuk meg, hogy az {u®(t)} ~ {(cos okt ) f, vezérlésso

rozat minimalizalé sorozat, és klim J(u® () = 1 =inf J(u(.))!
—00

d.) Mutassuk meg, hogy nincsen olyan eredményes vezérlés, amelyre
J(u(.)) = % teljesiilne! Magyarazzuk meg, miért nem alkalmazhatjuk
az egzisztencia tételt!

3.8. Feladat. (Nemlinearis oszcillator) Tekintsiik az

T+ f(z,z)r + g(x) = u, z(t) e R, u(t) € [-1,1],
ZE(O) = Do, JZ(O) = qo, ZL‘(tl) = O, l’(tl) = 0,

egyenletekkel megadott rendszert, amelyhez idGoptimalis vezérlést kerestink
(vagyis J(u(.)) = J " 1dt ). Tegyiik fel, hogy f és g folytonosan differencidlha-
t6 fiiggvények, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek: f(x,y) > 0 minden
x,y € R! -re, zg(x) > 0 minden nem zérus z € R! -re, és limg| 00 G(x) = 00,
ahol G(z) = [ g(s)ds.

a.) irjuk at a feladatot az zy, xo valtozok kétdimenzios allapotterére! Is-
mertnek tételezziik fel (iranyithatosagi megfontolasokkal megmutatha-
t6), hogy a rendszer tetszSleges (po,qo)? kezdGallapotbol az origdba
irdnyithato valamilyen [0, ;] intervallumon.
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b.) Vizsgaljuk az eredményes trajektoriakat a [0,¢; + 1] intervallumon! Le-

gyen
V(zy,w2) = G(x1) + 25/2

egyenl@séggel értelmezve! Mutassuk meg, hogy ez a fiiggvény az ori-
g6 kivételével mindenhol pozitiv, és szémitsuk ki a LV (z1(t), z2())
derivaltat az allapotegyenlet teszdleges, megengedett vezérléshez tar-
tozo trajektoriaja mentén! Mutassuk meg, hogy %V(xl(t),@(t)) <
V(z1(t), z2(t)) + 1. Hogyan kévetkezik ebbdl a

V(@1 (t), 22(t)) < (V(po, o) + 1)e" ™

becslés a [0, ¢ + 1] intervallumon? Ezt a becslést felhasznalva mutassuk
meg, hogy

[22(t)] < V/2(V (po, go) + 1)et+!

és

2101 < lpol + (11 + 1) (V2(V (po, a0) + Der ™)

teljestil minden t € [0,¢; 4+ 1]! Mit jelent ez az egzisztencia tétel szem-
pontjabol?

c.) Mit kell még belatni ahhoz, hogy az optimalis iranyitas létezését ga-
rantalhassuk? Teljestil-e ez a feltétel?

3.9. Feladat. Oldjuk meg az alabbi idGoptimalis optimalis iranyitasi felada-
tot!

r=r*4+u, 2(0)=0, at)=1,  U=[-1,1],

J(u(.)) = /Ot1 dt = t; — min.

3.10. Feladat. Oldjuk meg az alabbi idGoptimalis optimélis iranyitasi felada-
tot!

r=u,2(0)=—4,2(0) =0,2(t,) =0,2(t;) =0,U = [-1,1],

J(u()) = /Otl dt =, —s min.

3.11. Feladat. Tekintsiik a nemlineéris oszcillator idGoptimélis irdnyitésa-
nak feladatat (lasd a 3.8. feladatot). Mutassuk meg, hogy a Pontrjagin-féle
maximum-elv tetszdleges (po, qo) kezdSpont esetén véges sok idépont kivéte-
lével egyértelmtien meghatarozza az optimélis vezérlést, és az rendelkezik az
alabbi tulajdonsagokkal:
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Megadhat6 egy k egész szam és k + 1 darab 7; (i = 0, ..., k) érték ugy,

hogy
O=71o<m <..< 7 =17;

u*(t) = +1 vagy —1, hat € (r,_1,7),i=1,..., k;

u(t)u(s) = —1,hate (r_1,7),s € (15, Tiz1), 2t =1,....k — 1.
+

3.12. Feladat. Oldjuk meg az alabbi idGoptimalis optimélis iranyitasi felada-

tot!

ZL’IZZL‘Q—Ful, U:{(U1

U2

f2:—$1+U2, M(): {(l’

(D))

JEQ, u() = /Oldt — 4, — min.
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4. Dinamikus programozas 119

4. fejezet

Dinamikus programozas

Az el6z6 fejezetben az optimum sziikséges feltételét megfogalmazo, - az op-
timalis iranyitasok elméletének egyik alapvets - eredményével, a Pontrjagin-
féle maximumelvvel foglalkoztunk, ami a Lagrange multiplikdtorok modsze-
rével analdg, annak egyéltalan nem trivialis, igen mély altalanositasa.

Ebben a fejezetben egy mésik megkozelitéssel, a dinamikus programozas
modszerével ismerkediink meg.

4.1. Az optimalis iranyitasi feladat
Legyen Y az a rendszer, amelynek mozgésat az
z(t)=f(t,z(t),u(t)), te (t,f) CR (4.1)
differencidlegyenlet-rendszer, illetve az
z(t+1)=f(tz(t),ul), te(l)CZ (4.2)
differenciaegyenlet-rendszer irja le, ahol
t(t)eXCR", u(t)eUCR™ f:(tI)xXxU—>R"

és legyen
x (to) = o (4.3)

a rendszer kezddallapota. Adott [tg,t;] intervallum esetén a ) rendszer
altal meghatarozott (£, u) folyamat alatt egy olyan part értiink, amelynek
méasodik tagja egy w : [to,t1) — U megengedett vezérlés, elsd tagja pedig
a (4.1) illetve (4.2) egyenletrendszer u melletti, (4.3) kezdeti feltételt kielégits
megoldésa: £ (.) = z (., %y, To, u) . Feltételezziik, hogy az xy kezddallapot a X
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allapottér tetszoleges, de rogzitett eleme, az x (1) végallapot ,szabad”, vagyis
Mo = {l’o},Ml =X.

A >~ rendszer altal meghatarozott (£, u) folyamathoz hozzarendeljik az
1.1. pontban definidlt J célfiiggvényt. Minthogy adott u és (o, xy) megha-
tarozza a £ (.) trajektoriat, J-t tekinthetjiik a to,t1, 29 és u fliggvényének,
vagyis vehetjiik a célfiiggvényt

J (to, t1, o, u) = Q (to,t1, 0, u) + G (£ (t1)) (4.4)

alakban megadottnak, ahol a (4.1) rendszer esetén

Q (to, t1, o, u) = /fo (t,&(t),u(t))dt, (4.5)

a (4.2) rendszer esetén

t1—1

Q (to, tr, w0, u) = Y fo (1€ (1), u(t)). (4.6)

t=to

Itt fo - (L f) XX xU — R, és G: X — R, adott fiiggvények. Az optimalis
iranyitas feladata a kovetkez&képpen fogalmazhaté meg:

Adott Y rendszer, ty < t; iddpontok, xy kezdddllapot, valamint Q és
G koltségfiigguények esetén keresendd egy olyan megengedett u € A (tg,t;)
vezérlés, amely minimalizdlja a J (to,t1,zo,u) = Q (to, t1, xo,u) + G (£ (t1))
célfiigguényt.

A dinamikus programozas modszere szempontjabol alapvetd jelentGségi,
hogy a Q koltségfiiggvényre barmely t; <t < t3 idépont-harmasra a

Q <t1, ts, To, u][tl?tg)) =Q <t1,t271’07 U|[t1,t2)) +

+Q <t2,t37$ <t2;t17$07 u|[t1¢2)> ; u|[t2¢3)> (4.7)

additivitasi tulajdonsag érvényes.

A fenti additivitasi tulajdonsag alapjan lehet belatni az Optimalitdsi elv
érvényességét, ami lényegében azt mondja ki, hogy optimélis trajektoria
tetszGleges ,végsd” darabja is optimalis. Pontosabban megfogalmazva: ha
(€*(.),u*(.)) optimalis folyamat a .J (to, t1, xo, u) célfiggvényre vonatkozoan,
és ha § > 0 olyan, hogy ty < tg + d < t;, akkor az

<-75* (-; to+0,8" (to +6) au>[kt0+6,t1)) ) U*‘[t0+5,t1))
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szintén optimélis par a
J (to+6,t1,& (to +6), u)

célfliggvényre vonatkozoan. Ha nem igy volna, akkor lenne egy u € A(to+0, t1)
iranyitas, amelyre

J(to + 0,11, (to +0) ,u) < J (to +0,11,§ (to +9,), U*‘[t0+5,t1)> :
és u Osszeftizéseként, mas szoval konkatenacidjaként elGallo

. U*(S),SE[tO,t0+5),
W (s) = {a(s), s € [to+0,11)

De az uly, 1,15

vezérlés szintén megengedett és
J (to,th 9007U#) =0 (to,to + 0, o, U*|[t07t0+5)> +
+ J (tO + 57 tl:’f* (tO + 6) 76) < ‘] (t()atl;an U’*> )

vagyis u* nem lenne optimalis.

4.1. abra. Vazlat az Optimalitasi elvhez

4.2. Véges rendszerek

A dinamikus programozéas modszerét legkonnyebben véges rendszerek esetén
érthetjiik meg, ezért elGszor ezt ismertetjiik. Tegyiik fel, hogy mind az X
allapottér, mind az U iranyitasi halmaz véges sok elembdl all, mégpedig

N = card(X), M := card(U),
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ahol card(Z) a Z halmaz szamossagat, vagyis elemeinek a szaméat jeloli.
Legyen

k= tl - to S Z,
és legyen f(t,z,u) € X minden (t,z,u) € [ty, t1] X X X U-ra. Minthogy véges
problémaroél van szo, a J(to, t1, o, u) fliggvény minimuma megtalalhat6 azzal
a naiv modszerrel, hogy az u € A (ty,t1) vezérléseket k elemd

Uy, U2y .oy Ug

sorozatnak fogjuk fel, és kiszamitjuk az Osszes lehetséges ilyen sorozathoz az
xo-bol kiindulé trajektoridkat és a megfeleld célfiiggvény értékeket. Minthogy
MPF kiilonboz6 vezérlési sorozat létezik, ez az eljarés

kMF

f és fo fiiggvénykiértékelést tesz sziikségessé (és valamennyi G kiszamitési és
osszehasonlitasi miveletet).

Egy masik lehetdséget kinal az alabbi megfontolas. Id&ben t¢;-t6l to—ig
visszafelé haladva, induktiv médon konstrualjuk meg a

Ve [to,tl] X X—>R+
és
K [to,tl] XX —U

fliggvényeket, amelyeket rendre Bellman fiigguénynek vagy értékfigguénynek
és optimadlis visszacsatolisnak fogunk nevezni. A konstrukcié az alabbi ko-
vetelménynek kell, hogy eleget tegyen:

1. Minden s € [tg,t1] -re és x € X -re
Vi(s,z) = min J(s,t1,2,u). (4.8)

u€EA[s,t1)
2. Minden s € [to, t1] és minden = € X esetén, ha £ a
E0+1) = f(LEWD, K(EWD)),  C=ss+ 1,0t —1 (49)
§(s) ==

differenciaegyenlet-rendszer megoldésa, és ha
w(€) == K(4,E(0)) (4.10)
definicioval éliink, akkor ez a vezérlés megadja az (s, z)-bél induld op-

timalizalasi feladat megoldéasét, vagyis

Vi(s,x)=J(s,t1,z,u"). (4.11)
Nyilvanvalo, hogy ha ezeket a fliggvényeket megadtuk, akkor ezzel az eredeti

optimalizalasi feladatot is megoldottuk, s6t nemcsak azt, hanem minden més
kezdGérték esetén is a megfelels optimalizalasi feladatot.
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AV és K fiiggvények meghatarozasa

Definialjuk el6szor a

V (t1,z) = G (2)

peremfeltételt, ami nyilvanvaloan teljesiti a (4.8) kiovetelményt. Tegyiik fel,
hogy a fenti kovetelményeknek eleget tevé V-t, illetve K-t mér ismerjik
minden olyan (s,z) parra, amelyre ¢t < s < ¢y, illetve z € X. AV és K
Legyen
V(ta) = min{fo(to) 4V (41 f (o)), (412)
ue

és legyen v* € U egy tetszbleges olyan elem, amelyen a minimum a fenti
kifejezésben eléretik. Definialjuk K-t a

K (t,z) =v"

egyenléséggel.

Megmutatjuk, hogy ezekkel a definiciokkal V' és K tovabbra is kielégiti
az 1. és a 2. kovetelményt. Legyen u® € A[t,t;) optimélis a (¢, z) induloér-
tékekre vonatkozoan:

J (t,tl,x,uo) = min J (¢t t,x,u). (4.13)

u€At,t1)
A célfiiggvény additivitasi tulajdonsaga miatt
J(tt,z,u’) = fo (tz,u® (8) + T (t+ 1t f (L2, (8) '), (4.14)

ahol u' az u” lesztikitése a [t + 1,¢;) intervallumra. A dinamikus programozas
alapelve, az Optimalitasi elv szerint az u' optimalis a [t + 1,¢;) intervallu-
mon az z(t + 1) = f (¢, z,u° (t)) kezd6pontbol kiindulva, vagyis az indukcios
feltevés értelmében

J(t+1t, f (Lo @), u) =V (t+1,f(tzu(1)). (4.15)
A (4.12), (4.15) és (4.14) osszefiiggésekbdl az kovetkezik, hogy

in J (¢t = J (t,t 0) =
UEHAl[ISH (7 laxvu) (7 lv'rau)

= fo (t,:v,uo (t)) +V (t+ Lf(t, o, u’ (t)) >V (t,x).

Megmutatjuk, hogy ebben az egyenlStlenséghen az egyenl@ség érvényes. Eh-

hez elegends belatni, hogy K fenti definiciojaval az s = t kezdGpontra
a (4.11) teljesiil. Legyen u* a (4.10)-nek megfelels, és irjuk fel u*-t az
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124 Optimalis irdanyitasok

u* (t) = K (t,x) = v* és egy u1|[t+1tl) konkatenécidjaként. Az indukcids
feltevés értelmében ul\[t 110 a2 [ (L, z,u” (1)) pontbdl kiindulva optimalis,
minthogy u1|[ -t a (4.9)-(4.10) definialta. Ezért érvényes a (4.15), vagy-
is

t+1,t1)

J(tt,xu (L) = fo(t,z,v")+V (t+1, f(t,z,0")) =
— twin {fo (2, 0) + V (t+ 1, £t )} = V (0),

tehat (4.11) valoban teljesiil.

Tanulsagos Osszehasonlitani a dinamikus programozési eljaras alkalma-
zasahoz sziikséges szamitasi raforditasokat a naiv megoldashoz sziikségessel.
Dinamikus programozasi modszer mellett minden egyes t € [to, t1) idSpontra
és x € X éllapotra megoldandé a (4.12) minimalizalasi feladat. Ehhez lénye-
gében 2M fliggvénykiértékelést kell végezni, az Osszes idGpontot és allapotot
figyelembe véve kN-szer. Itt tehat a sziikséges miiveletigény

O (KNM),

szemben a naiv megkozelités

O(kM")

miiveletigényével. (N = 100, M = 10, és k = 20 esetén kNM = 2 - 10*, mig
EMF = 2.10%'. Az oriési kiilonbséget jol érzékelteti, hogy ha egy fiiggvény-
kiszamitas 0.5 - 1075 masodpercig tart, akkor a dinamikus programozassal
az eredményt mintegy egyszazad méasodperc, mig a masik modszerrel tobb
mint 6 milli6 év alatt kapnank meg.) A fenti dsszehasonlitasban eltekintet-
tiink attol a gyakorlatban korantsem elhanyagolhat6 koriilménytsl, hogy a
dinamikus programozas soran sziikség van a kozbiils§ eredmények tarolasé-
ra, ami meglehetésen nagy tarkapacitast tehet sziikségessé. Meg kell jegyezni
még, hogy nagy N és k esetén, ami gyakorlati feladatoknal eléggé tipikus, a
szamitasok kivitelezése dinamikus programozési médszerrel is meglehet&sen
koltséges, esetenként irrealis lehet.

4.3. Altalanos rendszerek

Tekintsiik most a 4.1. pontban kittizott feladatot.

4.1. DEFINICIO. Tekintsiik a (4.1) vagy a (4.2) egyenletekkel leirt rendszert,
és legyen adott t € [to,t1] esetén J(t,t1,z,u) a (4.4), (4.5) vagy (4.4), (4.6)
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formulaval értelmezett, hozzarendelt célfiiggvény. A V : [to, t1] x X — Ry,

V(t,z) = inf J(t,t
(GaI= | Rl Gt

fliggvényt az optimalis iranyitasi feladat Bellman fiiggvényének vagy értékfiigg-
vényének nevezziik.

4.1. Megjegyzés. Ha a feladat kittizéséhez egy z(t;) € M;C X kovetelmény
is hozzatartozik, akkor lehetséges, hogy bizonyos (¢, x) kezdGértékekhez nincs
olyan megengedett iranyitas, amivel a fenti kovetelmény teljesiil. Ilyenkor a
V fiiggvény értékhalmazat a +oo ’értékkel” kibévitjiik és megéllapodunk a
V(t,x) = 400 definicibban, ha (¢, z)-re nincs megfelels vezérlés.

4.2. Megjeqyzés. Eszrevessziik, hogy V (t;,2) = G(z) minden z € X-re.

4.1. Feltétel. Minden (t,z) parhoz létezik olyan u* € A(t,t;) vezérlés, hogy
V(t,x) = J(t, t1,x,u).

Az olyan u* vezérlést amelyre a 4.1. Feltétel teljesiil, optimdlisnak fogjuk
nevezni.

4.1. LEMMA. A /.1. pontban megfogalmazott optimdlis irdnyitdsi feladat
az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik. Bdrmely olyan t,s értékre, amelyekre
to <t <s<ty, és barmely x € X-re

1. tetszdleges u € A (to,t1) esetén

V(t,T) < Q(ts,T,u)+V (s,x(s;t,T,u)); (4.16)

2. ha a 4.1. Feltétel teljesiil, akkor
V(t,T)=Q(t,s,T,u")+V (s,x(s;t,T,u")) (4.17)

barmely u* optimadlis vezérlésre.
Ebbol kovetkezik, hogy

V(D)= min Qs T +V (et} (419

Bizonyitas. Legyen t, s, %, u tetsz6legesen megadott, és vegyiink egy tetszdle-
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ges € > 0 szamot. Mutassuk meg, hogy
V(t,7) < Q(t,s,T,u)+V(s,x(s;t,T,u)) +¢. (4.19)
AV definicidja szerint létezik olyan v € A (s, t;) vezérlés, hogy
J (s, t1, 2z (s;6,T,u),v) <V (s,z(s;t,T,u)) +e.
Legyen u az u|[t’s) és v konkatenacioja. Minthogy w € A (t,t1), ezért
V(t,z) < J(t,t,z,u) = Q(t,s,T,u) + J(s,t1,2(s;t,T,u),v),

igy a (4.19) a fentiek alapjan koévetkezik. Mivel e tetszéleges volt, ezzel
a (4.16)-ot belattuk. A lemma masodik &llitdsa nem mas, mint az Optimali-
tdsi elv. U

Az alabbi lemma a Verifikdcids elvet fogalmazza meg: ha egy V fiiggvény
és u vezérlés eleget tesz a lemma feltételeinek, akkor az u optimélis vezérlés,
V pedig a Bellman fliggvény.
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Bizonyitds. Rogzitsiink egy tetszéleges (t,7) part. Az 1. tulajdonsag specia-
lis eseteként, a 3. tulajdonsag felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

V(t,z) < QL 1,7, u) + G (x (b t, T, u)) -

Hasonloan, a 2. tulajdonsagbol azt kapjuk, hogy létezik olyan w € A (t,t1),
hogy

V(t,z)=J(t,t1,7,u),
tehat a V sziikségképpen a Bellman fiiggvény és a 4.1. Feltétel teljesiil. [J

4.4. Dinamikus programozasi- és HJB egyenlet

Ebben a részben azt a célt tiizziik magunk elé, hogy olyan egyenleteket vezes-
siink be, amelyekbdl az optimalis iranyitasi feladat megoldasa kiszamithato.
Ennek soran heurisztikus megfontolasokkal éliink, majd kés6bb megvizsgél-
juk azokat a feltételeket, amelyek mellett a meggondolasaink egzaktta tehe-
tok.

Ha a diszkrét ideji rendszerre vonatkozd optimalizélasi feladattal van
dolgunk, akkor a helyzet egyszerd: a (4.18) egyenlet s = ¢t + 1 esetén a
természetes peremfeltétellel a

V(t,x)= rqfleizf{l{fo (t,x,u) +V (E+1, f(t,x,u)}, (4.20)
V(t1,z) = G(z)

diszkrét idejdi Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet adja, amit inkdabb dina-
mikus programozdsi eqyenletnek szokis neveznil.

Ennek segitségével a lehetséges optimalis vezérlés ¢t = ¢1-bdl kiindulva, és
idében visszafelé haladva, lépésrél-1épésre meghatarozhato.

Vizsgaljuk ezutan a folytonos ideji (4.1) rendszerre vonatkozo, (4.4)-(4.5)
célfiiggvénnyel megfogalmazott optimalis iranyitasi feladatot, és tegyiik fel,
hogy a 4.1. Feltétel teljestil. A (4.17) egyenléség most azt jelenti, hogy
barmely, a (¢,7) kezdéfeltételekhez tartozo u* optimélis vezérlésre

V(t,T) = /ts fo(ryx(mt,T,u™),u" (1)) dr + V (s,z (s;t,7,u"))

teljesiil barmely t < s < t; esetén. Tegyiik fel, hogy az u* fliggvény folytonos!
Koréabbi tanulmanyainkbol tudjuk, hogy az integralfiiggvény differencialhato,
ha az integrandus folytonos, tehat az

s—=Vi(s,z(s;t,T,u"))

'Réviditve (DPE)-vel fogunk ra hivatkozni
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fiiggvény differencialhato és

d
d—V (s,z (s;t,7,u")) = —fo(s,z(s;t,T,u"),u" (s))
s
minden s-re. Ha még az is igaz, hogy a V fliggvény totalisan derivalhato,
akkor a lancszabaly alapjan ebbdl azt kapjuk (s helyett ¢ jelolést hasznalva),

hogy

(Itt és a tovabbiakban a hagyomanyoknak megfelelGen a
ov ov oV
Vilt,x) = — Vi(t,z) = (=—, ..., —

t( ,l’) 8t () ’ ( ZL‘) (81’1 axn) ()

jelolést hasznaljuk, és a gradiens vektort sorvektornak tekintjiik.) Vegytink
most egy tetszéleges megengedett v irdnyitast és egy neki megfelels x trajek-
toriat. Ezen trajektoria mentén a (4.16) egyenl6tlenség azt adja, hogy minden
tg <t <s <ty esetén

—Q(t,S,T,U) < V(S,ﬁ(S;t,T,U)) - V(taf)7

amely t = s esetén egyenlGséggel teljesiil. Irjuk be a Q definiciojat, s > ¢
esetén osszuk el ezt az egyenl6tlenséget (s — t)-vel:

1
s—t

< t(V (s,z(s;t,T,v)) — V(t,7)).

/ fo(r,z(m;t,7,v),v (1)) dr <
t
Ebbél s — t hataratmenettel és atrendezéssel azt kapjuk, hogy

Vt (t,ZL’) Z _fO (ta z,v (t)) - vx (t,l‘) f (t,x,v (t>> ) (422)

feltéve természetesen most is a V' fiiggvény totélis derivalhatosagat. Ha tehat
a 4.1. Feltétel teljesiil és a Bellman fiiggvény elegenden sima, akkor a (4.21)
és (4.22) a természetes peremfeltétellel a

Vi (tv x) = _mig} {fO (tv €, u) + Ve (t, $) f (t, L, u)} ) (423)
ue
V(ty, z) = G(z)
parcialis differencidlegyenletre vezet, amit Hamilton-Jacobi- Bellman-egyen-

letnek neveziink®. (A fenti heurisztikus meggondolasokat az aldbbi bizonyi-
tasokban tessziik precizzé.)

2Roviditve (HIB)-vel fogunk ra hivatkozni
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4.5. Az optimalitas sziikséges feltétele

Ebben a pontban azzal fogunk foglalkozni, hogy pontosan megfogalmazzuk
azokat a feltételeket, amelyek mellett a Hamilton-Jacobi-Bellman-egyenlet
folytonos ideji rendszerek esetén az optimalitas sziikséges feltételét szolgal-
tatja.

4.2. DEFINICIO. Tekintsiik a (4.1), (4.4)-(4.5) folytonos idejti optimalis iranyi-
tasi feladatot. Azt mondjuk, hogy ennek a feladatnak van sima megoldasa, ha

1. a V Bellman fiiggvény folytonosan differencialhaté [to, t1] x X-en,
és
2. minden (t,z) € [to, t1] x X-hez van olyan folytonos u € A (t,t),

ho
& V (t, ) = J (t 1, 2,u) .
Specialisan, a 4.1. Feltétel teljesiil.

4.1. TETEL. Tegyik fel, hogy a (4.1), (4.4)-(4.5) optimdlis irdnyitdsi fel-
adatnak van sima megolddsa. Ekkor
(i) a V Bellman figgvény minden (t,x) € (to,t1) X X pontban kielégiti
a (4.23) egyenletet;
(11) ha (x*,u*) optimdlis folyamat, és u* folytonos, akkor tetszdleges

(t, ) = (t, 2" (¢, to, To, u"))

pontban o (HJIB) egyenlet jobboldaldn a minimum u* (t)-ben felvétetik.

Bizonyitds. A 'V (t1,x) = G (x) peremfeltétel a V' definiciojabol kovetkezik.
Minthogy a feltétel szerint most V' mindeniitt folytonosan differencialhato,
a (4.21) teljesiil minden (¢,x) pontban tetszéleges folytonos optimaélis iré-
nyitasnak megfelels trajektoria mentén. A tétel elss allitdasa tehat igaz, ha
barmely (¢,x) € [to, t1] x X pont el6fordul optimalis trajektorian. Ez azon-
ban kozvetlen kovetkezménye annak a feltételnek, hogy a feladatnak van
sima megoldéasa. Ahhoz, hogy a tétel masodik allitasat belassuk, elegendd
megmutatni, hogy

Vi(t,x) + V() f(t,x,u) + fo(t,z,u) >0 (4.24)
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minden v € U és minden (t,z) € [ty,t1] X X esetén. Tekintsiink egy tet-
széleges (t,T) € [to,t1] x X és uw € U értéket, és tetszbleges € > 0 esetén
legyen u. € A(t,t+¢) az u. (s) =u, s € [t,t+ €] egyenlSséggel értelmez-
ve. A (4.16) egyenlStlenség szerint

p(e) i= V(t +2,2(t +5:6,7,u.)) — V(£,T) +
t+e

+/f0(s,x(s;t,f, ue), us(s))ds > 0. (4.25)

Vilagos, hogy lin(l)go(&t) = 0. Legyen tehat ¢(0) = 0. A feltevéseink
e—
szerint a ¢(¢) differencialhato 0-ban (jobbrol), igy a (4.25)-bdl kovetkezik,
hogy ¢’ (0) > 0, és igy (4.24) érvényes. [

4.3. Megjegyzés. A 4.1. Tétel az optimum sziikséges feltételét fejezi ki abban
az esetben, amikor az optimaélis iranyitasi feladatnak van sima megoldasa.

4.6. Az optimalitas elegendé feltétele

Nézziik meg, hogy a (HIB) egyenlet segitségével megadhato-e és hogyan az
optimum elegend§ feltétele! A legkevezsbb eset, ha a (HJB) egyenletben a
minimum egyértelmtien meghatarozott minden (¢, 2) pontban, barmilyen is
a V, vektor. Vezessiik be a

H:Jto, t1] X X xU x R"—= R
fliggvényt a

definicioval. Az el6bb emlitett eset annak felel meg, hogy a

minH (¢, x,u, A)

ueU
feladatnak létezik egyértelmii u* megoldésa minden rogzitett (¢, z, A) mellett.
Minthogy ennek alapjan a vezérlést egy visszacsatolassal szeretnénk megad-
ni, az az eset érdekes szamunkra, amikor ez az egyértelmtien meghatérozott
minimum folytonosan fiigg a (¢, z,\) értékektdl, vagyis amikor megadhato

egy

a:fte,t] x X xR" = U (4.26)
folytonos fiiggvény tgy, hogy
miblll’}—[ (t,z,u, \) =H (t,z,c(t,z, \), \) (4.27)
S
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és
folt,z,a(t,z, \) + M f (tz,a(t, 2, N) < fo(t,m,v) + AT f (t,2,0) (4.28)
teljesiil minden
(t,x,\) € [to,t1] x X x R", és veU, v#a(tx, )

esetén. Tudjuk, hogy egy differencidlegyenlet jobb oldalanak a folytonossaga
nem biztositja, hogy a megoldés egy elére megadott intervallumon létezzék.
Ezért sziikségiink lesz egy tovabbi definiciora.

4.3. DEFINICIO. Legyen > a (4.1) vagy (4.2) egyenlettel megadott rendszer,
és legyen Z C (¢,t) egy megadott intervallum. A

k:IxX—>U

ngg\Lényt megengedett visszacsatoldsnak nevezziik az Z intervallumon, ha min-
dent € 7 és T € X -re létezik egy egyértelmiien meghatarozott (£ (.),u(.))

folyamat az Z; :=Z N {t > %V} intervallumon gy, hogy & (t) = z (¢;¢,7,u) és

u(t) =Fk(tE(t))

majdnem minden ¢ € Z; -ra. Ekkor azt mondjuk, hogy a fenti u (.) a (?, E) -bol
indulé visszacsatolt vezérlés.

Az alabbi példa azt mutatja, hogy a fenti definiciéban szerepld k fiiggvény-
r6l és Z intervallumrol ,ranézésre” nem konnyd eldonteni, hogy megengedett
visszacsatolas-e.

4.1. Példa. Az * = u rendszerre a k (t,x) = x megengedett visszacsatolas
az T = [0,00) intervallumon, viszont a k (¢,r) = x? nem megengedett az

Z =[0,2]-n, mivel az &+ = 2%, 2 (0) = 1 feladatnak nincs megoldésa a [0, 2]-

n, mert az z(t) = = megoldas csak a [0, 1) intervallumon van értelmezve,

¢és nem folytathatoa az [1, 2]-re.

4.2. TETEL. Tegyik fel, hogy a (4.1), (4.4)-(4.5) optimdlis irdnyitdsi fel-
adatra

o [étezik eqy, a (4.26)-(4.28) feltételeknek eleget tevd folytonos o fiigg-
VENY;
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o [étezik egy folytonosan differencidlhato V' : [to,t1] X X =R, fiigguény,
amelyre a
k(t,x) =a(tzV, ()

megengedett visszacsatolds a [to,t1) intervallumon, és amely kielégiti a
(HJB) egyenletet:

Vi(t,z)+ fo(t,x, k(t,x)) + V. (t,x) f(t,z,k(t,x)) =0,
(t,x) € (to,t1) X X, (4.29)

V(t,z) =G (z). (4.30)

Ekkor az optimalizdldsi feladatnak van sima megolddsa, V a Bellman fiigg-
vény, és minden (f, E) € [to, t1] X X-1a a (f, E)—bo’l indulo visszacsatolt vezér-
lés a (7_5, f) kezdeti feltételhez tartozo egyértelmien meghatdrozott optimdlis
vezerlés.

Bizonyitds. Valasszunk két tetszéleges t, s értéket, amelyre tg <t < s < ty, és
egy tetszGleges T € X pontot. Legyen v a (t, T)-bol indulo visszacsatolt vezér-
lés a [t, s]-en, és legyen u € A(t,s) tetsz6leges. Legyen & (1) := z (7;t, T, u)
és tekintsiik a

B(r) =V (r,§(1)), TE [t 5]
fiiggvényt. A B (.) majdnem mindentitt differencialhato, és derivaltja
B (1) = Vi (1,€(7)) + Va (1,€(7) f (7.6 (7) ,u (7).

Minthogy V' kielégiti a (HJB) egyenletet, ezért

B' (1) = Va (7, £(7)) (f (1,€ (), u (7)) = f (1.6 (7) , k (7,£(7)))) —
— Jo (1, €(7), k(7,£(7))).

A (4.26)-(4.28)-bol és k definiciojabol az kovetkezik, hogy

Vo (1,€(7) (f (7, €(7) ,u (7)) = f (7,6 (7)  k (1,€(7)))) =
> fO (7_75(7_) ’ k (7_75(7_))) - fO (7—’5(7—) ’U(T)) )

ezért

B' (1) = —fo (. () u(r))
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és itt u (1) = v (7) esetén egyenlGség all fenn. Ezt az egyenlGtlenséget t-t6l
s-ig integralva azt kapjuk, hogy

V@HW—V@ﬂZ—/hhﬂﬂwﬁmh

ahol ismét csak egyenlGség all fenn, ha u = v. Ez t-ben és s-ben folytonos,
igy teljesiil t = tg és s = t; esetén is. A V fiiggvényre tehat teljesiilnek a
verifikacios lemma feltételei, amibdl az kovetkezik, hogy v valoban optimélis
a (t,7) kezd6pontra vonatkozoan, és folytonos is, mivel « folytonos.

Végiil az optimalis vezérlés egyértelmiiségének bizonyitasdhoz tegyiik fel,
hogy u pozitiv mértékd halmazon kiilonbozik v-t6l. Ekkor a (4.28)-bol kivet-
kezGen ezen a halmazon

B (T) > _fO (7’5(7) 7“(7_))7

ezért
V(t,f)</fo(T,g(T),u(r))dT+V(s,§(s))SJ(t,tl,E,u),

vagyis u nem lehet optimalis. [J
4.4. Megjegyzés. Abban a specialis esetben, amikor
U=R",

f(t,z,u)=A(t,x) + B(t,z)u,

fo (t ) = TR (t,2) u+ Q (t,7),
ahol A: (£, f)xX = R", B: (t,1)xX— R, R:(t1)xX— R™",
Q : (t, f) x X— R, folytonosan differencialhato fiiggvények és R (¢, x) pozitiv
definit minden (¢, z)-re, a 4.2. Tétel feltételei kozott megkovetelt tulajdon-

sdgu « fliggvény biztosan létezik. Ekkor ugyanis

min H (¢, z,u, \) =

ueR™

= min (ATA(t,2) + "B (t,2)u+ Q (t,z) + u" R (t,z) u)

ueR™

=MNAtz)+Q(t,z)+ min (N B(t,z)u+u"R(t,z)u).

u€ER™
Mivel
T T I o1 g | E——
N Bu+u Ru= u—i-éR B\ R u+§R B A —
iATBRlBT)\,
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ezért a Hamilton fliiggvény minimuma az egyértelmiien meghatarozott
1 _
a(t,x,\) = _iR (t,z) ' B(t,z)" )

értéknél van, és ez a feltevéseink miatt folytonos (valdjaban differencialhato)
minden (¢, x, \)-ra.

4.7. Diszkrét idejii feladatok

Fogalmazzuk meg ezutan a diszkrét ideji (4.2), (4.4), (4.6) optimaélis iranyi-
téasi feladatra vonatkozo, 4.1. és 4.2. Tétellel anal6g eredményeket.

4.3. TETEL. Tekintsik a (4.2), (4.4), (4.6) diszkrét idejd optimdlis irdnyitdsi
feladatot. Tegyiik fel, hogy adott eqy V' : [to,t1] X X — Ry fiigguény és egy
k : [to, t1] x X — U megengedett visszacsatolds gy, hogy

fo(tya,k (6, 2) +V (E+1, f (b2, (4,2))) < fo (t,2,0) +V (E+1, f (2, )
(4.31)
teljesil minden x € Xt € [to,t1) €s olyan u € U esetén, amelyre u # k (t,x) .
Ekkor az aldabbi két dllitds ekvivalens:

(i) Az optimdlis iranyitdsi feladatnak barmely kezdddllapot mellett létezik
egyetlen megolddsa, V a Bellman fligguény, és az optimalis irdnyitds a

k fligguénnyel meghatdrozott visszacsatolt vezérlés.
(1) V kielégiti a (4.20) dinamikus programozdsi egyenletet, ami ezesetben

V(t,z)=fo(t,z,k(t,x)+V (t+1,f(tzk(tx)), (4.32)
V(t1,z) =G (2)

alakban adhato meg.

Bizonyitds. Lattuk, hogy ha az elsg allitas teljesiil, akkor a (4.20) is telje-
stil, ami most a (4.31) miatt valoban (4.32) alaku, tehat az els6bdl valoban
kovetkezik a masodik allitas. Megforditva, tegyilik fel most, hogy igaz az
(ii) allitas. Valasszunk egy tetszbleges (¢, s) part, amelyre to <t < s < ty,
és egy T € X-t, és mutassuk meg, hogy V eleget tesz a verifikicios lem-
ma feltételeinek. Legyen v a (¢,7)-bol induld visszacsatolt vezérlés és legyen
u € A(t, s) tetszoleges. Vezessiik be a & (¢) = x (4;1,T,u) jelolést ¢ € [t, s)-re.
Ha s = t + 1, akkor az allitdsunk kozvetlentil kovetkezik a (4.31) és (4.32)
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feltételekbsl. Tegyiik fel, hogy az allitast belattuk s =t + f-re (¢ > 1), és
lassuk be most s =t 4 £ + 1-re. Mivel

V(t+0E(t+10) =
=fo(t+0EE+0),k(t+0,E(t+1))) +
+Vt+l+1L,f(E+0LEG+H0)E{t+L0,E(+1L)))) <
Sfot+0EG+HO) ,u(t+0)+V(E+L+1,EE+L+1)),

ezért
V(t,T)<Q (t,t+€+1,f, u|[t7t+€+1)> +V(iE+l+1,6(0E+0+1)),

és itt egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha u (¢) = v (¢) minden ¢ € [t, s]-
re. A verifikicids lemmabol kévetkezik, hogy optimélis vezérlés létezik, és
hogy V' éppen a Bellman fiiggvény. Ebbdl azt is latjuk, hogy v valéban
optimaélis vezérlés. Az optimaélis vezérlés egyértelmiisége a (4.31) kozvetlen
kovetkezménye. Tegyiik fel ugyanis, hogy u # v és legyen mondjuk ¢* a
legkisebb olyan érték, amelyre u (¢*) # v (¢*). Ekkor z (¢;t,Z,v) = £ (£), ha
t< 0<%, gy

V(13) = Q(8.0,7, vlyym) ) + fo (€,€(67) 0(0)
+ V(0 +1, fI5E00),v(lY)) <

<0 (t,z* 41,7, uhwﬂ)) LV LE( 1) <
< J(t,tl,f,u) .4

4.8. Linearis kvadratikus feladatok
Tekintsiik elgszor a folytonos ideji linearis
r=A(t)z+ B(t)u te(t,7) CR (4.33)

rendszert, ahol X = R", U=R" és feltételezziik, hogy A és B megfelels
méretii folytonosan differencialhatd matrixfiiggvények. Tekintsiik ehhez az

fot,r,u) =u"R(Ou+2"Q(t)xr é  G(z)=2"Sz (4.34)

fiiggvényekkel meghatéarozott (4.4), (4.5) célfiiggvényt, ahol
o R illetve @ folytonosan differencialhato fliggvényekbdl allo m x m, il-
letve n x n méretd, szimmetrikus méatrix, S pedig n x n méretd, szim-
metrikus konstans matrix;
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e R(t) minden t-re pozitiv definit;

e ()(t) minden t-re pozitiv szemidefinit;

e S pozitiv szemidefinit.
Ez a 4.4. Megjegyzésben targyalt feladat speciélis esete. Az ottani eredmé-
nyek alkalmazasaval felirhatjuk a (4.23) HJB egyenletet:

Vilt) = (Ve lta) BO R BV, (t0)"

—27Q (t)x — V, (t,x) A(t)z, (4.35)
V (ty,z) = 2" Sx.

Mivel a végfeltétel z-ben kvadratikus, és a-ben kvadratikus V (¢, ) esetén
Ve (t, x) lineéris lévén, (4.35) mindkét oldala szintén kvadratikus z-ben, var-
hat6, hogy ha (4.35)-nek van megoldésa, akkor az V (t,z) = 2T P (t) x alakq.

4.4. TETEL. Tekintsiik a fentiekben megfogalmazott linedris - kvadratikus
feladatot a [to,t1] (to < t1) intervallumon. Tegyiik fel, hogy P : [to,t:] —
R™* "™ szimmetrikus, folytonosan differencidlhato matrizfiigguény és legyen

V(t,x) =" P (t)x, T €R", t € [ty t1].
Ekkor az aldbbi két dallitds ekvivalens:
(i) P kielégiti a
P=PB)Rt)"'B®)"P—A@®)"P
— PA(t) —Q(t), (4.36)
P(t,)=S

matrix Riccati differencidlegyenletet®;

(11) a linedris - kvadratikus optimalizdldsi feladatnak van sima megolddsa,
V' a Bellman figguény, és minden (t,T) € [to,t1] x R™ esetén a (¢,T)
parhoz tartozo egyetlen optimadlis vezérlés a

k(t,z):=—R@t)"'B@®)" P(t)x
fligguénnyel meghatdrozott, (f, f)—bo’l indulo visszacsatolt vezérlés.

Tovabbd, a feladat kitizésében szerepld feltételek mellett a (RDE)-nek létezik
egyetlen megolddsa a teljes [to, t1] intervallumon.

3Erre (RDE) réviditéssel fogunk hivatkozni
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Bizonyitds. A tétel elsd része kozvetleniil kovetkezik a 4.1. és 4.2. Tételbdl,
ha belatjuk, hogy a tételben definialt V' fliggvény akkor és csak akkor elégiti
ki a (HJB) egyenletet, ha P a (RDE) megoldasa. Mivel

Ve (t,x) =2P (t)
N 2T PAz = (" PAz)" = 2T A" Px,
ezért a (4.35) alapjan P-re a
xTP(ﬂan:xT[P(ﬂl?@)R(ﬂ_lB(ﬂTP(ﬂ
AWM P - PH)AM)-Q)|«
2TP(t))x =27 Sx

egyenletet kapjuk. Mivel P s a fenti szogletes zardjelben allo6 matrix is szim-
metrikus, ez csak ugy teljesiilhet minden z-re és t-re, ha maguk a métrixok
is megegyeznek.

A tétel masodik részének bizonyitasahoz csak azt kell belatnunk, hogy a
(RDE) megoldésa a teljes intervallumra folytathato. A kozonséges differen-
cidlegyenletek elméletébdl ugyanis tudjuk, hogy a (RDE)-nek van egy (ma-
ximalis) megoldésa valamely (7,¢;] intervallumon, és 7 > t, csak ugy lehet,
ha a P megoldas valamelyik p;; (t) eleme nem korlatos, ha ¢ — 7. Mutas-
suk meg, hogy ez lehetetlen. Tegyiik fel tehat, hogy egy fenti tulajdonsagu
T > to létezik, és valasszunk egy 7 < t < t; értéket. A [t, ;] intervallumon
alkalmazhatjuk a tétel elss részének allitasat: eszerint V (s,x) = 27 P (s)x a
feladat Bellman fliggvénye ezen az intervallumon. Vegyiink egy tetszéleges T
értéket; ekkor

0<V(t,T) < J(tt,T,0) =
' (t,1)" / ¢ (s5,t1)" Q(s) ¢ (s,t1)ds p (1, 1) T,

ahol ¢ az © = A (t)x alapmatrixa. Minthogy mind ¢ (¢1,¢), mind pedig a
kapcsos zarojelben szereplé méatrixok egyenletesen korlatosak, ha ¢ € [7, 1],
ezért létezik egy olyan (¢-t6l fiiggetlen) K konstans, hogy

0<z'PH)T< K | 7|?

teljestil minden (¢,7) € (7,t1] xR"re. AzT =¢; (e;y =0,hai # késey =1)
valasztassal innen azt kapjuk, hogy 0 < p;; (t) < K, T = e; + e; valasztassal
pedig, hogy 0 < p;; (t) + pj; (t) + 2p;; (t) < 2K; tehat a P-nek minden eleme
korlatos a (7,t1] intervallumon. Ez az ellentmondas mutatja, hogy 7 < ty. O
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Vizsgaljuk meg ezek utan az alabbi diszkrét ideji linearis-kvadratikus
feladatot. Legyen a rendszer az

z(t+1)=A)z(t)+Bt)u(t), te(tt) Cz, (4.37)

ahol most is X = R", U = R™ és A, B megfelel6 méretd matrixfiiggvények.
Legyen a (4.4), (4.6) célfiiggvény a (4.34) fliggvényekkel megadva, ahol most
a (), R figgvényekre tett simasagi kovetelményt természetesen elhagyjuk, vi-
szont az Osszes tovabbi feltételt tovabbra is megkoveteljik. A (4.24) dinami-
kus programozasi egyenletre és a 4.3. Tételre tdmaszkodva szeretnénk a fenti
optimaélis iranyitasi feladat megoldasat meghatarozni. Az eddigi tapasztalal-
tokra tamaszkodva (vagy a folytonos ideji rendszereknél végzettekkel analog
meggondolasok utan) a Bellman fiiggvényt kereshetjiik a szimmetrikus P
matrixfliggvény segitségével definialt

Vit,z)=2"P(t)x

kvadratikus alakban. A dinamikus programozasi egyenlet alkalmazésahoz az
alabbi minimalizalési feladatot kell megoldani:

min {xTQx + u"Ru + (Az 4+ Bu)" P (Az + Bu)} :

u€R™

ahol a rovidség kedvéért a @), R, A és B fliggvények t és a P fiiggvény t + 1
argumentumat elhagytuk. A kijelolt miveletek elvégzése utan a kapcsos
zardjelben allo kifejezést teljes négyzetté egészitjiik ki:

{..} =
= {xTQx +uTRu+ 2P ATPAx + 2" ATPBu+ u" BTPAx + uTBTPBu}

— {xT [Q+A"PAw+ (u+ (R+ B"PB)” BTPA:U>T (R+ B"PB) x

(u+ (R+B"PB)™ B'PAz) " A"PB (R+ B"PB) ™ B'PAx},

feltéve természetesen, hogy az R + BT PB matrix invertalhat6. Ennek a
kifejezésnek u szerinti minimuma az egyértelmiien meghatarozott

wt =k (tz) = — (R(t) +BO P+ 1)B(t))_1B(t)TP(t+ DAtz
vektoron vétetik fel és erre a (DPE) a kovetkez6 alakot 6lti:
o'P(t)r =2 [A(t)TP(t—l— DAB+Qt)—A@®) P(t+1)B(t) x
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(R(t)+B(t)TP(t+1)B(t)>_lB(t)TP(t+1)A(t) v

amihez az
2T P (t))x = 2" Sz

végfeltétel csatlakozik. Mivel a fenti egyenleteknek minden z-re (és minden
t € [to, t1)-re) teljesiilni kell, ezért

PH=A®)"Pt+1)AD)+Q{t)—A@)" P(t+1)B(t) x

<R O +BM) P(t+1)B (t)) BWTPt+1)A(t) (4.38)
P(t) =5

diszkrét idejii matrix Riccati egyenletet kapjuk*. Megfogalmazhatjuk a 4.4.
Tétellel analog eredményt a diszkrét ideji linearis-kvadratikus feladatokra:

4.5. TETEL. Tekintsiik a fentiekben megfogalmazott diszkrét idejd linedris-
kvadratikus feladatot a [to,t1] intervallumon (to < t1). Tegyiik fel, hogy P :
[to, t1] — R™*™ szimmetrikus mdtrizfigguény, és legyen

V(t,z)=2"P(t), z €R", t € [ty ] .

Ekkor az aldbbe két dllitds ekvivalens:
(i) P a (DRE) diszkrét idejd mdtriz Riccati egyenlet megolddsa a [to, t1]
intervallumon.
(1) A diszkrét ideji linedris-kvadratikus feladatnak van megolddsa, V a
Bellman fiigguény, és minden (1,Z) € [to, t1] X R™ esetén a (¢, T) pdrhoz
tartozo egyetlen optimdlis vezérlés a

-1

k(t,z) = — (R(t)+B(t)TP(t+1)B(t)> BO)TP(t+1)A(t)x

fligguénnyel meghatdrozott, (f, E)-bo’l kiindulo visszacsatolt vezérlés.
Tovdbbd a feladat kitiizésében szerepld feltételek mellett a (DRE) diszkrét ide-
JU Riccati egyenletnek létezik egyetlen megolddsa a teljes [ty, t1] intervallumon.

Bizonyitds. A két allitas ekvivalenciaja a 4.3. Tétel és a fenti megfontola-
sok kozvetlen kovetkezménye. Csak azt kell még megmutatnunk, hogy a

4Erre az egyenletre a (DRE) jeloléssel hivatkozunk.
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140 Optimalis irdanyitasok

(DRE)-nek létezik egyetlen megoldésa a teljes [to, 1] intervallumon. A ¢;-t6l
visszafelé haladé indukcioval belatjuk, hogy minden

t € [to, t1)-re a (R O +BO P(t+1)B (t))

métrix invertalhato és P (t) szimmetrikus és pozitiv szemidefinit. Valoban,

=1t —1-re P(t+1) = P (t;) = S pozitiv szemidefinit és igy a szoban forgo
matrix invertalhat6. P (t; — 1) a (DRE) megoldasa, igy szimmetrikus, és a
tétel elsd fele miatt

e"P(ty — 1)z =infJ (t; — 1,t1,2,u) >0

Tegyiik fel, hogy az allitast belattuk ¢ = t; — £ + 1-ig, ekkor t = t; — (-re
anal6g meggondoléassal adodik az eredmény. [

4.9. Palyakovetés

Gyakran meriil fel az a feladat, hogy keressiink egy olyan vezérlést, aminek
alkalmazasa esetén a rendszer outputja egy megadott referenciapalyat kovet.
Ezt a feladatot részletesen linearis rendszerekre vonatkozoéan targyaljuk, de
bevezetésként tesziink néhany megjegyzést az altalanos esetre is. Tekintsiik
a (4.1), vagy (4.2) rendszert az

y(t)=h(z(t)), te(tt)
outputtal, ahol t € R, vagy t € Z, és legyen
r:(tt) — R

adott fliggvény. Legyen Q a koltségfiiggvénynek a (£ (.),u (.)) folyamattol és
az r referenciapalyatol fliggs része, amely az 4.1. pontban megfogalmazott
értelemben additiv, és ami a (to, t1, 7, u, ) argumentumoktol fiigg; a Q tipi-
kusan a t — (y(t) — r(t)) eltérés fiiggvénye, ahol y az T kezdGértékhez és az
u € A (o, t1) vezérléshez tartozo output.

A pdlyakovetés(angol terminologiaval ,tracking”) feladata a kovetkezd:
minimalizalando a

J(t07t17§>ua7ﬂ) = Q(thtbfv u, T) + G('T (tl;to,f, U))

koltségfiiggvény tetszGlegesen adott tg, t1, T értékek és r referenciapélya
mellett az 6sszes megengedett u irdanyitasra vonatkozoan.
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A pélyakovetés feladata természetesen visszavezetheté ugyanazon rend-
szerre vonatkoz6 standard optimalis iranyitasi feladatra tgy, hogy minden
egyes rogzitett r referenciapalyahoz egy 1j

J(to,tl,f, U) =J <t0,t1,f,’l£, r|[t0,t1])

koltségfiiggvényt tekintiink. Ennek a megkozelitésnek az a hatranya, hogy
rendszerint nem &rzi meg az eredeti megfogalmazasban esetleg meglévés olyan
strukturalis sajatossagokat, mint példaul a célfiiggvény kvadratikusséiga, a-
melyek a feladat egyszert megoldasat segithetnék. Egy masik lehetGség, hogy
az eredetivel ekvivalens 0 célfiiggvényt gy vezetiink be, hogy az egy meg-
novelt méreti > rendszerhez tartozzék. Ezt a modszert részletesen a diszk-
rét idejd lienaris rendszerekre dolgozzuk ki kvadratikus célfiiggvény mellett.
Folytonos idejii rendszerekre vonatkozo eredmények megtalalhatok a [11]-
ben. Tekintsiik az

z(t+1)=At)zO)+B)u(t), yt)=C{t)z(t), te (t,t) CZ (4.39)

rendszert a
t1-1

T (to, tr, zo,usr) = 3 {g DT QM) e(t) +u® R(t)u (t)} (4.40)

t=to

+e(t)" Se ()

célfiiggvénnyel, ahol
e(t) =C ()& (t) —r(t)
a pdlyakovetés hibdja és & (t) = x (t;to, xo,u). Az S, ), R matrixokra analog
feltételeket kotiink ki, mint a 4.8. pontban: S konstans, az R : (t,1) —
R™>m Q) (t, f) — RP*P szimmetrikus matrixok, R (t) pozitiv definit, Q (t)
pozitiv szemidefinit minden t-re, és S szintén pozitiv szemidefinit.

Keressiik tehat J minimumat adott r referenciapalya és (to, zo) kezdsér-
ték mellett az Gsszes lehetséges megengedett iranyitésra vonatkozoan. Esz-
revessziik, hogy 7 (t) = 0 esetén ez nem mas, mint a standard linearis-
kvadratikus iranyitasi feladat, amelyben a Q matrix szerepét a C()" Q(4) C(1)
matrix jatsza.

Rogzitsiik az r referencia palyat a [to, 1] intervallumon, és tekintsiik az
(output nélkiili)

Tt+1)=AWT(t)+ BB u(®), t ety t1] CZ (4.41)

rendszert, ahol

A(t) = (Aét) (1)) e ROHIXCHD  F(h) = (Bo(t)) € RI+Hxm,
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Vezessik be a

ti-1

T(totr.Fow) = 3~ |EOT QO E@® +u(®) R u(®)| +E (1) SE (1)

t=to

1j célfiiggvényt, ahol
57/0 = (lio) € Rn+1a g(t) = i(t’ to,,’fo,U)
és

~_ [ CTQC —CTQr s _ [ Ct)' 8C(t) —C (t)" Sr(ty)
“ (—TTQC Qr ) 5= (—r<t1>Tsc<t1> r(t)” Sr (1) )

mindketts (n 4+ 1) X (n 4 1) méretd. Egyszert szamolassal ellendrizhetd, hogy
a fenti definiciokkal

J (to, t1, %o, u) = J (to, t1, 70, u, 7)
teljesiil minden o, u, 7 esetén. Vegyiik észre, hogy az 1j koltségfiiggvényben
szerepld () sulymatrix id6tél fiiggs lett még akkor is, ha az eredeti () konstans
matrixként volt megadva. Ugyanakkor az 1 sulymétrixok teljesitik a linearis-
kvadratikus feladat kittizésekor megfogalmazott feltételeket, igy @ (t) és S
tovabbra is pozitiv szemidefinit méatrixok; példaul

minden z € R" és a € R esetén. Ha minimalizaljuk a J célfiiggvényt a (4.41)
rendszerre vonatkozoan az ry = (xOT, 1)T kezdsallapotbol kiindulva, akkor

megkapjuk a palyakovetés feladatanak a megoldasat. A J minimumanak
meghatarozasara alkalmazzuk a 4.8 pont eredményeit. Legyen P a

PH=AW"Pt+1D)AD+Qt)— AWM P(t+1)B(t) x
}Nﬂ+§@fﬁ@+D§@ﬂ4§@fﬁﬁ+Uﬁﬁ)
P(t) =S5

diszkrét ideji Riccati egyenlet megoldésa a [to, t1] intervallumon, és partici-
onaljuk ezt a P -t az aldbbi médon:

P_(ﬂﬂ)
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ahol P (t) € R™", p(t) €e R", = (t) € R. Ezekre a mennyiségekre a

Pt)=A®)"PEt+1)AWH)+CH)" Q(t)C () - (4.42)
— AT P(t+ 1)B(t)[R(t) + B(t)" P(t + 1)B(t)] ' B(t)" P(t + 1) A(t),
pt)=AW) pt+1)—CH Qt)r(t)— (4.43)
— AT P(t+1)B(t)[R(t) + B(t)" P(t + 1)B(t)] ' B(t) p(t + 1),
m(t) =m(t+ 1)+ () Qt)r(t)— (4.44)
B(t)"P(t+1)B(t)] ' B(t) p(t + 1),

—p(t+ 1T BO)R() +
P(tl) = C(tl)TSC(tl), p(tl) = —C(tl)TST(tl); 7T(If1) = T(tl)TST'(tl) (4.45)

rekurzioknak kell teljesiilniiik. Mivel a J minimumat ado optimalis iranyitéas

~ ~ - 1-1 - ~
ut (1) = — [R O +BOTP(t+1)B (t)] BT P(t+1)A@t)F (1)
formulaval hatarozhaté meg, ezért

u*(t) = —[R(t) + B)P(t + 1)B@)] ' BT (P(t + 1) A(t)z(t) + p(t +1)).
(4.46)
A célfiiggvény minimuma:

\% (to, l‘o) =Xy P (to) To + 21’0]? (to) +m (to) (447)

A fenti elemzés eredményeit a kovetkezs tételben foglalhatjuk Gssze.

4.6. TETEL. Tekintsik a (4.39), (4.40) képletekkel meghatdrozott pdlyaké-
vetési feladatot, amelyre a fent kirdtt feltételek teljesiilnek. Ekkor a (4.42)
(DRE) -nek a (4.45)-ben szerepld végfeltételekkel létezik megolddsa a teljes
[to, t1]-n. Tetszdleges r referenciapdlya és tetszdleges xqy kezdddllapot esetén
az optimdlis vezérlés a (4.46), az optimdlis célfiggvény érték pedig (4.47) for-
muldkkal hatdrozhato meg, aholp ésm a (4.43) és (4.44) rekurzié eredménye
a (4.45)-ben szerepld végfeltétel mellett, és ahol x (.) az

-1

F(t)=A(t) - B(t) [R(t) +B@OTP(t+ l)B(t)] B)TP(t+1)A(t)
9(t)=~B 1) [RO+BOTPE+1)B®] B@ p(+1)
jelolésekkel az

z(t+1)=F#)x(t)+g(t),

Wi (to) = 2y

megoldasa.
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4.10. Feladatok a 4. fejezethez

4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (4.7) additivitasi tulajdonsag érvényes
mind a folytonos, mind pedig diszkrét idejd optimalis iranyitéasi feladat ese-
tén!

4.2. Feladat. Legyen X = {1,2,3,4,5}, U ={0,1,2,3,4}, az f és f, fiiggveé-
nyek pedig az aldbbi értéktablazattal adottak:

] flz,u) | fol,u) |
’ H u=0 ‘ u=1 ‘ u=2 ‘ u=3 ‘ u=4 ‘ u=0 ‘ u=1 ‘ u=2 ‘ u=3 ‘ u=4 ‘
x=1 1 5 1 4 2 0 1 0 2 3
x=2 2 2 3 5 1 0 0 5 9 3
x=3 3 4 2 3 5 0 7 5 0 6
x—4 4 3 5 1 4 0 7 8 2 0
X=5 5 1 4 2 3 0 1 8 9 6

Minimalizéljuk a

2
0, haz =3,
Glzs) + ) folww,u),  ahol G(x) = {10 ho o £3.

k=0
célfiiggvényt! (Abrazoljuk az atmeneteket egy 5 csticspontii grafon, az élekre
irjuk ra az atmenetek koltségeit!) Adjuk meg az optimaélis célfiiggvényértéket,
vezérlést és trajektoriat, ha xo = 1 a kezdgallapot!

4.8. Feladat. Legyen X = {1,2,3,4,5,6}, U ={0,1,2,3}, az f és f, fiiggvé-
nyek pedig az aldbbi értéktablazattal adottak:

L f(z,u) | folw, u) |
’ H u=0 \ u=1 \ u=2 \ u=3 \ u=0 \ u=1 \ u=2 \ u=3 ‘
x—1 1 6 4 3 5 1 1 3
x=2 2 1 5 3 0 9 3 1
x=3 3 2 1 4 1 5 10 1
x=4 4 5 1 3 5 10 1 1
x=5 5 4 2 6 10 1 1 5
x=06 6 1 5) 5) 1 5 10

Minimalizaljuk a
2

G(z3) + Z fo(r, ur), ahol G(x) = 10(x — 1)

k=0
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célfiiggvenyt! (Abrazoljuk az atmeneteket egy 6 cstcspontii grafon, az élekre
irjuk ra az atmenetek koltségeit!) Adjuk meg az optimalis célfiiggvényértéket,
vezérlést és trajektoriat, ha o = 4 a kezddallapot!

4.4. Feladat.

Tht1 = 21y + 2uy, T € R, U € R,
xo adott, tetszbleges
1
1
J(0,2, xg,u) = G(x2) + Zuz — min G(z) = 5:102.
k=0
4.5. Feladat.
Tpy1 = 27 + up, T, € R, ug € R,

xo adott, tetszbleges
1

J(0,2,x9,u) = G(x2) + Zui — min G(z) = ax?, a>0.
k=0

4.6. Feladat. Legyen
T =+ u, z(0) = o,

J(0,t1, 0, u) = gz (t) + /Otl(a:Q(t) + u*(t))dt — min

ahol g > 0, z(t) € R, u(t) € R.
a) Irjuk fel a feladathoz tartozé Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet!

b) Keressiikk a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet megoldéasat V(t,z) =
p(t)x? alakban! Milyen egyenletet kapunk p-re?

c) Hogyan viselkednek a p-re kapott egyenlet megoldasai a g paraméter
fliggvényében?

d) Mutassuk meg, hogy p(t) az alabbi implicit alakban adhat6 meg:

1 g—(1+v2)\ p(H)—(1+v2)
by J A\ mas ) T Ge i) hag>1+v2,
R (1+v2)—g (1+v2)—p(t)
il (oi-va) ~ 0 ave ) ) e 0sg<1+v2

Fejezziik ki ebbdl p(t) értéket!
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e) Mutassuk meg, hogy g = 1+2v/2 és t; = 1/(2v/2) esetén a célfiiggvény
optimalis értéke

31+ vDe—(1-vD)
e —1 ’

V(t,z) =

4.7. Feladat. Tekintsiik (4.37) helyett az

r(t+1)=A{)z(t)+B)u(t)+c(t), te(t,t) CZ

f 4 valtozo
bevezetésével vezessiik vissza a feladatot (4.37) alakra, és mutassuk meg,
hogy az optimélis vezérlést a

rendszert ugyanazon célfiiggvénnyel, mint el6bb. Az = =

ko (t,2) =k (t,2) — (R(t) +B® P+ 1)B(t)>_l BM"P(t+1)c(t)
+p(t+1)
fliggvénnyel hatarozhatjuk meg, a Bellman fliggvény pedig
Vte)=2"TPt)z+2p () x+7(t),

ahol a P matrix a (DRE) megoldasa, a p vektorfiiggvény, tovabba a 7 ska-
larfiiggvény P felhasznalasaval az alabbi rekurzidval szamolhato:

pM) =AM (PA+1)ec)+pt+1)—A@M)" P{+1)B(1)x
(BO"PU+D)BW+RE) BOT(P+1)et)+p(t+1)

rt)=a(t+1)+ct) Pt+1Dct)+2pt+1)"c(t) -
(P(t+1)c®)+pt+1)" B(t)
)

(BO"PU+D)BO+RE)  (P+1)elt)+p(t+1)
p(t)=0,  w(h)=0.
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5. fejezet

Optimalitas és stabilitas
kapcsolata

5.1. Stabilitas és Ljapunov direkt moédszere

Ebben a pontban felidéziink néhény, korabbi tanulmanyainkbol ismerés fo-
galmat és tételt, amelyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz.
Tekintsiik az

@ = f(z) (5.1)
autonom differencidlegyenlet rendszert, ahol f : R™ — R"”, folytonosan dif-

ferencialhato, f(0) = 0, amelynek tehat z(t) = 0 megoldasa. Ekkor azt
mondjuk, hogy az (5.1)-nek az a = 0 egyensulyi helyzete!

5.1. DEFINICIO. Az (5.1) differencialegyenlet rendszer x(t) = 0 megoldasat
(vagyis az a = 0 egyensulyi helyzetét) Ljapunov értelemben stabilisnak nevezziik,

ha

1. 3p > 0, hogy ha ||zo|| < p, akkor z(.;z0) : [0,00) — R™,

2. Ve > 0-hoz 30 : 0 < § < p, hogy ha ||zo|| < 9, akkor z(t;x9) < e Vt > 0-
ra.

5.2. DEFINICIO. Az (5.1) differencialegyenlet rendszer xz(t) = 0 megoldasa
(vagyis az a = 0 egyensalyi helyzet) aszimptotikusan stabilis, ha

1. Ljapunov értelemben stabilis, és
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2. létezik olyan 1 : 0 < n < p, hogy ha ||zo| < n, akkor

x(t;zo) — 0, hat— oo (5.2)

Az (5.1) differencialegyenlet rendszer x(t) = 0 megoldasa globalisan aszimptoti-
kusan stabilis, ha (5.2) minden zq € R"-re teljesiil.

5.3. DEFINICIO. A V : R™ — R fliggvényt pozitiv definitnek nevezziik, ha
V(z) > 0 minden nemzérus x € R™ vektorra teljesiil.

AV fliggvényt pozitiv szemidefinitnek nevezziik, ha V(z) > 0 minden z € R"
vektorra teljesiil.

AV flggvényt radialisan nemkorlatosnak nevezziik, ha V' (z) — oo, ||z| — oo
esetén.

Legyen V : R" — R folytonosan differencidlhato, és legyen x(.) : [0, c0)
— R"™ az (5.1) differencialegyenlet rendszer egy megoldasa. Ekkor a ¢t €
0, 00) =V (x(t)) (egyvaltozos) fiiggvény folytonosan differencialhato és a de-
rivalt szamolhato a lancszabaly szerint:

d OV . /
ZV(a(t) = > P (2 ()i (t) = Vi(z(t)) f(2(?)).

i=1

Ennek alapjan értelmezhets egy V-tal jelolt fiiggvény a megolddstol fiigget-
lendil:

V : R" >R,
V(z) = V(z)f(z).

5.1. TETEL. (LJAPUNOV I. TETELE). Tegyiik fel, hogy az (5.1) differenci-
dlegyenlet rendszerhez létezik eqgy V : R™ — R folytonosan differencidlhato
fliggvény, ami pozitiv definit, V(0) = 0, és a . Ve fligguény pozitiv szemidefi-
nit. Ekkor az (5.1) differencidlegyenlet rendszer x(t) = 0 megolddsa stabilis
Ljapunov értelemben.
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Bizonyitds. Legyen € > 0 tetsz6leges, és jeloljik az origo6 koriili € sugara
gombfeliiletet S.-nal, vagyis legyen

Se={x eR": ||z|| =¢}.

Se nyilvanval6an kompakt halmaz, igy a Weierstrass tételbdl kovetkezik, hogy
létezik olyan x* € S., hogy

inf V(z)=V(z") =1 a>0.

€S
Mivel a V(0) = 0, V folytonossaga miatt ebbdl kovetkezik, hogy az igy
meghatéarozott pozitiv a-hoz létezik olyan d, 0 < § < ¢, hogy ||z|| < J esetén
V(z) < «. Vélasszunk egy tetszéleges zo-t, amire ||zo] < 6, és tekintsiik
at — x(t;xy) megoldast. Meg kell mutatni, hogy x(.; x¢) minden ¢ > 0O-ra
értelmezett, és ||xz(t; zo)|| < . Tegyiik fel, hogy nem igy van; ekkor x(0; x¢) =
xg €8 ||zo|| < & miatt az indirekt feltétel csak tgy valosulhat meg, hogy létezik
olyan t; > 0, amelyre ||z(t;x0)|| < e, ha t € [0,%1) és ||z(t1;20)|] = €. (Ld.
5.1 abrat.)

X (tq)

X0

V@\\
fe3

5.1. dbra. Véazlat Ljapunov 1. tételének bizonyitésahoz.

Tekintstik a v(t) = V(z(t;z0)) egyvaltozos fiiggvényt. A feltétel szerint
@ (¢) < 0 minden ¢ € [0, 1) esetén, vagyis v(.) monoton nem névekvs. De a >
V(zg) > V(x(t1)) > «, ami ellentmondas. Ebbdl kovetkezik, hogy az x(.; x¢)
minden ¢ > O-ra értelmezett, és benne marad a B.(0) = {z € R" : |jzo|| < €}
halmazban. [
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5.2. TETEL. (LsapuNov II. TETELE). Tegyik fel, hogy az (5.1) diffe-
rencidlegyenlet rendszerhez létezik eqy V' folytonosan differencidlhato, pozitiv
definit, radidlisan nemkorldtos figgvény, V(0) = 0, és a 1% fiiggvény nega-
tiv definit, vagyis a —V fligguény pozitiv definit. Ekkor az (5.1) differen-
cidlegyenlet rendszer x(t) = 0 megolddsa globdlisan aszimptotikusan stabilis
Ljapunov értelemben.

Bizonyitds. Ljapunov 1. tételébsl kovetkezik, hogy x(t) = 0 Ljapunov stabilis.

Tekintsiink egy tetszéleges xy € R"-t, és mutassuk meg, hogy z(.;xq)
minden ¢ > O-ra értelmezett, és z(t;z9) — 0, ha t — oo. Tekintsiik a
{z:V(x) < a} = Q, halmazt, ahol o = V(z¢). Ekkor létezik olyan K > 0,
amelyre ||z|]| < K, ha x € Q, (mert V radialisan nemkorlatos). Legyen v
most is az 5.1. Tétel bizonyitasdban bevezetett, v(t) = V(x(t;x¢)) egyen-
16s6ggel értelmezett fiiggvény. Mivel V negativ definit, v(.) monoton nem
novekvs, ebbdl kovetkezik, hogy x(t; xy) € €, minden olyan t > 0-ra, amire
x(.; ) értelemzett. Az ), korlatossaga miatt x(.; xp) minden t-re értelme-
zett.

N

=

7N

5.2. abra. Vézlat Ljapunov II. tételének bizonyitasahoz.

Abbol, hogy v(.) monoton nem névekvs és alulrol korlatos, az kovetkezik,
hogy létezik a tlim v(t) = B hatarérték. Tegyiik fel, hogy 5 > 0. Ekkor létezik
—00
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olyan v > 0, amelyre ||z(t;2¢)|| > v minden ¢ > 0O-ra, mert kiilonben volna

olyan t;, — oo sorozat, hogy ||z(tg;xo)| — 0, ha k — oo, igy v(ty) — 0

teljesiilne, ami ellentmond annak, hogy # > 0. (lasd 5.2 abrat.) Legyen
§:= min (=V(z))>0.

<zl <K

Ebbdl kovetkezik, hogy

d
il < _
dtv(t) < =0,

eszerint pedig 0 < v(t) < v(0) — dt — —oo, ami lehetetlen, tehat 5 = 0 kell
legyen. Akkor viszont x(t;x¢) — 0. O

5.1. Megjegyzés. A fenti tétel allitasa érvényben marad akkor is, ha a V-rol

csak azt kotjiik ki, hogy negativ szemidefinit, és V' (z(¢)) nem azonosan nulla
egyetlen pozitiv hosszisugu intervallumon sem.

Foglalkozzunk végiil a diszkrét ideji autoném rendszer egyensulyi hely-
zetének aszimptotikus stabilitasaval.
Tekintsiik a

z(t+1) = f(z(t)), t=0,1,.. (5.3)
x(0) = xg

diszkrét idejd autoném rendszert, ahol f(0) = 0.
Az a € R" az (5.3) egyensulyi helyzete, ha xy = a esetén z(t) = a az (5.3)
megoldéasa. Legyen A CR™, 0 € A

5.4. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az (5.3) a = 0 egyensulyi helyzete aszimp-
totikusan stabilis A attraktivitasi tartomannyal, ha

1. az A halmaz pozitivan invarians, vagyis ha zo € A, akkor az (5.3) z(.)
megoldasara z(t) € A teljesiil minden ¢t € N-re;

2. barmely € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha ||z¢|| < 0, és zo € A, akkor
|z(t)]] < € minden t € N-re;

3. ha 2y € A, akkor az (5.3) z(.) megoldasara

lim z(t) = 0.

t—o00
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Az alabbi tételben hasznalni fogjuk a IC és K, fiiggvényosztalyokat. Az
a € K, ha o : R, — R, szigorian monoton névekvs, folytonos és a(0) = 0.
Az o € Ky, ha a € K és a(t) — oo, ha t — .

5.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy
(a) A C R™ halmaz, amelyre 0 € A, pozitivan invaridns;

(b) aV:R" = R figguényre oy, as € Ko, ag € K fligguényekkel minden
x € A esetén teljesiilnek az

< V(z) < as(lle]) (5.4)
V(f(x)) = V() < —as(llz]) (5.5)

egyenldtlenségek.

Ekkor az (5.3) a = 0 egyensilyi helyzete aszimptotikusan stabilis A attrakti-
vitdsi tartomdnnyal.

Bizonyitds. A definicié 1. kovetelménye a tétel (a) feltétele szerint teljesiil.
Lassuk be a 2. kovetelmény teljesiilését! Legyen € > 0 tetszéleges, és le-
gyen § = ay ' (ay(e)). Tekintsiink egy 7 € A pontot, amelyre ||Z|| < 4.
Alkalmazzuk a szokéasos £(t) = z(¢;0,7) jelolést. Az A invarianciajabol ko-
vetkezik, hogy £(t) € A, az (5.5) egyenl6tlenségbdl pedig az kiovetkezik, hogy
V(&(t)) < V(Z) minden ¢ € N-re. A § valasztasabol és az (5.4) egyenlétlen-
ségbdl az kovetkezik, hogy

a([lE@)) < VI(E[X) < V(@) < ao|[z]]) < en(e),

ami az o szigori monotonitasa miatt azt jelenti, hogy
@) <e minden ¢ € N-re.

A definicié 3. kovetelményét indirekt tton bizonyitjuk: tegyiik fel, hogy va-
lamely ¢ € N (¢, — oo, ha k — o0) sorozatra

lim [£(te)l] = 5 > 0.
k—o00
Ekkor barmely k esetén

0 < VI(E(tr) = V(E(tr)) = V(€ = 1)) + V(E(te — 1)) — +..
+V(£(1) = V(£(0)) + V(T) <

te—1

< =Y as((lEI) + V(@) < =D as(llE)]) + V(@) < —kas(8) + V(@).

—0

<
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Mivel V(Z)/as() < k esetén a jobb oldal negativ, az indirekt feltevés el-
lentmondésra vezetett, amivel a tétel allitasanak érvényességét bebizonyitot-
tuk. U

5.2. Stabilitas és optimalitas

Tekintsik az

z = f(z,u), (5.6)

z(0) = o
X = R" iranyitasi rendszert, ahol f : R® x R™ — R" folytonosan diffe-
rencialhato, és f(0,0) = 0. A megengedett vezérlések halmaza legyen a

A:te0,00) = u(t) € UC R™ mérhets fliggvények osztalya, amelyekre még
az a kovetelmeény is teljesiil, hogy barmely zo-ra £(t) = z(t; 0, zo, u(.)) — 0,
ha t — oc.

Legyen a minimalizalando célfiiggvény

Tao,ul)) = [ foe(e), u(e (5.7)

ahol fo : R" x R™ — R folytonosan differencialhato, fo(z,u) >0 V(z,u)-ra,
és £5(0,0) = 0.

Tegyiik fel, hogy a V : R" — R fiiggvény folytonosan differencialhato,
V(0) = 0, és vezessiik be a kovetkezd jelolést:

Viz,u) =V, (x)f(z,u).

5.4. TETEL. Tegytik fel, hogy

V(z,u) + fo(x,u) >0, Yuel, xeR", (5.8)
és (£*(.),u*(.)) olyan megengedett folyamat, hogy
V(& (t),u (1) + fo(€"(t), u" (1) = 0 (5.9)
majdnem minden t > 0-ra. Ekkor

V(zo) = J(zo,u"(.)) = min J(zo, u(.))

u€EA

az optimdlis kéltség, és u*(.) optimdlis vezérlés.
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Bizonyitds. a.) Legyen v € A tetszéleges, &,(.) a megfelels trajektoria. Ekkor
az (5.8) figyelembevételével

%V(@,(t)) = V(&(0),0(t)) = —fol&u(t), v(1)).

Az egyenl6Stlenséget integralva, majd rendezve azt kapjuk, hogy

V(xo) < V(&(T)) + / Fo(& (1), v(t))dt.

Minthogy v € A, a A értelmezésébd] kovetkezik, hogy 71im & (T) = 0, tehat
—00
Tlim V(& (T)) = 0 is teljestil. Masrészt
—00

Jim / fol&u(t), (D))t = J (0, v(.)),

ezért V(zg) < J(xp,v(.)) minden v € A és xy € R" esetén.
b.) Alkalmazzuk ugyanezt a technikat (£*(.),u*(.))-ra, és hasznaljuk
az (5.9) feltételt! Ekkor azt kapjuk, hogy

Vo) = V(E/(T)) + / fol€*(8), u* (),

amibdl hataratmenettel a V' (zg) = J(zo,u*(.)) egyenldséghez jutunk, ha itt
is figyelembe vessziik, hogy u* € A miatt £*(T) — 0, ha T' — oc.
c.) Ebbdl kévetkezik, hogy

V(o) = J(zo,u"(.)) < J(zo,v(.)) Vv € A-re,

ami megfelel a tételbeli allitdsnak. (]

5.1. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy k : R™ — U olyan, hogy
V(w, k(@) + folz, k() = min {V (2, 0) + folz,w)} =0 (5.10)
és a (§*(.),u*(.)) folyamat, amit a k(.) visszacsatolds definidl, megengedett

(vagyis u*(.) € A). Ekkor V(zo) az optimdlis célfigguényérték, és u*(.) az
optimdlis iranyitds.
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Vegyiik észre, hogy (5.10) a kovetkezs alaki:

!

Vo (@) f(z, k(x) + fole, k(z)) = mingey {V, () f(2,u) + folz,u)} = 0.

Ezt az egyenletet staciondrius Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletnek (SHIB)
nevezzik.

5.5. TETEL. Tegyiik fel, hogy

1. k:R™ — U lokdlisan Lipschitz folytonos, és kielégiti a (SHJB) egyen-
letet eqy V' folytonosan differencidlhato figgvénnyel és f(0,k(0)) = 0;
2. V(x) >0, hax # 0, fo(z,u) > 0, ha © # 0 (bdrmely u-ra), és V

radidlisan nem korldtos.

Ekkor Vxg € R™-re az
z = f(z,k(x)), z(0)=mx (5.11)

kezdetiérték feladatnak létezik egyetlen £*(.) megolddsa a [0,00) intervallu-
mon, u*(t) = k(£*(t)) az optimdlis vezérlés, V(xo) az optimdlis célfigguény
érték, és x(t) =0 az (5.11) globdlisan aszimptotikusan stabilis megolddsa V
Ljapunov fligguénnyel.

Bizonyitas. k lokélis Lipschitz folytonossagabol kovetkezik, hogy létezik lo-
kéalis megoldés, és az egyértelmid. Masrészt

%V(ﬂi(t)) = V(a(t), k(z(1))) = = fole(t), k(x(1))) < 0, hax(t) #0,

amibdl kovetkezik, hogy V kielégiti Ljapunov II. tételének feltételeit. Esze-

rint a megoldas folytathato [0, 00)-ig, xz(t) = 0 aszimptotikusan stabilis, és

£*(t) 7 0. Ebb&l mar kovetkezik, hogy u*(.) megengedett. igy az optimali-
—00

tasra vonatkozo allitas kovetkezik a fentiekbdl. O

5.3. Linearis kvadratikus feladatok
- végtelen intervallum

Az alabbiakban a 4.8. pontban tekintett feladathoz hasonld probléméval fo-
gunk foglalkozni: linearis iranyitasi rendszert tekintiink kvadratikus célfiigg-
vénnyel. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a rendszer iddinvaridns és
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a célfiiggvényben szereplé matrixok is allandok. Az alapvetd kiillonbség a 4.8
ponthoz képest az, hogy az 5.2 ponttal megegyezGen a folyamat idGtartama
most végtelen, kozelebbrdl a t; = +00 esetet tekintjiik. Az idGinvariancia mi-
att az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a kezdési idépont a
tyg = 0.

A feladat a kovetkezd.

Tekintsiik az

z(t) = Az (t) + Bu (t), z (0) = xg (5.12)

illetve
z(t+1)= Az (t)+ Bu(t), z (0) = xg (5.13)

egyenlettel leirt rendszert. A megengedett vezérlések A(0, co) halmaza legyen
az u :t € [0,00) = U = R™ (folytonos idejii esetben mérhets) fiiggvények
osztélya, amelyekre még az a kdvetelmény is teljesiil, hogy barmely zy € R™
esetén £(t) = x(t;zo,u(.)) — 0, ha t — oo. Tetszblegesen megadott xg
kezddallapot esetén keresendd egy olyan u € A (0, 00) vezérlés, hogy a

J (20, 1) = / L6 Q¢ (1) +u () Ru(n)yd (5.14)
illetve a .
J(oou) =Y {e®" Q¢ (t) +u(t) Rult)} (5.15)

célfiiggvény a lehetd legkisebb értéket vegye fel, ahol & (t) = z (¢;0,x0,u)
az (5.12), illetve (5.13) u (.) melletti megoldasa.

Most is feltételezziik, hogy @ és R szimmetrikus, () pozitiv szemidefinit,
R pedig pozitiv definit méatrix.

A kittizott feladat akkor tartalmas, ha az (5.14) képletben szereplé im-
proprius integral, illetve az (5.15) végtelen sor legalabb bizonyos vezérlésekre
konvergens (véges értékeket vesz fel). Ez a magyarazata annak, hogy a meg-
engedett vezérléseket a fentiekben latott mdédon definialtuk.

Foglalkozzunk elgszor a folytonos ideji (5.12), (5.14) feladattal. Emlé-
keztetiink ra, hogy egy éallando egyiitthatos © = Ax homogén lineéris egyen-
letrendszer x(t) = 0 (és ezzel egyiitt barmely méas) megoldasa akkor és csak
akkor aszimptotikusan stabilis, ha az A méatrix minden sajatértékének valos
része negativ, vagyis, ha Re(\;(A)) < 0. Az ilyen matrixokat szokas stabilis
(vagy Hurwitz) matrizoknak is nevezni. Az alabbi feltétellel azt fogjuk elérni,
hogy a megengedett vezérlések hamaza nem iires.
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5.1. Feltétel. Az (A, B) par stabilizalhatd, vagyis létezik olyan D € R™*" matrix,
hogy az (A + BD) matrix stabilis.

A linearis algebrabol ismert, hogy szimmetrikus és pozitiv szemidefinit
() matrixhoz megadhato egy olyan C' € RP*™ matrix, hogy Q = CTC, ahol
p=rang Q.

5.2. Feltétel. Az (A, C') par teljesen megfigyelhets olyan C' € RP*™ matrixszal,
amelyre Q = CTC, és rang Q = rang C = p.

5.6. TETEL. (FOLYTONOS IDEJU FELADAT). Tegyiik fel, hogy az (5.12),
(5.14) feladatban szerepld mdtrizokra a megfogalmazdsban szerepld kikitése-
ken tilmenden az 5.1. és 5.2. Feltétel is teljesil. Ekkor az

ATP+ PA+ Q- PBR'B'P=0 (5.16)

(folytonos idejti) algebrai Riccati-egyenletnek [étezik egyetlen pozitiv definit
szimmetrikus P megolddsa. Az (5.12), (5.14) feladatnak van sima megolddsa,

V() = 2" Px (5.17)

a Bellman fiigguény, a
k(z)=—-R'B"Px (5.18)

fiigguénnyel meghatdrozott, xy-bol indulo visszacsatolt vezérlés az eqyértelma-
en meghatdrozott optimdlis vezérlés. Az eredményiil kapott

& (t) = (A— BK)z (t) (5.19)

visszacsatolt rendszer a K := R~'BT P mdtrizszal aszimptotikusan stabilis.

5.2. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tétel allitasa csak az (5.16)
pozitiv definit megoldéasanak egyértelmiiségét (és létezését) mondja ki;
az (5.16)-nak lehet mas megoldasa is, de az nem pozitiv definit.

Bizonyitds. A bizonyitas két {6 1épésbdl all. Az elsd 1épés gondolatmenete
hasonl6 az 5.4. Tétel bizonyitasahoz, mig a masodik 1épés lényegében lemmak
egy sorozatabol all.

1. Tegyiik fel, hogy az (5.16) algebrai Riccati-egyenletnek létezik szimmet-
rikus pozitiv definit P megoldasa, és az (5.18) képlettel meghatéarozott

Gyurkovics Eva, BME tankonyvtar.math.bme.hu



158

Optimalis irdanyitasok

visszacsatolas eredményeként kapott (5.19) zart rendszer aszimptotiku-
san stabilis. Legyen u* az xy-bol kiinduld visszacsatolt vezérlés, vagyis
K = R7'BTP jeloléssel

z(t)=(A—BK)z(t), x(0)=uzg (5.20)
" u* (t) = —Kuz(t). (5.21)
Lassuk be, hogy ekkor
J(zo,u*(.)) = 23 Pxo < J(z0,u(.)),

barmely megengedett u(.) vezérlés esetén. Legyen (£%.), u*(.)) az (5.20),
(5.21) megoldasaként kapott folyamat, és vegyik a t € [0,00) —
V(&*(t)) fuggvényt! Ez a fliggvény a definicioja folytan differencial-
hato, és

V(€ (1) = Val& (1)) (A = BK)E(t) =

&) (A= BK)'P+ P(A - BK))¢'(t) =
=& )" (ATP+ PA— K"BT"P — PBK)¢*(t) =
= —f*(t)TQf (t) — u*(t)" Ru*(t).

Integraljuk mindkét oldalt 0-t6l t-ig:

|| &I&

t

V(E(D) - Viwe) = — / (€ ()T QE* (1) + u* (8) Ru (1)) dt.

0

Minthogy a feltevés értelmében £*(¢) — 0, ha t — oo, ezért V(£*(t)) —
0 is igaz, ha t — oo. igy az el6z6 egyenlGségben a jobb oldalon all6
improprius integrél is konvergens, és J(xo, u*(.))-hoz tart. Igy at — oo
hataratmenettel azt kapjuk, hogy

V(xo) = J (o, u™(.)).

Legyen most u(.) egy tetszéleges megengedett vezérlés, és legyen &(.)
a neki megfeleld, xy kezd6ponthoz tartozoé trajektoria. Végezziik el az
alabbi szamolast!

CV(E() = € (ATP + PAYE() + 2u(t)" BT PE(r)

(1) QE(t) £ u(t) Ru(t).
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A jobb oldalon szerepls alabbi két tagra teljes négyzetté kiegészitéssel
azt kapjuk, hogy

u(t)” Ru(t) + 2u(t)" BT PE(t) =
= (u(t) + R™'BTPE¢() R (u(t) + R BT PE(t))—
— &) PBR'BTPE(L). (5.22)

Ezt visszahelyettesitjiik a £V ((¢))-re kapott egyenldségbe, majd fel-
hasznaljuk, hogy P kielégiti az (5.16) algebrai Riccati-egyenletet, igy
azt kapjuk, hogy

Ly (e(t) = =€) Qe(t) — u(t) Rult) +

dt
+(u(t) + RT'BTPE(t)) " R(u(t) + R BT PE(t)).
Itt az utolsé tag pozitiv, ha u(t) # R™'BT PE(t), ezért

d

V(1) = —€)TQE(t) — u()" Rult),

és az egyenlGtlenség szigori a fenti esetben. Integraljuk mindkét oldalt
0-tol t-ig:

wam—vwmz—/@@%x@+uwWM@Mt

Mivel u(.) megengedett vezérlés, ¢ — oo esetén £(t) — 0, ezért a fenti
egyenl6tlenség atrendezésével és t — oo hataratmenettel azt kapjuk,
hogy

V(o) < J(zo,ul.)).

Ezzel a bizonyitas elss részét befejeztiik.
2. Annak belatasahoz, hogy az (5.16) algebrai Riccati-egyenletnek létezik
egyetlen pozitiv definit P megoldasa, és az (5.18) képlettel meghatéro-

zott visszacsatolas eredményeként kapott (5.19) zart rendszer aszimp-
totikusan stabilis, sziikségilink lesz néhany lemmara.
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5.1. LEMMA. Tegyik fel, hogy a szimmetrikus és pozitiv szemidefinit () =
CTC madtrizra teljesiil az 5.2. Feltétel. Ekkor az

ATP+ PA=—-Q (5.23)

ugynevezett algebrai Ljapunov egyenlet P szimmetrikus megolddsa akkor és
csak akkor pozitiv definit, ha az A stabilis mdtriz. Ha A stabilis mdtrixz, akkor
az (5.23) P megolddsa egyértelmd barmely szimmetrikus Q) mdtric esetén.

Bizonyitds. Elegenddség Legyen P egy olyan szimmetrikus matrix, amelyre
AP+ PA=0. (5.24)
Ekkor az S(t) = e!4” Pe!4 matrixra érvényes a
d
S(t) = e (ATP + PA)e = 0
azonossag. Ebbdl kovetkezik, hogy S(t) konstans, mivel pedig S(0) = P,
ez azt jelenti, hogy S(t) = P. Ha A stabilis matrix, akkor S értelmezése
miatt S(t) — 0, ha t — oo, igy P = 0. A szimmetrikus méatrixok koré-
ben az (5.24) sszefliggés n(n + 1)/2 homogén linearis egyenletet jelent a P
méatrix n(n + 1)/2 ismeretlen elemére vonatkozoan (itt n(n — 1)/2 egyen-
let a szimmetria miatt kétszer szerepel). Ebbgl kovetkezik (lasd [1]), hogy
az (5.23) inhomogén linearis egyenletrendszernek létezik egyértelmi megol-
dasa a szimmetrikus matrixok korében. Ezt a megoldast explicit médon fel

tudjuk frni:

P = /etATQetAdt.

0
Az itt megadott P matrix valéban megoldas, mert

ATP 4+ PA = / e ATQ + QA dt =
0

= /i[etATQetA]dt = lim "4 Qe — Q = —Q.
dt t1—00
0

Lassuk be, hogy P pozitiv definit! Legyen t; > 0, z € R", x # 0 tetszsleges.
Ekkor

00 t o
TPy — / AT Qe Ayt — / ot e dt + / ot dt.
0 0 t1
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A jobb oldalon az els6 tag nem méas, mint 27 M (0, ¢, )z, ahol M (0,t;) a meg-
figyelhetSségi Gram-matrix, ami az (A, C) teljes megfigyelhet&sége miatt po-
zitiv definit, a masodik tag pedig biztosan nem negativ, tehat 7Pz > 0
teljesiil minden = # 0 vektorra.

Sziikségesség Tegyiik fel, hogy a P szimmetrikus pozitiv definit matrix
kielégiti az (5.23) egyenletet. Tekintsiik a

V(z) = 2" Px

Ljapunov fiiggvényt az x(t) = Axz(t) differencidlegyenlethez. Ennek a diffe-
rencidlegyenlet megoldésa mentén vett derivaltja

d%V(m(t)) = 2l [ATP 4 PAleH 'z = — HC’etAxOHQ <0.

A megfigyelhetGség feltételébsl kovetkezik, hogy zo # 0 esetén ez nem le-
het azonosan zérus egyetlen pozitiv hosszusigu intervallumon sem. Az 5.1.
Megjegyzés értelmében ebbdl kovetkezik, hogy A stabilis matrix. [

5.2. LEMMA. Legyenek az A, B,C, R mdtrizok a kordbbiakkal megegyezd je-
lentéstiek, mikozben az R > 0, az (A, C) pdr teljesen megfigyelhetd, és tegyiik
fel, hogy a K, P, S madtrizok kielégitik az alabbi feltételeket:

(i) P € R™" szimmetrikus, S € R™™ szimmetrikus és pozitiv szemidefinit
mdtrizok, valamint K € R™*"™ madtriz;

(i1) fenndll az
(A-BK)" P+ P(A—-BK)=—(KTRK+CTC+5) (5.25)
egyenlet.

Ekkor az (A — BK) mdtriz akkor és csak akkor stabilis mdtriz, ha P pozitiv
definit és ezesetben P az (5.25) egyenletnek egyértelmd megolddsa.

Bizonyitds. Az (5.25) egyenlet jobb oldalan egy szimmetrikus és pozitiv sze-
midefinit matrix (—1)-szerese all, ezért az CTC alakban faktorizalhato. Ha
belatjuk, hogy feltételeink mellett (A — BK, 5’) teljesen megfigyelhets, ak-

kor az 5.1. Lemmé&bol kovetkezik az allitdsunk. Az S > 0, R > 0 felté-
telekbdl kivetkezik, hogy ezek a matrixok S = STS;, R = RTR; alakban
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faktorizalhatok és det (Ry) # 0. Ezt felhasznalva kozvetlentl igazolhato, hogy

o R K
K"RK" +CTC+8=0"C = (K'RY s ¢™) | 5
C

Ezutan indukcios meggondolédssal bebizonyithato, hogy ha
rang (CT, A™CT, ..., AT ("*1)CT) = n,
akkor

rang (5T, (A— BK)'CT, .. (A— BK)" "7V 5T> -

ahol CT = (KTRT,ST,CT). O

5.3. LEMMA. Tegyiik fel, hogy az (A,C) pdr teljesen megfigyelhets. Ekkor
az (5.16) algebrai Riccati-egyenlet barmely P megolddsa invertdlhato.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy van olyan & € R", £ # 0, hogy P¢ = 0. Szoroz-
zuk meg az (5.16) mindkét oldalat balrol £7-vel, jobbrol pedig -vel, ekkor azt
kapjuk, hogy ££CTCE = 0, ami azt jelenti, hogy C¢ = 0. Ha most (5.16)-ot
jobbrol szorozzuk &-vel, azt kapjuk, hogy PA¢ = 0. Az el6bbi megfontola-
sokat megismételve ¢ helyett A&-vel, megallapithatjuk, hogy CA¢ = 0, és
PA2%¢ = 0. Folytatva ezt az eljarast, belatjuk, hogy a P& = 0 sszefiiggésbol
az kovetkezik, hogy C¢ =0, CAE =0, ..., CA" 1€ = 0, vagyis

T (CT, ATCT, ., (AT)ICT) = 0.

Ez azt jelenti, hogy a zardjelben all6 métrix sorai linearisan Osszefiiggsk,
ami a jol ismert Kalman-feltétel értelmében ellentmond az (A, C) par teljes
megfigyelhetSségének (lasd a 2.3. Kovetkezményt). Ezért a PE = 0 egyenlet
csak a & = 0 vektorra teljesiilhet, tehat P invertalhato. [J

5.4.  LEMMA. Tegyiik fel, hogy az (A,C) pdr teljesen megfigyelhetd, P
az (5.16) algebrai Riccati-egyenlet szimmetrikus megolddsa, és legyen K =
R'BTP. Fkkor az A— BK akkor és csak akkor stabilis mdtriz, ha P pozitiv
definit.
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Bizonyitds. Ha P és K a lemméban megadottak, akkor

(A- BK)'P+ P(A— BK)=A"P+ PA— PBR'B"P - PBK =
= Q- K'RK,

ezért S = 0 szereposztassal alkalmazhato az 5.3. Lemma. [

Az (5.16) algebrai Riccati-egyenlet szimmetrikus és pozitiv definit meg-
oldasédnak létezését konstruktiv tton bizonyitjuk: megadunk egy iteracios
eljarast, amelyrdl megmutatjuk, hogy az (5.16) megkivant tulajdonsagi meg-
oldaséhoz konvergal. Tegyiik fel, hogy az (A, B) par stabilizdlhato. Az elbbi
bizonyitasban lattuk, hogy (5.16) ekvivalens a kovetkezd egyenlettel:

K =R 'BTP,
{(A— BK)'P+ P(A— BK)=-Q — KTRK.
Algoritmus. (Kleinmann-féle iterdcids algoritmus).
0. lépés Vélasszuk meg a K; matrixot ugy, hogy A — BK; stabilis méatrix
legyen. (Az (A, B) par stabilizalhatosaga miatt ez lehetséges.)
i. lépés Ha ismerlink egy K; métrixot, amelyre A — BK; stabilis matrix,
akkor keressiik meg azt a P; szimmetrikus matrixot, amelyre

(A— BEK;)" P, + P(A - BK;) = —Q — K{ RK;, (5.26)

és definialjuk a K;,; matrixot a

Ky =R 'BTP, (5.27)
egyenléséggel.
Ennek az iteracionak az eredményeként egy Ky, Ko, ... ésegy P, P, ...

maétrixsorozatot kapunk, feltéve, hogy az eljaréds minden lépése végrehajtha-
0.

5.5. LEMMA. Tegyiik fel, hogy teljesiil az 5.1. €s 5.2. Feltétel. Ekkor a Klein-
mann iterdcio jol definidlt abban az értelemben, hogy az (5.26) egyenletrend-
szernek minden lépésben létezik egyetlen szimmetrikus megolddsa, ami pozitiv
definit, és az (5.27) egyenldséggel definidlt Ky olyan, hogy az (A — BKii1)
stabilis matrix.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az i-dik lépés kezdetén az (A — BK;) stabi-
lis matrix. (Ez az ¢ = 1 esetén igaz.) Az 5.2. Lemmabol kovetkezSen
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az (5.27) egyenletrendszernek létezik szimmetrikus pozitiv definit megolda-
sa, és az egyértelmd. Azt kell csak belatni, hogy az (5.27) egyenlGséggel
definialt K; ; esetén az (A — BK, 1) ismét stabilis matrix lesz. Viszont

(A— BK2‘+1)TPz‘ + Pi(A— BK;1) =

= (A— BK;)"P;+ P,(A— BK;) + (K; — Kip1)"B" P+ P,B(K; — K1) =
=—Q - KiTRKz‘ — (K1 — Ki>TRKi+1 - K£1R(Ki+1 - K;) =

=—Q — (Kit1 — K)"R(Ki1 — K;) — K, \RKj41,

fgy ismét az 5.2. Lemmat alkalmazhatjuk, S = (K; 11— K;)T R(K;11—K;) sze-

reposztassal: ennek értelmében a P; pozitiv definitségébdl kovetkezik, hogy
A — BK;,, stabilis méatrix. [J

5.6. LEMMA. Tegyiik fel, hogy teljesil az (5.1.) és (5.2.) Feltétel. Ekkor
tetszdleges olyan K, esetén, ami eleget tesz a 0. lépés kovetelményeinek, a
{K;} és {P;} sorozatok konvergensek, mégpedig K; — K, P, — P, hai —
00, ahol P pozitiv definit, szimmetrikus, és eleget tesz az (5.16) egyenletnek,
az (A — BK) pedig stabilis mdtrix.

Bizonyitds. Tekintsiik az (5.26) egyenletet i helyett (i + 1)-re:
(A= BK;11)"Piy1 — Py (A= BKi 1) = —=Q — K[\ | RK 1.

Szorozzuk meg ezt az egyenletet (—\)-val, és adjuk hozza az el6z6 bizonyi-
tasban kapott

(A— BKz'Jrl)TPi + Pi(A— BK;1) =
= —Q — (Kiyy — K)"R(Ki1 — K;) — K[, ,RK 1y
egyenlethez. Vezessiik be az R = (1 = MR, Q = (1 — M@ jeloléseket,

amelyek \ < 1 esetén ugyanolyan tulajdonsagiak, mint az R, illetve a (). Az
eredményiil kapott

(A= BEKix1)" (P = APi1) + (P = AP )(A = BKip1) =
=—Q - K£1RKi+1 - (Ki—i—l - Ki)TR(Ki—i-l - Ki)

egyenlGséghdl az 5.2. Lemma alkalmazasaval most azt allapithatjuk meg,
hogy a P; — AP;;; matrix pozitiv definit minden (A < 1)-re. Ebbsl A — 1
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hatardtmenettel az kovetkezik, hogy a P; — P, matrix pozitiv szemidefinit,
tehat
2 P > $TH+1$ > 0.
Specidlisan, az = = e, (e € R" a k-adik egységvektor, k = 1,...,n) va-
. o
lasztéssal ez azt jelenti, hogy a {p,(;,z} sorozat monoton nem ndg, és alulrol

korlatos, tehat a P; f6diagonalisiban all6 elemek konvergensek. Mésrészt, ha
r=ep+e, (k#1, k,l=1,..,n), akkor a fenti relaci6 megfelel a

7 7 1 +1 1+1 +1
pi 20 + o) > plY 2+ p Y > 0

Osszefiiggésnek, amibdl - a { pg,g} , {pl(;)} konvergenciajat is figyelembe véve -

kovetkezik a { pffl)} sorozat konvergencidja. tehat a {P;};-, matrixsorozat,
i=1

és vele egyiitt a { K;};~ | matrixsorozat is konvergens. Legyen a hatarérték P,
illetve K. Vilagos, hogy P szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, és a (P, K)
par eleget tesz az (5.16) algebrai Riccati-egyenletnek. Az 5.3. Lemma szerint
a P invertalhato, tehat pozitiv definit is. Végiil az 5.4. Lemmabol kovetkezik,
hogy az (A — BK) stabilis matrix. [J

A diszkrét ideji feladat megoldésat az alabbi tétel adja, amelyet nem
bizonyitunk.

5.7. TETEL. (DISZKRET IDEJU FELADAT). Tegytk fel, hogy az (5.13), (5.15)
feladatban szerepld mdtrizokra a feladat megfogalmazasaban szerepld kikoté-
seken tiulmenden az 5.1. és 5.2. Feltétel is teljesil. Ekkor az

ATPA—P+Q—A"PB(B"PB+R)" BTPA=0

(diszkrét idejii) algebrai Riccati-egyenletnek létezik egyetlen pozitiv definit
szimmetrikus P megolddsa. Az (5.13), (5.15) feladatra

V(z) = z' Pz
a Bellman fiigguény, a
k(z)=— (BTPB+R)" BTPAz

fligguénnyel meghatdrozott, (0,xq)-bdl induld visszacsatolt vezérlés az egqyér-
telmien meghatdrozott optimadlis vezérlés. Az eredményil kapott

z(t+1) = (A— BK)z(t)

visszacsatolt rendszer a K = (BTPB + R)fl BT PA madtrizszal aszimptoti-
kusan stabilis.
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5.4. A csiuszo idShorizont modszer

»Model predictive control is the only advanced control technology that has
made substantial impact on industrial control problems.”

D.Q. Mayne, European J. Control, 2001

Ebben a pontban egy rovid attekintést adunk egy, rendszerek stabiliza-
lasara szolgalé modszerrdl, ami kb. az utolsé 20 évben alakult ki, és napja-
inkban is intenziv kutatas targya. Ezt a médszert szokéds cstsz6 idShorizont
modszernek vagy ,;model pedictive control™ak is nevezni. Az elézGekben 1at-
tuk, hogy egy végtelen idShorizonton tekintett megfelel6 optimalis irdnyitési
feladat megoldasa lehetGséget ad stabilizald visszacsatolas kiszamitasara. A
gyakorlati megvalosités soran azonban tobb nehézség is felmeriilhet:

Nemlinearis rendszerek esetén a stacionarius HJB egyenletet kellett meg-
oldani, ami egy nemlineéris parcialis differencidlegyenlet. Ennek megoldasa
(még kozelité numerikus eljarassal is) nehéz, s6t a sima megoldas létezése is
problematikus.

Lineéaris idGinvarians rendszerek esetén az L(Q) feladat megoldasa teljesen
rutin jellegt, ha az Y = R™, de nem alkalmazhato, ha U valoédi részhalmaza
R™-nek. A nehézségek fokozottan jelentkeznek, ha a rendszer nemlinearis, és
X C R", U C R™ valodi részhalmazok. A csiisz6 id6horizont modszer annak
koszonheti széleskort alkalmazaséat, hogy képes az allapotra és a vezérlésre
vonatkozo6 korlatozéasok kezelésére, ami a gyakorlatban nagyon fontos.

Gyakorlati alkalmazéis szempontjabol szintén nehezebb a dolgunk, ha a
rendszer linearis ugyan, de az egyiitthatok id6tsl fliggsek.

A cstiszo6 idShorizont modszer (erre az NMPC bettiszoval szoktak hivat-
kozni, ami a Nonlinear Model Predictiv Control réviditése) lényege abban &ll,
hogy egy darab végtelen idGintervallumon tekintett optimalizalési feladat he-
lyett véges idGintervallumon tekintett optimalizalasi feladatok egy sorozatdt
oldjuk meg.

Az alapgondolathoz az otletet az ,emberi szinjaték” adja, amelynek sze-
repléi a kovetkezdk:

- cél,

- korlatok,

- el6re megtervezett optimalis stratégia,

- tervezési id6horizont (7)),

- 1épéskoz, mielstt a dolgokat feliilvizsgalnank, vagyis egy kontroll hori-
zont (T.).

Fogalmazzuk ezt meg matematikai terminologiaval!
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Tekintsiik az alabbi rendszert:
z(t) = f(z(t),u(t)), =(0)=mz, ¢t€][0,00)CR (5.28)
vagy
z(t+1) = f(z(t),u(t), =)=z, t€[0,00)NZ (5.29)
ahol f : R™ x R™ — R™ &s f(0,0) = 0.
z(t)e X, wu(t)eld, t=>0, (5.30)

OewmtX, 0e€intl.

Itt int) az Y bels6 pontjainak halmazat jeloli.

A korabbiakhoz hasonloan az (5.28) vagy (5.29) egyenlet egy adott u(.)
megengedett vezérléshez és z(ty) = xo kezdeti feltételhez tartozo megoldasat
jelolje &(.) = x(.; to, ¥, u). Tekintsiik a

J(to, tl, u, .CE()) = G(f(tl)) + Q(to, tLU, $0), (531)

Q(to, tL'LL, .1'0) = / fo (€<t>, U (t)) dt (532)
o

Q to, tl u, [L’O Z f() (533)

célfiiggvényt, ahol
fo:RnXRmHR+, G:RnHR+’

f0(0,0) =0, G(0) = 0, tovabba van olyan ay € K, hogy fo(z,u) > a;i(||z])
minden (z,u) # (0, 0) esetén (ez a kikotés enyhithetd), és az sszes eléfordulo
fiiggvények elegendGen simék. Legyen M = &y C R" adott halmaz, amelyre
0 € &}, és vegylik hozza a feladat kittizéséhez a

{(t1) € Xy (5.34)

végéllapotra vonatkozo korlatozast.

Hivatkozzunk P (to,t1, ) problémaként a J célfiiggvény (5.28), illetve
(5.29), valamint (5.30) és (5.34) feltételek melletti minimalizalasanak felada-
tara.

A cstisz6 idShorizont modszer esetén ilyen feladatok sorozatét fogjuk meg-
oldani a kovetkezd modon.
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Valasszunk egy T;, tervezési id6horizontot és 1. lépéskozt.
Legyen t az aktualis id6pont, T = x(¢) az aktualis allapot.
Megoldandé a P(t,t + 1,,T) probléma.

Tegyiik fel, hogy megoldasként az u* : [t,t +T,] — U
optimalis vezérlést kapjuk.

Alkalmazzuk a [t,t + T.) intervallumon az u*(.) vezérlést.
Az eredmény: z*(t 4+ T,;t, 7, u*) = (t + T.)
Ismételjiik meg az eljarast T = £*(t + T..) kezdgallapottal.

Az algoritmust sematikusan az 5.3 dbra szemlélteti.

~Y

¢ aktudlis idSpont 1 +T, aktudlis idSpont

5.3. abra. Cstisz6 id6horizont modszer sémaja

Minthogy a P(¢,t 4+ T,,T) probléma idSinvarians, helyette minden egyes
t iddpillanatban tekinthetjiik a P(0, T, Z) problémét. Eszrevessziik azt is,
hogy u*(.) fligg az x(t)-tol, igy az alkalmazott vezérlés (tdgabb értelemben)
egy visszacsatolt vezérlés.

Ahhoz, hogy ez az eljaras olyan rendszert eredményezzen, ami (legalabb
lokélisan) aszimptotikusan stabilis az origo koriil (réviden (LAS)), a feladat
paraméterei nem valaszthatok akarhogy. Mit tudunk befolyasolni? A T), és
T. id6tartamok mellett a

X} - végallapot korlatozast,
G - megvalaszthato fliggvényt,
fo - megvalaszthato fliggvényt.
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A valasztéastol fliggéen a csiisz6 id6horizont modszer kiilonbozs valtozataihoz
jutunk.

Ismerkedjiink meg elGszor a diszkrét idej esetre a modszer egy valtoza-
taval!

Bolza-tipusi cstisz6 id6horizont médszer diszkrét idejl rendszerek-
re

Foglalkozzunk az (5.29) és az (5.31), (5.33) Osszefiiggésekkel meghatarozott
feladattal.

Valasszuk a T, = 1 értéket a kontroll horizontnak és a 7, = T' € N
egész szamot tervezési horizontnak. A rogzitett 7> 0 mellett a ¢ aktualis
idépillanatban az T = z(t) allapotra megoldjuk a

P(0,T,7)

problémat, amelynek a megoldasara a kovetkezd jelolést alkalmazzuk: u*(.) =
u(.;T); legyen
uw(t) =a(0;7) e o(T) =u(0;T).

Eredményiil kapjuk az
z(t+1) = fx(t),v(z(t))), teN (5.35)

zéart rendszert. Az fy fiiggvényre tett kikotéesbdl kovetkezik, hogy v(0) = 0,
igy az origo6 az (5.35) egyensulyi helyzete.

A feladat megfogalmazéasaban szerepld kikotéseken tilmenden elvarjuk az
alabbi feltételek teljesiilését.

5.3. Feltétel. Létezik olyan 1 > 0, hogy
G,={reR": Gx) <n}CAX,
és minden = € G, esetén van olyan k(z) € U, hogy
G(z) = folw, k(x)) + G(f(z, 5(x))).
Valasszuk a végallapotok korlatozo halmazat
Xy =Gy
Osszefliggés szerint!

5.3. Megjegyzés. Az 5.3. Feltétel miatt a Xy = G, halmaz pozitivan invarians,
hiszen ha =z € G,, akkor f(z,x(z)) € G,, mivel fo(z,x(x)) > 0 minden
x € G,-ra teljesiil.
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5.5. DEFINICIO. A [t1,t) intervallumon az x allapothoz eredményes vezérlések
halmazat az alabbi egyenlGséggel értelmezziik:

Ao(ty, o, 1) = {u(.) : u(i) €U, £G) € X, s E(t2) € Gy}

Jelolje N(T) a
N(T)={zxeX: A(0,T,z) # 2}

halmazt. Az 5.3. Megjegyzés alapjan vilagos, hogy N(T) D G,,.

5.4. Feltétel. Minden x € N(T') kezdGallapot esetén a P(0, T, x) probléemanak
létezik egyetlen a(., z) megoldasa, ésa V(z) = J(0,T, z, 1) fliggvényhez létezik
egy olyan as € Ko, hogy V() < as(]|z]]).

5.8. TETEL. Tegyiik fel, hogy az 5.3. és 5.4. Feltétel teljesiil. Ekkor az (5.85)
egyenlet x(t) = 0 megolddsa lokdlisan aszimptotikusan stabilis egy olyan A
attraktivitdsi tartomdnnyal, amelyre A D N(T') D G,,.

Bizonyitds. Lassuk be elészor, hogy az N(T') halmaz pozitivan invarians.
Legyen x € N(T), és {u(0,x),...,a(T —1,2)} a megfelel§ optiméalis vezér-
léssorozat, £(.) a megfelels optimalis trajektoria. Mivel v(z) = (0, ), az
£(1) = f(z,v(x)) egyenlség is igaz. Mivel pedig £(T) € G, és az 5.3. Felté-
tel teljestil, az u(.) vezérlés, amelyet az u(t) = u(t+1,x), hat =0,...,T — 2,
és a(T —1) = K(E(T)) osszefiiggések definialnak, eredményes lesz, tehat
e A(0,T,&(1)), igy fx,v(x)) € N(T).

Mutassuk meg, hogy a 1% fiiggvény eleget tesz az 5.3. Tétel (b) feltéte-
lének. Mivel V(z) = J(0,T,z,0) > fo(x,a(0,z)) > ay(||z]), az (5.4) bal
oldali egyenlGtlensége teljesiil. Az 5.4. Feltételben kikotottiik a jobb oldali
egyenlGtlenség teljesiilését is, igy csak azt kell belatni, hogy egy alkalmas
as € K fiiggvénnyel a

A

V(f(z,v(x)) = V() < as(|z]]) (5.36)
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~

egyenldség is teljesiil. Mivel @ € A.(0,7,£(1)), ezért

~

V(f(x,v(z))) < J(OyT, (1), a(.) =
f (£ +1),a(i + 1,2)) + fol

pAag
=3
2
Iy
—~~
=
_l’_

Atrendezve és felhasznélva az 5.3. Feltételt (z helyett ¢ (T')-re), azt kapjuk,
hogy ) )

V(f(xv U(ZE)) - V(I) < _f()(xa lAL(O, l‘)),
amibdl lathato, hogy a3 = oy valasztassal az (5.36) teljesiil. Ez azt jelenti,
hogy V' Lyapunov fiiggvény xt = f(z,v(z))-re egy A D N(T) tartoma-
nyon. [

Bolza-tipusii cstiszé6 id6horizont moédszer folytonos ideji rendsze-
rekre

Foglalkozzunk az (5.28) és az (5.31), (5.32) 6sszefliggések altal meghatéarozott
feladattal.

Valasszuk a T, = 0 értéket a kontroll horizontnak. Ez annak az idealizalt
esetnek felel meg, amikor minden egyes idépillatban Gjra kiszamoljuk az opti-
malis vezérlést és annak a kezdé idépillanathoz tartozo értékét alkalmazzuk.
AT,=T € R szamot pedig tekintsiik a tervezési horizontnak. A rogzitett
T >0 mellett a t aktuélis id6pillanatban az T = x(t) allapotra megoldjuk
a

P(0,T,7)

probléméat, amelynek a megoldasara a kovetkezg jelolést alkalmazzuk:
u*(.) = u(.;T); legyen

uw(t) =u(0;7) eés  o(T) =u(0;T).
Eredményiil kapjuk az
z(t) = f(z(t), v(z(t))) (5.37)

zart rendszert. Az fy-ra tett kikotésbol most is kovetkezik, hogy az origo
az (5.37) egyensilyi helyzete.
A G, fyés f fliggvényekrdl feltessziik, hogy kielégitik az alabbi feltételt.
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5.5. Feltétel. Létezik olyan n > 0, hogy
G,={reR": G(z) <n} CAX,
és minden = € G, esetén van olyan k(x) € U , hogy

0> {folz, () + VG(2)f (2, k(x))} -

Vélasszuk a végéllapotok korlatozoé halmazat Xy = G, Osszefiiggés szerint!

5.6. DEFINICIO. A [t1,t2) intervallumon az x allapothoz eredményes vezérlések
halmazat az alabbi egyenl6séggel értelmezziik:

Aty to,x) ={u(.) : u(t) €U, £(t) € X, és {(ta) € Gy}

Jelolje N(T) a
N(T)={zreX: A(0,T,z) # 2}

halmazt.

5.6. Feltétel. Minden = € N(T) esetén a P(0, T, z) problémanak létezik egyet-
len (., x) optimalis megoldasa, a probléema V : [0, 7] x N(T) — R Bellman
fliggvénye folytonosan differencialhaté, az (., x) jobbrdl folytonos a ¢ = 0-ban
és u(0, .) szintén folytonos.

5.9. TETEL. Tegyiik fel, hogy az 5.5.-5.6. Feltételek teljestilnek. FEkkor az
(5.37) egyenlet x(t) = 0 megolddsa lokdlisan aszimptotikusan stabilis egy
olyan A attraktivitdsi tartomdnnyal, amelyre egy alkalmas ' > 0-val A D

{z: V(0,z) <n'} DG,

5.4. Megjegyzés. Globalis aszimptoikus stabilitas biztositasa is lehetséges to-
vabbi feltételek kikotésével.

5.5. Megjegyzés. A modszernek szamos kiillonbozd véaltozata 1étezik, amelyek
az optimalizalasi feladat adatainak megvalasztéasaban kiilonboznek.
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5.5. Mintavételezett rendszerek

Mintavételezett rendszerek vizsgalatat az indokolja, hogy a vezérlések kiszé-
mitasa és implementélasa az esetek igen nagy részében szamitogép alkalma-
zasaval torténik. Ilyenkor a valosagos folytonos ideji rendszerre tipikusan
egy diszkrét ideji visszacsatolasi algoritmust alkalmazunk. Ha egy folyto-
nos idejt rendszerre diszkrét idejid kornyezetben miikodé digitalis vezérlést
alkamazunk, akkor mintavételezett irdnyitasi rendszerrél beszélhetiink. Ilyen
rendszerek altaldnos sémajat mutatja be az 5.4 abra. Ezen az abran a fo-
lyamat outputja az y(t) folytonos ideji jel. Ezt a jelet egy (A/D) analog-
digitalis konverter alakitja at digitalis jellé a ¢, mintavételezési id6pontban.
Az irdnyitasi algoritmus az {y(tx)} atalakitott jelbdl kiszamitja a megfelels
{u(ty)} vezérlést, amelyet egy (D/A) digitalis-analog konverter alakit folyto-
nos idejt jellé. Ennek legegyszertibb modja az, hogy a vezérlést konstansnak
tartja a konverzios idépontok kozott. Igy azt mondhatjuk, hogy a minta-
vételezési id6pontok kozott a rendszer program szerinti (vagyis open-loop)
vezérléssel miikodik, hiszen a vezérlés konstans lévén, fliggetlen az éppen
aktualis y(t) jelt6l. A szamitogép szekvencidlisan dolgozza fel a beérkezd
jeleket. Természetesen minden egyes mivelet bizonyos idét igényel, amit a
tervezésnél tekintetbe kell venni.

Szamitogép

—{y(t)} Y {ut,)} —
............. > Algoritmus vy DIA

A4
Pl
O

Folyamat —

v

5.4. dbra. Mintavételezett rendszerek altalanos konfiguréacioja.

Jelolje
D=t <t <..<tp<..

mintavételezési id6pontokat, ahol feltételezziik, hogy egy 7. > 0 adott érték-
kel t;, = k7., és tekintsiik az

u(t) =u, ha te€ [tk,tk+1>, (/{Z =0,1, )
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vezérlést.

Az wy, kiszamitasara tobbféle modszer ismeretes.

a.)

Emulacié. Egyik lehetGség az, hogy a folytonos ideji modell alapjan
folytonos idejti visszacsatolast terveziink, amelyet a diszkrét idépontok-
ban végrehajtott mérések alapjan kiértékeliink. A modszer sikerességé-
nek alapvetd feltétele, hogy a 7. mintavételezési periodust tetszélegesen
kicsinek tudjuk valasztani. Ebbdl ered a modszer egyik hatrénya: a
hardverfeltételek gyakran nem teszik lehet6vé, hogy a 7.-t elegendGen
kicsinek véalaszthassuk, ami a stabilitas elvesztéséhez vezethet. Tovabbi
problémat okozhat, hogy egy nemlinearis modell esetén a pontos meg-
oldast nem ismerjiik, igy a kozelités hibdja olyan perturbéciot okoz,
amire mar a tervezésnek tekintettel kell lennie.

Direkt diszkrét idejii tervezés. A masik lehetGség digitalis vezér-
lések tervezésére a folytonos idejii folyamatnak diszkrét ideji modellel
torténd helyettesitése. A tapasztalat azt mutatja, hogy a diszkrét idejd
modell direkt alkalmazéasa a vezérlés tervezésénél gyakran jobb ered-
ményt szolgaltat, mint az emulacié. Ennek a modszernek is hatranya
azonban, hogy nem veszi tekintetbe a valos folytonos idejt folyamat és
a diszkrét ideji modell kozotti kiillonbséget.

Diszkrét idejti tervezés kozelits diszkrét idejii modell alapjan.
Nemlinearis rendszerek esetén a pontos diszkrét idejid modell kisza-
mitasahoz egy kozonséges differencidlegyenlethez tartozo kezdetiérték
feladatot kell analitikusan megoldani, ami az esetek donté tobbségé-
ben nem lehetséges. Helyette valamilyen kozelité modszer segitségével
tudunk egy kozelité megoldast megkeresni. Az ilyen kozelité modsze-
rekkel szemben alapvetd kdvetelmény, hogy a szamitasi raforditas néve-
lésével a pontos megoldashoz konvergald kozelitéseket kapjunk. Ezzel
a tulajdonsaggal a gyakorlatban alkalmazott modszerek rendelkeznek.
El6fordulhat azonban, hogy egy konvergens numerikus médszerrel szar-
maztatott kozelité diszkrét idejii modellhez kiszamitott stabilizald ve-
zérlés az eredeti, folytonos idejd modellt destabilizalja. Miel6tt ennek
pontosabb kifejtésére ratérnénk, beszéljiink egy keveset a kozonséges
differencialegyenletek (KDE) kezdetiértékfeladatainak numerikus meg-
oldasarol.
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5.5.1. KDE kezdetiérték feladatainak numerikus megol-
dasa
Tekintsiik az
z(t) = f(t,x(t), z(to) =w0, tE[o,T], [:RxR"—=R" (538)

feladatot, és legyen ty < t; < ... <ty =T a [to, T| intervallum egy egyenletes
felosztésa, vagyis legyen h = T];[to, és t; = to+ih. Az (5.38) kozelité numeri-
kus megoldasa alatt egy olyan {yi}i]\i(] vektorsorozatot értiink, amelytél azt
varjuk, hogy az x(t;) — y; hiba kicsi legyen. Hogyan lehet ilyen y; értékeket
kiszamitani? A legegyszeriibb Otletet az adja, hogy a differencialhanyadost
egy differenciahanyadossal kozelitjiik:

x(ti+1)h— x(ti) ~x(t;) = f(ti, z(t;)).

Ha itt a kozelité egyenldség helyett egyenléséget, x(t;) helyett pedig y;-t
vesziink, atrendezéssel maris eljutunk a jol ismert explicit Euler modszer
képletéhez:

Yirr = Yi + hf(ti, yi)-
Mivel z(tg) = xo adott, yo = zo kiindulassal a fenti képlet megadja az
Y1, Y2, -, Yur Kiszamitési szabélyat. Bebizonyithatod, hogy ha f lokalis Lip-
schitz feltételnek tesz eleget, akkor

P B I (t) il = 0

Megjegyezziik, hogy ismeretesek az Fuler médszernél 1ényegesen hatékonyabb
numerikus eljarasok, amelyekre igaz az, hogy az osztépontok szdméanak no-
velésével a pontos megoldas értékeihez konvergalo kozelité sorozatot szolgal-
tatnak. Az érdekl6d6 olvaso hasznos ismereteket talalhat példaul a [12], vagy
7] konyvekben.

5.5.2. Egzakt és kozelité diszkrét idejii modell meghata-
rozasa

Legyen adott a 7. > 0 paraméter és egy tetszbleges, szakaszonként konstans
u(.) vezérlés, amelyre

u(t) = ug, tE€ [kre, (kE+1)7.).
Az xg értékbdl kiindulva, tekintsiik az

a(t) = f(x(t),ur), tE€ [kr, (k+1)7]
{x(k%) = Tk, E=0,1,.. (5.39)
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kezdetiérték feladatot. Megfelels feltételek mellett ennek létezik egyetlen
megoldésa, ami az egész [k7., (k+ 1)7.] intervallumon értelmezve van: £(t) =
x(t; kTe, T, ug). Az

FP(a,ug) = E((k + D7)

definicidval az
Tpy1 = Ff(mk, ug), woadott, k=0,1,... (5.40)

egzakt diszkrét idejii modellhez jutunk.

Az (5.39) kezdetiérték feladat megoldéasara alkalmazzunk egy h = 7./M
1épéskozit numerikus eljarast, amely az y§ = x, értékbdl kiindulva kiszamitja
az y¥, ..., y%,, kozelits értékeket. Az

F2 (e, ) =y
definiciéval megkapjuk az
Thpr = F2(xp,ug), xoadott, k=0,1,... (5.41)

kozelits diszkrét ideji modellt. Ha M = 1, akkor persze h = 7., igy az (5.41)
egyetlen paraméterrel jellemezhets, ezért egyszertibben leirhat6. Megjegyez-
ziik azonban, hogy a 2 fiiggetlen paraméter megléte elméleti szempontbol
lényegesen kénnyebben vizsgalhato rendszert eredményez.

A kozelité diszkrét ideji rendszer felhasznaldsaval kiilonbo6z6 célbol és
kiilonb6z6 modszerekkel lehet vezérléseket kiszamitani. Mi most csak arra
korlatozzuk a figyelmiinket, hogy a csiisz6 idGhorizont modszerre egy olyan
algoritmust ismertessiink, ami tekintetbe veszi a mérések és szamitasok okoz-
ta idGkésleltetést, valamint a modell kozelitésébdl eredd hibat.

Azt gondolhatnank, hogy az (5.41) modelltsl elegendd megkdvetelni, hogy
az (5.40) ¢s az (5.41) joboldalanak eltérése, vagyis a || F2(z,u) — F2 , (z, u)||
mennyiség kicsi legyen, és akkor az (5.41) alapjan kiszamolt vezérlés ,,j6” lesz
az (5.39) rendszerhez is. Hogy ez nem igy van, mutatja az alabbi példa.

5.1. Példa. Tekintsik az
Ty =Ty, Ty=u

rendszert az u(t) = uy, ha t € [kr., (k+ 1)7.), szakaszonként konstans vezér-
léssel. Egyszerti szamoléassal ellendrizhetjiik, hogy az egzakt diszkrét idejd
modell az alabbi:

2

TC
T1k+1 = T1k + TeXog + ?Uk:, (5.42)

Tokt1 = To g + T Ug.
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Az Euler modszerrel szamolt kozelits diszkrét idejd modell h = 7, mellett az

T1k+1 = L1k T TeT2 ks (5.43)

To k1 = Tok + Tl

alakban adhat6 meg. Szamoljunk ki az (5.43) rendszerhez egy stabilizalo
visszacsatolast a cstuszo idShorizont modszerrel, az alabbi célfiiggvény figye-
lembe vételével:

1
Tro(wo,u(.)) = 23 Gy + > (2f Qrp + uf Ry uy),

k=0

2
ahol G = 0, R, = 72, Q.. — (17/76 4/TC> Fza

4/1. 1
2 5
v (2n) = TPk T 5Tk (5.44)

visszacsatolast szolgéltatja, amely az

T1k+1 = L1k T Tel2 ks
2 3
X2 k+1 = —— L1,k — L2k
Te 2
kozelits zart rendszert eredményezi. Az egyltthatoméatrix sajatértékeire |\
= |\ = V2/2 < 1, tehat a kozelits zart rendszer aszimptotikusan stablis
az origd koriill a 7. paraméter valasztasdatol fiiggetlenil. Ugyanakkor ez a
visszacsatolas az

TC

T1,k+1 = —ZJEQ,k,
2 3

T2 k+1 = —;Iuc - §$2,k
C

egzakt zart rendszert adja, amelynek az egyik polusa —1, 78078 minden 7.
esetén, igy ez a rendszer nem stabilis.

Itt a bajt az okozta, hogy az (5.44) nem egyenletesen korlatos 7.-ben,
hanem tetsz6leges rogzitett x # 0 esetén ’v;‘; (x)| — o0, ha 7, = 0.

Ez a példa arra figyelmeztet benniinket, hogy megfelels feltételek kiko-
tésével biztositani kell a hasonlo helyzetek elkeriilését. Az ezzel kapcsolatos
technikai részleteket mell6zziik, helyette egy olyan algoritmust ismertetiink,
ami - megfelels feltételek mellett - stabilis rendszert eredményez még szami-
tasok okozta késleltetések esetén is.
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5.5.3. Tobbszoros mintavételezett rendszerek késleltetés-
sel

Az alabbiakban két dolog figyelembevételére késziiliink. Az egyik az, hogy
hogyan vehetd tekintetbe az a pozitiv idGtartam, ami alatt az y(t;) output-
bol az (A/D) konverzid, bizonyos szamitasok, valamint a (D/A) konverzio
utan megkapjuk az alkalmazando6 wu(.) vezérlést. Vilagos, hogy a valésadgban
a t;, id6épontbeli allapot a visszacsatolason keresztiil, csak a fenti késés utan
hat a rendszerre. Egyszert szampéldéval megmutathato, hogy a késleltetés
nem kell6en gondos kezelése instabil zart rendszert eredményezhet még ak-
kor is, ha ez a késleltetés tetszélegesen kicsi. A maéasik dolog, amit figyelembe
szeretnénk venni, az az, hogy a mérések gyakorisdga és a vezérlésben tekin-
tett mintavételezési periodus nem feltétlentl kell, hogy megegyezzék, hanem
lehetséges, hogy az el6z6 az utobbinak toébbszorose.
Tegyiik fel, hogy az allapot mérése a j7™, j = 0,1,... id6pontokban
torténik, és legyen
y; =z(Gm™), j=0,1,..

a mérés eredménye, ahol 7 jeloli a mérési periodust. A kordabbiakhoz ha-
sonldan jeloljiik 7.-vel azon szakaszok hosszat, amelyeken a vezérlés konstans
értéki, és tegytik fel, hogy

" =T,

ahol £ > 0 egész szam. Tegyiik fel tovabba, hogy az y; mérési érték (17, id6
miltan lesz elérhetd a szamolashoz, ami viszont lo7, id6t vesz igénybe, ahol
(1, {5 nemnegativ egészek és ¢ > (4 + (o =: £. Vilagos, hogy a [O,ZTC] id6-
<
-1
tudunk alkalmazni (pl. az azonosan nulla vezérlést). A j-dik mérés alapjan
kiszamitott ,1j” vezérlés csak a j7™ + 07, id6pont utan all rendelkezésre, igy
a [j7™, j7™ + f1.) intervallumon a ,régi” vezérlést tudjuk csak alkalmazni.
Minthogy az egzakt trajektoriat nem ismerjiik, a ij egzakt allapot helyett a
kozelité modellbsl becstilt CJA kozelités alapjan végezhetjiik a vezérlés szami-
tasat.

A vezérlés kiszamitasara az el6z6 pontban megismert diszkrét ideji csu-
sz6 idShorizont moédszert fogjuk alkalmazni egy megvalasztando 7, =T € N
diszkrét idejd tervezési idShorizonttal. A minimalizélasi problémara
Pf;h(O,T, z{!) jeldléssel hivatkozunk, ahol az x{' helyére az éppen alkalma-
zando kezddéllapotot irjuk. Diszkrét idejt kontroll horizontnak az ¢ értéket
fogjuk tekinteni, tehat most a T, := ¢ véalasztéassal éliink.

Vezessiik be a 77 1= j7™ + 01, jelolést j = 0,1, ...

intervallumon csak egy elére meghatarozott u® = {ug, Uug, ooy U vezérlést
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x,=y (0)

5.5. abra. Az algoritmus sémaéja.

Az algoritmus a kovetkezd.

Algoritmus.

Valasszunk egy T (diszkrét) idShorizont hosszisagot, legyen j = 0, 7%, =
0, és legyen u® = u®? = ul = {ug,...,ug_l}. Meérjiikk az y(0) =

kezdgallapotot.

J- lépés.
1.) Alkalmazzuk az u) vezérlést az egzakt rendszerre a [7‘]’*_1, Tﬂ interval-
lumon.

2.) Szamitsuk ki a kozelit§ diszkrét ideji modell alapjan a 7} id6pontbeli
allapot ¢! = z(¢; y(j).u®?) becslését.

3.) Szamitsuk ki a Pévh(O,T, C]A) probléma u* = {ua, ...,u}fl} optimaélis

megoldasat. Legyen ut™={ug ... u;_ } ésu®Pith = {UZ—Z’ U
4.) Legyen j = j + 1.
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Az algoritmus séméja az 5.5 dbran lathato.

Bebizonyithato, hogy realisan elvarhato feltételek mellett a fenti algorit-
mus olyan rendszet szolgltat, amely a £, (¢! kezdsallapotokra vonatkozoan
praktikusan aszimptotikusan stabilis. FEzt gy kell érteni, hogy tetszileges
ro > 0 szdmhoz megadhat6 olyan h* > 0, hogy ha az approximécioban hasz-
nalt h lépéskozre teljesiil a 0 < h < h* feltétel, akkor a szoban forgd rendszer
az origd koriili ry sugari gomb koriil aszimptotikusan stabilis.

A feltételek pontos megfogalmazasa és a bizonyitas meghaladja ennek a
jegyzetnek a kereteit.

5.6. Feladatok a 5. fejezethez

5.1. Feladat. Igazoljuk, hogy a végtelen idSintervallumon tekintett linearis
kvadratikus feladatra a (SHJB) egyenletbdl éppen az algebrai Riccati egyen-
letet kapjuk!

5.2. Feladat. Tekintsiik az

i?l = —21‘1 + o
[tg = 0 21’2
..%3 = Ty — 2512'3 +u

(o, 1) = /0 TL2(t) + 1022(t) — daa()a(t)
—2x1 (t)x3(t) + 923(t) + 8o (t)x3(t) + 2123 (¢) }dt — min
feladatot!

a) Mutassuk meg, hogy a K; = [0; 1; 3] matrix megfelel a Kleinmann
iteracié 0-dik lépésében!
b) Tegyiink egy lépést a Kleinmann iteracioval a Py és a Ky meghataro-
zaséral
5.3. Feladat. Tekintsiik az
1’1 = —21‘1 — T
1’2 = 5.%1 + 21’2 +u
1‘3: 5$1+4$2+ZL‘3+U

J(xg,u) = /OOO{UQ(t) + 1527 (t) — 102 ()22 (t)
—20m1 (t)3(t) + 925(t) + 4wy (t)z3(t) + 1625(t) }dt — min

feladatot!

tankonyvtar.math.bme.hu Gyurkovics Eva, BME



5. Optimalitas és stabilitas kapcsolata 181

a) Mutassuk meg, hogy a K7 = [5; 3; 2], matrix megfelel a Kleinmann
iteracio 0-dik 1épésében!

b) Tegylink egy lépést a Kleinmann iteracioval a P; és a K, meghataro-
zasaral

5.4. Feladat. Tekintsiik az
Ty = —271 + X9, To = T — 229, T3 = To — 203+ u
J(xo, u / {u?(t) + 1023 (t) — 421 (t) 2o (t) — 2201 (t)23(t)
+9235(t) + 832 (t)z3(t) + 2125(t) }dt — min
feladatot! Mutassuk meg, hogy a célfiiggvény optimélis értéke
V(z0) = 37 + 2310T20 + 3159 + 2720730 + 375,

és adjuk meg az optimélis visszacsatolést!

Gyurkovics Eva, BME tankonyvtar.math.bme.hu



182 Optimalis irdanyitasok

tankonyvtar.math.bme.hu Gyurkovics Eva, BME



6. Fliggelék 183

6. fejezet

Fuggelék

Legyen I C R adott intervallum. A J C [ részhalmazt zérus mértékinek
nevezziik, ha barmely ¢ > 0-hoz létezik megszamlalhatéan végtelen sok
11,12, ..., In, ... Tészintervallum, amelyeknek az 0sszhosszusagara

> oo mes(iy) < e teljestl, és Uy ik D J.

Ha valamilyen tulajdonsag az I intervallumon egy zérusmértékd halmaz
kivételével teljestil, akkor azt mondjuk, hogy majdnem mindenditt teljesiil.

Két fiiggvényt f,g : J C I — RF majdnem mindeniitt egyenlének nevez-
ziik, ha a {t € J: f(t) # g(t)} halmaz zérus mérték.

Legyen {fi}icy, fi : J — R* adott fiiggvénysorozat, és f : J — R¥ szin-
tén adott. Azt mondjuk, hogy {f;}io, majdnem mindeniitt f-hez konvergdl
(a J halmazon), jelben f; — f (m.m.), ha a {t € J: fi(t) — f(t)} halmaz
zérus mérték.

Egy g : I — R fiiggvényt szakaszonként konstansnak nevezziik, ha létezik
az I-nek egy olyan i, ...,1, véges felbontasa, hogy g konstans minden egyes
i; részintervallumon (itt Ui, = I, ési; N, =0, ha j # 1.).

Az f:J C I — R¥ mérhetd fiigguény, ha létezik szakaszonként konstans
figgvényeknek egy olyan { f;};°, sorozata, amely majdnem mindeniitt f-hez
konvergal.
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