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Eloszo

A példatar villamosmérnok-hallgatok szamaéra kivan segitséget nyudjtani a legfontosabb
matematikai eszkozok megismerésében és készségszintli alkalmazdsanak elsajatitasaban.
Nem vetélytarsa, sokkal inkabb kiegészitéje kivan lenni a szamos, Milegyetemen ma 1é-
tez6 matematika példatarnak: a jegyzet fo célkitiizése, hogy kapocs legyen a matematika
tantargyak anyaga és a villamosmérnoki szaktargyak altal igényelt matematikai keret ko-
zott. A legtobb példat igy a villamosmérnoki alkalmazasra utalé megjegyzésekkel lattuk
el.

A szoveg megfogalmazasakor elsésorban nem a matematikai szigorisag, hanem a
mérnoki alkalmazdas szempontjait tartottuk szem el6tt, ugyanakkor természetesen a kor-
rektségre is torekedtiink. Sokszor utalunk arra, hogy bar az adott tétel alkalmazhato-
sagahoz bizonyos feltételeknek teljesiilni kell, a mérnoki gyakorlatban ezek a feltételek
szinte mindig ki vannak elégitve.

Szamos esetben szd esik a feladatok numerikus kozelité megoldasarol, amelyek a
mellékelt Matlab®programokkal az Olvasé szdmaéra is kiprébalhatéak, médosithatdk,
tovabbfejleszthetok. A numerikus eljarasok haszna nem csak egy-egy konkrét feladat
sikeres megoldasaban rejlik. Hissziik, hogy egy matematikai kifejezés, formula akkor
valik élové és igazan megértetté, ha annak numerikus kiértékelésére vagy ellendrzésére is
képesek vagyunk mddszert adni. Mindemellett természetesen az is igaz, hogy a tényleges
mérnoki munkaban a numerikus szimulaciok alkalmazasa ma mar elengedhetetlen.

Ez a jegyzet nem feladatgytjtemény: kevés kivételtol eltekintve arra torekedtiink,
hogy az egyes példdk minél inkabb kiilonbozzenek egyméstol, és mindegyikben egy olyan
részlet domborodjék ki, amely a tobbiben kevésbé hangstilyos. Természetesen ellenorzés
céljabdl érdemes onalléan megprobalni egy-egy példa megoldasat, de tényleges gyakor-
lasra a hagyomanyos feladatgytijtemények alkalmasabbak.

Ko6szonom a kézirattal kapcsolatos, 1ényegre toro — és évtizedek oktatoi tapasztalatat
tiikkrozo — észrevételeket a lektornak, Dr. Veszely Gyulanak. Egyes példakban megjelen-
nek Dr. Magos Andras eredeti gondolatai, amelyeket én nagy racsodalkozassal hallgattam
annak idején tole, és szerencsésnek tartom magam, hogy tanaromnak mondhatom 6t.

Kivanjuk az Olvasonak, hogy alkalmazza a matematikat tudatosan és eredményesen
miuszaki feladatok megoldasara, és forgassa haszonnal a Példatarat!

A Szerzo



Az alkalmazott jel6lések

j a képzetes egység, j2 = —1

arg komplex szam szoge

v,V vektor

é egységvektor

AT matrix, egységmatrix

T, Y, 2 Descartes-koordinatak

r,p, 2 hengerkoordinatak

r, 9, ¢ gémbi koordinatak

a-b vektorok skalaris szorzata

axb vektorok vektoridlis szorzata

v, [v], V, |V] vektor hossza (abszoliutértéke)

c{}, Z{}, F{}, Laplace-, z- és Fourier-transzformacio
e(t), e[k folytonos és diszkrét idejli egységugras
d(t), O[k] Dirac-impulzus és diszkrét idejii egységimpulzus
x[k] diszkrét ideji figgvény (k € Z)



mellékelt Matlab® programok

newtonraphson.m
Newton-Raphson-algoritmus (3.3. példa)

intervallumfelezo.m
intervallumfelez6-algoritmus (3.4. példa)

numoptim.m
numerikus optimalizalds gradiens- és Newton-mdédszerrel (4.4. példa)

integral.m
hatarozott integral kiszamitasa téglany- és Simpson-mddszerrel (5.6. példa)

integralegyenlet.m
integralegyenlet megolddsa momentum-mdédszerrel(5.7. példa)

vegesdiff.m
véges differencia mddszer (6.4. példa)

euler.m
Euler-algoritmus (6.5. példa)

idobeli_vegesdiff.m
id6ben és térben véges differencia médszer (FDTD) (6.7. példa)

fourier_transzform.m
gyors Fourier-transzformdacié (FFT) (8.9. példa)

kettosint.m
kettds vonalintegral szamitdsa téglanymédszerrel (10.8. példa)



1. fejezet

Miiveletek komplex kifejezésekkel

Noha a valdsagos vilagban el6fordulé mennyiségek a legtermészetesebb médon valés fligg-
vényekkel frhatok le (pl. daramerdsség az id6 fiiggvényében, térerdsség a hely fiiggvényé-
ben, stb.), bizonyos esetekben célszerii a mennyiségek komplex leirasat alkalmazni. A
villamosmérnoki gyakorlatban igen sokszor fordul el6, hogy id6ben szinuszosan valtozd
fiiggvényekkel van dolgunk, amelyek kényelmesen reprezentalhatok egy komplex szam-
mal, az un. komplex amplitidéval, ahogyan azt e fejezet példaiban latni fogjuk.

Az alkalmazdasokra Osszpontosité példak mellett helyet kap néhany olyan gyakorlat
is, amelyek célja a komplex szamokkal vald szamolasi készség felidézése, felmérése.

1.1 példa. Adja meg a kiovetkezd miveletek eredményét algebrai és exponencidlis alak-
ban! (A kifejezésekben minden paraméter valds.)

a) ae® + bel’

a—+jb
c+jd

c) (a-+jb)ectid

d) Va+ib

b)

) 1
6 _—
(aj)* +bj +c
1
f) 1 _e_jﬁ

1.1 megoldas. Az aldbbiakban felhaszndljuk az Euler-formult (e/® = cosz + jsinx) és
néhany tovabbi algebrai azonossagot. Az arg W operator a W = X + jY komplex szdm
sz0gét fejezi ki. Ennek tényleges kiszamitdsahoz nem elegendé csupan az arctg Y/ X szog



meghatarozasa, hanem a valds és képzetes részek elojelének ismeretében el kell donteni
azt is, hogy mely siknegyedben helyezkedik el a komplex szam.

Vegyiik észre, hogy a komplex szamok Osszeadasahoz az algebrai alakban megadott,
mig a szorzashoz, osztashoz és hatvanyozashoz az exponencialis alakban megadott tagok
ill. tényezok elonyosebbek.

a)

ae’® + be’® = acosa + jasina + beos § + jbsin f =
(acosa+bceos3) + jlasina + bsin ) =

(\/(a cos av + b cos 5)2 n (CL sin o + bsin /8)2) ejarg[(acosa+bcosﬂ)+j(asina+bsin,8)}

b) Az exponencidlis alak:

a -+ Jb _ Va2 + b2 el arg(a-+jb) _ a2 + b2 ej(arg(a+jb)_arg(c+jd))
c+ijd /2 F d? el ars(ctid) 2 + (2

Az algebrai alakhoz célszertibb a tortet a nevezé konjugéltjaval béviteni:

a+jb  (a+jb)(c—jd) (ac+bd)+j(bc —ad) ac—l—bd_'_.bc—ad
c+jd  (c+jd)(c—jd) 2+ d? Tt ere

¢) A hatvanyalapot exponencidlis alakra célszeri atirni, mig a kitevot algebrai alakban
érdemes hagyni:

(@ + §b)e = \/aZ T 12 & wslatib) getid — pe [qT 1R plldars(oti),
Az eredmény algebrai alakban:
evVa? + b? cos(d + arg(a + jb)) + je*Va? + b?sin(d + arg(a + jb)).
d) Az exponencidlis alak:
Vatib= (mej arg(aﬂb))é = (a®+ b2)i I TEG

Az algebrai alak eldallitdsa az Euler-formula alkalmazasat igényli.

) 1 ‘ 1 1
e = = .
(aj)? +bj+c —a>+bj+c|  \/lc—a2)?2+b?



1 1 1 —cos? —jsind

1—e i 1—cosd+jsind - (1 —cos®)? 4 (sin?)? a

J sind 1 1 sin®9 arg(L—4 1m0 )
-z @@ - —+——€ 2 21—cos?
21— cos? 4 4(1—cos?)?

N —

1.2 példa. Hatdrozza meg az dsszes olyan valds z értéket, amely kielégiti az alabbi egyen-
letet!
‘Ae_mz + BeJ5Z| =C,

ahol A és B komplex, mig [ és C pozitiv valos paraméterek. Milyen feltételeket kell
szabni a paraméterekre ahhoz, hogy létezzék valds z megoldds?

1.2 megoldas. Alakitsuk at az adott formulat a koévetkezdképpen:

|Ae‘jﬂz + Bejﬁz} = |Ae‘jﬂz‘ 1+ gej%z )

Legyen R = |B/A| és p = arg(B/A). Felhasznalva, hogy |Ae 3%%| = |A[, az egyenletiink:
|1+ RIEP+0| = C/|A.

Az 1.1. dbrdn megrajzoltuk az abszolutértékben &ll6 komplex kifejezést (az dbrén ¢ =
26z 4 p). Az egyenlet megolddsait az R sugari és a C'/|A| sugari kérok metszéspontjai
jelolik ki. Konnyt latni, hogy az egyenletnek csak akkor van megoldasa, ha

C C
- —— <R<1+
Al Al

teljestil.
A megoldas kifejezéséhez alakitsuk at az egyenletet!

1+ Rcos(26z + p) + jRsin(20z + p)‘ = /[l + Rcos(2Bz + p)]2 + [Rsin(282 + p)]2,

ezzel — négyzetreemelés utan — felirhatd, hogy

2

1 212 2 =
+ R* 4+ 2R cos(26z + p) AR

ebbél cos(26z + p) kifejezhetd:

cos(2ps 4 p) — L CTIAP—RUAP € AP —|BP
TP T oR AP T 2A[B]

7



Im A

C/|2

hs

1.1. dbra. Az 1.2 példa megolddasanak abrazolasa a komplex szamsikon. A piros vektor
reprezentélja azt a kifejezést, amelynek az abszolutértéke C'/| A|-val kell, hogy megegyez-
z€Kk.

A kérdéses z megoldasok — figyelemmel a koszinusz fiiggvény periodicitaséra:

= i (arccos CQ — ‘A|2 — |B’2
% 2[AJ[B]

ahol k tetszoleges egész. Ne feledjiik, hogy az arkusz koszinusz fliggvény pozitiv argu-
mentum mellett egy elsé és egy negyedik siknegyedbeli szoget is szolgdltat!

z —,0+2k7r),

Megjegyzés.

Egy veszteségmentes tavvezetéken, a gyakorlat szempontjabdl igen fontos szi-
nuszos allandésult dllapotban a fesziiltség és az aramerdsség komplex ampli-
tuddja

Ae 7 4 Beif=

alakban irhato fel, ahol z a pozicid, £ a fazistényezo, A és B pedig a pozitiv
ill. negativ z iranyba haladé fesziiltség- vagy aramhullam komplex amplitidoé-
jaa z =0 helyen. A kittizott feladat 1ényegében azt kérdezi, hogy a fesziiltség
vagy aram (valds) amplitudéja a vezeték mely pontjain egyezik meg C-vel.
Amint azt lattuk, természetesen C' megvalaszthato gy, hogy a feladatnak ne



legyen megoldéasa. Fontos tovabba, hogy egy véges hosszusagu tavvezetéken
nyilvanvaléan csak véges szamu megoldas létezhet, azaz a kapott z-k koziil
csak azokat fogadhatjuk el, amelyek a tavvezeték egy pontjat jelolik ki.4

1.3 példa. Legyen igaz az aldbbi egyenloség az Uy, Uy és Us, ill. a p1, pa és p3 valds
paraméterek valamely értéke mellett tetszoleges t-re:

U; cos(wt + p1) + Uy cos(wt + py) = Us cos(wt + p3)! (1.1)

lgazoljuk, hogy a fenti — idofiigguények kozott fenndllo — eqyenloségbil kovetkezik az alab-
bi, komplex szamokra felirt eqyenldség:

U, et + Uyel?? = Usel?s!

1.3 megoldas. Az allitast belathatnank a trigonometrikus fiiggvények Gsszegére vonat-
kozé azonossagok felhasznaldsaval, azonban ez hosszadalmas eljaras lenne. Vezessiik
inkabb be a kovetkezd komplex idofiiggvényeket:

Jpp plwt
Upe?fre™”,

aholp = 1,2,3! Az (1.1) egyenletben szereplé valés idofiiggvények eléallnak ezen komplex
idofiiggvények valds részeként:

U, cos(wt + p,) = Re{U e/}, p=1,2,3.
Igaz tehét, hogy
Re{U, €71 '} 4+ Re{lUe’” '} = Re{Use’*s et}

Ez csakis tgy teljesiilhet tetszoleges t érték mellett, ha a valds rész képzés operatordban
allo komplex idofiiggvényekre teljesiil, hogy

Ulejplert + U2€Jpzejwt — Uge]'%ej“’t.

Az et tényezével egyszertisithetiink, és ezzel az igazolandé allités eléall.

Megjegyzés.

A mérnoki gyakorlatban igen gyakran fordul el6, hogy bizonyos mennyiségek
az 1d6 szinuszos fiiggvényeként valtoznak. Ennek tipikus villamosmérnoki
példaja a linearis rendszerek szinuszos allandosult allapota: a stabilis rend-
szer szinuszos gerjesztés hatasara olyan valaszt ad, amely a gerjesztésével
megegyezo frekvencidji szinuszos jelhez tart.



A szinuszos jelek szemléltetéséhez és a rajtuk végzendd miiveletek egyszeriibb
elvégzéséhez célszerti az in. komplex amplitudot bevezetni: ez egy komplex
szam, amelynek abszolitértéke a jel amplitiddjaval, argumentuma pedig a
jel kezdofazisaval egyezik meg. A szinuszos jelek 6sszegéhez tartozé komplex
amplitidd megegyezik az Osszeg tagjainak komplex amplitiddinak dsszegével,
amint azt a fenti példaban lattuk.

A komplex amplituddk és a rajtuk végzett algebrai miiveletek kényelmesen
abrazolhaték a komplex szamsikon vektorokkal. 4

1.4 példa. Az f[k] = F cos(Vk+p) diszkrét ideji figguvényhez (ennek értelmezéséhez lasd
a 7. fejezet bevezetdjét) hozzdrendelheté az F' = Fel komplex szdm, amelyet a mérnoki
gyakorlatban komplex amplitiuddnak neveznek. Milyen komplex amplitidd tartozik az f[k]
figgvény K iitemmel késleltetett értékéhez, azaz f[k — K]-hoz? Milyen feltétel vonatkozik
U-ra ahhoz, hogy f|k] periodikus legyen?

1.4 megoldas. A k = k — K helyettesitéssel: f[k — K] = F cos(9k — KO + p). Azaz
a K iitemmel késleltetett fiiggvényhez az Fr = FelP=K9) = Fe="K komplex ampliti-
do tartozik. Szokéds azt mondani, hogy a késleltetés operdtora a komplex amplitidok
tartomanyaban e "% _val valé szorzasként jelenik meg. Természetesen K pozitiv és ne-
gativ egész értékeket egyarant felvehet, elobbi esetben késleltetésrdl, mig az utébbiban
siettetésrdl van szo.

A fiiggvény periodikussaganak az a feltétele, hogy létezzék olyan pozitiv egész K,
amelyre e VK egy lesz, azaz a K iitemmel késleltetés miivelete dnmagéba viszi 4t a
fiiggvényt. Ehhez sziikséges és elegendd, hogy fennéljon a

2rL = 9K

egyenloség valamely egész L mellett. Mivel 7 irraciondlis, azaz nem irhato fel két egész
szam hanyadosaként, ezért ez az egyenldség csakis ugy teljesiilhet, ha /7 raciondlis
szam, azaz v raciondlis tobbszorose m-nek. A legkisebb olyan pozitiv K értéket, amelyre
e WK =1 — amennyiben ilyen létezik — a fiiggvény periédushosszanak nevezziik.

1.5 példa. Legyen két valos fiigguény periodikus, azonos w kérfrekvencidval:
u(t) = Ucos(wt + «), és i(t) = Icos(wt+ B)!
Rendeljiink a fiigguényekhez komplex amplitidokat:

ut) = U =Ue* és i(t)— =17,
1--
és mutassuk meg, hogy a p(t) = u(t)i(t) figgvény egyszeri kozépértéke P = Re {§UI*}/

10



1.5 megoldas. A p(t) fiiggvény, felhaszndlva a koszinusz fiiggvények szorzatéra vonat-
kozo trigonometrikus azonossagot:

p(t) = Ul cos(wt + ) cos(wt + ) = %UI [cos(2wt 4 a + 3) + cos(a — )] .

1
Ennek a periodikus fiiggvénynek az egyszerii kozépértéke nyilvdnvaléan §U I cos(av— ),

mivel a cos(2wt + a + ) kifejezést tartalmazo tag kozépértéke zérus.
Tekintsiik most a komplex amplitidékkal definialt kifejezést!

1= 1 o i 1
P = Re{§UI*} = Re{§UIeJO‘e_JB} = §Ulcos(oz—ﬁ).

Ezzel az igazoland¢ allitast belattuk, az egyszert kozépérték valoban igy fejezheto ki a
komplex amplitudokkal.

Megjegyzés.

Az u(t) ési(t) fuggvényeket azonosithatjuk egy villamos kétpdlus fesziiltségé-
nek ill. dramanak id6fiiggvényével. Ekkor p(t) a kétpdlus pillanatnyi teljesit-
ményét jelenti. A gyakorlatban ennek a periodikus mennyiségnek az egyszerti
kozépértéke bir nagy jelentoséggel, amit hatasos teljesitménynek neveznek. A
fesziiltség és az aramerosség komplex amplitudoi segitségével a példaban tér-
gyalt médon a hatasos teljesitmény kifejezhet6. Az 5.3. példaban még azt
is megmutatjuk, hogy ha tobb kiilonbozo frekvenciaji 6sszetevo Osszegeként
all el6 u(t) és i(t), akkor hatdsos teljesitményt csak az azonos frekvencidju
Osszetevék hoznak létre. 4

11



2. fejezet

Linearis algebrai egyenletrendszerek

Igen gyakran kielégité pontossagot szolgaltat a valésagos jelenségek linearis modellekkel
torténd leirasa. A villamosmérncki gyakorlatban erre tipikus példék a linearis kétpolu-
sokbdl felépiild Kirchhoff-halozatok, vagy a linedris kozeg feltételezésével megfogalmazott
Maxwell-egyenletek. Ezekben az esetekben az ismeretlen valtozdkra (pl. fesziiltség, dram,
kapacitas, stb.) linedris egyenletrendszerek irhaték fel. Ebben a fejezetben egyrészt be-
mutatjuk a linedris egyenletrendszerek megolddsanak néhédny maédszerét (amely részben
méar a kozépiskoldbdl is ismert). Foglalkozunk tovabba az egyenletrendszer megoldasa-
nak létezésével ill. annak egyértelmiségével. Mérnoki szempontbdl ez azért kiilonosen
fontos, mert a nem egyértelmiien megoldhaté egyenletrendszert altalaban nem tekintjiik
a valosag megfelel6 modelljének. Végiil sz6 esik az egyenletrendszer matrixanak transz-
formaciojarol, amellyel bizonyos feladatok kényelmesen megoldhatok.

2.1 példa. Oldjuk meg az alabbi egqyenletrendszert a valds szamhdrmasok halmazdn!

I: 201 — 9 — 3x3 = 1
I7: 3271 + 4ZE2 — 2[E3 = 2
111 1%1 — To + 2.1'3 = 0

Megjegyzés.

Hasonlo feladattal a villamosmérnoki tdrgyakban lépten - nyomon szembesii-
link. A legtipikusabb példdk a linedris villamos hdlozatokra vonatkozo egyen-
letrendszerek. Viszonylag kevés elembdl allo hdlozatok esetén a csomoponti
potencialok vagy a hurokdramok maodszerével a kézi megolddst is lehetové tevd
eqyenletrendszer irhato fel, azonban nagyobb hdlozatok szamitdsa természete-
sen szamitogéppel célszeri. 4

12



2.1 megoldas. Haromféle megoldasi modszert is bemutatunk, ebbdl az elsé mar a ko-
zépiskolabdl is jol ismert.

Ad-hoc egyenletrendezés. Az egyenletek skalarral vald szorzasaval ill. egymaéassal valo
Osszeadasaval, ad-hoc 1épésekben igyeksziink kifejezni két ismeretlent a harmadikkal, mig
végiil a kifejezettek visszahelyettesitésével eloall egy egyismeretlenes egyenlet a harmadik
ismeretlenre. Példaul:

1
IT+111: 4x1+3x2:2—>x2:§(2—4x1),

1
I—1II1: x1—5x3:1—>x3:5(x1—1).

x9 és x3 kifejezését beirva I-be, és a kapott egyenletet x;-re megoldva: z; = 0,3902. Ezt
visszahelyettesitve a fenti formulakba: zo = 0,1463 és z3 = —0,1220.

Gauss-elimindcio. Ez a modszer 1ényegében a fenti eljaras szisztematikus valtozata.
Célszerli hozza az egyenletrendszert matrix-alakban felirni:

2 -1 -3 1
3 4 =2 |x=|2
1 -1 2 0

Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsének annyiszorosat, hogy abban z; egyiitthatéja
zérussa valjék; és tegyiink hasonloképpen a harmadik egyenlettel is:

2 -1 =3 1
0 55 25 |x= 0,5
0 -0,5 3,5 -0,5

Ezutédn vonjuk ki a harmadik egyenletbol a masodiknak annyiszorosat, hogy abban w
egyiitthatéja is eltiinjék:

2 -1 -3 1
0 5,5 25 | x= 0,5
0 0 3,7273 —0,4546

Ebbdl az alakbdl x3 mar kézvetleniil adédik, amelynek numerikus értékét visszahelyet-
tesitve a méasodik sorba xy is szamithato, végiil hasonloképpen x; is megkaphato az els6
sorbol. Természetesen ugyanazt kapjuk, mint az elobbi, ad-hoc rendezés eredményekép-
pen.

Szdmitogépes megoldds. A szamos elérhetd matematikai programcsomag valdszini-
leg mindegyike tartalmaz kozvetlen utasitast a linearis egyenletrendszerek megoldasara.
A Matlab® program egyszertien csak az x=A\B parancs beirdsat igényli, ahol A és B
a fentiek szerinti egyiitthatématrix ill. a jobb oldalon all6 vektor. A |\” operédtor a
megadott egyenletrendszer ismeretében kivalasztja azt a legcélszeriibb numerikus algo-
ritmust, amellyel a megoldést ténylegesen elééllitja. Ennek részleteivel itt azonban nem
foglalkozunk.

13



2.2 példa. Tekintsiik az

1 2 =3
A=| -2 1 -4
1 -1 3

matrizot! Adjuk meg az dsszes olyan b vektort, amely mellett nincs megoldisa az Ax =b
linedris egyenletrendszernek! Adjuk meg az Ax, = 0 homogén egyenletrendszer dsszes
nemtrividlis (azaz nem a nullvektor) megolddsat!

2.2 megoldas. A megadott A matrix rangja 2 (ami pl. abbdl deriil ki, hogy a leg-
nagyobb nem zérus aldetermindnsa 2 x 2 méretli), azaz a matrix szingularis, az osz-
lopvektorai altal kifeszitett tér 2 dimenziés (sikkal dbarzolhaté az R? térben). Ekkor
mindig talalhaté olyan b vektor, amelyre Ax = b nem megoldhaté: ha b nincs ben-
ne az A oszlopvektorai dltal kifeszitett térben, igy nem allithaté el6 az oszlopvektorok
linearkombindciéjaként. Ennek feltétele, hogy b mindharom oszlopvektorra ortogonalis
legyen, azaz az alabbi skalarszorzatok mindegyike zérust eredményezzen:

al-b:ag-b:a3~b:0,

ahol a; az A matrix i-dik oszlopvektora. Ez az egyenletrendszer megfogalmazhaté matrix
alakban is:
A" =0.

Ez az egyenletrendszer homogén, azaz ha egy vektor megoldésa, akkor annak skalarszo-
rosa is megoldas lesz. Prébéljuk meg a b vektor els6 rendezojét egységnyinek valasztani:
b1 = 1. Az els6 és masodik sor 6sszeadasaval adddik ezutan, hogy by = 3, végiil mindezt
visszahelyettesitve barmelyik sorba kapjuk, hogy b3 = 5. Tehét az 6sszes olyan b vektor,
amely mellett nincs megoldasa az Ax = b egyenletrendszernek:

1
b=X|3|, AeR\o.
5

Szemléletesen: mivel az A oszlopvektorai altal kifeszitett altér egy sik volt, ezért a kér-
déses b vektorok mindegyike merdleges e sikra, azaz e sikra merdleges egyenest irnak
le.

A Ax;, = 0 homogén egyenletrendszer nemtrividlis megolddsainak 1étezését ugyan-
csak az biztositja, hogy A szingularis. A megoldasok meghatarozasakor hasonléan jarunk
el, mint az imént: prébaljuk meg a megoldasvektor els6 rendezdjét, x;, 1-et egységnyinek
véalasztani (ha esetleg ez ellentmonddsra vezetne, akkor valamely maésik rendezét bizto-

san valaszthatjuk egységnyinek). Némi szdmoldssal beldthatd, hogy ez az 55 = —2 és
xp3 = —1 rendezéket eredményezi. A megoldds tetszdlegese skaldrszorosa is megoldas,
azaz
1
Xp = A —2 y AeR.
-1
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Megjegyzés.

A linedris villamos halézatok elméletében fontos fogalom a halozat regulari-
tasa, ez hatdrozza meg ugyanis, hogy az adott halézat tekintheto-e valami-
lyen valdsagos jelenség modelljének vagy sem. A regularis halézat minden
fesziiltsége és arama egyértelmiien meghatarozhato, ami azt jelenti, hogy az
e valtozokra helyesen felirt egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa van.
Ha az egyenletrendszer A métrixa szingularis, akkor a halézat még akkor is
nemreguldris, ha a gerjesztések bizonyos b értéke mellett az Ax = b egyen-
letrendszernek létezik x megoldasa. Tudjuk ugyanis, hogy ekkor létezik az
x5, nemtrivialis megoldasa az Ax;, = 0 egyenletrendszernek, amelynek tet-
szOleges skalarszorosat hozzaadva x-hez, az inhomogén egyenletnek egy tijabb
megoldasat kapjuk:

Ax=b é Ax, =0 = A(x+)x;)=bh,

azaz a halozat bizonyos fesziiltségei, dramai nem hatarozhatok meg egyértelmiien. ¢

2.3 példa. Milyen feltételek mellett létezik a

r q
madtriz inverze? Fejezziik ki az inverz mdtrizot a p, q és r valos paraméterekkel!

2.3 megoldas. Egy négyzetes matrix akkor és csak akkor invertalhatd, ha a determi-
nansa zérustol kiilonb6zo. Esetiinkben tehat az invertalhatosdg sziikséges és elegendo
feltétele: det P = pg — r?> # 0. Ha létezik az inverz, akkor azt meghatdrozhatjuk
pl. Gauss-eliminaciéval (a PX = I métrixegyenletet kell megoldanunk, ahol I az egy-
ségmatrix, és X a keresett inverz matrix), vagy kis méretii matrixok esetén kifejezhetjiik
az adjungalt matrix segitségével. Mint ismeretes, az adjungalt matrix az eredeti matrix
el6jeles aldetermindnsaibdl (ahol az el6jeleket a ,sakktabla-szabdly” mutatja meg) all6
matrix transzpondaltja, esetiinkben:

ade:[ g _7’].
S p

Az inverz matrix ezzel:

_ 1 . 1 q -
Pl=_—_adjP= .
det P pq—rQl }
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Megjegyzés.

Hasonlé feladatra vezet pl. egy két elektrodabol és a foldbol allé elektro-
sztatikai probléméban a részkapacitasok meghatarozasa. Gyakran el6szor
csak a potencidlokat sikeriil kifejezni a toltésekkel ¢ = Pq alakban, ahol
P a potencidlegyiitthaté-matrix. Utébbirdl belathato, hogy valéban szim-
metrikus, ahogy azt a példaban is tekintettiik. Ennek inverzeként &ll el
az un. kapacitiv egyiitthato-matrix, amelybdl a részkapacitasok kifejezhetok.
Megjegyezziik tovabba, hogy a fenti fizikai tartalommal biré P matrixrdl
energetikai megfontoldsokkal beldthatd, hogy p,q > 0 és pg > r?, ezért az
mindig invertalhaté. 4

2.4 példa. Hatdarozzuk meg az

—1-—5 3
M(s) = 2 —4 — s
mdtrix inverzét az s paraméter fligguényében!

2.4 megoldas. Az el6z6 példahoz hasonldéan az inverz matrix el6all az adjungalt matrix
és a determinans hanyadosaként, ha ez utébbi nem zérus. Ki kell tehat kétniink, hogy s
csak olyan értékeire értelmezett az inverz matrix, amelyre

det M(s) = (=1 —8)(—4—5)—6=5"+55—2#0

teljesiil, azaz az s; = 0,3723 és sy = —5,3723 értékek kivételével minden s-re. Az inverz
matrix: .
—4—-s =2
M (s) = ——F——
(5) s+ 5s—2 -3 —l-s
Megjegyzés.

Mig az el6z6 példahoz flizott megjegyzésben olyan mérnoki példat emlitet-
tiink, amelyben a métrix elvileg numerikusan is ismert lehet, igy nem sziik-
séges az inverzét szimbolikusan szamitani, itt a matrix hangsilyozottan az
s valtozo fiiggvénye. fgy a szimbolikus invertalas nem keriilheté el. Ha-
sonld részfeladattal talalkozunk, ha egy linearis rendszer un. allapotvéltozos
lefrasabol az atviteli fiiggvényét szeretnénk el6édllitani. Utébbi az s komp-
lex korfrekvencia fiiggvénye. Ahol az M (s) matrix nem invertalhatd, ott az
atviteli fiiggvénynek szingularitdsa (pélusa) van.4
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2.5 példa. Szdmitsuk ki a kovetkezd mdtrizhatvany értékét!

2 088 1"
1 01

2.5 megoldas. A példa természetesen megoldhatd 18 matrixszorzas elvégzésével, azon-
ban nyilvanvaléan nem ez a legcélszertibb eljaras. Szamitsuk ki a hatvanyozand6 matrix
sajatértékeit és sajatvektorait! A sajatértékek:

2\ 088

d“{ 1 01— A

]:A?—zu+408:0:#AlzaaAQZLz
A sajatvektorok az Am; = \;m; (i = 1,2) homogén egyenletek nemtrivialis megoldasai,
ahol A a hatvanyozand6 matrixot jeloli. Az egységnyi hosszu sajatvektorok:

[ 0740 & m— | 0625
7| —0,673 2= 0,781 |

Mivel a matrix sajatértékei egyszeresek, ezért a sajatvektorok linearisan fiiggetlenek, igy
tekintheték az R? tér egy bdzisdnak. Ismeretes, hogy ebben a bdzisban az A matrix
diagonalis, és a foatlojaban a sajatértékek allnak:

A0

A-m |’ )

|

ahol M = [ m; Im, ] a sajatvektorokbol allo6 in. modélis matrix. Ebbol az alakbdl
mar a keresett hatvany egyszeri skalaris hatvanyozassal szamithato:

e (a4 L)L 2] (o )

ahol a szorzat 19 tényzobdl all; a zardjelek felbontasaval és a diagondlmatrixok szorza-
saval a kovetkez6 adddik:

A9 0 116,8 93,3
19 _ 1 -1 _ 3 )
A "A4'[ 0 Aég} M= [-—1061) —84,7 }‘

Megjegyzés.

A diszkrét idejii differenciaegyenlet-rendszerek (7. fejezet) megolddsanédl szin-
tén elofordul, hogy matrixokat kell tetszoleges egész kitevos hatvanyra emelni,
és az eredményt formulaval megadni.4
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3. fejezet

Nemlinearis egyenletek

Szamos esetben fordul eld, hogy egy villamosmérnoki feladat megoldasahoz nemlinearis
egyenletet vagy egyenletrendszert kell felirnunk és megoldanunk. Ekkor a meghatarozan-
do ismeretlen vagy ismeretlenek nemlinedris fiiggvények argumentumaban szerepelnek.
Szigorian véve ez az eset az altalanos, és a linedris egyenlettel valo modellezés jelent
specialis — am igen gyakran alkalmazott — kozelitést.

A nemlinedris egyenleteken beliil szokas megkiilonboztetni az algebrai egyenleteket
(amelyek csak az ismeretlenek szorzat- ill. pozitiv egész kitevés hatvanyfiiggvényeit tar-
talmazzak) és a transzcendens egyenleteket (amelyek az ismeretlenek transzcendens fiigg-
vényeit is, pl. abszolutérték, exponencidlis, logaritmikus, trigonometrikus, stb. tartal-
mazzak). A linedris egyenletekkel és egyenletrendszerekkel ellentétben itt tobbnyire nem
egyszerli a megoldas 1étezésének ill. a megoldasok szamanak a megallapitasa.

Bizonyos specialis esetekben a nemlinedris egyenletek megoldasa zart alakban megad-
hat6 (pl. a masodfoki egyenlet, vagy az Inx = C tipusi egyenletek), azonban dltaldban
numerikus megoldasi médszer alkalmazasa sziikséges. A numerikus eljarasok tobbnyire
iterativak, és a gyakorlatban véges szamu lépésen beliil egy megoldas numerikus koze-
lit6 értékét szolgdltatjdk. A numerikus eljarasok alkalmazasahoz természetesen célszerti
szamitogépet igénybe venni.

Ebben a fejezetben néhany, a villamosmérnoki tantargyakban gyakran el6forduld,
zart alaki megoldassal rendelkezé nemlinearis egyenletet mutatunk be, emellett helyet
kap par olyan feladat is, amely megoldasa numerikus modszerrel torténhet. A numerikus
megoldéasi médszereket Matlab® programokban implementéltuk, amelyet a Példatérhoz
mellékeliink.

3.1 példa. Hatdrozzuk meg a
|sin fz| = a

egyenlet dsszes pozitiv valos x megolddsdt a B > 0 és 0 < a < 1 paraméterek mellett!

3.1 megoldas. A nemlinedaris egyenlet két oldalat, mint fiiggvényt, célszerii kozos koordinata-
rendszerben dbrazolni, azaz elsé 1épésben az egyenlet grafikus megoldasat megprobalni.
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A 3.1. dbran lathaté a szinusz abszolutérték fiiggvény néhany periédusa g = 1 vélasz-
tassal, ill. a jobb oldalon all6 konstans a = 0,6 véalasztas mellett. Az a paraméterre
vonatkozo 0 < a < 1 kikotés értelme kézenfekvo. A legkisebb pozitiv valés megoldas

3.1. abra. Illusztracié a 3.1. példahoz.

kifejezése:

T1 = — arcsina.

A szinusz fiiggvény szimmetria-tulajdonsagait kihasznélva felirhato a kovetkezo pozitiv
megoldas is:
7
To — — — XT1.
s

Mivel az abszolutérték-szinusz fiiggvény m periddushosszal periodikus, ezért az Osszes
pozitiv megoldas x; és xo segitségével felirhato:

Topy1 = $1+7€%, és
Tok+2 = .I‘Q—f-k’%, l{?:172,3

Megjegyzés.
Hasonlé egyenletekkel talalkozhatunk, ha egy olyan tavvezetéket vizsgalunk,
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amelyen csak allohullamok léteznek. Ekkor ugyanis a fesziiltség vagy az aram-
erdsség amplitiddjat a | sin x| fliggvény irja le, ahol 5 a fazistényezo, x pedig
a vezeték mentén mért pozicid. Egy adott értékii amplitid6 helyének (az-
az az x véaltozénak) a meghatdrozdsa a vizsgalt tipusi egyenlet megoldasat
igényli. Természetesen ekkor nem az Osszes pozitiv megoldds megtalaldsa a
cél, hanem figyelembe kell venni a tavvezeték véges hosszusagat, amely a
megoldasra felsé korlatot jelent.4

3.2 példa. Legyenek a Zy, R és B paraméterek adott pozitiv valos szamok. Milyen Z
érték mellet létezik valos x megolddsa az aldbbi egyenletnek?
_ R+ Zitg’ Ba

072 + R2tg? Ba

Z2

3.2 megoldas. Az egyenlet atrendezéssel az alabbi alakra hozhato:

Z* — R?

tg® Br = Z3 s
078 — Z72R?

ha Z§ # Z?R?.

A tg? fiiggvény értékkészlete a nemnegativ valdés szamok halmaza, ezért pontosan
akkor van valés x megoldasa az egyenletnek, ha a jobb oldalon &ll6 kifejezés nemnegativ,
azaz (kihaszndlva, hogy Z2 nemnegativ):

72 — R
—— > 0.
78— 72R? ©

Ez azt jelenti, hogy a nevezd és a szamlédld eldjele azonos, utébbi esetleg zérus is lehet.
A két eset tehat:

1) Z > Rés Z2 > ZR. Ekkor a Z paraméter megengedett értéktartomdnya:
Z2
R<Z <22,
- R
2) Z < Rés Z2 < ZR. Ekkor pedig Z megengedett értéktartomanya:

7z
— < Z <R
R -
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Még meg kell vizsgdlni az eddig kizart Z3 = Z?R? esetet. Ekkor az eredeti egyenlet
dtalakitdsa sordn nem oszthatunk a Zg — Z2R? kifejezéssel, hanem a kovetkezd alakot
allitjuk elé:

1
72(7% — R?).
thﬂ"L‘ 0( R)

A jobb oldalon all6 kifejezés a kovetkezo esetekben zérus:

1)

Zy— Z°R* =

W = ctg?Bz = 0, amely végtelen sok pozitiv x mellett el6dll. Ez azt jelenti,

g® Bx

hogy a fentebb kaptt tartomanyok mindkét hataran megengedheto az egyenléség
2

is, hiszen Z = =2 esetén van valés megolddsa az egyenletnek.

2) Z®—R? =0, azaz Z = R. A kiindulé feltételezéssel (Z3 — Z2R? = 0) egyiitt ez
az jelenti, hogy Z = R = Z, ekkor az eredeti egyenlet tetszoleges x esetén ki van
elégitve (azonossag).

Osszefoglalva: a vizsgalt egyenletnek akkor van valés megolddsa, ha a Z paraméter eleget
tesz a kovetkezo feltételnek:

72 72
min (R; EO) < Z < max (R; EO) .

Megjegyzés.

A vizsgalt kifejezés az R ellendlldssal lezart, Z; hullamellenallast, idedlis
tavvezeték bemeneti impedancidja abszolitérték-négyzetét adja (azaz Z? =
|Z|?), a lezéarastdl x tavolsagban. A megoldéssal lényegében azt lattuk be,
hogy ez az érték egyrészt csak a kapott hatarok kozott valtozhat, mas-
részt valoban talalhato is x megoldéds minden olyan Z értékhez, amely a
kapott hatarok kozé esik. A tavvezetékelméletben ez egy igen fontos és
gyakran alkalmazott eredmény. A 3.2. dbran megrajzoltuk illusztracioként
R% + Z2 tg? Bx
Z2 + R%tg? Br
(Elvileg azokhoz a [z értékekhez, amelyekre a tangens fiiggvény szinguld-
ris, nem korrekt fliiggvényértéket tulajdonitani, azonban ezek megsziintethetd
szingularitasok, fizikai jelent6ségiik nincs.) 4

azZ = 2 fiiggvényt Zp = 50 és R = 80 értékek mellett.

3.3 példa. Hatdrozza meg azokat a pozitiv valos w értékeket, amelyek kielégitik a kovet-
kezo egyenletet:
tgwTl +wr =0,

ahol T és T pozitiv valos parméterek!
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3.2. abra. [llusztracié a 3.2. példahoz flizott megjegyzéshez.

3.3 megoldas. Ez a transzcendens egyenlet nem oldhaté meg zart alakban. A grafi-
kus modszer segit a gyokok elhelyezkedésének megbecslésében. Javasoljuk az Olvasénak,
hogy dbrazolja kozos koordinata-rendszerben a tgwT és —wt fiiggvényeket. A legké-
zenfekvobb megoldas (metszéspont) az w = 0 helyen van, ez azonban nem tesz eleget
a feladat feltételének (ti. nem pozitiv). Az elfogadhaté megolddsok szadma végtelen;
konnyen lathatd, hogy minden

™ T ™
AN A k:—), k=1,2,3, ...
<2T * T'T * T
intervallumban pontosan egy megoldas 1étezik.
THizziik most ki célul a legkisebb pozitiv megoldas kozelito, numerikus meghataroza-
sat! Erre a célra az in. Newton-Raphson-médszert alkalmazzuk. Ez a numerikus eljaras
alkalmas az

f(x) =0

nemlinedris egyenlet egy gyokének numerikus meghatarozasara, ha a gyok elhelyezkedé-
sérol egy ,kelléen j6” becsléssel rendelkeziink. A (3.3). dbrdn vazoltuk a mddszer egy
iteracios lépését. Tételezziik fel, hogy a z gyckhoz ,kelléen kozel” megvalasztjuk az xq
értéket, mint a gyok elsd becslését. Itt az f fiiggvényt és annak [’ derivaltjat kiértékel-
ve, megszerkeszthetjiik a kovetkezd, xo kozelité érték helyét: az (xq, f(z1)) pontban az
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f(z) fiiggvényt az f'(x1) meredekségii érintéjével kozelitjiik, és xo ezen érintének az x
tengellyel valé metszéspontja lesz, formulaval:

x
@. (3.1)
f'(@1)
Mivel f(z3) még nem zérus, ezért az eljarast megismételjiik, immar az xo pontbdl inditva.
Az iteraciot osszesen N-szer ismételjiik meg, ahol N lehet pl. a legkisebb olyan pozitiv

egész szam, amelyre |zyy1 — xn| < 6 teljesiil, egy el6re megvialasztott, kellden kicsiny
pozitiv § esetén. Természetesen més leallasi feltételek is megszabhatdk.

A f(x)

2 X

To = T1 —

3.3. dbra. A Newton-Raphson mddszer egy iterdcids lépése.

Nem egyszer(i annak eldontése, hogy a kezdeti becsélés (x1) mikor van ,kelléen kozel”
a keresett z gyokhoz. Joé kezdeti becslés esetén az xq, x9, x3, ... sorozat igen gyorsan
konvergdl z-hez, azonban pl. ha xy és z kozott az f fiiggvény nem monoton, a sorozat
divergens is lehet.

A vizsgalt példank megoldésat a mellékelt newtonraphson.m Matlab® scripttel vé-
geztiik, T = 1075 és 7 = 4 - 1075 paraméter-értékek mellett, § = 10~* valasztdssal. Az
algoritmust az w; = 0,557 /T pontbdl inditva, 4 iterdcids 1épésben megéll az w ~ 171551
értéknél, amely az egyenlet legkisebb pozitiv megoldasanak igen jo kozelitése. Azonban
ha az iterdciét az w; = 1,457 /T kezd6pontbdl (azaz a zérushelynél nagyobb értékrol)
inditjuk, akkor az algoritmus ,atugorja” az el6bb megtalalt zérushelyet, és az w = 0 zé-
rushelyhez konvergal. Fz is ravilagit arra, hogy a numerikus eljardasokat koriiltekintéen
kell alkalmazni.

Megjegyzés.
Ilyen tipust egyenletet kell megoldanunk, ha dinamikus elemekkel lezart, ide-
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alis tavvezeték rezonancia-korfrekvenciait szamitjuk. A vizsgédlt példaban
egy egyik végén szakadassal, masik végén kondenzatorral lezart tavvezeték w
rezonanica-korfrekvencidit keressiik. A T paraméter a vezeték befutasi ideje
(azaz hosszanak és a hullamok fazissebességének hényadosa), a 7 paraméter
pedig a lezaré kapacitas és a vezeték hullamimpedancidjanak szorzata.4

3.4 példa. Oldjuk meg a valds (uy,iy) szampdrok halmazdan az

nemlinedris egyenletrendszert, ahol Uy, Iy és R pozitiv valds, Us pedig tetszoleges valds
paraméter!

3.4 megoldas. Az egyenletrendszernek pontosan egy (uy,iy) megolddsa létezik. Errol
kénnyen meggy6zodhetiink, ha kozos koordinatarendszerben abrazoljuk az elso és maso-
dik egyenletet (azaz célszertien uy-t iy fliggvényében). A paraméterekre megfogalmazott
feltételek mellett a két gorbének pontosan egy pontban metszenie kell egymaést (3.4. 4b-
ra), mégpedig az uy > 0, iy > 0 elsé siknegyedben. Az dbran vazolt grafikus megoldési
modszer iranymutatast ad a megoldasok létezésével, szaméval és hozzavetoleges helyével
kapcsolatban, ezért gyakran célszerii ezzel kezdeni egy kétismeretlenes egyenletrendszer
megolddsat. (A 3.4. dbran lathat6 gorbék Uy = 2, Iy = 2, R = 3 és Uy = 5 paraméterér-
tékek mellett érvényesek.)

A vizsgalt transzcendens egyenletrendszer megoldasa zart alakban nem fejezhetd ki.
Ezért a grafikus moédszerrel hozzavetolegesen meghatarozott megoldas egy pontosabb
kozelitését numerikus eljarasok segitségével kell megkeresniink. Vegyiik észre, hogy a két
egyenletbol allé rendszerbdl most nagyon konnyen eldallithatunk egy egyismeretlenes
egyenletet (ez altaldban nincs igy nemlinedris egyenletrendszerek esetén). Helyettesitsiik
uy masodik egyenlet szerinti kifejezését az elsé egyenletbe és rendezziik az egyenletet
zérusra:

0= Upn (Zjiﬂ) + Riy —U..
0

A jobb oldalon &ll6 kifejezést nevezziik el f(iy)-nek. Feladatunk tehat az f fiigg-
vény zérushelyének meghatarozasa, amelyre ebben a példaban egy igen egyszert algorit-
must, az un. intervallumfelezé mddszert alkalmazzuk. A modszer lényege, hogy ha az f
folytonos az [a, b] zart intervallumon és f(a) eldjele kiilonbozik f(b) eldjelétél, akkor a
Bolzano-tétel értelmében f-nek van zérushelye az [a, b] intervallumon. Az intervallum-
felez6 modszer egy kezdeti tippel indul a-ra és b-re (amely példdul a grafikus dbrazolés
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3.4. dbra. Két nemlinearis egyenlet (az wuy és iy ismeretlenekre) abrézolasa ko-
z0s koordindta-rendszerben. A megoldas vonalzd segitségével kozelitéleg leolvashato:

(un, iy) =~ (1,3, 1).

segitségével céltudatosan megvalaszthatd), majd az intervallum szukcessziv sziikitése ko-
vetkezik egészen addig, amig egy elore meghatarozott toleranciat nem teljesit a megoldas:
ha (b — a) < 4, ahol § eléirt kis pozitiv szdm, akkor az iteracié ledll és kijelenthetjiik,
hogy a zérushely egy imméron kelléen sziik [a, b] intervallumban helyezkedik el.

A médszer bemutatasara mellékeljilk az intervallumfelezo.m Matlab® scriptet.
Ennek futtatasaval az iy = 1,3273 kozelité megoldést talaltuk. Az ehhez tartozé uy érték
az eredeti egyenletek valamelyikébe torténé visszahelyettesitéssel megkaphato: uy =
1,0181. Lathaté, hogy a grafikus modszerrel is igen kozeli értékeket talaltunk.

Megjegyzés.

A vizsgalt egyenletrendszerben az uy és i1y ismeretlenek azonosithatok egy
idedlis didda fesziiltségével és draméval (azaz az els6 egyenlet az ideélis didda
karakterisztikdja). A masodik egyenlet pedig tgy is értelmezhetd, hogy ez
a didda egy U, fesziiltségli, R belso ellendllasu forrasra van kapcsolva, azaz
un-nek és iy-nek a korre felirt Kirchhoff-egyenletet is ki kell elégitenie. A
példa tehat egy egyszeri nemlinedris halézat vizsgalatanak is tekintheto.4
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3.5 példa. Adjuk meg az a és b valds paraméterek azon értéktartomdnydt, amelyre a

N ta+b=0

masodfoki egyenletnek csak

a) megativ valds részi megolddsai, ill.

b) egynél kisebb abszolutértéki megolddsai

vannak a komplex szamok halmazdn!

3.5 megoldas. A kovetkezokben olyan feltételeket adunk meg, amelyeket a masodfo-
ki egyenlet megoldéképletének ismeretében elemi tton is levezethetnénk, azonban az
igazolasuk magasabb foku polinomok esetén joval koriilményesebb.

a)

Azt az n-edfoku
N d AN A" d N+ d,

polinomot, amelynek az 0sszes n gyoke negativ valos részli, Hurwitz-polinomnak
nevezziik. Ennek sziikséges feltétele tetszoleges n esetén: d; > 0, minden ¢ =
1,2,...,n-re. Ez a feltétel els6 és masodfokii polinomok esetén elegend¢ is. Har-
madfokt polinomokra a didy > d3 egyenlotlenségnek is teljesiilnie kell. Tetszoleges
n fokszam mellett is megfogalmazhato a sziikséges és elégséges feltétel arra, hogy
a vizsgalt polinom Hurwitz-polinom legyen, ez a tankonyvekben megtalalhato.

Esetiinkben tehat a masodfoki egyenletnek pontosan akkor van csak negativ valds
részi megoldasa, ha a > 0 és b > 0 teljesiil.

A A2 + a) + b polinomnak pontosan akkor van csak egynél kisebb abszolitértékii
megoldésa, ha teljesiilnek a kovetkezo egyenlotlenségek:

|| <1és|a| <b+1,

amelyeket szokds az (a,b) koordinata-rendszerben is dbrazolni (hdromszog alaki
tartomany). Ezt — és az itt nem targyalt, magasabb foku polinomokra vonatkozd
Osszefiiggéseket — Jury-kritériumoknak nevezik.

Megjegyzés.

A rendszerelméletben ezeknek a tulajdonsagoknak kulcsfontossagu szerepe
van bizonyos stabilitdsi kérdések eldontésében. Ha a vizsgédlt polinom egy
folytonos idejii linearis rendszer allapotegyenletében szereplo rendszermatrix
karakterisztikus polinoma (azaz A a rendszermatrix sajatértékeit jeloli), akkor
a rendszer pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha a polinom 6sszes gycke
negativ valés részii. Hasonloképpen diszkrét idejii linedris rendszer esetén: az
aszimptotikus stabilitas sziikséges és elegendo feltétele, hogy a polinom Osszes
gyoke egynél kisebb abszolutértékii legyen. ¢
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3.6 példa. Azi(t) ésu(t) figgvények kozitt a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn:

ot (10 41),

ahol i(t) > Iy, a t wvdltozé bdrmely értékére. Adjunk egy egyszerd kozelitést az u(t)
figgvényre, ha i(t) a kévetkezd alakban adott:

i(t) = A+ Bcos(wt),
az A, B és w valds paraméterekkel!

3.6 megoldas. Altaldnos esetben a megadott u(7) kapcsolat természetesen nem helyet-
tesitheté egyszertibb formuldval, azonban specialis — de a gyakorlat szamara fontos —
esetekben létezik egyszeriien eléallithaté kozelités. Ha az i = A helyen az u(i) fiiggvény
ykelloen sima”, akkor az kielégité pontossaggal helyettesitheté az érintojével, azaz

du

u(i) = u(A) + Tl

(1—A).

Természetesen az u(i) fiiggvény simasdga mellett a B érték szabja meg, hogy ez az
un. linearizalt kozelités mekkora hibat okoz.
Az u(i) fuggvény meredeksége az i = A pontban:
du . U()
di I+ A’

ezzel az u(t) kozelit6 formuldja:

UyB
u(t) = u(A) + T 3_ 1 cos(wt).

A kozelités pontossigat megbecsiilhetjiik (A és B konkrét numerikus értékeinek isme-
retében) példaul gy, hogy a kozelitd és a pontos u értékeket dsszevetjiik az i(t) legkisebb
és legnagyobb értékei mellett. Legyen Uy = Iy = 2, A = 2,5 és B = 1,5! Ekkor a kozelito
u értékek:

o N UsB
W(imin) = u(A — B) = u(A) A 0,9552,
. B N UB
(% max) —MA+B%WWQ+%+A_Z%%.

A pontos értékek az eredeti egyenletbe val6 visszahelyettesitéssel nyerhetok:

U(imin) = u(A — B) = 0,8109, U(imax) = u(A+ B) = 2,1972.
Annak eldontése, hogy a numerikus értékek ekkora kiilonbsége még elfogadhaté kozeli-
tést jelent-e, természetesen csak a mérnoki feladat ismeretében lehetséges és tobbnyire

még ekkor sem kézenfekvs. Javasoljuk az Olvasénak, hogy az u(i) fiiggvény és annak
érintéjének felrajzolasaval kovesse nyomon a fenti gondolatmenetet.
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Megjegyzés.

Ezt a modszert a nevezik munkaponti linearizédlasnak is. Ez arra utal, hogy
az i = A érték mellett a vizsgélt rendszer bizonyos el6irt, elézetesen eloal-
litott tizemallapotban van és az iizemszerii miikddés sordn ettdl a ponttol
csak kevéssé tavolodik el. Szokés a mddszert kisjelii kozelitésnek is nevezni,
amely pedig azt hangsilyozza, hogy a munkaponttol valé ,eltavolodasnak”
kicsinek kell lennie. Az wu(t) és i(t) fliggvények természetesen azonosithatdk
egy villamos kétpdlus fesziiltségével és aramerdsségével. A példaban vizsgalt
fiiggvénykapcsolat az idedlis diédat irja le.4

28



4. fejezet
Differencialszamitas

A differencidlszamitast — skalarfiiggvényekre vonatkozéan — leggyakrabban szélsoérték-
feladatok megoldasara és kozelito formulak megadasara hasznaljak a villamosmérnoki
tantargyakban. Az elemi uton megoldhato és gyakorlati haszonnal bird szélsGérték-
feladatok kore természetesen igen korlatozott; igen gyakran numerikus médszerek alakal-
mazasara kényszeriiliink. Ezzekel azonban — noha szamos moédszer tamaszkodik a diffe-
rencialszamitas elemeire — csak érintolegesen foglalkozunk. Bemutatunk helyette néhény,
a villamossagtanban elokeriil6, elemi iton megoldhaté szélsoérték-feladatot.

A differencialhanyadosokra tamaszkodo kozelité formulak — a Taylor-sor — alkalmaza-
sa viszont igen széleskori. Ennek oka, hogy a fizikai jelenségek igen gyakran nem irhatok
le altalanosan linearis Osszefiiggésekkel. A mérnoki szamitasokban azonban sokszor ele-
gendo spacialisan valamely mennyiség kis megvaltozasait vizsgalni, amely kérnyezetében
elfogadhato egy linedris modell (erre ld4tunk példdkat a 3. fejezetben is). Elterjedt szélés
a mérnoki latasmodrol: | kicsiben minden linearis, tavolrél minden pontszeri”.

Az elhanyagolasok és egyszeriisitések azonban jabb kihivasokat is sziilhetnek: gyak-
ran hasznos absztrakci (azonban nyilvanvaléan fizikailag értelmetlen) valamely mennyi-
ség idobeli valtozasat szakadasos fiiggvénnyel leirni. Ekkor a klasszikus értelemben vett
derivalt nem létezik, ugyanakkor a disztribicielmélet keretei kozott ez a kérdés is kezelhe-
t6. Az ilyen feladatok megnyugtatéan korrekt megoldasa kiviil esik a Példatar keretein,
azonban egy példat bemutatunk a Dirac-delta disztribucié alkalmazasara.

A differencidlszamitas vektoranalizisbeli alkalmazésairdl a 10. fejezetben esik sz6.

4.1 példa. Hatdrozzuk meg a
rU?
P(r)y=———
(R+1)?
fligguény mazximumdnak helyét és értékét az r € (0,00) intervallumon az U és R pozitiv
valos paraméterekkel!
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4.1 megoldas. A P(r) fiiggvény derivéltja a hdnyadosra vonatkozé derivaldsi szabély
szerint:

U*(R+1)>—rU?2(R+7) , R—r

P(r) = —U .
(r) (R+r)t (R+7)?
Mivel R pozitiv, konnyt latni, hogy a vizsgélt r € (0, co) intervallumon igaz a kovetkezo:
P'(r) >0, r < R;
P'(r) <0, r> R és
P'(r) =0, r=R,

tehat a P(r) fiiggvény az r = R hely el6tt szigori monoton névekszik, azon til szigori
monoton csokken, és az r = R helyen pedig maximuma van. A maximum értéke:

U2

Pu = P(R) = 5.

Megjegyzés.

Az U belso fesziiltségli és R belso ellenallast generatorra kapcsolt r ellenélla-
son fellépé teljesitményt adja meg a P(r) fliggvény. A maximélis teljesitmény
eléréséhez — az un. teljesitmény-illesztéshez — tehat az r = R véalasztassal kell
élni. ¢

4.2 példa. Hatdrozzuk meg a

rU?
R+ (X4

P(r,z) =

figguény mazimumdnak helyét és értékét, az r € (0,00) és x € (—o0,00) tartomdnyon
az U, R és X pozitiv valos paraméterekkel!

4.2 megoldas. Ahhoz, hogy a tobbvaltozds fiiggvénynek valamely pontban — nem az
értelmezési tartomany peremén — szélséértéke legyen, sziikséges, hogy az 6sszes véltozodja
szerinti parcialis derivalt zérus legyen. Hatarozzuk meg ezeket!

or U2(R+7’)2 + (X +2)?=2r(R+7r)
or (R4 7)?+ (X + x)?)? ’
orP 7?2 —2r(X + )

0z [(R+7r)2+ (X +2)*

30



Lathatd, hogy az x szerinti parcialis derivalt csak z = — X mellett lesz zérus, mert r csak

pozitiv lehet. Azaz az r szerinti parcialis derivaltba be is helyettesithetiink x = — X-et,

amellyel visszajutunk a 4.1. példaban megoldott problémahoz: o = 0 akkor teljesiil,
r

ha r = R.

Most meg kellene vizsgdlnunk, hogy az (r,x) = (R, —X) pontban val6ban széls6ér-
téke van-e P-nek, és ha igen, akkor az maximum-e. Ez a méasodik parcialis derivaltakat
tartalmazé Hesse-matrix alapjan dontheto el dltalanos esetben, azonban ebben az egy-
szerii példaban erre nincs szitkség. Jol latszik ugyanis, hogy ha x barmely iranyba eltér
—X-tol, ugy P értéke csokken, barmely pozitiv r» mellett. fgy a P fliggvénynek csak az
r valtoztatasakor tanusitott viselkedését kell vizsgalnunk rogzitett x = —X mellett, ezt
pedig mar megtettiik a 4.1. példéban. Osszefoglalva: a vizsgalt kétvaltozds fiiggvénynek
egyetlen maximuma van a megadott tartomanyon, éspedig az (r,z) = (R, —X) pontban.
A maximum értéke:

U2
Pupax = P(R,—X) = i

Megjegyzés.

Az U effektiv értéki szinuszos fesziiltségforrasbdl és a hozza sorosan kapcso-
16d6 R ellenellasbdl ill. X reaktanciabol allé kétpdlusra, mint generatorra,
olyan fogyasztot kell kapcsolni, amelynek » = R ellenéllasa és x = —X reak-
tancidja van, annak érdekében, hogy a fogyasztén maximalis hatdsos teljesit-
mény lépjen f6l. Az el6z0 példaban latott teljesitmény-illesztésnek ez tehat
a kiterjesztése reaktanicat is tartalmazo, valtakozéaramu aramkorokre. 4

4.3 példa. Hatdrozzuk meg az

U
PO =t

figgvény minimumdnak helyét és értékét az r € (0,00) intervallumon az U és R pozitiv
valos paraméterekkel!

4.3 megoldas. Az E(r) fiiggvény akkor minimalis, ha a nevez6ben &ll6 kifejezés maxi-
malis, mivel a szamlal6 konstans. A nevez6 derivéltja a szorzat-derivalasi szaballyal:

rlnE ,—lnﬁ—l—ri —E —lnﬁ—l
r) T or R/r r2) T r '

Ez a derivalt pozitiv, ha r < (R/e) és negativ, ha r > (R/e), tehat zérus az r = R/e
helyen. A nevezoének tehdt egyetlen maximuma van pozitiv r esetén; a maximum értéke:
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R
—1Ine=—. Az E(r) fuggvény minimuma:
e e

Ein = B(R/e) = %.

Megjegyzés.

Ezt a szélséérték-szamitasi feladatot kell megoldanunk, ha arra vagyunk ki-
vancsiak, hogy egy adott R bels6 sugaru kopennyel rendelkezé koaxialis ka-
belban hogyan vélasszuk meg az ér r sugarat gy, hogy annak felszinén a lehe-
t6 legkisebb térerdsség 1épjen fel egy, a kabelra kapcsolt, rogzitett U fesziilt-
ségérték mellett. Ekkor ugyanis az U fesziiltség kifejezheté6 U = kln(R/r)
alakban; a térerdsség az ér felszinén pedig E = k/r (ahol k egy konstans).4

4.4 példa. Tekintsiik a 4.1. példdban kitizott szélsoérték feladatot, és legyenek a para-
méterek értékei U = 1 valamint R = 3! Oldjuk meg a feladatot numerikus eljdrdsok
seqgitségével 1s, €s wessiik dssze az eredményt a korabban megkapott pontos, analitikus
eredménnyel!

4.4 megoldas. A numerikus optimalizdlasi algoritmusok célja legtobbszor a fiiggetlen
véltozé (r) egy olyan sorozatanak eléallitasa, amely a vizsgalt fiiggvény optimumhelyéhez
(jelen esetben maximumhelyéhez) tart. Természetesen a sorozatot altalaban csak véges
szamu tagig tudjuk elééllitani, igy az optimumhely egy bizonyos pontossidgi becslését
kapjuk meg.

Kétféle numerikus mddszert mutatunk be, mindketté a maximalizalando fiiggvény
derivéltjaira tdmaszkodik. P(r) els6 derivaltjat mar kiszamitottuk a 4.1. példaban. Ez
a megadott paraméterek behelyettesitése utan:

, 3—r
P(r):m.

A maésodik derivalt a hdanyadosra vonatkozé derivalasi szaballyal:

7 __(3+T)3—3(3—T)(3—|—T)2_27‘—12
P"(r) = Bt =Giot

Az els6ként vizsgalt algoritmus az tin. Cauchy-mdédszer, vagy gradiens-médszer. Utob-
bi elnevezés arra utal, hogy a mddszer tobbvaltozos fiiggvények optimalizalasara is al-
kalmas. A gradiens definiciéjabdl kovetkezik, hogy az a fiiggvény ,leggyorsabb noveke-
désének iranyadba” mutat, azaz az optimalizdlas soran a gradiens vektor iranyat célszerti
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4.1. abra. A 4.4. példdban vizsgalt fiiggvény, amelynek a maximumhelyét numerikusan
hatérozzuk meg. A maximumhely pontos értéke r = 3.

kovetni. Egyvaltozos esetben az elsé derivalt értéke ad tampontot. Egy kezdeti — szaba-
don valaszthatoé — r; pontbdl iteracié indul; a k-dik 1épésben az ry 1 értéket ri-bol és a
maximalizdlando fliggvény elsé derivaltjabol szamitjuk:

Tk—i—l :Tk—}—)\Pl(’l“k),

ahol a A > 0 az algoritmus paramétere, amelynek helyes megvalasztasa nem egyszeri
feladat. A tul kicsi A érték lassi konvergenciat, mig a til nagy érték pedig divergens soro-
zatot eredményezhet. Az algoritmus fejlettebb valtozataiban a A paraméter iteracionként
valtozik, és egy iteracién beliil is toébb érték kiprébalasra keriil, ezekkel a valtozatokkal
azonban itt nem foglalkozunk. A 4.2. dbran bemutatjuk az r valtozo sorozatat az itera-
cidk sorszamanak fiiggvényében, ha az algoritmust az r; = 5 pontbdl inditjuk, a A = 12
valasztas mellett. Lathato, hogy a sorozat tart a 4.1. példaban megkapott r = R = 3
maximumhelyhez. Az iteracio egy kézenfekvé ledllasi feltétele — amit a bemutatott sza-
mitasban is alkalmaztunk — a kovetkezo6: ha

|,rk+1 - Tk‘ < 57

akkor az iterdcié ledll, és a kozelité optimumhelynek a legutolsé 7y értéket tekintjiik (6
kis pozitiv szdm, példdnkban § = 107%).
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Masodikként a Newton-modszert mutatjuk be, amely az optimalizalandé fiiggvény
masodik derivaltjara is tamaszkodik. Az eljaras alapgondolata, hogy ha a fiiggvénynek
az r pontban széls6értéke van, akkor ott az elsé derivaltja zérus: P'(r) = 0 (ez természe-
tesen nem elegendd feltétele a széls6érték 1étezésének). A 3.3. példdban foglalkoztunk a
Newton-Raphson eljardssal, amely nemlinearis egyenletek zérushelyeinek kozelité meg-
hatdrozasara szolgal. Alkalmazzuk ezt most a P'(r) = 0 egyenlet iterativ megolddséaral!
A (3.1) formula szerint az iterativ séma most az aldbbi lenne:

P'(ry)
Th+1 =Tk — P”(rk)'

A sorozat konvergencidjanak biztositasahoz azonban célszerti bevezetni a A\ paramétert,
és a kovetkezoképpen megfogalmazni az iteracios sémat:
/
Tk+1 =Tk — )\%7

ahol a pozitiv A paraméter altaldban kisebb egynél. A P'(r) = 0 egyenlet ilyen médon
megtalalt kozelité megoldasat természetesen meg kell vizsgalnunk, hogy kideriiljon, valé-
ban szélséértéket kaptunk-e, és ha igen, valéban maximumhely-e (azaz a mésodik derivalt
negativ elgjeli-e itt). A 4.2. abran megrajzoltuk a Newton-mddszerrel kapott sorozatot
is, A = 0,95 valasztassal, r; = 5 kezdoponttal és a gradiens-moddszernél is alkalmazott
leallési feltétellel.

Lathatd, hogy a Newton-modszer egy nagysagrenddel kevesebb szamu iteracion beliil
szolgéaltatott a gradiens-modszerével megegyezo pontossagi eredményt. Mindkét eljarast
implementaltuk a mellékletben megtaldlhaté numoptim.m Matlab® programban, javasol-
juk az Olvasénak a kiilonb6z6é paraméter-beallitasok hatdsainak kiprobalasat.

Megjegyzés.

A mérnoki tervezé munkaban gyakran fordul eld, hogy egy eszkoz paraméte-
reit bizonyos szempontb6l optimélisan kell megvéalasztani (pl. maximalis ha-
tasfokot, minimdlis méretet, sth. eredményez6 médon). Ezen optimalizdldsi
feladatok — amelyek legtobbszor tébbvaltozosak — megoldasara szamos algo-
ritmus 1étezik; ebben a példaban csak két igen egyszerti médszerrel foglalkoz-
tunk. Ezeknek kozos hatranya, hogy az optimalizalandé fiiggvény derivaltjai
sokszor nem ismertek, igy még ezeket is kozeliteni kell (pl. differenciahanya-
dossal) a médszerek alkalmazhatdsagahoz.

A numerikus optimalizalasi eljarasokat igen koriiltekintoen kell alkalmazni.
Az iterativ eljarasok leallasi feltételének helyes megfogalmazasara nincs alta-
lanos szabdly. Sokszor nem egyszerii annak eldontése sem, hogy a megtalalt
szélsGérték a vizsgalt tartomanyon a globdlis, vagy csak lokalis szélsoérték-e.
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A bemutatott két mddszer un. lokalis keresési eljards, amelyek konnyen meg-
rekednek egy lokalis széls6értéknél, és igy a globalisat esetleg nem talaljak
meg.

Az optimalizalasi médszerek irodalma méara mar igen tekintélyes; szamos elja-
rast a kereskedelmi forgalomban 1évé tervezoprogramokban is megtalalhatunk. 4

4.5 példa. Tekintsiik az w vdltozo kovetkezd fiigguényét a By és By pozitiv valos para-
méterekkel:

1
K(w) = \/(1 — Byw?)? + (Byw)? !

Hatdrozzuk meg By, és By azon értékeit, amelyek mellett teljesiil, hogy K(1) = 1/v/2 és
K (w) elsd hdarom derivdltja zérus az w = 0 helyen!

4.5 megoldas. A K fiiggvény latszolag bonyolult formulajat megmagyarazzuk a meg-
oldast kovetd megjegyzésben. Hogy egyszertibb alakhoz jussunk, vezessiik be a p =
—(2By — B?) és q = B2 jeloléseket! Ezzel némi dtalakitas utdn a kdvetkezd adodik:

K(w) = ! (4.1)

1+ pw? + qut

Koénnyen beldthaté!, hogy K(w) n-dik derivdltja csakis akkor zérus, ha a nevezében
szerepld 1 + pw? + qu* kifejezés n-dik derivéltja zérus, feltéve hogy 1 + pw? + qu* # 0,
ami minden valés w mellett ki van elégitve. Vizsgaljuk tehat a

G(w) =1+ pw® + qu*
fiiggvény elsé harom derivaltjat!

dG

— = 2pw + 4qu? =0
dw lw=0 w=0
d’G
kel P WD 2( — %
dw2 w=0 P + w w= P
3G
—_— =24 = 0.
dw? lw=0 9 w=0

Az els6 és harmadik derivaltra a feladat altal szabott feltétel a p és ¢ barmely értéke

mellett teljesiil; a masodik derivalt kivant zérus értékét a p = 0 véalasztassal kell bizto-

sttani. K (w) (4.1) szerinti kifejezésébdl rogton latszik, hogy a K (1) = 1/4/2 feltételt a
= 1 valasztas elégiti ki.

1Példaul a fiiggvények hinyadosira vonatkozé derivéaldsi szaballyal.
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A By és By paraméterek sziikséges értékei a p és ¢ megtalalt értékeibol kiszamithatdk:

Blz\/i és B2:1

Megjegyzés.
1

A K(w) fuggvény a H(s) = [T Bos 7 Bos?
linedris rendszer amphtudokarakterlsztlkaJa A K(w)-ra szabott feltételek
pedig egy w = 1 vagasi frekvencidji, maximalisan lapos (Butterworth-tipusi)
alulatereszto sziir6hoz vezetnek. Lényegében tehat sziirot terveztiink egy
megadott specifikacio alapjan.

atviteli fiiggvénnyel jellemzett

A Butterworth-sziir6t gyakran alkalmazzéak a villamosmérnoki gyakorlatban.
A maximalisan lapos” kifejezés jelen esetben arra utal, hogy az origéban
K (w) mindazon derivaltjainak értéke zérus, amelyeket a By és By valaszthaté
paraméterekkel zérussa tudunk tenni ugy, hogy kézben teljesiiljon a K (1) =
1/4/2 feltétel is. A negyedik derivaltat ez utébbi feltétel miatt nem tudtuk
zérussd tenni. ¢

4.6 példa. Legyen a v = v(w) az w pozitiv valds vdltozé komplex értéki figgvénye:

Y(w) = V(R+jwL)(G + jwC),

ahol R, L, G és C pozitiv valds paraméterek! Vizsgdljuk meg, hogy w nagy értékei mellett
milyen egyszeribb alakd kozelité formuldkat adhatunk v-ra a Taylor-sorfejtés alkalmazd-
sdval!

4.6 megoldas. Alakitsuk at v-t a kovetkezOképpen:
R G
= iw)?2 - ) =
7(w) \/(Jw) LC (1 + JwL) <1 + ij’)
jwV LO\/l \/1 +—
jwC"”

Ha w ,nagy” abban az értelemben, hogy

R
JwL

G
<<1 és
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R
teljesiil, akkor az utolsé két tényezo jol kozelitheté — ill. 0 els6foku polinomjaival.
Jw Jw
Emlékeztetoil az v/1 + x fiiggvény Taylor-sora az z = 0 koriil:
2 3

r T
val =14+—-——4+——....
+x +2 8+16

fgy a 7 kifejezésében szereplo tényezok elsorendii kozelitésével:

v(w)%jw\/E(lnLi) (1+ ¢ )

2wl 2jwC

A zarojelek felbontasaval:

v(w)%jWM(l— RG >+@(R+G>.

402 LC 2 \L'C

Mivel kezdetben feltételeztiik, hogy w nagy a (4.2) értelemben, ezért v kozelit6é formula-

janak képzetes részében elhanyagolhato, ezzel

4w2LC

o) =iwvie+ Y (£ 9,

Megjegyzés.

A példa jelent6ségét az adja, hogy v azonosithaté annak a tavvezetéknek a
terjedési egyiitthatojaval az w korfrekvencian, amelynek hosszegységre eso
induktivitasa és ellendllasa L és R, hosszegységre esé kapacitasa és atveze-
tése C' és G. Ha az alkalmazott w mellett a (4.2) reldcidk teljesiilnek, kis
csillapitdasu tavvezetékrol beszéliink. Ebben az esetben — a kapott eredmény
szerint — v képzetes része kozel linearisan fligg w-tél, valés része pedig ko-
zelitoleg allandé. Ez jelentés mértékben egyszertisiti a tavvezetéken lezajlo
hulldmjelenségek vizsgalatat. ¢

4.7 példa. Adjunk egy olyan kozelité formuldt a

1 1
()O(Tv’l?):k< - )
Va2 + 12 —2arcosd Va2 + r2 + 2arcos?

fiigguényre, amely az r >> a esetben érvényes!
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4.7 megoldas. Ha r >> a, akkor a legelsé kozelitésben mondhatnank azt, hogy a gyok
alatt allé kifejezésekben 72 domindl, {gy mellette a tovabbi tagok elhanyagolhatéak. Ez
persze a semmitmondé ¢ ~ 0 eredményre vezetne. Emeljiink inkabb ki r2-et a gyok
alatti kifejezésekbdl:

k 1 1
)= - . (43
pr) " (\/1"‘(“/7’)2_2(@/7") cosd /14 (a/r)®+2(a/r) cosﬁ) (43)

Ha (a/r) << 1 akkor méginkabb igaz, hogy (a/r)?> << 1. Szokds mondani, hogy ha (a/r)
kicsiny, akkor mellett (a/r)? masodrendiien kicsiny, igy ez utébbi elhanyagoldsa valéban
indokolt. Lényegében arrdl van sz, hogy az f(a) = 1 + (a/r)? & 2(a/r) cos ¥ kifeje-
zéseket helyettesitjitk az a = 0 koriili elséfokii Taylor-polinomukkal, amelyek f*(a) ~
1+2(a/r) cost alakiiak. A négyzetgyokjelek is eltiintethetéek, ha alkalmazzuk azt, hogy

1 1
~1— -z, lz] << 1,

\/1—|—$N 2

amely a kifejezés els6foki Taylor-polinoma az x = 0 koriil:

2ak cos

k a a
gp(r,ﬁ)w—(1+;cosq9—1+;cosﬁ>: =

r

Megjegyzés.

1. A @ fliggvény valasztasa nem volt 6nkényes: a 4.3. dbran lathato toltés-
elrendezés alatal létrehozott potencidl a P pontban éppen p-vel egyezik meg
(ha k értékét QQ/(4me)-nak valasztjuk, és feltételezziik, hogy a potencial a
végtelenben eltfinik). Vegyiik észre, hogy az dbra r* tavolsdgai a koszinusz-
tétel alapjan kifejezhet8k va? + r2 F 2ar cos ¥-ként. A vizsgalt a << r eset
lényegében annak felel meg, hogy a ponttoltések kozotti 2a tavolsag elha-
nyagolhatéan kicsiny ahhoz az r tavolsaghoz képest, amelyen a potencialt
keressiik. Ekkor a toltéskettds pontszertinek képzelt dipdlussal helyettesit-
het6 — a példaban tehéat az elektrosztatikus dipélus potencialterét vezettiik
le.

2. A (4.3) formuldban csak akkor igaz az, hogy (a/r)? sokkal kisebb, mint a
mellette all6 tagok barmelyike, ha a cos ¥ fliggvény értéke nem tul kicsiny. Ha
cos¥ ~ 0 (¥ =~ 7/2), akkor az 1 mellett mindkét tag elhanyagolhatéan kicsiny,
és az eredmény ¢ ~ 0 lesz — ami a végeredményben is helyesen tiikrozodik. 4
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4.8 példa. Hatdarozzuk meg az f(t) figgvény derivdltjat:

0, t <0
[y =4 4T,  0<t<T:
e—oz(t—T)7 T< t,

ahol o és T pozitiv valos paraméterek! Vizsgaljuk meg a T'— 0 hatdresetet!

4.8 megoldas. Az f fiiggvény mindenhol folytonos és szakaszonként folytonosan diffe-
rencialhaté. A t = 0 és t = T pontokban a derivalt nem létezik. Ezen kiviil a derivalt
fiiggvények:
0, t <0;
f't)=< 1T, 0<t<T,
—ae T T < ¢

A T — 0 esetben az f fliggvény elvesziti a folytonossagat, mivel f(0) = 0, ugyanakkor

tlirJrrlo (t) = e=® =1 (azaz ha t jobbrdl tart 0-hoz). A derivélt értéke ekkor a minden
—

hatéron til zsugorodd ¢t € (0,7) intervallumon minden hatdron tdl né, azaz ezen az
intervallumon a klasszikus értelemben vett derivalt nem létezik. Fogadjuk el — korrekt
definicié nélkiil —, hogy az f-bol a T' — 0 hatardtmenettel szarmazd, nem folytonos fiigg-
vényhez is rendelhet6 derivalt, azonban ez nem egy klasszikus értelemben vett fiiggvény,
mert tartalmaz egy un. disztribiciot is, amelyet Dirac-deltanak vagy Dirac-féle delta
disztribiciénak neveznek és d-val szokas jelolni. Ezzel tehat f’ igy irhaté fel:

f'(t) = g(t) +6(2),

0, t <0
g<t): { at O<t

—ae”

ahol

A §(t) disztribiciot a kovetkezd osszefiiggések jellemzik:

o

d(t) =0,hat#0és / i(t)dt = 1.

—0o0

Ebbél latszik, hogy f'(t)-t igy valéban tekinthetjiik f derivaltjanak, mert a ¢ = 0 kivé-
telével barmely ¢-re igaz, hogy

ﬂOijWM-

Az Dirac-deltat is tartalmazé derivaltat szokas a szakadasos fiiggvény dltalanositott de-
rivdltjanak is nevezni. Megjegyezziik, hogy a fenti gondolatmenet szdmos buktatét rejt
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magaban: a disztribicio fogalménak definidldsa hidnyzik, igy ez a megoldas korantsem
nevezhetd a probléma korrekt kezelésének. Ugyanakkor a villamosmérnoki gyakorlatban
a Dirac-deltat gyakran alkalmazzdk, a szigori matematikai megalapozas pedig kiviil esik
e Példatar keretein.

Megjegyzés.

A Dirac-delta a villamosmérnoki feladatokban sokszor egy igen hasznos abszt-
rakcié. Egy Uy magassagu, T' szélességli impulzus (u(t) = Uple(t) —e(t —T))])
kozelitheté UgT'd(t)-vel, ha az impulzus T szélessége sokkal kisebb, mint a
vizsgalt rendszerre jellemz6 karakterisztikus id6 (pl. legkisebb id6allandé).

Hasonlé absztrakcié a fizikaban a toltésdipdlus: ha két azonos () nagysagu,
ellentétes el6jelli ponttoltés tavolsdga [, és a kialakuld elektromos teret a
toltéspar kozépontjatol r tavolsagban keressiik, akkor [ < r esetén a toltéspar
Q! nyomatéku dipdlussal kozelithetd (14sd a 4.7. példat).

A 6.2. példdban sz6 esik arrdl, hogyan viselkedik egy linedris rendszer a §(t)
gerjesztés esetén, ill. hogyan hatarozhaté meg az ekkor megjelené impulzus-
valasz.

A 8.8. példaban a Dirac-delta egy tjabb érdekes jelelméleti alkalmazdsat mu-
tatjuk be.¢

40



Gradiens—modszer iteracioi

iteracio (i)

Newton—modszer iteracioi

: ; :
] 2 4 6 8 10 12 14 16 18
iteracio (i)

4.2. dbra. A 4.4. példdban bemutatott két algoritmus (gradiens-mdédszer (fent) és Newton-
moédszer (lent)) altal szolgéltatott sorozatok, amelyek a vizsgalt fiiggvény maximumhe-
lyéhez tartanak. Utébbi pontos értéke r = 3.
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4.3. abra. A 4.7. példahoz: Elektrosztatikus toltéselrendezés. +@Q és —@Q értékii, pont-
szerl toltések egymastdl 2a tavolsagra.
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5. fejezet

Integralszamitas

Kiilénboz6 hatarozott integralok kiértékelése igen gyakran sziikséges a jel- és rendszer-
elméletben. Tipikus, hogy jelek skaldrszorzatat kell szamitanunk, amely leggyakrabban
a jelek szorzatanak integralasat igényli, mint példaul a Fourier-sorfejtés egyiitthatéinak
meghatarozasa. Szintén sokszor fordul el6, hogy kiilonboz6 kozépértékeket (egyszerii és
négyzetes) kell szamitanunk, mert ezek jelentik a szamunkra fontos jellemzét (hatédsos
teljesitmény, effektiv érték, stb.) Szélnunk kell egy kiilonleges hatarozott integralrol is,
amely a jelek konvoluciéjanak miveletét definidlja. Az elektromdagneses térelméletben
el6fordulnak olyan integrédlok is, amelyekben az integrandusz szingularis az integralasi
tartomany valamely pontjaban, azonban az integral konvergens. Mindezekre bemutatunk
egy-egy példat, amelyek mindegyike kézi szamitassal, analitikusan megoldhaté.
Mindemellett utalunk arra is egy példan keresztiil, hogy bizonyos integralok kiér-
tékelése numerikus moédszerekkel célszeriibb vagy csak ezek alkalmazasaval lehetséges.
Végiil bemutatunk egy példat az integrélegyenletek médszerének illusztrélasara. Ez nem
tartozik szorosan az integralszamitas témakorébe, de az integralfogalom mélyebb megér-
tését és alkalmazasainak szélesebb megismerését segitheti. A numerikus integralds és az
integralegyenlet megoldasanak illusztralasira Matlab®programokat is mellékeliink.

5.1 példa. Hatdrozzuk meg az

T

t 2pmt
Ap:/sin%cos ];Tdt

0

hatdrozott integrdl értékét tetszoleges nemnegativ egész p mellett, ha T' pozitiv valds pa-
raméter!

5.1 megoldas. Célszerii az intergranduszt egyszeriibb fiiggvények Osszegévé alakitani,
amelyek primitiv fliggvényét konnyebb meghatdrozni. Egy lehetséges modszer a szinusz
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és koszinuszfiiggvények Euler-alakban valé felirdsa, ez négy komplex kitevés exponenci-
alis tagot eredményezne. Hasznalhatjuk a kovetkezo trigonometrikus azonossagot is:

1
cos(x) sin(y) = E[sin(x —y) + sin(z + y)].
Ezzel az integrandusz, bevezetve az w = 2m /T jelolést:
L L t + si = + t
— |sinw | = — sinw | = :
2 2 P 2 P
Ez a kifejezés tagonként integralhato:

—cosw(%+p)t ’
w (3 +p)

0 0

Kihasznalva, hogy w1 = 27, ami éppen a koszinusz fiiggvény periédushossza (azaz az ar-
gumentumban szereplé pwT nem valtoztatja meg a fliggvény értékét semmilyen p esetén
sem), adédik, hogy

T[1 ~1 1 —1]_2T 1

A, = — — — - -
oo |1—2p 1—2p+1+2p 1+2p 71— 4p?

Megjegyzés.
Hasonl6 integralokkal taldlkozunk a Fourier-sorfejtés alkalmazasakor is. A

fenti eredmény pl. az f(t) =

2mt
sin %‘ periodikus fiiggvény

B = A p2mt 5 . p2mt
f(t) = Fo + Z <Fp COST -+ Fp SIHT

p=1
alaku Fourier-soraban a p-dik koszinuszos tag egyiitthatdjaval, Ff—val ara-

T
nyos (annak E-Szerese)&

5.2 példa. Fejezziik ki az
ft)=Fy+ Z F, cos(pwt + )
p=1

fiigguénysorral adott periodikus figguény négyzetes kozépértékét az ismert I, egyiittha-
tokkal és p, szogekkel! (w pozitiv valds paraméter.)
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5.2 megoldas. Definicié szerint a négyzetes kozépérték (a mérnoki széhasznélatban:
effektiv érték):

2

ahol T" a periédushossz (id6fiiggvény esetén: periédusidé), T = Az f2(t) fiiggvény
w

az f(t) sordbdl a kovetkezéképpen fejezhetd ki:

f2t) = F3 + Z E? cos® (pwt + )+

p=1
2F Z F, cos(pwt + ¢p) + 2 Z Z FyF, cos(pwt + ) cos(qut + ¢).
p=1 p=1 q=p+1
A négyzetes kozépértéket definidlé integralt ezek utan tagonként kiértékelhetjiik. Az
Osszeg tagjainak négy csoportja rendre:
T

1
T/ﬁ&:ﬁ,
0

T
_p/ + cos 2pwt—|— 2<pp)dt _ F_p2
T 27

el

T
/F cos*(pwt + @, )dt =
0

ahol kihasznaltuk a cos? z = (1 + cos(2x))/2 azonossagot, valamint azt a tényt, hogy a

cos(2pwt + 2¢p,) tiiggvény integralja barmely pozitiv egész p esetén, barmely T' szélessé-
gl intervallumon zérus a koszinusz fiiggvény szimmetria tulajdonsidgai miatt. Hasonld
okokbdl kénnyti latni, hogy

T
/ FyF, cos(pwt + ¢,)dt =0
0

barmely pozitiv egész p esetén. Végiil ugyancsak hasonléképpen belathaté, hogy
T

/ 2F,F, cos(pwt + ¢,) cos(quwt + ¢,) =
0

1
T

e

T
F
Tq/COS p+qWt"‘%%"’"%%)+COS((p_Q)wt+90p_€0q)]dt:07
0
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ahol felhasznaltuk a koszinuszfiiggvények szorzatara vonatkozé trigonometrikus azonos-
sagot és a p # q feltételt.

[gy a négy tipust taghdl csak két csoport eredményez nemzérus négyzetes kozépérté-
ket, azaz F.g kifejezése:

1 o
Fog = F§+§ZF§.
=1
Ez az eredmény szemléletes kovetkezménye annak, hogy a Fourier-sor tagjai ortogonali-
sak, ha a skalaris szorzdst az L, norma definidlja.
5.3 példa. Legyenek az u(t) és i(t) periodikus figguények figgvénysorukkal adottak:
u(t) = Uy + Z U, cos(pwt + ¢,) és i(t) =1+ Z I, cos(qut + 1,)!
p=1 q=1

Ekkor a p(t) = w(t)i(t) figgvény is periodikus lesz. Fejezzik ki u(t) és i(t) sordnak
paramétereivel p(t) egyszerd kozépértékét!

5.3 megoldas. A p(t) fiiggvény kifejezése:

p(t) = Uply + Uy Z I, cos(qut + ,) + Iy Z Uy cos(pwt + @p)+

q=1 p=1
Z Z U,1, cos(pwt + ¢,) cos(qwt + 1,).
p=1 ¢g=1
Az egyszert kozépértéket definiald
T
P= ! / (t)dt
t=0

kifejezésben (ahol T a periddusidd, azaz T' = 27 /w) az integralds tagonként elvégezheto.
A p(t) kifejezésében szerepld elsé tagra

T
1

— | Uplpdt = Uyly.
T/oo olo

t=0

A tagok masodik és harmadik csoportjara a koszinuszfiiggvény szimmetria tulajdonsagai
miatt:

T T

1 1 =

T / Uo ZI cos(qut + 1y )dt = / I Z U, cos(pwt + ¢p)dt = 0.
=0 9=t t:O p=1
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A pw és qw korfrekvencidju tagok szorzatait tartalmazd, negyedik csoportban szerepld
tagokrdl belattuk az 5.2. példaban, hogy az egy periédusra vett integraljuk zérus, ha
p # q, ha pedig p = ¢, akkor

T
1
/ Up1, cos(pwt + ;) cos(pwt + 1, )dt =

T
t=0
U,l [ 1
22 [ leos2pat + g+ )+ coslipy — )] dt = Ul cos(i, — ).
t=0

Ezzel a teljes egyszert kozépérték:

1 o0
P = U, + 3 Zl Upl, cos(pp — 1y).
p

Megjegyzés.

Az u(t) ési(t) fuggvények azonosithaték egy villamos kétpdlus fesziiltségével
ill. aramerésségével, ekkor p(t) a kétpdlus pillanatnyi teljesitményét jelenti.
A mérnoki gyakorlatban szdmos esetben ennek egyszerti kozépértéke érde-
kes, amelyet hatasos teljesitménynek neveznek. A példaban azt mutattuk
meg, hogy hatasos teljesitményt csak az azonos frekvenciaju fesziiltség- és
aramerosség-komponensek képesek létrehozni és ezek a teljesitménydsszete-
vok ardnyosak a fesziiltség és aram kozotti fazisszog koszinuszaval. A teljes
hatasos teljesitmény az egyes frekvencidkon keletkezo hatésos teljesitmények
Osszegzésével kaphaté meg. Az 1.5. példaban bemutattuk, hogyan fejezheto
ki a hatasos teljesitmény a szinuszos fesziiltség és aramerdsség un. komplex
amplituddinak segitségével. ¢

5.4 példa. Legyen u(t) = e(t)U coswt és h(t) = e(t)Ae, ahol A, U, w és \ dllanddk,
e(t) pedig az eqységugrds-fiigguény'. Hatdrozzuk meg azt az y(t) fiiggvényt, amelyet az

o0

y(t) = / uw(T)h(t — 7)dr (5.1)

—00

un. konvolicios integrdl definidl!

LAz egységugras-fiiggvény: (t) =0, hat < 0ése(t) =1, hat > 0.
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5.4 megoldas. Vegyiik észre, hogy az integrandusz az £(t) fiiggvény definicidja miatt
aT < 0ét < 7 esetekben zérus, ezért az improprius integral korlatos hatarokkal is

felirhaté: t

y(t) = /u(T)h(t — 7)dr.
0
Behelyettesités és a konstansok kiemelése utan kapjuk, hogy
t

y(t) = UA/ (e(7) coswr) (et — T)e/\(t—T)) dr =

UAeM / (e(r) coswr) (e(t — T)e ) dr.

Az integranduszban szerepld egységugras-fiiggvények eltiintethetok, ha megkiilonboztet-
jukat < 0ést > 0 eseteket. El6bbiben mind e(7), mind e(t —7) zérus a teljes integraldsi
intervallumon, utébbiban viszont mindketté 1 értékii a 0 < 7 < t intervallumon. Ezért

felirhaté, hogy
t

y(t) = 5(t)UAe)‘t/cos wT e dr.
0
Az integrandusz primitiv fiiggvénye tobbféleképpen is kiszamolhatd, pl. parcialis integ-

ralassal vagy a koszinuszfiiggvény exponencialis fiiggvények Osszegévé alakitasaval. Mi
itt az utébbi modszert hasznaljuk:

(6jw7'€—>\7' + e—ije—AT) —
1

= (el N7 4 (N
2

N | —

1, . .
coswre M = 5 (eJ“Te_’\T + e_JwTe_”\T) =

Ennek primitiv fliggvénye:
1 ) ] 1 e(jW7)\)T 6(7jw7)\)7
Z (elw=M7 4 o(Fiw=NT) 7 = = C.
/2<6 +e ) T 2(jw—A+—jw—/\)+

Vezessiik be az Re’? = )\ + jw jelolést, ahol R = /A2 + w? és p = arg(\ + jw)! Ezzel y(t)
kifejezése:

Jw—A)t __ 1 6(—jw—)\)t o 1)

B 1 At el
y(t)—s(t)éUAe ( = + o

g(t)(QJ_R [(er + e—JP) M plwttp) e—J(wt+P)} —
UA
s(t)? (e cos p — cos(wt + p)) .
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Megjegyzés.

A rendszerelméletben ilyen tipusu integralok gyakran eléfordulnak: a konvo-
licié mivelete — azaz az (5.1) szerinti integral adja meg egy linedris, invari-
ans, h(t) impulzusvélaszi rendszer y(t) vélaszat az u(t) gerjesztés hatasara.
A fiiggvények rendszerint a ¢ id6 fliggvényei. A Laplace-transzformécio se-
gitségével a konvoliciéo mivelete integralas nélkiil is elvégezheto, 1ényegében
ez a Laplace-transzformaécié legfébb haszna a rendszerelméletben. Ezzel kap-
csolatosan lasd a 9.11. példat.

Erdemes megjegyezni, hogy az y(t) fiiggvényben jol elkiilonitheté az w(t)
fiiggvényre emlékeztetd, koszinuszos tag és a h(t)-hez hasonlé viselkedésii ex-
ponencialis kifejezés. Ha A < 0, akkor utobbi zérushoz tart, ha t — oo, ezért
y(t) tisztdn koszinuszos fiiggvénnyel leirhatéva valik. Ez a rendszerelmélet-
ben igen fontos, in. szinuszos allandésult allapot bedllasat jelenti, amelynek
szamitasi médszereivel az 1.3. példaban foglalkozunk. 4

5.5 példa. Hatdrozzuk meg az

b/2 a/2
S
—b/2 —a/2 Tty

hatdrozott integrdl értékét!

5.5 megoldas. Vegyiik észre, hogy az integralasi tartoményt célszerii négy részre oszta-
ni az x és y tengelyekkel, és szimmetria okok miatt I értéke kifejezheté barmelyik részen
vett integral négyszereseként:

b/2 a/2

0 0
Az integrandusz szingularis az (z,y) = (0, 0) helyen, ezért nem biztos, hogy a hatarozott
integral konvergens. Zarjuk ki a (0,0) pontot az « és 5 pozitiv paraméterek bevezetésével:

b/2a/2
dzd
Iaﬁ:4//%
x°+
3 a 4

Ha a 1,5 hatarérték létezik, akkor az integral konvergens.

lim
(e, 8)—(+0,+0)
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Végezziik el el0szor az x szerinti integrélast. Integraltablazat segitségével meghaté-
rozva a primitiv fiiggvényt, majd a hatarokat behelyettesitve:

dx a/2 ++/(a/2)? + y?
F.(y)= | —==In :
Vat+y? a+/a?+y?

a/2

Konnyt latni, hogy ha o — 0, akkor

F(y) = lim F,(y) = In a/2+ (af2? T
Y

a—0

Kovetkezzék az y szerinti integralas:
b/2
Gp = / F(y)dy.
B

Ugyancsak tabldzatbdl (vagy valamilyen szimbolikus szdmitdsra alkalmas matematikai
program segitségével) meghatarozva a — kissé bonyolult — primitiv fiiggvényt, majd a
hatarokat behelyettesitve, 0sszevonas utan:
23 +a1 b+ va?+ b2 +b1 a+va? + b2
—In —In——M.
a+\a2+432 2 28+ /a2 +432 2 b

Ha 8 — 0, akkor az els6 tag hatarértéke zérus (pl. a L’Hospital-szabdly alapjan), a
masodik taghan pedig egyszertien a § = 0 helyettesitéssel élhetiink. Ezzel a végeredmény:

b+\/m+%lna+\/m
a b '

ngﬁln

I =41lim Gg =2aln
B—0

5.6 példa. Hatdrozzuk meg az
w/2

I = /sin3:vdx

0

hatdrozott integrdl értékét numerikus eljdrds segitségével!

5.6 megoldas. Az integrél értéke analitikusan is meghatarozhaté, azonban ezzel itt nem
foglalkozunk; levezetés nélkiil kozoljiik, hogy a pontos érték I = 2/3. Ezt az alabbiakban
a kozelité modszerek ellendérzésére hasznaljuk.
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Mindenek el6tt vezessiik be az f(z) = sin®x, a = 0 és b = 7/2 jeldléseket, hogy az
altalanosabb,

[:/bf(a:)dx

feladattal foglalkozhassunk!

Numerikus integralasi modszereket kell alkalmaznunk akkor, ha a kérdéses hatarozott
integral nem fejezheto ki zart alakban vagy a zart alaki eredmény megtaldlasa koriilmé-
nyes és csak a végeredmény numerikus értéke lényeges a szamunkra.

A legegyszer(ibb numerikus integralasi mdédszer az tn. téglanyosszeg-kozelités. Osszuk
fel az [a, b] integraldsi tartoméanyt n egyenld résztartoményra az xo = a, r1 = a + Az,
To =a+2Ax, ..., x,—1 = a+ (n—1)Ax osztépontok segitségével, ahol Az = (b—a)/n.
A téglanyosszeget az integrandusz e pontokban felvett helyettesitési értékei alapjan sza-
mitjuk a kovetkezoképpen:

n—1
Iy = Zf(x,)Ax
=0

A 0 alsé index arra utal, hogy az integranduszt szakaszonként konstans (azaz 0-ad fo-
ki polinom) fiiggvénnyel kozelitettiik és e kozelité fiiggvénynek az integréljat pontosan
kiszamitottuk.

Létezik szakaszonként linedris (els6foki) kozelitést alkalmazé eljaras is, ez az un. tra-
pézmodszer. Ezzel itt nem foglalkozunk, hanem bemutatjuk a szakaszonként méasodfoku
kozelitésen alapulé moédszert, amelyet Simpson-modszernek is neveznek.

A Simpson-méddszer ugyancsak a fentebb definialt xq, x1, ..., x, felosztast alkalmazza
azzal, hogy az x, = b végpont is szerepel a formulaban, ill. az intervallumok n szama
csak paros lehet. Tekintsiik az wor11 (azaz egy tetszoleges paratlan indexil) osztépont
+Ax kornyezetét, azaz az oy, Topyo| intervallumot. Kozelitsiik az integranduszt ezen
egy masodfoku fiiggvénnyel,

p(x) = Ax* + Bz + C-vel!

Az A, B és C egyiitthatdk egyértelmiien meghatarozhaték, ha megkoveteljiik, hogy p(z)
pontos legyen az wop, Topi1 €S Torro pontokban, azaz

p(zi) = f(x:)

teljesiiljon ¢ = 2k, 2k + 1, 2k + 2 esetén. Az A, B és C egyiitthaték meghatdrozasét
az Olvasora bizzuk, ahogyan azt is, hogy igazolja a kovetkezét (ami az egyiitthatdk
ismeretében mar kézenfekvo):

Lok+2
p(e)dz = 2L (f(am) + 4f @arrn) + F(wanss))

Lok
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Ha az Osszes 2Ax szélességli résztartomanyon elvégezziik a fenti integrélkozelitést (itt
szitkséges, hogy n péros legyen), akkor a keresett integrél természetesen ezen rész-
integralkozelitések Gsszegeként eldall, azaz formulaval

1 n/2—1

I, = 3 kZ:O (f(zar) + 4f(xors1) + f(2ant2)) Az

A 2-es als6 index a szakaszonként masodfoku kozelitésre utal.

A integral.m Matlab®programban implementéltuk mind a téglany-, mind pedig a
Simpson-modszert a konkrét feladat megoldasara. Az alabbi tablazatban a két eljarassal
kapott kozelitéseket foglaljuk 6ssze n néhany értékére (megismételjiik, hogy az integrél
pontos értéke I = 2/3).

n ]0 _[2
40,5685 0,6657
8 10,4705 0,6666
16 | 0,6176 0,6667
128 | 0,6605 0,6667

Jol lathaté, hogy a Simpson-médszer méar n = 4 mellett is két értékes jegyre pontos
(azaz 1% alatti relativ hibdji) eredményt szolgaltat, ami azt jelenti, hogy az integrandusz
gorbéje igen jol kozelitheté mér két parabolaszakasszal is a [0, 7/2] intervallumon. Ezzel
szemben a téglanymaodszert alkalmazva joval t&bb osztépont felvétele sziikséges hasonlo
pontossag elérésehez.

Megjegyzés.

A példéban kitlizott integrallal kapcsolatban mellékesen megjegyezziik, hogy
a Hertz-dipdlus (elemi antenna) tavolterében a kisugarzott teljesitmény kisza-
mitasa a Poynting-vektorbdl ennek az integralnak a kiértékelését igényli, ha
a gombi koordindta-rendszert hasznaljuk. Ezzel a szamitassal itt nem foglal-
kozunk, de utalunk ré, hogy a Hertz-dipélus D = 1,5 értéki irdnyhatésa koz-
vetleniil 6sszefiigg azzal, hogy a kitlizott integral értéke I =2/3 =1/(1,5).4

5.7 példa. Legyen az Q) tartomdny a z =0 stk —A < x < A és —B <y < B egyen-
[6tlenségekkel kijelolt része. Ertelmezziink egy o(x,y) figgvényt az Q-n, amelyrdl csupdn
annyit tudunk, hogy kielégiti az

U—k:// o2 y)dy da’
N CEr e

-B

egyenletet minden (x,y) € 0 esetén, ahol U és k valds paraméterek. Hatdrozuk meg
kozelitéleg a o(x,y) figguényt numerikus modszer segitségével!
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5.7 megoldas. Mivel az ismeretlen fliggvény a integraljel alatt all, un. integralegyen-
lettel van dolgunk. Ennek egy lehetséges numerikus megoldasi modszere a kévetkezo.
A o(x,y) fiiggvényt kozelitéleg N szamu bazisfiiggvény linearis kombinacidjaként keres-
siik, ahol az egyes bazisfiiggvényeken az egyenletben szereplo integral viszonylag kénnyen
kiértékelheto. A bazisfiiggvények N szamu ismeretlen egyiitthatéinak meghatarozésara
egy linearis egyenletrendszert irunk fel pl. igy, hogy az integrélegyenlet pontos teljesiilé-
sét az ) tartomany N szamu, megfeleléen megvalasztott pontjaban koveteljiik meg. A
fenti eljarast momentum-maodszernek nevezik.

Osszuk fel az ) tartoméanyt egy ekvidisztans, a koordinatatengelyekkel parhuzamos
racs segitségével, ahol a rdcstavolsag az x iranyban Az = (2A4)/N,, az y irdnyban pedig
Ay = (2B)/Ny; N, és N, pozitiv egészek! Ezzel N = N, N, diszjunkt résztartomany
all el6. Legyen az n-dik bézisfiiggvény, b, (z,y) értéke 1 az n-dik tartomanyon és zérus
mashol. Ezzel a keresett o(z,y) kozelité kifejezése:

o(,y) = Y cabn(z,y). (5.2)

Helyettesitsiik ezt be az integralegyenletbe:

N / / / /
| SIS Ve )

P+ (y—y)?

N
b, (2, y)dy’ da’
UNchn//\/(x—
“A’B

Jelolje (,, ym) az m-dik résztartomény kozéppontjat! Koveteljiikk meg az integral-
egyenlet pontos teljesiilését (természetesen a kozelito o fiiggvény feltételezésével) az N
szamu résztartomany-kozéppontban, azaz fogalmazzuk meg a kivetkezo egyenleteket:

N 4 B ! / / /
U:ch // bl y)dy’ dz Vm=1,2 N
n \/(xm :L./)Q b B *
“A’B

p— — 22+ (Y — )2

Ezt matrix-alakban is célszert {olirni:

U Pll P12 PlN C1
(.] _ P.21 Py Py 0‘2 (5.3)
U PNI PN2 PNN CN
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=Y

-4 0 A

-B

5.1. dbra. A tartomany diszkretizdcidja derékszogli racesal, N, = 6, N,, = 4 vélasztdssal.

A P, egyiitthaté kifejezése a fentiek alapjan, kihaszndlva azt is, hogy a b, (x,y) bézis-
fiiggvény mindenhol zérus, kivéve az n-dik résztartomanyt, ahol is 1 az értéke:

(zm+Az/2) (ym+Ay/2)
dy’ da’

P =4 / / V@m =22+ (Y — ¥)> 54)

(zm—Az/2) (ym—Ay/2)

Vegyiik észre, hogy az n = m esetben — azaz az egyiitthatéo-matrix foatléjaban — a
Ax = a és Ay = b helyettesitéssel felhasznalhaté az 5.5. példaban kapott eredmény;,
amellyel

/N2 2 /N2 2
P, =2k (Axln Ay + ix + Ay + Ayln Az + im + Ay )
T Yy

Ha n # m, az (5.4) integrdl akkor is szamithaté analitikusan, azonban mi most
egy kozelitéssel élink. Ne feledjiik, hogy o(x,y) Osszeg alakban valé megfogalmazasa
ugyancsak kozelités! Egy intuitiv kozelités a kovetkezd — amelynek a megjegyzésben
fizikai értelmet is tulajdonitunk:

(xm+Az/2) (ym+Ay/2)
P / dy’ da’ ~k AxAy
" V@m =2+ (Y = )2 @ = 20)2 + Yon — Yn)?

(xm—Az/2) (ym—Ay/2)

Ezzel az (5.3) egyenletrendszer egyiitthatdit kozelitéleg meghataroztuk. Vegyiik ész-
re, hogy az egyiitthato-matrix szimmetrikus. Az egyenletrendszer megoldésaval megkap-
hatok a ¢, egyiitthatok, amellyel a keresett o(z,y) fiiggvény az (5.2) szerinti kozelitését
megkapjuk. A megoldas illusztraldsra mellékeljiik az integralegyenlet.m Matlab®
programot.
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Megjegyzés.

Hasonlé alaku integralegyenletek hasznélatosak elektrosztatikai feladatok meg-
olddsara is. Ha a o(x,y) fliggvényt azonositjuk a feliileti toltéssiiriiséggel,

amely az () tartomanyban elhelyezkedd, igen vékony fémlemezen foglal he-

lyet, akkor a kitlizott integralegyenlet azzal ekvivalens, hogy a fémlemezen a

potencial barmely pontban U. Masképpen fogalmazva: a feladatunk annak

a feliileti toltéseloszlasnak a megkeresése, amely egy magaban allo, a végte-

lenhez képes U potencialon tartott, vékony fémlemezen kialakul. Mindehhez

természetesen a k = vélasztassal kell élni (g9 a vdkuum dielektromos

TED
allandéja).
Még egyszer hangstulyozzuk, hogy a bemutatott megoldas szdmos kozelitést
tartalmaz:

1. megszoritast jelent, hogy a megoldast szakaszonként konstans fiiggvény
alakjaban keressiik, (5.2) szerint;

2. az integralegyenlet teljesiilését csak n szamu pontban koveteljitk meg;

3. az eléallitott linearis egyenletrendszer egyiitthatéméatrixanak féatlén ki-
viili elemeit kozelitéleg szamitjuk (ez fizikailag gy is értelmezhetd, hogy
az n-dik résztartomanyban helyet foglalo ¢, AzAy toltést a tartomany
kozéppontjaba koncentraltan, ponttoltésként képzeljiik el, amelynek po-
tencidlja téle r tavolsdgban (1) = kQ/r).
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6. fejezet

Differencialegyenletek

A fizika és annak miiszaki alkalmazédsai szamos teriiletén — igy a villamosmérnoki tudo-
manyban is — nagyon gyakran fordul elo, hogy folyamatok, jelenségek matematikai leira-
sara differencialegyenleteket alkalmazunk. A differencidlegyenletekben szerepld ismeret-
len fliggvény vagy fiiggvények igen gyakran az id6 vagy pedig a hely (a térkoordinétédk)
fiiggvényei. Elobbire tipikus példaként a tekercset, kondenzatort tartalmazo, un. di-
namikus villamos halozatok fesziiltségeire, aramerdsségeire felirhaté differencidlegyenlet-
rendszereket, utébbira pedig az elektroméagnesesesség differencidlegyenleteit, pl. a Laplace
egyenletet lehet emliteni. Az elektromagnesességben gyakran parcialis differencidlegyen-
letekkel van dolgunk: a keresett fliiggvény egyszerre tobb helykoordinatatol fiigg, emellett
még fiiggvénye lehet az idonek is.

Noha a villamosmérnok-hallgaték az alapképzés sordn csak néhany egyenlettipussal
talalkoznak, mar ezek kozott is elofordulnak olyanok, amelyek megolddsa nem adhaté
meg zart alakban. A legtobb parcialis ill. nemlinedris differencidlegyenlet ilyen. Ekkor
numerikus eljarasok alkalmazasaval igyeksziink valamilyen kozelité megoldést taldlni.

Ebben a fejezetben igyeksziink egy-egy példat mutatni a leggyakrabban el6forduld
egyenlettipusokra és azok megoldasi mddszereire. Szélunk bizonyos numerikus eljarasok-
rol is, amelyekhez illusztrativ szamitogépi programokat is mellékeliink.

6.1 példa. Hatdrozzuk meg az

(1) = [ aé :8:; } x(t) + l 83 } u(t) (6.1)
— i B

differencidlegyenlet-rendszer megolddsdt a 0 < t tartomdnyon, azx(0) = 0 kezdeti feltétel
mellett akkor, ha
u(t) = sinwt,

ahol w = 3/
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6.1 megoldas. A linearis differencidlegyenlet-rendszer megoldasat kereshetjiik a homo-
gén egyenlet altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy tetszoleges partiku-
laris megoldasanak az 6sszegeként:

x(t) = x4 (t) + x,4(t)

Az als6é indexek a rendszerelméletben hasznélatos széhaszndlatra utalnak: 7 a sza-
bad (free) Osszetevot, azaz a homogén egyenlet dltalanos megoldasat jelenti, ,,g” pedig
a gerjesztett OsszetevOre, azaz a gerjesztést is figyelembe vevo partikularis megoldasra
utal. Az inhomogén egyenlet igy kapott altaldanos megolddsaban szereplé hatdrozatlan
allandokat gy valasztjuk meg, hogy a megoldas kielégitse a megadott kezdeti feltételt.

A homogén egyenlet (azaz az u(t) = 0 eset) altalanos megolddsa — mint ahogyan arrél
behelyettesitéssel meggyozodhetiink:

x¢(t) = Kim;eMt + Komye?!, (6.2)

ahol m; és my az A rendszermatrix két sajatvektora, valamint \; és Ay a hozzajuk
tartozé sajatértékek'. K, és K, tetszleges allanddk. Példdnkban a sajatértékek és
sajatvektorok:

A= —0,7, A2 =—0,5

[ —0,8575 [ o071
M= o145 |0 ™27 o071 |

és

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldast, x,-t, egyszertl formuldval meg-
adott u(t) esetén kereshetjiik az in. prébafiiggvény-mdédszerrel. Mivel most u(t) w kor-
frekvenciaju szinuszos fiiggvény, a probafiiggvény ugyancsak szinuszos lesz, megegyezo w
korfrekvencidaval. Azonban faziseltolédds természetesen lehet u(t) ill. x, rendezéi kozott,
ezért a probafiiggvényt a kovetkezo alakinak kell valasztanunk:

X, = asinwt + b coswt,

ahol az a és b konstans vektorok. Utébbiak meghatarozasdhoz helyettesitsiik a proba-
fiiggvényt az inhomogén egyenletbe:

[asinwt + b coswt]" = A(asinwt + b coswt) + B sinwt.
A derivélast elvégezve, és a szinusz ill. koszinusz fiiggvények egyiitthatéit csoportositva:

(wa — Ab) coswt = (Aa + wb + B) sin wt.

1Ttt nem foglalkozunk azzal az esettel, amikor a rendszerméatrixnak tobbszoros sajatértéke van, de
megjegyezziik, hogy ekkor az altalanos megoldas mas alaki lenne.
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Az egyenlOség nyilvanvaléan csakis tgy teljesiilhet tetszoleges ¢t mellett, ha a szinusz
ill. koszinusz fiiggvények zarojelekben all6 egyiitthatéi zérusok. A koszinusz fiiggvény
egyiitthatéjara vonatkozoé feltételbal:

1
a=—Ab.
w

Ezt behelyettesitve a szinusz fliggvény egyiitthatéjara vonatkozo feltételbe, atrendezés
utan b kifejezheto:

1 _
b=—— (WT+ A% 'B,
w
ahol I az egységmatrix. Mivel az invertalandé matrix felirhat6 a kévetkezdképpen:
W+ A= (—jwl+ A) (juI + A),

igy rogton latszik, hogy az invertalas csak akkor végezheto el, ha A-nak nem sajatértéke
a +jw komplex konjugalt par. Megjegyezziik, hogy ha mégis az lenne, akkor a proba-
fiiggvényt méds alakinak kellene valasztani, ezzel azonban itt nem foglalkozunk. Az A,
B és w megadott értékeinek behelyettesitése utan a partikularis megoldasban szereplo

egyiitthatok:
0,0857 —0,1031
a= , b= .
0,0102 —0,3079

Az altalanos megoldasban szereplé K; és Ky egyiitthatok meghatarozasahoz irjuk fel a
megoldas formuldjat a t = 0 pillanatban, és tegyiik ezt egyenlévé a megadott O kezdeti
értékkel:

K1m160 + Kgmgeo +asin0+ bcos0 = K1m1 + Kgmg + b =0.
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasaként adédik, hogy
Ky =-1,1981, és K,=—1,3072.

Osszefoglalva a megoldas:

x(t) = —1,1981 { —0.8575 ] e 07— 1.3072 { 0,7071 ] e 0Pty

0,5145 —0,7071
0,0857 | . —0,1031
[ 0.0102 } sin 3t + [ 03079 } cos 3t.

6.2 példa. Hatdrozzuk meg a 6.1. példaban megadott differencidlegyenlet-rendszer meg-
olddsdt a 0 < t tartomdnyon, az x(—0) = 0 kiinduldsi feltétel mellett akkor, ha

u(t) = o(),

azaz a gerjesztés Dirac-impulzus!
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6.2 megoldas. A 4.8. példdban szé esik a Dirac-delta disztribiciordl, az ott leirtakat
nem ismételjitkk meg. A Dirac-delta definicidja teszi sziikségessé, hogy megkiilonboztessiik
a t = —0 kiindulasi és a t = +0 kezdeti idopillanatokat. Ha a gerjesztés korlatos volna,
akkor a (6.1) szerinti differencidlegyenletet kielégit6é x(¢) nyilvanvaléan folytonos volna,
igy a t = F0 megkiilonboztetése sziikségtelen. Itt azonban a ¢t = +0-beli kezdeti érték
meghatarozasahoz fel kell irnunk, hogy

x(+0) :x(—0)+70 Pt — / Ax(t dt+70B5()

Az Ax(t) kifejezés a t = 0-ban korlétos, igy integralja zérust ad —0 és 40 kozott, azonban

+0
a Dirac-delta definicidjanak értelmében [ 6(t)dt = 1, ezzel kapjuk, hogy
“o

x(+0) = x(—0) + B = B,

mivel x(—0) = 0 adott.
At > 40 tartomédnyon az u(t) gerjesztés azonosan zérus, igy a megoldandé differencidlegyenlet-
rendszer itt homogén:
x'(t) = Ax(t),

amelynek az altaldnos megolddsat mar meghatéroztuk a 6.1. példdban:

B —0,8575 | o 0,7071 | o5
x(t) = Ky { 0,5145 } + K { —0,7071 ¢ .

A K és K, konstansokat ezittal az x(40) = B kezdeti feltételhez kell illeszteni, azaz a

—0,8575 070717 [ 0.4
K1 { 0,5145 } + o { —0,7071 } - [0,9 }

linearis egyenletrendszert kell megoldani. FEzzel adddik, hogy K; = —3,790 és Ky =
—4,031.

A 6.1. abréan illusztracioképpen megrajzoltuk a megoldast a 0 < t < 12 iddinter-
vallumban. Jol megfigyelhetd, hogy az egyes fliggvények valoban a megadott kezdeti
értékekkel indulnak, és természetesen mindketto zérushoz tart, mivel \; és Ay negativ.

Megjegyzés.

A rendszerelméletben a Dirac-delta gerjesztéshez tartozé vélaszjelet — amely
az allapotvéltozok (itt x1 és xo) linedris kombindcidjaként kifejezhet6é — impul-
zusvalasznak nevezik, és igen nagy jelentéséggel bir: ismeretében a valasz tet-
szOleges gerjesztés esetén kifejezhetd a konvolicié miiveletével (5.4. példa).4

6.3 példa. Oldjuk meg az y"(t) + 2,8y (t) + 1,8y(t) = e =3t differencidlegyenletet a t > 0
tartomdnyon az y(0) =5 és y'(0) = 0 kezdeti feltételek mellettP

2Ugyanezt a feladatot a 9.10. példaban a Laplace-transzformacié alkalmazaséval oldjuk meg.
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6.1. dbra. Médsodrendii differencidlegyenlet-rendszer (6.2. példa) megoldésa az id6 fiigg-
vényében. Mindkét gorbe exponencialis fiiggvények linearkombinacidjaként &ll elo.

6.3 megoldas. A linearis differencidlegyenlet megoldasat kereshetjiik a homogén egyen-
let altalanos megoldédsénak (,,szabad Osszetevd”) és az inhomogén egyenlet egy tetszéleges
partikularis megoldasénak (,, gerjesztett Osszetevé”) dsszegeként:

y(t) = yr(t) + yy(t),

hasonléan a 6.1. példaban latottakhoz. Az alsé indexek eredetérdl is ott szoltunk. Az
inhomogén egyenlet altaldnos megoldasaban szereplé hatarozatlan allanddkat tugy va-
lasztjuk meg, hogy a megoldas kielégitse a megadott kezdeti feltételeket.

A szabad Osszeteve altalanos alakja masodrendi differencidlegyenlet esetén — ahogyan
arrol behelyettesitéssel egyszeriien meggyo6zodhetiink:

yp(t) = KieMt + Ky, (6.3)

ahol A\ és )y a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének megoldasai, K és Ko
pedig tetszéleges allanddk. A karakterisztikus egyenlet jelen esetben masodfoki, és a
benne szerepl6 egyiitthatok megegyeznek a differencidlegyenlet bal oldalan allo egytitt-
hatokkal:

A +28\+1,8=0.
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Az egyenlet két megoldédsa, amelyeket a differencidlegyenlet sajatértékeinek is neveznek:
)\1 = —1,8 és )\2 = —1.

A gerjesztett Osszetevd meghatarozésara altalanos eljaras nem létezik. Egyszert for-
muldval megadott gerjesztés (jobb oldal) esetén a prébafiiggvény-mddszert lehet alkal-
mazni. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy mivel a jobb oldal exponencidlis idofiiggésti, igy
a gerjesztett Osszetevot is ilyen alakban keressiik gy, hogy a kitevében &ll6 ¢ egyiittha-
toja megegyezik a jobb oldalon all6 kifejezésben szereplovel, azaz

y,(t) = Ae™.
Az A egyiitthatot az inhomogén egyenletbe valé behelyettesitéssel meghatarozhatjuk:
[Ae™3)" +2,8[Ae ) 4+ 1,847 = 3
A9 —-84+18)e 3 =3

Ez az egyenlet pontosan akkor teljesiil tetszdleges ¢ mellett, ha

1
A= —— =0,4167.
9-84+1,8
Azaz az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat igy megtaldltuk.
Ezzel el6all az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

y(t) = K™ + Koe™* +0,4167e™,
amelybdl a kezdeti feltételeknek eleget tevd megoldés a kovetkezoképpen adodik:
y(0) = Ky + Ky +0,4167 =5

y,(O) = —1,8K1 - K2 -3 0,4167 = 0,
ebbdl K| = —7,292 és Ko = 11,88. A keresett megoldas tehdt a t > 0 intervallumon:
y(t) = —7,292¢ 1% 4+ 11,88¢ 1 40,4167,

Megjegyzés.

A 6.1-6.3. példékban szereplo differencialegyenlet-rendszer ill. differencial-
egyenlet egyarant leirhat egy masodrendii dinamikus villamos halézatot. El6b-
bi képzelheté a halézat allapotegyenletének. Az allapotvaltozok (x; és xs)
derivéltjai fizikai megfontolasok alapjan kifejezhetok magukkal az allapotval-
tozokkal és a halozat adott gerjesztésével. A 6.3. példaban szereplé masod-
rendi differncidelgyenletet szokas rendszeregyenletnek nevezni, amennyiben
y(t) a halézat 4ltal reprezentalt rendszer valaszat, a jobb oldalon &ll6 e~
kifejezés pedig a rendszer gerjesztését jelenti. Az allapotegyenletbédl a rend-
szeregyenlet el6allithato. Utobbi jelentdsége kisebb, mivel a magasabb rendi
derivaltak tobbnyire nem tarsithaték fizikai tartalommal biré mennyiséghez. ¢
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6.4 példa. Oldjuk meg a kévetkezd masodrendi differencidlegyenletet:

d*p(x)

2 = —20cos3rx
T

az x € [0,1] tartomdnyban, a p(0) = 0 és (1) = 1 peremfeltételek mellett! Adjuk
meg a megoldds pontos zdrt alakjdt (formuldjdt) és a véges differencidk mddszerének
alakalmazdsaval kapott kozelitését is!

6.4 megoldas. A differencidlegyenlet szeparalhatd, a megoldasa el6allithaté gy, hogy
a jobb és bal oldalt egyarant integraljuk x szerint, kétszer egymds utan. Igy kapjuk

el6szor, hogy
d 2
) = _2 sin3rx 4 A,
dx 3m

ahol A egyel6re meghatarozatlan konstans. Ujabb integralassal:

20
o(x) = — cos 3z + Az + B,
972

azaz megjelenik egy ujabb additiv konstans, B. A peremfeltétlekbdl A és B meghata-
rozhaté:

20 20
20 20 40
=——t A =1 =  A=—+1
(1) 972 972 972 +

Az egyenlet pontos megoldasa tehat:

20 972
= — —+2 —-1]. 4
() 0.2 (cos 3rx + ( 20 + > x > (6.4)

Maésodrendii kézonséges és parcidlis differencidlegyenletek megoldasara egyarant al-
kalmazhaté az un. véges differencidk médszere. Az eljaras célkitiizése, hogy a keresett
fiiggvény értelmezési tartomanyaban véges szamu, elére kivalasztott pontban kozelitse
a megoldasfiiggvény helyettesitési értékeit. Igen gyakran szabdlyos racsot alkalmaznak
a tartomany diszkretizalasara, és a racspontokban keresik a megoldas kozelito értéke-
it. Esetiinkben egy valtozotol fiigg az ismeretlen fiiggvény, igy a vizsgalt intervallumot
szakaszokra kell osztani. Legyen a szakaszok hossza egyenld, és szamuk N. Ekkor az
osztopontok:

1 =0, xo=Ax, xz3=240x, ..., xni1=1,

ahol a szakaszhossz A = 1/N. A keresett kozelito értékek:

o1 =¢(x1), Y2=0(x2), ..., ©nt1=@(TN41).
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Esetiinkben a megadott peremfeltételekbdl rogton adédik, hogy w1 =0 és oy = 1. A
maradék (N — 1) szamu ismeretlenre egy linedris egyenletrendszer irhaté fel a kovetke-
z6képpen.

Kozelitsiik a keresett fiiggvény masodik derivéltjat az xy osztépontban (k = 2,3,..., N)
differenciahdnyadosok segitségével:

Tk4+1/2 Trk—1/2 _,

Az - (6.5)

dz?

Tk

(Or+1 — k) — (06 — Pr—1) =20k + Or—1 + Prt1

A2 N Az? ’
ahol a 412 jelolés azt a pontot jelenti, amely az xy, és x4 kozotti, ill. az xy_y és 3, ko-
zOtti szakaszok felezépontja (ez természetesen nem réacspont). Ezek a pontok ugyancsak
Az tavolsdgban vannak egymastél. A masodik derivélt (6.5) szerinti kozelitését vissza-
frva a megoldandé differencidlegyenletbe, (N — 1) szdmu linedris egyenlet nyerhetd:

=20k + Yr—1 + Prp1
Ax?

Az egyenletrendszer megoldasaval a keresett fiiggvényértékek eléallnak.

A véges differencidk médszerét implementéltuk a mellékelt vegesdiff .m Matlab®programban.
Ennek alkalmazasaval kaptuk a 6.2. abrat, amelyen kétféle diszkretizacié mellett is be-
mutatjuk a kozelité megoldast, és dsszehasonlitjuk a (6.4) szerinti pontos eredménnyel.
Lathatd, hogy méar igen durva felosztassal is j6 kozelité eredmények nyerhetdk.

= —20cos 3mzy, k=2,3,...,N.

Megjegyzés.
A véges differencidk modszerét gyakran alkalmazzik az elektromagnesesség
parcialis differencidlegyenleteinek megoldasara. A jelen példankban kitiizott
feladat tekinthetd egy Laplace-Poisson-egyenletnek, amelynek altalanos alak-
ja Descartes-koordinatdkban:

Po Po Po  p

oz oy2 022 £’

ahol ¢ a skalarpotencial, p az ismert helyfiiggésii térfogati toltéssiiriiség és € a
kozeg permittivitasa, amely a vizsgalt tartomanyban konstans. Esetiinkben
képzelhetjiik a kovetkezo fizikai tartalmat példank mogé: az x tengely mero-
leges egy sikkondenzator fegyverzeteire, amelyek az x = 0 és z = 1 sikokban
helyezkednek el; a lemezek potencidlja az eloirt 0 ill. 1 értéki, tovabba a le-
mezek kozotti kozeg permittivitasa allandd, de itt a toltéssiirtiség a megadott
koszinuszos helyfiiggésii. ¢
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=0 T o veges differencial |
; ; pontos
0.2 . : : :
0 02 04 08 08 1
I
1.2

K O veges differenciak]
; ; pontos
-0z 1 1 I I
0 0.2 04 08 0.8 1
I

6.2. dbra. A véges differencidk médszerével (6.4. példa) kapott eredmény kétféle felosztés
hasznalataval, ill. a pontos eredmény.

6.5 példa. Oldjuk meg az

i'(t) = (1 + ;—;) (—% (t) + %) (6.6)

nemlinedris differencidlegyenletet az i(0) = 0 kezdeti feltétellel, a t > 0 intervallumon!
Az R, L, Uy és Iy pozitiv valos paraméterek. A megolddshoz haszndljunk numerikus
modszert!

6.5 megoldas. A nemlinearis differencidlegyenletek numerikus megoldasi médszerei igen
sokfélék. Szamos eljaras kozos vondsa, hogy a megoldas véges sok pontban felvett ko-
zelito értékeit szolgaltatjak. A miiszaki gyakorlatban igen gyakran az ido fiiggvényei
fordulnak el6, ekkor véges sok idopontban keressiik az idofiiggvény kozelito értékeit. A
legegyszeriibb esetben ezek az idépontok egyenld id6kozonként kovetik egymast. Jelen
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példdban tehat az ismeretlen i(t) fiiggvényt a t = 0, ¢ = h, t = 2h, ...pillanatokban
hatarozzuk meg, ahol h az id6lépés. A t = kh idopontbeli kozelito értéket jeldlje iy, azaz
A tovabbiakban kényelmesebben dolgozhatunk, ha bevezetjiik az eredeti differencial-
egyenlet helyett az
i'(t) = f(i)

jelolést. Az f fiiggvény ismert, és még az id6tél is fiigghetne (azonban ebben a példaban
attél nem fligg).

A feladatot két egyszerti numerikus megoldasi mddszerrel is megoldjuk.

1. Az eldrelépé Fuler-modszer. A mbdszer 1ényege, hogy a kévetkezd idépontbeli ko-
zelito fiiggvényértéket, i, 1-et linedris extrapolaciéval allitjuk el6 ix-bol, a fiiggvény elsd
derivaltjanak kozelit$ értékét, f(ix)-t tekintve a fiiggvény pillanatnyi meredekségének:

k1 = i + hf (i, tr).

A k = 0 lépéshez a kezdeti feltételként megadott iy = i(0) = 0 érték tartozik.

Ez az eljaras elsorendi, mert a keresett fliggvénynek csak az els6 derivéltjara ta-
maszkodik; explicit, mert a kovetkezd idépontbeli kozelitoé értéket a korabbibol explicit
moédon meg lehet hatérozni; és egylépéses, mert egyetlen korabbi érték (i) sziikséges iy 1
kifejezéséhez.

A 6.3. dbran bemutatjuk a szamitégépi szamitds eredményét, R =1, L =0,4, Uy =1
és Iy = 1 paraméterértékek mellett, kétféle idolépés valasztasaval is.

2. A hdtralépd Euler-modszer. A modszer az el6z6 algoritmus modositasanak tekint-
het6: igyq kifejezése tovabbra is i,-tél induld extrapolécid, azonban a meredekséget most
figs1, terr) jelenti, azaz

ipg1 = Gk + P f (Tpg1, togr).

Természetesen ez egy implicit kifejezés iy 1-re, amelybdl altalaban nem fejezheto ki exp-
licit médon 7,,1. Egy lehetséges eljaras a kovetkezo iterdcids séma alkalmazasa:

Zl(clle =1 + hf(Zk, tk)
iy = i+ BP0 te)

Z;(jzl =i + hf(il(g2+)17 ths1)

(7 . (7—1

Zl(c]-l)—l =1+ hf(zl(e]—ﬁ-l )7 trr1),
azaz elso lépésben az elérelépd Euler-mddszerrel egy kezdeti becslést (z,(clll) allitunk el6,
majd ezt iterativan pontositjuk. Az iteracidk (j — 1) szaméat el6re rogzithetjiik, de mas
ledllasi feltételt is szabhatunk (pl. egy eléirt hatarnal kisebb relativ megvaltozas iy
értékében).
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A hatralépé Euler-algoritmus tehat implicit modszer, de hasonléan az elérelépd val-
tozathoz, eqylépéses és elsorendil.

Természetesen mindkét modszernél egy ésszertien valasztott idopontban le kell alli-
tanunk az algoritmus futdsat. Lehetséges, hogy eldre ismerjiik azt az idointervallumot,
amelyen a megoldas szamunkra érdekes, de elképzelhetd, hogy az algoritmus futdsa koz-
ben egy megfelel ledllasi feltétel (pl. az elSirtnal kisebb megvéltozas a fiiggvény kozelitd
értékében néhdny egymadst kovetd idépontban) teljesiilését folyamatosan ellendrizziik.

A 6.3. dbran bemutatjuk a hatralépé Euler-algoritmus szamitogépes futtatasanak
eredményét is a fentebb rogzitett paraméterértékek mellett, kétféle id6lépés valasztasaval.
Az algoritmusok egyszeriien programozhatéak. Az Olvasé megtaldlja a mellékletben az
euler.m Matlab®programot, amelyben mindkét mddszert implementédltuk a térgyalt
probléma megoldasara.

Megjegyzés.

A megoldott differencidlegyenlethez fizikai tartalom is rendelhet6. A 6.4. ab-
ran lathato villamos halézatban egy nemlinedris tekercset és egy vele sorosan
kotott ellenallast kapcesolunk az Uy egyenfesziiltségii forrasra a t = 0 pillanat-
ban. Mivel a tekercs nemlinedris, azaz a ¥ fluxusa az ¢ dramnak nemlinedris

fiiggvénye: W(i) = LIytg™! ]i, ezért a halézat allapotvaltozds leirdsa a (6.6)

szerinti nemlinearis differencoiélegyenlet lesz. A 6.4. abran megrajzoltuk a
tekercs fluxus-aram karakterisztikajat is, ami jellemzoen a vasmag magneses
telitodését modellezi. A valésagban ez a karakterisztika természetesen nem
az arkusz tangens fiiggvény szerinti, ugyanakkor szokas azzal kozeliteni. 4

6.6 példa. Oldjuk meg az

7(t) = —%(t) + %u(t) -
6.7
u'(t) = —éi(t) + I—CS (exp %—Tu(t) — 1)

nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert az u(0) = 0, i(0) = 0 kezdeti feltételekkel a
0 < t < 40 intervallumon! Az us(t) figgvény ismert:

us(t) = Uy sin(wt)

A megolddshoz haszndljunk numerikus kézelité modszert! A paraméterek értékei legyenek
a kovetkezok:
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6.3. dbra. Az eldrelép6 (fent) és hatralépd (lent) Euler-algoritmus eredményei a 6.5. pél-
ddban. A nagyobb id6lépés h = 0,2 (kék), mig a kisebb h = 0,05 (piros). A kisebb
idolépés feltételezhetoen pontosabb eredményt szolgaltat, mivel ezek eredményei a két-
féle modszerrel egymast jobban megkozelitik. Sejtheto tovdabba, hogy ebben a példdban
az elorelépd modszer feliilrél, mig a hatralépd alulrdl kozeliti a valodi megoldast.
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6.4. dbra. Nemlinedris tekercset tartalmazd villamos halézat és a tekercs fluxus-dram
karakterisztikaja.
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Ur = 0,026
Ig = 107°
Uy = 1
w =04712

6.6 megoldas. A példa megoldésra a 6.5. példdban is hasznalt elérelépé Euler-modszert
alkalmazzuk. Az eltérés az emlitett példahoz képest itt annyi, hogy két ismeretlen fiigg-
vény van és két egyenletbol all6 differencidlegyenlet-rendszerrel van dolgunk.

Célszerti az ismeretlen fiiggvényeket egy oszlopvektorba foglalni:

ezzel a differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezd alalkot oOlti:
xX'(t) = f(x,1), (6.8)

ahol f ismert. Az uy(t) megadott gerjesztés-idofiiggvényt nem szokés kiilon feltiintetni
f argumentumai kozott, hanem f részének tekintjiik. Mindazon differencidlegyenlet-
rendszerek, amelyek a (6.8) szerinti alakra hozhatdk, kozelitéleg megoldhatok az alabbi
sémaval:

Xk+1 = X + hf(Xk, tk),

ahol h > 0 az idolépés, tp = kh a k-dik idopillanat és x;,; a megoldasvektor kozelito
értéke a k-dik id6pillanatban, azaz x(kh) ~ xy.

A k = 0 iitemben fel kell hasznalnunk a kezdeti feltételt, amely esetiinkben x, =
x(0) = [0,0]T. A megoldast szamitégép segitségével szamitottuk ki kétféle id6lépés
valasztasaval; az eredményeket a 6.5. abran mutatjuk be.

Megjegyzés.

A kitiizott feladathoz villamosmérnoki hattér is rendelhets. A 6.6. dbran lat-
haté az a villamos hélézat, amelyet a megoldott differencidlegyenlet-rendszer
leir. A tekercs i(t) drama és a kondenzator wu(t) fesziiltsége a halézat &l-
lapotvaltozéi, a rajuk felirt differencialegynelet-rendszer a hélézat allapot-
egynelete. Az allapotegyenlet (6.8) szerinti alakjat szokds az éllapotegyenlet
normalalakjanak is nevezni.4

69



6.7 példa. Oldjuk meg a kévetkezd parcialis differencidlegyenlet-rendszert numerikus ko-
zelitd eljaras alkalmazdsdval:

ou(z,t) , Ji(z,1t)
5 Ri(z,t) — L 5
di(z,t) . L 0i(z,t)
5 Gi(z,t) — C 5

az € [0,1] intervallumon, at € [0, tnax] tartomdanyon, a kévetkezd peremfeltételek mellett:

2
in2 0<i<T
u(z =0,t) =uy(t) = T

0, T <,

valamint
i(z=1,t) =iy(t) = 0.

A kezdeti értékek: u(z,t =0) =0 ési(z,t =0) =0 minden 0 < z < [-re.
A megoldds sordn haszndljuk a kovetkezé paraméter-értékeket:

illetve oldjuk meqg a feladatot R = 1078 és G = 1072 wvdlasztdssal is!

Megjegyzés.

Az ismeretlen u(z,t) ési(z,t) figguények azonosithatok egy | hosszusdgi tdv-
vezetéken a fesziiltséggel €s dramerdsséggel, amelyek a megoldandd parcidlis
differencidlegyenlet-rendszert elégitik ki, ha az abban szereplé L, C', R és G
paraméterek rendre a tdvvezeték hosszeqységre esé induktivitasat, kapacitdsat,
soros ellendlldsdt és pdrhuzamos vezetését jelolik. A z wvdltozé a vezetéken
mért poziciot, a t pedig az idopillanatot jeloli. A megadott peremfeltételek
tgy értelmezhetdk, hogy a tdvvezeték elejére (z = 0) a megadott idéfiggési
(egy szinusz periddus) fesziltségforrds, végére (z = 1) pedig szakadds csatla-
kozik. A folyamat kezdetén a tdvvezeték energiamentes, azaz sem fesziiltség,
sem dram mincs jelen rajta.4
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6.7 megoldas. A feladat megoldédséira az id6ben és térben véges differencidk (angol ne-
ve: Finite Difference Time Domain, FDTD) mddszerét hasznaljuk. A médszernek szamos
valtozata létezik, és kereskedelmi forgalomban 1évé programokban is implementaltak.
Utobbiak rendszerint mindharom térkoordinatatol és az id6tol is fiiggd, vektormennyi-
ségekkel vald szdmolédsra is alkalmasak. Jelen példankban csak egy koordinatatol és az
id6tol fiiggd, skalaris ismeretlenekkel van dolgunk.

Az id6ben és térben véges differencidk mdédszerének célja, hogy az ismeretlen fiiggvé-
nyek véges sok diszkrét poziciéban felvett értékeit véges sok idopontban kozelitsiik. Az
eljaras alapgondolata, hogy az idobeli valtozast az elorelép6é Fuler-modszer alkalmazésa-
val kovetjiik, az ehhez sziikséges id6 szerinti parcidlis derivaltakat pedig ugy allitjuk eld,
hogy a differencidlegyenletben szereplé pozicié szerinti parcidlis derivaltakat ugyancsak
differenciahanyadosokkal kozelitjiik. Ennek egy kézenfekvo modja, hogy a vizsgalt tarto-
manyt raccsal diszkretizaljuk, és a szomszédos racspontokban felvett értékek kiilonbségét
a racstavolsaggal osztjuk. Célszerli lehet az egyes ismeretlen fiiggvények esetén az értle-
mezési tartomanyt egymashoz képest eltolt réaccsal diszkretizalni.

Esetiinkben célszerti a 6.7. dbran lathato diszkretizacié alkalmazéasa. A tovabbiakban
jelolje w}, ill. i}, az u(z,t) ill. i(z,t) figgvény kozelit értékét a k-dik racspontban (ez
u-ra és i-re eltérd) az r-dik idopillanatban, azaz t = rAt-ben, ahol At az id6lépés. Ezzel

a megoldandé parcidlis differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezo kozelito alakban irhaté
fel:

r r+1

r -
s L . e Tl
— Rif — L% "'
Az At
T T r+1 . r
Y41 U = —Gu’ — Cuk g,
Az k At

Ezek atrendezésével valoban az elorelépd Euler-maédszer sémajat kapjuk:

R 1 up, — uy,
it =+ At (—Zi’,; —~ E—k+1AZ ’“) ,

1}, — 1
utt = up, + At (—gu}; — E—kﬂAz k) .
A tartomany hataran az uj érték a peremfeltétel altal meghatarozott: u] = U(rAt),
ill. hasonléképpen az %y érték: iy = 0. Ezeket a differenciasémaban felhasznaljuk.
Felhasznaljuk tovabbd az r = 0-dik 1épésben érvényes kezdeti értékeket: u) = i = 0,
Vk=1,2,...,N.

Az algoritmust az idobeli_vegesdiff.m Matlab®programban implementaltuk, ame-
lyet az Olvaso a mellékletben megtaldl. A 6.8. abran bemutatjuk a szamitas eredményét
N = 500 pontbdl all6 racs és At = 5 idolépés valasztasaval harom kiilonbozo idopilla-
natban, az R és GG paraméterek kétféle megvalasztasa esetére.
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Erdemes megfigyleni az abran — és az idobeli_vegesdiff.m program animdaciéjan
— a kovetkezoket. A vezeték elejérdl induld ,hullamcsomag” a pozitiv z irdnyba terjed,
majd a z = [ helyen visszaverddik. Miutan a teljes hullamcsomag visszaver6dott, a nega-
tiv z irdnyba halad vissza, az eredetivel megegyez6 hullamalakkal. A z = 0 helyen ismét
visszaverddés torténik, azonban itt a hullaimalak , megfordul”, azaz minusz egyszeresére
valtozik. Az R = G = 0 esetben — amelyet a tavvezetékek elméletében veszteségmen-
tes esetnek szokds nevezni — sem a hullaimcsomag alakja, sem nagysdga nem valtozik. A
hullamcsomag ,,utan” megjelen6 kismértéki oszcillacié az alkalmazott numerikus diszkre-
tizacio kovetkezménye, és az id6 mulasaval erosodik. Ha R, G # 0, akkor a hullimcsomag
amplituddja csokken a haladas sorén, és — noha ez az abran alig lathaté — az alakja is
eltorzul. Ekkor mondjuk, hogy a terjedés diszperziv.
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——h=0,05]:
——h=0,15|

6.5. dbra. Nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer megoldasa (6.6. példa), kétféle idé-
1épés valasztasaval. A periodikus gerjesztés hatasara mindnkét valtozo periodikus id6-
fiiggéshez tart. A villamosmérnoki gyakorlatban szokés a differencialegyenlet-rendszerek
megoldasat — leginkdbb a nemlinedris esetben — un. trajektéridkkal dbrazolni, azaz az
egyes tengelyekre az egyes megoldasfiiggvényeket felmérni és a koordinata-rendszerben
az Osszetartozo értékeket az egymas utani idépillanatokban ponttal abrazolni. Gyak-
ran a fiiggvények egy rendszer un. allapotvaltozoéit reprezentaljak, egy adott pont a
koordinédta-rendszerben pedig a rendszer éllapota. A modszer két ill. harom fiiggvény
esetén attekinthet6é abrat ad (ekkor hasznédlatos az allapotsik ill. allapottér elnevezés);
tobb fiiggvény esetén alkalmazasa koriillményes.
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6.6. abra. Nemlinedris komponenst (diddat) tartalmazé villamos halézat tekercesel és
kondenzatorral. A 6.6. példaban kitiizott nemlinearis differencidlegyenlet-rendszer ezt a
halézatot irja le.

Az
-
(3] 17 U2 io Uz 13 UN Iy »
& - - - - - - &
P = & =] =] =] = &} B8 i -

6.7. dbra. A vizsgélt tartoméany diszkretizacidja egymashoz képest fél racsallandéval el-
tolt, szabalyos racsokkal az idében és térben véges differenciak modszeréhez.
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6.8. abra. Az id6ben és térben véges differencidk médszerével kapott eredmények (6.7. pél-
da), harom kiilonb6zé idépontban. Bal oldali oszlop: R = G = 0; jobb oldali oszlop:
R=108és G =102
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7. fejezet

Differenciaegyenletek

Bizonyos alkalmazasokban olyan valtoz6é mennyiségekkel van dolgunk, amelyeket célsze-
rii valamilyen mas, csak diszkrét értékeket felvevo mennyiség fiiggvényeinek tekinteniink.
Utobbi gyakran az idovel all kapcsolatban, pl. az egyes honapok elsé napja vagy egy digi-
talis rendszer érajelének felfutéd élének pillanata. Elképzelheté azonban nem idé jellegii,
diszkrét értékli valtozoé is, pl. egymassal kapcsolatban allé tarolok sorszama. Vilagos,
hogy ezekben az esetekben csak egész értékekrdl van értelme beszélni. Az ilyen, csak
diszkrét értékeket felvevo valtozot szokas diszkrét idonek nevezni, és legtobbszor a k je-
16lést hasznaljuk ra; k egyes értékeit pedig ttemeknek is hivhatjuk. A diszkrét idotél
valé fliggést azzal is hangsilyozzuk, hogy a fiigg6 véltozé (amely értékkészletére nem
vonatkozik megkotés) argumentumét szogletes zardjelbe irjuk, pl. x[k].

A villamosmérnoki gyakorlatban a digitalis technika térhoditasaval a diszkrét ideji
rendszerek alapveté jelentoséglivé valtak.

Ebben a fejezetben olyan egyenletekkel és egyenletrendszerekkel foglalkozunk, ame-
lyekben az ismeretlen diszkrét ideji fliggvények, és a k-dik iitembeli értékiik mellett
szerepelnek mas diszkrét iitemben (,kés6bb” vagy ,korabban”) felvett értékeik is. Az
ilyen tipusu egyenleteket differenciaegyenleteknek nevezziik; ezek bizonyos értelemben
a folytonos értelmezési tartomanyu fliggvények differencidlegyenleteinek a diszkét ideji
megfelel6i.

A fejezetben hasznélni fogjuk a §[k] fiiggvényt, amelyet diszkrét idejii egységimpul-
zusnak neveznek és a kovetkezo Osszefiiggések definialjak:

okl =1, hak=0; 0[k] =0, ha k #0;
tovabba hasznaljuk az [k| diszkrét idejii egységugrast is, amelynek definici6ja az alabbi:
elk] =0, hak <0; ¢[k]=1, hak>0.
7.1 példa. Oldjuk meg az
ylk] —0,8ylk — 1]+ 0,15y[k — 2] =1
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differenciaegyenletet a 0 < k intervallumon az y[—1] = y[—2] = 0 kezdeti feltételek
mellett!

7.1 megoldas. A differenciaegyenlet linedris, ezért a megoldasat kereshetjiik a kovetke-
z6 alakban:

ylk] = yslk] + yolk],
ahol y¢[k] a homogén egyenlet dltaldnos megoldésa, y,[k] pedig az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megolddsa. ys-et a rendszerelméletben szokds ,szabad Osszetevonek”
nevezni, y, szokdsos neve pedig ,, gerjesztett osszetevs” (lasd a megjegyzést).
yr[k] tehat megoldasa az

homogén egyenletnek. Behelyettesitéssel meggyozodhetiink réla, hogy az

kifejezés tetszoleges C7, Cy konstansok mellett megoldasa a homogén egyenletnek, ha A,
és Ay gyokei az aldbbi, in. karakterisztikus egyenletnek:

A — 0,8\ 40,15 = 0.

Példankban A; = 0,3 és A\, = 0,5.

Az y, gerjesztett Gsszetevit egyszerll esetekben meghatdrozhatjuk a prébafiiggvény-
modszerrel.  Esetiinkben ez a koévetkezot jelenti: mivel az egyenlet jobb oldalan egy
konstans all, feltételezhetjiik, hogy az egyenlet egy partikularis megoldasa egy szintén
konstans, y,[k] = A fuggvény (ami a kezdeti feltételeket nem elégiti ki), ahogyan arrdl
visszahelyettesitéssel meggy6zodhetiink:

A—084+0,15A =1,

ahonnan adodik, hogy A = 2,857.

A kezdeti feltételeknek is eleget tevé megoldést a szabad Gsszetevében szereplo C és
(5 konstansok helyes megvélasztasaval érhetjitk el. A kovetkezo egyenletrendszert kell
tehat megoldanunk:

k=1 10,371 + 050,571 + 2,857 = 0
k=-2: 10,372 + 50,572 + 2,857 = 0,
amelynek megoldéasa: C = 0,6429 és Cy = 2,500.

A differenciaegyenlet el6irt kezdeti feltételeknek eleget tevé megoldasa a 0 < k inter-
vallumon tehat:

y[k] = 0,6429(0,3") +2,500(0,5*) + 2,857.
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Megjegyzés.

A differenciaegyenletben szerepld ismeretlen a villamosmérncki feladatokban
nagyon gyakran azonosithato egy rendszer valaszjelével, amelyet egy el6irt
gerjesztés mellett kapunk. A gerjesztett Gsszetevd elnevezést az indokolja,
hogy az el6irt gerjesztés megjelenését kovetden az ylk] megoldds (a vélaszjel)
tart az y,[k| jelhez, ha az ys[k| szabad Osszetev$ zérushoz tart (ez a gya-
korlati feladatokban a szinte kizarélagos eset). Utébbihoz elegendd, hogy a
karakterisztikus egyenlet minden megoldasa egynél kisebb abszolutértéki le-
gyen. Ennek kapcsan a rendszerelméletben bevezetnek bizonyos stabilitasi
fogalmakat is, ezekkel azonban itt nem foglalkozunk.4

7.2 példa. Tekintsiik a kovetkezd differenciaegyenletet:
ylk] + aylk — 1] + by[k — 2] = ulk],

ahol az a és b valds paraméterek! Tételezzik fel, hogy a és b valamely értéke mellett a
homogén egyenlet (amelyhez az ulk] = 0 jobb oldal tartozik) dltaldnos megolddsa:

ahol a N2+aX+b = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei \; < 1 ill. Ay > 1 valds szdmok, a Cy
és Cy pedig a szabadon vdlaszthato dllandok. Adjuk meg a differenciaegyenlet megolddsdt
az ulk] = 6[k] (egységimpulzus) gerjesztés mellett a kivetkezd feltételekkel:

a) az ylk] megoldds zérus minden k < 0 mellett;

b) azylk] megoldds korlatos k minden értékére!

7.2 megoldas. Az egyenlet homogénna vélik a k # 0 iitemekben, ezért megoldaséat a
legaltalanosabban a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

{ CINE 4 CFNE k> 1,

kj pu
ik CrNF+CyNE k< —1,

és a CfQ konstansok meghatéarozasa mellett még meg kell mondani y[0] értékét. Vegyiik
észre azt, hogy a k > 1 intervallumra megadott formuldnak értelmezettnek kell lennie
a k =0 é k = —1 iitemekben is, hiszen a megoldandé egyenletben az y legnagyobb
késleltetése 2 — ezt ki fogjuk hasznalni a tovabbiakban.

a) A k < —1 intervallumra megadott formuldban mindkét konstanst természetesen
zérusnak kell valasztani. Az y[0] értéket a megoldandé egyenletbe valé behelyette-
sitéssel szamithatjuk:

y[0] = —ay[—1] — by[-2] +9[0]=—-0—-0+1=1.
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A Cf és C5 konstansokat a legegyszeriibben a k = 0 és k = —1 iitemekben torténd
illesztéssel hatarozhatjuk meg, azaz a kovetkezé egyenletrendszert kell megolda-
nunk:

CYA +C3A =y[0] =1

7.1
CHATPH+Cf At =0. (7-1)

A differenciaegyenlet megoldésa tehat a fenti C és Cy konstansokkal:

ylk] = e[k] [CTA] + G5 5]

Most azt kell biztositani, hogy az exponencidlis kifejezések zérus egyiitthatéval
szerepeljenek az id6tengelynek azon a felén, amelyen nem korlatosak: az ylk]-ra
adott 4ltalanos formuldban tehat a Cy = C; = 0 vdlasztdssal kell élni. A m4sik
két konstans meghatarozasahoz ismét hasznéljuk ki, hogy a k£ > 1 intervallumra
adott formula a k = —1 iitemmel kezdve érvényes, ezzel

CAY = y[0] = —aCy A\t — bCy A2 + 6[0]
CHNt=Cy M0t

Attekintehtébb eredményre jutunk, ha felhasznaljuk a mésodfokd egyenlet gyokei
és egylitthatoi kozotti osszefiiggéséket: a = —(A; + A2) és b = A1 Ag. Ezzel a

CHN — Oy A = 1

7.2
CANTT—=Cy 0 =0 (7:2)
egyenletrendszer adédik. A differenciaegyenlet megolddsa tehat a fenti C| és Cy
konstansokkal:

ylk] = e[KICTAT + (1 — e[k)Cy 5.

Megjegyzés.

1. A 0[k] (egységimpulzus) gerjesztéshez tartozé valaszt szokds impulzusva-
lasznak is nevezni. A kovetkezo példaban latni fogjuk, hogy az impulzusvalasz
ismeretében egy linearis differenciaegyenlet megoldasa felirhato tetszoleges
id6fiiggésii jobb oldal (gerjesztés) esetén.

2. A differenciaegyenlet megoldasa nem egyértelmi addig, amig nem fogal-
mazunk meg elegendd szamu kezdeti feltételt, vagy pedig olyan feltételeket,
amelyek egyértelmiivé teszik a megoldast. A példaban az utobbi lehetéséggel
éltiink. Ha y[k|-t egy rendszer valaszénak tekintjiik, §[k] pedig a rendszer
gerjesztése, akkor azt mondhatjuk, hogy az a) pontban megadott feltételnek
eleget tevé megoldas a kauzdlis rendszer impulzusvélasza, mig a b) feltétel
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szerinti egy nem kauzalis, ugyanakkor stabilis rendszer impulzusvalaszat je-
lenti.

3. A b) kérdést egyszeriibben is megvalaszolhattuk volna. Az a) pontban ka-
pott megolddshoz a A\¥ és N5 kifejezések tetszdleges linedrkombindciéjat hoz-
zdadva is ugyanannak a differenciaegyenletnek a megoldasat kapjuk. Adjuk
tehat hozza a (7.1) kifejezéshez —Cyf Ai-t (ahol C5 az a) pont szerinti)! Belt-
hatd, hogy az igy kapott eredmény azonos lesz a megoldasban targyalttal.¢

7.3 példa. Egy linedris differenciaegyenlet az aldbbi alakban adhato meg:

ylk] + Zany[k —n] = Z bpulk —m],

ahol minden a,, €és by, valds dllandé. Tudjuk, hogy az egyenlet megolddsa az ulk] = (k]
(egységimpulzus) gerjesztés mellett az

y=N+1]=y[-N+2]=... =y[-1] =0, y[0] = bo

kezdeti feltételekkel a k > 0 intervallumon hlk]. Fejezzik ki a vdlaszt tetszdleges ulk]
gerjesztés esetén!

7.3 megoldas. A J[k| egységimpulzus fontossagat az adja, hogy tetszéleges u[k| diszkrét
ideju fiiggvény felirhato segitségévek a kovetkezo alakban:

ulk] = ... +u[—1]0[k + 1] + u[0]d[k] + u[1]0[k — 1] + u[2]0[k — 2] + ... =
'Z uli)o[k — i].

Mivel u[k] a fenti m6don el6allithaté eltolt egységimpulzusok linedrkombindcidjaként, és a
vizsgalt differenciaegyenlet linedris, ezért az u[k|-hoz tartozé y[k| megoldas is eldallithatd
az egységimpulzushoz tartozo hl[k| megoldés eltoltjainak linearkombindcidjaként:

ylk] = ...+ u[—1]h[k + 1] + u[0]h[k] + u[l]h[k — 1] + u[2]h[k — 2]+ ... =
.Z ulilhlk — i].

A fenti kifejezést az u és h fiiggvények konvoliciéjanak nevezik, és a rendszerelméletben
alapvetd jelentoséggel bir.
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Megjegyzés.

Ha a vizsgalt differenciaegyenlet (és a megadott kezdeti feltétel) egy y[k] véla-
sz, ulk] gerjesztésii rendszert ir le, akkor a h[k] fiiggvényt a rendszer impul-
zusvalaszanak nevezziik. Az impulzusvalasz egy rendszerjellemzo fiiggvény,
mert ismeretében kiszamithatd egy tetszoleges gerjesztéshez tartozéd vélasz,
a példaban bemutatott konvolicié segitségével.

Koénnyt belatni, hogy a konvolicié kommutativ:

o0

ylk] = > ulilhlk — i = Y hliulk — ).

1=—00 1=—00

7.4 példa. Legyen x[k] = [x1[k], zo[k]]T. Oldjuk meg az
x[k + 1] = Ax[k]

mdasodrendi differenciaegyenlet-rendszert, ahol

1 —0,12
05 03|’

a k >0 intervallumon az x[0] = [3, —2]7 kezdeti feltétellel!

7.4 megoldas. A homogén egyenletrendszer altaldanos megoldasa
x;[k] = Ci\fmy + Co\imy, (7.3)

ahol C; szabadon megvalaszthaté dllando, \; pedig a rendszermétrix m; sajatértvekto-
rahoz tartozé sajatérték (¢ = 1,2). Példankban a sajatértékek

)\1 = 0,4 és )\2 = 0,9,
illetve a sajatvektorok

| 0.7682  m, — | 01961
171 0,6402 27 10,9806 |-

Az éltalanos megoldasban szereplé C; konstansokat a kezdeti feltételbol kell meghata-
roznunk. A k = 0 iitemben:

Cl)\?ml + CQ)\ng = C’lml + C'ng = |: _;3 :| .
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Mivel az A matrix sajatértékei egyszeresek, igy a két sajatvektor biztosan linearisan
fiiggetlen, és a fenti egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté Cj-re és Cy-re. A vég-
eredmény:

Oy =5311 és Cy = —5,507,

B 07682 1 = 0,1961 .
x[k] = 5,311 {(L6402 } 0,4% — 5,507 {(L9806 }(L9 :

igy

minden k& > O-ra.
7.5 példa. Oldjuk meg az
x[k + 1] = Ax[k] + B(0,25)"

harmadrendi differenciaegyenlet-rendszert, ahol

0 10 1
A=1|0 0 1 ésB=12|,
0 —024 1 3

a k > 0 intervallumon, az x[0] = 0 kezdeti feltétellel!

7.5 megoldas. Alkalmazzuk az dsszetevékre bontas médszerét, és keressiik az x[k] meg-
oldast a ,szabad” és a ,, gerjesztett” Osszetevo Osszegeként:

x[k] = x¢[k] + x4[k].
A szabad 0Osszetevo altalanos alakja
x;[k] = Ci\fmy + Colimy + Cs\img, (7.4)

ahol C; szabadon megvélaszthaté allandd, A; pedig a rendszermatrix m; sajatértvekto-
rahoz tartozé sajatérték (i = 1,2,3). Esetiinkben

és
—0,9184 —0,8193 1
m; = | —0,3674 |, m, = | —0,4916 |, ms;= | 0
—0,1469 —0,2950 0

A harmadik sajatérték zérus, azaz a rendszermatrix szingularis. Ekkor a szabad 6sszetevd
(7.4) szerinti kifejezését médositanunk kell: a formula a k& = 0 titemben nem értelmezhetd
(mert 0°-t tartalmaz), igy csakis a k = 1 iitemmel kezdve érvényes, és innentdl

Xf[k] = Cl)\]frnl + CQ)\ISIIIQ
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alaku.

A gerjesztett Osszetevé meghatarozasara a probafiiggvény-mddszert hasznaljuk: pré-
baljuk a differenciaegyenlet-rendszer egy partikularis megoldasat megtaldlni ugy, hogy a
gerjesztés iddfiiggéséhez (0,25%) hasonld alaki idéfiiggéstt megolddst tételeziink fel, azaz
legyen x,[k] = 0,25"D! Ezt az eredeti egyenletbe vissszairva:

0,25"'D = 0,25F AD + 0,25"B,
majd atrendezve, D kifejezheto:

118,2
D = (0251 — A)"'B= | 2857
5,143

Megjegyezziik, hogy a (0,251 — A) métrix szingularis lenne, ha az A métrixnak sajatér-
téke lenne a 0,25, ekkor azonban a gerjesztett Gsszetevot mas prébafiiggvény alakjaban
kellene keresniink.

A szabad Osszetevd C és Cy allanddit a kezdeti feltételbol kell meghataroznunk.
Azonban a k = 0 {itemben — ahogyan az megallapitottuk — a szabad Osszetevé kifejezése
nem érvényes. Ezért a k = 1 iitemben kell a kezdeti feltételhez valo illesztést elvégezni,
és x[1]-et a 1épésrol lépésre mbdszerrel kell kiszamolni:

x[1] = Ax[0] + 0,25°B = B.
A C és Cy meghatarozasara szolgalo egyenletrendszer:
x[1] = B = Oym A} + ComyA} + 0,25'D.

A harom skalaris egyenlet a két ismeretlenre tilhatarozott egyenletrendszert jelent, azon-
ban belathat6, hogy az A maétrix szingularitdsa miatt (amely a zérus sajétértékkel jaro
gondot is okozta) az egyenletrendszer mégis egyértelmiien megoldhatd', megolddsa:

Cy =163,3 és Cy = —63,93.

Ezzel el6éllt a differenciaegyenlet-rendszer megadott kezdeti feltételnek eleget tevo meg-
oldasa a k > 1 intervallumon:

—0,9184 —0,8193 118,2
x[k] = 163,3 | —0,3674 | 0,4" — 63,93 | —0,4916 | 0,6* + | 28,57 | 0,25".
—0,1469 —0,2950 5,143

1x[1] = AB benne van az m; és my sajatvektorok altal kifeszitett altérben.
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8. fejezet

Fourier-sor és
Fourier-transzformacio

A linedris, dinamikus rendszerek (amelyeket példaul tekercset, kondenzatort tartalmazé
villamos hélézatok realizalnak) vizsgalata altalanos id6fiiggésii gerjesztés esetén differen-
cidlegyenletek megoldéasat igényli. A mérnoki gyakorlatban ugyanakkor egy igen gyakori
esetben — a tisztan szinuszos idofiiggésti gerjesztés esetén — bizonyos feltételek mellett
joval egyszeriibb, tisztan algebrai egyenletek megoldasat igényl6 szamitasi modszer is 1é-
tezik, ahogyan arra az 1.3. példaban utaltunk. Mivel linearis rendszerek esetén érvényes a
szuperpozicié elve, azaz a gerjesztést Osszeg alakjaban felirva a rendszer ezen gerjesztésre
adott valasza tagonként kiszamithato és 0sszegezhetd, igy hasznosnak igérkeznek azok az
eljarasok, amelyek segitségével egy nem szinuszos id6fiiggésti gerjesztés (dltaldban: egy
fiiggvény) szinuszos id6fliggésii tagok Osszegeként felirhato.

Ebben a fejezetben foglalkozunk a periodikus fiiggvények Fourier-soraval, amely a
fiiggvény altalaban megszamlalhatéan végtelen sok, kiilonbozo frekvencidju tag dsszege-
ként valé eloallitasat jelenti.

Sz6 lesz tovabba a Fourier-transzformaciérol, amely lényegében a Fourier-sor kiter-
jesztése nem periodikus fiiggvényekre: a Fourier-transzformécié ugyancsak a fiiggvény
szinuszos tagok Osszegeként valé eloallitasat adja meg, azonban ehhez mar altalaban
kontinuum sok, kiilénbo6z6 frekvenciaju osszetevore van sziikseg.

A Fourier-transzformécié — és az eredményiil kapott spektrum — a fiiggvény szamos
érdekes és a rendszerelmélet szamara fontos tulajdonsaganak kényelmes megfogalmazasat
teszi lehetévé, ezért ez a modszer a villamosmérnoki gyakorlatban alapveto jelentéségii.

8.1 példa. Az x(t) periodikus figguény periddushossza T'. A fiiggvény eqy periddusa:

x(t):{ 1, 0<t<T/2,

-1, T)2<t<T.

Adjuk meg a fiigguény Fourier-sordt!
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8.1 megoldas. A Fourier-sor trigonometrikus alakja altalanosan a T periédushosszi
fiiggvény esetén

z(t) = Xo + Z [ X! cospwt + X[ sin puwt] , (8.1)

p=1

ahol w = % A sorban szerepld egyiitthatok a kovetkezd dsszefiiggésekbdl szamithatok!:

T
1
0
T
a4 2
X, = T x(t) cos pwt dt, (8.2)
0
T
2
Xf = T/x(t) sin pwt dt.
0

Bizonyos szimmetridkkal rendelkez6 fiiggvények esetén nem sziikésges az Osszes fenti
integralt kiértékelni, mert enélkiil is tudhaté, hogy mely egyiitthatok lesznek zérusok.
Jelen példaban rogton latszik, hogy — a fliggvény egyszeri kozépértékének is nevezett —
Xo egyiitthato zérus. A tovabbi megéllapitasok gy alkalmazhatoak mas fiiggvényekre
is, hogy képezziik az Z(t) valtakozd Osszetevéjitket az Z(t) = x(t) — X, alakban. Ha
a valtakozd Osszetevé paros fiiggvény, akkor a Fourier-sor nem tartalmazza a szinuszos
tagokat; ha a valtakoz6 Osszetevd paratlan, akkor pedig a koszinuszos tagok hidnyoz-
nak a Fourier-sorbdl. Esetiinkben az utébbi igaz. Ha a valtakozd Gsszetevé a [0, 7]
intervallumon beliil a kévetkezd szimmetridkkal rendelkezik

a) z(t) =x(T —t), Vt € [0,T/2]; vagy
b) z(t) = —x(T —t), Vt € [0,T/2],

akkor az a) esetben a p rendszdm pdratlan, a b) esetben a péaros értékeihez tartozé
Fourier-egyiitthatok zérusok.

Esetiinkben a b) pont feltétele teljesiil, ezért az z(t) fiiggvény Fourier-sorat végered-
ményben a kovetkezo alakban célszerii keresni:

2(t) = XPsinwt + X2 sin 3wt + XP sin 5wt + . ..

'Ezek a legkisebb négyzetes kozéphibat eredményezd egyiitthatdk, ha véges szamu tagot vesziink
figyelembe. A 8.2. példdban érdekességképpen bemutatunk egy maésik eljarast is az egyiitthatok védlasz-
tasara.
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A p-dik egyiitthaté a (8.2) szerinti formuldval:

T/2

T T/2
XB—z /sin wtdt—/sin wit dt —é/sin wt dt =
» =7 p p =7 p =
0 T/2 0

2 4
= —(1—cospr) = —,

pr p
minden paratlan p esetén. A Fourier-sor tehét:
4 (. 1. 1.
z(t) = — | sinwt + 3 sin 3wt + £ Sin Swt+ ... |. (8.3)
T

Mlusztracioként megrajzoluk az x(t) fiiggvény kozelitését 5-6d ill. 15-6d foki Fourier-
polinommal a 8.1. abran.

8.1. dbra. A 8.1. példaban targyalt négyszog-fiiggvény egy periédusa és Fourier-polinom
kozelitése p = 5 (z6ld) és p = 15 (piros) harmonikus rendszémig,.

8.2 példa. Tekintsiik az elozé példaban megadott néqgyszog-fligguényt, és kézelitsik az

x,(t) = Z Z7 sin pwt (8.4)



n-edfoki trigonometrikus polinommal! Hatdrozzuk meg az (n+1)/2 szamai Zf egytitthatot

2 \2n

8.2 megoldas. A példdban megfogalmazott feltétel (n + 1)/2 szdmu egyenlettel irhaté
fel:

T /(1 k -1
ugy, hogy a kizelités pontos legyen a tp, = — (— + —) L k=0,1,..., nT pontokban!
n

n—1
7

o(tr) = 2p(te) = Z Zfsinpwtk, Vk=0,1,...,

p=1,35,...

Felhasznélva, hogy az sszes k-ra x(t) = 1, ad6dik a kévetkezo linedris egyenletrendszer:

sin wit sin 3wty ... sinnwty ZB 1

sin wt; sin 3wt ... sinnwt; zb 1

sinwtn1 sSin3wtn-1 ... sSinnNwWtn1 Vet 1
2 2 2

Belathato, hogy az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté tetszoleges pozitiv, pa-
ratlan n mellett.

Hasonlitsuk 6ssze ezt a moédszert az el6zd példaban targyalttal! Szamitastechnikai
elénynek tinik, hogy most nem kell integralni az egyiitthatok szamitasahoz. Ugyanak-
kor a t ,illesztési pontokat” koriiltekintéen kellett valasztani: konnyen taldlhaté olyan
valasztas, amely szingularis egyenletrendszerre vezet. Jelen mddszer hatranyaként em-
litend6 tovabba, hogy az egyiitthatok fiiggenek a vélasztott fokszamtol, és a sor kon-
vergenciajarél sem fogalmazhaté meg olyan erds allitds, mint a (8.2) szerint vélasztott
formulak mellett. Utébbi ugyanis négyzetes kézéphibaban valé konvergenciat biztosit.

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a kozelités

h = %/(x(t) — o (0)2dt

0

négyzetes kozéphibaja n fiiggvényében a Fourier-polinom és a példaban targyalt ,,pont-
illesztés” mddszer esetén! Az integral analitikusan is szamithatd, mi azonban numerikus
modszert alkalmaztunk és az eredményeket az alabbi tablazatban foglaltuk 6ssze:

n hFourier hpontillesztés

110,436 | 0,477
310,317 | 0,326
510261 | 0,269
710,227 | 0,234

Lathatd, hogy a négyzetes kozéphiba mindkét mddszer esetén csokken névekvo n-nel,
azonban a Fourier-polinom esetén mindig kisebb, mint a pontillesztés alkalmazasaval.
A 8.2. abran megrajzoltuk a kozelitéseket a négy legkisebb fokszam mellett.
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8.2. abra. Fourier-polinom (z6ld) és pontillesztéssel kapott trigonometrikus polinom (pi-
ros) kozelitések Gsszehasonlitdsa négyszogjel esetén, n = 1, 3, 5 és 7 fokszdmok mellett.

Megjegyzés.

A pontillesztéssel kapott trigonometrikus polinomokat alkalmazhatjuk pl. ak-
kor, ha nem 4&ll rendelkezésre formulaval a kozelitend6 fiiggvény, csak bizo-
nyos pontokban felvett helyettesitési értékei ismertek. Ez a villamosmérnoki
feladatok korében eléallhat pl. periodikus jellel gerjesztett nemlinedris rend-
szerek esetén: a valaszjel is periodikus lesz, azonban értéke legtobbszor csak
pontonként, numerikusan szamolhato ki. 4

8.3 példa. Az x(t) periodikus fiigguény periddushossza T. A fiiggvény egy periddusa:

. 2wt
(t) = sin ==, 0<t<T/2,
0, T/2<t<T.
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Adjuk meg a fligguény Fourier-sordban az alapharmonikus amplitidojdt, a fliigguény négy-
zetes kozépértékét és a k torzitasi tényezot, amelyet a

dsszefiiggés definidl!

8.3 megoldas. A (8.1) szerinti Fourier-sort a mérnoki gyakorlatban szokés felirni az
alabbi, in. mérnoki valés alakban is:

x(t) = Xo + i X, cos(pwt + pp), (8.5)

p=1

amelyben X, = \/(XI;“)2 + (Xf)2 és pp = arg(X;‘ — ij). A példaban kérdezett
alapharmonikus amplitidé ebbdl az alakbdl jol kiolvashatéan X;. Kiszamitasdhoz meg
kell hataroznunk az X{! és X7 egyiitthatékat a (8.2) szerinti formuldkkal:

T/2

2 2rt 2wt 4t
Xf‘:?/sm%cosid = /smldt—()
0
és
s 2 sm47rt
2 . 27rt _ 2 el 1
0 0

Az alapharmonikus amplitudéja tehat X; =

A fliggvény négyzetes kozépértéke — amit a villamosmérnoki szohasznélat effektiv
értéknek nevez:

T /2
1 1 2rt 1
Xep = T/ (t)2dt ?/sm?%d ==
0 0

A torzitési tényezot illetd kérdésre természetesen gy is vélaszolhatnénk, hogy a (8.2)
szerinti formulakkal kiszamitunk néhany magasabb rendszamu egyiitthatét, amelyekkel
k kozelitoleg kifejezhetd. Ennél joval célravezetobbb és pontos eredményt adé eljaras
a kovetkez6. Ismeretes, hogy egy periodikus jel négyzetes kozépértéke (effektiv értéke)
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kifejezheté a (8.1) szerinti Fourier-sor (8.2) mdédon szémitott egyiitthatdival a kovetke-
z0képpen (amint azt az 5.2. példdban megmutattuk):

1 (o)
Xeg = , | X3+ 5; [(XI;“)QjL (XE)Z]-

Ha még az X, alland6 Gsszetevot is kiszamitjuk:

T/2

1 2mt 1
onf/sin%dt:;,
0

akkor k kifejezhetd az effektiv érték, az alapharmonikus és az egyentsszetevo ismeretében:

2X2 —2X2 _ X2
k= off 0 L —0,3991.
\/ 2X2 — 2X2 ’

Megjegyzés.

A villamosmérnoki gyakorlatban tébbféle torzitasi tényezot is szokés definial-
ni. Ko6z0s vonasuk, hogy a szinuszos jelalaktol valé eltérést kivanjak mérni. A
példankban szereplo definicié a felharmonikusok , teljesitményét” viszonyitja
a fiiggvény teljes valtakozd Osszetevojének ,teljesitményéhez”. Minél kisebb
k értéke, a vizsgalt fiiggvény annal inkabb hasonlit a szinuszfiiggvényre. ¢

8.4 példa. Legyen egy jel az x(t) = e~ figguénnyel leirt, ahol o > 0 walds paramé-
ter. Hatdrozzuk meg a jel Fourier-transzformadaltjdt, azaz spektrumdt! Adjuk meg a jel
sdvszélesséqgét, ha annak definicioja, hogy

a) a mazimadlis amplitidospektrum-érték o-szorosdndl (0 < o < 1) kisebb amplitido-
spektrum-értékeket elhanyagoljuk;

b) az dsszes energia n-szorosa (0 < n < 1) az |w| < Q korfrekvencidkra korldatozddik,
ahol Q) a sdvszélesség!

8.4 megoldas. A jel négyzetesen integralhato, ezért Fourier-transzforméltja integrélas-
sal szamithato:

o) 0 00
X(jw) = /x(t)e_j“tdt: /e"te_j“’tdt—i—/e_ate_jmdt:
—o0 —o0 0
1 1 2cv

— + 5 5
a—Jw afjw ot Fw



Az amplitiddéspektrum a spektrum abszolut értéke. A spektrum rendszerint komplex
értékil, azonban a paros jelek — ilyen a példaban szerepl6 is — spektruma tisztan valos.
Esetiinkben tehat

X ()| = X ().

A sdvszélesség a) pont szerinti definicidja értelmében azt a legszitkebb I = [0, ()]
intervallumot tekintjiik a jel savszélességének, amelyre

‘X(jw)‘ > O‘X(jw) s wel

max

az amplitidéspektrum maximdlis értékét jeloli a teljes w ten-

max

teljesiil®, ahol ‘X(jw)
gely folott.

Példéankban az amplitidéspektrum a maximalis értékét az w = 0 helyen veszi fol; a
maximum értéke:

2

X(w)| = x| ==

Ezzel az Q) korlat:
2a0

a2+ w?

w=

0=« 1—1.
Vo

A 8.3. 4brédn megrajzoltuk az amplitidéspektrumot az w € [—10, 10] intervallumon,

Innen atrendezéssel adodik, hogy

a = 1 vélasztds mellett, valamint o = 0,1 esetére megrajzoltuk a o|X (jw)‘ = 0,2-hez

1
tartozo hatéart, amely a £ = &, /0—1 — 1 = +£3 értékeket kijeloli.

A b) pont szerinti definicié a Parseval-tételen alapszik. Az xz(t) valds fiiggvénnyel

leirt jel E energiajat az
oo

E = /:BQ(t)dt

—00
kifejezés definidlja. Parseval tétele kimondja, hogy ez az energia kifejezheto a jel spekt-
ruma ismeretében is a kovetkezoképpen:

o % 7 (1) o = %?)X(jw))zdw. (8.6)

2Ha az amplitidéspektrum oszcilldlva csokkenne w névekedtével, tigy célszerti és szokasos a burkoléjat
tekinteni ebben a definiciéban.
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8.3. abra. Amplituddéspektrum és a sdvszélességet definidlé hatar, amelynél kisebb
amplitiddspektrum-értékeket elhanyagolunk (8.4. példa).

Az integréalasi tartomanyt azért szlikithetjiikk a nemnegativ w tengelyre, mert minden va-
16s jel amplituddéspektruma w paros fiiggvénye. Az energianak ez a frekvenciatartomany-
ban érvényes kifejezése lehetévé teszi, hogy definidljuk a jel energidjanak az w € [—€2, Q]

intervallumba esé részét: 0
1 X(; 2
- / ‘ (Jw)
0

és ezzel a jel € savszélességét az alabbi modon:

)

E(Q) =nE,
azaz
] Q 0o
. n
- X _
W/) (jw) 7T/
0 0
Esetiinkben ez az 5
/ 2 2) 77/ 2 2)
a +w a —|—w
0 0

egyenletre vezet. A jobb oldalon allé improprius integral kiszamithaté a (8.6) szerinti
Parseval-tétel alkalmazasaval z(t)-bél is — ezt az Olvaséra bizzuk —, azonban a bal oldali
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integralt mindenképpen el kell végezni. Ehhez a primitiv fiiggvény pl. integraltablazatbdl
hatarozhato meg, ezzel:

Q 00
2 ow +t LW 2 ow 4t LW
a \ a? + w? & 4 O_na a? + w? & &

A behelyettesitések elvégzésével a kivetkezd transzcendens egyenlet adodik €)-ra:

af

Q
—‘l'tg_l—znﬂ
a? + )2 «

5.

Ezt az egyenletet nem lehet zart alakban megoldani; egy numerikus kozelitd eljaras az
a = 1ésn = 0,95 valasztas mellett az 2 = 1,837 savszélességet szolgaltatta. (Az konnyen
belathato, hogy az egyenlet megoldasa létezik és egyértelmii — a szamitds részleteivel
azonban itt nem foglalkozunk, de utalunk a 3. fejezetben targyalt numerikus eljardsokra.)

Megjegyzés.

A példa ravilagit, hogy savszélesség — amely fontos szerepet jatszik a jel-
elméletben — tobbféleképpen definidlhaté. Az energia-alapu definicié fizikai
tartalma erésebb, ugyanakkor hatranya, hogy numerikusan nehezebben ki-
szamithato savszélességet eredményez. ¢

8.5 példa. Igazoljuk a kévetkezd dsszefiiggést!

(Sl EE ) w

ahol §(+) a Dirac-delta disztribicio (lasd pl. a 4.8. példat).

8.5 megoldas. Az x(t) = > 0(t —kT) fiiggvény periodikus és paros, periédushossza
k=—o00
T. Ezért felirhaté Fourier-sor alakjaban:

Z ot —kT) = Xo + ZX;;‘ cos pwt,

k=—0c0 p=1

2
ahol w = % Az egyiitthatékat a (8.2) formula szerint szédmolva adddik, hogy

2
X, = XA:T,‘V’pzl,ZS,....

1
T’ P
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A Fourier-sor tehat — a koszinuszfiiggvényt exponencidlis fliggvények Osszegeként felirva

— a kovetkezo:
pwt + e —jpwt

x(t) =7 —|— T i =— Z T, (8.8)

p=1 p—foo

Itt utalunk ré, hogy az utolsé kifejezés az x(t) fiiggvény tin. komplex Fourier-sora, amely-
0l réviden szolunk a megoldast kévetdé megjegyzésben.

Ismeretes, hogy F{1} = 2md(w). Ezt felhasznélva, a (8.8) sort tagonként Fourier-
transzformalva és alkalmazva a transzformacié eltolasi tételét adodik, hogy

e}

X(jw)zz% > 6(w—p2%),

p=—00

ami az igazolandé allitas.

Megjegyzés.
Egy periodikus, T' peridédushosszi (igy w = 27 /T alap-korfrekvencidji) x(t)
fiiggvénynek a (8.1) szerinti valés Fourier-soran kiviil felirhatjuk még a komp-

lex Fourier-sorat is:
[ee)
_ Jjpwit
= E Xpel?,

p=—00

ahol az X, komplex és a (8.1) egyenletben szerepld XO,X];4 ill. Xf valds
egyiitthatok kozott kolesonodsen egyértelmii megfeleltetés irhato fel az Euler-
formula alapjdn. Valés z(t) esetén igazolhatd, hogy X, = X* , tetszOleges
p-re. A mérnoki munkaban tébbnyire a valés Fourier-sor hasznalatos, mig a
komplex Fourier-sor sokszor elonyosebb matematikai levezetésekben, bizonyi-
tasokban. Utobbi hatranya, hogy az egyes komplex tagokhoz énmagukban
nem tarsithatd fizikai tartalom.4

8.6 példa. Mutassuk meg, hogy ha az f(t) figguény Fourier-transzformdltja F(jw), ak-
kor a g(t f f(r)dr integrdlfiggvény Fourier-transzformdltja G(jw) = 7F(0)d(w) +
1

—F( /
w (jw)

8.6 megoldas. A Fourier-transzformdacié derivalasi tételébdl kovetkezik, hogy mivel ¢'(¢) =

f(t), igy F(jw) = jwG(jw). Ezért G(jw)-t a
Gliw) = JiFW + (W) (8.9)
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alakban lehet keresni, amint arrél behelyettesitéssel meggyozodhetiink. A C' konstans
egyelére ismeretlen. Legyen s(t) az elGjel-fiiggvény, azaz

-1, t<0;
S(t):{ 1, 0<t

2
amelyrél belathatd, hogy Fourier-transzforméltja S(jw) = —. Hasznéljuk fel, hogy a
jw

frekvenciatartomanyban (a Fourier-transzformaltakon) végzett szorzds az idStartomany-
ban (t fiiggvényein) végzett konvolicionak (ldsd az 5.4. példat) felel meg. Ezzel eldéllit-
haté a (8.9) szerinti G(jw) inverz Fourier-transzformaltja:

(1) = 55(t) x £(1) + 5=,

ahol a * a konvolicié miveletét jelenti. Utébbit kifejtve kapjuk, hogy

17 1 17 1
g(t)zi/f(T)S(t—T)dT—F%C:i/f(T)dT—ﬁ/f(T)dT—F%O,

t
amelyet Gsszevetve azzal, hogy ¢(t)-t az [ f(7)dr Osszefiiggéssel definidltuk, adddik,

hogy N
C=mr / f(r)dr = nF(0).

Ezzel az allitast igazoltuk.

Megjegyzés.

Ezt az oOsszefliggést szokas a Fourier-transzformécio integraldsi tételének is
nevezni. Erdemes 6sszevetni a Laplace-transzformécié hasonlé tételével, ame-
lyet a 9.3. példaban targyalunk. Utébbi egyszertibb, ami nem meglepd, hiszen
a Laplace-transzformalt 1étezéséhez enyhébb feltételeleket kell megfogalmaz-
ni a transzformalando fiiggvényre. El6fordulhat, hogy egy abszolut integral-
haté fiiggvény integralfiiggvénye nem abszolit integrdalhatd, ami a Fourier-
transzformécié esetén némi nehézséget okoz (megjelenik a §(w)-t tartalmazo

tag).4
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8.7 példa. Legyen az x(t) figguény a valés t értékeken definidlt a kovetkezdképpen:

tla+1, —a<t<O,
=< —t/a+1, 0<t<a,
0, a < |t|,

ahol a pozitiv paraméter. Hatdrozzuk meg a figguény X (jw) Fourier-transzformaltjdt és
dbrdazoljuk a spektrumot! Ezutdn tekintsik azt az xplk] diszkrét ideji figgvényt, amelyet
x(t) mintavételezésébvel kapunk:

eplk] = 2(kT), aholT:%, k=....,-2-1,01,2,...

ahol N pozitiv egész. Szdmitsuk ki xplk] diszkrét Fourier-transzformdltjat, Xp(e'’)-t, és
dbrdzoljuk a spektrumot! Milyen kapcsolat van X (jw) és Xp(el?) kozétt? Hogyan fiigg ez
N-tol?

8.7 megoldas. Az xz(t) fliggvény — amelyet szokds haromszogimpulzusnak is nevezni —
abszolut integralhato, igy Fourier-transzformaéltja integralassal kiszamithato:

X(jw) = 7x(t)e_j‘“tdt = /O(t/a + 1)e 3+ dt + /a(—t/a + 1)e It dt.

Az integralokat pl. parcialis integralas segitségével kiértékelve a végeredmény:

X(jw) =a (%)2 (8.10)

Mivel z(t) folytonos, ezért a spektrum viszonylag gyorsan tiinik el w novekedtével (a
burkoléja w™2-nal ardnyos), ahogyan az a 8.4. dbra felsé grafikonjén is latszik.

Az xplk] diszkrét idejii fiiggvény abszolit dsszegezhetd, ezért Fourier-transzforméltja
Osszegzéssel szamithato:

00 N

Xp(e”) = > aplkle ™ = " aplkle ",

k=—o00 k=—N

Mivel xplk] paros, valamint zplk] = —k(a/N)/a+1=1—-k/N,ha0 <k < N, igy a
fenti Osszegzés a kovetkezd alakban irhato:

N N
Xp(e?) =1+ Z (1 _ %) (e 4+ &) =14 22 (1 - %) cos V1. (8.11)
=1 I=1
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X(jw)

x (e3%) /N

0
U

8.4. dbra. A 8.7. példédban térgyalt folytonos idejii x(t) fiiggvény spektruma a = 1 véa-
lasztassal (fent), és az x(t)-bél szarmaztatott diszkrét idejii fiiggvény spektruma (lent),
kiilonb6zo N értékek mellett: N = 3 kék; N =5 zold; N = 11 piros.

A spektrum tehat ismét tisztdn valds és természetesen periodikus 27 periédushosszal;
néhany N érték mellett megrajzoltuk a 8.4. dbra alsé grafikonjan az Xp(e/?) /N normalt
spektrumot.

Az X (jw) és az Xp(e”) spektrumok kozotti kapesolat a formuldkbél nem sejthetd
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meg, ugyanakkor a 8.4. dbrdn szembeo6tlové vélik. Noha X (jw) nem periodikus, névekvd
N mellett mégis egyre inkabb felismerhetévé vélik az Xp(el?) spektrumban a —7 < 9 <
7 intervallum f6lott. Fogadjuk most el — és a kovetkezd példaban bizonyitani fogjuk
altalanos esetre is —, hogy igaz a kovetkezo:

= 2 3 X (il - p2m/T)),

p=—00

%o,

azaz Xp(el) az X (jw) spektrum végtelen sok eltoltjanak az dsszegeként 4ll el6 (az 1/T
tényezétél eltekintve). Esetiinkben T'= a/N, igy

Xp(e) =03 (il - p2aN/a).

Ebbdl a formulabdl lathatéan — kelléen nagy N valasztasaval — elérheto az, hogy

. N )
XD<eﬁ>\M/N ~ =X (j(w)

teljesiiljon az || < 7 tartomédnyon. Ennek feltétele, amely alapjén N véalasztandd, hogy

X (jw) legyen elhanyagolhatéan kicsiny az |w| < ™7 intervallumon kiviil.
a

Megjegyzés.

A példdban bemutatott eljardst — a folytonos idejii fiiggvényhez (jelhez) diszk-
rét ideji jel hozzarendelését — mintavételezésnek nevezziik a villamosmérnoki
gyakorlatban. Jelentosége a jelfeldolgozasban alapvetd, mert igen gyakori
kovetlemény, hogy egy folytonos idében valtozé mennyiséget diszkrét szam-
sorozattal reprezentaljunk tovabbi feldolgozas ill. adatatvitel céljabol. A min-
tavételezés egyik kulcskérdése, hogy ,,milyen stirtin” kell mintakat venniink a
folytonos idejt jelbol ahhoz, hogy az utélag bizonyos pontossaggal rekonstru-
alhato legyen. Szamos tételt lehet megfogalmazni erre vonatkozéan, amelyek
koziil a legalapveobbett — a Nyquist-féle mintavételi-tételt — vizsgaljuk meg
a kovetkez6 példaban. ¢

8.8 példa. Legyen x(t) egy abszolit integrdlhatd, folytonos és folytonos ideji figgvény,
amelynek Fourier-transzformaltja X (jw). Képezziik az x-hez tartozd x,(t) dltalanositott
figguényt a kovetkezd definicioval:

o0

v (t) =7 > w(kT)s(t - kT),

k=—o00

ahol T és T pozitiv paraméterek! Hatdrozzuk meg az x,(t) dltalanositott figgvény Fourier-
transzformaltjat!
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8.8 megoldas. Az z,(t) fiiggvény a kovetkezéképpen is felirhatd:
z.(t) = x(t)gr (1),

ahol gr(t) az un. ,Dirac-fésti”™: gr(t) =7 > d(t —kT). Az elnevezés arra utal, hogy az
ki

=—00
egymastdl egyenlo tavolsdgra allé, eltolt Dirac-impulzusok abréja féstifogakra emlékeztet.
Ismert, hogy egy szorzatfiiggvény Fourier-transzformaltja el6allithatd a szorzat tényezo-
inek Fourier-transzformaltjain végzett konvolicidval (természetesen ha ezek mindegyike
létezik), ezzel

X, () = Flaut)} = 5-Flal)} » Flor(0) (5.12)

A 8.5. példdban bemutatott (8.7) Gsszegzési formula értelmében a Dirac-fésii Fourier-

transzformaltja:
2
F{gr(t) 7 g 5(w—n—>

n=—oo

Ezzel a (8.12) frekvenciatartomanybeli konvolicid:

1 27T7'
= /X w—\ ; 5( —n—) dA. (8.13)
A Dirac-delta definiciéja értelmében az integral 6sszeg alakjaban eloall:

X, (jw) = % Yo X (j (w —p%”)) : (8.14)

p=—00

Megjegyzés.

A kapott eredmény lehetévé teszi a Nyquist-féle mintavételi tétel kimondasat:
ahhoz, hogy az z(t) folytonos idejii fiiggvény T' id6kozonként vett mintdibol
hibamentesen rekonstrualhat6 legyen, sziikséges és elegend6, hogy az X (jw)
spektrum azonosan zérus legyen barmely |w| > % mellett. Ugyanis ha ez
teljesiil, akkor a (8.14) formuldbdl latszik, hogy a mintak dltal meghatéarozott
X, (jw) spektrum az |w| < T intervallumon egy konstans szorzétdl eltekintve

megegyezik X (jw)-val, amelybdl z(t) inverz Fourier-transzforméciéval vissza-
nyerhet6. Ha nem taldlhaté olyan pozitiv T', amelyre X (jw) = 0 teljesiil min-

den |w| > z—re, ugy azt mondjuk, hogy az x(t) figgvény nem sévkorlatozott
és mintaibol valé hibamentes rekonstrukcidéja nem lehetséges; a mintakbodl
allé jel spektrumanak (8.14) szerinti kifejezésében az Osszeg egyes tagjai ,,at-
lapolédnak” (aliasing).4

99



8.9 példa. Tekintsiik az
t t—T
F(t) = e(t) [1 . e*:] et —T) [e*T - 1}
fiigguényt, ahol T' és T pozitiv valds paraméterek, (t) pedig az egységqugrds-figgvény!

Hatdrozzuk meg f(t) Fourier-transzformdltjat zdrt alakban, valamint a gyors Fourier-
transzformdcio (FF'T) numerikus eljdrdssal is! Hasonlitsuk dssze a kapott eredményeket!

8.9 megoldas. A fiiggvény abszolut integralhaté, igy Fourier-transzformaltja integra-
lassal kiszimithato:

F(jw) = / f(t)e ¥t = / f(t)e tdt. (8.15)

A fiiggvény négy tagja azonban kiilon-kiilon nem abszolit integralhaté a (0, 00) inter-
vallumon, ezért célszeri az alabbi csoportositas:

F(jw) = / [e(t) —e(t — T)] et dt — /e—ﬁ@—iwtdt + / oL it gy
0 ; J

A szamitas részleteit itt mellézziik, a végeredmény a kovetkezd:

T /(1 j .
F(jw) =2sinw— (— S— ) e T

2 \w 1+4+jwr

A villamosmérnoki gyakorlatban gyakran van sziikség olyan fiiggvények Fourier-transzformalasara,
amelyek csak bizonyos idépontokban ismertek, ezért a (8.15) szerinti integrél elvileg sem
szamithaté. Tételezziik fel, hogy f(t) értékei csak az egyméstdl egyenld tavolsagban fel-
vett 0, At, 2At, ..., (N —1)At, 6sszesen N szamu idépontban ismertek, ahol At egy kis
id6lépés. Ha teljesiil, hogy f(t) elhanyagolhatéan kis értékiivé valik, ha t > NAt = Ty,
akkor a (8.15) szerinti integrél a kovetkezo téglanyosszeggel (1dsd az 5.6. példat) kozelit-
heto:

N
F(jw) = At Y f((n — 1)At)e DAL (8.16)
n=1
Ez az 6sszeg tetszbleges w mellett kiszamithaté. Az un. gyors Fourier-transzformacié
(Fast Fourier Transform, FFT) lehetévé teszi a fenti Osszeg igen gyors, kis miivelet-
igényl kiszamitasat egyszerre tobb w érték mellett, amennyiben ezeket az értékeket a
kovetkezoképpen valasztjuk:

2 B 2T 2

ey = (N =)=, (8.17)




‘ idofuggvlreny
0.9F ©  mintavett ertekek(]
0.8r
0.7r
061
Z o5}
04r
0.3r
0.2r
0.1
08 2 4 6 8 10 ° 12
t
q : 3 =
al o Iii?rlﬁzl:erlnkapott ertekek 5l o ,S:T:‘?rk_t:,ue:ﬂkapott ertekek
3l 1
;_g 2} g
or o o ©
o
-1 o
0 2 ;1 6 é

8.5. abra. A vizsgalt idofiiggvény, valamint spektrumanak valds és képzetes része
a 8.9. példaban.

Az FFT algoritmus részleteivel itt nem foglalkozunk. A Matlab® programban az fft.m
fiiggvény az FF'T algoritmust valdsitja meg. Jelen példankhoz mellékeljiik a fourier_transzform.m
programot, amely az £ft.m fiiggvényt hivja. Ennek segitségével készitettiik a 8.5. abrat.
A szimuldcié sordan a T =5, 7 = 1,2, Ty = 12 és N = 16 véalasztassal éltiink.
Az abran jol megfigyelheto, hogy az FFT algoritmus eredményei csak az
N 27 s

< — =
YSoT o T AL

tartoméanyban fogadhatdk el a spektrum kozelit értékeként. Az ennél nagyobb (8.17)
szerinti korfrekvencidk esetén ugyanis a (8.16) kifejezés szerinti Gsszeg az alacsonyabb
korfrekvencidkon szolgaltatott értékek komplex konjugaltjat adja, ahogy arrél a 8.10. pél-
daban is sz6 esik. Mas szavakkal: ha a vizsgalt idofiiggvényt At idélépéssel mintavételez-
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ziik, akkor az igy kapott mintdk ismeretében a fiiggvény spektrumérdl csak az w < Alt
tartomanyban tudunk nyilatkozni. Ez Osszecseng a 8.8. példahoz flizott megjegyzésben

elmondottakkal. Megjegyezziik ugyanakkor, hogy a 8.8. példaban az idofiiggvény végte-
len sok mintdja rendelkezésre allt, ami jelen esetben nem teljesiil. Az is csak kozelitoleg
igaz, hogy a mintavételezett fiiggvény zérus értékiinek tekintheté az utolsé mintavateli
id6pont, (N — 1)At utén.

8.10 példa. Legyen az x|k| diszkrét ideji, valds értéki figgvény periodikus L periddus-
hosszal, tehdt x[k] = z[k + L] teljesil minden egész k-ra. Ekkor az x[k| figgvényt L
szami valos érték meghatdrozza. E valos szamok kézenfekvden lehetnek pl. a fiigguény
értékei L szami eqymdst kovetd iitemben, amelyeket foglaljunk vektorba:
T
x = |z[0], z[1], ..., x[L — 1]

lgaz tovdbba, hogy az X = Mx szim L-es is meghatdrozza a figguényt, ha M eqy nem
szinguldris, L x L méreti transzformacios mdtrix. Legyen M a kévetkezd:

(11 1 1
1 e-ivo 1200 o a1
Mol 1 e o300 . eR2(L-1)9
L )
1 e dIL—Ddo  —i2L-1)d ... =i(L=1)*P

ahol Vg = 2w /L, az un. alap-korfrekvencia. Mutassuk meg, hogy az x[k| fiiggvény elédl-
lithato az alabbi alakban:

wlk] = [1, ek g2k ... dL=Diok)x) (8.18)
Milyen dsszefiiggés van X elemei kozott?
8.10 megoldas. Helyettesitsiik be X kifejezését z[k] fenti formuldjéba:
s[k] = [1, ok, e20ok . (E-Diok) pry
és vizsgaljuk meg a
bT[k] = [1, ok, o200k . Gi(L=Diok] pr

kifejezést! A b[k| vektor ¢-dik eleme:

1 L-1 1 L—1
b,lk] = — Z e~ Ipado pipkdo _ — Z oip(k=a)0o
L = L —
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Ez a kifejezés csak k — ¢ = 0 esetén nem zérus; értéke ekkor egy. Ha k — ¢ # 0, akkor az
Osszegzés zérust ad, mivel az L szdmui L-dik egységgyokot adjuk ossze. (A mértani sor
osszegképletébdl konnyen belathatd, hogy utébbiak sszege zérus.) Azt kaptuk tehdt,

hogy
5 1, k=g,
b,lk| =
! 0, k=#q.

Ezzel a (8.18) formulat igazoltuk. A (8.18) lényegében azt jelenti, hogy az xz[k] peri-
odikus fiiggvény felirhaté L szamu kiilonbozé periodikus fiiggvény osszegeként. Ezt az
eloallitast a fiiggvény diszkrét idejii Fourier-soranak nevezik, és X elemei pedig a Fourier-
sor egyiitthatdi. FEzt az eredményt érdemes Osszevetni a 8.1. példaban a folytonos ideji
fiiggvényre kapott Fourier-sorral: utobbi végtelen sok tagbol allt, mig a diszkrét ideji
fiiggvény pontosan éllithat6 el Fourier-sordval véges (L szamu) taggal.

A tovabbiakhoz jeloljitk X elemeit a kovetkezOképpen:

X = [Xo, X1, Xo, ..., Xp]".

Ekkor X, = X7 , (komplex konjugdlt par) teljesiil tetszdleges p = 1,2,..., L — l-re,
ami abbdl lathatd, hogy az M transzformaciés matrix p-dik sora komplex konjugéltja
az (L — p)-dik sordnak (p =1,2,...,L — 1), hiszen

ea(L=p)o _ ,=Jaldoiapdo _ ,—ia2w apdo eJQPﬂ()’

tetszéleges egész ¢ mellett. Fel kell hasznalnunk tovabbd, hogy x[k] valds; ezzel egyiitt
mér beldthato, hogy X, = X} _ .

Jegyezziilk meg, hogy a diszkrét idejii Fourier-sorban bar L szamu kiilénboz6 pe-
riodikus komplex fiiggvény osszege szerepel, a valés x[k| esetén érvényes X, = X}
osszefliggéssel és az Euler-formula felhasznéldsval valés (pl. koszinusz) fiiggvények ossze-
gébdl all6 sor is eléallithatd, ebben azonban csak L/2 + 1 (ha L péros) vagy (L + 1)/2
(ha L paratlan) kiilonbozé frekvencidju fliggvény szerepel.

Megjegyzés.

A példaban targyalt diszkrét ideji Fourier-sort masképpen — talan egyszeriib-
ben — is be lehet vezetni; a tankdnyvekben szdmos targyaldasmodd talalhato.
Az altalunk vazolt, a Fourier-sorfejtést egy matrixaval adott linearis transz-
forméaciénak tekinté targyalas elonye, hogy kézenfekvové teszi a tényt: a
sorfejtés véges szamu tagot eredményez és pontos eredményt szolgaltat.¢

103



9. fejezet

Laplace- és z-transzformacio

A villamosmérnoki feladatok jelentos részében talalkozunk differencidlegyenletekkel, ame-
lyek tobbnyire az idotol fiiggd fiiggvényekre, jelekre vonatkoznak. Igen gyakori tovabbd,
hogy a vizsgalt folyamat csak egy bizonyos kezdeti idopont utan érdekes, igy a differenci-
alegyenletet is csak ezen id6pont utan — itt eloirt kezdeti feltételek mellett — kell megol-
danunk. Az ilyen egyenletek megoldédsat sokszor megkonnyiti a Laplace-transzformacié
alkalmazasa, amely segitségével az eredeti differencidlegyenletbdl egy algebrai egyenlet
allithato el6, amelyben méar nem az idotol, hanem az igynevezett s komplex korfrekven-
ciatdl fiiggd fiiggvények (transzformaltak) az ismeretlenek. Az algebrai egyenletek megol-
dasaval a kérdéses transzforméltak kifejezhetdk, végiil inverz Laplace-transzformacioval
ezekbol a keresett idofiiggvények megkaphatok.

A fentiek mellett a Laplace-transzformacio lehetové teszi bizonyos hélézat- és rend-
szerelméleti fogalmak bevezetését, szemléltetését és kényelmes kezelését.

A diszkrét idotél figgd idéfiggvények (diszkrét ideji jelek) és az ezek kozott kapceso-
latot teremto diszkrét idejii rendszerek vilagaban a z-transzforméacio jelenti a folytonos
idejii Laplace-transzformacié analogonjat.

Ebben a fejezetben e két transzformacié néhany alkalmazaséra és tételére mutatunk
be példakat.

9.1 példa. Hatdrozzuk meg a definicio alapjan a kovetkezo fiigguények Laplace-transzformaltjat!
a) x(t) =1;
b) y(t) = 3t;
c) z(t) = cos(wt) (w valds paraméter)!

9.1 megoldas. A Laplace-transzforméaciot definialé integral:

[e.e]

L{z(t)} = X(s) = /x(t)e‘Stdt.

-0
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Ennek alkalmazasaval adddnak a kovetkezok:

2)

b) Parcidlis integraldssal:

e}

Y(s) = / Ste*tdt = {—3

-0

e St(st+1)]* 3
52 0

c) A koszinuszfiiggvényt az Euler-formuldval exponencidlis fliggvények osszegeként
irhatjuk fel (de alkalmazhatnank ismét a parciélis integralast is):

i i Jjwt —jwt
Z(s) = /cos(wt)e‘“dt — /%e—stdt _
-0 2o

1 Jelw=slt  elmw=s)t7%0 1 /7 1 s
[
2 jw—s —Jw-—s], 2\jw—s  jw—+s §° 4w

Mindhdarom példéban az integral pontosan akkor konvergens, ha Re{s} > 0 teljesiil. A
konvergencia-abszcissza tehat a Re{s} = 0 egyenletii egyenes a komplex szamsikon.

9.2 példa. Mutassuk meg, hogy ha az x(t) figguvény Laplace-transzformdltja X (s), to-
vabbad tlim x(t) létezik, akkor ez a hatdrérték a kovetkezéképpen meghatdrozhatd:
—00

lim z(t) = lim s X (s)!

t—00 s—0

Ezt a formuldt szokds a Laplace-transzformdcio végérték-tételének is nevezni.

9.2 megoldas. Induljunk ki a Laplace-transzformécié derivélasi tételébol:
/x’(t)e“dt = sX(s) — x(-0).
-0

Képezziik mindkét oldal hatarértékét:

o0

lim [ 2/(t)e”**dt = lim s X (s) — z(—0).
s—0 s—0
0
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Az x(t) fiiggvényre vonatkozé bizonyos feltételek mellett — amelyek tobbnyire teljesiil-
nek, ha z(t) egy mérnoki gyakorlatban el6fordulé jelet reprezentdl — az integrélds és a
hatarérték-képzés mivelete felcserélheto, azaz

o

/ilir[l) («'(t)e™™") dt = llir[l) sX(s) —z(—0).

Mivel lim e~*t

s—0

= 1, azonnal addédik, hogy

t—00 s—0

/ F(B)dt = Tim 2(t) — 2(—0) = lim sX(s) — (—0),

ami a megmutatni kivant allitas.

Megjegyzés.

A miiszaki gyakorlatban gyakran tudhaté (fizikia megfontoldsok alapjén),
hogy egy jel milyen értékhez tart hosszu id6 elteltével. A végérték-tétel igy
alkalmazhatd a szamitdssal kapott Laplace-transzformalt ellendrzésére. Pél-
ddul egy soros RL-kor dramanak az U/R értékhez kell tartania, ha a kort U
egyenfesziiltségre kapcsoljuk a t = 0 pillanatban. Ez a végérték-tételbdl is

¢

kovetkezik, mivel az dram Laplace-transzformaéltja I(s) =

s(sL+ R)’

9.3 példa. Mutassuk meg, hogy ha eqy z(t) fiiggvény Laplace-transzformdltja X (s), ak-
t

X(s)/

kor az y(t) = [ x(r)dr fiigguény Laplace-transzformdltja Y (s) =
0

9.3 megoldas. A Laplace-transzformacié definiciéjabdl kiindulva:

00 00 t
Y(s) = /y(t)e‘“dt :/ /:B(T)dT dt,
0 0 \o
majd alkalmazva a parcialis integralas szabalyat, adédik, hogy
t o0 0o
6_St —st
Y(s) = /:U(T)dT - /w(t) dt
—5 -5
0 0 0

Ebben a kifejezésben létezik olyan s, amely mellett az elsé tag eltiinik (tetszoleges —
enyhe feltételeknek eleget tevé — x(t) esetén). Ha az elsé tag semmilyen s mellett sem
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értelmezhetd, gy az y(t) jel nem Laplace-transzformalhaté. A mésodik tagban pedig
felfedezhetd az X (s) = [ xz(t)e *!dt Laplace-transzformalt, gy a megmutatni kivant
0

allitashoz jutottunk.

Megjegyzés.
Az igazolando allitast szokas a Laplace-transzformacié integralasi tételének is

nevezni, és ezzel a formulaval gyakran talalkozunk a villamosmérncki felada-
t

tokban. Jelolje példaul z(t) egy kondenzdtor dramét. Ekkor y(t) = [ x(7)dr
0

azzal a toltéssel ardnyos, ami a 0 és a t idopontok kozott a kondezatorban
felhalmozddik. Ha x(t) = 1, ha ¢t > 0 és zérus egyébként, akkor y(t) =t lesz,
a Laplace-transzformaltak kozott pedig az integralasi tétel szerint kénnyen
feltdrhat6 a kapcsolat: Y (s) = X (s)/s = 1/s*.4

9.4 példa. Hatdrozzuk meg annak a periodikus, T periddushosszi x(t) figguénynek a
Laplace-transzformdaltjat, amelynek egy periddusdnak X1(s) Laplace-transzformdltja is-

mert:
x(t) 0<t<T, ,

x1(t) = { 0 eqyébként, és Xi(s) = L{x1(t)}!

9.4 megoldas. Az x(t) fiiggvény eléallithatd végtelen sok, eltolt xq(t) fiiggvény Ossze-
geként:

x(t)=x1(t) + 1t —=T)+x,(t =2T)+--- = ixl(t — kT).

Az Osszeg egyes tagjait kiilon-kiilon Laplace-transzformalhatjuk. A transzforméacié elto-
l4si tétele értelmében (lasd a 9.7. példat):

X(s) = X1(s) + Xp(s)e ™ T + Xy (s)e ™ + .- = Xy (s) Z e kT

Az utolsé végtelen sor konvergens, ha |e™*T| < 1, azaz Re{s} > 0. Ekkor a sordsszeg a
mértani sor osszegképletével kiszamithato, ezzel a végeredmény:

1

1 —esT"

X(s) = Xa(s)
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9.5 példa. Legyen az e(t) figguény a kovetkezd:
0 t<0,
e(t) = { 1 0<t.

Hatdarozzuk meg az x(t) = > e(t — kT) figguény Laplace-transzformaltjdt, ahol T > 0
k=0
valos paraméter!

9.5 megoldas. Az el6z6 példa gondolatmenetét kovetve, és felhaszndlva, hogy L£{e(t)} =

1/s:
(I4+eT+e T +..) N

1
X(s) = - S
(5) s s1—esT

9.6 példa. Hatdrozzuk meg azt a belépd fiigguényt, amelynek Laplace-transzformaltja

1 1—e 2T 55—«
hol =
s+al—r(s)e 2T’ ahol r(s) s+a’

X(s) =

az o és T pozitiv valos paraméterek!

9.6 megoldas. X (s) nem raciondlis tortfiiggvény, igy nem &llithat6 elé részlettortek-
re bontott alakban. Vegyiik észre ugyanakkor, hogy X(s) felithat6 r(s)e=27 szerinti
hatvanysor alakjaban (ldsd az el6z6 két példat):

—2sT
X(s) = 1z [1+r(s)e™T +r2(s)e ™™ +r3(s)e ™" + ... ].
5+
Az inverz transzformacio tagonként elvégezheto. Természetesen csak véges szamu tagot
tudunk ténylegesen figyelembe venni, azonban az eltolési tétel értelmében azoknak a ta-
goknak a figyelmen kiviil hagydsa, amelyek (e~27T)* tényezéket tartalmaznak valamilyen
K < k kitevovel, a kapott idofiiggvényt nem befolyasolja a 0 < t < K27 tartomanyban.
Az inverz transzformacio soran az

(s —a)"

—_— =0,1,2, ...
(S—Oé)n+17 n ) Ty

tortfiiggvényeket fel kell bontanunk parcidlis tortek Gsszegére, amelyek inverz transzfor-
maltja mar ismert. Elvi nehézséget nem okoz, azonban a szamitasi munkat noveli a
polusok névekvo multiplicitdsa a sor figyelembe vett tagjai szamanak novelésével.

Megjegyzés.

Ilyen tipusu Laplace-transzformaltakkal talalkozhatunk a tavvezetékek tran-
ziens folyamatainak vizsgalatanal is. Ha egy veszteségmentes tavvezeték be-
futasi ideje T', akkor a vezeték elejére kapcsolt, belép6 gerjesztés esetén a
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sorozatos visszaverodések eredményeképpen olyan fesziiltség és aram alakul
ki a vezeték elején, amelyek egymast 27" késleltetéssel kévetd tagok Gsszege-
ként irhatok fel.

A fenti példaban adott X (s) egy egységnyi fesziiltségre feltoltott kondenzé-
tornak egy idealis, nyitott végli tavvezetékre torténo rakapcsolasa soran a
vezeték elején kialakulo fesziiltség Laplace-transzformaltjaval azonosithato.
A reflexiés tényez6 a kondenzator feléli végen r(s), a nyitott végen pedig 1.

A tavvezetéken lezajlé tranziensek szamithatok kozvetleniil a fesziiltségre
és az aramra vonatkozé parcialis differencidlegyenlet-rendszer — a taviré-
egyenletek — megoldasaval is. Erre bemutattunk egy numerikus eljarast
a 6.7. példaban. 4

9.7 példa. Mutassuk meg, hogy ha az x(t) figgvény Laplace-transzformdltja X (s), akkor
az e(t — T)x(t —T) fiiggvény Laplace-transzformdltja X (s)e™*T, bdarmely valés T > 0
mellett! Milyen feltételek mellett dllithato eld az x(t—T) figgvény Laplace-transzformdltja
X (s) ismeretében? Hatdrozzuk meg az y(t) = (t — T)e =T fiigguény (az o valds
paraméterrel) Laplace-transzformdltjat! (e(t) az eqységqugrds-figguény: e(t) =1, hat >0

és zérus egyébként.)

9.7 megoldas. A Laplace-transzforméacio definiciéja alapjan:

C{e(t — Tha(t — T)) = / S(t — T)a(t — T)e—"tdt —

et / e(t = T)a(t — T)e =1t
0

A t — T helyett bevezetve a 7 valtozdt, nyilvanvald, hogy dt = dr, tehat:

L{c(t —T)x(t —T)} =e T / e(r)x(r)e*dr.

=T

Azonban az egységugras-fiiggvény negativ argumentum mellett zérus, ezért az integralast
ténylegesen csak 0 alsé hatdrral kell végezni, ezzel pedig megkapjuk az x(t) fiiggvény X (s)

Laplace-transzformaltjat:

L{e(t — Tya(t — T)) = e=T / p(F)e=Tdr = =T X (s),

ami az igazoland¢ allitas.
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Megjegyzés.

Ezt az Osszefiiggést a Laplace-transzformacio eltolasi tételeként tartjuk sza-
mon. Fontossaga miatt megismételjiik, hogy a formula csak T" pozitiv értékei
mellett érvényes!

Vegyiik észre, hogy tamaszkodtunk az egységugras-fiiggvény jelenlétére. Ha
ugyanis a kérdés az L{x(t — T)} Laplace-transzformélt lett volna, akkor azt
nem hatdrozhatnank meg pusztan X(s) ismeretében. (Mivel x(t — T')-ben
olyan fiiggvényértékek is a pozitiv ¢ tengely f6lé keriiltek, amelyek x(¢)-ben a
negativ ¢ tengely f6lott voltak, ezekrél pedig X (s) nyilvanvaléan nem adhat
szamot. )4

Tekintsiik most az x(t) = te~** fiiggvényt, amelynek Laplace-transzforméltja X (s) =
1

(s +a)?
transzformaltja:

A feladat szovegében szerepls y(t) = (t — T)e 1) fiiggvény Laplace-

Y(s) = L{(t = T)e ®tDY = T L{te=0t — Te ot} = T (X(s) 3 Ia) ,

azaz az eltolasi tétel nem belépé fiiggvények késleltetésekor valéban nem adna helyes
eredményt.

9.8 példa. Legyen az x(t) figgvény Laplace-transzformdltja

1
X(s)= —
(5) s2+as+b

Az a €és b wvalos paraméterek mely értékei mellet lesz a fa:Q(t)dt improprius integral
0
konvergens?

9.8 megoldas. Tételezziik fel elészor, hogy az X(s) fiiggvénynek két egyszeres pdlusa
van, azaz az s> + as + b = 0 masodfoku egyenletnek két egyszeres (valds vagy komplex)
gyoke van, amelyeket p; és po jelol. Ennek feltétele, hogy a? # 4b teljesiiljon. Ekkor
X (s) felirhaté két részlettort (parcidlis tort) osszegeként:

Ay n A, ,
s—D1 S — P2

X(s) =

ahol az A; és Aj valds vagy komplex dllandok. Az z(t) fiiggvény ekkor a kovetkezd alaki:

.Z‘(t) = ,C_I{X(S)} = E(t) (Aleplt + Agemt) .
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9.1. dbra. Az X(s) komplex fiiggvény pdlusai (x) a komplex szamsikon, ill. a komplex
vonalintegralds konturjai.

Az [ 2*(t)dt integrédl konvergencidjanak sziikséges feltétele, hogy x(t) fenti kifejezésében
0

mindkét tag zérushoz tartson ¢ — oo mellett. Mivel a tagok exponencialisak, ez a feltétel
elégséges is. A p; és py gyokokre nézve ez azt jelenti, hogy mindketté valds részének
negativnak kell lennie, azaz s* + as + b = 0 legyen Hurwitz-polinom. A 3.5. példdban
targyalt kritérium szerint ez pontosan akkor teljesiil, ha a és b is pozitiv:

Re{pi2} <0 & a>06sb>0.

9.9 példa. Legyen X(s) egy olyan komplex figguény, amely |s| — oo esetén zérushoz
tart, ésn szdmu egyszeres polusa van a végesben, eqyébként pedig reqularis a teljes komp-
lex szdmsikon. Jelolje x(t) az X (s) inverz Laplace-transzformaltja. Mutassuk meg, hogy
a Laplace-transzformdcio inverzids integralja eqyrészt kiszdmithato a reziduum-tétel se-
gitségével, mdsrészt — ennek kovetkezményeként — x(t) = 0-t eredményez minden t < 0
mellett!

9.9 megoldas. A Laplace-transzformacié inverziés integrélja (az tn. Riemann-Mellin
integral):

o+jw
1 : st
z(t) = 2_71]0}1—{20 / X(s)e*ds,
o—jw



ahol o nagyobb, mint X (s) barmelyik szingularis pontjanak a valés része. Jelen esetben
az inverzios integral kiszamitasa visszavezethetd a reziduum-tétel alkalmazasara. Te-
kintsiik a 9.1. dbrat, amelyen felvazoltuk az X (s) fiiggvény pélusait ill. az AB szakaszt,
amely egy R sugari kor egy olyan szelje, amely illeszkedik a Re{s} = o egyenesre. Ha
a kor R sugarat minden hataron tul noveljiik, akkor az
1 (B

— X(s)eds

27TJ A
kifejezés tart az inverzids integral altal definilt x(t) fliggvényhez. Az AB szakaszon vett
integralt pedig ki tudjuk fejezni a reziduum-tétel segitségével. Kiilonboztessiik meg a
t >0 ést <0 eseteket!

1. Ha t > 0, akkor a 9.1/a) dbra szerint alakitsuk ki az ABCDA zart gorbét az R
sugaru koriv segitségével. A reziduum-tétel értelmében a zart gorbére vett integral
egyenlo a gorbe altal koriilzart szingularis pontok reziduumainak osszegével. A bal
félsikon haladé C'D félkoriven vett integral a Jordan-lemma' értelmében zérushoz
tart, ha R — co. A BC és DA iveken vett integral értéke ekkor ugyancsak zérushoz
tart, mert az ivek hossza korlatos, az integrandusz viszont zérushoz tart, mert

pozitiv t esetén
X (s)e™| = | X (s)[le”| < |X(s)|e”,

ahol | X (s)| a példa feltétele miatt zérushoz tart, ha |s|] — oo, e’ pedig s-t6l
fiiggetlen. Azt kaptuk tehat, hogy

1 n
x(t) = o > Res(X(s)e*, py),
i=1

ha ¢t > 0 és ahol p; az X (s) fliggvény i-dik pdlusa.

2. Ha t < 0, akkor a 9.1/b) dbran ldthaté mddon alakitsuk ki az AB szakaszt tar-
talmazod zart gorbét: az R sugaru kornek ezuttal a szakasztol ,, jobbra” eso ivét
hasznaljuk a gorbe zarasara. Fz azért célszerd, mert a Jordan-lemmat most a jobb
félsikon futé CD felkorivre tudjuk alkalmazni, azaz e mentén az X (s)e™ kifejezés
integralja zérushoz tart, ha R — co. Az el6z6 pontban bemutatott gondolatme-
net alapjan most is igaz, hogy az integralas eredménye zérushoz tart a BC' és DA
iveken egyarant, azaz igy a BA koriv mentén is. Az AB szakasz és a BA iv altal

LA Jordan-lemma: legyen az X(s) fiiggvény folytonos az R sugart, origé kozépponti, a negativ
valds részii komplex félsikban haladé félkériv mentén, tovabba X (s) tartson zérushoz ennek a korivnek
bérmely pontjdban, ha a kérfv R sugardt minden hatdron tul néveljitk. Ekkor az X (s)est kifejezés
komplex vonalintegralja a félkoriv mentén zérushoz tart barmely pozitiv ¢ mellett, ha R — oco. Hasonld
allitds fogalmazhat6 meg egy teljes egészében a jobb félsikon haladé félkorivre, ¢ barmely negativ értéke
mellett.
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kijelolt zart gérbe azonban nem vesz koriil szingularis pontot, tehat rajta az integ-
ral értéke zérus. Mindebbdl kovetkezik, hogy az x(t) fiiggvény valéban azonosan
zérus, ha t negativ.

9.10 példa. Oldjuk meg azy"(t)+ 2,8y (t)+1,8y(t) = e~3 differencidlegyenletet a t > 0
tartomdnyon az y(0) =5 és i/ (0) = 0 kezdeti feltételek mellett a Laplace-transzformdcid
alkalmazdsdval?

9.10 megoldas. Jeldlje Y (s) az y(t) fuggvény Laplace-transzforméltjat. A transzfor-
macié derivalasi tétele alapjan igaz, hogy

L{y (1)} = sY(s) —y(=0),

illetve

L{y" ()} = s(sY (s) — y(=0)) — ¥/ (-0).
Mivel 4" (t) és y/(t) is korldtos a t = 0-ban (ez az egyenletbdl latszédik), ezért v/ (t) és y(t)
is folytonos ugyanitt, ezért a fenti formuldkban a —0 argumentum helyett egyszertien 0

is irhaté. Ha a differencidlegyenletet egy y(t) fiiggvény kielégiti a ¢ > 0 intervallumban,
abbol kovetkezik, hogy a kovetkezo egyenlet is ki van elégitve:

L{y"(t) + 2,8y (t) + 1,8y(t)} = L{e '} (9.1)

A bal oldalon &ll6 Laplace-transzformaltat tagokra bontva és a derivaltak transzformalt-
jainak fenti kifejezését behelyettesitve kapjuk, hogy

1
s+ 3

5%V (s) — sy(0) — ¢/ (0) + 2,85Y (s) — 2,8y(0) + 1,8Y (s) = (9.2)
Az y(0)-ra ill. y/(0)-ra megadott értékek behelyettesitésével dtrendezés utédn adédik a

kovetkezo:
5s? + 29s + 43

Y(s)= . 9.3
) = I3+ 285+ 18) (9:3)
Bontsuk fel ezt a kifejezést parcidlis tortekre (részlettortekre):
-7,292 11,88 =~ 0,4167
Y(s) = — ’ ’ (9.4)

s+1.8 s+1 s+3°

és ezt az alakot egyszerlien inverz Laplace-transzformalhatjuk:
y(t) = e(t) [-7,292e7 "% +11,88¢ 7" +0,4167¢ '],

ezzel megkaptuk a differencidlegyenlet kezdeti feltételeket kielégité megoldéasat.

2Ugyanezt a feladatot a 6.3. példdban kézvetleniil, a Laplace-transzformacié nélkiil oldjuk meg.
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9.11 példa. Mutassuk meg, hogy két belépd (azaz negativ argumentum mellett azonosan
zérus értéki) figgvény konvolicidjainak a Laplace-transzformdltja megegyezik a fiiggué-
nyek Laplace-transzformdltjinak szorzatdval! Illusztracioképpen legyen a két fligguény

u(t) = e(t)U coswt  és  h(t) = e(t)Ae™,

ahol A, U, w és X dllanddk, £(t) pedig az egységqugrds-figguvény! Hatdrozzuk meg ezek
konvolicicjat a Laplace-transzformdcid segitségével! (A feladat elemi titon torténd meg-
olddsdt lasd az 5.4. példdban.)

9.11 megoldas. A belép6 u(t) és h(t) fuggvények konvolicidja:

t

y(t) = /u(T)h(t — 7)dr.

0

Ennek Laplace-transzformaltja:

Y(s) = / y(B)estdt = / WAt — 7)e=tdrdt.

Ez a kettos integral a 9.2. abran lathaté médon, a pozitiv ¢ tengely és a 7 = t egyenesek
kozotti tartomanyban végzendo el. Vezessiik be a ( =t — 7 valtozét! Az exponencidlis
kifejezés ezzel:

e—st — e—sfe—sr,

a kettOs integrél pedig a kovetkezoképpen is felirhatd, amint arrdl a 9.2. abra meggy6z:

Yis)= [ [umh(Qe e mdrdc= | [u(r)e=mdr | | [ h(¢)e *d¢
7:0 ({ T{ C{

A zaréjelekben &ll6 kifejezések pedig a definicié szerint éppen az u(t) és a h(t) fuggvények
Laplace-transzformaltjai, igy az allitast belattuk.
Tekintsiik most az illusztrativ példat! A megadott fliggvények Laplace-transzformaltja:

Us A

L{u(t)} = e L{h(t)} = v

ezek szorzata részlettortek osszegeként felirhato:

Y(s) = AUs L K K ))

= AU
(s — A)(s? +w?) (s—)\+s—jw+s+jw
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0 dt =dc ¢
9.2. abra. A Laplace-transzformacié konvolucié-tételének igazoldsdhoz (9.11. példa).

ahol az L és K szamlalok meghatarozhatok pl. a ,letakardsos modszer” segitségével, azaz

A A jw 1

L= = K= = )
A —jw) A +jw) A2+ w?’ 2w(jw —A)  2(jw — )

Ebbdl az alakbdl az inverz Laplace-transzformdlt eléallithatd, hiszen az egyes tagok fel-
ismerhetoen exponencidlis fiiggvények Laplace-transzformaltjai:

y(t) = e(t) AU (Kej“’t 4+ Kre it Le)‘t) .

Bevezetve az R = VA? +w? és p = arg(\ + jw) jeloléseket, némi szamolas és az Euler-
formula alkalmazasa utan adodik a végeredmény, amely természetesen valos fiiggvény:

y(t) = 5(t)A?U (e cos p — cos(wt + p)) .

Ez megegyezik az 5.4. példédban elemi dton (a transzformdcié alkalmazésa nélkiil) kapott
eredménnyel.

9.12 példa. Hatdrozzuk meg a kivetkezd, diszkrét értelmezési tartomdnyi figguények (a
tovabbiakban: diszkrét ideji jelek) z-transzformdltjdt a definicio alapjdn!
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a) flk] =
b) glk] = 3k;
¢) hlk] = cos(Vk) (¥ valds paraméter)!

9.12 megoldas. A z-transzformaciot definidlé végtelen sor:

k=0

Az bsszegre egyszeri esetekben zart alaku formula kaphaté. A legtobb esetben a mértani
sor Osszegképletét kell alkalmaznunk, vagy abbdl kell kiindulnunk.

a)

1—2t  z—1

= i kz7F.
k=0

(o.9)
Az bsszeg kiszamitasdhoz induljunk ki a mértani sor 6sszegképletébdl: > z7F =

1
] - (ha |z] > 1). Az egyenléség mindkét oldaldt derivalva z szerint kapjuk,
hogy
_k —k=1 = “ — .
;;( )2 (I—z12  (z—1)7

Mindkét oldalt szorozva —z-vel, adodik, hogy

kz_okzkl = (Z—Zl)2 = G(z).

¢) Az Euler-formula segitségével a koszinuszfiiggvény exponenciélis fiiggvények Gssze-
geként irhato fel:

eJ'&k + 6—_]’!9k

%ik
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Alkalmazva a mértani sor tsszegképletét, a levezetés folytathato:

1 1 1 22 — zcos )

T2 1—ejﬁ/z+1—e—jﬂ/z T 22— 2zcosV+ 1

Mindharom esetben a sorok pontosan akkor konvergensek, ha |z| > 1, azaz a konvergen-
ciatartomany a teljes komplex szamsik, kivéve az origé kozépponti, 1 sugaru korlap.

9.13 példa. Legyen x[k] egy diszkrét ideji jel, amelynek z-transzformdltja X (z). Adja
meg az x[k — K| jel z-transzformdltjdt tetszdleges egész K mellett!

9.13 megoldas. Kiilonitsiik el a K > 0 (késleltetés) és K < 0 (siettetés) eseteket!

1. Ha K > 0, akkor

Z{alk— K]} = alk— Kz =25 afllz =

Az utolsé szummas kifejezés az els6 K tag elhagyasaval az k] jel z-transzforméltjava
valik, azaz folytatva a fenti egyenletsort:

c=2N (X () + 2K oK+ 1) 4 2[-1)2) =

K
KX (2 +E x[—m]z K™,
m=1

2. Ha K < 0, akkor hasonlé gondolatmenettel:

Z{z[k — K|} = Zx _:z_sz[l]zl:

Azonban most a szummaéazas alsé hatara egy pozitiv szam, tehat ahhoz, hogy az
x[k] jel z-transzformaltjat kapjuk, hozza kell adni —K szdmu tagot az Gsszeghez.
Folytatva az egyenletsort:

= K (X () — 0] — aft]e o 2 — 1K) =

= 25X (2) - Z x[m]z K™,

m=0
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Megjegyzés.

Sokszor un. belépé jelekkel van dolgunk, azaz olyan xz[k]-kal, amelyek azo-
nosan zérus értékiick barmely negativ k& mellett. Ekkor a K > 0-ra kapott
eredmény egyszeriisodik, és egyszertien Z{z[k— K]} = 2% X(2) frhaté. A jel
siettetésénél (K < 0) azonban mindig megjelennek 2~ X (z) mellett olyan
tagok, amelyek z pozitiv kitevés hatvanyait is tartalmazzak. Ennek sziik-
ségessége onnan is lathatd, hogy a végeredményben nem szerepelhetnek z
pozitiv kitevOos hatvanyait tartalmazé tagok, mivel semmilyen jel nem bir
ilyen alaki z-transzformélttal. 4

k
9.14 példa. Mutassuk meg, hogy ha y[k| = > u[ilh[k — i] barmely k > 0-ra, tovdbbd az

=0
ulk] all. hlk] figguények z-transzformdltja U(z) ill. H(z), akkor az ylk] z-transzformdltja
Y(2)=U(2)H(z)!

Megjegyzés.

Az ylk] fenti kifejezése nem mds, mint az ulk] és h[k] konvolicidja (ldsd
a 7.53. példat) abban az esetben, ha ulk] és hlk] egyardnt zérus k negativ
értékei mellett (azaz belépd figgvények). ¢

9.14 megoldas. Irjuk fel a z-transzformacié definiciéjat!

272 (u[0]R[2] + u[1]R[1] 4 u[2]R[0]) +
27 (u[0]A[3] + u[1]h[2] + w[2]A[1] + u[3]R[0]) + .. ..
Csoportositsuk &t a kifejezést a kivetkezOképpen:
Y (2) = u[0](h[0] + 27 'A[1] + 2 R[2] + ... ) +
2 1] (R[0] + 27 Th[1] 4+ 2 PR[2) + .. L) +
2 2uf2)(h[0] + 2 TA[1] 4+ 2 Ph2) + ) +
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A gombolyti zaréjelekben all6 kifejezés hk] z-transzformaltja. Ha ezt kiemeljiik minden
taghdl, akkor adédik az alabbi:

Y (2) = (u[0] + 27 u[l] 4+ 2 uf2] + ... )A(h[()] + 2Rl + 27%h2) + .. ),

(N J/

-~ -~

U(z) H(z)

azaz megjelenik u[k] z-transzformaltja is. Ezzel az igazolandé &llitast beldttuk.
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10. fejezet

Vektoralgebra, vektoranalizis

Az elektromégneses terek lokalis jellemz6it (intenzitds- és gerjesztettségi vektorok, po-
tencidlok) vektor- és skalarfiiggvényekkel reprezentaljuk, amelyek tobbnyire a hdromdi-
menziés tér (az un. konfiguracids tér) felett értelmezettek. Matematikai szakkifejezéssel
ezek tehat vektor-vektor ill. skalar-vektor fiiggvények; azonban gyakran alkalmazzuk a
vektormezo6 és skalarmezé elnevezéseket is. A fizika torvényei az elektromagneses tér lo-
kalis jellemz6i kozott osszefiiggéseket allapitanak meg, amelyek a matematikai modellben
egyenletekként irhatok fel. Ezekben az egyenletekben a vektor- és skaldrmezokon értel-
mezett operacik (algebrai miiveletek, derivalds, integrélds) is szerepelnek, amelyeket e
fejezet példaival illusztralunk.

10.1 példa. Egy elektrosztatikus mezot hdarom ponttoltés hoz létre vikuumban. A P
pontban az egyes toltések a kovetkezd térerdsségeket keltik: E, = (3é, — 4€,) V/m,
E, = (4é, +4é, + 6€,) V/m és Es = (2é,) V/m. Hatdrozza meg az eredd térerdsség
vektordt és adja meg ennek nagysdgat! Mekkora szdget zdr be az eredd térerdsséqg vektora
a pozitiv z tengellyel?

10.1 megoldas. Az eredé vektor rendezoi az egyes vektorok megfelel6 rendezdinek Gssze-
geként frhatok fel:

A vektor nagysdganak (abszolutértékének) kiszamitasanal kihaszndljuk, hogy az egyes
rendezOk az egymasra merdleges, x, y és z iranyu komponensek nagysagat adjak meg,
igy a Pitagorasz-tételbol adodik, hogy

E=|E|=V7+6>+22V/m= 9434 V/m.

A kérdéses a szog a skaldris szorzas definicigja alapjan szamithaté. Egyrészt kézenfekvo,
hogy E-é.,=(7-0+6-0+2-1) V/m =2 V/m, mésrészt pedig

E.é, = |E||é.|cosa = Ecosa,
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A~

E-é,
E
10.2 példa. Egy végtelen hosszu, egyenletes toltéssiriséqi vonaltoltés a z tengelyen he-

= 77,76 °.

ahonnan a = arccos

K
lyezkedik el. A kialakulo elektromos térerdsség B(r) = é.— alakban irhatd fel, ahol €, és
r

r a z tengelyhez tartozo hengerkoordindta-rendszer sugdriranyi eqyséquektora ill. koordi-
natdja, valamint K konstans. Irja fel az elektromos térerdsséget Descartes-koordindtdk
fliggvényében, az é, és &, egységuektorokkal!

10.2 megoldas. A hengerkoordinata-rendszer r koordinatdja a z tengelyt6l mért tavol-
sagot jelenti, amely az x és y Descartes-koordinatakkal kifejezheto:

r:\/w.

A hengerkoordinata-rendszer é, radialis egységvektorat a 10.1. dbran lathaté modon
kifejezhetjiik a Descartes koordinata-rendszer egységvektoraival:

€, = € cosa + €,sinq,

de a szogfiiggvényeket azonositani kell a kialakulé derékszogii haromszog megfelel ol-
dalainak aranyéaval, hogy az egyes rendezoket is a Descartes-koordinatakkal fejezhessiik
ki:
x L. Y
cosa = ———— és sina =

/2 + 12 /22 + yz'
Belathatd, hogy ezek az tsszefiiggések helyes eredményhez vezetnek akkor is, ha o > 90 °,
noha x és y ekkor mar nem azonosithaté valamilyen haromszog oldalhosszaival. Ezzel a
megadott vektormezo a kovetkezoképpen irhaté fel:

K K K
E(r)=é— =é,———_ 1¢& Y

Megjegyzés.

Lathaté, hogy a forgasszimmetrikus mez6 — amely kévetkezménye a konfigu-
racio és toltéseloszlas szimmetrikussdganak — a hengerkoordindta-rendszerben
joval egyszertibben kifejezhetd, mint a Descartes koordinata-rendszerben. A
mérnoki feladatokban célszerti az adott feladathoz ,,illeszked6” koordinata-
rendszer hasznalata. 4

10.3 példa. Egy ponttiltés a Descartes koordindta-rendszer origojaban dll. A térerdsség

E(r) = €.— alakban irhato fel, ahol €. ésr az origd kézépponti gombkoordindta-rendszer
r

sugdriranyi eqyséqguektora ill. koordindtdja. Adja meg az elektromos térerdsséqg x, y és z
irdnyid rendezdit a P = (3; 2; —6) pontban!
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10.3 megoldas. Az el6z6 példa gondolatmenetét kovetve, el6szor fejezziik ki a gémbi
koordinata-rendszer r koordinatajat x, y és z segitségével:

r=/r?+y?+ 22

Az é, egységvektort fel lehet bontani é,, &, és é, iranyu komponensekre. Az egyes
rendez6k geometriai megfontolasokkal is belathaté médon a kovetkezok:

A A Z .
e = —€;,+—¢€,+ —¢€,,
r r r

amellyel az adott E vektormez6 is felirhato:
K
( /2 + y2 + 22)3

Behelyettesitve az adott P pont koordinatdit, a kérdéses rendezok:

E(z,y,2) =

(1é, + Y&, + z€.) .

2 _
B — Ko E,=K-— B - k=9
343 343 343

10.4 példa. Egy végtelen hosszi, vékony dramuvezetd a z tengely mentén halad. A z
) y ) L . K

tengelyhez tartozo henger-koordindtarendszerben a mdgneses térerésség H = é,—, ahol
r

é, az azimutdlis irdnyi egységuektor, r pedig a sugdriranyi koordindta. frja fel H-t
Descartes-koordindtdk fiigguényében, az €, és &, egyséquektorokkal! Adja meg a tér azon
pontjainak Descartes-koordindtdit, ahol H egyirdnyi a v = é, — 3é, vektorral!

10.4 megoldas. Az r koordindta — amely a z tengelytdl vald tavolsagot jelenti — x és y

segitségével kifejezheto:
r=/r?+ Y2

Az é, egységvektor felbontdsa x és y irdnyd komponensekre (10.1. abra) elemi geometriai

megfontoldasokkal:

~ ZJA_‘_ZCA
é,=—2é,+—é,.
@ - v

Ezzel az adott H(r) vektormez6 felirhat6 a Descartes koordinata-rendszerben:

H(z,y) = (—yé, + zé,).

x2 492

Azokban a pontokban, ahol H egyiranyu a megadott v vektorral, 1étezik olyan valds
A érték, amellyel
v =H
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teljesiil. Felhaszndlva, hogy a vektor skalarral vald szorzésa az egyes rendezokoén végre-
hajthaté, adédik, hogy a kérdéses pontokban egyszerre teljesiil az alabbi két egyenlet:
) , z
A=——"-46s — 3\ = ——,
ZE2 + yQ I’Q + y2

amelyekbdl az y = /3 Osszefiiggés adddik akkor, ha x? + y* # 0. Azaz a tér minden
olyan pontjaban, amelyre y = z/3 teljesiil, H és v egyirdnyt, kivéve az x = y = 0
egyenest (a z tengelyt), de itt H nem is értelmezett.

|

Z X

10.1. dbra. Hengerkoordindta-rendszer é, és é, egységvektorainak felbontdsa a Descartes
koordinata-rendszerben.

10.5 példa. A 10.2. dbran a hdarom berajzolt térerdsség vektor az xy sikban fekszik. Ha-
tdrozza meq az eredd térerosséq vektordat, ha a =5 cm, b =4 cm, valamint a térerdsségek
nagysdiga: E1 =100 V/m, Ey = 156 V/m ill. E5 =61 V/m/!

10.5 megoldas. Célszerti mindharom vektort felbontani x és y irdnyd komponensekre,
amelyek azutan skalarisan Osszegezhetéek. Az E; és Ey vektorok felbontasa kézenfek-
v6: E; = €,100 V/m és Ey = —€,156 V/m. Az Ej vektor felbontésa pl. a hasonlé

haromszogek oldalaranyaival:

a b
E; = (&, +é
’ ( VeZ+ 1 a2+ P

Osszegezve a harom vektor komponenseit:

) 61 V/m = (—47,63, + 38,11&,) V/m.
E, + E, + E; = (52,37é, — 117,9¢,) V/m.
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10.2. abra. Kiszamitandé a harom térerdsség vektoridlis ereddje.

Megjegyzés.

Hasonlé feladatra vezet a helyettesité toltések modszere, ha egy ponttoltés
végtelen kiterjedésii, merdlegesen csatlakozo, foldelt fémsikok alkotta ,sarok-
ban” helyezkedik el.4

10.6 példa. Egy sztatikus toltéseloszlas valamely V' térfogatban a kévetkezd elektromos
térerdsséget létesiti (a hosszegység méter, a fesziltség eqysége volt):

E(z,y,z) = 5é, — 2é, cos(3y) + é..

Fejezziik ki a térerdsség nagysdagdt! Fejezziik ki a térerdsség v = &, + 2é, + 3€, irdnyba
mutato komponensét!

10.6 megoldas. Mivel a vektormezo egy ortogonalis koordinatarendszerben adott, igy
a vektor nagysaga egyszeriien szamithaté a Pitagorasz-tételbdl:

1E(z,y, 2)| = v/25 +4cos2(3y) + 1 V/m = /26 + 4 cos?(3y) V/m.

A v vektor irdnyaba mutaté komponens nem mas, mint az E vektornak a v irany-
vektoru egyenesre vett vetiilete, amelyet a skaldris szorzas segitségével megadhatunk:

E(‘Tv Y, Z) V= |E<‘T7 Y, Z)||V| Cos @,
ahol ¢ az E és v éltal bezart szog. A kérdéses vetiilet:

E(z,y,2)-v _ 5—4cos(3y) +3
v V14
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10.3. abra. Kérdés az E vektormezo vonalintegralja a g gorbére.

Hozza kell tenniink a fenti eredményekhez, hogy y méter egységben megadott szamértéke
helyettesitendé a kifejezésekbe (ahogyan arra a példa szovege is utal).

1
10.7 példa. Legyen egy vektormezé E = é.—, ahol €, ésr a gombi koordindta-rendszer
T

radialis eqységquektora ill. koordindtdja. Hatdarozza meg az B mezd vonalmenti integraljat
a 10.5. dbrdn ldthato, g szakaszra, amely a z = 0 sikban fekszik!

Megjegyzés.

A megadott vektormezé ardnyos az origoba helyezett ponttiltés keltette elekt-
romos térerdsséggel. A kérdéses vonalintegrdl értéke felfoghato a P és @)
pontok kozotti elektromos fesziiltségként. 4

10.7 megoldas. A g gorbe parhuzamos az x tengellyel, ezért paraméterezése kézenfekvo
az r koordinataval. A vonalelem-vektor:

dg = é,dx.
A gombi koordinata-rendszer radialis koordinatdja a vizsgalt z = 0 sikban:
r=+/r%+y? ¢ mentén: r = Va2 + b2

A haromszogek hasonlésdga alapjan konnyt latni, hogy az adott vektormez6 a Descartes
koordinédta-rendszerben felirva:

b/r x . b

x/r . .
=é, (22 + b2)3/2 Téy (22 + b2)3/2°

E=¢6,——+é
22 + b2 Y2 4 b2
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Ezekkel a vonalmenti integral a kovetkezéképpen alakithato skalaris integralla:

r . x . b R
0= [t [ (o - agrrps) @) a0

x:0

a zardjelet felbontva és kihasznalva az egységvektorok ortonormaltsagat (éi =1,€,-é =

0) adédik, hogy

lﬁ_? e [ 1 1" 11 102)
~) e Ve R, b Ve |

Megjegyzés.

Az el6z0 megjegyzés alapjan tudhato, hogy az adott vektormezo6 érvénymen-
tes, azaz rot E = 0 (mindenhol, kivéve természetesen az origét). Ekkor be-
vezetheto az un. skaldrpotencidl, amelynek negativ gradiense a térerdsséget

adja.¢

A skalarpotencial segitségével kényelmesebben juthatunk az iménti végeredményre.
Belathaté, hogy

1
E = —grad —,
r

1
ahol o= u(r) a skaldrpotencidl (1asd a 10.13. példat). A gradiens definicidja alapjan:
U= [B-dg=~ [(gadu) - dg =u(P) - u(Q) = § - S
= -dg = — radu) - dg = u(P) —u(Q) = - — ———.
B dg (& g o

Megjegyezziik, hogy az integral értéke fiiggetlen a g gorbe alakjatél, jol lathatoéan csak a
gorbe kezdo- és végpontjatol fiigg.

10.8 példa. Legyenek az ly €sly zart, irdnyitott gorbék kozos sikban elhelyezkedd kédrvo-
nalak, ahogyan az a 10.4. dbran ldathato! A kordk sugara a és b, kozéppontjaik tdvolsdga
d. Hatdrozzuk meg numerikus modszerrel a kévetkezd kettds vonalintegrdlt a paraméterek

valamely értéke mellett:
7{ 7{ dl; - dl,
= ,
T12

I I

ahol r1o a dly €és dly infinitezimdlis vonalelemeket 6sszekotsd szakasz hosszal
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A

10.4. abra. A 10.8. példaban szereplo kettés vonalintegral értelmezéséhez. Megjegyezziik,
hogy a dl; és dly vonalelemek természetesen infinitezimalisan rovidek, csak az abréazol-
hatosag érdekében rajzoltuk 6ket véges hosszisagunak.

10.8 megoldas. Az integranduszban szerepld skaldris szorzas:
dl; - dly = |dL||dLy| cos(f — a) = dl1dly cos(S — ),

mert a vektorok altal bezart szog konnyen belathatéan (6 — a). A vonalelemek hossza
az elemi ivhosszal kozelitheto: dl; = ada és dly = bdf.

Az ri5 tavolsag ugyancsak kifejezhetd az o és [ szogekkel. A dl; vonalelem helyének
koordinétéi: (acosa, asina), mig a dl; vonalelem a (d + bcos 3, bsin ) koordinataju
pontban van. E pontok tavolsaga:

12 = \/(acosa —d — beos B)2 + (asina — bsin 3)2.

Kézenfekvo tehdt, hogy a gorbéket az a és 8 szogekkel paraméterezziik, ezzel a kettos
vonalintegral kozonséges kettos integralként irhato fel:

27 27
I // abcos(f — «) 484
B .
s v/ (acosa—d—bcos 3)? + (asina — bsin 3)2

Ez az integral zart alakban nem szamithato. A szamos numerikus integralasi eljaras koziil
az igen egyszerl téglanymodszert alkalmazzuk, amelyet az 5.6. példaban is hasznalunk
egy egyes integral kiszamitdasara. Osszuk fel mind az «, mind a [ szerinti integralasi
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tartomanyt egyenlé hosszi, N ill. M szamu részintervallumra! Az N ill. M szamu
osztopont a kovetkezo:

a; =0, ap = Aa, ag =2Aaq, ..., ay = (N — 1)Aq,

valamint
61 :07 BZZAﬁv 63:2A/6a R BM:(M_l)A/Ba
ahol Aa = 27 /N és AS = 2m/M. Az I integral ezek utén Osszeggel kozelithetd:

M
abcos(B; — ;)

I~ J AB Aa.

ZZ\/(CLCOSO./Z‘—d—bCOSBj)z“f‘(aSinai_bSin/Bj)z pae

N
=1

3 j=1

A fenti eljards nyomon kovetheté a mellékelt kettosint.m Matlab®programban. A
szamitas eredményei a = 5, b = 3 és d = 10 értékek mellett az alabbi tablazatban
lathatok kiilonboz6 N és M szamu osztopont felvételével:

N M I
10 8 |-3,9784
20 16 | -3,7646
40 32| -3,7638
80 64 | -3,7638

Lathatd, hogy a felosztas finomitasaval az eredmény konvergal. Tovabbi finomitasnak
nincs értelme, az N = 40, M = 32 felosztés is mdr 6t értékes jegyre pontos (azaz 10~°-nél
kisebb relativ hibaji) eredményt szolgéltat.

Megjegyzés.

A példdban vizsgalt integral szerepel az elektromédgnesességhdl ismert Neumann-
formuldban is: ha az [y és [y zart gorbék egy-egy vezetohurkot reprezentalnak,
akkor a hurkok kozotti kolesonos induktivitas értéke

M:@%%dll‘db’
47 T12

1 I

azaz a kiszamitott [-vel ardnyos (1o a vakuum permeabilitdsa). ¢

K
10.9 példa. Legyen egy vektormezd kifejezése a z = 0 sikban B = é,—. Legyen az A
x

feliilet a z = 0 sikban fekvd téglalap, amelynek pontjait a0 < a; < x < as ésaby <y < by
eqyenlotlenségek definidljak. Hatdrozza meg a ® = fA B - dA feliileti integralt!
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10.9 megoldas. A feliileti integralas visszavezetheto két egymads utani integral elvégzé-
sére. A dA feliiletelem-vektor felirhaté é.dxdy alakban, ezzel a kérdéses integral:

by as
@z/B-dAz//B-(ézdxdy).
4 b a1
Felhasznélva, hogy €, - é, = 1:
by as
//—dxdy = K(by — by) ln—
b a1

Megjegyzés.

Ha a B-t mégneses indukciénak tekintjiik (amelyet pl. az = tengely mentén
futé hosszi dramvezetd hoz létre), akkor ® az A feliilet magneses fluxusat
jelenti. 4

10.10 példa. A 10.5. dbrdn ldathato A feliilet a z = 0 sikban helyezkedik el, és az origo
kozépponti, a ill. b sugarid kérvonalak hatdroljik. Az A felileten adott két vektormezo:

K K.
E= ér—1 éesH = é@—Q, ahol €, és &, a z tengelyhez tartozé hengerkoordindta-rendszer

,
radialis €s azimutdlis eqységuektorai, v ugyanezen rendszer radialis koordindtdja, valamint
Ky és Ky konstansok. Legyen S = ExH! Hatdrozza meg a P = fA S-dA feliileti integralt!

10.10 megoldas. A vektoridlis szorzat értéke:

KK,

N KK,
2 (eT X e@) =

€.

S=ExH=

T r

A feliiletelem-vektor:
dA = é.drrde.

A feliileti integralas két egyes integral elvégzésére vezetheto vissza. A megadott korgytiri
alaku feliilet az r és p koordinatdkkal leirva norméltartoméany, hiszen az

a<r<bé 0< <22

Osszefiiggések definialjak. Ezek szerint

/s dA = //KlKQA (é.drrdy).

©:0 r:a
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AY

A

/" JoNa b,
\| /] x

10.5. dbra. Korgytria alaku A feliilet a z = 0 sikban.

Felhasznélva, hogy é. - é, = 1, adddik, hogy

2w b

KK b
P:// "2 dr dp = 27K, Ko In

r a
0

Megjegyzés.

Ha az E és H vektormezoket azonositjuk az elektromos ill. magneses téreros-
séggel, akkor S a Poynting-vektor lesz. A kérdéses integréal ekkor — bizonyos
feltételek mellett — az A feliileten ataramloé teljesitményt adja meg. fgy Sza-
mithaté példaul a koaxidlis kabel altal szallitott teljesitmény, mivel abban E
és H a megadott alak.

Az integrélas elvégzése Descartes koordinata-rendszerben joval koriillménye-
sebb lett volna, hiszen a megadott A feliilet nem normaltartomény, ha x, y
és z-vel irjuk le.¢

10.11 példa. Tekintsik a 10.6. dabrdn ldthato, toroid alakiu V' térfogatot (a toroid tég-
lalap keresztmetszetd; a gyidrd belsé és kiilsé sugara ill. magassdga rendre a, b ill. ¢),
amelyhez a vazolt hengerkoordindta-rendszert réogzitettik. Legyen eqy skaldrmezd a V'

K
térfogatban: u(r, ¢, z) = — - Hatdrozzuk meg a W = fv udV' térfogati integralt!
r
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AsY

Y =

Y =

—C

10.6. dbra. Toroid alaku V' térfogat, amelyen egy u skalarmezot kell integralnunk.

10.11 megoldas. A térfogati integral kiszamitasa visszavezetheté harom, egymas utani
integral kiszamitésara. Jelen példdban a hengerkoordinatdk alkalmazdsa miatt e héa-
rom integralast az r, ¢ és z koordinatdk szerint kell végezni. Az elemi térfogatelem a
hengerkoordinatak elemi megvaltozasaval kifejezve:

dV =rdrdedz.

A valasztott koordinata-rendszer elénye, hogy benne az integralasi hatarok fiiggetlenek az
egyes koordinatak értékétol, azaz téglatest alaki normaltartomanyon kell integralnunk:

0 27 b
W:/udV:///u(r)rdrdgodz.
v
—c 0 a

Az integrandusz csak az r koordinatatdl fiigg, igy tényleges szamitasi munkat csak az r

szerinti integral jelent:
b b
K b
/u(r)rdr = /—dr =Kln-.
r a

A tovabbi két koordinata szerinti integralas kézenfekvoen:

0 2w
W://Klngdgpdz:erKlng.
a a
—c 0
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Megjegyzés.

Ha a toroid alaku tartomanyt egy konstans permeabilitasi vasmagnak képzel-
jiik el, amelyre egy arammal atjart tekercset csévéliink, akkor az u skaldarmezo
jo kozelitéssel azonosithatd a vasmagban tarolt magneses energia térfogati sti-
riségével. Ekkor a kiszamitott térfogati integral a vasmagban tarolt Osszes
magneses energiat adja meg.4

10.12 példa. Legyen a gombi koordindta-rendszer radialis koordindtdja r, valamint adott

egy skaldrmezd: u(r) = — - Legyen a V' nyilt térfogat azon pontok halmaza, amelyekre
r

R < r teljesiil (R pozitiv paraméter). Hatdrozzuk meg a W = fV udV' térfogati integralt!

10.12 megoldas. A 10.11. példa megoldasdhoz hasonléan a térfogati integralt harom,
egymas utani integral kiszamitasara vezetjiik vissza. Kézenfekvd a megadott gombi
koordinata-rendszer hasznélata, amelyben az elemi térfogatelem:

dV = r?sind dr dd de.

Az egyes koordinatak szerinti integralasok hatarai fiiggetlenek a koordinatak értékeitol:

2T m™ o0
W:///u(r)r2sin19drd19dcp.
0 0 R

A radidlis koordindta szerint improprius integralast kell végezni:

o0 P
K -K1" K
/u(r)r2 dr=lim [ —dr= lim {—] =5

p—oo | 12 p=oo | T | p

Az elevacids szog (U koordindta) szerint is integrélva:

I K 2K
/ESHll?d'lg = ?,
0

valamint a végeredmény végiil az azimutdlis szog (¢ koordindta) szerinti integraldssal:

132



Megjegyzés.

Egy 6nmagaban all6, R sugard toltott fémgomb homogén kozegben olyan tér-
erOsséget hoz létre, amelynek nagysaga a gomb kozéppontjatol mért tavolsag
négyzetével forditott aranyban csokken. Ennek az elektrosztatikus térnek a
térfogati energiastiriisége a térerdsség négyzetével, vagyis a centrumtol mért
tavolsag negyedik hatvanyanak reciprokaval aranyos. fgy a példaban szerep-
16 u skaldrmez6 azonosithatd ezzel az energiastiriiséggel, a térfogati integral
ekkor a gobmbon kiviili teljes térben tarolt energiat adja meg.4

10.13 példa. Hatdrozzuk meg az alabbi skaldrmezdk gradiensét és adjuk meg a tér azon
pontjait, ahol a gradiens nem értelmezett! (K és C' mindenhol konstans.)

a) u(z)=—-Klz|+ C;

1
b) u(r)=—Kln—+C (r a hengerkoordindta-rendszer radidlis koordindtdja);
r

1
c) u(r)=—-K-+4C (r a gémbi koordindta-rendszer radidlis koordindtdja,).
T

10.13 megoldas. Levezetés nélkiil kozoljiik és alkalmazzuk a gradiens operator kifejté-
seit a kiilonb6z6 derékszogli koordinata-rendszerekben.

a) A gradiens kifejtése Descartes koordinata-rendszerben:

d _ Ou P ou P ou
radu =€,— + é,— + é,.—.
& ox Yoy 0z
Az els6 két parcidlis derivalt zérus, igy
—é.K, ha z > 0,
gradu(z) = +é.K, ha z <0,

nem értelmezett, ha z = 0.

b) A gradiens kifejtése hengerkoordinata-rendszerben:

d A8u+A18u+A8u
radu=¢& — +é,—— +é,—.
& or rdyp 0z

A masodik és harmadik tagban szerepl6 parcialis derivaltak zérusok, igy

5 K h 0
gradu(r) = &7 ar =L
nem értelmezett, ha r =0.

133



c) A gradiens kifejtése gombi koordindta-rendszerben:

d _Ou 1 0u P 1 Ou
radu =€, — +€é,—— + éy————.
& or rdyp ﬁrsmgp(%‘

~

A masodik és harmadik taghan szerepld parcidlis derivaltak zérusok, igy

. K
srad u(r) = erﬁ, ha r > 0,
nem értelmezett, ha r = 0.

Megjegyzés.

Ha a fenti u skalarmezot az elektrosztatikus skalarpotenciallal azonositjuk,
akkor az eredményiil kapott vektormezok az elektromos térerosségnek tekint-
heték (egy — a definiciébdl eredé — negativ el6jeltdl eltekintve). Az egyes
pontokban ez az elektromos térerdsség olyan, mintha rendre egyenletesen tol-
tott sik (a), vonal (b), valamint pontszeri toltés (c) hozta volna éket 1étre. 4

10.14 példa. Egy V wvektormezonek adott a divergencidja:

: 1, halx| <1
divV = { 0 egyébként.
Alljon az A zart felilet annak a kockdnak az oldallapjaibol, melynek élhosszusdga a;
kézéppontia az origo, tovdbba éler parhuzamosak a Descartes koordindta-rendszer egyes
tengelyeivel. Legyen A irdnyitdsa kifelé mutato! Hatdrozzuk meg a skalarértékid F =
$ .V - dA feliileti integrdlt az a paraméter figguényében!

10.14 megoldas. Mivel az integraland6 vektormezdét nem is ismerjiik teljesen, ezért az
integral kozvetlen kiszamitdsa nem lehetséges. Azonban a Gauss-Osztrogradszkij-tétel
segitségével a feliileti integralt a vektormezé ismert divergenciajanak térfogati integral-

java alakithatjuk:
F:%V~dA:/dideV,
A v

ahol V az a oldali kocka térfogata. Ha a < 2, akkor a térfogatot teljes egészében konstans
divV = 1 skaldrmezd tolti ki, ennek térfogati integrélja nyilvanvaléan a®. Ha a > 2,
akkor a térfogatbdl csak egy 2a? térfogatti hasdbban 1 a divergencia értéke (egyébként
zérus), igy a térfogati integral 2a> értéket ad. Osszefoglalva:

a®, haa<2;
F= 2 ’ /
2a° egyébként.
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Megjegyzés.

Ha még azt is tudnank V-rél, hogy orvénymentes, azaz rot V. = 0, akkor
V azonosithaté lenne akar az elektromos térerosséggel, akar az elektromos
eltolas vektoraval abban az esetben, ha a teljes teret azonos permittivitasu
anyag tolti ki, és az |z| < 1 tartoményban konstans toltéssiirtiség helyezkedik
el. Ekkor fizikai megfontolasokkal az is belathatd, hogy V fiiggetlen y-tol
és z-t0l, valamint az y és z iranyu rendezok konstansok — igy indokoltan
zérusnak valaszthatok.¢

10.15 példa. Egy V wvektormezonek adott a rotdcidja:

é., haz?+9y*<1,;
rot V.= { 0  egyébként.
Alljon az | zdrt gorbe annak a négyzetnek az oldalaibol, melynek sikja a z = 0 sik,
oldalhosszisdga 2 és oldalai pdrhuzamosak az x vagy az y tengellyel, tovabbd kézéppontja
a P = (a; 0; 0) pont. | irdnyitdsa a z tengelyhez jobbcsavar-szabdllyal van hozzdrendelve.
Hatarozzuk meqg a skaldrértékii F = fl V - dl vonalintegrdlt az a paraméter fiigguényében!

10.15 megoldas. Mivel egy vektormezo rotacidjat nem lehet tetszolegesen el6irni, leg-
el6szor azt érdemes megvizsgalni, hogy a feladat kitiizése korrekt-e. Barmely jol viselkedo
V mezore divrot V = 0 teljesiil, azaz V rotacidéjaként csak forrasmentes mez6t irhatunk
elé. Jelen példédban ez a feltétel teljesiil, mert nyilvanvaléan divé, = 0 (az 2 +¢y* < 1
tartomanyban) és div0 = 0 (a 22 + y* > 1 tartoményban).

A 'V vektromez6 kozvetlen integraldasa nem lehetséges, hiszen nem is ismerjiik azt
teljesen. A Stokes-tétel segitségével azonban a zart gorbére vett integralt atalakithatjuk
a vektormezo rotacigjanak feliileti integraljava:

%V-dl:/rot\ﬁdA.
! A

A feliileti integralt egy olyan A feliiletre kell kiterjeszteni, amelyet a zart gorbe (1) feszit
ki és a feliilet iranyitasa [ iranyitasahoz a jobbcsavar-szabaly szerint van hozzarendelve.
A feliilet alakjara egyéb megkotés nem vonatkozik, mivel a rajta integralandé rot V me-
z6 divergenciamentes, ezért a Gauss-tétel értelmében a feliilet megvaltoztatasa a kontur
valtozatlanul hagyasa mellett az integral értékét nem befolyasolja. Elve ezzel a sza-
badsaggal, természetesen célszerti gy megvalasztani az A feliiletet, hogy azon a feliileti
integralas konnyen végrehajthato legyen. Esetiinkben legcélszertibbnek latszik A-t a
z = 0 sikban fekvonek valasztani. Ekkor a feliileti normélis A barmely pontjaban €.,
amely egyiranyu az integralandé rot V kifejezéssel.
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10.7. dbra. Az A feliileten egy vektormez6t kell integralnunk, amely zérus az origd ko-
zéppontl, egységnyi sugard korén kiviil.

Ha |a| > 2, akkor a teljes A feliillet mentén zérus az integrandusz, igy az integral
értéke is. Ha |a| < 2, akkor a 10.7. dbrdn lathaté korszelet teriiletének szamitasara
vezetheto vissza a feladat; jelolje a satirozott rész feliiletét S

/rotV-dA:/éz~(ézdS):/dS:T.
A S S

A T teriilet elemi geometriai megfontolasokkal:

in 2
T=p— s1n2 P_ arccos(a — 1) — (a — 1)v2a — a?.
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