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Ez a jegyzet f6ként (de nem kizarolag) épitészmérnok hallgatok szaméra
késziilt és az Epitészek matematikaja 1. folytatasa, melyet igyekeztiink megol-
dott feladatokkal érthetsbbé, kézzelfoghatova tenni. Vélogatott fejezetek ezek
a matematika gazdag tarabol, melyek arra hivatottak, hogy a matematika szép-
ségére, alkalmazhatosagara folhivjak a hallgatok figyelmét. Arra is, hogy ha
valaha komolyabb matematikai problémaéaval keriilnek szembe, egyaltalan kita-
lalhassék, melyik uton érdemes elindulni. Az anyag szerteagazo, szines, néme-
lyik témakor alaposabb megértéséhez évekre lenne sziikségiink, mi most mégis
bevallaljuk, hogy - ha érintélegesen is - minél tobbet elmeséljiink ebben a jegy-
zetben, bemutatva a feladatok megoldasahoz nélkiilozhetetlen elméleti Gssze-
foglalast. Sok mindenrdl szo esik ebben a kidolgozott mintapéldakkal, gyakorld
feladatsorokkal tarkitott jegyzetben, ugyanakkor sok minden ki is marad belGle.

"Rahmanyinov és Godowski, a két hires zongoramtvész jelen voltak egy
koncerten, amelynek soran a zongorista elfelejtett néhény taktust.
- Szornytd volt az a rész, amikor kihagyott néhany hangot - jegyezte meg az
el6adas végén Rahmanyinov.
- De még szornytibbek voltak azok, amelyekre emlékezett - valaszolta Godows-
ki".  (Raymond Smullyan, Emlékek, torténetek, paradoxonok c. konyvébdl,
1d. [S04])
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1. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

1.1. MAtrix rangja

Legyen
a1 19 c A1n
G21  A22 e A2n,
A=
Am1  Am2 cee OGmp

egy valos elemt m x n-es métrix, jeloljiik tovabba az A matrix k-adik oszlop-
vektorat a,-val és i-edik sorvektorat a,-vel, azaz

071

Qy

Ay
Igy barmely A matrixhoz két linearis alteret is hozzarendelhetiink:
(http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%Alris_alt%C3%A9r#Defin.C3.ADci.
C3.B3) egyik az a, (kK = 1,...,n) oszlopvektorok &ltal generélt linearis al-
tér (ez az R™ tér egy altere és oszlopvektortér a neve), a masik pedig az
o, (I = 1,...,m) sorvektorok altal generalt linearis altér (ez az R" tér egy
altere és sorvektortérnek hivjuk).

1.1. Tétel Tetszdleges A mxn-es madtriz esetén az oszlopvektortér dimenzio-
ja egyenld a sorvektortér dimenziojdval. Fzt a természetes szamot az A mdtrix
rangjanak nevezziik és rang A-val jelolyik.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1ris_alt%C3%A9r#Defin.C3.ADci.C3.B3
http://hu.wikipedia.org/wiki/Line%C3%A1ris_alt%C3%A9r#Defin.C3.ADci.C3.B3

Az el6z6ekbdl konnyen levezethetd az alabbi két észrevétel:
(1) 0 <rang A < min(m,n);
(2) Ha egy maétrix csak 0 és 1 elemeket tartalmaz, agy, hogy barmely sora és

oszlopa legfeljebb egyetlen 1-est tartalmaz, akkor az ilyen matrix rangja
az l-esek szamaval egyenl6.

Példaul,
0100 010
rang [0 0 1 0| =2, rang [0 0 1| =3
0000 1 00

1.2. Tétel Az m x n-es A mdtrix rangja r < A-nak létezik olyan r-edrendd
minormdtrixa, melynek determindnsa nem nulla, de minden r-nél magasabb
rendd minormdtrixdnak a determindnsa nulla.

1.3. Tétel Az m X n-es A mdtrix rangja nem vdltozik meg, ha
(1) két tetszdleges sordt feleseréljiik;
(2) egy tetszdleges sordt barmilyen nem nulla szammal megszorozzuk;

(3) egy sordnak tetszéleges szamszorosdt hozzdadjuk eqy mdsik sordhoz.

A fent felsorolt miveleteket elemi sormiveleteknek nevezziik.

Az elemi sormiiveletek elvégzésekor a matrixok kozé ~ jelet tesziink.
Hasonloan definialjuk az elemi oszlopmiveleteket is és a fenti tétel igaz marad
ezekre is.

Elemi sor- vagy oszlopmiiveletek segitségével barmely matrixbol olyan vele ek-
vivalens, azaz ugyanolyan rangi (és termeészetesen, azonos tipust) matrix ké-
pezhetd, amelynek minden sorédban és oszlopaban legfeljebb egy zérustol kiilon-
b6z6 elem all. Ekkor a rang nem mas, mint a zérustol kiilonbozé elemek szama.

Ebben a fejezetben nem csak linearis egyenletrendszerek megoldasanal hasz-
naljuk az elemi sormiiveleteket, hanem négyzetes (n xn-es) matrixok inverzének
meghatéarozasanal is (méar ha létezik inverz).

1.4. Tétel Az n X n-es A mdtriz invertdilhaté < ha A-bdl elemi sormidvele-

10 ... O
o1 ... 0

tekkel megkaphato az I, = . eqységmdatriz, azaz A ekvivalens
00 ... 1

az n-edrendi eqységmdtrizszal.



Amennyiben A-bol elemi sormiiveletekkel nem lehet megkapni az n-edrendt
egységmaétrixot, az A métrix nem invertalhato.

1 6 4
1.1. Példa Szamitsuk ki az A = |2 4 —1| mdtriz inverzét, ha létezik.
4 16 7

1.1. Megoldas A mddszer a kévetkezd: egqymds mellé irjuk az invertdlando
A mdtrizot és az Ig egységmdtrizot, és az igy keletkezett (A|l3) mdtrizban
elemi sormiveletekkel megprobdaljuk elérni azt, hogy A és Iz helyet cseréljenek.
Tessziik mindezt gy, hogy eldszor a fddtlo ald mindenhova nulldkat "qgydrtunk”,
az elsd oszloppal kezdve, majd a mdsodikkal folytatva, stb. Utdana a fodtlo folé
is nulldkat gydrtunk (ha sikeril) gy, hogy az elézd lépésben legydrtott nulldk
megmaradjanak.

16 4 [ 100 [1 6 4 ] 1 00
4 -1 ] 010{~]0-8 -9 -210|~
416 7 | 00 1 0 -8 -9 | -4 01

1 6 4 | 1 0 0

~10 =8 =9 | =2 1 0

00 0 | -2 —-11

Ebben az esetben a mdsodik mdtrizunkat gy kaptuk az elsébdl, hogy a mdsodik
sorbol kivontuk az elsd sor kétszeresét, majd a harmadik sorbol kivontuk az elsd
négyszeresét. A mdsodik lépésben pedig a harmadik sorbol kivontuk a mdsodikat
(a tobbi feladatndl ezeket mdr nem irjuk le, hiszen az elemi sormiveletek a
mdtrizokbol mindig kiderilnek). Innen mdr azonnal ldtszik, hogy nem sikeriil
az A helyére legydrtani az eqységmdtrizot, tehdt az

6 4
4 -1
6 7

A_:

=~ N —
—_

mdtriz nem invertdlhatd.

Megjegyezziik, hogy amennyiben az A matrix harmadik soranak utolsé eleme
7 helyett 8 lenne, akkor a métrixnak létezne inverze.

0 01
1.2. Példa Szdmitsuk kia B = | 1 1 0| mdtriz inverzét, ha létezik.
-1 1 2



1.2. Megoldas Ahhoz, hogy az eldzd problémdban leirtakat el lehessen végezni,
érdemes kicserélni az elsd két sort, majd az utolso kettét is. Kapjuk, hogy

0 01 ] 100 1 101010
1 10010 ~|-1121]00 1|~
-1 1 2] 001 0 01 ] 100
1 10] 010 10 -11] 0 1/2 —1/2
~1022]011f~02 0 | -2 1 1|~
001|100 00 1 | 1 0 0
100 | 1 1/2 —1/2
~10 10| -1 1/2 1/2
001 1 0 0
Ezért a
1 1/2 —1/2
B'=|-11/2 1/2
1 0 0

1.2. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

1.5. Definicié Linedris egyenletrendszereknek nevezzik az olyan egyenletrend-

szereket, melyekben minden ismeretlen az elsé hatvanyon szerepel, azaz az m

egyenletbdl dllo, n ismeretlenes linedris eqyenletrendszer dltaldnos alakja:
a1y + a12%2 + ...+ aipT, = by

a21T1 + a929T9 + ...+ aAonTy — bg

Am1T1 + A2l + ... + QppXy = bma

ahol b; € R, Vi € {1,2,....m} és a;; € R, Vi € {1,2,...,m}, Vj €
{1,2,...,n} (ha ezt nem tessziik fel, akkor egyenletrenszeriink komplex egytitt-
hatdos).

Ebben a jegyzetben csak valos egylitthatos linearis egyenletrendszerekkel fog-
lalkozunk. Egyenletrendszeriinket az

Az =10 (1.1)
mdtrizegyenlet formaban is megadhatjuk, ahol
ain Q12 Q1p by
A Aoy a?Q Ao, p— by ’
am1 Ch;zz Amn b,



az ismeretlenek oszlopvektora pedig

1.6. Definici6é Az
Az =10

linedris egyenletrendszer kibdvitett mdtriza az (Alb), azaz az egyenletrendszer
A egyiitthatomadtrizdnak a szabadtagok b oszlopmdtrixdval valo kiegészitése.

A kibdvitett méatrix m X (n + 1)-es tipust. Vegyiik észre, hogy példaul egy
harom egyenletbdl allo harom ismeretlenes egyenletrendszer nem més, mint a
harom dimenzios tér harom sikja. Ezek a kovetkezéképpen helyezkedhetnek el:

(1) nincs kozos metszéspontjuk, azaz az egyenletrendszer megoldashalmaza
ures;

(2) egy pontban metszik egymast, ekkor a megoldashalmaz egyelemti;

(3) végtelen kozos pontjuk van, ekkor a megoldashalmaz kétféle lehet: egye-
nes, ha a sikok kozos egyenesben metszik egymaést, vagy sik, mikor a
harom sik tulajdonképpen egybeesik.

A fenti példéaval csak azt szerettiik volna érzékeltetni az olvasoval, melyek
azok a f6 kérdések, melyek lineéris egyenletrendszerek esetén foglalkoztathat-
nak benniinket:

(1) Mikor van megoldas?
(2) Megoldhatosag esetén hany megoldas van?
(3) Hogyan lehet az egyenletrendszer megoldésait kiszamolni?

1.7. Tétel Az
Az =0

n wvdltozos, m eqyenletbdl dllo linedris eqyenletrendszernek

(1) létezik megolddsa (a megolddshalmaz legaldbb egy elemi) < rang (A) =
rang (Alb);

(2) létezik pontosan egy megolddsa < rang (A) = rang (Alb) = n;

8



(3) végtelen sok megolddsunk van < rang (A) = rang (A|b) < n. FEkkor
az ismeretlenek szamabol kivonva a rangot megkapjuk az egyenletrendszer
szabadsdgfokat, mely nem mds, mint az a pozitiv egész szam, mely azt
jelzi, hdany ismeretlent fogunk szabad vdltozoként tekinteni.

Az egyenletrendszerek megoldasanak menete a kovetkezs: az példaban is
leirt elemi sormtveleteket a kib&vitett matrixban addig végezziik, mig el6 nem
allitunk egy olyan ekvivalens métrixot, melyben a {64tlo alatt csupa 0 van és
meggydzédiink arrol, hogy teljesen nulla sort nem tudunk legyartani. Felirjuk
az eredetivel ekvivalens, tehat azonos megoldasokkal rendelkezé egyenletrend-
szert, ami mar "haromszog" alakt lesz. Pontosan n — rang szamu ismeret-
lent szabad valtozoként kezeliink (ez az egyenletrendszer szabadsagfoka) és in-
nen visszafelé szamolva megadjuk az egyenletrendszer megoldéasét /megoldasait.
Ezt a modszert Gauss-modszernek nevezziik. Paraméteres egyenletrendszernél
tobbnyire ezt alkalmazzuk. Amennyiben a kib&vitett métrixban nincs paramé-
ter, érdemes akar tovabb is szamolni egészen addig, mig egyenletrendszeriink
bévitett matrixaban az els6 valahany sorban az els6 nemnulla elem 1-es nem
lesz. Ezek az ugynevezett wvezéregyesek, melyek csupa kiilonb6z6 oszlopban,
lépestzetesen helyezkednek el, gy, hogy az i. sor vezéregyese az (i + 1). sor
vezéregyeséhez képest balra van, a vezéregyesek alatt pedig minden elem 0. A
tiszta nulla sorokat a végére irjuk, vagy akar elhagyjuk. Miutan megkaptuk ezt
a lépcsds alakot, a vezéregyenesek folotti elemeket is kinullazhatjuk, ha alulrél
folfelé haladva az egyes sorokbol kivonjuk a vezéregyesek sorainak megfeleld
tObbszorosét. Az ilyen alakot mar redukdlt lépcsds alaknak nevezzik. Az ilyen
alak elénye, hogy a megoldas is kiolvashato bel6le (mar ha létezik). A vezér-
egyesek szdma nem mas, mint az egyltthatomatrix rangja. Tilos sor (azaz
olyan, hogy az egytlitthatomatrix résznél csupa 0, jobboldalon pedig nemnul-
la szdm) nem létezhet, amennyiben egyenletrendszeriinknek megoldashalmaza
nemiires. Amennyiben a rang kisebb az ismeretlenek szamanal, z; csak ak-
kor lehet szabad ismeretlen, ha a j-edik oszlop nem tartalmaz vezéregyest. A
kotott ismeretleneket kifejezziik a szabadtagok és a szabad ismeretlenek fiigg-
vényében (ez a Gauss-Jordan mddszer).

1.3. Példa A k konstans mely értékeire lesz a kovetkezd egyenletrendszer meg-
olddshalmaza tires? (Ilyenkor az egyenletrendszert szoktuk még inkompatibilis-
nak is nevezni.) Mikor van pontosan egy megolddsunk és mikor végtelen a

megolddshalmaz?
rT—y=23
20 — 2y =k



1.3. Megoldas Most Gauss-mddszerrel dolgozva kapjuk, hogy:

1 -1 3 1 -1 ] 3
(A@_{z —2]1{}”[0 0 | k=6

Ebbal ldtszik, hogy

(1) a megolddshalmaz ires < rang (A) < rang (Alb), azaz rang (A) =1 és
rang (A|b)=2, ami k # 6 esetben torténik meg;

(2) pontosan egy megoldds nem létezhet, mert
rang (A) = rang (A|b) = 2
nem dllhat fenn;
(3) végtelen megolddsunk pedig pontosan akkor van, ha
rang (A) = rang (Alb) =1 < 2,

azaz k = 6. Ekkor az egyenlet szabadsdgfoka 1, azaz a megoldads

r=3+1
y=t

lesz, aholt € R, de ilyenkor haszndlhatjuk azy=x—3, x € R alakot
18.

1.4. Példa Oldjuk meg Gauss-Jordan mddszerrel a kévetkezd egyenletrend-

szert:
x|+ xo + 2[1/’3 =38

—x1 — 229+ 323 =1
31‘1 — 71’2 + 4$3 =10
1.4. Megoldas

1 1 2] 8 1 1 2 | 8 11 2 | 38
-1 -2 3| 1|~/0 -1 5 | 9|~|01 =5 | =9 /|~
3 =74 ] 10 0 —-10 -2 | —14 0 0 =52 | —104
11 2 | 8 1 07 | 17 1 00| 3
~101 =5 | =9 ~1{0 10| 1{~1]0 101
00 1 | 2 001 | 2 001 ] 2
Innen mdr azonnal kiolvashatjuk a megolddsokat:
Ty =3
To =1
T3 = 2.

10



1.5. Példa Az a wvalds paraméter értékétdl fiiggden tdrgyaljuk és oldjuk meg
Gauss maodszerrel a kovetkezd egyenletrendszert:

I —|—2:U2 —3373 = 4
31’1 —XT2 +5ZE3 = 2
dry Ay +H(a® —14)z3 = a+2.
1.5. Megoldas
1 2 -3 | 4 1 2 -3 | 4 (1) f :; { 104/7
(Alp) = |3 —1 5 | 2 |~ |0 =7 14 | =10 | ~ 00 a2~ 16 | a—4
4 1 a®>-14 | a+2 0 -7 a>-2 | a—14

Ebbol ldtszik, hogy

(1) a megolddshalmaz iires < 2 = rang (A) < rang (Alb) =3, ami a = —4
esetben torténik meg;

(2) pontosan egqy megolddisunk akkor van, ha
rang (A) = rang (Alb) = 3,
azaz a € R\{—4,4};
(3) végtelen sok megolddsunk pedig pontosan akkor van, ha
rang (A) = rang (A|b) =2 < 3,

azaz a = 4. FEkkor az egyenlet szabadsdgfoka 1, azaz a megolddshoz akdr
tovdbb 1s szamolhatunk. 4-et irva az a paraméter helyére kapjuk, hogy:

12 -3 | 4 10 1 | 87
01 -2 | 10/7] 7o 1 =2 | 10/7|"

ahonnan kovetkezik, hogy csak x3-at tekinthetyik szabad vdltozonak, igy a
megoldds az

T = §—t

Uo7
10

T3 = t

eqyenes az R térben, ahol t € R.

11



Amikor pontosan egy megolddsunk van (azaz a € R\{—4,4}), akkor
( 1

= a-+4
10 2 10a + 54

2= T ard Ta+d

10a 4+ 54  8a + 25
T = 4—-2- = ’
L T(a+4) T(a+4)

tehdt a (?&1245), 17(231231, a+r4> pont a megoldds.

1.3. Inverz matrix moédszer és Cramer-szabaly ha
pontosan egy megoldas van

Amennyiben az

Az =10

egyenletrendszerben az ismeretlenek szama (n) megegyezik az egyenletek sza-
méaval (m), azaz az A egyiitthatomatrix négyzetes, akkor érdemes megvizsgalni
azt az esetet, amikor az A nem szingularis (azaz detA # 0). Ekkor ugyanis
létezik az A inverz matrixa, amivel balrol szorozva méatrixegyenletiinket (ez az
inverz mdtriz modszer) kapjuk, hogy az ismeretlenek oszlopmatrixa

z=A""b.

Nem szingularis egyiitthatomatrix esetén a Cramer szabdly
(http://en.wikipedia.org/wiki/Cramery27s_rule) is hasznalhato, mely sze-

rint az x;, ©=1,2,...,n ismeretleneket a
det Di
i = 1.2
YT et A (1.2)

képlettel tudjuk kiszamolni, ahol a D; matrixot az A matrixbol kapjuk, ha az
i-edik oszlop helyére beirjuk a szabadtagok b oszlopvektorat. (nem bizonyitjuk)

1.6. Példa Oldjuk meg inverz mdtrix maodszerrel és Cramer szabdllyal is a
kévetkezd egyenletrendszert:

521 + 319 + 923 = 20
31’1+ZE2+2$3:7
3%1 + 2%2 + 4.]]3 =11.

12


http://en.wikipedia.org/wiki/Cramer%27s_rule

1.6. Megoldas Bdrmelyik mddszerrel dolgozhatunk, hiszen az egyenletrend-
szer A egyiitthatomdtriza négyzetes és nem szinguldris, azaz

39
det |3 1 2| =9+£0.
2 4

L W Ut

Konnyen kiszdmolhatjuk, hogy

0o 2/3 -1/3
A= |-2/3 -7/9 17/9|,
/3 —1/9 —4/9

ahonnan azonnal kapjuk, hogy

0 2/3 —1/3] [20 1
z=A"b=|-2/3 —7/9 17/9|-| 7| = |2
1/3 -1/9 —4/9| |11 1

A Cramer szabdlyhoz (ami szintén haszndlhatd itt, mert az egyitthatomdtriz
determindnsa nem nulla) ki kell szamolnunk hdrom determindnst:

20 3 9
detDy:=det |7 1 2| =9,
11 2 4
9 det D 9
€ 1
T det A T 9 (1:3)
Hasonloan felirhatjuk, hogy
5 20 9
det Dy :=det |3 7 2| =18,
3 11 4
ezért 4ot D 18
€ 2
= =—=2 1.4
27 et A 9 (14)
és ugyanigy szamolva kapjuk az utolso ismeretlentinkre, hogy
det D3 9
BT det A9 (15)

13



1.4. Homogén egyenletrendszerek

1.8. Definicié A homogén egyenletrendszer dltaldnos alakja
Az =0,

azaz itt a jobboldalon b = 0.

Vegytlink most egy példat homogén egyenletrendszerre:

2 —y+3z= 0
r+4y—52= 0
-3z —-2y+T7z= 0.

Ez a harom dimenziés térben harom kiilonbo6z§, origon atmend sikot jelent. Eb-
bél is latszik, hogy a homogén egyenletrendszereknek megoldashalmaza nem-
tires. Két eset lehetséges: a megoldas csak az origo (azaz minden valtozo csak
a 0 értéket veheti fel, ezt nevezziik a homogén egyenletrendszer trividlis megol-
dasdnak), vagy végtelen megoldasunk van, ami tartalmazza az origot is. Tehat
homogén egyenletrendszerek esetén az a kérdés, hogy létezik-e a trivialistol el-
téré megoldas (ekkor megoldashalmazunk természetesen végtelen sok elemet
tartalmaz).

Vegyiik észre tovabba azt is, hogy az m egyenletbdl all6 n ismeretlenes ho-
mogén egyenletrendszer megoldashalmaza az R™ tér egy lineéris altere, melyet
M-mel jeloliink. Indoklas: ha z, és x, megoldéasok, azaz Az, =0 és Az, =0,
akkor minden « és [ valos szamra

A(a@1 + 522) = aAz, + fAz, =0

is teljesiil, azaz az, + Pz, megoldasa az el6bbi homogén egyenletrendszernek.
Az 9 altér dimenzidja n — r, ahol r := rang(A) (nem bizonyitjuk), tehat az
M altér egy ¢1, Po, . . ., ¢ bazisa nem mas, mint a homogén egyenletrendszer
(n — r) darab linearisan fiiggetlen megoldasa. Barmely megoldas elgéllitha-
t6 ezen béaziselemek linearis kombinaciojaként. (Ezt utobbit sem bizonyitjuk
most.) Felirhatjuk, hogy a homogén egyenletrendszeriink dltaldnos megolddsa
nem mas, mint

k=1

A kovetkezd tételek az tétel azonnali kovetkezményei:

1.9. Tétel Legyen A egy m X n-es valos elemd mdatrixz. Az Ax = 0 homogén
egyenletrendszernek van a trividlistol eltéré megolddisa <= rang(A) < n.
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1.10. Tétel Ha a homogén egyenletrendszer egyiitthatomdtriza négyzetes,
azaz az ismeretlenek szdma megegyezik az egyenletek szdmdval (m = n), akkor
a kévetkezd allitasok ekvivalensek:

(1) az Az = 0 egyenletrendszernek van nemtrividlis megolddsa;
(2) az A mdtriz szinguldris, azaz det A = 0.

1.11. Megjegyzés Az Az = b inhomogén egyenletrendszer dltaldnos megol-
ddsa felirhato az inhomogén egyenletrendszer eqy partikuldris megolddsdnak €és
a homogén egyenletrendszer dltaldnos megolddsanak dsszegeként.

Indoklds: Ha 1y és vy az Ax = b inhomogén egyenletrendszer megoldésai,
akkor
A1 —tho) = Ay — Apy =b—b =0,

ami viszont azt jelenti, hogy 1 — 19 a hozzarendelt homogén egyenletrendszer

egy megoldésa. Ekkor léteznek ¢, co, ..., c,_, valos szamok, hogy
Y1 — thy = ch¢k-
k=1

Ebbdl kovetkezik, hogy az inhomogén egyenletrendszer megoldasa felirhaté a
hozzarendelt homogén egyenletrendszer altalanos megoldasanak és az inhomo-
gén egyenletrendszer egy partikularis megoldasanak Osszegeként.

1.5. Feladatok

1.1. Feladat Allapitsuk meg az o paraméter értékét igy, hogy az:

{L'1+2$2—ZE3+$4: 2
—31‘1 — 51’2 +4JI3 +r4= «
2.771 + 31’2 - 333'3 — 2%4 = 4

egyenletrendszer megoldhato legyen. Adjuk meg a megolddst is ebben az esetben.

Eredmény: o = —6. Ekkor a szabadsagfok 2, a megoldas pedig
r1= 243u +7Tv

To= —u —4v
T3 = u
Ty = (%

ahol u,v € R.
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1.2. Feladat Hatdrozzuk meg a p és q paraméterek értékét gy, hogy a
1+ 929 — D13 = ¢
3$1+5$2—£L’3: 1
T1 + pro + 223 =

[\

egyenletrendszernek

(1) pontosan egqy megolddsa legyen;
(2) végtelen sok megolddsa legyen;

(8) ne legyen megolddsa.

Ebben a feladatban nem kérjik a megolddsokat, amikor azok léteznek.
Eredmények:

(1) p# -2

(2) p=-2¢eq=-3

(3) p=—2¢ésq# —3.
1.3. Feladat A t paraméter értékétol fiiggden vizsgdljuk az aldbbi egyenlet-
rendszer megolddsainak szamdt. Ahol van megoldds, ott irjuk is fel azt:
201+ dxo + 13+ 314 = 2
41 + 629 + 323+ Dy = 4
dr1 4+ 14ay + 23+ T4 = 4
201 — 3x9 + 3x3 +try = 7.

Eredmények:

(1) pontosan egy megoldasunk akkor volna, ha rang (A) = rang (A|b) = 4,
de ez semmilyen ¢ értékre nem lehetséges;

(2) végtelen sok megoldasunk van, ha rang (A) = rang (Alb) < 4, azaz a
k6z6s rang 3, ekkor t # 1. Ilyenkor a szabadsagfok 1, a megoldéshalmaz

pedig ) . 10
I = 5(24‘:—620
B 5)
To = u_—t—]_
T3 — u
p— 5 .
\:E4— t—1’
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(3) tires a megoldashalmaz, ha 2 = rang (A) < rang (A|b) = 3, ez pedig
csak a t = 1 esetben fordul el6.

1.4. Feladat Van-e kézis eqyenese a kévetkezd origon dtmend sikoknak:
Sr—2y+z= 0
r+y+6z= 0
3x +4z= 0
—y+2z= 0.

Eredmény: Nincs az origon kiviil kézos pontjuk.
1.5. Feladat Milyen a és b értékekre lesz a

ax+y—+z= 4
r+by+z= 3
r+2by+z2= 4

stkoknak pontosan egqy metszéspontja? Adjuk is meqg ezt a kézds pontot.

Eredmény: Pontosan egy metszéspont van, ha b(a — 1) # 0. Ekkor

(- 2% —1

e b(a—1)

1

{ gy = -

4 b

2ab —4b+ 1

2= —\
\ a/_l

1.6. Feladat Hatdrozzuk meq a

20 —y+3z2+4= 0
r4+4y—52—-—7= 0
—3r—-2y+72+1= 0

sikok metszéspontjdat, ha létezik.
Eredmény: v = -1, y=2¢és z=0.
1.7. Feladat Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét igy, hogy az

Ty — Tog+ X3 = 0
1 — 31y —pr3= 0
x1+px2+3x3: 0

homogén egyenletrendszernek
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(1) ne legyen a trividlistdl kilonbozé megolddsa;
(2) wvégtelen sok megolddsa legyen.

Most sem kérjiik a megolddsokat, amikor azok léteznek.

Eredmények:

(1) p#—lésp#3;

(2) p=—1vagy p=3.
1.8. Feladat Oldjuk meg az:

Ty + To + 2203 — 34 =
21’1—2172—£L'3+41'4:

21’1+3JI2—Z‘3+I4:

o O o O

T, — 4x9 — 33+ 224 =
homogén egyenletrendszert.

Eredmény: Mivelhogy az egyiitthatok matrixdnak a rangja 4, ezért csak a
trivialis megoldasunk van.

1.9. Feladat Oldjuk meg Cramer-szabdllyal a

21’1 — X9 — T3 = 4
31’1 -+ 4512'2 — 2.1'3 = 11
31‘1 — 21’2 + 41‘3 = 11

egyenletrendszert.
Eredmény: x1 =3, 29 =1 és x3 = 1.

1.10. Feladat Oldjuk meg Cramer-szabdllyal a

CC1+LU2+2£C3+3£IZ'4: 1
3371—1'2—1‘3—21‘4: —4
2$1+3JI2—ZE3—JZ4: —6
Ty +209+3x3—x4 = —4
egyenletrendszert.
Eredmény: x1 = —1, 29 = —1, x3=0¢és x4 = 1.
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2. fejezet

Komplex szamok

A képzetes szamok - az isteni szellem e gyonyorid €s csoddlatos hordozoi - mdr
magjdnem a lét és nemlét megtestesitdi." (Carl Friedrich Gauss)

2.1. Mese

A komplex szamok keletkezésének és fejlédésének torténete nagyon hosszi,
ezért csak par dolgot emlitenénk meg bel6le, figyelemfelkeltés céljabol. Gerola-
mo Cardano (1501-1576) (http://hu.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano),
aki el@szor hozta nyilvanossagra a harmadfoki egyenlet megoldéképletéﬂ, tehe-
tetleniil allt azzal az esettel szemben, amikor a megoldoképlet megbokrosodott,
felmondta a szolgalatot. Ez akkor tortént, amikor az egyenlet valos gyoke két
komplex szam Osszegeként jelentkezett. Erre valaszolt elsGként sikerrel Bombel-

li (1526-1572) (http://en.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli), amikor

az "Algebra" és a "Geometria" cimd munkaiban megalapozta a képzetes sza-
mok elméletét.

Az igazi attorést a komplex szamok teriiletén Gaussnak (1777-1855)
(http://hu.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss) koszonhetjiik, hi-
szen 6 volt az, aki a képzetes szamok koriili misztériumot megsziintette azzal,
hogy felépitette, rendszerezte, majd targyalta a komplex szamok aritmetikajat
és algebrajat. Erre nagy igény volt, merthogy a valds szamegyenes szdmos
probléma esetében méar "sziiknek" bizonyult. A sikra valo okos kiterjesztéshez
mar megvolt minden eszkdz. Lényeges volt, hogy az Osszes eddigi, valos sza-

I"Cardano utébb az asztrologia hivének szegdddtt, s elkészitette sajat horoszkopjat,
amelybdl a halalanak a napja is kideriilt. Mikor ez a nap elérkezett - hogy joslata be-
teljesiiljon - 6ngyilkos lett." (Raymond Smullyan, 1d. [S04])
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mokra vonatkoz6 miivelet, szabaly, tulajdonsag érvényben maradjon.

A komplex szamok definialasa J] utan Gauss is foglalkozott az algebra alap-
tételével, mely szerint egy n-edfoki, egyvaltozos, komplex egyiitthatos poli-
nomnak multiplicitassal szamolva n gyoke van.

A szamfogalom béviilésének fontos allomasahoz érkeztiink, de nem végal-
lomas ez sem, merthogy feltevédik a kérdés: mi van, ha a harom- vagy négy-
dimenzids tér pontjaihoz szeretnénk egyértelmiien szamokat rendelni, vagyis a
komplex szamhalmazt béviteni szeretnénk? Ekkor jon be a kvaternio fogalma.
A kvaterniok a komplex szamok négy dimenziéra torténé nem kommutativ
kiterjesztései. Elgszor a kvaterniokat Sir William Rowan Hamilton ir matema-
tikus (http://hu.wikipedia.org/wiki/Kvaterni’,C3%B3k) vezette be 1843-
ban, ezért hivjuk ket még Hamilton-féle szamoknak is. Az xo+x1-i+w2-j+x3-k
(z; € R, 1 €0,1,2,3) kvaternio valos része z, , mig a tobbi a képzetes rész, me-
lyet gyakran a haromdimenzios vektorokkal azonositunk (agy is jeloltiik 6ket).
A valés szamok azonosithatok azokkal a kvaterniokkal, melyeknek képzetes ré-
sze a nullvektor. Azokat a kvaterniokat, melyeknek a valds része nulla, tisztan
képzetes kvaternioknak nevezik. A tisztan képzetes kvaterniok halmaza egy
haromdimenzios vektortér, aminek egy bazisa {7, j, k} . Mindamellett, hogy a
kvaterniokkal végzett miveletekrsl itt nem lesz sz6, megjegyeznénk, hogy leg-
fontosabb hasznuk, hogy a tisztan képzetes kvaterniokkal leirhaté a haromdi-
menzids vektortér. A kvaterniokat a haromdimenziés mozgasokkal valod szoros
kapcsolatuk miatt robotok vezérlésénél hasznaljak. A kvaterniokhoz hasonld
konstrukciokat hiperkomplexr szémoknak is nevezik. A komplex szamok és fiigg-
vények alkalmazasa igen széleskort, alkalmaztak Gket az els6 repiil6gépszarny
tervezésekor (Zsukovszkij-profil http://hu.wikipedia.org/wiki/Nyikolaj_
Jegorovics_Zsukovszkij) vagy a komplex impedanciak hasznalatakor a mér-
noki gyakorlatban.

2.2. Komplex szamok algebrai alakja

2.1. Definicié A komplex szam algebrai alakja nem mds, mint z = x + yi,
ahol z,y € R ési®> = —1. Az x -et szoktuk a komplex szim valds részének
nevezni, mig y -t a komplex szam képzetes (vagy imagindrius) részének. Jelolé-

2Gauss-szal parhuzamosan Bolyai Janos (1802-1860) Responsio cimii munkajiaban korét
megel6z6 Otleteket, észrevételeket, irt le a komplex szamok értelmezésével kapcsolatosan, st
ennek a geometridban jatszott fontos szerepére is ramutatott. Gauss-szal egyidében, de téle
fliggetleniil felfedezte a komplex szamok aritmetikajat is. Igaz, eredményeit nem rendszerezte
Osszefiiggs dolgozatban, mint Gauss, am kézirataibol, foljegyzéseibsl megallapithatjuk, hogy
a komplex egészek oszthatdsdgianak minden alapvets probléméjaval foglalkozott.
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z=x+ Yl

T

2.1. dbra. Komplex szam

siik: Rez=x és Im z =1y . A komplex szamok halmazdt C -vel jeléljik, azaz
C={z=x+yi|r,yeR, *=-1}.

A z = x + yi komplex szdmnak két geometriai reprezentacioja is van, az
egyik az xy-sik P(z,y) pontja, mig a masik ugyanebben a sikban az origobol
a P(z,y) pontba mutato OP = r = xi + yj vektor. Mindkét esetben az z -
tengelyt valds, az y -tengelyt pedig képzetes tengelynek nevezziik, Re z | illetve
Im z — vel jeloljiik. A komplex szamok geometriai reprezentaciojat gyakran
Argand-diagramként is emlegetjiik. Az abran szereplS 6 szogre visszatériink
késébb, mikor a komplex szamok mas alakjaval is megismerkediink.

Peéldék algebrai alakban megadott komplex szamokra:
21 =3+41;29 =2 — 3123 = —3 — 415 24 = 25; 25 = 250.

2.2. Definicié A z = x + yi komplex szdm ellentettje —z ‘= —x — yi , azaz
tulajdonképpen a z origora vett szimmetrikusa. A komplex szam abszolit értéke
(akdresak a valds szdmok esetén) nem mds, mint az origdtdl vett tavolsdg, azaz
|z| := 7= /2?2 + 4% A z = x4+ yi komplex szdm konjugdltja a Z := x — yi ,
azaz nem mds, mint az x -tengelyre vett tikirképe (ezek szerint Z = z).

2.3. Miiveletek algebrai alakban

Mivel a valos szamok speciélis komplex szamok, ezért ugy kell a C -beli szamok-
ra a miveleteket definidlnunk, hogy minden eddigi definicio, tétel, tulajdonség,
ami a valos szdmokkal végzett miiveletekre vonatkozik, érvényben maradjon.

2.3. Definicié Két, algebrai alakban megadott komplex szamot gy adunk 6ssze
(és vonunk ki eqgymdsbol), hogy a valds- és képzetes részekkel kilon-kilon elvé-
gezzik az dsszeaddst (kivondst). A kivonds itt is ellentettel vald dsszeaddst
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z=x+ Yl

zZ=x—Yi
2.2. abra. Komplex szam és konjugéltja

jelent. Tehdt amennyiben zy = x1 + Y11 €s 29 = T9 + Yot, akkor
2129 =21 w0+ (Y1 £ y2)i. (2.1)

Tovdbbd
21 29 1= X1 — Y1Y2 + (X1 + 2011, (2.2)

azaz két algebrai alakban megadott komplex szamot gy szorzunk dssze, mint
két zdrojelet, minden tagot beszorzunk minden taggal, figyelembe véve, hogy
2

v =—1.

2.4. Kévetkezmény z-z = (z+yi)(v —yi) = 22 —y?i®> = 22 +y? = |2]? € R,
vz e C.

"Ha jobban belegondolunk, csakugyan furcsa dolog ez. Csak éppen az az ért-
hetetlen, hogy mégis szamolhatunk imaginarius vagy maés ilyen képtelen érté-
kekkel, és végiil mindennek ellenére realis értéket kapunk eredményiil! ...De
nem érzed, hogy marad az egészben mégis valami megfoghatatlan? Hogy is
mondjam? Gondold csak végig: az ilyen szamitasok egészen szolid értékekkel
indulnak, amelyek métert, silyt vagy mas valéban megfoghaté mennyisége-
ket jelolnek, vagy legalabbis valosiagos szamok. Az eredményben is ugyanilyen
szamokat kapsz. De ezeket valami olyasmi koti 0ssze az el6bbiekkel, ami egy-
altalan nincs is. Hat nem olyan ez, mint egy hid, amelynek csak els6 és utolso
pillére van, a pillérek kozott pedig semmi, és te mégis olyan biztonsiggal mégy
4t rajta, mintha nem kellene a folyoba esned? En mindenképp csaldst szima-

tolok az ilyen szamitésban, ahol csak hipp-hopp, ott legyek, ahol akarok ... Es
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a legkisértetiesebb szamomra a matematikinak ez az ereje, amely csakugyan
atvisz minket a nem létezd hidon, anélkiil, hogy lezuhannank réla." (Robert
Musil: Térless iskolaévei, Europa Konyvkiado, Budapest, 1999, 91. old.)

Jegyezziik meg, hogy osztaskor mindig bévitiink a nevezs konjugaltjaval,
azaz

1+ yii (2 + yid) (w2 — yai) _ W%+ Yiye | Lol — 11Ya .

Ty + 1yt (X2 + Yyoi) (2 — Yoi) T2 + Yo? T + yo?

(2.3)

Miel6tt a hatvanyozasrol szot ejtenénk, nézziik meg az ¢ képzetes egység hat-
vanyait:
i=1 iP=—1; ¥=—i; *=1, (2.4)

és 1gy tovabb, ezért i tetszdleges hatvanyanak eredményét mindig a hatvany-
kitevs 4-gyel val6 maradékos osztasa hatarozza meg.

Tetszbleges komplex szamot algebrai alakban nem mindig tudunk hatvanyoz-
ni, ezért emiatt is sziikséges egy masik alak bevezetése. Ugyanez a helyzet a
komplex n-edik gyokvonés esetén is. Azért nagyon specialis komplex szamok
esetén algebrai alakban is konnyi a hatvanyozas, mint példaul ha:

(1) az x-tengelyen van a komplex szamunk, azaz valos szam, pl.
(—=2+0-9)10=210(=210 1 0.9),

(2) az y-tengelyen van a komplex szadmunk, pl.
(_2'2')10:210.7:10:210'1'2:_210_’_0.2"

(3) valamelyik "szogfelezén" helyezkedik el z , azaz x és y kozott csak elGjel
eltérés lehet, pl.
(1 _ Z')lOD — [(1 _ i)2]50 — (-2@)50 — 250@2 — _250.

Amennyiben z méshol helyezkedik el, algebrai alakban csak nagyon kis kitevdjii
hatvanyt érdemes elvégezni. Sziikségiink a komplex szamok mas alakjara is.

2.1. Példa Szdmitsuk ki: 144 + 42+ 3 + ... + 12009 értékét.

2.1. Megoldas Az (2.4) képlet miatt i + 1% + 43 +i* = 0 , igy megy ez végig,
ezért i+ 1% + 1% + ... + 1?9 = 0, mert 2008 oszthato 4-gyel.

2009 = (§4)%02 .4 = 1.4 =i, emiatt a kért érték 1 + 1.

23



z = r(cosh + isinf)

T

2.3. abra. Komplex szam trigonometrikus alakban

2.4. Komplex sziamok trigonometrikus és expo-
nencialis alakja

Az Argand-diagramot megnézve, amennyiben 6-val jeloljik az z-tengely és az
OP vektor altal bezart szoget (az x-tengelytsl oramutatéd jarasaval ellentétes
iranyban haladva), a kovetkezdket allapithatjuk meg:

(1) ha csak a 0 értéket rogzitjiik, egy félegyenest kapunk a sikban;

(2) ha csak az r = (/22 + y? abszolut értéket rogzitjiik, akkor egy origd
kozépponti, r sugart kort kapunk a sikban;

(3) ha mindkét értéket rogzitjiik, akkor egy egyértelmiien meghatéarozott
P(z,y) pontot kapunk a komplex szamsikban (a kor és félegyenes egyele-
m metszetét).

Felirhatjuk, hogy
cos@zz, sin@zg, ahol r = v/ 22 4+ y2. (2.5)
r r
Emiatt x = rcos6, y = rsinf. Az algebrai alakbol kiindulva kapjuk, hogy

z=x+yi=rcosf+irsinf = r(cosf +isinb).

2.5. Definicié A z komplex szam szam trigonometrikus alakja
z =r(cosf +isinf), ahol r > 0 az abszolit érték, 6 € [0,2m) pedig a féargu-
mentum.
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2.2. Példa Legyen z = 2(cos 2% + ¢ sin 2?”) Irjuk fel az algebrai alakot.

2.2. Megoldas 2 = 2(cos & + isin Z) = 2cos & + 2isin & = —1 +i/3.

2.3. Példa Legyen z = —/3 —i. Irjuk fel a trigonometrikus alakot.
2.3. Megoldas |z| = /22 +9y? =3+ 1=2,cos = % = —‘/75, sinf) = £ =

—%. Mivel mindkét érték negativ, ezért az argumentum a harmadik negyedben

van, azaz 0 = T+ 5= %r. lgy z = 2(COS%7r —I—sin%‘).

2.6. Definicio A z € C komplex szam n-edik gyokei (n € 1,2,3,...) azok a
w € C komplex szdmok, melyekre w" = z. Specidlis eset: /0 = 0. Minden
mds esetben az Yz jelolés n kilonbozd komplex szdmot takar.

2.7. Tétel (Euler formula): e = cos + isinf.

2.8. Definicié A komplex szim exponencidlis alakja z = re®®, ahol v > 0 és
6 € [0,2m).

A 0 = 7 helyettesitéssel az Euler formula az
eT+1=0

Osszefiiggéshez vezet, ami szoros kapcsolatot jelent az e, a m és a képzetes 1
kozott.

2.5. Miveletek exponenciilis és trigonometrikus
alakban

Az eddig felirtakbol konnyen belathatjuk a kovetkezdket:

(1) Osszeadast, kivonast csak algebrai alakban érdemes elvégezni.

(2) Szorzas: Legyen z; = ri(cosf; + isinfy) és zo = ro(cosly + isinby) .
Ekkor
2129 = ri19[cos(fy + 02) + isin(6y + 05)). (2.6)

Ebbdl latszik, hogy a szorzés egy nyujtva forgatast jelent a sikban. Kénnyeb-

ben belatjuk a szorzés képletét, ha a komlex szam exponencialis alakjaval
dolgozunk, azaz tekintjiik a z; = r1e™ és 2o = rye?® alakokat, ahol r; > 0
és 6, € [0,2m), | = 1,2 esetén. Ekkor az egyenl§ alapu hatvanyokkal
végzett szorzés eredményeként kapjuk, hogy

2179 = T1ree 1102),

A kovetkezd két mivelet is azonnal lathaté exponencialis alakban:
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(3) Osztéas: Legyen z; = ri(cosf; + isinby) és zo = ry(cosby + isinby) .
Ekkor

2 E[(:08(91 — 0s) +isin(f; — 05)]. (2.7)

Z2 T2
(4) Hatvanyozas: Tetszoleges n € {1,2,3,...} és tetsz6leges
z=r(cosf+isinf) (r>0eés0€l0,2r)) esetén
2" = r"[cos(nf) + isin(nh)). (2.8)

(5) Barmilyen mtveletrdl is legyen sz6, a végén iigyeljiink arra, hogy mindig
0 € [0,27) legyen.

(6) r =1 esetén a
(cos @ +isinf)" = cos(nf) + isin(nf) (2.9)

képletet De Moivre tételének nevezziik
(http://hu.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre).

(7) Komplex n-edik gyokok:

2.9. Tétel Tetszdleges n € 1,2,3,... és tetszdleges z = r(cosf + isin @)
(r >0, 6 €[0,2m)) esetén z komplex n-edik gyokei:

0+ 2k 0+ 2k
{”/Z::C/?(cos * T4 isi +ohm

Sin

), aholk =0,1,...,n— 1.
(2.10)

n

Bizonyitds: Az el6bbi szamokat n-edik hatvanyra emelve kapjuk, hogy

rlcos(0 + 2km) + isin(0 4 2kw)] = r(cos @ + isinf) = z.

2.6. Az algebra alaptétele

2.10. Tétel A komplex szamok kérében minden n-edfoki (n € {1,2,3,...}),
2™ + Ap 12"+ aiz +ag = 0 alaki egyenletnek (a; € C, a, # 0)
pontosan n darab gyoke van, amennyiben az m-szeres gyokoket multiplicitdssal
(azaz m-szer) szamoljuk.

A tétel bizonyitasan sok nagy matematikus dolgozott, mégis els6ként egy ama-
t6r matematikus adott preciz bizonyitast. Jean-Robert Argand (Genf, 1768.
julius 18. — Parizs, 1822. augusztus 13.) aki fgallasban egy périzsi konyvesbolt
vezetGje volt 1806-ban els6ként adott teljes bizonyitast az algebra alaptételére.
Ugyanekkor publikalt egy Otletet a komplex szdmok geometriai értelmezésére,
ez a mar emlitett Argand-diagram.
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2.4. Példa Oldjuk meg a z*> — 1 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazdn.
A megolddsokat algebrai alakban kérjik.

2.4. Megoldas Az algebra alaptétele miatt tudjuk, hdarom komplexr megoldd-
sunk lesz. FEzekbdl eqyik az eddig ismert zo = 1, a mdsik két megolddst még ki
kell szamolnunk. Kétféleképpen kezdhetiink hozzd. Dolgozhatunk algebrai alak-
ban (1) és trigonometrikus alakban (2), a komplex kébgyokok képleteit haszndl-
va:

(1) 2> —1=(2—1)(z*+ 2+ 1). Emiatt zo = 1 és a mdsik két gyokit a
224241 = 0 mdsodfoki egyenlet komplex megolddsdbdl kapjuk. A megoldoképlet

marad
—b+Vb?% — 4ac
2a ’

21,2 =

gy, hogy itt komplex négyzetgyok szerepel, igy ez eleve két szamot jelent
(itt jon be a £ , mert a komplex szimok halmazdban /—3 = +i\/3 , ahol mdr
a valds /3 szerepel a jobb oldalon). Tehdt

—1+4++/-3 1i.\/§
—_— = == .

20 =1, 223 = 9 ~ 79 5

(2) Az 1-et trigonometrikus alakban felirva kapjuk, hogy a gyokok

0+ 2kr . 0+ 2knw
+1s1n

z=+/1= /1(cos0 + isin0) = cos

alakiak, aholk = 0,1, 2.

Ebbdl felirhatjuk, hogy

2o =cos0+1¢sin0 =1,

2 1 3
21 :cosg—i-isin% = —§+i\/7_,

T .. 4w 1 V3
Z9 =COS— +1SIN— = —— — 1——.

3 3 2 2
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2.7. Feladatok

2.1. Feladat Szdmitsuk ki a kévetkezd z, €s zy szdmok z—; hdanyadosdt:
(1) z1 =5+ 2i, zp =4 — 3i;
(2) 21 =142, 29 =2—1;
(8) z1=2+1i, 20 =3+1.
Eredmények:
(1) 3 + 51
(2)
(3) 15+ 750
2.2. Feladat Szdmitsuk ki a 2y = 1 —1i és 20 = 1 — 2i szdmok esetén a 2123 és

4
z -
a i szdmokat.

S

z .
1.

(S

oo

Eredmények: 2123 = —7 —i és

S|

2.3. Feladat Legyen 2 = 2(cos § +isin%) €s 2z = 3(cos § +isin ). Trigo-

nometrikus alakban végezziik el a 2129 és a z—; miveleteket és adjuk meg z5 -t
18.

s . _ 3 Sy 3TN, z1 2 Vs St LT
Eredmények: z1zp = 6(cos 5 +isin=); 2 = 5(cos T +isin F);
—_ 3w ;i 3T
Zy = 3(cos 5 +isin ).

2.4. Feladat Legyen z = 2(COS%7r + i sin 2?“) Irjuk fel a 2* trigonometrikus
alakjdt.

Eredmény: z* = 16(cos 3F + isin 7).

2.5. Feladat Szdmitsuk ki a (2 + 2i)® komplex szdm algebrai alakjdt.
Eredmény: —2%.

2.6. Feladat Hatdrozzuk meg a /2i komplex szamok algebrai alakjdt.
Eredmény: 1+1és —1 —1.

2.7. Feladat Oldjuk meg a meg a 2> —i —1 = 0 egyenletet.

Eredmény: zy = v/2(cos L +isinZ) és z; = v/2(cos Z + isin ).
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2.8. Feladat Irjuk fel a z = 4 + i4\/3 komplex kibgyokeit.

Eredmény: zy = 2(cos § + isin g);

_ e . e .
z1 = 2(cos F + isin F);

_ 137 | ;i 137
7y = 2(cos =T 4 isin =T).

2.9. Feladat Oldjuk meg a meg a 2° + 4v/2 — i4y/2 = 0 egyenletet.

Eredmény: zy = 2(cos § +isin §);

= Ur 4 5 gip Llr).
21 = 2(cos 75t +isin 5);

_ 197 | o 197
7y = 2(cos 3t + isin 43°).
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3. fejezet

Négyzetes matrixok sajatértékei és
sajatvektoral. Diagonalizalas.

3.1. Sajatértékek, sajatvektorok

3.1. Definicié Legyen

ajpr Q19 e Q1

21 Q29 e QAon,
A= . . .

Ap1  Ap2 oo Qpp

egy komplex elemt n-edrendi (négyzetes) mdtriz. A komplex X szdmot az A
mdtriz sajatértékének nevezzik, ha létezik olyan v € C*"\{0} vektor, amelyre

Av =)\ (3.1)

teljesil. A v € C"\{0} vektort az A mdtriz \ sajdtértékéhez tartozo sajatvek-
tordnak hivjuk.

Az A = [a;;] n-edrendd komplex elemd méatrix sajatértékeit ugy hatérozzuk
meg, hogy kiszamoljuk a

a1 — A a2 e QA1
a Qoo — A ... Qo
p(\) i=det(A — ML) =det | 7 , ? (3.2)
an1 () e Qpp — A

karakterisztikus polinom gyokeit.
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Amint az el6z6 definicié6 mutatja, a négyzetes méatrixok sajatértékei és sa-
jatvektorai "parban" léteznek. Ha atrendezziik az (3.1) matrixegyenletet,
kapjuk, hogy a \ sajatértékhez tartozo sajatvektorok az

(A= AL)u=0 (3-3)

homogén lineéris egyenletrendszer megoldésai. Ennek az egyenletrendszernek
végtelen sok megoldasa van (p(A) = 0 miatt a (3.3]) egyenletrendszer egyiittha-
tomatrixanak determinénsa nulla), ezért a linearisan fiiggetlen sajatvektorokat
kell megkeresniink.

A p(X) karakterisztikus polinom n-ed foku, igy az algebra alaptétele miatt
(multiplicitassal szamolva) n sajatértékiink van. A kilonbozd sajatértékekhez
linedrisan figgetlen sajdtvektorok tartoznak (most nem bizonyitjuk). Ha p(\)
pl. egy m-szeres sajatérték, akkor ehhez tartozhat m darab linedrisan fligget-
len sajatvektor, de az is el6fordulhat, hogy csak kevesebb linearisan fiiggetlen
sajatvektor tartozik hozza.

Mi ebben a fejezetben tobbnyire csak valos elemt szimmetrikus matrixok-
kal foglalkozunk, azaz olyan valos elemii négyzetes A matrixokkal, melyekre
AT = A. Masodrendi matrixok esetén a nem szimmetrikus esetre is vesziink
példékat.

Az els6 féléves anyagban lattuk, hogy az n-edrendd, valés elemid A mat-

s,

targyvektorhoz az y = Awv képvektort rendeli. A gyakorlatban fontosak azok a
vektorok (mér ha léteznek), melyek iranya a transzformécio soran nem vélto-
zik meg, azaz érdekelnek benniinket azon v vektorok, melyek teljesitik az (3.1])
egyenl@séget, azaz a sajatérték-sajatvektor parok.

3.2. Tétel Sajdtértékekre, sajatvektorokra a kovetkezdk igazak:

(1) Ha v sajdtvektora A-nak, akkor av is az, minden nemnulla valds o ese-
tén, azaz csak a sajdatvektorok irdnya van egyértelmien meghatdrozva
(nagysaguk nem,).

(2) Ha A wvalds szimmetrikus mdtriz, akkor minden sajatértéke valds.

(3) Ha A egy n-edrendi valds szimmetrikus mdtriz, akkor A-nak vann szimi
pdronként ortogondlis linedrisan fliggetlen sajdtvektora.

3.1. Példa Szdmitsuk ki a kovetkezd matriz sajatértékeit és sajdatvektorait:
5 —6
A= {3 _4} |
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3.1. Megoldas A karakterisztikus polinom
5—-A —6
p(A) := det(A — \y) = det l 2 g4 )\} :

Ennek megolddsai \y = —1 és Ay = 2.
V21

Pt =[]

mdtrixegyenletbe behelyettesitve kapjuk meg, mely szerint

5 L] - o)

Ebbol vi1 = vo1, azaz a \y = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

A Xy = —1-hez tartozé v, = [UH} sajdtvektorokat a (3.3))-ba, azaz az

v, = H alakiak, ahol t € R\{0}, ilyenkor példdul egy reprezentdns

w- ]

Vegyiik észre tehdt, hogy eqy adott sajdtértékhez tartozo osszes sajdatvektor
és a nullvektor alteret alkotnak. Ezt az alteret az adott sajdtértékhez tartozo
sajataltérnek nevezziik.

A Xy = 2 sajdatértékhez tartozo v, = {212} sajdtvektorokat a (3.3))-ba behe-
22

5 - o)

Innen v19 = 2vyy, azaz a A\y = 2 sajdtértékhez tartozo sajatvektorok

lyettesitve kapjuk meg, azaz

e — Fj alakiak, ahol s € R\{0}, ilyenkor példdul egy reprezentdns

u- T

3.2. Példa Igazoljuk, hogy ha az A mdtriz sajdtértéke \, akkor az A=1 mdtrix
sajatértéke %
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3.2. Megoldas Legyen az A madtriz X sajdtértékéhez tartozo sajdtvektora v,
ekkor Av = \v. Felirhatjuk, hogy

1 1 1 1
-1 — -1 = — -1 = — = —
AT v = (AT ) = H(ATAY) = Ty = 1w,

ami pontosan azt jelenti, hogy % az A= mdtriz sajdtértéke.

3.3. Példa Szdamitsuk ki a kovetkezd mdtriz sajdatértékeit és sajdatvektorait:

3 =20
B=|-2 3 0
0 0 6

p(A):=det(B—A3)=det | =2 3—-X 0
0 0 6— A\

A determindnst kifejtve kapjuk, hogy a sajdatértékek a (6 — N)(A\2 — 61 +5) =0
egyenlet gyokei. Ennek megolddsai A\ =1, Ao =5 és A3 = 6.

V11
A M\ = 1-hez tartozo vy = |va1| sajdtvektorokat a —ba, azaz az
V31
3—A =2 0 V11 0
—2 3—A 0 V21| = 0
0 0 6— A\ V31 0

mdatrixegyenletbe valo behelyettesitéssel kapjuk meg, igy

2 -2 0 V11 0
-2 2 0 V21| = 0
0 0 5 V31 0

Ebbol vi1 = v91 €svgy = 0 azaz a A\ = 1 sajdatértékhez tartozo sajatvektorok

v, = alakiak, ahol t € R\{0}, ilyenkor példdul egy reprezentdns

S = = O o o+
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[v12
A Xy = b sajdtértékhez tartozo vy = |vea| sajdtvektorokat a (3.3)-ba
| Us2
behelyettesitve kapjuk meg, mely szerint
-2 =20 Ulg_ 0
-2 =20 Vo2 | = 0
0 0 1 U32_ 0
Innen vog = —v19 €s v3o = 0, azaz a Ay = 5 sajdatértékhez tartozo sajdtvek-
torok
-
vy = | —s| alakuak, ahol s € R\{0}, ilyenkor példdul egy reprezentdns
— 1 5
vy = |—1
L 0 -
V13
Hasonldan a A3 = 6-hoz tartozo vy = |vag | sajatvektorokat a (3.3))-ba valo
V33
behelyettesitéssel kapjuk meg, tehdt
-3 -2 0 V13 0
-2 =30 V23| = 0
0 0 0 V33 0

Ebbol v13 = 93 = 0 €s w33 tetszdleges nemnulla valds szdm, azaz a A3 = 6
sajatértékhez tartozo sajatvektorok

alakiak, ahol p € R\{0}, ilyenkor példdul eqy reprezentdns

_o o oo

Megjegyezziik, hogy a harmadik sajatvektor kiszamitasat akar "megsporolhat-

tuk" volna, tudva azt, hogy valds szimmetrikus matrixok kiillénbo6z6 sajatérté-
keihez tartozo sajatvektorok ortogonélisak. Elegendd tehét a

J

vy X vy = det 1

— = e

k
0] =10
-1 0
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vektori szorzatot kiszdmolni és ezt tekinteni vs-nak (pontosabban egy repre-
zentansnak).

3.4. Példa Szamitsuk ki a kovetkezd mdtrixz sajatértékeit és sajdtvektorait:

11 0 4
C=10 10
4 0 5

3.4. Megoldas A karakterisztikus polinom

11 - 0 4
p(A) := det(C — N3) = det 0 I1-Xx 0
4 0 5—A

A determindnst kifejtve kapjuk, hogy a sajdatértékek az (1—\)(A*—16A+39) = 0
eqyenlet gyokei. Ennek megolddsai Ay = 1, A\g = 3 és \3 = 13.

V11
A N\ = 1-hez tartozo v, = |va1 | sajdtvektorokat a (3.3)-ba, azaz az
U31

11— X 0 4 V11 0
0 1—A 0 Vo1 | = 0
4 0 5—X\ V31 0

mdtrizegyenletbe valo behelyettesitéssel kapjuk meg, igy

10 0 4| |vg 0
0 0O Vo1 = 0
4 0 4 V31 0

Ebbol v11 = v31 = 0 €s voy tetszdleges, azaz a A\ = 1 sajdatértékhez tartozo
sajatvektorok

0
v, = |t| alakiak, ahol t € R\{0}, ilyenkor példdul eqy reprezentdns
0
o
yl — 1 .
_O_
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V12
A Xy = 3 sajdtértékhez tartozo vy = |vea| sajdtvektorokat a (3.3)-ba

U32
behelyettesitve kapjuk meg, mely szerint
8 0 4 V12 0
0 -2 0 Voo | = 0
4 0 2 V32 0
Innen voy = 0 €s V35 = —20v19, G20z a Ay = 3 sajdatértékhez tartozo sajdtvek-
torok
S
vy = | 0 | alakiak, ahol s € R\{0}, ilyenkor példdul egy reprezentdns
—2s
1 V13
vy = | 0 |. Hasonloan a A3 = 13-hoz tartozo vy = |vas| sajdtvektorokat
-2 V33

a (3.3)-ba valo behelyettesitéssel kapjuk meg, tehdt

—2 0 4 V13 0
0 —12 0 V23| = 0
4 0 —8 V33 0

Ebbol vag = 0 és vgz = 42, azaz a A3 = 13 sajdtértékhez tartozo sajdtvekto-
rok

N
vy = |0 alakiak, ahol p € R\{0}, ilyenkor példdul eqy reprezentdns
:g:
2
—1—

Itt is a harmadik sajatvektor kiszamitasat a v, x v, vektori szorzat kiszami-
tasaval helyettesithettiik volna, tudva azt, hogy valés szimmetrikus métrixok
kiilonb6z6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok ortogonalisak. Elegendé tehat

-2
=10
-2 -1

k
Vy X vy = det 0

= O I
O .

vektori szorzatot kiszamolni és ezt tekinteni vs-nak (pontosabban egy repre-
zentansnak).
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3.5. Példa Szamitsuk ki a kévetkezd mdtriz sajdtértékeit és mindegyikhez ad-
Junk meg eqy eqységnyi hosszusdagu sajdtvektort:

0 0 =2
M=|{0 -2 0
-2 0 0

3.5. Megoldas A karakterisztikus polinom

- 0 -2
p(A) =det(M —X3)=det | 0 —2—-X 0
-2 0 -

A determindnst kifejtve kapjuk, hogy a sajdtértékek a —(\ + 2)(\2 —4) = 0
egyenlet gyokei. Ennek megolddsai \y = 2 €s Mg 3 = —2.

V11
A A\ = 2-héz tartozo v, = |var | sajdtvektorokat a —ba, azaz az
U31
—A 0 —2 V11 0
0 —2—-A 0 V21| = 0
—2 0 - V31 0

mdatrizegyenletbe valo behelyettesitéssel kapjuk meg, ezért

—2 0 —2 V11 0
0 —4 0 Vo1 | = 0
—2 0 —2 V31 0
Ebbol v31 = —v11 €s vo; = 0, azaz a \y = 2 sajdtértékhez tartozo sajdtvek-
torok
[t
vy = | 0| alakiak, ahol t € R\{0}, ilyenkor példdul egy reprezentdins
—t
[ 1
vy=10
-1

A feladat egy egységnyi hosszu sajdtvektort kért, igy ‘% =

sl =8k
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Most megmutatjuk, hogy a o3 = —2 kétszeres sajdtértékhez két linedrisan
fiiggetlen sajatvektor is tartozik, mert eqy tetszdleges, —2-héz tartozo

V12
vy = |vaa| sajdtvektort a (3.3)-ba behelyettesitve kapjuk meg, mely szerint
U32
2 0 -2 V12 0
0 0 0 Voo | = 0
-2 0 2 V32 0

Innen a vy = vss egyenletet kapjuk csak (eddig mindig volt 2 kilonbézd
egyenletink, ez most ennyiben kiilonbézik az eddig megoldott feladatoktdl) azaz

a \o = —2 sajdatértékhez két linedrisan fliggetlen sajatvektor is tartozik, ilyenek
1 0

pl. avy = |0 és avy= |1| vektorok.
1 0

Itt ellendrizhetyik, hogy jol dolgoztunk, amennyiben kiszdamoljuk a v, X v,
vektori szorzatot:

v j k 0
U Xuy=det |1 0 —1| = [-2
1 0 1 0
0
és ez, vagy akdr | 1| wvaldban tekinthetd vy-nak (pontosabban egy reprezentdns-
0
nak). A \o3 = —2 kétszeres sajdtértékhez tartozo egységnyi hosszu sajdtvekto-
1
7 0
rok i = 10| ésvg=|1].
v, 1 0

V2

3.2. Diagonalizalas

A négyzetes matrixok diagonalizdlasanak megkezdése el6tt sziikségiink van egy,
a mult félévben tanult fogalom felfrissitésére, valamint par hozza kapcsolodo
tulajdonségra.

3.3. Definicié A wvalds elemid n-edrendi A mdtrizot ortogondlisnak nevezziik,
ha A - AT = D,,, ahol D,, eqy n-edrendid diagondlmdtriz, azaz olyan mdtriz,
amelynek a fodatlon kivili elemei mind nulldk.

3.4. Definicié A valds elemd@ n-edrendd A mdtrizot ortonormdltnak nevezziik,
ha A - AT =1,,, ahol 1, az n-edrendi egységmdtriz.
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3.5. Tétel Az A valds n-edrendd mdtrizra a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) A ortonormadlt;

(2) az A invertdlhato és inverze egyenld a transzpondltjdval, azaz

Al = AT, (3.4)

(3) A oszlopvektorai paronként ortogondlisak és eqységnyi hosszusdguak. (Ter-
mészetesen ugyanez igaz a sorvektorokra is.)

3.6. Példa Szdamitsuk ki a kovetkezd mdtrixz inverzét.

1 2

3 3

Wi wiNy
W=

A_:

wWin wWiN

2
3

L=

3.6. Megoldas Mivelhogy A ortonormdlt mdtriz (oszlopvektorai eqységnyi hosszu-
ak és paronként vett skaldris szorzatuk 0), igy az eldbbi tétel miatt
1

2
3 3

At=AT =

Wi Wi

WIN WIN
W=

2
3

Wl

Vegyiik észre, hogy mivel A szimmetrikus is, a transzpondlds nem vdltoztat
rajta, iqy a példa mdtriza eqy olyan mdtriz, melyre A= = A.

A diagonalizdlhato mdtriz definiciojanak megaddsa eldtt vezessiik be a kovetkezd
jelolést a diagondlis (dtlos) mdtrizokra:

A 000
diag()\l, )\2, N /\n) = 0 )\2 0
0 0 A3

3.6. Definicié FEqy n-edrendd A mdtrizot diagonalizdlhatonak neveziink, ha
létezik eqy olyan n-edrendi invertdlhaté C mdtriz, hogy a C~'AC szorzatmit-
rixz diagondlis leqgyen. Mads szavakkal, eqy n-edrendd A mdtrizot diagonalizdl-
hatonak neveziink, ha hasonlo eqy diagondlis mdtrizhoz.

3.7. Tétel Eqy n-edrendid A mdtrix akkor és csak akkor diagonalizdlhato, ha

van n linedrisan figgetlen vy, v,, ... v, sajdtvektora. FEkkor a v,,vy,...,v,
oszlopvektorokkal rendelkezé C madtrizra, valamint a hozzdjuk tartozd (nem fel-
tétlendl kilonbozd) A1, Mg, . .., A sajatértékekre igaz a

C'AC = diag(Ai, M2, ..., \p) (3.5)
egyenldség.
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Nem diagonalizalhatok azok a matrixok, melyeknek van tobbszoros sajat-
értékiik, melyekhez kevesebb szamu linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik,
mint a sajatértékek multiplicitasa. Példa nem diagonalizalhaté matrixra:

0 1
A_LO}
Diagonalizalhatok pl. azok az n-edrendd matrixok, melyeknek n kiilonb6z6 sa-

jatértékiik van (mivel a kiillonboz6 sajatértékekhez tartozod sajatvektorok line-
arisan fiiggetlenek). Szimmetrikus méatrixok esetén még egyszertibb a dolgunk:

3.8. Tétel Bdrmely n-edrendii szimmetrikus A mdtrizhoz létezik olyan orton-
ormalt C mdatrix, hogy

CTAC = diag(A1, My, ..., \n) (3.6)

ahol X1, X, ..., A\, az A sajdtértékei, C pedig az a mdtriz, melynek oszlopvek-
torai az elébb felsorolt sajatértékekhez tartozo eqységnyi hosszisdgu, pdronként
ortogondlis sajdtvektorok (ez az el6zd tétel, a[3.2] tétel (3) pontja, és a (3.4)

egyenldség miatt van,).
3.7. Példa Diagonalizdljuk a kovetkezd mdtrizot:
5 —6
A_E_4}
3.7. Megoldas A példa megolddsdra hivatkozunk, igy nem kell ijra kiszd-
molnunk az A mdtriz sajdtértékeit és a hozzdjuk tartozo sajdatvektorokat, ezek

a kovetkezdk: A\ = —1 és Ay = 2, a hozzdjuk tartozo v, = {ﬂ €s v, = {ﬂ

sajdtvektorokkal. A tétel miatt felirhatjuk a diagonalizdlo C mdtrizot

-

Az eredményiil kapott diagondlis mdtriz a

D = diag(\. g, .., \y) = [_01 g] .

Ellendrzésként érdemes elvégezni a kévetkezd szorzdsokat és meqgqgydzddni, hogy

teljesiil a ([3.5)) képlet:
-1

e 12175 =61 2] (-1 275 =6][1 2] [-1 0]

S et A K e e B P
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3.8. Példa Ortonormdlt mdtrizszal diagonalizdljuk a kévetkezd szimmetrikus
mdatrizot:

3 =20
B=|-2 3 0
0O 0 6

3.8. Megoldas A példa megolddsdra hivatkozunk, mely szerint a B mdt-
rx sajatértéker: Ay =1, Ao =5 és A\3 = 6, a hozzdajuk tartozo

1 1 0
v =|1|,u5=|-1|,u3= |0
0 0 1

sajdatvektorokkal.
A tétel miatt felirhatjuk az ortonormdlt diagonalizdilo C mdtrizot, csu-
pan a sajatvektorokat kell normdlni. Ezek a

1 1
V2 V2 0
U L Uy -1 U3 0
_— \/5 s _— \/5 y —_—
vy |V, |vs]
0 0 1
eqységuektorok lesznek.
1 1
i vz 0
1 1
C=|vn v !
0 0 1
Az eredményiil kapott diagondlis mdtriz a
1 00
D = diag(Ai, Ag, ..., A) = |0 5 0
0 0 6

Ellendrzésként érdemes elvégezni a kévetkezd szorzdsokat és meqqgydzddni, hogy

teljesiil a ({3.6]) képlet:

1 1 1 1
5 7 0 3 20]|5 & 0 1 00
1 1 1 1
0 0 1 0 0 6 0 0 1 0 0 6
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3.9. Példa Ortonormdlt madtrizszal diagonalizdljuk a kévetkezd mdtrizot:

0O 0 =2
M=|0 -2 0
-2 0 0

3.9. Megoldas A példa megolddsdbdl mdr ismerjik az M mdtriz sajdt-
értékeit és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat, ezek a kévetkezdk: Ny = 2 és
Ao3 = —2, a hozzdjuk tartozo

1 1 0
V2 V2
T B IR ) I
v, | v 1 0
V2 V2
eqységnyi hosszusagu sajatvektorokkal.
1 1
iz Y

c=| 0 0 1
L1

V2 V2

az ortonormdlt diagonalizdlo mdtriz. Az eredményiil kapott diagondlis mdtrix

2 0 0
D = diag()\l, )\2, N /\n) =10 -2 0
0 0 =2
Ellendrizhetjiik itt is, hogy teljesil a (3.6) képlet:
1 1 1 1
7z 0 ~—3 0 0 =2 7z 0 2 0 0
c'™MC=|75 0 5 0 -2 0 0 0 1/ -0 =2 0| =D
01 0|2 0 0f|-5% 5 0 0 0 -2

3.3. Diagonalizalhat6é matrixok pozitiv egész hat-
vanya
A diagonalizalhat6 A méatrixra fennall a (3.5)) egyenléség, amit akar

A =CDC™! (3.7)
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alakba is irhatunk, ahol D = diag(A1, Ag, ..., \,) a sajatértékekbsl alkotott
diagonalis matrix.

Teljes indukcioval (http://hu.wikipedia.org/wiki/Teljes_indukci?C3%
B3) konnyen igazolhatd, hogy a diagonalis métrixok hatvanyozasanal csupan
az atlo elemeit kell a megfelel hatvanyra emelniink, azaz

A 00 AT0 0
0 X 0] =]0 A 0. (3.8)
0 0 A 0 0 A

Ez lényegesen megkonnyiti a diagonalizalhaté méatrixok hatvanyozasat, mivel
A" = (CDC™)-(CDC™)..-(CDC™) =

— cD(C'C)D(C'C)---DC! = CD"C ! (3.9)

és D™ pedig a (3.8) képlettel azonnal megadhatdé. Ha az A matrix még
szimmetrikus is, akkor a diagonalizal6 C matrixot megadhatjuk tgy, hogy or-
tonormalt legyen, igy transzponalassal C~! is azonnal megvan.

3.10. Példa Szdamitsuk ki az A'°°? mdtrizot, ha
5 —6
)
3.10. Megoldas A példa megolddsdra hivatkozunk, melyben ldttuk, hogy

az A diagonalizdlhato, mert létezik C = E ﬂ diagonalizalo mdtriz, hogy

—1
A~ |12 5 =61 2| |-1 2|5 —6||1 2| |-1 0]
CAC_[ll 3—411_1—13—411_02_D'
Innen kapjuk, hogy
_ 1 201 0 -1 2 21003 _ 1 9 — 21003
A = CD"™C! = [1 1] [0 21002] [ 1 _J - [21002 ~1 9 _21002}

3.11. Példa Szdimitsuk ki a B? mdtrizot, ha

3 =20
B=|-2 3 0
0 0 6


http://hu.wikipedia.org/wiki/Teljes_indukci%C3%B3
http://hu.wikipedia.org/wiki/Teljes_indukci%C3%B3

3.11. Megoldas A példa megolddsdra hivatkozunk, mely szerint a B

szimmetrikus madtrix diagonalizalhato, mert taldlunk hozzd olyan ortonormadlt

1 1
i oY
1 1
C=|vw v !
0O 0 1

mdtrizot, melyre 1gaz a

1 00
c'Bc =10 5 0 =D
0 0 6
eqyenldség. Innen kapjuk, hogy
1 1 1 1
1 0 0 5B ofrt o o 5T 0
20 1 1 20 1 1
BY=cC. |0 5 0|.cT=|5 -5 0]|05 0]||x5 -5 0=
0 0 6% o o0 1[0 0 6*[ |0 o 1

3.4. Feladatok

3.1. Feladat Szdmitsuk ki a kovetkezd matrizok sajdtértékeit és sajatvektorait:

7 0 6
(1) A=10 —1 0f;
6 0 2
[0 0 3
(2) B=10 3 0f;
3.0 0

10 0 4
(3) M= |0 —1 0];
4 0 4
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3 2 2

(4) P=12 2 0

2 0 4
Eredmények:

(1) A\ = =2, Ao = —1 és A3 = 11, a sajatvektorok pedig

0
V= |0 [,vyg=[1] ésvg3=
0

N O W

(2) A1 = —3 és Ag3 = 3, a sajatvektorok pedig

1 1
—1 1

o = O

(3) Ay = —1, Ay = 2 és A3 = 12, a sajatvektorok pedig

0 1 2
v, = |1],05=10 ] ésvy= [0];
0 —2 1

(4) A\ =0, Ay = 3 és A3 = 6, a sajatvektorok pedig

—2 —1
vy =12 |,uy=|"2|ésuy=
1 2

N — DN

3.2. Feladat * Szdmitsuk ki a kévetkezd komplex elemd szimmetrikus mdtrix
sajdatértékeit és sajatvektorait:

2—1 0 ?
A= 0 1+7 O
() 0 22—z

Eredmények: \y =141, Ay = 2 és A3 = 2 — 21, a sajatvektorok pedig

Ulz

o = O

1
,Ug = |0f ésvy=| 0 |.
1 —1
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3.3. Feladat Irjuk fel az

a 0 0 0 0

1 a O 0 0
A = 1 a 0 0

_0 0O 0 ... 1 a |

n-edrendd mdtriz karakterisztikus polinomjdt.
Eredmény: p(\) = (a — A\)™.

3.4. Feladat Szdmitsuk ki a kévetkezd mdtrizhatvanyokat:

8 =6
10 10
(1) A'? mdtrizot, ha A = 6 s |
T10 10
6 _8
10 10
(2) B mdtrizot, ha B = 8 6 |7
10 10
1 0 0
(3) MY mdtrizot, ha M = 0 % _%
o -1 3
2

Eredmények:
10
me g i

1 0 0
(8) MI0 = |0 205 527,

0 3—-2° 3+2°
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4. fejezet

Differencialegyenletek

A mindennapi életben lejatszodé mozgasokat, folyamatokat és jelenségeket
fiiggvényekkel lehet leirni. Olyan egyenleteket allithatunk fel, melyekben a
folyamatot leir6 fliggvény és annak (valahanyad rendii) derivaltjai szerepelnek.
Az ilyen fliggvényegyenleteket differencidlegyenleteknek nevezziik. A differen-
cidlegyenlet elnevezést elGszor Leibniz hasznélta 1676-ban.
(http://hu.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz)

4.1. Alapfogalmak, példak

Tekintsiink egy par példat differencidlegyenletekre:

y =y, (4.1)
vagy masképpen
dx '
Lassunk még tobb példat:
y' — 3y +2=sinx; (4.2)
(v/)?y +2cosz = 0; (4.3)
ou ou
=3 . 4.4
ox x@y (44)

A differencialegyenleten kiviil mindegyikben egyvéltozos ismeretlen fiigg-
vény szerepel, az ilyen egyenleteket kidzinséges differencidlegyenleteknek ne-
vezzilk. A egyenlet ismeretlen fiiggvénye tobbvaltozos (pontosabban
kétvaltozos), ilyenkor parcidlis differencidlegyenletrdl beszélink. A differenci-
alegyenletben szerepls legmagasabb rendi derivalt rendjét a differencidlegyen-
let rendjének hivjuk. A egyenlet masodrendt, a tébbi mind elsérendt
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differencialegyenlet. Az elsérendi differencidlegyenletet explicitnek nevezziik,
ha az elsérendi derivalt a tobbi valtozoval kifejezhets, azaz

y/ = f(:c,y), (45)

ahol (z,y) € Q valamely Q € R Osszefliggd tartomanyra EL példaul a (4.1)
elsérendd differencidlegyenlet explicit.

Segit a szemléltetésben az, ha belegondolunk, hogy minden (z,y) € €2 ponthoz
a differencidlegyenlet egy iranyt rendel a tana = f(z,y) Osszefiiggés-
sel, ahol « jelenti a megadott iranyba mutatd vektornak az x-tengely pozitiv
irdnyaval bezart szogét. Ily modon a differencialegyenlet az () tarto-
manyban egy iranymezdt definial, a megoldésok pedig olyan gorbék, amelyek
ezen iranymezGkhoz simulnak, vagyis amely gorbék érintGjének meredeksége
minden (z,y) € 2 pontban a megfelels tana = f(x,y) érték.

Ha az els6rendd derivalt -ben megadott kifejezése nem lehetséges, imp-
licit differencidlegyenletiink van, melynek szokasos jelolése F'(z,y,y") = 0 Az
n-edrendd kozonséges differencidlegyenlet dltalanos alakja

F("'E? y/7 y“? y///J A 7y(n)) = 0' (4'6>

Egy differencidlegyenletet linedrisnak neveziink, ha az ismeretlen fliggvényt és
annak derivaltjait csak els6 hatvanyon tartalmazza, pontosabban, ha el6all az

Y™ 4 a1 (2)y "D 4+ ar(@)y + ao(r)y = f(2) (4.7)

alakban. A differencidlegyenlet baloldalat L(y)-nal szoktuk jeldlni és
L-et a differencidlegyenlethez tartozoé operdtornak nevezzik. (Ez az
L(y) == y™ + a,_1(2)y™V + ...+ a1(2)y + ao(x)y operétor linearis,
azaz L(ayy; + asys) = a1 L(y1) + as L(ys) tetszbleges yp, y2 n-szer folytonosan
derivalhato fiiggvényekre és tetszéleges oy és as konstansokra.) Egy lineéris
differencidlegyenlet homogén, ha L(y) = 0 alak.

Behelyettesit?ssel konnyen belathatjuk, hogy a egyenletnek egy meg-

oldésa az y = e'7, mint ahogy azt is, hogy az y = ce’T, ¢ € R fiiggvénysereg
is megoldas. A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa nem mas, mint az
Osszes megoldést tartalmazo halmaz. A differencidlegyenlet megoldasan pedig
az altalanos megoldés meghatéarozasat értjik. Vannak feladatok, melyekben
azonban egy tovabbi feltételt kielégits, ngynevezett partikuldris megolddst ke-
resiink. Példaul, ha a differencidlegyenlet azon megoldasat keressiik,
mely kielégiti az y(0) = 2 feltételt (az ilyen plusz feltételeket kezdeti feltételek-
nek nevezziik), akkor a fiiggvényseregbdl mar csak egy lesz megoldas, éspedig

LA tartoméany nem lehet tetszéleges. Ebben a jegyzetben a tovdbbiakban 2 tartomanyon
tobbnyire 6sszefiiggd nyilt halmazt értiink, példaul egy nyilt téglalap tartomanyt.
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w4 . . . .
az y = 2e1 fiiggvény. Ez feladatunk partikularis megoldasa. Ezt mindig tgy
talaljuk meg, hogy az éltalanos megoldésbol meghatarozzuk a kezdeti feltételt
kielégits ¢ konstanst.

Egy differencidlegyenletet a hozza tartozo kezdeti feltételekkel egyiitt
Cauchy feladatnak vagy kezdetiérték-problémdnak neveziink. A kovetkezd pél-
dakban a matematikai modell egy-egy differencialegyenlet:

4.1. Példa Egy egyenesen mozgo pont helyzetének meghatdrozasihoz azt kell
tudnunk, hogy t idd alatt milyen messzire kerilt a kitnduldsi helyétdl. Ezt egy
s(t) figgvénnyel irjuk le. Ha ismerjik a pont folytonos v(t) sebességét és a tg
wddpillanatban az so helyzetét, adjuk meg a mozgds matematikai modelljét!

4.1. Megoldas A sebesség értelmezése szerint a mozgds matematikai modellje

s'(t) = v(t) (4.8)

s(to) = So-

Eqgy s(t) figgvény pontosan akkor elégiti ki az elébbi figgvényegyenletet, ha a
v(t)-nek van primitiv figgvénye. A primitiv figguények kézil pedig pontosan
eqy olyan van, amely az ty iddépillanatban az so értéket veszi fel, €s ez az

s(t) = so —l—/ v(T)dr. (4.9)

to

dsszefiiggéssel adott (ut-idd) figgvény.

4.2. Példa FEgy tartalyban 10 liter tiszta viz van, melybe literenként 0,25 kg
sot tartalmazo oldat folyik be 2 liter/perc sebességgel. A befolyo oldat azonnal
osszekeveredik a tartdlyban lévd folyadékkal, és ez a keverék ugyanazzal a 2
liter/perc sebességgel kifolyik a tartdlybol. Adjuk meg a differencidlegyenletet,
mely leirja, hogy a t iddpontban mennyi so lesz a tartalyban.

4.2. Megoldas Jeloljik y(t)-vel a tartdilyban lévé sé mennyiségét a kisérlet
kezdetétdl szamitott t idd elteltével. Mivel eqy perc alatt 2 liter oldat folyik be
a tartdlyba, ezért At idd alatt 2At liter, és ebben 0,25 - 2At = 0,5At kg so
van. A tartalyban 10 liter folyadék van, ez y(t) kg sot tartalmaz, ezért ebbdl
eqy liternyi folyadék %) kg sot tartalmaz, azaz At idd alatt 2At - %) kg so
folyik ki (itt feltettik, hogy At nagyon kicsi, ezért ennyi idd alatt nem vdltozik
szamottevden a somennyiség a tartalyban). Tehdt y(t) megudltoztatisa nem
mdas, mint az elobbi két mennyiség kilonbsége, azaz

y(t + At) — y(t) = 0,5At — 0, 2At - y(t).
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Osszunk végig At-vel, majd tartson At nulldhoz, ekkor a
y'=0,5-0,2y(t)

differencidlegyenletet kapjuk, melyhez még eqy feltételt kell tdrsitanunk, éspedig
azt, hogy a 0 iddépillanatban a tartdlyban nincs so, azaz

y(0) = 0.

Az egyenlet megoldasa késébb a példaban olvashato.

4.2. A megoldas létezése

4.1. Definicié Az y' = f(x,y), (x,y) € Q S R? eaplicit elsérendi differen-
cidalegyenlet megolddsdanak vagy megolddsfiigguényének nevezziik azt a legaldbb

egyszer differencidlhato y(z) fligguényt, melyre teljesiilnek a kévetkezd feltéte-
lek:

(1) y(x) értelmezési tartomdnya valamely I intervallum;
(2) (x,y(z)) € Vel
(3) y'(z) = f(z,y(x)).

4.2. Definicié Az y' = f(x,y), y(xo) = yo kezdetiérték feladat az Q S R>
tartomdnyon egyértelmiien megoldhaté (azaz pontosan egy megolddsa van), ha
létezik olyan y(x), x € I megoldds, hogy barmely mas y(x), = € I; megoldds
esetén teljesil, hogy: I, S I ésy(x) = y(x) YV € Iy . Az ilyen egyértelmiien
létezd y(x) megolddst teljes megolddasnak nevezziik.

A differencialegyenletekkel kapcsolatosan felmeriils kérdéseink egyike, hogy mi-
lyen feltételekkel 1étezik egyaltalan megoldés, és ha ezt mar tisztaztuk, akkor
mikor mondhatjuk, hogy ez a megoldas egyértelmi (azaz az exisztencia és az
unicitds kérdések). Mivel a differencidlegyenletek csak kozelitik a valosagot, de
sosem irjak le pontosan, botorsag lenne arra hivatkoznunk, hogy a megoldés
létezik és egyértelmii, ha konkrét jelentéssel bir egy gyakorlati alkalmazésban.
Ezért is érezziik fontosnak - ha csak érintélegesen is, de - megemliteni a kovet-
kez6 egzisztencia €s unicitas tételt explicit els6rend, kezdeti feltétellel ellatott
differencidlegyenletekre.

4.3. Tétel Adott azy' = f(x,y), y(xo) = yo Cauchy-feladat, melyben

(1) f mint kétvdltozds figguény folytonos;
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(2) f a masodik vdltozdjaban kielégiti a Lipschitz-feltételt az (xo,yo)-t tartal-
mazé Q = {(z,y) € R?| a <z <f,v<y<d} téglalapon, azaz

|f(x,y)—f(x,z)|§L|y—z\, \V/(ZI},y)GQ, V<I>Z)EQ

ahol L eqy alkalmas konstans.
Ekkor van olyan (o — h,xo + h) C (o, B) intervallum, melyben a Cauchy-
feladatnak pontosan egqy megolddsa van.

4.4. Tétel Adott azy' = f(x,y), yl(xo) = yo Cauchy-feladat, melyben mind
az f, mind pedig a j—{l kétvaltozos figguények folytonosak az (xg, yo)-t tartalmazo
Q= {(v,y) € R? a <z < B,y <y <} téglalapon. Ekkor van olyan
(xg — hyzo + h) C («, ) intervallum, melyben a Cauchy-feladatnak pontosan
eqy megolddsa van.

4.5. Megjegyzés Ha csak [ folytonos, akkor ez elég ahhoz, hogy a megoldds
létezzen, de az unicitds nem biztositott.

4.3. Kozonséges elsérendii szétvalaszthatoé valto-
z0jua (szeparalhato) differencidlegyenletek

4.6. Definicié Egy differencidlegyenletet kozinséges elsorendi szétvalaszthato
vdltozogi differencidlegyenletnek nevezzik, ha az

y = f(x)g(y) (4.10)

alakban elddllithato.

Egy ilyen differencidlegyenlet megoldasakor el6szor megkeressiik azokat az azo-
nosan konstans y fliggvényeket, melyekre g(y) = 0. Az ilyen fiiggvények mind
kielégitik a differencidlegyenletiinket, hiszen ezekre a egyenlet mindkét
oldala nullaval egyenls. A kovetkezd 1épésben felirjuk, hogy

Y = f)oly)

/ﬁdy:/f(x)dx.

Ha mindkét oldalt ki tudjuk integralni, akkor x és y kozott kapunk egy Ossze-
fiiggést, amelybdl jo esetben kifejezhets az .

és innen kovetkezik, hogy

51



4.3. Példa Adjuk meg az

y =1y
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat, valamint az y(0) = 1  feltételt ki-
elégitd partikuldris megolddst. (Mds szavakkal megfogalmazva, adjuk meg az
y' = 23y differencidlegyenletet kielégité dsszes gorbét és a (0,1) ponton dtmend
megolddsgorbét.)

4.3. Megoldas Eldszor megkeressiik azokat az azonosan konstans y fiiggué-
nyeket, melyekre g(y) = 0. Ebben az esetben az y = 0 megolddst kapjuk (néha,
hogy hangsilyozzuk, hogy konstans fiigguényrdl van szo, az y = 0 jelolést hasz-
ndljuk). Ez a figgvény (girbe) azonban nem elégiti ki a kezdeti feltételiinket.

Visszatérunk a
dz ’

egyenletinkhdéz, ahonnan dtrendezéssel kapjuk, hogy

d
/—y:/x3dx,
Y
1

x
4
Vegyiik észre, hogy a tetszéleges valds konstanst In|C|-ként jelenitettik meg,
ahol C € RN\{0}. Ezt olyankor érdemes (nem kételezd), ha van mdr mdsik
logaritmus is az egyenletiinkben. Innen felirhatjuk, hogy

Inly| = — + In|C|, C e R\{0}.

4

|| =7
Mol T
ahonnan .
y=Ce7, CeR\{0},

amit 0sszevonva az y = 0 megolddssal, azaz a hianyzo C' = 0 esettel, kapjuk,
hogy a differencidlegyenletiink dltaldnos megolddsa

24

y=_Cer, C eR.

Ebbél a gorbeseregbdl most kivdlasztjuk azt az egyet, melyre az y(0) = 1 kezdeti
feltétel teljesiil:

4
1:6’607,

4

ahonnan kapjuk, hogy C = 1. Ezért a Cauchy-feladat megolddsa y = 7 .
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4.1. abra. Az ¢ = 23y differencialegyenlet néhany megoldésa

4.4. Példa Oldjuk meg az kovetkezd differencidlegyenletet. Vizsgdljuk azt is,
milyen kezdetiérték feltételt lehetne ehhez az egyenlethez 1rni?

/
y =
x
4.4. Megoldas Az egyenletnek x = 0 -ndl nincs megolddsa, minden mds he-
lyen van, ezért kezdetiérték feltételnek barmilyen y(xo) = yo feltételt irhatunk,

amennyiben xoy # 0. Az egyenletink

dy 1
de
formdba irhato, ahonnan formdlisan dx -szel dtszorozva és integrdlva kapjuk,
hogy

y=Tnfe| +InC],
ahol C # 0, azaz y = In|Cz|, C € R\ {0}. Ha még az y(xo) = yo kezdeti
feltételt is hozzdvessziik, ahol xo # 0, kapjuk az y = In |%| megolddst. (Ebbdl
is ldtszik, hogy x = 0 -ban a megolddsnak szakaddsa van).
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4.5. Példa Vizsgdaljuk meg a kévetkezd kezdetiérték problémdt a megolddsok
létezése és egyértelmiisége szempontjabol:

4.5. Megoldas A [].]] tétel feltételei teljesilnek, ezért létezik az x = 0 koriil
olyan intervallum, amelyben létezik pontosan eqy megoldds. Sdt, erre az eqy-
szerti egyenletre ranézve gondolhatnank, hogy a megoldds a teljes valds szdm-
eqyenesen létezik. Megmutatjuk most, hogy ez téves gondolatmenet lenne.

Azy = 0 konstans fligguény megolddsa az eqyenletnek, de a Cauchy-feladatunknak
nem. Felirhatjuk, hogy

dy _y'

der 3’
3dx

majd a szepardldshoz by -el formdlisan szorozva kapjuk, hogy

3
Edy =duz,
amibdl integrdaldssal a
—y P =x4+C
implicit megolddshoz jutunk. A kezdetiérték feltétel miatt C = —1, ezért a
partikuldaris megoldds explicit alakja
1
Yy = 3 1 — 1_7

ami x = 1 -ben nem értelmezett, tehdt a megoldds nem létezhet a teljes valos
szamegyenesen. Ezt az elején nyilvdn nem ldthattuk.

4.6. Példa Adjuk meg az
1 2
et (4.11)
1+2%2 y
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat, valamint az y(1) = 2  feltételt ki-
elégitd partikuldris megolddsdt 1s.

Y

4.6. Megoldas
dy 1+ y?
dv  1+22 y

Yy T
dy = d
/1+y2y /1+x2 o

o4

Y

mnen




ami az

1 1
§ln(1+y2):§1n(l+x2)+ln\/a C >0

megolddshalmazt szolgdltatja. Atirva ezt az y*> — Cx? = C — 1 alakba ldtjuk,
hogy eqy hiperbolaseregrdl van szo. Ebbol vdlasztjuk ki azt, mely a kezdetiérték
feltételiinket s kielégiti, ekkor C' = g, azaz kapjuk, hogy a Cauchy-feladatunk
megolddasa implicit alakban az

ami nem mds, mint eqy origo kozéppontiu hiperbola, amelynek féltengelyer %

5 3
€s 5

=

4.2. dbra. Az (4.11]) differencidlegyenlet megoldasa
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4.4. Els6rendi linearis differencialegyenletek

4.7. Definicidé FEqy differencidlegyenletet kézinséges elsérendd linedris inho-
mogén differencidlegyenletnek nevezziik, ha elddll az aldbbi alakban:

Y+ p(x)y = q(z). (4.12)

4.8. Definicié6 Amennyiben az elébbi differencidlegyenlet jobb oldaldn
q(z) = 0, homogén kézinséges elsérendd linedris differencidlegyenletink van,
ez tehdt az aldbbi alakot jelenti:

y + p(x)y = 0. (4.13)

Atrendezve a fenti egyenletet, kénnyt belatni, hogy ha p(z) és q(x) folytonos
fiiggvények, akkor az differencialegyenletnek tetszéleges y(xg) = yo kez-
detiérték feltétel mellett 1étezik egyetlen megoldasa.
Lassuk elébb a kezdetiérték feltétel nélkiili differencidlegyenletiinket: a megol-
dés menetét az dllandok varidldsinak modszerével mutatjuk be. ElGszor meg-
oldjuk a egyenlethez hozzarendelt homogén elsérendd linearis differen-
cidlegyenletet, azaz a (4.13|) egyenletet. Ez mindig egy szeparalhato diffe-
rencialegyenlet, aminek persze az y = 0 megoldasa, tgyhogy most keressiik a
tobbit:

dy

dzx
ahonnan &atosztva y -nal és formalisan beszorozva dx -szel, majd integralva
kapjuk, hogy

= —p(x)y,

Injy| = — /p(x)dx +n|C], (4.14)

ahol C' € R\ {0}, ebbdl azonnal adédik, hogy a teljes altalanos megoldashal-
maza (az y = 0 -t is beleértve) a (4.13)) differencialegyenletnek

Yhom,alt = Oe—fp(x)d:c (415)

ahol C' € R.

Az eredeti, inhomogén egyenlet egy specialis (nem éaltalanos, ugy-
nevezett partikuldris) megoldasat a kovetkezs alakban keressiik: ¥innpart =
C(Z)Ynom,ait, ahol a C(z) valos fliggvényt ugy szamoljuk ki, hogy az yinn part -t
visszahelyettesitjiik az eredeti inhomogén egyenletbe. Kapjuk, hogy

Cl(x)yhom,alt<x) + C(x)y;wm,alt(x) + p(m)c(x)yhom,alt<x> = q(l’),

C"(@)ynoman (%) + C() Yhom,ate (%) + P()Ynom,aie ()] = q(),
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és mivel a zarojelben levé mennyiség nulla,

C/(x>yhom,alt (l‘) = q(x)

Rendezve, majd integralva:

C(:C):/ a() dx:/q(x)efp(x)dxdx,

Yhom,alt

tehat a (4.12) inhomogén elsérendi lineéris differencialegyenletiink egy parti-
kuléris megoldasa

Yinh,part = efp(x)dx/q(x)efp(x)dmd:c. (4.16)

4.9. Tétel A imhomogén elsdrendi linedris differencidlegyenletiink dl-
taldnos megolddsa Yinh,att = Yhom,alt + Yinh,part alakii, ahol Ynom air a hozzdrendelt
homogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa (amint azt az indexek is mu-
tatjak), Yinhpart pedig az eredeti inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa
(példdul az, amit az dllanddk varidldsinak modszerével szamoltunk ki), azaz
felirhatjuk a

Yinhatt = ( / q(z)el P gy 4 O [P (4.17)
képletet, ahol C' € R.

4.7. Példa Oldjuk meq a kévetkezd Cauchy-feladatot:

2

y - y=atet,  y(l) =2 (4.18)
T

4.7. Megoldas A hozzdrendelt homogén differencidlegyenlet megolddsai az

y = 0 mellett a kévetkezok:

dy 2
2y = 4.1
dy 2

— = Zda, (4.20)

y
d 2

/—ydy:/—dx, (4.21)
Yy xr

ami azy = Cx?, C € R megolddshamazt jelenti.
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4.3. abra. Az (4.18) differencidlegyenlet homogén részének altalanos megoldésa

Az allando varidlasaval keressiik az eredeti egyenletiink egy partikularis
megoldasat: Yinnpart = C(r)x?, melyet visszahelyettesitve az eredeti inho-
mogén egyenletbe (felhaszndlva, hogy ¥, pare = C'(z)z* + C(x)2x kapjuk,
hogy C'(x) = €*, ahonnan C(z) = e*. Innen a keresett partikularis megoldas
y = e*2?, az eredeti egyenletiink megoldashalmaza pedig

y=(C+e")a? (4.22)

ahol C' € R. A Cauchy-feladat megoldasahoz a (4.22) egyenletbe y helyére
2 -t, x helyére 1 -et irva, kapjuk, hogy C' = 2 — e, tehat a Cauchy-feladat
megoldasa y, = (2 — e + )22

4.4. abra. Az (4.18) Cauchy-feladat megoldasa
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4.8. Példa Oldjuk meg a kévetkezd differencidlegyenletet:
y cosw +ysinz =1 cosx # 0.

4.8. Megoldas cos z-szel elosztva kapjuk, hogy

sinx 1
y + Yy = , (4.23)
COS T COS T

melyhez hozzdrendelt homogén egyenlet megolddsa: Ynom,aix = C cosx, ahol

C € R konstans. Az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsdt
ugyanilyen alakban vdrjuk, csak feltételezziik, hogy C' az x fiigguénye:
Yinhompart = C(x) cosx, majd ezt visszahelyettesitve a egyenletbe kap-
Juk, hogy C'(x) = ﬁ, azaz C(x) = tanx. Innen Yihompart = SINT, azaz
Yinhom.ait = C cosx +sinz, ahol C € R.

4.9. Példa Oldjuk meqg a kévetkezd differencidlegyenletet:
y =ay+a° (4.24)

4.9. Megoldas Atrendezve az egyenletet, kapjuk, hogy v — xy = 2°. A hoz-
zarendelt homogén egyenlet y' — xy = 0, melynek dltaldnos megolddsa
Yhom,alt = C’eé. Az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsdt
Yinhpart = C (az)eé alakban vdrva, az eredeti egyenletbe behelyettesitve kapjuk,
hogy C'(x) = x3e_§. Innen parcidlis integrdaldssal

2 2

Clx) = /x?’egdx = /(—xz)(ezj)’dl‘ = (—z—2)e 7. (4.25)

A partikuldris megoldds 19y Yinhpart = (—2° —2)e” 2eT = —x* — 2, az inho-

xZ

mogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa pedig Yinpar = Ce? — x? — 2.
4.10. Példa Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

y' =0,5—-0,2y(t) y(0) = 0. (4.26)
4.10. Megoldas Fldszor megoldjuk a differencidlegyenlet homogén részét:

y =-02y

d
Y02
Y
Iny =—-0,2z+InC

—0,2z
Yhom,alt = C-e .
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Most kovetkezik az dllando varidldsa:

Yinh,part = C(ZE) ' 6_0’238
C'(z) - e " =0,5
C'(x) = 0,5 - "
C(x) =2,5-€"%

Tehdt Yinhpart = 2,5 €s az dltaldnos megoldds: Yinpar(x) = C - e 2 +2.5.
Az y(0) = 0 kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megoldds:

yp(z) = 2,5 (1 - 6_0’23”) )
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4.5. Allandé egyiitthatos linearis differencialegyen-
letek

4.10. Definicié Allandé egyiitthatds linedris differencidlegyenleten az aldbbi
tipusi differencidlegyenletet értjiik:
Yy (@) + an 1y V(@) + .+ ary () + agy(z) = f(2), (4.27)

ahol ag, ay, ..., a,_1 tetszdleges valos konstansok.

4.11. Definicié Amennyiben az eldbbi differencidlegyenlet jobb oldala
f(z) =0, homogén dllandé egyiitthatds linedris differencidlegyenletink van, ez
tehdt az aldbbi alakot jelenti:

Yy (x) 4+ apo1y™ V(@) + ..+ ary () + agy(z) = 0. (4.28)
Irjuk a ([4.28)) egyenletbe y helyébe az y = e**-et:
NN 4 oa, AN L a e + e = 0,

azaz tekintsik a
AN+ N N+ ayg=0 (4.29)

egyenletet.

4.12. Definicié A (4.27) vagy (4.28)) differencidlegyenlet karakterisztikus
egyenletén a (4.29) egyenletet értjiik.

Az elébbiekbd]l mar kovetkezik az alabbi tétel:

4.13. Tétel Ha p a (4.29) karakterisztikus egyenlet gydke, akkor az e*™ meg-
olddsa a (4.28)) dllandd egyiitthatos homogén linedris differencidlegyenletnek.

Az el6bbi tétel és a most kovetkezd segédéllitasok megmutatjak, hogyan kell
kiszamitani egy (4.28) tipusu differencidlegyenlet megoldésait:

4.14. Lemma Ha a p = a + bi komplex szam megolddsa a (4.29)) karakte-
risztikus egyenletnek, akkor az et = e*[cos(bx) + isin(bx)] komplex fiiggvény
kielégiti a (4.28) homogén differencidlegyenletet.

Mivel az elébbi komplex fliggvény valds és képzetes része is kielégiti a szo-
ban forgd homogén differencidlegyenletet, az e® cos(bx) és e* sin(bx) is kielé-
giti azt. Amennyiben a valés egyiitthatos karakterisztikus egyenletiinknek a
i = a + bi komplex szdm megoldasa, akkor ennek konjugaltja is megoldés
lesz. Ehhez a két gyokhoz "tarsitjuk" valojaban az e® cos(bx) és e sin(bx)
megoldésokat.
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4.15. Lemma Ha p a karakterisztikus egyenlet k -szoros gydke, akkor nem
csak az e*®, hanem az x™et*, m = 1,2,...,k — 1 fiigguények is megolddsok
lesznek.

Az algebra alaptétele miatt tudjuk, hogy egy n -edfoku karakterisztikus egyen-
letnek pontosan n darab, egymastol nem feltétleniil kiilonb6z6 gyoke van. Ezek-
hez az y1,ya, ..., y, megoldasokat tarsithatjuk. Ekkor a homogén dif-
ferencialegyenlet altalanos megoldasa Ynom. et = C1y1 + C2Y2 + - - - + ¢y, alaki.
Csak specialis jobboldallal rendelkez inhomogén allandé egyiitthatos lineéris
differencialegyenleteket megoldésait fogjuk a kovetkezs tételben targyalni. Ter-
mészetesen, itt is a specialis jobboldallal rendelkez6 inhomogén (4.27)) egyenlet
altalanos megoldéasa (Yinn qa1t) & megfeleld homogén egyenlet altalanos megoldasa
(Yhom.ait) €s az inhomogén egyenletiink egy partikularis megoldasanak (yins part)
Osszegébdl all el6. Most mar csak meg kell mutatnunk, hogyan kell megtalalni
€8y Yinh,part Partikularis megoldast.

4.16. Tétel Ha a (4.27) dllandd egyiitthatds linedris differencidlegyenletben a
jobboldal f(x) = e**[Py(x) cos(Bx)+ Pa(x) sin(fx)] specidlis alaki, akkor létezik

az eqyenletnek az aldabbi alakid partikuldris megolddsa

Yinhpart(T) = 2" [Q1(x) cos(Bx) + Qa(x) sin(fx)],

ahol Py, Py, QQ1,Q2 polinomok, a Q1,Qo fokszama kisebb vagy eqyenld, mint a
Py, Py, polinomok fokszdmai kozil a nagyobbik, r pedig azt jelzi, hogy az o+ Pi
hdanyszoros gyoke a karakterisztikus egyenletnek, azaz hdnyszoros rezonancia
van.

A [4.16] tétel szerint az inhomogén allandé egyiitthatos linearis differencial-
egyenlet partikularis megoldésat ugyanolyan alakban keressiik, mint amilyen
az egyenlet jobboldala, kivéve, ha r-szeres rezonancia van, ekkor még bejon
egy x"-es szorzotényezl is.

4.11. Példa Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet (dltaldnos) megoldd-
sat:
y" + Ty’ + 10y = sinh 2.

4.11. Megoldas A karakterisztikus egyenlet:

AN+ TA+10=0,
melynek gyokei \y = =5, Ao = —2. Ezért
—2z

-5z
Yhom,ait = C1€ + co€
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Az inhomogén mdsodrendi differencidlegyenletiink jobboldala két, a té-
telben megadott tipusi fiigguény dsszege, sinh 2z = %62”” — %6*25”. Vegyiik észre,
hogy itt eqyik fiigguényben

1
a:2, ﬂ:O, P1($>:§, PQ(QZ'):O, 7":0,

valamint 1
a=-2 =0, P(x)= ~3 Py(z) =0, r=1,

tehdt a partikuldris megolddst Yinh part = Ae?* 4+ Bxe™* alakban keressiik, ahol
A és B kiszdmitando valds konstansok. Ezek értékét ugy kapjuk meg, hogy az
Yinhpart Megolddst kétszer derivdaljuk:

Yinhpart = 2Ae** + Be ** — 2Bxe %",

y;;mhpart = 4A€2x - 4B€—2x + 4Bxe_2x.

Visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe kapjuk, hogy

1 1
A=— B=-—-,
56 6
19Y Yinh,part = %62”” — éxe‘l””, azaz
Yinhatt = C1€ 7 4 Co€” " + ie2m - lxefzx (4.30)
inh,a 56 6 . .

4.12. Példa Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet (dltaldnos) megoldd-

sat:
mn

v' Y Yy = et
4.12. Megoldas A karakterisztikus egyenlet:
NN+ A+1=0,

melynek gyokei \y = —1, Ao = i, A3 = —i. Igy a hozzdrendelt homogén
egyenlet megolddsa:

Yhom,alt = C1 e * + cycosx + c3 sin x.

Az inhomogén differencidlegyenletiink jobboldala a tételben megadott
tipusi, vegyiik észre, hogy itt

a=1, =0, P(x)==x, P(z)=0, r=0,
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tehdt a partikuldris megolddst Yinnpart = €*(Ax + B) alakban keressik, ahol
A és B kiszdmitandd valds konstansok. Ezek értékét ugy kapjuk meg, hogy az
Yinhpart Megolddst hdromszor derivdljuk:

. = Axe® + (A+ B)e”,

y;nh,par
y;{nh,part = Aze® + (2A + B)6$7
et = Aze” + (3A + B)e”,

yinh,par

és a derwdltakat behelyettesitjik az eredeti inhomogén egyenletbe. Ekkor kap-
Juk, hogy
4Aze” + (6A + 4B)e” = xe”,

azaz A=1 és B=—

3 . gy

[ [SY)

r 3,
Yinh,part = (Z - g)e

és az inhomogén differencidlegyenletiink dltaldnos megolddsa pedig

- ) z 3
Yinhait = C1€ "+ Ccacosx + cgsine + (= — <)e”.

4 8

4.6. Feladatok

32

cos differencidlegyenlet dltaldnos meg-

4.1. Feladat Hatdrozzuk meg az iy =
olddsdt.

Eredmény: y = arcsin(z® + C), ahol C tetszéleges valés konstans.

4.2. Feladat Adja meg azy' = yﬁ;;) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdt
implicit alakban.

Eredmény: \/y?> — 1 = C(x + 2), ahol C tetszéleges valos konstans.

4.3. Feladat Adja meg azy = sz*y differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdt,
ha z > 0.

1
1-Cxzx

Eredmény: y = , O tetszbleges valos konstans.

4.4. Feladat Hatdrozzuk meg az y — %y =0, y(0) =1 Cauchy-feladat
megolddsat.

Eredmény: vy = va3 + 1.
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4.5. Feladat Hatdrozzuk meg azy — 2vy = v — a° differencidlegyenlet megol-
ddsdt.

- 2 2
Eredmény: yipnar = Ce” + 5.

4.6. Feladat Hatdrozzuk meg az xy’ = 2y+az3+x differencidlegyenlet dltaldnos
megolddsat.

Eredmeény: Yinhair = Ca? + 2® — x, ahol C tetszdleges valos konstans.

In

4.7. Feladat Hatdrozzuk meg az y' + %y = y(l) = 5 — B2 Cauchy-

2
22417 2
feladat megolddsat.

N =

nx2
_ 1 ($2+1))'

Eredmény: y = %(1

4.8. Feladat Hatdrozzuk meg az 3y + ytanz = cos®>z,  y(0) = 1 Cauchy-
feladat megolddsat.

Eredmény: y = (1 + % + 22) cos .

4.9. Feladat Hatdrozzuk meg az iy’ — iy =527, x>0, y(1) =1 Cauchy-
feladat megolddsat.

Eredmény: y = 2x + 2a®.

4.10. Feladat Hatdrozzuk meg az y" — 3y + 2y = 5e°* differencidlegyenlet
megolddsat.

5 5z

Eredmény: Yinhan = 16" + c2** + e

4.11. Feladat Hatdrozzuk meg az vy — vy — 2y = 422,  differencidlegyenlet
megoldasdat. Melyik megoldds teljesiti a kovetkezd kezdeti feltételeket:

y(0) =1, y(0) =47

Eredmény: Yinnar = c1e”° + c2€*® — 222 + 22 — 3, a kezdeti feltételeket teljesits
megoldas pedig y, = 2e™* + 2e** — 222 + 2z — 3.
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5. fejezet

Kétvaltozos fiiggvények
differencialszamitasa

5.1. Kétvaltozoés fiiggvények geometriai interpre-
tacioja

Az egyvaltozos fiiggvények tanulményozasa soran gyakran kihasznéltuk, hogy
a fliggvények értelmezési tartomanya egy (nyilt vagy zart) intervallum. A két
vagy tobb valtozos fliggvények esetén az intervallum fogalmat is altalanositani
kellene. A megfelel§ fogalmat tartomanynak fogjuk nevezni, de nem adunk
ré preciz definiciot. Felhivjuk azonban az olvasé figyelmét, hogy nem min-
den ponthalmazt neveziink tartomanynak. A mérnoki gyakorlatban altalaban
eléfordulo "szép" ponthalmazokra gondolunk, amikor ebben a fejezetben a tar-
tomény szot hasznaljuk.

Legyen D egy xy-sikbeli tartomény, f pedig egy D-n értelmezett, valos értéki
fliggvény, mely tetszdleges D-beli (z,y) ponthoz egy z = f(x,y) valos értéket
feleltet meg. Ugyanigy definidlhatjuk az R™ tetszéleges "szép" D részhalmazan
(tartoméanyan) az f : D — R n-valtozos valos értékd f(zy, xo,...,z,) fige-
vényt és minden definicidt, tételt, megjegyzést altalanosithatunk n-valtozos
fiiggvényekre is, csak ebben a fejezetben mi csupan a kétvaltozos fiiggvényeket
targyaljuk, széleskort alkalmazhatosaguk miatt.

A harom dimenzios Descartes koordinatarendszerben az (x,y, f(z,y)) pontok
altal meghatarozott alakzat a fliggvény geometriai megfelelGje, ezt a fliggvény
grafikonjanak nevezziik. A grafikont a z = f(x,y) feliletnek is hivjuk. A feli-
letrél akkor kapunk pontosabb képet, ha megvizsgéaljuk a szintvonalakat és a
koordinata sikokkal val6 metszetgorbéket.

5.1. Definicié Az xy-sik azon pontjainak dsszességét, melyekben az f fiigg-
vény ugyanazt a ¢ konstans értéket veszi fel, azaz f(x,y) = ¢, az f figgvény
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szintvonaldnak vagy nivovonaldnak nevezzik.

5.2. Definicié A z = f(x,y) felilet azon pontjainak Gsszességét, melyekben
az f fliggvény ugyanazt a c konstans értéket veszi fel, azaz f(x,y) = ¢, az f
fiigguény c értékhez tartozo konturvonaldnak nevezziik.

A kontirvonal megkiilonboztetendd a szintvonaltol, mert mig az el6bbi a feliile-
ten helyezkedik el, az utobbi az xy-sikban van, egészen pontosan az értelmezési
tartoméanynak egy részhalmaza.

5.1. Példa Vizsgdljuk az f(z,y) = 25 — x* — y? fiiggvény szintvonalait és a
koordindta sikokkal valo metszeteit é€s ezekbdl rajzoljuk meg a fiigguény grafi-
konjdt.

5.1. Megoldas f értelmezési tartomdnya (azaz a legh6vebb halmaz az zy-
stkbol, melyre a fiigguény értelmes) az eqész xy-sik, értékkészlete (azaz az dsszes
valds érték, melyet a figguény felvesz) pedig a 25-nél kisebb vagy egyenld valds
szamok halmaza. Az f(x,y) = 0 szintvonal az xy-sik (azaz az értelmezési tar-
tomdny) azon pontjaibol dll, melyekre x* +y? = 25, azaz egy origd kizépponti,
5 sugari kor az xy-sikban. Hasonldan, az f(z,y) = 9 szintvonal az xy-sik azon
pontjaibol dll, melyekre x* 4+ y* = 16, azaz eqy origd kézéppontu, 4 sugari kér
az xy-sikban, mig az f(x,y) = 16 szintvonal egy origd kézépponti, 3 sugari
kor az xy-sikban. Az f(x,y) = 25 szintvonal nem mds, mint az xy-sik origdja,
ha pedig ¢ > 25, akkor a szintvonal az iires halmaz. Ugyanilyen okok miatt
a kontirvonalak is a felileten elhelyezkedd vizszintes korok, vagy a (0,0,25)
pont, vagy amennyiben a vizszintes sik nem metszi a feliiletet (¢ > 25 esetén),
akkor az iires halmaz. A konturvonalak vizsgdlatakor mdr ldttuk az xy-sikkal
valo metszetgorbét. Hogy pontosabb képet alkossunk a grafikonrdl, tekintsik az
yz-sikkal vett metszetgorbét is, ilyenkor x = 0. Ezt a z = 25 — 2% — y? és az
x = 0 metszetébdl kapjuk és nem mds, mint a z = 25 — y? konkdv parabola
az yz-sikban. Az wz-sikkal vett metszetgorbe esetén y = 0, igy a z = 25 — 2*
konkdv paraboldt kapjuk az xz-sikban. Innen mdr ldthato, hogy a feliletink
eqy forgdsparaboloid, mely maximumdt az origoban veszi fel és ez a maximum
25-tel egyenld.

A szamitogépek haromdimenzios grafikus programjai lehetévé teszik, hogy
konnyedén abrazoljuk a kétvaltozos fiiggvények grafikonjait, melyekbdl bizo-
nyos informéciokat konnyebben ki lehet kovetkeztetni, mint a leképezési tor-
vényt megadd képletbdl.
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5.1. dbra. Az f(z,y) = 25 — 2% — y? egyenleti forgdsparaboloid

5.2. Nevezetes feliiletek

Ebben a részben rovid osszefoglalot készitiink az altalunk hasznalt fontosabb
felilletekrdl. Egy specidlis forgdsparaboloiddal taldlkoztunk mar az pél-
daban. Lattuk, hogy az yz és xz-koordinatasikokkal valé metszetei parabolak,
mig szintvonalai koncentrikus korok. A forgasparaboloid egyenlete (legegysze-
riibb alakban):

flx,y) =2+

5.2. 4bra. Forgasparaboloid
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A hiperbolikus paraboloid egyenlete:
fla,y) =y* —a*.

Ha az yz koordinatasikkal metsziik el a feliiletet, akkor a z = y? konvex para-
bolat kapjuk, ha pedig az xz koordinatasikkal metsziik el a feliiletet, akkor a
2 = —x? konkav parabolat. Az xy sikkal valé metszet nem mas, mint egy met-
sz6 egyenespar, mig ha pl. az f(x,y) = 1 -nek megfelels szintvonal hiperbola,
innen adoédik a hiperbolikus paraboloid elvevezés is. Szoktuk még nyeregfe-
liletnek is hivni. Sikmetszeteit lasd itt: (http://archives.math.utk.edu/
ICTCM/EP-10/C9/html/hph.gif)).

5.3. abra. Hiperbolikus paraboloid (nyeregfeliilet)

Hiperbolikus paraboloid tetGszerkezettel tobb érdekes épiilet is rendelkezik
(egyenes alkotoi miatt tudjak "konnyen" megépiteni), pl. Varsoban az Ochota-
vonatallomas épiilete, vagy az 1988-as téli olimpiai jatékok idején a jégkorong
és miikorcsolya versenyeknek helyet add Aréna épiilete Calgaryban, Kanadaban
(http://en.wikipedia.org/wiki/Saddle_roof).

Az egyszeriiség kedvéért az ellipszoidnak, a kipnak, a hengernek, valamint
az egy-és kétkopenyd hiperboloidnak csak specialis eseteit irjuk fel, éspedig a
nevezetesebb forgasfeliileteket.

Az R sugaru félgomb egyenlete:

z= \/RZ—(x2—|—y2).
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5.4. abra. Origd kézéppontu félgomb

A forgdskip egyenlete:

5.5. dbra. Forgaskip
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Az y-tengelyd, R-sugaru félhenger egyenlete:

5.6. dbra. Félhenger

Az egykiopenyii forgdshiperboloid egyenlete:

5.7. 4bra.

z=+x2+y? -1

Sikmetszeteit lasd itt:

C9/html/hish.gif

C9/html/hlsv.gif).

, ésitt:

Egykopenyti forgashiperboloid

http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/

http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/
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Vegyiik észre, amennyiben nem kovetelnénk meg azt, hogy a feliilet egyen-
lete egy fiiggvény legyen, hanem pl. lehetne két fiiggvény is, mint példaul az
implicit modon, azaz képlet forméajaban (és nem a z = f(z,y) alakban) meg-
adott 22 + y? — 22 = 1 esetén, ami egy egykopenyt forgashiperboloid és annak
az zy sikra vett tiikkorképének az unidja (z = £/x2 +y? — 1) és ezt is egy-
kopenyt forgashiperboloidnak nevezziik, akkor ez egy koteg Marokko-pélcika
megcsavarasaval modellezhets a legegyszertibben.

A kétkopenyii forgdshiperboloid egyenlete:

22—t -yt =1.

5.8. dbra. Kétkopenyd forgashiperboloid

Sikmetszeteit lasd itt: (http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/
C9/html/h2sh.gif), ésitt: (http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/
C9/html/h2sv.gif).

A feliiletek elméletét igencsak komolyan felhasznald, érdekes épiileteket itt
nem all médunkban bemutatni, de még megemlitenénk a 2003-ban befejezett
30 St Mary Axe (becenevén Gherkin azaz az Uborka) felh&karcolot London {6
tizleti negyedében, a City of Londonban http://hu.wikipedia.org/wiki/FJ,
C3%A1j1l:Grand-gherkin-of-the-skies. jpg. Tovibbi, emlitésre méltd fur-
csa épiileteket talalunk a
http://villageof joy.com/50-strange-buildings-of-the-world/, valamint
ahttp://villageof joy.com/20-unusual-churches-part-i/|linkek alatt, de
a lista korantsem teljes.

72


http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/C9/html/h2sh.gif
http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/C9/html/h2sh.gif
http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/C9/html/h2sv.gif
http://archives.math.utk.edu/ICTCM/EP-10/C9/html/h2sv.gif
http://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Grand-gherkin-of-the-skies.jpg
http://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Grand-gherkin-of-the-skies.jpg
http://villageofjoy.com/50-strange-buildings-of-the-world/
http://villageofjoy.com/20-unusual-churches-part-i/

5.3. Kétvaltozoés fliggvények hatarértéke és foly-
tonossaga

Az egyvaltozos fliggvények hatarértékére vonatkozo lehetséges definiciok koziil
a kovetkez6t altalanositjuk:
lim, ,,, f(x) = A akkor és csakis akkor, ha minden z, — =z, pontsorozatra
f(z,) = A.
Ezt altalanositva, elmondhatjuk, hogy

lim f(z,y)=A

T—x(Q
Y—Y0

akkor és csakis akkor, ha minden (z,,y,) — (x,yo) pontsorozatra fennall,
hogy f(zn,yn) = A.

A definiciobol kovetkezik, hogy fliggvények konstans-szorosanak, Osszegének,
szorzatanak, nem nullahoz tarté nevezé esetén hanyadosanak a hatarértéke a
hatarértékek konstans-szorosa, Osszege, szorzata, hdnyadosa.

Itt is érvényes, hogy ha egy f(z,y) fiiggvénynek van hatarértéke
xr — xg, Y — Yo esetén, akkor az egyértelmtien meghatarozott.

5.2. Példa Szamitsuk ki az aldbbi hatdrértéket:

_ rT—xy+3
lim .
a0 32y 4 by — y3

y—1

5.2. Megoldas Behelyettesitiink és kapjuk, hogy

Lo w—ay+3  0-0-143 3
zli%x2y+5a;y—y3_02—|—5~0-1—13_—_1__3'
y—1

5.3. Példa Szdmitsuk ki a kovetkezd fligguényhatdrértéket:

Cox?—ay
lim

o VTV

5.3. Megoldas Behelyettesitiink és % esetet kapunk, igy a tortet dt kell alakita-
nunk, pl. bovitink a nevezd konjugdltjdval és kapjuk, hogy az eredeti hatdarérték
nem madas, mint:

(VR

z—0 —
y—0 X y

=0-(0+0)=0.
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5.4. Példa Vizsgaljuk meg, létezik-e az aldbbi fligguényhatarérték:

, dxy
llm ﬁ.
Tt ty

5.4. Megoldas Az xy-sikban az origohoz tarthatunk bdarhogyan, amennyiben
létezik a limesz, egyértelminek kell lennie. Tegyiik fel, hogy létezik a kért ha-
tarérték. Vegyiik észre, hogy ha az y-, valamint az x-tengely mentén tartunk az
origohoz, a

im 298
(04)—(0,0) 0% + y?

) 4.2-0
im — =
(2,0)—(0,0) 22 4 02
eredményekhez jutunk. Ebbdl még semmi nem kovetkezik. Vizsgdljuk most gy
a hatdrértéket, hogy az origon dtmend y = mx eqyenesek mentén tartunk az
origohoz. Ekkor azt kapjuk, hogy a hatdrérték eredménye fiigg m-tol, tehdt nem
eqyértelmi, ami ellentmond a hatdrérték unicitasanak, tehdt a hatdrérték nem
létezik. A szoban forgo szamolds a kovetkezd:

4-x-mx . 4-22-m 4dm

lim ——— = Ilim = .
(@;mz)—(0,0) 2 + m2x? 20 22(1+m?2) 14+ m?

5.3. Definicié A z = f(z,y) kétvdltozds fiigguény folytonos az értelmezési
tartomdny (xo,yo) pontjaban, ha létezik a hatdrérték ebben a pontban és ez
eqyenld a fiigguény ebben a pontban vett helyettesitési értékével, azaz
lim f(l',y) = f<x07y0>'
(z,y)=(20,30)

Eqy fligguényt folytonosnak neveziink, ha folytonos az értelmezési tartomdnya
minden pontjaban.

A folytonossag definiciojabol kovetkezik, hogy az (x¢,yo) pontban folytonos
fiiggvények konstans-szorosa, Osszege, szorzata és (o, yo)-ban értelmezett ha-
nyadosfiiggvénye esetén, ha a nevezd nem tart nullahoz, hanyadosa is folytonos
az (o, yo) pontban. Folytonos fliggvények kompozicioja is folytonos fliggvényt
eredményez.

5.5. Példa A k paraméter mely értékére lesz az aldbbi fiigguény folytonos:

1

arctan ———, ha (x, 0,0
k, ha (x,y) = (0,0).

5.5. Megoldas (0,0)-ban a hatdrérték %, ez (0,0)-ban vald folytonossdg esetén

k = 5. Mindeniitt mdshol az f folytonos fiiggvény, mert folytonos figgvények

kompozicidjaval folytonos figgvényt kapunk. Tehdt k = 3.
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5.4. Parcialis derivaltak, gradiens, irAnymenti de-
rivalt, érinté sik

Egy f(z,y) figgvényt igen konnyd az egyes valtozoi szerint derivalni, mert
ilyenkor a masik valtozot (n-valtozos fliggvény esetén pedig értelemszertien az
Osszes tobbi valtozot) rogzitettnek képzeljiik, és csak a szoban forgd valtozo
egyvaltozos fliggvényének tekintjiik a fliggvényt.

A parcialis derivaltakra a %(m, Y), g—g(x, y), esetleg az f,(z,y), f,(z,y), illetve
fo(z,y), fy(x,y) jeloléseket hasznéaljuk. Amennyiben nem egy adott (zo,yo)
pontban kérik a parcialis derivaltat, el lehet hagyni a jelolés végén szerepld
(x,y)-t. Ezek szerint felirhatjuk a kovetkezdket:

5.4. Definicido Az f(x,y) figgvény (zo,yo) pontbeli, x vdltozo szerinti parcidlis
deriwadltja

. flxo+h,y0) — fxo,y0)
Fo@ )l wowo) = fi(w090) = lim : Oh -

Hasonléan az f(x,y) figguény (xo,yo) pontbeli, y vdltozd szerinti parcidlis de-
rwdltja

. flxo,yo+h) — fxo,y0)
@ )l @oo) = Fy (0, 90) = lim h '

Amennyiben az

9 b o) — Fla
) = X a.g) = pan L) 00

h—0

valamint az

0 .
o) = 2 (0, = g FE0 N = I

hatarértékeket tekintjiik, akkor az f fiiggvény tetszéleges (x,y) pontban vett
x-szerinti, illetve y-szerinti parcialis derivaltjat irjuk fel. Az f(x,y) fiiggvény
(x0,y0) pontbeli z-szerinti parciélis derivaltjanak a geometriai jelentése nem
méas, mint a z = f(x,y) feliilet és az y = yo egyenlet sik metszésvonala érints-
jének a meredeksége az emlitett pontban. Hasonléan értelmezhetjiik geometri-
kus szemmel az f(x,y) figgvény (z¢,yo) pontbeli y-szerinti parcialis derivalt-
jat.

Parcialis derivaltakkal konnyd felirni a z = f(x,y) felilet (zo,vo, f(xo,%0))
pontjdban az érintd sik egyenletét (mar ha az létezik):

z — f(w0,90) = fr(20,%0)(x — 0) + f, (20, %0) (Y — vo)- (5.1)
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5.6. Példa Hatdrozza meg az aldbbi fiigguény elsérendd parcidlis derivdltjait az
(z0,90) = (5, 5) pontban és irjuk fel az érintd sik egyenletét ugyancsak ebben a
pontban:

z = cos(x — 2y).

5.6. Megoldas Az érintési pont harmadik koordindtdja: zo = f(5,5) = cos(—%) =
0, az elsdrendi parcidlis derivdltak a kért pontban pedig

fo(w,y) = —sin(x — 2y), igy

fi(5,5) = —sin(—=%) = —(=1) = 1, valamint

Igy haszndlva az (5.1)) képletet, felirhatjuk az érintd sik egyenletét:

™ ™
—0=1(rx—=)—2y— =),
z (@—-35)—20-3)
amit dtrendezve az x — 2y — z = —5 egyenlethez jutunk.

5.5. Definicié A parcidlis derivdltakbol dllo vektort gradiens vektornak nevez-
ziik. Jelolésében haszndljuk a ¥V nabla szimbolumot.

V(o) = (o) 5 w)

valamint eqy adott (o, yo) pontban a gradiens (mdr ha létezik)

0 0
Vf(xo,y0) = (a—i(ﬂfo,yo)a a—ch(%,yo))-

A nabla héber sz6 jelentése "bibliai harfa". A gradiens vektor a fliggvény
minden egyes pontjaban megadja a legnagyobb meredekség irdnyat (azaz a
gradiens vektor a fliggvény legnagyobb ndvekedésének iranyaba mutat. Egy
telken példaul a feliilet gradiense mentén folyik le az eséviz. Egy lokalis mini-
mumban, egy lokalis maximumban vagy egy nyeregpontban a gradiens nulla,
feltéve, hogy ezek a pontok az értelmezési tartomany belsejében vannak.

5.6. Definicié A gradiens vektornak eqy tetszdleges irdnyu v vektor eqységuek-
tordval valo skaldarszorzatdt

I

folz,y) = Vi(z,y)-

(5.2)

=

az f(x,y) figguény v irdnyban vett iranymenti derivdltjanak nevezziik.

5.7. Példa Szdmitsa ki az f fliggvény gradiensét az (1,1) pontban, majd ha-
tarozza meg a fligguény v = (3,4) irdnyban vett iranymenti derivdltjat ebben a
pontban, ha f(x,y) = xe™ — xy.
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5.7. Megoldas Az f fiigguény parcidlis derivdltjai:
folz,y) = e (1 +ay) —y és fo(z,y) = 2% —x,
igy az (1,1) pont koordindtdit behelyettesitve, kapjuk, hogy
folz,y) =2e—1és f(v,y) =e—1.

A v = (3,4) vektor egységvektora \Zj = (£,%).

Vf(1,1) = (2e — 1,e — 1), mig az irdnymenti derivdlt

A gradiens a kért pontban

3 4 7
'1,1)=2e—-1,e—1)-(=,=) =2 — —.
A magasabbrendi parcidlis derivdltak jelolései hasonloak az els6rendi deri-
valt esetében bevezetett jelolésekhez:

T o). T ), L (), DL ()
812 I?:U?ayz ny 7axay ’r’y 7ayal‘ x7y7

illetve
fie(@oy), foy(@), fon(z,y) és fi,(x,y).

Jelentéstik is teljesen hasonlo, példaul az

1 82 f !/

i 00) = 5oten) = (it = 5oL

N Gy( Ox )

5.7. Tétel (Young tétele) Ha f(x,y) és parcidlis derivdltjai f,(x,y), f,(7,y),
" 4 " s - . .
0 (T, y) €s fr (x,y) léteznek egy olyan nyilt tartomdnyon, ami tartalmazza az

(20, Yo) pontot, és valamennyi folytonos az (o, yo) pontban, akkor fy (ro,yo) =
e (705 Y0) -
yz \ <05

Az B5.7] tételt még Clairaut-tételnek is nevezik, felfedezdje, Alexis Clairaut
(https://en.wikipedia.org/wiki/Alexis_Clairaut) utén.

5.8. Definicié Tegyiik fel, hogy f értelmezve van egy nyilt tartomdnyon és
(x0,Y0) pontja ennek a tartomdnynak. Az f(x,y) figgvény differencidlhato az
(o, Yo) pontban, ha az elsérendi parcidlis derivdltjai léteznek az (xg,yo)-ban és

f(@o+ Az, yo + Ay) — f(20,90) = fr(@o,y0) Az + f, (20, y0) Ay + €141 + 22Ay,

ahol €1 €s g9 is nulldhoz tart, ha Ax és Ay is tartanak a nulldhoz.
Az f fiiggvény differencidlhato, ha értelmezési tartomdnydnak minden pontjd-
ban az.
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Akércsak egyvaltozos esetben, kétvaltozos fiiggvények esetén is felirhatjuk a
differencialhatoséig és a folytonossag kozotti kapcesolatot:

5.9. Tétel Ha f differencidlhato egy (xo,yo) pontban, akkor folytonos is az
(20, Yo)-ban.

Jegyezziikk meg, hogy a tétel forditottja nem igaz, s6t csupan a parcialis
derivaltak puszta létezése egy (xo, yo) pontban nem elegendd az adott pontbeli
folytonossaghoz, példaul az

0, ha zy # 0
fw,y) = { 1, ha zy = 0.

Ennek a fiiggvénynek, mely csupan a koordinata tengelyek esetén vesz fel 1
értéket, mindentitt mashol 0, létezik a (0,0)-ban mindkét valtozod szerinti el-
s6rendid parcidlis derivaltja és az 0, de ott nem differencialhato, s6t nem is
folytonos, mert még hatarértéke sincs az origéban.

5.5. Lokalis-, lokalis feltételes- és abszolat széls6-
értékek

Legyen az f fliggvény olyan tartomanyon definidlva, melynek az (z,yo) belsé
pontja. Az (xg,yo) pont egy lokdlis mazximum hely, (vagy mondjuk azt is, hogy
f(zo,v0) egy lokdlis mazimum (érték)), ha van olyan (¢, yo) kozéppontiu nyilt
korlap, melyben minden értelmezési tartomanybeli pont fliggvényértéke kisebb
vagy egyenld f(xo,yo)-nal. Nagyobb vagy egyenld esetében a lokdlis minimum

c stz

A tovdbbiakban feltételezziik, hogy az f értelmezési tartomanya eqy nyilt
T halmaz, valamint azt, hogy az f elsdrendd parcidlis derivdltjai léteznek és
folytonosak a T nyilt halmazon, melynek eleme az (xq,yo).

5.10. Tétel (A lokdlis szélsdérték létezésének sziikséges feltétele) Ha (xq, yo)-
ban lokdlis szélséértéke van az f-nek, akkor itt f,(xo,1y0) = 0 €s f, (w0, y0) = 0.

5.11. Definicidé Kritikus pontnak nevezziik az T értelmezési tartomdny azon
pontjait, melyekben mindkét elsérendd parcidlis derivdlt nulla.

Amennyiben nem feltételeztiik volna azt, hogy léteznek az els6rendti parciélis
derivaltak, akkor is kritikus pontunk lenne, ha legalabb az egyik a parcialis
derivaltak koziil nem létezne. A nyeregfeliilet ismeretében konnyebb megérteni
a kovetkezd definiciot:
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5.12. Definicié Nyeregpontnak nevezziik az T értelmezési tartomdny azon (o, yo)
pontjdt, melyekben mindkét elsérendd parcidlis derivdlt nulla és minden (xg, yo)
kézépponti nyilt korlapon van olyan pontja az értelmezési tartomanynak, mely-
nek fiigguényértéke kisebb az f(xo,yo)-ndl és van olyan is, melynek nagyobb.

5.13. Tétel (Lokdlis szélsdérték létezésének elégséges feltétele)
Ha f(70,90) = 0 és f,(x0,y0) = 0 és f mdsodik parcidlis derivdltjai folytonosak
az (xo,Yo)-t tartalmazo nyilt T halmazon, akkor

r e (!Eo yO) fl/ (:L‘O yo)
1) Ha det |’2%,""" zy >0 és fr (xo,y0) > 0 akkor az
W oy (osy0) [y (70, Y0) (705 Y0)

f-nek (xq, yo)-ban lokdlis minimuma van €s ez a minimum érték f(xo, yo);

_f:;/;p(x()vy()) f;::ly(x(]?yO) . "
(2) Ha det 1 o) 7 (20, 0) >0 és fI (zo,y0) <0 akkor az

f-nek (xq, yo)-ban lokdlis mazimuma van és ez a mazimum érték f(xo, yo);

iz 1
(3) Ha pedig det |5\7090) fay(0:30)

xy<x07 Yo) fyy(%, Yo)
nyeregpontja van.

< 0 akkor az f-nek (xq,yo)-ban

A tételben szereplé matrixot Hesse-mdtriznak nevezzik (http://hu.
wikipedia.org/wiki/Hesse-m%4C3%Altrix).

5.8. Példa Egqységnyi térfogatu téglatestek kozil melyiknek a legkisebb a felszi-
ne?

5.8. Megoldas Ha a téglatest oldalait x, vy, z-vel jeloljik, akkor a felszin
flz,y) =2zy + 222+ 2yz  és  wxyz =1 miatt f(x,y) = 2(xy + 5 - i)
A sziikséges feltételbdl kiovetlezik, hogy
fle.) =200 = 25) =0, s fifay) =2a — ) =0

A fenti egyenletekbdl kapjuk, hogy x = y = 1 a lehetséges szélsdérték hely. A
Hesse-mdtriz determindnsa

a0 el _afa 2],
" n <
w(@ ) foy(T,y) 2 5] 2By

Ennek a helyettesitési értéke (1,1)-ben 12, azaz pozitiv, ezért valéban szélséér-
tékink van (1,1)-ben. Mivel fI (1,1) =4 > 0, az (1,1) lokdlis minimumbhely,
az f(1,1) = 6 meg a lokdlis minimum (érték). Azt kaptuk tehdt, hogy a legki-
sebb felszint téglatest a kocka.
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Ha nem volna més szempontunk is, akkor az elébbi feladat miatt a dobo-

zokhoz felhasznalt anyagmennyiség minimalizélasa, azaz az anyagtakarékossag
érdekében minden tejesdobozt kocka alaktra kéne késziteni. E jegyzet kereteit
meghaladja, mégis megemlitenénk, hogy a géomb alaki tejesdoboz az "ideali-
san" anyagtakarékos, mésfelsl hasznalhatatlan. Azért ha mar itt tartunk, az
el6z6 megallapitdsunk magyarazza azt, hogy a siindiszn6é gomb alaktra huzo-
dik Ossze, ha fazik.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy az f(z,y) fiiggvény korlatos és zart halma-
zon értelmezett, mert tobbvaltozos fiiggvényekre is igaz a tétel, mely szerint
korlatos és zart halmazon értelmezett folytonos fiiggvény eléri maximumat és
minimumat. Ezen most abszolit (vagy mas szoval globdlis) mazimumot és ab-
szolut minimumot értiink, azaz a legnagyobb és a legkisebb fiiggvényértéket,
mikor a teljes értelmezési tartomény fliggvényértékeit végignézziik. A korlatos
és zart tartomanyon értelmezett fliggvény abszolit maximuménak és minimu-
manak keresésekor a kdvetkezs forgatokonyv szerint jarunk el:

(1) a tartomany belsejében megnézziik a lehetséges szélsGértékhelyeket;
(2) a tartomany hataran megnézziik a lehetséges szélsGértékhelyeket;

(3) ha olyan pontot is megengednénk az értelmezési tartomyéanyban, ahol
f valamelyik parcialis derivaltja nem létezik, akkor kiilon még ezeket a
pontokat is vizsgalni kéne (most nincsenek ilyenek);

(4) kiszamoljuk az el6zdekre a fliggvényeértékeket és kivalasztjuk koziilik a
legnagyobbat, valamint a legkisebbet.

Adott feltételek melletti a lokalis szélsGértékek (azaz lokalis feltételes szélss-
értékek) kiszamitasanak fontos dtlete az tigynevezett Lagrange-multiplikdtoros
mddszer. Ha az f(x,y)-t szeretnénk minimalizalni egy g(z,y) = 0 feltétel mel-
lett, akkor ez ugyanaz, mintha a

h(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y)

fliggvényt minimalizdlnank minden feltétel nélkiil (A a Lagrange-multiplikdtor).
Ha a h fiiggvény A szerinti parcialis derivaltjat nullaval egyenlévé tessziik, ép-
pen a g(x,y) = 0 feltételt kapjuk, igy mindhéarom parcialis derivaltat 0-val
egyenlévé tevs egyenletrendszerbdl valoban meghatarozhatjuk a lokélis feltéte-
les szélsGértékeket.

5.6. Feladatok

5.1. Feladat Legyen f(x,y) = z*[2 — In(1 + y?)], Po(wo,90) = (1,0) és v =
1+ 3j. Szamitsuk ki az f gradiensét és v irdny menti derivdltjat a Py pontban.
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Eredmény: A gradiens (8,0), az iranymenti derivalt pedig J%'

5.2. Feladat Vizsgdljuk az aldbbi fligguény folytonossdgdt:

2 2
flz,y) = ﬁ ha (z,y) # (0,0)

0, ha (x,y) = (0,0)

Eredmény: A fiiggvény (0,0)-ban nem folytonos, mert hatarérték sincs ott
(érdemes az y = kx? paraboldk mentén vizsgalni a limeszt). Mindeniitt méshol
viszont folytonos.

5.3. Feladat Adjuk meg a z = x cosy — ye* felilet érintd sikjat az origoban.
Eredmény: ©x —y — 2z = 0.
5.4. Feladat Azy = —%x—i—? egyenes mely pontja van az origéhoz legkdzelebb?

Eredmény: Az egyenes egyenletét atirva, majd 2-vel atszorozva, hogy ne legyen
tort egylitthatonk, kapjuk, hogy a feltételfiiggvény g(z,y) = 2 + 2y — 4 = 0,
a tavolsagfiiggvénynek inkdbb a négyzetét minimalizaljuk, kihasznélva, hogy a
tavolsdg nemnegativ és a négyzetfliiggvény a nemnegativ szamokon szigortian
novekve, igy minimalizédland6 az f(z,y) = z* + 3. A feladatot konnyt vissza-
vezetni egyvaltozos fliggvény optimalizélasara, de most ne tegyiik, oldjuk meg
Lagrange-multiplikdtoros modszerrel. A végeredmény: (%, %).

5.5. Feladat Lagrange-multiplikdtoros madszerrel mazimalizaljuk az f(x,y) =
x +y figguényt a g(x,y) = 2*> +y — 1 =0 feltétel mellett.

5

Eredmény: f(3,3) =2 a maximum.
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6. fejezet

Kétvaltozos fiiggvények
integralszamitasa

Ahogyan az egyvaltozos fliggvény hatarozott integraljat eddig pl. tertiletszé-
mitasra hasznaltuk, gy a tobbszoros integralokat térfogat kiszamitasara lehet
hasznalni. Az integral kiszamitasa fiigg a tartoméanytol, melyen integralunk.
Vizsgaljuk a kettds integralokat, amikor a tartoméany, melyen integralunk:

(1) téglalap tartoméany;
(2) normal tartomany;
(3) egyéb tartomany.

Jelen fejezetlink strukturajat is nagyjabol ez a harom eset hatarozza meg.
Kettds integralokat szamitogéppel is ki tudunk szamitani, legegyszertibben pl
a <wolframalpha> linkre kattintva, de a kiszamitas menetét csak ennek a
fejezetnek az elsajatitasaval tudhatjuk meg.

6.1. Kettds integral téglalap tartomanyon

Azt az esetet vizsgéljuk legelGszor, amikor a tartoméany, amelyen integralunk
egy T = [a,b] x [e¢,d] zart téglalap tartomany az xy-sikban. Az egyvalto-
z6s fiiggvények Riemann-0sszegét fogjuk altalanositani a kovetkezéképpen: az
x- és y-koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesek sgitségével osszuk fel a
téglalap tartomanyunkat n darab kisebb téglalapra. FEzek a kis téglalapok
képezik a T egy felosztasat. Egy Ax szélességl és Ay magassagu téglalap
terillete AA = AzAy. Szamozzuk meg a felosztas téglalapjait, ezek teriile-
tét pedig értelemszertien jelolje AA;, AA,,...AA,, ahol AA, a k-adik tég-
lalap tertilete. Minden kis Ay teriiletii téglalapbol vélasztunk egy (zx,yx)
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pontot. Most mar készen allunk arra, hogy a kett6s Riemann-integralhoz
(http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann) sziikséges integralko-
zelits Osszeget definidljuk.

6.1. Definicié A T tartomdny feletti integralkizelité dsszeq (Riemann-dsszeq)

Sp = Z J(wr, yp) A Ay (6.1)

k=1

6.1. dbra. Integralkozelité Osszeg

A P felosztds || P|| normdja nem mas, mint a legnagyobb érték az Gsszes
téglalap szélessége és magassiaga koziil, azaz, ha példaul ||P|| = 1072 , akkor a
1

felosztds minden téglalapjanak oldalai nem haladhatjak meg az 55 -at. Arra

vagyunk kivancsiak, hogyan viselkedik az integralkozelité 6sszeg, amennyiben
| P|| — 0.

6.2. Definicié Ha T minden felosztdsdra van az integrdldsszegnek véges ha-
tarértéke, amennyiben a felosztdas normdja 0-hoz tart, akkor létezik az f kettds
integrdalja a T tartomdnyon és

J[ sy = im 3 samadn (62)
k=1

6.3. Megjegyzés Mikor a képletben dxdy-t irunk és a kettds integral
jele alatt csak eqy T talalhato, még semmiféle integraldsi sorrendre nem kote-
leztiik el magunkat, ez csak eqy jelolés. Jelolhetyik ugyanezt a kettds integralt
ffT f(z,y)dA -val is, az integraldsi sorrend ilyenkor még nem tisztdzott.
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Be lehet latni, hogy akarcsak az egyvéltozos esetben is (lasd az Epitészek ma-
tematikaja I, http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/24.pdf), ha az f két-
valtozos fiiggvény folytonos a korlatos és zart téglalap alaka T' tartoményon,
akkor ott integralhat6. Olyan korlatos, nem folytonos fiiggvényeknek is 1étezik
integraljuk, amelyek csak véges sok pontban nem folytonosak (nem bizonyitjuk
ezt sem).

A definiciobol latszik és tetszGleges, nem csak téglalap tartomanyra igaz, hogy
amennyiben létezik a T' tartoményon a kettss integral, akkor az eldjeles tér-
fogatot jelent, azaz, amennyiben f(z,y) grafikonja az xy-sik felett helyezkedik
el, nem mas, mint azon T f6l6tti hdromdimenziés testnek a térfogata, melyet
alulrol az zy-sik, feliilrdl pedig a z = f(x,y) hatarol. Ha f(x,y) grafikonja az
zy-sik alatt helyezkedik el, [, f(z,y)dA nem mas, mint azon T alatti harom-
dimenzios test térfogatanak ellentettJe melyet feliilr6l az zy-sik, alulrél pedig
a z = f(z,y) hatarol. Ha [[. f(z,y)dA = 0, ez azt jelenti, hogy ugyanannyi
térfogatrésziink van az zy-sik felett, mint alatta, természetesen a két testnek
nem kell egybevagonak lenni, csak a térfogatuk kell, hogy megegyezzen.

AT = [a,b] X [c,d] téglalapon szukcessziv integralassal integralunk, ahol ha
mar kifrjuk a kettds integralban a hatarokat, rogzitjiik a sorrendet, éspedig:

/ [ faaa- /b /d F (&, y)dyds = /b ( /d f(oy)dy)de.  (6.3)

Ez a legkdonnyebb eset, mert 1étezik egy tétel, mely szerint az integralas sor-
rendje nem fontos, azaz:

6.4. Tétel (Fubinitétele (http: //en. wikipedia. org/wiki/ Guido_ Fubini ))
Ha f(x,y) folytonos a T = |a,b] X [c,d] zdrt téglalap tartomdnyon, akkor

//T f(z,y)dA = /b(/d f(z,y)dy)dx = /d(/bf(%y)dx)dy' (6.4)

Korlatos, nem téglalap alaku, teriilettel rendelkezé T' tartomény esetén az x-
és y-koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesek segitségével téglalap tarto-
méanyunkat n darab kisebb téglalapra osztottuk fel, melyek teljes egészében
benne vannak 7-ben és olyan téglalapjaink is vannak, melyek belemetszenek
T-be, de van T-n kiviili pontjuk is. A felosztasnal csak a teljes egészében T-ben
lévs téglalapokat tekintjiik, merthogy amennyiben 7T-nek van teriilete, akkor
a T-n kiviili pontokat is tartalmazo, T-be belemetsz6 téglalapok Osszteriilete
0-hoz tart ha a felosztas norméja O hoz tart (nem bizonyitjuk). Minden mast

T sz
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A kettss integralokra is altalanosithatok az egyvaltozos fliggvények Riemann-
integraljanal tanult tulajdonségok, melyek szerint integrélhato fiiggvények kons-
tansszorosa, Osszege, kiilonbsége is integralhato, kisebb fiiggvényértéki fligg-
vény T-n vett integralja is kisebb, mint a nagyobb fiiggvény integralja T-n,
valamint itt is felirhaté a tartoményokra nézve vett additivités is.

Kettds integréal szamitasanak gyakorlasara megtekintheté az igen gondosan ki-
dolgozott http://www.math.bme.hu/ adamk/| honlap is.

6.2. Kettds integral normal tartomanyon
6.5. Definicié A T, = {(z,y) € R*|a < 2 < b és c(z) < y < d(z)}, roviden

aza <z <bésclr) <y <d(x) tartomdnyt x-tengelyre vonatkoztatott normdl
tartomdnynak nevezzik.

T T / "

/ ()

6.2. abra. Az x-tengelyre vonatkoztatott normél tartomany

6.6. Definicio A T, = {(z,y) € R¥c <y < d ésaly) <z < b(y)}, roviden
azc<y<désaly) <z <bly) tartomdnyt y-tengelyre vonatkoztatott normdl
tartomanynak nevezziik.

Ilyen tartoményok esetén az integralas sorrendjének felcserélése més forga-
tokonyv szerint torténik. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezdkre:

85


http://www.math.bme.hu/~adamk/

6.3. abra. Az y-tengelyre vonatkoztatott normal tartomény

6.7. Tétel (Fubini tétele, erdsebb alak) Legyen f(x,y) folytonos figgvény a T
tartomdnyon.

(1) HoT ={a <z <bésc(x) <y <d(x)} egy x-tengelyre vonatkoztatott
normdl tartomdny, ahol c(x) és d(z) folytonos fiiggvények, akkor

//Tf(x,y)dA = /ab(/c:)x) f(z,y)dy)dz; (6.5)

(2) HoT ={c <y <désaly) <z <bly)} egy y-tengelyre vonatkoztatott
normdl tartomdny, ahol a(y) és b(y) folytonos figgvények, akkor

//Tf(x,y)dA:/cd( b(y)f(:c,y)dx)dy; (6.6)

a(y)

(8) Ha T pedig mindkét tengelyre nézve is normdl tartomdny, akkor a két
integrdl egyenld (ez biztositja az integrdlds sorrendjének a megudltoztat-
hatdsdgdt).

A tétel harmadik pontjanak koszonhetSen tudjuk megoldani a kovet-
kezé feladatot:

6.1. Példa Szdmitsuk ki a kévetkezd kettds integrdlt:

// :UsmydA’
T Y

ahol T az elsd siknegyed szdgfelezdje, az y = 1 eqyenes és az y-tengely dltal
kozrefogott zdrt tartomdny.
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6.1. Megoldas A tartomdny, melyen integralnunk kell a fligguényt nem mds,
mint az 0(0,0), A(0,1), B(1,1) pontok dltal kifeszitett zart ABC' hdromszdoglap.
A kiszamitando integrdl felirhato az

11 11
//xSinydA://msmydydx:/@"/smydydx.
T Y J Y J Y

Innen nem tudunk tovdbbhaladni, mert a % fiigguény elemi maodszerekkel nem
integrdlhatd. Marad tehdt a[6.7] tétel harmadik pontjdnak alkalmazdsi lehetdsé-
ge, megforditjuk az integrdalds sorrendjét, mert a T' tartomdny mindkét tengelyre
nézve normdltartomdny:

1

1y
: . 1 :
// xsmydA://xsmydmdy:—/Smy[yQ—OQ]dy:
T Y )Y 2)

0

1

1 inl — 1
= E/ysinydy: w. (6.7)

0
Az ysiny integrdljdat parcidlis integrdaldssal szamoltuk ki, ahol a siny-t irtuk fel
deriwaltként, igy

/ysinydy:/y(—cosy)'dy: —ycosy—i—/cosydy: —ycosy +siny + C.

6.3. Kettds integral egyéb tartomanyokon

6.8. Tétel (Integrdltranszformdcido) Ha az xy-sikon minden (x,y) koordind-
tagu ponthoz hozzdrendeliink egy (x(u,v),y(u,v)) pontot az uv-sikbol, azaz

f@%y) = f(aj(uvv)ay(u?U))?

és az xy-sikbeli T' tartomdny uv-sikbeli megfeleldjét G tartomdanyként jelolyik
(azaz o T-n értelmezett f(x,y) figguény tekinthetd a G-n értelmezett f(x(u,v),y(u,v))
fligguényként is), tovdabbd ha g—i, g—i, g—i, g—fj, % €s % léteznek és folytonosak,
valamint a
J(u,v) = det {g;; g;}
du v
Jacobi determindns csak 1zoldlt pontokban vagy éppen sehol sem 0, akkor

//T f(@,y)dedy = //G f(z(u,v), y(u,v)) - |J(u,v)|dudv.
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Alkalmazasként a poldrkoordindtds transzformdciot emlitenénk meg, amit érde-
mes hasznélni, ha a tartoményunk korlap, korcikk, korgytrt, vagy a felsoroltak
valamilyen részhalmaza, amelyen integralhato az adott fliggvény.

A tételben szereplS u és v helyett most a szokésos r és ¢ polarkoordinaté-
kat hasznaljuk, ahol az els§ az (z,y) pont origotol vett tavolsagat, a masodik
pedig a pont iranyszogét jelenti, azaz a pont helyvektoranak az x-tengely po-
zitiv iranyéaval bezéart szogét. A szokasos

x(r, o) =rcosp és y(r,p) =rsing (6.8)

helyettesitést hasznélva, a Jacobi-determinans

J(r,p) = det {CQSSO —re SO} =,
sinp  rcosp

azaz

dxdy = rdrdep.

6.2. Példa Szdmitsuk ki a kovetkezd kettds integrdlt:

J[ @+ vraa,

ahol T az origo kézépponti, R = 1 sugard korlap elsd siknegyedbe esd zdrt
része.

6.2. Megoldas A tartomdny, melyen integrdalnunk kell poldrkoordindtdkban

megadva 0 < ¢ < g es0 < r < 1, azaz érdemes dttérni poldrkoordindtdk-

ra, mert akkor téglalap tartomdnyunk lesz és az integrdl

s
2

31
// (2% + y*)dA = //7"2 -rdrdy = 1/(14 —0Ydy = —.
. 4 8
0 0 0

6.4. Alkalmazasok: teriilet, forgatébnyomaték, to-
megkozpont

3

Egy T korlatos zart siktartoméany tertlete

A(T) = / /T dA, (6.9)
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ha ez az integral létezik és véges.

Ha egy vékony, T tartomanyt borité fémlemez tomegeloszlasarol feltessziik,
hogy folytonos, d(z,y)-nal jeloljik a fémlemez anyaganak stirtiségfliggvényét
(az egységnyi teriileten 1évS tomeget), akkor a fémlemez tomege, az -, va-
lamint y-tengelyre vonatkoz6 forgatényomatékai és tomegkozéppontjanak ko-
ordinatai a kovetkezs képletekkel szamithatok ki (természetesen akkor, ha az
alabbi integralok léteznek és végesek):

tomeg:
M = //Té(x,y)dA; (6.10)

M, = / /T y3(z, y)dA: (6.11)
M, = //T:cd(a:,y)dA; (6.12)

ezek segitségével pedig a tomegkozéppont koordinatai:

M, M,

M YT

forgatonyomatékok:

(6.13)

T =

6.5. Feladatok

6.1. Feladat Szamitsuk ki kettds integrdllal az R sugard kor teriletét.
Eredmény: A= [[,dA=nR*

6.2. Feladat Szamitsuk ki kettds integrdllal a z = 4—x —vy sik alatti térfogatot
aT =10,2] x [0,1] téglalap tartomdny felett.

Eredmény: V = 5.

6.3. Feladat Szdmitsuk ki az [, e~V dA integrdlt, ahol T nem mds, mint
az origo kézépponti, eqység sugari korlap.
Eredmény: [[,e ™ V' dA=m(1—e™?).

1 V1—22
6.4. Feladat Szdmitsuk ki az [ [ dydx integrdlt.
e

0

Eredmény: 5

1z
6.5. Feladat Szdmitsuk ki az [ [(3z — 10y?)dydz integrdlt.
00
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Eredmény: %.

6.6. Feladat Szdmitsuk ki az [ fT cos /22 + y2dA integrdlt, ahol T nem mds,
mint az origo kézéppontu, T és %SUQCLT‘ZZ korok dltal alkotott zdrt korgydrid
tartomany.

37r)

Eredmény: 2m(1 — <F).

6.7. Feladat FEqy vékony lemez boritja azt a haromszdget, melyet az x-tengely,
azx = 1 és az y = 2x egyenesek hatdrolnak az elsd siknegyedben. A lemez
(x,y)-pontban vett siriségét a 0(x,y) = 6x + 6y + 6 figgvény adja meg. Ha-
tdrozzuk meg a lemez tomegét, a koordindta tengelyekre vonatkozo nyomatékait
és a tomegkozéppontjanak koordindtdit.

Eredmény: M =14, M, =11, M, =10, T = g és Yy = ﬁ.
6.8. Feladat Szamitsuk ki a z = /2?2 +y? kip z = /1 —x% —y? félgomb

belsejébe esd részének a térfogatdt.

Eredmény: ElGszor a metszetet kell kiszamolnunk, hiszen annak az xy-sikra

vett vetiilete lesz majd a tartomany, amin integraljuk a \/ 1— 22— y2—\/ x2 492
kiilonbség fiiggvényt. A metszetgorbe pedig az 22 +1y% = (\%)2, igy a tartomany

az origo6 kozéppontu, \/Li sugari kor. A keresett térfogat V = 3(2 — V?2).
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7. fejezet

Térgorbék

7.1. Fogalmak

Ebben a fejezetben térbeli gorbék leirasaval és legfontosabb tulajdonsagaival
foglalkozunk. A téma elsé tudoményos megalapozasa Gaspard Monge (1746-
1818) Application de l'analyse a la géométrie (1809) miivében jelent meg.
Monge nevével az épitész hallgatok mér abrazologeometria 6ran talalkozhat-
tak.

A gorbéket egy t paramétertdl fiiggs térbeli vektorral irjuk le. Ugy képzelhet-
jik, hogy a térgorbe egy a 3 dimenzidés térben mozgd pont palyaja. Itt most
az épitészeti alkalmazasokra gondolva egyszert mozgést kell elképzelni. Nem
foglalkozunk bonyolult kaotikus mozgasokkal, a mozgd pont nem all meg, nem
ugrik at egyik poziciobol a mésikba, nem hurkolédik 6nmagéba, stb.

Szokasos modon rogzitjiik tehét az origobol indulé ¢, 7, k paronként merdle-
ges egységvektorokat és egy az origobol induld térbeli vektort erre a bézisra
vonatkozoan adunk meg a koordinatéival:

r(t) = z(@)i+y(t)j + z(Hk

Mivel az i, j, k vektorokat rogzitettiik, ezért a tovabbiakban elég csak a
koordinatakat megadni:

A paraméter jelolésére az irodalomban szokasososan a t betiit hasznaljuk (idd
latinul tempus), arra gondolva, hogy ¢ id6pontban r(¢) a mozgd pont pozicioja.

Matematikai szempontbdl az r(t) = [z(t), y(t), 2(t)] egy skalar valtozo-
tol fiiggs vektorértékid fliggvény. Erre a fliggvényosztalyra a fliggvénytanban
tanult fogalmak és modszerek (hatarérték, folytonossag, differencidlszamitas,
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7.1. abra. Térgorbe megadasa

stb.) viszonylag konnyen atiiltetheték. A kovetkezd alfejezetben roviden Gssze-
foglaljuk az ide vonatkozo tételeket. Akik csak a kotelez6 tananyag irant ér-
deklédnek dtugorhatjék ezt a részt. Oket arra kérjiik, hogy a gorbék targyalasa
soran képzeljék azt, hogy az x(t), y(t), z(t) fiiggvények mindenféle jo tulajdon-
sdggal rendelkeznek, pl. haromszor differencialhatok.

Néhany egyszerd példa:

(1) Az £(t) = [z0+ s yo + vat, 20 + vaf] cgyenlet gy (20, o, %) ponton
atmens v = [v1, vy, vs] irdnyvektori egyenest ir le. A ¢t = 0 idépontban az
(20, Yo, z0) helyen van a mozgd pont és sebességvektora v = [vy, vy, vs].

(2) Az r(t) = [Rcost, Rsint, 0] egyenlet egy (x,y) sikban levs origd kozép-
pontu R sugaru kort ir le.

(3) Azr(t) = [Rcost, Rsint, a - t] egyenlet egy csavarvonal egyenlete, amely
a z-tengely tengelyd R sugaru kérhengerre van irva és egyenletes menet-
emelkedésti.

7.2. Figgvénytani tételek

7.1. Definicido Azr(t) vektor-skaldr figgvény to pontbeli hatdrértéke az r vek-
tor, ha minden € > 0 szdmhoz taldlhato 6 > 0 szdm gy, hogy |t —to| < J esetén

r(t) — 1o <€
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7.2. 4bra. Csavarvonal

teljestil.

Jelolés:
li t) =
Jim () = ro
A hatarérték koordinatanként szamolhato:

7.2. Tétel Ha

akkor

lim r(t) = lim (2(8)i +y(t)j + 2(t)k) = ro = (zoi + yoj + 20k) -

t—to t—to

Osszeg hatarértékére vonatkozo tétel:
7.3. Tétel Ha limy 11 (t) = a és limy_y, 75(t) = b, akkor

lim (fl (t) + fg(t)) =a-+ [_7

t—to
Skalaris-szorzat hatarértékére vonatkozo tétel:
7.4. Tétel Ha limy 1, (t) = a és limy_y;, ro(t) = b, akkor

lim (ry(t) - 1,(t)) = a-b.

t—to -

Vektorialis-szorzat hatarértékére vonatkozo tétel:
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7.5. Tétel Ha limy 1, (t) = a és limy_y;, ro(t) = b, akkor

lim (r,(t) X ry(t)) = a x b.

t—to

7.6. Definicié Az r(t) vektor-skaldr figguény folytonos a ty pontban, ha

lim r(t) = r(to).

t—to
Folytonossagra vonatkozo tételek:

7.7. Tétel Har,(t) ésry(t) folytonosak a ty pontban, akkor az

ry(t) + 1y(t), ry(t) ro(t) €5 1i(t) X ry(t)

18 aZ.

7.3. Derivalt

7.8. Definicido Az r(t) vektor-skaldr fiigguény ty pontbeli derivdltjdt az

o e Tto+ AL —r(ty)
£(to) = Alir—r}o At

hatarértékkel definidljuk.

13-
~
~
S—

1=

YamnS
~

S—

7.3. abra. Térgorbe derivaltja
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7.9. Megjegyzés A t paraméter szerinti derivdltat (id6 szerinti derivdlt) a
fizikdban megszokott modon ponttal jelolyik.

7.1. Példa Hatdrozzuk meg az
r(t) = [t, £, £°]
fiigguény derivaltjat!

7.1. Megoldas
i(t) = [1, 2t, 3°]

fligguény.
A derivalt geometriai jelentése:

7.10. Definicié A gorbét definidlo r(t) vektor-skaldr figgvény ty pontbeli érin-
tdjének iranyvektora az r(ty) derivdlt.

A derivalt fizikai jelentése:

7.11. Definicié Ha egy térbeli pont mozgasdt az r(t) vektor-skaldr figgvény
irja le, akkor a mozgd pont sebessége a to iddpillanatban t(to) .

7.2. Példa Hatdrozzuk meg azr(t) = [Rcost, Rsint, a - t] egyenlettel definialt
csavarvonal érintévektordt eqy tetszéleges t paraméterd pontban!

7.2. Megoldas r(t) = [-Rsint, Rcost, al.

7.4. Ivhossz

7.12. Definicié Az r(t) gorbének az r(t1) és r(ts) pontok kézotti darabjinak
whossza

s:/tzlf(t)\dt:/tQ N OO O

7.13. Megjegyzés Ha az r(t) gorbére gy tekintink, mint egy mozgd pont
palydjara, akkor a v = r(t) sebesség abszolitértéke |7 (t)| és a ti, to iddpontok
kozott megtett it éppen s = fttf |7(t)|dt.

7.3. Példa Szdmoljuk ki a csavarvonal egy menetéhez tartozé iv hosszat!
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7.3. Megoldas A sebességuektor: i-(t) = [-Rsint, Rcost, al.
Ennek abszolit értéke:

V/(=Rsint)2 4 (Rcost)? + a2 = VR2 + a2.

A sebesség abszolit értéke most konstans (egyenletes palyamenti sebességgel
mozog a pont), ezért az integrdalja:

2
/ VR? + a?dt = 27V R?2 + a2,
0

7.14. Megjegyzés Nyilvanvaloan ugyanazon a gorbén kilonbozd sebességgel
végig lehet menni. Azt jelenti ez, hogy ha az r(t) gérbe esetén a t paramé-
ter helyére egy szigorian novd t = @(T) fliggvényt helyettesitink, akkor az
r(p(7)) figgvény ugyan azt a gorbét irja le, de a bejards sebessége 1(t) helyett
£(o(7))e(7) -

Ha egy pont tgy mozog a gorbén, hogy a sebességének abszolut értéke
minden idépillanatban egységnyi |7(¢)| = 1, akkor a t id6 alatt megtett tt:

t t
5= / |T(7)|dT = / ldr =t
0 0

azaz s = t. Az igy valasztott paraméterezést hivjuk ivhossz szerinti paraméte-
rezésnek.

Ha egy gorbe ivhossz szerint paraméterezett r(s), akkor a paraméter szerinti
derivaltjat (ivhossz szerinti derivaltjat) pont helyett vesszével 1/(s) jeloljiik és
természetesen |r'(s)| = 1.

Kovetkezmény: Az 1'(s) érinté irdnyu egységvektor. Szokasos jelolése r'(s) =
t tangencialis egységvektor.

7.4. Példa Paraméterezziik dat az r(t) = [3cost, 3sint, 4 -t] egyenlettel defi-
nidlt csavarvonalat ivhossz szerint!

7.4. Megoldas A csavarvonal thossza a (0; t) intervallumon

t t
s(t):/ \/951n27—|—900527—|—16d72/ 5dr = 5t.
0 0

Ha most t helyére t = -t helyettesitjiik, akkor az r(s) = [3 cos £, 3sinz, 4- g]
csavarvonal ivhossz szerint paraméterezett.

Ennek derivdltja az r'(s) = [—% sin 2, %cos Z %] vektor, amelynek abszolit
értéke eqységnyi.
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7.4. abra. Gyorsulas

7.5. Masodik derivalt

7.15. Definicié Az elmozdulds idd szerinti mdsodik derivdltja a gyorsulds. Ha
azr(t) gorbét eqy mozgd pont pdlydjanak képzeljik, akkor i*(t) a gyorsuldsvektor.

Gyakran sziikség van arra, hogy a gyorsulasvektort felbontsuk egy érinté iranyta
¢és egy arra meréleges komponensre.

7.16. Definicido A gyorsuldsvektor érintd iranyi komponensét tangencidlis (pd-
lyamenti) gyorsuldasnak hivjuk.

Kiszamitasa: o
(7 7).
a, = r
A tangencialis gyorsulas azt mutatja, hogy a sebesség a palya iranyaban milyen
gyorsan valtozik.

7.17. Definicidé A gyorsuldsvektor érintd iranyu komponensére merdleges kom-
ponenst centripetdlis gyorsuldsnak hivjuk.

Kiszamitasa:

7.18. Megjegyzés A centripetdlis gyorsulds a sebességuektor iranyvdltozdsa
miatt lép fel.
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7.6. Gorbiilet

A gorbiilettel a térgdrbének az egyenestdl valo elhajlasat mérjiik. Olyan mennyi-
séget kivanunk bevezetni, amely nem fiigg a paraméterezéstsl, hanem csak a
gorbére jellemzo.

7.19. Definicidé Legyen a P és Q gorbepontok kozétti tavolsdg a gorbe mentén
mérve As, valamint a P és Q) gorbepontokban hiuzott érintdk szoge Ac.

Az r(t) gorbe P pontbeli gébiiletét a

Aa
G = lim —
Asso As
hatdrértékkel definidljuk, ahol a hatdrdtmenetet gy képezziik, hogy Q — P a

gorbe mentén.
A gorbiilet kiszamitasahoz a

. A lima;—o i_?
As—0 As hl'IlAt_)o AL

hatarértéket két 1épésben hatarozzuk meg. El6szor a szamlaloban 16v6 limay g i—‘tl,

majd a nevezében levs limay g A—f hatarértéket szamitjuk ki.

Felhasznaljuk, hogy 22 = st@a - shoa ¢ tudjuk, hogy
limaqa—0 % = 1. A vektorialis szorzat definici6ja alapjan:
X (r+ Ar X Ar
g X @D Jixar

|- [+ A || [+ A

Ebbsl N
sin A« B }i + Kf

At 7| - 7+ A
Ennek hatarértéke At — 0 esetén

A limay g % hatarérték meghatérozasa egyszertibb, mert az ivhossz képletébdl
azonnal kdvetkezik, hogy limaso 22 = ||. Tehét az r(t) gérbe ¢ paraméterf
pontjaban a gobiilet
o L) x )]
()]’
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Ha az r(t) gorbét gy tekintjiik, mint egy térben mozgd pont palyajat,
amely minden ¢ idépillanatban megadja a mozgd pont helyét, akkor nyilvanva-
l6an () a pont sebességvektora és i*(t) a gyorsulasvektora.

A tangencialis gyorsulas abszolutértéke:

i i

a centripetalis gyorsulés abszolutértéke pedig:

i X i

|a.,| =

il

Kapcsolat a gorbiilet és a centripetalis gyorsulas koézott: amennyiben a
paraméterezést ugy valasztjuk meg, hogy a pont egyenletes palyamenti sebes-
séggel megy végig a gorbén, azaz |7 (t)| = 1, avagy ilyenkor szokasos jeloléssel
|’(s)| = 1, akkor a tangencialis gyorsulas zérus, a centripetélis gyorsulas ab-
bol szarmagzik, hogy a sebességvektor irdnya valtozik, és ekkor a centripetalis
gyorsulas abszolutértéke megegyezik a gorbiilettel. Tehat ekkor

G =r"(s)|-
7.20. Megjegyzés I[vhossz szerinti paraméterezés esetén a sebebesséq és a gyor-

sulds merdlegesek eqymdsra, ami ugy is beldathato, hogy ekkor (£//)2 =1 és ennek
iwhossz szerinti derivdltja 2 - r' - r" = 0.

7.7. Kiséro triéder

7.21. Definicié A kisérd triéder (vagy hdarom él) vektorai

(1) Az érintd irdnyi egységuektort (érintévektort) t-vel jeloljik és

|I%-

z: :Z/_

13-

(2) A centripetdlis gyorsulds irdnyd egységuektort fénormdlisnak nevezzik és

n-nel jeloljiik.
!

|

(Egyes kényvekben a fonormdlist f jeldli.)

1=

ﬂ:
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7.5. 4bra. Kisérg triéder

(3) A binormdlis vektor a t érintévektorra és az n fénormdlisra egyardnt
merdleges €s veliik jobbrendszert alkoto egységuektor. Szokdsos jeldlése
b. Kiszamitdsa:
b=txn.

7.5. Példa Hatdrozzuk meg az r(t) = [3cost;3sint;4t] csavarvonal kisérd
triéderét a to = 5 paraméterd pontban!

7.5. Megoldas 7(t) = [-3sint;3cost; 4], ezért 7(]) = [—3‘/75 ; 3‘/75
(1) = [~3cost; ~3sint; 0], exert i(3) = |-3%2; -3 0)

1)1 = (30) + (32) + 2 =5

Tehdt . 5 A
— - 2_ 2. _ .
t [ 10\/_’10\/_’ 5}

Kovetkezd lépésben a binormdlist hatdrozzuk meg, mert az merdleges 7-ra €s
r-ra is, tehdt r X v 1rdnyu.

i J k
Px =] —3¥2 32 4| =6v2i—6v2j + 9%
_3¥2 _3v2 -
2 2



Végiil

i J k
< 2 2
nobxio| M B3| Y5 Mgy
_3V2 3v/2 8 2 2=
10 10 10

7.22. Definicidé A sebesség- és gyorsuldasvektor dltal meghatdrozott sikot simu-
losiknak nevezziik.

A simulosik tehat az 7(t) és 7(t) vektorok altal meghatarozott sik. Tartalmazza
a t és n vektorokat. A simulosik normalisa a b binormélis vektor.

7.23. Definicié A normdlsik a gorbére merdleges sik. Normdlisa tehdt az i (t)
érintévektor. A normdlsik tartalmazza a n normdlis és b binormalis vektorokat.

7.24. Definicié A rektifikdlo sik at és b vektorok dltal meghatdrozott sik. Nor-
malisa az n fonormdlis vektor.

7.6. Példa Hatdrozzuk meg az

2v/2
3

1
jH =tk
l+2 K

Njw

r(t)=t-i+—t

térgorbe ty = 4 paraméterd pontjaban a simulosik, normdlsik és rektifikdlo sik
egyenletét.

7.6. Megoldas A gorbepont koordindtdsi:

() = [4; 16V 8] .

A derivdlt:

P(t) = [1; V2t t} exért i(4) = [1; 12 4] .
A normdlsik egyenletét mdris fel tudjuk trni:

x—4+2\/§(y—%§)+4(2—8):0.

1),

Sziikség van a mdsodik derivdltra.

P(t) = [0; gté; 1] ezért i(4) = [0;

=%
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A binormdlis T X ¥ irdnyi:

=%
=

— |
Il
N
o
|
s
+

|

1=
X
1=
Il

O =
[\

S gllw

(3]
[\

A simulosik egyenlete:

—%)4—@(2—8):0.

4
A rektifikalo sik normadlisa (a fénormadlis) merdleges a simulosik és normdlsik
normdlvektordra, ezért kiszamitjuk azok vektoridlis szorzatdt:

V2(x—4) — (y

iy
(FxP)xi=]+v2 -1
1 22 4

Tehdt a rektifikdlo sik egyenlete:

~5(z —4) — %/E(y— %i)+5(z—8) — 0.

e

15
=—5i— V2 j+5k

7.8. Torzid

A torzidval a térgorbének a sikgdrbétsl valo elhajlasat mérjik. Olyan mennyi-
séget kivanunk bevezetni, amely nem fiigg a paraméterezéstsl, hanem csak a
gorbére jellemzo.

Legyen a P és () gorbepontok kozotti téavolsidg a gérbe mentén mérve As,
valamint a P és () gorbepontokhoz tartozo érintésikok szoge AfS.

7.25. Definicié Az r(t) gorbe P pontbeli torzidjit a
Ap

T = lim —
As30 As
hatdrértékkel definidljuk, ahol a hatdrdtmenetet gy képezziik, hogy Q@ — P a

gorbe mentén.
A torzid kiszamitasa.

7.26. Tétel Bizonyitds nélkil kozoljik, hogy az r(t) gorbe t paraméterd pont-
jaban a torzio

r

=3

T =

X |13
1=

Ex PP
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7.7. Példa Hatdrozzuk meg a[7.6] példdban szerepld

22 s 1
tf.' _
3 ity

r(t)=t-i+ -k
térgorbe to = 4 paraméterd pontjiban a torzio mértékét!

7.7. Megoldas A derivdlt:

(1) = |1 V2] ezert £(4) = |1 2V2: 4

r'(t) = [0; _Tt 2; 0| ezért 7(4) = [O; e O] .

A mdsodik derivdlt:

[ SIS

=%

() = [0; gt ;1| ezért #(4) = [0;

A harmadik derivdlt:

A torzio képletének szamldalojaban szerepld vegyesszorzat tehdt:

1 2v2 4
0\/51—\/5

N
V2
0 —% 0

A torzio képletének nevezdjében az

25

|£Xf‘2: Q0

ezért a torzio:

T —

H‘
o%
S|

7.27. Megjegyzés A térgorbe gorbiilete mindig nem negativ szam, a torzio
azonban eldjeles mennyiség. A torzid pozitiv, ha a gorbe jobbra csavarodik €s
negativ, ha balra. Eqy sikgorbe torzidja zérus.
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Osszefoglalas:

t paraméter

ivhossz paraméter

gorbe megadasa

érint6 (sebesség)

gyorsulas

tangencialis gyorsuléas

(palyamenti v. érinté a, = (f f) i a,=0
iranyi) 7]
centripetalis gyorsulas G- §)
r-r). —
Gop =L= T & aop =1"(5)
ivhossz
to
s= [ lita
t1
a kisérd triéder vekto- )
rai: = £ t=r.
érint§ irdnyua Id
fénormalis ”
]
binormalis ) ]
p = L) x i(t) b=txn
- [E@) x E(@)]
gorbiilet
¢= 1 G =1
)
torzio | Cm
oo IR o'
’f X £|2 ’f”|2
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7.9. Feladatok

7.1. Feladat [rja fel az aldbbi térgorbe adott pontbeli érintd eqyenesének eqyen-
letét:

r(t)=(t—3)i+ {2+ 1)j+%k,  t=2.

=

Eredmény: 7(t) = (=1 +1t)i+ (5 +4t)j + (4 +4t)k

7.2. Feladat Irja fel az aldbbi térgorbe adott pontbeli érintd eqyenesének eqyen-
letét:

r(t) =isint +jcost+ £ t=0.
Eredmény: 7(t) =ti+j+ k.

7.3. Feladat Irja fel az aldbbi térgorbe adott pontbeli érintd egyenesének eqyen-
letét:

r(t)=2ti+2j+ %k,  t=2.

Eredmény: 7(t) = (4+2t)i + (1 — 5t)j + (4 + 4t)k

7.4. Feladat Irja fel az aldbbi térgorbe adott pontbeli érintd egyenesének eqyen-
letét:

M) = fhyi b M ek t=1

Eredmény: 7(t) = (5 + 1)i+ (2 — 1)) + (1 + 2t)k.
7.5. Feladat Kiszdmitando a kovetkezd térgorbe adott szakaszanak ivhossza.

r(t) = ati+ v3abt’j + 20t°k, 0<t<1, ahol a>0, b>0.

Eredmény: s = a + 2b.

7.6. Feladat Kiszdmitando a kovetkezd térgorbe adott szakaszdnak ivhossza.

—oo<t<ty a>0.

=

r(t) = e*costi+esint j+b- e’k

V1+a2+a2b? eato

Eredmény: s = -

7.7. Feladat Kiszdmitando a kovetkezd térgorbe adott szakaszdnak 1vhossza.
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r(t) =t*i+2t% +V3t'k, —1<t<2

Eredmény: s =27 + 1.

7.8. Feladat Kiszdmitando a kovetkezd térgorbe adott szakaszdnak ivhossza.

r(t)=<<sti4 Sty (¢ —tht)k,  0<t<10.

Q

Eredmény: s = 10.

7.9. Feladat Kiszdmitando a térgorbék adott pontjiban a kisérd hdromél, a
simulosik egqyenlete, a normdlsik eqyenlete és a rektifikdlo sik egyenlete.

r(t) = (3t* = 2t)i + 35 + (1 — t)k, t=2.
Eredmények:

1
t=—=[10;12; —-1] n= [95; —82; —34].

1
V245 V69
Simulésik: 2(x —8) — (y —8) +8(2+1)=0.
Normalsik: 10(x —8) +12(y —8) — (¢ +1) =0 .
Rektifikdlo sik: 95(z — 8) — 82(y — 8) — 34(z + 1) = 0.

1
2; —2;8] b= ——+—
: ] V69 - /245

7.10. Feladat Kiszamitando a térgorbék adott pontjdban a kisérd hdromél, a
simulosik egyenlete, a normdlsik eqyenlete és a rektifikdlo sik egyenlete.

r(t) = 3t% + (2t + 3)j + 3t°k, t=—1.
Eredmények:

1
t=17[-6:29 n=706:92 b= 7[-T:6 6.

Simuldsik: 6(x —3) +9(y+1) +2(2+3) = 0.
Normaélsik: 6(x —3) —2(y+ 1) —9(z +3) = 0.
Rektifikalo stk: 7(x —3) —6(y + 1) +6(2 + 3) = 0.

7.11. Feladat Kiszdamitando a térgorbék adott pontjaban a kisérd hdromél, a
simulosik egyenlete, a normdlsik eqyenlete és a rektifikdlo sik egyenlete.
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Eredmények:

t 1; 1; 1] Lco 1) b= 2 mt0n ]
= = n=—14\|—1; 4 U= —"F= ;Y5
i f -V 2
Simulosik: (x —%1)—2(31—%)—1—(2—%):()

Normalstk: (z — 1)+ (y—3)+(2—3)=0

Rektifikalo sik: (x—%)—(z—%):O.

7.12. Feladat Szdmitsa ki az alabbi gorbe adott pontbeli gorbiiletét és torzidjat!

r(t) = (3t> —2t)i + t>j 4+ (1 — t)k, t=2.

Eredmények:
~ 6-v69 T—_ 1
245 -4/245° 69

7.13. Feladat Szdmitsa ki az alabbi gorbe adott pontbeli gorbiiletét és torzigjat!
r(t) = 3t*i + (2t + 3)j + 3t°k, t=—1.
Eredmények:
6 6
—, T=——.
121 121
7.14. Feladat Szdmitsa ki az alabbi gorbe adott pontbeli gorbiiletét és torzidjat!

z(t):%@—k% “k, t=1.

w|‘*

Eredmények:

107



8. fejezet
Feluletek

A feliileteket két skalarparamétertdl fiiggs térbeli vektorral rjuk le.

Szokasos modon rogzitjiikk tehat az origobdl indulé i, j, k paronként merdle-
ges egységvektorokat és egy az origobol indulé térbeli vektort erre a bazisra
vonatkozoan adunk meg a koordinataival:

f(U, U) = JT(U, U)l + y(ua U)j + Z(u7 U)k

Mivel az i, j, k vektorokat rogzitettiik, ezért a tovabbiakban elég csak a koor-
dinatakat megadni:

Z(U,U) = [x(u,v), y(u7v)7 Z(u,’l))].

Most is, mint a gorbék targyalasa soran feltessziik, hogy az z(u, v), y(u,v), z(u,v)
kétvaltozos fiiggvények mindenféle jo tulajdonséggal rendelkeznek, pl. elég sok-
szor differencialhatok.
Ha a v paramétert rogzitjiik és csak az u paramétert valtoztatjuk, akkor az

Z(U,UO) = [x(u7U0)7 y(u7vo>7 Z(U,UO)]

fiiggvény egy feliileti gorbét ir le. Kiilonbo6z6 rogzitett v értékek esetén egy
feliileti gorbesereget kapunk. Hasonloan az u paraméter kiilonbozd rogzitett
értékeihez egy masik gorbesereg tartozik. Ugy is elképzelhetjiik a feliilet ilyen
tipusi megadasat, mintha a feliileten futé gorbék halézataval jellemeznénk a
feliiletet.

Peéldék feliilet r(u,v) alaki megadasara:

(1) Origo kozéppontu R sugari gomb (a foldrajzban szokasos szélességi és
hossztisagi korok mintajara):

r(u,v) = [Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu],
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8.1. dbra. Henger

ahol R a gémb sugara, —3 < u < 7 az r(u,v) vektornak az egyenlitGvel
bezart szoge és 0 < v < 27 az r(u,v) vektornak az x,z sikkal bezart
szoge.

(2) Egy p(u) = [z(u), y(u), 2(u)] vezérgdrbéji a = [a1, as, as] vektorral par-
huzamos alkot6ju henger egyenlete:

r(u,v) = p(u) +v-a=[z(u) +v-ay, y(u) +v-ag, 2(u) +v-asg.

(3) Egy p(u) = [x(u), y(u), z(u)] vezérgdrbéji és A= [a1, as, as] csucsponti
kip egyenlete:

r(u,v) = p(u) + 0+ (A = p(w)) = (1= 0) - plu) +v- 4 =

=[1—-v)-z(u)+v-a, (1 —v) -ylu)+v-ay (1 —v)-2z(u)+v-as.

8.1. Felileti normalis

Ahogy azt méar a bevezet&ben is emlitettiik pl. a v paraméter rogzitésével egy
feliileti gorbét kapunk:

r(u,vg) = [z(u,vo), y(u,vo), z(u,vo)].
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8.2. dbra. Kup

Ennek a gorbének egy tetszéleges u paramétert pontjaban az érintévektora az
u szerinti derivalt:

1 (4, v0) = [#u(u, vo), Yulu; vo), zu(u, vo)] -

Ez a vektor érinté a feliilethez is. Hasonldéan az u paraméter rogzitésével az
r(uo, v) = [x(uo, v), y(uo,v), 2(uo, v)]

gorbéhez v szerinti derivalassal kapunk érintévektort:

7, (uo, v) = [y (uo, v), Yo(uo, v), 2y(uo, v)] .
A feliileti normaélis mindkét érintGvektorra merdleges, tehét elGallithato

n = r,(u,v) X r,(u,v)

alakban. Feltessziik, hogy az r, és r, altal bezart ¢ szog nem zérus és nem 7

(¢ #0, ¢ #m).
Mivel

(Eu X Ev)Q = (tu)Q ’ (tv>2 ’ SiIlQ (b = (fu)2 ’ (fv)2 ’ (1 - COSQ ¢) =

= (r,)? (r,)* = (r, - 1,)%,
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8.3. abra. Feliileti normélis

ezért bevezetve az

E=(r,)’
F = Ty Ty
G = (r,)”

Gauss-féle elsérendid fomennyiségeket, az
|£u<u7v) X fU(U,U)| =VEG — F?
egyenldséget kapjuk.
8.1. Példa Hatdrozzuk meg az r(u,v) = [u, v, uv] felilet u =2, v =3 para-
méterid pontjaban a feliileti normadlist és a Gauss-féle elsérendi fomennyisége-

ket!

8.1. Megoldas

r,= []—7 07 U]a
r, = [07 17 U’]a
n = [—U, u, 1]5



E=1+v* F=w, G=1+u4
Az adott pontban

n=[-3 -2,1 E=10, F=6, G=5.

8.2. Erintésik

Az n = r,(u,v) x r,(u,v) feliileti normalis segitségével felirhatjuk a feliilet
tetszbleges ug, vg paraméterd pontjaban az érintésik egyenletét:

ni(z — o) +n2(y — yo) +na(z — 20) = 0,
ahol n. = [ny, ng, ns] és r(uo,v0) = [0, Yo, 20)-
8.2. Példa Irjuk fel az el626 példa adott pontbeli érintdsikjinak egyenletét!

8.2. Megoldas A normdlvektoron kivil sziikség van a feliileti pont koordind-
taira: Ty = [2, 3, 6]. Tehdt az érintdsik egyenlete:

—3(x—2)—2(y—3)+ (2 —6) = 0.

Egyszerisitve: 3x 4+ 2y — z = —6.

8.3. Feliileti gorbék

Az u = u(t), v = v(t) paraméterezéssel és a t; < t < t, feltétellel kijelolhetiink
a feliileten egy
r (u(t), v(t))

gorbedarabot. FEnnek érintGje a t valtozd szerinti derivalt. Alkalmazva az
Osszetett fliggvényre vonatkozo derivaléasi szabalyt kapjuk, hogy

i (u(t), v(t) = r, (u(t), v(t)) u(t) + 1, (u(t), v(t) o(t).

Itt tehat pont jelzi a t valtozd szerinti derivalast és alsé index az w vagy v
valtozo szerinti parciélis derivaltat. Emlékezve, hogy mindegyik fiiggvény a t
valtozotol fiigg, a fenti kifejezést roviden igy irhatjuk:

r=r,u+r,v.

/ ()
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integrallal szamolhato, ezért egy feliileti gorbe adott darabjanak ivhossza

s(t) = /t N TR )

Ezt a formulat részletesen kifejtve és felhasznalva a Gauss-féle elsérendt f6-
mennyiségeket kapjuk, hogy

t2
s(t) :/ VEu?+2F a0+ Godt.
t1

8.3. Példa Szdmitsuk ki az r(u,v) = [ucosv, usinv, u] kipfeliletre irt
uw=1t% v =t paraméterrel definidlt gorbe 0 < t < 27 darabjdinak tvhosszdt!

8.3. Megoldas
r, = [cosv, sinv, 1],
r, = [~usinv, ucosv, 0],
E =cos’v+sinv+1=2, F=r,-r,=0, G = u?,

Ei®>4+2F a0+ Go* =22t + 0+ (t3)? = 82 + ¢4,

2m o 1 . 9
S(t) = V&2 + tAdt = / tV8 + 2dt = |:§ (8 + t2) 2] _
0 0 0
1 ER|
=3 (8+472)° — 38

8.4. Feluletdarab felszine

Ha az u, v paramétersikon kijeloliink egy T' tartomanyt, akkor ez meghatéarozza
az r(u,v) feliletnek egy darabjat. Bizonyitas nélkiil kozoljiik, hogy ennek a
feliilletdarabnak a felszine az alabbi kettGsintegréllal szamithato ki:

F = // r, X 1,|dudv = // VEG — F2dudv.
T T

8.4. Példa Szdmitsuk ki az
r(u,v) = [(a 4+ beosu) cosv, (a + beosu)sinv, bsin u

egyenletd torusz elsd térnyolcadba esd darabjanak felszinét az a > b feltétel
mellett!
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8.4. Megoldas
r,(u,v) = [-bsinucosv, —bsinusinwv, bcosu],
r,(u,v) = [—(a+ bcosu)sinv, (a+ bcosu)cosv, 0],
E = (r,)? = b*sin®ucos® v + b*sin® usin® v + b* cos* u = b?,
F = iu : E'U = 07
G = (r,)*= (a+bcosu)’sin®*v + (a+ bcosu)? cos* v = (a + bcosu)?,

VEG — F? =b(a+ bcosu),
.7::// \/EG—FQdudv:// b(a + bcosu)dudv =
T T

// b(a + beosu)dudy = (am + b)b—.
g 2 2

<u
<v

INIA
[SEINE

8.5. Feliileti pontok osztalyozasa

Képzeljiik el, hogy a feliilet valamely pontjaban az érintésikot egy picit elmoz-
ditjuk 6nmagéval parhuzamosan tugy, hogy belemetszen a feliiletbe. A kapott
metszettgdrbének vegyiik a masodrendii kozelitését. A masodrendd gorbe lehet
ellipszis, hiperbola, vagy parabola (esetleg elfajult parabola, azaz parhuzamos
egyenespar). Ennek megfelelen a feliileti pont lehet elliptikus, hiperbolikus
vagy parabolikus.

Ugyanennek a kérdésnek egy méasik megkozelitése: Készitsiink olyan metszd-
sikot a feliilethez egy adott pontban, amely illeszkedik a feliileti norméalishoz,
azaz a feliiletet mer6legesen metszi. Forditsuk korbe ezt a metszésikot és fi-
gyeljiik meg a metszettgdrbék gorbiiletét. Ha minden gorbén a metszettgorbe
gorbiilete ugyanolyan elGjeli, akkor a feliileti pont elliptikus. Ha vannak el-
lentétes elGjeld gorbiiletek, akkor a feliileti pont hiperbolikus (nyeregpont), ha
pedig nincsenek ellentétes elGjeli gorbiiletek, de van zérus gorbiilet is, akkor a
feliileti pont parabolikus.

A feliileti pont jellegének kiszamitasa a kovetkezGképpen torténhet:

Vezessiik be elGszor a Gauss-féle mdasodrendid fomennyiségeket:

0

szuuﬂﬂ

_ 0
M=r, n,
N=r -n

VU
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Itt n° jeloli az egységnyi hosszi normalist.

Ha az LN — M? > 0, akkor a feliileti pont elliptikus.
Ha az LN — M? < 0, akkor a feliileti pont hiperbolikus.
Ha az LN — M? = 0, akkor a feliileti pont parabolikus.

8.5. Példa Osztdlyozzuk a
r(u,v) = [(a+ bcosu) cosv, (a + bcosu)sinv, bsin ul
egyenletd torusz felileti pontjait!

8.5. Megoldas Folytatva az eldzd példa megolddsdt, eldszor meghatdrozzuk a
feliileti normdlist:

n=r,xr, =[—b(a+ bcosu)cosucosv, —b(a+ bcosu)cosusinv, —b(a+ bcosu)sinu].

Ebbdl az eqységnyi feliileti normdlis:

0

n’ = [—cosucosv, —cosusinv, —sinu],
Tyu = [—bcosucosv, —bcosusinv, —bsinul,
Typ = [bsinusinv, —bsinwucosv, 0],

Ty = [—(a+bcosu) cosv, —(a+ bcosu)sinv, 0].

Tehat
L =0, M =0, N = (a+bcosu) cosu, LN—M? = (a+bcosu) cos u.

Mivel a > b feltétel miatt a+bcosu > 0, ezért LN — M? eldjele cosu eldjelével
eqyezik. Kovetkezésképpen,

ha =% <u < +%5 akkor a torusz pontjai elliptikusak ("kiilsd oldala”).

Ha 5 <u< —1-37” akkor a torusz pontjai hiperbolikusak ("belsd oldal”).

Ha u= —7% vagy u= 5 akkor a torusz pontjai parabolikusak.

8.6. Feladatok

A henger éltaldnos egyenlete: r(u,v) = p(u) + va.

8.1. Feladat [rja fel annak a hengernek a paraméteres egyenletét, amelynek
vezérgorbéje az adott p(u) gérbe és alkotdjdnak irdnya az a vektor!

p(u) =2cosuj+ 3sinuk, a=1.

Eredmény: r(u,v) = vi+2cosuj+ 3sinuk.
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8.2. Feladat Irja fel annak a hengernek a paraméteres egyenletét, amelynek
vezérgorbéje az adott p(u) gérbe és alkotdjdnak irdnya az a vektor!

p(u) = 3chui+ shuk, a=j.

Eredmény: r(u,v) = 3chui+vj+ shuk.

8.3. Feladat Irja fel annak a hengernek a paraméteres egyenletét, amelynek
vezérgdrbéje az adott p(u) gorbe és alkotdjanak irdinya az a vektor!

p(u) = (2sinu + 3tgu)i+2cosuj,  a=—i+j+4k.

Eredmény: r(u,v) = (2sinu + 3tgu — v)i + (2cosu + v)j + 4vk.

A kup altalanos egyenlete: r(u,v) = p(u)+v-(a—p(u)) = (1-v)p(u)+v-a.

8.4. Feladat Irja fel annak a kipnak a paraméteres egyenletét, amelynek ve-
zérgérbéje az adott p(u) gorbe és csicspontja az a helyvektor végpontja!

p(u) = shui+ chuj, a = 5k.

Eredmény:

r(u,v) = (1 —v)shui+ (1 —v)chuj +5vk.

8.5. Feladat Irja fel annak o kipnak a paraméteres eqyenletét, amelynek ve-
z€rgdrbéje az adott p(u) gérbe és csicspontja az a helyvektor végpontja!

Eredmeény:

r(u,v) = (1 —v)ui+ [(1 - v)ut + 3v] j + Tuk.

8.6. Feladat Irja fel annak a forgdsfeliletnek a paraméteres egyenletét, amely-
nek merididngdrbéje az adott p(u) gérbe és forgdstengelye az adott koordindta-
tengely!
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p(u) = (3+2cosu)i+ (4 + 2sinu)j, y — tengely.

Eredmény:
r(u,v) = (34 2cosu)cosvi+ (44 2sinu)j+ (3 + 2cosu)sinv k.

8.7. Feladat Irja fel annak a forgdsfeliiletnek a paraméteres eqyenletét, amely-
nek merididngdrbéje az adott p(u) gérbe és forgdstengelye az adott koordindta-
tengely!

plu) = uj + (u? + 1)k,

z — tengely.

Eredmeény:
r(u,v) = ucosvi+usinvj + (u® +5)k

8.8. Feladat Irja fel annak a forgdsfeliletnek a paraméteres eqyenletét, amely-
nek merididngdrbéje az adott p(u) gorbe és forgastengelye az adott koordindta-
tengely!

p(u) = uj + (u* + 5)k,

y — tengely.
Megoldas:
r(u,v) = (u” +5) cosvi+uj + (u* + 5)sinv k.
8.9. Feladat Irja fel az aldbbi feliilet adott pontbeli érintdsikjinak eqyenletét!
r(u,v) = (u* — 20%)i + w?j 4+ (v’v — u)k

=

u=1 v=-2.

Eredmény: 16(x +7) +43(y — 4) + 44(2 + 3) = 0.
8.10. Feladat Irja fel az aldbbi feliilet adott pontbeli érintdsikjanak eqyenletét!

r(u,v) = ucosvi+ usinvj + vk, tetszéleges pontban.

Eredmény: sinv-x —cosv-y+u-z=mu-0.
8.11. Feladat [rja fel az aldbbi feliilet adott pontbeli érintdsikjinak egyenletét!
xy? 4+ 23 =12, P(1,2,2).

Eredmény: x +y = 3.
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8.12. Feladat Szdmitsa ki az aldbb definidlt feliiletdarab felszinét!

r(u,v) = (cosu —vsinu)i + (sinu +vcosu)j + (u + v)k,
0<u<nm, 0<v<l.

Eredmény: F = \/7571'.
8.13. Feladat Szdamitsa ki az aldbb definidlt feliiletdarab felszinét!

(u,v) = R-cosucosv-i+ R-cosusinv-j+ R-sinu-k,
<u<g, 0<v<27m

I3

Eredmény: F = 2R*r.
8.14. Feladat Szdmitsa ki az aldbb definidlt feliiletdarab felszinét!

(u,v) = (a +bcosu) cosvi+ (a + bcosu)sinvj + bsinuk,
gugg, 0<wv <27

O3

Eredmény: F = abm® + 20°T.

8.15. Feladat Szdamitsa ki az aldbb definidlt feliletdarab felszinét!

r(u,v) = 4chucosvi + 4uj + dchusin vk, 0<u<2, 0<wv<2m.
Eredmény: F = 4n(e* —e ™ +38).

8.16. Feladat Osztdlyozza az adott felilet pontjait!

r(u,v) = (a + bcosu) cosvi + (a + bcosu) sinvj + bsinuk, ahol a > b > 0.

s 3T

Eredmény: elliptikus, ha —3 < u < 7, hiperbolikus, ha § < u < =7, és
parabolikus, ha v = +7.

8.17. Feladat Osztdlyozza az adott feliilet pontjait!
r(u,v) = (v+2cosu)i+ (v +2sinu)j + vk.
Eredmény: minden pont hiperbolikus.
8.18. Feladat Milyen tipusi a feliileti pont az origoban, ha a felilet eqyenlete:
r+y+32+3rz—yz=07

Eredmény: hiperbolikus.
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8.19. Feladat Osztdlyozza az adott feliilet pontjait!

z:ln\/m.

FEredmény: minden pont hiperbolikus.

8.20. Feladat Osztdlyozza az adott feliilet pontjait!
z=a? — >

Eredmény: minden pont hiperbolikus.
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