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1. fejezet

A Maxwell-egyenletek

Az elektrodinamika torvényeit a Maxwell-egyenletek foglaljak magukban. Felirjuk az
egyenleteket két kiilonboz6é formaban. Az egyik:

OE 1
2 _ .
c %Bds = /_815 df + - /de (1.1)

%Edf _1 pdV (1.2)
€o
0B

%Bﬁ:o (1.4)

A masik formaban a harmadik és negyedik egyenlet valtozatlan, az els6 ketto a kovetkezo:

oD .
%DM—/WV

Az ismeretlenek az E elektromos térerdsség, a B magneses indukcié vektor, ill. a D
elektromos eltolas vektora és a H mégneses térerdsség. Ismertnek tételezziik fel a p
térfogati toltésstirtiséget és a j térfogati aramsiirtiséget. A baloldalon tetszoleges zart
gorbére vagy zart feliiletre vett integralok, a jobb oldalon a zart gorbe altal hatarolt
felilletre vagy a zart feliilet ltal hatdrolt térfogatra vett integralok allnak. gy és 2
univerzalis allandok. A késébbiekben hasznalni fogjuk a pg = 60% allandot is.

Az elektrodinamika tankonyvek, jegyzetek egyik része a Maxwell-egyenleteket az elso,
masik része a masodik médon vezeti be. Nagyon fontos tudni, hogy a kétféle felirdasban p
és j nem ugyanazt jelenti. Az elsé feliras elso két egyenletében p ill. j minden lehetséges



toltésstrtiséget ill. aramsiriséget tartalmaz, a masodik felirdsban az anyagokban meg-
jeleno polarizacids toltésstiriiség, ill. polarizacios és magneses aramstirtiség nem szerepel
p-ban ill. j-ben. Ezért utébbiak pontos jeldlése pya14di 1l Jyalgdi> @ valodi indexen azt
kell érteni, hogy nem polarizacios toltésrdl, ill. nem polarizacios vagy magneses aramrol
van sz6. A valédi siriiségeket altalaban jobban ismerjiik, mint a nem valédiakat. A cél
természetesen E ill. B meghatarozasa, ehhez tudnunk kell, hogy milyen kapcsolatban
allnak D-vel ill. H-val. A kapcsolat anyagtdl fiiggéen lehet egyszerti és nagyon bonyolult
is. Mindezek a dielektrikumok, ill. a magneses anyagok targyalasanal részletes kifejtésre
keriilnek. Azt a nézépontot fogadjuk el, hogy az elsddleges fizikai mennyiségek E és
B, D-t és H-t abban a reményben vezetjiik be, hogy a valddi stiriségeket tartalmazo
egyenleteket konnyebben meg tudjuk oldani.

Az Sl-rendszerben az elektrodinamika alapmennyisége az aramerosség, definicidja a
kovetkezo: két egyenes, egymassal parhuzamos, végtelen hosszi, elhanyagolhatéan kis
korkeresztmetszeti vakuumban 1évé vezetoben, amelyek egymastol 1 méter tavolsagra
vannak, akkor folyik 1A erdsségii dram, ha méterenként 2-10~7 N erd hat rajuk. A tébbi
mennyiség egységeit az elektrodinamika torvényeibol szarmaztatjuk, a toltését példaul a
Q =1 -t, az elektromos térerdsségét az F = @ - E egyenléséghdl. A magneses indukcid
vektor definicidja kissé bonyolultabb. 1 T(tesla) a magneses indukcid, ha 1 m? teriilet(, 1
A er6sségii aramhurokra gyakorolt maximalis forgatonyomaték 1 Nm. A definicié alapja-
ul szolgald torvény természetesen csak kisméretii aramhurokra érvényes jo kozelitéssel, a
hivatalos mértékegységek helyett mondhatnank pl. 10~* m? teriiletet és 10~* Nm forga-
tonyomatékot. A definiciokhoz felhasznalt torvényeket a Maxwell-egyenletekbdl le lehet
vezetni.

Mit fejeznek ki a Maxwell-egyenletek? Az (1.1) egyenlet szerint az dram és az id6ben
valtozo elektromos tér magneses teret kelt, 50%—? dram dimenziéji mennyiség. A (1.2)
egyenlet azt allitja, hogy az elektromos tér forrasai a toltések. A (1.3) egyenlet szerint az
id6ben valtoz6 magneses tér elektromos teret kelt. A (1.4) egyenlet azt a kisérleti tényt
fejezi ki, hogy mégneses toltés (monopolus) nem létezik. (Hasonlitsuk ossze (1.4)-et
(1.2)-vel!)

Az integralis Maxwell-egyenletek a tetszoleges térfogatra és az azt hatarold zart felii-
letre érvényes § Edf = [ divEdV Gauss-tétel és a tetszdleges feliiletre és az azt hatérold
zért gorbére érvényes ¢ Eds = [ rotEdf Stokes-tétel segitségével differencidlis alakra hoz-

hatdak. Ezek a kovetkezodek:
oE ]

rotB = — + — 1.
c‘rot o + . (1.5)
divE = 2 (1.6)
€o
0B
tE = —— 1.7
1o Y (1.7)
divB =0 (1.8)



A differencidlegyenletek térrészenként érvényesek, a térrészek hatarain hatarfeltételek
allnak fenn. Az integralis egyenletekbol levezetheto hatarfeltételek a kovetkezoek:

1) Epo— En = %, az elektromos térerdsség feliiletre merdleges, normalis komponen-
se a két térrészt elvdlaszto feliileten ugrik, az ugrds nagysaga az n feliileti toltésstirtiséggel
aranyos.

2) By =  Ey, az elektromos térerdsség feliilettel parhuzamos, tangencidlis kompo-

nense (egy kétkomponensii vektor) a két térrészt elvalaszté feliileten folytonosan megy
at.

3) Bn2 = By,1, a méagneses indukcié vektor normélis komponense a két térrészt elvé-
laszto feliileten folytonosan megy at.

4) nx (By—B;) = EO%, a mégneses indukcié vektor tangencidlis komponense (ez
ad jarulékot a vektoridlis szorzashoz) a két térrészt elvalaszté felilleten ugrik, az ugrés
nagysaga az i feliileti aramstirtiséggel aranyos, n a feliilet 1-es térrészbol 2-es térrészbe
mutaté normaélisa.

Feladat: Vezessiik le a differencidlis egyenleteket az integralis egyenletekbol!

Az (1.5) egyenlet divergencidjat az (1.6) egyenlet idészerinti parcidlis derivaltjdval
Osszehasonlitva adodik a %—kdivj = 0 kontinuitési egyenlet, ami (a hidrodinamikai anyag-
megmaradashoz hasonléan) az elektromos t6ltés megmaradését fejezi ki. Az egyenletet
tetszoleges térfogatra integralva a Gauss-tétel felhasznédlasaval kaphatjuk a

% [ pdV + § jdf = 0 egyenletet. Eszerint egy tetsz6leges térfogatban az elektromos
toltés csak azért véltozhat idében mert a térfogat hatarfeliiletén toltés aramolhat ki és
be. A Maxwell-egyenletek tehat implicit médon tartalmazzak a toltés megmaradasat, és
igy a vilagegyetem 0Ossztoltése allando.

A j dramsiirliség két részre oszthato, j = jvez+Jjiop, a2 €lsé a vezetdben folyd, vezetési
(konduktiv) aramstiriiség, a masodik a szabadon mozgé toltések konvektiv aramstiriisége,
Jkon = PV, p a toltéssiirtiség, v a toltés(ek) sebessége.

Az Ohm-torvényt a Maxwell-egyenletek nem tartalmazzak. Kapcsolatot teremt a
vezetében folyé dram stlirlisége és az elektromos térersség kozott. A tapasztalat szerint
az aramerosség, [ = 0¥q, ahol AP a potencialkiilonbség az [ hosszisagu, ¢ (dllando)
keresztmetszetli vezetodarab végei kozott, o a vezetd anyagi mindségére jellemzd aranyos-

sagi tényezd, R = qio_ a vezetédarab ellendlldsa. Az dramsiiriiség nagysaga, |j| = é =ghe

I
az | —0 hatdrdtmenetben o |grad®| = o |E|-hez tart, és mivel az dram irdnya a pozi-
tiv toltés mozgasiranya, ezért j = oE a differencidlis Ohm-térvény. Itt j mindenhol a

vezetési aram strlisége.
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2. fejezet

Elektrosztatika

Az elektrosztatika egyenleteit ugy kapjuk, hogy a Maxwell-egyenletekben az aramstirtiség
és az idoderivaltak helyébe zérust irunk:

rotB =0, divE = %, rotE=0, divB=0.

Lathato, hogy nincs kapcsolat az elektromos és magneses mezo6 kozott, az elektroszta-
tika és a magnetosztatika egymastol fiiggetleniil targyalhaté. Az elektrosztatika integralis

egyenletei:
1
]{Edf =— [ pdV, ]{Eds =0.
€0

Ezek akkor hasznalhatdk jol, ha a feladat valamilyen szimmetriat mutat, ilyenkor az in-
tegralok konnyen kiszamithatoak, altalanos esetben a differencidlis egyenleteket kell meg-
oldanunk a hatarfeltételekkel. Példaként meghatarozzuk az egyenletesen toltott gémb
elektromos terét.

Legyen az R sugart gomb Ossztoltése ¢, a toltésslirtiség ekkor p = 4gg7r. A gémb-
szimmetria miatt a térerésség csak a gomb koézéppontjatol mért tavolsag, r fiiggvénye,
E = E(r). Kényelmes a gémbi koordindték hasznalata, az § Eds = 0 egyenletet a gomb
egy tetszdleges hosszusédgi, ill. szélességi korére alkalmazva azt kapjuk, hogy Ey = 0, ill.
Ey = 0. Az els6 integralis egyenletet egy r sugaru gémbre oldjuk meg, két esetet kell
megkiilonboztetniink:

1) r>R ]{Erdf:EAr%r:i, E=—1_
€0 4dregr?
9) r<R %Edf Bogrtn = P _ 41 T
r T = P2l T = = — =3 r—_ .
B 380 o R3 47T€0R3

Emlékezziink vissza a mechanikéra, éppen ilyen szerkezetli egy homogén témegelosz-
lasti gomb gravitacios tere.

Szimmetria hijan arot E =0, divE = % egyenleteket kell térrészenként megoldanunk.
Mivel rot E = 0, E felirhat6 egy skalarfiiggvény gradienseként,



E = —grad®, ¢ az elektrosztatikus vagy skalar potencial. Megjegyezziik, hogy mint
a mechanikdban az er6t, itt is (—®) gradienseként irjuk fel E-t, az egységnyi toltésre
haté erét. Ez a valasztas vezet az energiamegmaraddas olyan alakjara, hogy a mozgasi
és helyzeti energia Osszege allandé. A masodik egyenletbe helyettesitve E = —grad® —t
kapjuk a Poisson-egyenletet: (a A-operator derékszogii koordindtdkban a mésodrendi
parcidlis derivaltak osszege)

div grad® = Ad = _r

€0
A Poisson-egyenletet is térrészenként kell megoldani, és a megoldasokat Gssze kell
illeszteni az
Etl = Et2 és En2 - Enl = E
€0
hatarfeltételek segitségével. A potencialkiilonbség fizikai jelentése az egységtoltésen az

elektromos térerosség altal végzett munka:

B B

/Eds:/gradcbds:@(B)—cb(A).

A A

Az v’ helyzetvektori pontban 1év6 g ponttoltés elektromos tere az r helyzetvektoru pont-
ban: . )
r—r
E(r) = L oalr=r) 3).
deg |r — /|
A Maxwell-egyenletek linearisak, azaz véaltozok elsétol kiilonb6zo hatvanyait és kiillonb6zé
valtozok szorzatait sem tartalmazzak, igy alkalmazhato rajuk a szuperpozicié elve, amely
szerint megolddsok Gsszege (tetszbleges linedris kombindciéja) is megoldas.
Egy tetszleges p (r') toltéseloszlas elektromos tere gy kaphat6 meg, hogy a kis dV’
térfogatokban 1évé pdV’ toltések elektromos tereit osszeadjuk, azaz integraljuk:

B- L [0y,

 dmeg |r—r’]3

Megmutathatd, hogy ez az E (r) megoldasa a Maxwell-egyenleteknek. Szavakkal kifejez-
ve:

elektrosztatika = Coulomb-térvény + szuperpozicio.

Az el6z6ekhez hasonléan egy ponttoltés potencialja:

1 q

or)=— 91
(x) dteg v — ']

egy p (r') toltéseloszlas potencidlja:

_ 1 p(r)
(I)(r)_47r50/|r—r’|dv‘
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Megmutathatd, hogy ez a ® (r) kielégiti a Poisson-egyenletet.

Ha le tudnéank irni egy ponttoltés toltésstirtiségét, akkor az altalanos képletbol is meg-
kaphatnank a ponttoltés potencidljat. A keresett toltéssiriiség olyan, hogy a ponttoltés
helyén kiviil mindenhol 0, ott viszont végtelen, mert 0 térfogattal kell osztanunk. Ilyen
fiiggvény nincs. A matematikusok ezért bevezették az altalanositott fliggvény fogalmat,
amelyet egy, a megszokott reguldris fliiggvények alkotta sorozat hatarfiiggvényeként ér-
telmeztek. A Dirac-rdl elnevezett J- fiiggvény olyan Gauss-fiiggvények (haranggorbék)
hatarfiiggvénye, amelyeknek a teljes értelmezési tartomanyra vett integralja 1, szélessé-
giik 0-hoz, ezért maximalis értékiik oo-hez tart. A definici6 szerint igy [d(r — 1o)dV
= 1. Az ry helyzetvektord ¢ ponttdltés toltéssiirlisége ¢d(r — 1g), [¢d(r — 1o)dV
= q. TetszOleges f(r) fiiggvényre igaz, hogy [ f(r)d(r — ro)dV =  f(ro).

P(xy,z)

X 2.34bra

Legyen e toltés a derékszogii koordinatarendszer (0, 0, d/2) pontjaban, —e toltés a

(0, 0, —d/2) pontban. Ha d kicsi a megfigyelési pont és a kezddpont r tdvolsdgdhoz
képest, akkor a két ponttoltés egyiittes potencidlja az egyes toltések potencidljainak d/r
szerinti sorfejtésével a kovetkezo alakra hozhato:

1 =z 1 pr 1 1
(z.y,2) Areq 3¢ Ameg 13 dmeg (p,gra fr>

Feladat: Vezessiik le ezt az Osszefiiggést !

Itt p a két toltés dipdlmomentumvektora, |p| = ed, a vektor a negativ toltéstdl a
pozitiv felé mutat. A kis dipdlus térerosségvektora:

1 pr 1 3(pr)r p
E = —grad® = —grad—— = - =
gra & Ameg 3 4dmeg ( 7P r3

8



Legyen adott valamilyen toltéseloszléas, szeretnénk meghatarozni ennek kozelité potenci-
aljat nagy tavolsdgban. A koordinatarendszer kezdopontjat a toltésekhez kozel vessziik
fel, a g; toltés helyzetvektora legyen d;, a potencialponté R, a toltéstol a potencialpont-
hoz mutaté vektor r;. A toltésrendszer Ossztoltése > ¢ = @, eredé dipélmomentuma

(2
definici6 szerint p = > ¢;d; (Beldthatd, hogy két ellentétes toltés esetén ez a definicid

visszaadja a p = ed dipélmomentumot.)

2 Ahra
1. kozelités: R > d; esetén r; ~ R,
Z qi
o= " — Q
47T€0R 47T€0R’

a kezd6pontban 1év6 @) toltés potencialjaval egyenlo.

2. kozelités: r; = \/R>+ d? —2Rd; ~ R — %, rita~ R (1 + %),

1 (Q dR 1 /Q PpR
P — © Z- L) = P, ),
P <R+ b ) 4weo(R+Rs+ )

(2

a kezdépontban 1évo @) toltés és p dipélmomentum potencialjaval egyenlo.

A zaréjelbeli ...az elhanyagolt, %-ben magasabbrendil tagokra utal. A kapott
eredmény az tn. multipdlus sorfejtés elsé két tagja.

A vezetdk olyan szilard testek, amelyek sok szabad elektront tartalmaznak. Ezek az
egyes atomok , kiils6” elektronjai, nem kétédnek szorosan atomjaikhoz, elektromos erétér
hatasara mozgasba johetnek. fgy elektrosztatikailag csak az lehetséges, hogy a vezeto
belsejében E = 0, a vezeto kiilso feliiletén E meroleges a feliiletre, amely ezért ekvipoten-
cialis feliilet kell legyen. A vezetd belsejében divE is 0, ezért a térbeli toltésstiriségnek



is O-nak kell lennie. Ezt ugy kell érteni, hogy nem atomi méretekben vizsgalédunk, nem
megyiink olyan ,kozel” a protonokhoz és elektronokhoz, hogy érezziik azok elektromos
terét, hanem &tlagolunk olyan, nagyon kis tartoményokra, amelyek még mindig nagyon
sok protont és elektront tartalmaznak. Azt mondhatjuk, hogy makroszképikus elektro-
dinamikéaval foglalkozunk.

Megvizsgaljuk, hogyan véltozik a vezeto belsejébe vitt toltés idoben. Az Ohm-torvény
szerint j = oE, az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy o édlland6. A kontinuitasi
egyenletet atalakitjuk:
dp

0
o + diveE = — 4+ odivE

dp _9r
ot ot ot

~ ot

+oL

0 :
€o

+ divj =

ennek megoldasa

p = poe®, a=—Z=t

A toltésstiirliség tehat a ¢, = = relaxdcios id6 alatt e-ed részére csokken, szokas azt
mondani, hogy a toltések ,kiiilnek” a vezeto feliiletére. Vezetokre t,. kicsi, pl. rézre
oc=6-10"A/Vm, t, = 0,5-107% s. (Szigetel6kre o = 0, p = 4llandd.)

Lehet-e elektromos erétér a vezetd belsejében 1évo iires iiregben? Vegyiik koriil az
iireget egy olyan zart feliilettel, amelynek minden pontja a vezetében van, tehat a felii-
leten E = 0. Erre a feliiletre ¢ Edf = 0, ami azt jelenti, hogy az iiregben az Gssztoltés
0. Lehetséges-e, hogy az iireg hataran, a vezetd belso feliiletén egyenlo szamban vannak
pozitiv és negativ toltések? Tegyiik fel, hogy igy van, és rajzoljunk meg az iireghen egy
olyan erévonalat, amely egy pozitiv toltésbol indulva egy negativ toltésben végzodik.
Egészitsiik ki ezt az er6vonalat zart gorbévé egy a vezetoben halado szakasszal. E zart
gorbére f Eds = 0. Az integrélhoz a vezeto belsejében haladé szakasz nem ad jarulékot,
mert ott E = 0, az er6vonal jaruléka viszont nem lehet 0, mert ez azt jelentené, hogy

10



munkavégzés nélkiil mozgathanank toltést a pozitiv téltésbol a negativba. Toltések tehét
az iireg falan sem lehetnek. A vezeto belsejében 1évé iireget szokas Faraday-kalitkanak
nevezni, ez megvédi pl. az lirhajosokat a lehetséges kiilsé elektromos tértol.

11



3. fejezet

Dielektrikumok

Ha egy kondenzator lemezei kozé szigeteld anyagot csusztatunk be, akkor a tapaszta-
lat szerint a kondenzator kapacitasa e,-szeresére no, ¢, a szigetelo anyaganak relativ
dielektromos allandéja. A jelenség magyarazata az, hogy szigetel6 az elektromos tér
hatasara polarizalédik, a semleges atomok toltései egy kicsit elmozdulnak, a protonok
és elektronok toltéskozéppontjai, amelyek eredetileg egybeestek, szétvalnak, un. indu-
kélt dip6lmomentumok jonnek létre. (A toltéskozéppont a tomegkdzéppont mintdjara
definidlhat6.) A térfogategység dipélmomentuma, P = Ngd, N az atomok szamsiiriisé-
ge, qd egy atom indukalt dipdlmomentuma. A P dipélmomentumsiiriiség masik neve:
polarizacids vektor.

Korabban meghataroztuk egy kis dipdlus potencidljat. Ennek ismeretében egy térfo-
gati dipdluseloszlas potencialja a szuperpozicio elv felhasznalasaval konnyen felirhato,

B (r) = —— / (P(r’),gradT;dV’),

dreg Ir — /|

(az integrandus a P és a grad vektor skaldrszorzata). Ez a kifejezés vektoranalitikai
tételek és azonossdgok segitségével a kovetkezo alakra hozhato:

o (1) 1 /(_dWP)dV’—i— 1 ?{ P, i,
ey J |r — 1|

~ dney lr — /|

a masodik integrélt a dipdluseloszlast hatarolo feliiletre kell képezni, az integracios valto-
z6 mindkét integralban r’. Ezt a kifejezést a toltéseloszlds potencidljaval 6sszehasonlitva
megallapithatjuk, hogy egy dipdluseloszlas potencialja egy — divP térfogati és egy P,
feliileti toltéseloszlas potencialjaval ekvivalens, P, a polarizacié vektornak a térfogatbol
kifelé mutatoé normalis komponense.

Sok olyan szigetel$ anyag van, amelyre P = ygoE (és vannak olyanok is, amelyekre ez
nem teljesiil), y az anyag elektromos szuszceptibilitdsa. A sikkondenzéatorban (a szokésos
kozelitésben) E, igy P is dllandd, ezért p,o = —divP = 0, a szigeteld feliiletén 17,0, = P,.

12



Felhasznélva az E normalis komponensére vonatkozé hatarfeltételt, a kondenzatorban

E _ Nval + Tlpol _ Tval + |P’ _ Tval + X¢€o |E‘

E| =
€0 €0 €o €o

18y

Nval 1
|E| = )
go 1+ x

a kondenzator kapacitasa pedig C' = &’Aﬁ?‘” = %, a tapasztalatnak megfeleloen, e, =

1 4+ x. Ugyanigy szétvalasztjuk a térfogati toltésstirtiséget valédira és polarizaciosra:

va 0 val — d P
€0 €0 €o

P va
div (E 1 —) — Pral.
o o

A D = goE + P definicioval bevezetjiik az elektromos eltolas D vektorat. Az elektro-
sztatika egyenletei igy

amibol

divD = pyu, rotE = 0.

D-nek nincs olyan egyszerii fizikai jelentése, mint E-nek és P-nek. Azért vezetjiik
be, mert a rda vonatkozé egyenletben csak a valodi toltésstriiség szerepel, ezt dltalaban
jobban ismerjiik, mint a polarizaciosat, igy varhatoéan az egyenletet is konnyebben lehet
megoldani, mint az E-re vonatkozét. Hasonldé modon atalakitjuk az E normalis kompo-
nensére vonatkozé hatéarfeltételt:

va 0 Q—Pn Pn
EnQ_Enlziznl—i_npl:nvl 2+ 1,

€0 €0 €0

n a kozegeket elvalaszto feliilet normalis egységvektora az 1-es kozegbol a 2-es felé
mutat, P, és P, a kozegek polarizacié vektorainak n irdnyd komponensei, P, elott
azért van — el6jel, mert a polarizacios feliileti toltést a polarizacié vektoranak a kozegbol
kifelé mutaté komponense adja meg. Az egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy

(0En2 + Pna) — (€0En1 + Pu1) = Dypa — Dyy = Ny,

tehat a D vektor normalis komponensére vonatkozé hatarfeltételben is csak a valddi
toltés jelenik meg.

Fontos megjegyezni, hogy az elektromos megosztas soran 1étrejovo toltésszétvalas nem
polarizacié. Mint korabban megjegyeztiik, poarizacio soran az atomok toltéskozéppontjai
csak igen kis mértékben mozdulnak el, mig egy pl. 1 m sugard fémgémbon végbemeno
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megosztasnal az ellentétes eldjelii toltések méteres tavolsagra is keriilhetnek egymastol.
D-re éppen a megosztas alapjan lehet mérési utasitast adni.

Vannak olyan szigetel$ (félvezetd) in. ferroelektromos anyagok, amelyek egyes mak-
roszkopikus tartomanyainak kiilsé elektromos tér nélkiil is van elektromos dipélmomen-
tumuk, ilyen pl a BaTiOj bariumtitandt. Ez annak kovetkezménye, hogy a molekulak
pozitiv és negativ toltéskozéppontja nem esik egybe. Az ilyen anyagokra nem érvényes a
P = xeoE Osszefiiggés. Ferroelektromos anyagokbdl elektréteket lehet eldallitani, ezek-
nek tartés elektromos dipélmomentuma van, ilyen pl. a viasz.

Erdekes és anyagszerkezeti szempontbdl fontos kérdés, hogy milyen a térerdsség a die-
lektrikumok iiregeiben. Helyezziik a dielektrikumot feltoltott sikkondenzéator lapjai kozé.
Tudjuk, hogy ha a fegyverzetek elég nagyok, tavolsaguk elég kicsi, akkor a kondenzatoron
beliil, a szélektdl elég tavol az E térerdsség jo kozelitéssel allando. Ezt a dielektrikumon
beliili atlagos értéknek kell tekinteniink, hiszen a kozeg atomjai kézott mozogva gyorsan
valtozé elektromos teret észlelnénk. Nem erre vagyunk kivancsiak, hanem egy nagyon
sok atomot tartalmazé térfogatra atlagolt térerosségre. Fzt az atlagolast matematikailag
preciz médon el lehet végezni, leirasa megtalalhaté pl. J. D. Jackson Klasszikus elekt-
rodinamika c. konyvében. Mostantol kézegek jelenléte esetén a Maxwell-egyenletekben
szereplo E, D, B, H mindig ilyen atlagolt térmennyiségeket jelentenek.

Tekintsiink eloszor egy E-vel parhuzamos, hosszi, keskeny rést és egy olyan téglala-
pot, amelynek két hosszi oldala parhuzamos a réssel, egyik a résen beliil, masik a résen
kiviil halad, a masik két, rovid oldal koti 6ket 6ssze. Mivel E korintegralja minden zart
gorbére 0, és a rovid oldalak jaruléka nagyon jo kozelitéssel 0, a résen beliili térerdsség
egyenld kell legyen a kozegen beliili (atlagos) E-vel.

Tekintsiink most egy E-re merdleges hosszi, keskeny rést és egy olyan téglatestet,
amelynek két nagy lapja E-re merdleges, egyik a résen beliil, masik a résen kiviil, a
mésik négy lap parhuzamos E-vel. Mivel D zart feliiletre vett integrélja 0 (valédi toltés
nincs), a résen beliili D egyenld kell legyen a kozegen beliili (dtlagos) D-vel, ezért az
iireghen E = g.

Tekintsiink végiil egy G gomb alaku iireget. A szuperpozicié elve szerint E az iire-
ges dielektrikum iiregbeli térerdsségének és a kozeg egy G gomb alakt darabja gombon
beliili térerdsségének Gsszege. A G gdémbon beliill a P dipélmomentumsiiriiség allando
(feltételezziik, hogy a kozegre érvényes a P = yeoE Osszefiiggés), ezért egy allandé po-
larizacioju gomb gombon beliili térerdsségére van sziikségiink, megmutathato, hogy ez

P ;

y .. s .. P, . P
—a—lal egyenld. Igy a gomb alaku iregen beliil a térerdsség, Eiyes = E + 3ec

Feladat: Mutassuk meg, hogy az egyenletesen polarizalt gomb elektromos tere a
gbmbon beliil —%—lal egyenlo.

A késobbiekben sziikségiink lesz egy Ey kiils6 elektromos tér altal polarizalt gomb p
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P

eredé dipolmomentumara. A fentiek szerint a gombon beliil az eredo térerdsség Eqg — oo

ezért P = ego(e,—1) (Eo - F ) (feltételeztiik, hogy a gomb kozegére érvényes a P = ey E

320

osszefiiggés), innen P kifejezhets. Végiil

4 . —
p= %a‘g’P — dmeyS

1
2a3E0.

T
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4. fejezet

Stacionarius aram

Ebben a fejezetben az egyenaramra vonatkozé torvényekkel és az aram altal keltett mag-
neses térrel foglalkozunk. Feltételezziik, hogy az elektromos és magneses erétér idében
nem valtozik. A mégneses indukciévektorra vonatkozé integralis egyenletek:

1 I
}{Bdf:O, %Bds:_ sdf = L
€02 €0C2

I az aramerosség. A differencialis egyenletek:

divB =0, rotB= %,
EnC

a hatarfeltételek:
i
By = Bna, nx(By—By) = 5
EpC

i a feliileti aramstriség.

Eloszor az egyenletek altaldanos megoldasi modszerét targyaljuk. Mivel divB = 0, B
felirhat6 egy vektor rotacidjaként, B = rotA, A a vektorpotencial. Az A’ = A + grady
vektor ugyanazt a B-t allitja el6, mint A, tehat utébbi csak egy tin. mértéktranszformacié
erejéig meghatarozott, kirohatunk ra valamilyen mellékfeltételt. Ha pl. azt irjuk eld,
hogy divA = 0 teljesiiljon, akkor azt mondjuk, hogy Coulomb-mértékben dolgozunk.
Késobb lesz sz6 més mértékrol is. B = rotA -t a masik Maxwell-egyenletbe helyettesitve
és egy vektoranalitikai azonossagot felhasznéalva azt kapjuk, hogy

rotB = rot rotA = grad divA — AA = -3

50027

Coulomb-mértékben ez a AA = —50% Laplace-egyenletre vezet. E vektoregyenlet harom

komponense formailag azonos az elektrosztatika Poisson-egyenletével, a szuperpozicié
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elvet hasznélva felirhatjuk a megoldést:

Afr) =10 j(x)av’

4 | v —r/|
Megmutathato, hogy ez a megoldés kielégiti az egyenletet és a divA = 0 mellékfeltételt

18.
o [ 3OV (305 -y
B (r) = rotA (r) = =— t, Y = — )
(r) = rotA (r) g /ro Py in e r’|3

Linedris vezetore jdV=Ids, ezért

B(r):,uol/ds’x(r—r’)7

47 |r — r’|3

ez a Biot-Savart torvény.
Alkalmazasként meghatérozzuk egy kisméretﬁ vezetohurok magneses terét a huroktol

nagy tavolsagban. Az A (r) = {21 f = r, egyenloség mindkét oldalat skalarisan szoroz-
zuk egy allandé a Vektorral hogy alkalmazni tudjuk a Stokes-tételt:
d !/
ars__ M / df'rot,—o = allp / df’ x grad,, ,
Ir — /| 4 lr — /| 4 lr — /|

az utolso atalakitasnal vektoranalitikai azonossagot hasznaltunk ki és azt, hogy az allando
a vektor kihozhaté az integralés elé. ”7/ szerinti sorfejtéssel

/
A(r)= Ko /df’xgrad (14_%_,__”)1% Ho /df’ r _fpomXxr
r

s r 47 3 41 3

Az daramforrasokban a toltéseket kiilonboz6 tipusi erék mozgatjék, pl. a van der Gra-
af generatorban a szalag mechanikai ereje, a galvanelemekben a koncentraciokiilénbség
okozta kémiai eré. Ezek biztositjak az allandé fesziiltségkiilonbséget.

Az aramforrds beoltott elektromotoros erejére jellemzé E' vektor a definicié szerint
azzal a térerosséggel egyenlo, ami a toltésszétvalasztas soran létrejott elektromos téreros-
séget kompenzélja, amikor nem folyik dram: E4+E = 0. Az E’-vel jellemzett mechanikai,
kémiai stb. erék az elektromos térerésséghez hasonldéan részt vesznek a toltések mozga-
tasdban, az Ohm torvény éltalanos alakja: j = o (E + E'), E’ csak az dramforrasokban
kiilonbozik 0-tol.

Az egyenaram elektromos terének maghatarozasara szolgalo egyenletek:

dWE=2", 1otE =0, j=o(E+E),
€0

a kontinuitdsi egyenlet div j = 0. A vezet6kon kiviil ( itt feltevés szerint p = 0) a
A® = 0 egyenletet kell megoldani a hatarfeltételekkel. A vezetén beliil p-t nem ismerjiik,
a kontinuitasi egyenletbdl indulhatunk ki:
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divj =div(c (E+ E')) = 0.
Az dramforrason kiviil E' = 0, ezért
div (cE) = odivE + Egrado = 0.

Ha o éllandd, akkor div E = 0, A® = 0, ha o véltozik, akkor div E = £ — —Barade,
ez azt jelenti, hogy inhomogén vezetoben térfogati toltéssiiriiség alakul ki. A div j = 0
kontinuitasi egyenletbdl a Gauss-tétel segitségével kapjuk, hogy két kiillonbozo vezetoké-
pességll vezetoszakaszt elvalasztd hatarfeliileten

Jnl = Jn2, ezért o1B, = 09l,,

ami azt jelenti, hogy a hatarfeliileten feliileti toltésstirtiség halmozddik fel. A jelenség
egy gyakran el6fordulé kozlekedési helyzettel szemléltethet6. Ha egy tobbsavos 1t pl.
az utszélen végzett munkak miatt folyamatosan sziikiil, , vezetoképessége” folytonosan
valtozik, akkor az autok be akarnak sorolni egymas mogé, ezt indexeléssel, esetleg du-
dalassal jelzik, amit ,térfogati toltéssiiriiségnek” foghatunk fel. Ha pedig az egyik savot
valahol lezarjak, az 1t ,,vezetOképessége” ugrasszeriien valtozik, akkor a lezaras kozvetlen
kozelében észlelheto indexelés, dudalas, azaz ,feliileti toltéssliriiség”.

Feladat: Vezessiik le a j,; = jno Osszefiiggést!

Lényegesen egyszeriibb feladat az aramerésségek meghatarozasa. Linearisnak nevez-
ziilk az olyan vezetot, amelyben a j aramstirtiség, és a ds vonalelem parhuzamos egy-
massal, kis keresztmetszeti drétra ez jo kozelitésnek tekintheto. Ilyen vezetokbdl allo

aramkorre, zart gorbére
jds / /
— =9 (E+E)ds= ¢ Eds =€,
o
& az dramforrds elektromotoros ereje (kihasznaltuk, hogy § Eds = 0). Mésrészt
jd d d
f ds _ [ 149 g
o oq oq

I = jq az alland6 keresztmetszetiinek tekintett linedris vezetoben foly6 aramerdsség, R
a vezeto ellenallasa. Ha tobb aramhurok kapcsolédik egymaéshoz, és az egyes hurkokban
tobb aramforras és tobb fogyaszté = ellendllds talalhaté (és az egyéb vezetOszakaszok
ellenallasat a szokdsos médon elhanyagoljuk), akkor
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Z IRy, = Z Ek,
% %

a 2. Kirchoff-térvény, vagy huroktorvény.
A div j = 0 egyenletet egy, a vezetdk eldgazasi pontjat koriilvevo térfogatra integralva

0= /divjdV = fjdf = ]{jndf.

A vezetd hataran j, = 0, ezért a feliileti integralhoz csak az eldgazasi pontba be-
és kifutd vezetdszakaszok keresztmetszetére szamitott integralok adnak jarulékot, ezek
éppen az aramerosségek, tehat az elagazéasi pontoknal

ka:(),
k

az 1. Kirchoff-térvény, vagy csoméponttorvény.

A mégneses térben mozg6 g toltésre haté erd, F = ¢ (v x B), a Lorentz-er6é. Egy AV

térfogatban 1évé toltésekre hat6 eré pAV (v x B). pv a konvektiv aramstirtiség, igy
az el6z6ek mintajara egy vezeté6 AVtérfogatara haté eré, AF = j x BAV, j a konduktiv
aramstiriiség. Linedris vezetére az aramerdsség vektorat I = jf-ként definidlva (f a
vezet$ keresztmetszete) AF = I x BAI, Ala vezetédarab hossza. A vezetd egységnyi
hosszi darabjara haté erd igy I x B.

Az dram magneses tere megfelel¢ szimmetridt mutaté arameloszlas, pl. végtelen
hosszu egyenes vezetében folyd aram esetén a Maxwell-egyenletek integralis alakjabdl
viszonylag kénnyen meghatarozhato, a végtelen viszont matematikai nehézségeket okoz.
A differencialis egyenletek megoldasa, amelyet a kovetkezOkben megtargyalunk, mentes
az ilyen nehézségektdl, elvezet a Biot-Savart-torvényhez, amelybdl az eredmény egyszerti
integralassal eloallithato, és kideriil, hogy ugyanaz, amit az integralis egyenletekbdl a
végtelen problémajaval nem torédve kapnank. Most csak a végeredményt irjuk fel. A
végtelen hosszi, egyenes vezetdo magneses tere I aramerdsség esetén a tér valamelyik
vezet6n kiviili, r helyzetvektori pontjdban (a kezdépont a vezet$ valamelyik pontja),

_,uonr
2 12

Most mar megadhatjuk az dramerdsség mértékegysége definicidjanak magyarazatat. Az
egyik vezetO magneses tere

I 1 2Il><r_@11><r

)

dregc? 12 2 r?
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a masik vezet6 [ hosszisdgi darabjara haté eré nagysiga igy (r a két vezetd tdvolsdga)

I
I, x B| = 202120
2T r

Viézoljuk a magneses indukcié vektor definiciéjanak magyarazatat. Kis aramhurok esetén
B allanddnak veheto, linearis vezetore Ids = Ids. A vezetd kis ds szakaszara haté forga-
tényomaték dM =r X dF = Ir x (ds x B) = I (rB) ds — IB (rds), r a kis vezet&szakasz
helyzetvektora. A teljes forgatényomaték M = I § (rB)ds, mert dM mésodik tagjanak
korintegralja 0. Ez a kifejezés vektroanalitikai azonossagok és a Stokes-tétel felhasznala-
sdval az M = [ [ df x B alakra hozhat6, és kis dramhurok esetén M = If x B,

f a feliiletvektor. A maximaélis forgatényomaték nagysdga IfB, amikor f és B mer6-
leges egymasra.

Bl jﬁ\

5.abra

Fontos és érdekes kérdés a tekercs magneses tere. Egy hosszu, kis keresztmetszet,
szorosan tekercselt, aram altal atjart szolenoid kozelitéleg olyan teret hoz létre, amely
kiviil gyenge, beliill homogén, a tengellyel parhuzamos. Ezt feltételezve szamitsuk ki B
korintegraljat egy olyan téglalapra, amelynek [ hossziisagu élei a tekercsen beliil és kiviil
parhuzamosak a tekercs tengelyével. Jarulékot csak a beliil 1év6 ilyen szakasz ad, igy

fB%:m:ﬁl =L

goc?’ £0C>

n= % az egységnyi hosszra juté menetszam. Ez az eredmény olvashaté altalaban a fizi-
kai 6sszefoglalékban, példatarakban talalhato olyan kidolgozott feladat, amely a tekercs
tengelyén jobb kozelité eredményt ad.

Probaljuk részletesebben megvizsgdlni, milyen lehet a magneses indukciévonalak szer-
kezete. Egy nagyon (végtelen) hosszi tekercs belsejében, a végektél elég tavol esd

kozépso szakaszon a tengellyel parhuzamosnak, allandénak tekinthetjiik a teret, le-
gyen ez By. Rakjuk ssze ezt a tekercset két (félig végtelen) hosszu tekercsbol, a szu-
perpozicié elv szerint By a két féltekercs magneses indukcié vektoranak osszege. Ebbél

kovetkezik, hogy a féltekercsek végesben 1évo hatarfeliiletén a méagneses tér tengelyiranyu
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hosszu tekercs % < e _BZ_O IR G@ hosszu tekercs
6. dbra
Osszetevije Bf, a fluxus, [Bdf = %RQTF, R a tekercs sugara. A féltekercsek nagyon

messze (végtelenben) 16v6 keresztmetszetén viszont a fluxus ByR?*r. Hov4 tiint ennek a
fluxusnak a fele? Kiment a tekercs hengeres feliiletén.

Tekintsiink most tjra egy hosszu, de véges tekercset. Mivel a magneses indukcié vo-
nalak zartak, a hengerfeliiletet elér6 vonalaknak vissza kell fordulniuk, azaz a feliileten a
B vektor tangencialis komponense ugrédsszertien valtozik, ami megfelel a hatarfeltételnek,
a tekercsben folyé aram feliileti aramnak tekintheto.

A magneses indukcié vektor a kis aramhuroktdl nagy tavolsagban:

B (r) = rotA (r) = 2 (M - 9) ,

47 7D 73

megegyezik egy m madgneses dipélus terével, ahol m = I [df’. Ez az egyezés azt is
sejteti, hogy a magnesség eredetét atomi koraramokban lehet keresni.

Ahogy a dielektrikumok targyalasanal a toltésstriséget, igy most az aramsturiséget
is felosztjuk kiilonb6z6 eredetii részekre. A cél most az, hogy gy vezessiikk be a H
vektort, hogy a ra vonatkozd egyenletekben csak a valddi aramstiriiség szerepeljen:

j = jval + jpol + jmégna

Jpor @ polarizacids toltések mozgdsabol szarmazo dramstirliség, jmsgnaz atomi kordramok
jaruléka, j,u az ami nem polarizacids és nem méagneses. A polarizdcié (dipélusmomen-
tum siirtiség) vektor idéderivaltja, %—1;' aramsuriség dimenzidji mennyiség, a polarizaciés
toltések konvektiv aramstirtisége.

A dielektrikumoknal egy dipdluseloszlas potencialjat alakitottuk at, ebbdl vontunk le
kovetkeztetést. Ehhez hasonléan megéllapithatd, hogy egy M (r) magneses momentum
stirliség vektorpotencidlja rot M térfogati és M x n feliileti aramstiriiség vektorpotencial-
javal ekvivalens, n az eloszlas hatarfeliilletének normaélisa. Az M vektort, a térfogategység
magneses momentumat magnesezettségnek is nevezik. Az els¢ Maxwell-egyenlet tehat
igy irhato:

21



1 opP OE
o8 = L (ju+ront+ 52+ 92,
€0 ot

ot
M j P
crot (B — — :‘]Ual—i-g E+—).
8002 o ot o

Definialjuk a H vektort, H = tB— M , ezzel

atalakitva:

. oD
rotH = jyu + R

Sztatikaban a rot H = j,,; egyenlet meghatarozza H-t, nekiink B-re van sziikségiink.
Ehhez vagy ismerni kell mérésekbol M-et, vagy az M és B kozotti kapcesolatot.

Vannak olyan anyagok, amelyekre érvényes az M = #ij) Osszefiiggés, ebbdl

B = o (1+ xm) H=pop.H=pH. x,, a magneses szuszceptibilitas, (u.) p

a (relativ) permeabilitds. A diamégneses anyagokra x,, < 0 fiiggetlen a hémérsék-
lettol, ilyen pl. a bizmut, a nemes gazok, a benzol. Y,, altalaban kicsi, bizmutra pl.
—1,66 - 107%. A paramdgneses anyagokra Y,, > 0 forditva ardnyos a hémérséklettel
(Curie-torvény), ilyen pl. az oxigén, az aluminium, a ritka foldfémek. Oxigénre szoba-
hémérsékleten y,, = 1,9 - 1076,

A ferromagneses anyagoknal B és H kapcsolata bonyolult, fiigghet az anyag el6életétol
is, ilyen pl. a vas, a kobalt, a nikkel.

Roviden megtargyaljuk a szupravezeté anyagok magnetosztatikdjat, ami tulajdon-
képpen nem sztatika, mert az Uin. szuperaram jatszik benne fontos szerepet.

A tapasztalat szerint a szupravezetékbe a méagneses tér csak nagyon kis mértékben,
10-100 nm nagysagrendii mélységben hatol be, ez a Meissner-effektus. A H = #LOB —
M definicié szerint B = 0 esetén, H = — M, ami tokéletes diamdgnességként (x,, =
—1) interpretdlhaté. A targyalds érdekében megel6legezziik az elektromos térerdsség
potencidlokkal kifejezett dltaldnos alakjat (1. 6. fejezet), amely szerint E = —%—‘? —
grad®d.

Feltételezve, hogy a szupravezetésben sztatikus toltések nem jatszanak szerepet, ®
zérusnak vehetd, ezért E = —2A A szuperdram konvektiv dram, stirtiségének id6-

ot
eE nse? OA

egységre jutd megvaltozasa, % = ngev = ngesd = —EERitt n, a szupraveze-

tésben résztvevo toltések szamstirlisége, felhasznaltuk e toltések mv = eE mozgas-
egyenletét. A kapott differencidlegyenlet konnyen megoldhato, j, = —”;fQA, az in-
tegracios allandé 0, mert a szuperaramot az alkalmazott magneses tér hozza létre. A
feltevés szerint js a valddi aramstiriséghez hozziaadodik az elsé Maxwell-egyenletben,
rotH = jou+is = Joaw — ”jSQA . Feltételezve, hogy valédi aram nem folyik, és hogy a
kozeg homogenitasa miatt divH = 0, a Maxwell-egyenlet rotdciéjat képezve a
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2 2
AH = 6 - Wy
m m
London-egyenletre jutunk, ez helyettesiti az Ohm-térvényt. A A=2 = ”mﬂ defini-

ciéju A éllandét Landau-féle behatolasi mélységnek nevezik. Olyan elrendezésre oldjuk
meg az egyenletet, amelyben az x>0 féltérben alkalmazott y-irdnyi magneses tér behatol
az r < 0 féltérben elhelyezked6 kozegbe. A hatarfeltételeknek eleget tevo megoldas,

H(z < 0) =H(z = 0)exp (%)

megegyezik a kisérleti tapasztalattal.
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5. fejezet

Kvazistacionarius aram

Az elnevezés azt takarja, hogy mig a harmadik Maxwell-egyenletben megtartjuk a mag-
neses indukcié vektor idoderivaltjat, az elsoben az elektromos térerdsség idoderivaltjat
az aramsiriség mellett elhanyagoljuk. Mikor jelent ez j6 kozelitést? Az elektrotech-
nikaban gyakori a vezetoben folyd, idében periodikusan valtozé aram, E = Egsin wt,

j = oE = o0Egsinwt. Ekkor %—];3 = wE(coswt, ;—O = %Eo sinwt. E két mennyiség egy
periédusra vett atlaganak hanyadosa, ;Z- = 473&5”;)” ~ 1.108 \/A_m .10 Yl% a gya-

. A kvéazistacionarius dram

korlatban elofordulé frekvencidknél nagy, tehat ‘%—}ﬂ < EJ—O

differencialis egyenletei:

j OB
C2rOtB = i’ divE = ﬁ’ rotBE = ——

divB =0
€0 €0 ot ’ v ’

az Ohm-torvény: j = o (E+ E').
Eloszor az indukcid jelenségével foglalkozunk. Rogzitett gorbe és feliilet esetén a
harmadik Maxwell-egyenlet:

OB d 4P
Eds=— | Zar= -2 [Bar= -2
]{ ds ar a | BY dat’

® = [ Bdf a rogzitett feliileten dtmend mégneses fluxus.

Az indukélt fesziiltség (elektromotoros erd) definicidja a kovetkez6: a toltésegységre
haté erd érinto iranyu komponensének tetszoleges zart gorbére vett korintegrélja, azaz a
toltésegységen végzett munka. Fontos megjegyezni, hogy vezeto jelenlétére nincs sziikség.

Nyugalmi indukciérdl beszéliink, ha a magneses fluxus csak B valtozasa miatt val-
tozik, a zart gorbe és a feliilet rogzitett. Ekkor az idoben valtozé magneses tér kelt
elektromos teret, ez mozgatja a toltést, igy az indukalt fesziiltség, U; = —%.

A mozgasi indukcidt egy egyszeri példaval szemléltetjiik. Képzeljiink el egy téglalap
hatarait alkoto keretet, amelynek harom oldala rogzitett, a negyedik b hosszisagu oldal
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(3 -

& 7. abra

a ra merodleges két oldal meghosszabbitasan allandé V' sebességgel mozog, e két oldal a
hosszisaga

valtozik. A téglalap sikjara merdleges B dlland6, méagneses tér van jelen, elektro-
mos tér nincs. A keretben gondolatban mozgatott toltésre (nem aramrdl van szd!) a
Lorentz-er6 hat. A rogzitett szakaszokon valé mozgéasnél a toltés sebessége a szakaszok-
kal parhuzamos, érinté iranyu, ezért a Lorentz-erének nincs érinté iranyt komponense.
A v sebességgel mozgo szakaszon a toltés szakasszal parhuzamos sebessége az el6zoekhez
hasonldéan nem ad jarulékot, a szakaszra merdleges v sebesség igen, a Lorentz-erd érinto
iranyd komponensének nagysaga VB. Az indukélt fesziiltség

da d (ab) df dd
UZ—VBb—bB%—B 7 _BE_ e

A — el6jel Lenz-torvény néven ismeretes, a levezetés soran azért 1ép fel, mert a ko-
riiljards irdnya a jobbkéz szabdly szerint megszabja a feliilet normalisanak, igy a df
vektornak iranyat.

Az, hogy a mozgasi indukci6 e specidlis példdjan az indukalt fesziiltség a nyugalmi
indukcional kapottal megegyezik, nem véletlen. Az indukélt fesziiltséget gy is defini-
alhattuk volna, hogy az elektromos térerdsség érinté iranyt komponensének tetszoleges
zart gorbére vett integrélja a gorbével egyiitt mozgo rendszerben. A bemutatott példdban
a specialis relativitaselmélet Lorenz-transzformécidjanak segitségével ki kellett volna sza-
mitani, hogy a szakasszal egyiitt mozgd rendszerben mekkora az elektromos térerdsség,
ennek integralja a fenti eredményt adta volna.

Feladat: Hatarozzuk meg az indukalt fesziiltséget abban az esetben, amikor a zart
gorbe haromszog, ennek egyik oldalegyenese mozog az egyenesre meroleges, allandé
sebességgel!

A linearis vezetokbdl allo héalézatokra vonatkozo Kirchoff- torvények koziil az elsé
véaltozatlan, a masodik az indukciéval boviil. A k-ik (térben rogzitett) aramhurokra felirt
harmadik Maxwell-egyenletet az Ohm-térvény és a B = rot A egyenléség felhasznalasaval
atalakitjuk:
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]{st fE'ds __ 4 /rotAdf __4 f{Ads.
dt dt

Behelyettesitjiik ide a AA = —EO% egyenlet A = &2 [ |~l'ﬂd‘;/,| =Ly §
Feltételezziik, hogy nincs kiils6 magneses tér (csak az, amit az aramok létrehoznak), és

hogy Ry, & ismert. Az eredmény a kovetkezo:

d ,LLO dSderL dIZ
LRy —& = - S N
et = & dt 4w Z // |ty — 1y ZL: T

megoldasat.

r— r’\

L= 2ff |C£ka a haldézat geometriajatol fiiggd kolesonos indukeids egyiitthato.
Ha i = k, akkor a klfeJeZéS értelmetlen, ennek oka a linearis vezetd feltevés, a vek-

torpotenciélkifejezeseben meg kell tartani a térfogati integraldst. Az ¢ = k énidukcids
egyiitthato, L;; = 42 7 f ki’ pdvav’

r—r’|
Ha az 4ramkérben kondenzator is van, akkor annak fegyverzetei kozott az Ohm-

torvény helyett [ Eds = % = M, Q (t) a kondenzator toltése, C' a kapacitasa.
Egy dramkorre az LEG dtQ +RdQ = & méasodrendi differencidlegyenlet adodik, ennek

megoldasdhoz két kezdeti feltetelre van sziikség. Honnan vessziik a kezdeti feltételeket?

Tapasztalati tény, hogy semmilyen fizikai tér, igy E és B sem képes ugrdsszeriien
megvéltozni. Ezért a kondenzdtor fesziiltsége, U = [ Eds, és az indukcids tekercs fluxu-
sa, ® = [Bdf is csak folytonosan véltozhat. Utébbi, ha nincs tobb tekercs pl. kozos
vasmagra tekercselve, azaz nem kozosen hozzdk létre a fluxust, az aramerdsség folyto-
nossagat jelenti, mert ebben az esetben ® = [Bdf ~ LI
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6. fejezet

Energia, impulzus,
impulzusmomentum

A teljes Maxwell-egyenletrendszer:

oD 0B
rotH = e + ey divD = pyu, 10tE = e divB = 0.

Az els6 egyenletet —E -vel, a harmadikat H -val skalarisan szorozzuk, a kapottakat
osszeadjuk, és az egyenlet mindkét oldalat egy tetszoleges térfogatra integraljuk:

d 1
- (%E2 + ﬂBz)dV = /EjvaldV — /(E rotH — HrotE)dV =

= /Ejmldv + /div(E x H)dV = /EjmldV + /(E x H)df.

Felhaszndltuk az E rotH — H rotE = — div (E x H) azonosségot, és feltételeztiik,
hogy D = ¢E, B = uH, azaz a kozeg linearis. A jobb oldal masodik tagjat a Gauss-tétel
segitségével atalakitottuk.

Az a feladat, hogy értelmezziik ezt az egyenletet. Vizsgaljuk el6szor a jobb oldal elsé
tagjat. Az aramstiriséget felbontjuk vezetési és konvektiv részre:

Ej,. = Epv + Ej,.. + Ej,.. — E'j,.., hozzdadtunk és levontunk E’j
mazhassuk az Ohm-térvényt.

< [EpvdV a konvektiv dramot létrehozé toltéseken egységnyi idS alatt végzett
munka.

= [(E+E)j.dV = fﬁfdv = [ %js = I’R a (linedris) vezetében egységnyi
id6 alatt fejlodé Joule-ho.

— (=) [ Ej,..dV az dramforrdsbol az elektromdgneses térbe egységnyi id§ alatt

betaplalt energia.

-t, hogy alkal-

vez
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Tegyiik fel, hogy a teljes végtelen térfogatot vizsgaljuk, és csak szabadon mozgd
toltések vannak a végesben. E és H a tavolsag négyzetével forditott aranyban csokken,
az [(E x H)df tagban az integréldsi feliilet a tdvolsdg négyzetével ardnyosan né, ezért
a feliileti integral a végtelenben eltlinik. A toltéseken végzett munka, azok mozgasi
energiajat noveli, ez csak valamilyen mas energia rovasara torténhet.

Ezek alapjan az v = $E? + iBQ = % + % mennyiséget az elektromagneses tér
energiastiriiségének tekinthetjiik, % J udV az elektromdgneses tér energidjdnak egységnyi

id6 alatti megvaltozasa a kivélasztott térfogatban. Amikor pl. egy vezetoben Joule-
ho fejlodik, akkor az elektromagneses tér energiajanak kell csokkennie. Ha a térfogatban
sem szabad

toltések, sem vezetOk nincsenek, akkor ebben csak gy valtozhat az energia, hogy
hatarfeliiletén energia aramlik ki vagy be. Ezért a jobb oldal masodik tagja,

J(E x H)df az integrdldsi térfogat feliiletén egységnyi id§ alatt kidramlé energia, S
= (E x H) energia/feliilet/idé dimenziéji mennyiség, az energiadramsiiriiség vektora,
méas néven Poynting-vektor.

Ha a Maxwell-egyenletrendszer

OE ] 0B

CQI"OtB = E + %, divE = g, rotE = —E, divB =0

alakjabol indultunk volna ki, akkor a fentiekhez nagyon hasonléan arra jutottunk volna,
hogy

E0rag . E0C°

Az eltérés oka az, hogy j a teljes aramsiiriiség, tartalmazza a polarizacios és a magneses
aramstriséget is. Utdbbira nem igaz az Ohm-torvény, ezért ez a levezetés csak véaku-
umban érvényes. Olyan kozegek esetén, amelyekre nem teljesiilnek a D = ¢E, B = uH
Osszefiiggések, a targyalds joval bonyolultabb, ezzel nem foglalkozunk.

Atalakitjuk az elektrosztatikus tér energidjat megado U = [ E2dV sszefiiggést.
A kivélasztott térfogatban legyen térfogati toltés és egy vezetd, rajta feliileti toltés. Az
integréalasi térfogatot az Fy kiilso és a vezetot koriilvevd Fy, belso feliilet hatarolja.

Felhasznalunk vektoranalitikai azonossagot, a Gauss-tételt, a Ad = —;‘10 Poisson-
egyenletet és azt, hogy E = — grad®.

B%, S = g (ExB).

U= % / (grad®) (grad®) dV = %0 / (div (Pgrad®) — PAD] dV =

1
- %0 Dgradddf + - / DpdV .

Az F}, kiils6 hatarfeliiletet kitoljuk a végtelenbe, az Fj, belsét rahuzzuk a vezetd felszinére.
Amikor Fy, — oo, akkor ® % szerint, grad® T% szerint tart 0-hoz (a toltések a véges-
ben vannak), a hatdrfeliilet 2 szerint tart oo-hez, {gy a kiilsé feliilet jaruléka a feliileti
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Fb->Fv

Fik-> o0

8.4bra

integralhoz 0-hoz tart. A vezeté feliilletén grad® = % (2 — eléjel van, az egyik az E =
—grad® egyenl6ségben, a masik ott, hogy a Gauss-tétel szerint a feliileti integralban df
a térfogatbodl kifelé mutat, a vezeto feliiletén % az elektromos térerosségnek a vezetobol
kifelé mutaté normadlis komponensével egyenld). A végeredmény:

1 1
U:§/®w+§/¢MV

Ha csak ponttéltések vannak jelen, akkor

1 1 p(r)p(r) / 495
= Z | ®od = = —— 2~ 2 JdVdV' =
U 2 / pdV 2 // drteg v — 1| v r;k degrs;’

rij = |r; —r;|, az i = j jarulékot, egyetlen toltés un. (végtelen) sajatenergidjat elhagy-

tuk. Erdemes megemliteni, hogy az energianak ebbdl a kifejezésébdl is ki lehet indulni,
atalakitasokkal a kiilénboz6 toltéseloszlasokra jellemz6 energiaképletek levezethetoek. A

fenti U megkaphaté tgy, hogy meghatdrozzuk, mekkora munkat végziink, ha a g;
toltést a végtelenbdl behozzuk a ¢; toltéstdl ry; tavolsagra 1évé pontba.

Egy kondenzator energidja, U = %f Ondf = %(Cbz —0)Q = %QACD, @ a kondenzétor
toltése, Ad a fegyverzetek potencidlkiilonbsége.

Hasonloképpen atalakithatjuk az dram altal keltett magneses tér energiajat,

&l £0C?

2 2
U==- [ BV = == [ BrotAdv = %?/Amwﬂ@-%?/mwaBmvz

1
= = [ Ajav.
2/ idv

Egy dramhurok esetén U = 1 [AjdV = 11 § Ads = 11 [rotAdf = £ [Bdf = LI L
az el6zé pontban bevezetett 6nindukcids egyiitthato.
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Az egységnyi térfogatban 16v6 toltésekre hatd erd (erdstiriiség): £ = pE 4 p (v x B),
a toltésrendszer mechanikai impulzusanak idéegység alatti megvéltozasa: % = [fdV.
A jobb oldalra f-et beirva, a kordbbinal kissé bonyolultabb matematikai atalakitdssal a
kovetkezd eredményre juthatunk:

d (. IT3;
%(PZ- +eo/(E><B)Z.dV) = zj:/a_xjdv = zj:fn-dej,

Itt Tj; =  eo( BiE;+*BB;  — 1 (E* + ¢?B?) §;;) a Maxwell-féle fesziiltségtenzor. El§-
fordulhat, hogy a térfogat hatarfeliiletén T;; = 0, igy az elektromagneses térnek impulzust
kell tulajdonitanunk. Vékuumban g = ¢o (E x B) = 5, az impulzussiirtiség, a T;;tenzor
pedig az impulzusaramstriség. Ez azért tenzor, mert két irdnyt kell megjeldlnie, az
egyik az impulzus irdnya, a masik az impulzus dramlasédé. (Az energia skaldr, ezért az
energiadramstiriiség vektor.)

Az elektromégneses tér impulzusdnak bizonyitéka a fénynyomds (Lebegyev-kisérlet).
Egy teljesen tiikrozo f feliiletre a feliillet normélisaval 6 szoget bezard fénysugar esik.
A tiikrot feliiletére meréleges irdnyban idéegység alatt gcos@ (fccos@) impulzus éri
(fccosf az f alapt, ccosf magassagu hasab térfogata, idGegység alatt az ebben 1év6
impulzus jut el a feliiletre). A nyomds az idGegység alatti meréleges iranyu impulzus-
valtozas és a feliilet hanyadosa, p = %AA—I; = 2gccos®f, amit a kisérleti tapasztalat
igazol.

A mechanikai impulzusmomentum ismeretében természetesnek tinik, és beldtha-
t6, hogy véakuumban az elektromagneses tér impulzusmomentum stirtisége r X g =
eor X (E x B). Ezt a kovetkez6 kisérlettel lehet aldtdmasztani. Feltoltott hengerkon-
denzator fonalon 16g fliggbleges iranyi méagneses térben. A kondenzatorban sugar irdnyu
elektromos tér van, az impulzusmomentum igy tengely iranyu. Ha kikapcsoljuk a még-
neses teret, a kondenzator forgasba jon, az elektromdgneses tér impulzusmomentuma
mechanikai impulzusmomentumma alakul at.
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7. fejezet

Elektromagneses hullamok

Felirjuk a teljes Maxwell-egyenletrendszert t6ltés és aram nélkiili szabad térben, j = 0,
p =0
OE 0B
ArotB=-—, divE=0, rotE=—-—, divB=0.
ot ot

Keresiink a trividlistél (E = 0, B = 0) kiilonboz6 megoldast. Képezziik az elsé
egyenlet rotacidjat:

1 E 1 0°B
rot rotB = grad divB — AB = _8rot = 7

& ot 2o
innen divB = 0 miatt
1 0°B
AB - ———=0.
2 ot?
Hasonléan levezethetd, hogy
1 O’E
AE — —— =
c? Ot?

Ezek a szabad vagy homogén hulldmegyenletek. Vektoregyenletek, E vagy B mindharom
derékszogli komponensére ilyen egyenlet érvényes. Specialis megoldasokat keresiink.
E(rt) = Eof(t— %) megolddsa az egyenletnek, ha E, dlland6, n tetszdleges
egységvektor, f argumentumanak tetszoleges fliiggvénye. A bizonyitas az egyenletbe vald
behelyettesitéssel torténhet. Az ilyen megoldast sikhullam megolddsnak nevezziik.

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a fenti sikhullim megoldasa a hullamegyenletnek!

Miért sikhullam? Tegyiik fel a kdvetkezd kérdést: hol vannak a térben azok a pontok,
amelyekben egy adott ty idépontban E ugyanazt az értéket veszi fel? Biztosan ugyanaz
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lesz E értéke azokban az r helyzetvektori pontokban, amelyekre teljesiil, hogy to— =*
allando. Minthogy t, dllandd, ehhez nr = allandé kell teljesiiljon, ami egy az n vektorra
meréleges sik egyenlete. Természetesen elofordulhat, hogy kiilonb6z6 n-re merdleges
sikokban E ugyanazt az értéket veszi fel.

Tegyiink fel egy jabb kérdést: hol vannak a térben azok a pontok, amelyekben ¢+ At
idépontban E ugyanazt az értéket veszi fel, mint amit felvett a ty idépontban az el6z6
sikon. Ez azokra az r + Ar helyzetvektori pontokra teljesiil, amelyekre

fo— BF g A BrEAD)
c c

Innen n-Ar = cAt, ez pedig azt jelenti, hogy a két sik tavolsaga cAt. Most tudtuk meg,
hogy a Maxwell-egyenletekben szereplé ¢ éllandé az elektromégneses hullamok terjedési
sebessége. Az f argumentumaban all6 n vektor a sikhullam terjedési iranya.

Hasonléképpen belathatd, hogy E(rt) = EO% f(t £ ) is megolddsa a szabad hul-
lamegyenletnek, ez a gémbhullam megoldas. Az indoklds az el6zéekhez hasonléan tor-
ténhet. A — el6jel egy pontbdl kifutd, a + eldjel befuté hullamot jelent.

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a fenti gombhullam megoldésa a hullamegyenletnek!

Mivel a hulldimegyenlethez a Maxwell-egyenlet differencidlasaval, nem azonos atala-
kitassal jutottunk, meg kell gy6zodniink arrél, hogy a megoldas a Maxwell-egyenleteket
is kielégiti. Vizsgdljunk egy E(r,t) = Eof(t — %), B(r,t) = Bof(t — %), elektromag-
neses sikhullamot. A divE = 0 és divB = 0 egyenletekbe val6 behelyettesités arra vezet,
hogy En = 0 és Bn = 0 kell teljesiiljon, azaz E és B merdleges kell legyen az n terjedési
irdnyra, ezek transzverzalis hulldimok. Barmelyik rotacios egyenletbe valo behelyettesités
azt adja, hogy B = %n x E, azaz E és B egymasra is meroleges kell legyen.

Feladat: VezessiikleazEn =0ésaB = %n x Eosszefiiggéseket, annak feltételeit,
hogy a sikhullam megoldés kielégitse a Maxwell-egyenleteket!

Az ilyen transzverzalis hullamban az energiastiriiség,

u = LE? + ¥B2 = goE?, az energiadramsiirtiség, S = £oc?E x B = cun, az
energiaszallitas iranya tehat a terjedési irany. Megjegyezziik, hogy most az iires térben
terjed6 elektromégneses hullamokat vizsgaltuk, ezekre érvényesek az allitdsok. Vannak
longitudindlisak elektromagneses hulldmok is, hullimvezet6kben (drétokban) ilyenek is
terjedhetnek.Ilyenkor a vezetd feliiletén érvényes hatarfeltétel miatt az Ey (Bg) amplitidé
nem allando, a divergencias egyenletekbe valé behelyettesitésnél ezeket is derivalni kell,
ezért a hullaimok nem feltétleniil transzverzalisak.
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A vezetOben terjed6 elektroméagneses hullamok leirasara az els6 Maxwell-egyenlet rot
H=ju+ %—]t) alakja alkalmas, a vezetoben j,, = oE. Feltételezziik, hogy a kozegre a
B = yH, D = ¢E anyagi egyenletek érvényesek, és azt, hogy p,u = 0. A vakuumbeli
hullamegyenletek levezetéséhez hasonléan most a

O’E OE 0’B 0B
AE — pe—— —po—=0, AB—pue—— —puo— =0
Hear ~ Ho a a
un. taviro-egyenletekre jutunk. o = 0 esetén a dielektrikumokban érvényes hullaimegyen-
leteket kapjuk, a terjedési sebesség ott v = ;“T = \/187}1

A periodikus sikhulldm megoldas (a komplex frasmodrol részletesebben lesz szé a

sikhullamok potarizacidjanak targyaldsanal):

E(r,t) = Egexp [—%rﬁ(nr)} exp [i(wt — kr)],

B(r,t) = Bpexp [—%FL(HI‘)} exp [i(wt — kr)],

itt Kk = c\/?\/ V1472 — 1, a vezetd extinkcids egyiitthatéja, 7 = wpo. Ezek a sikhulla-
mok transzverzdlisak (a megoldas végtelen vezetd kozegben érvényes), E és B merdleges
egymasra, faziskiillonbség van kozottiik, ami jé vezetére és nem tul nagy frekvenciara =
45 fok. Hallgatdlagosan feltételeztiik, hogy oa frekvenciatol fiiggetlen allando, tul nagy
frekvenciandl ez sem igaz. Ebben a viszonylag egyszerli elméletben a szigetelok atlat-
szoak, mert ¢ = 0 esetén k = 0, a vezetok nem atlatszoak, mert vezetore k>0. Ezzel
szemben a j6 szigetel6 ebonit nem &tlatszo, a jo vezeté konyhaso oldat atlatszo. Az
ellentmondas legfobb oka az, hogy a lathaté frekvenciatartoméanyban ¢ nem fiiggetlen a
frekvenciatol.

A vezetében haladé elektromagneses hullam amplitidéja exponencialisan csokken, a
csillapodas frekvenciafiiggé. A hullam hatasara megindul6 aram hét fejleszt, ez fogyasztja
az elektromagneses tér energidjat.

Foglalkozzunk a sikhullamok polarizaciéjavall A szabad hulldmegyenlet periodikus
sikhulldm megoldasa komplex {résmédban: E = Egexpi(wt — kr). A térmennyiségek
valds fiiggvényekkel leirhatdk, a komplex irasmédot csak technikai egyszerisités célja-
bol hasznaljuk. Minden kifejezés, egyenlet felbonthatd valds és képzetes részre, fizikai
jelentést a valds résznek tulajdonitunk. Komplex frasmédban az Eg amplitido is lehet
komplex. Legyen a hullam terjedési irdnya a z-tengely,

k = (0,0,k), (wt— kz)-t jeloljiikk 7-val. A sikhullam altaldnos alakja valds irdsmédban:

E = (ay cos T, as cos(T + ), 0),

az « faziseltolodas onnan szarmazik, hogy Eq is lehet komplex. Az E, = a;cosT,
E, = aycos(T + «) egyenletpar valamilyen gérbe paraméteres egyenlete az (E,, E,)
sikon. Négyzetreemeléssel és Osszeaddssal a kovetkezo egyenletre juthatunk:
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E? EX 2E,E,

—=+— cosa = sin® o,

22 2a) >0, tehét a
kipszelet ellipszis (a = 0 esetén egyenespar). Azt mondhatjuk, hogy az elektromégneses
sikhulldm altaldban elliptikusan polarizalt. (Vigyazat: kisérleti fizika kollokviumon meg-
kérdezhetik, hogyan allithato el elliptikusan polarizalt fénysugar. Erre nem szabad azt
felelni, hogy nem kell semmit csinalni, mert az magatdl elliptikusan polarizalt. A fénysu-
gar ugyanis véges hullaimvonulatokbdl &ll, az allitas az ilyen hullamvonulatokra érvényes.
Az egymas utani hullamvonulatokban a térerésség altalaban kiilonbozo ellipsziseken fut
korbe, erre azt mondjuk, hogy a fénysugdr polarizdlatlan.) Két specidlis eset érdemel
figyelmet:

ez kupszelet egyenlete. A kvadratikus alak determinansa #(1 — cos

1. o = I, ahol | egész szdm. Ekkor sina = 0, cosa = (—1)!, és gy (f—f + 5—5)2 =0,

E _ lal . ’ . s . . ;e
azaz gt = (—1) o, ami egyenespar egyenlete, ez a linedaris polarizacio.

2. a = (21 + 1), ahol [ egész szdm., és a; = ay = a. Ekkor cosa = 0, sinfa =1,

és igy E2 + Ej = a2, ami kor egyenlete, ez a cirkuldris polarizici.

Az E = Ej exp i(wt—kr) sikhulldm felirhaté E = eEyexpi(wt — kr) alakban, e a k-
ra, a terjedési iranyra merdleges egységvektor, a polarizaciovektor, Fykomplex szam. Ha
e allando, akkor a térerosség mindig allandé iranyba mutat, az ilyen sikhullam linearisan
polarizalt. Legyen e; és es  k-ra és egymasra meréleges két egységvektor. A k irdnyba
terjedo legaltaldanosabb sikhullam

E = (e1E1 + egEQ) exp Z(wt — kI')

alakban irhato fel, E; és Fy komplex szam. Ha fazisuk megegyezik, akkor a sikhullam
linedrisan polarizalt, polarizaciévektora ¢ = arctg(Es/F,) szoget zér be e;-gyel, a tér-
erésség nagysiga \/ FE? + E2. Ha a fdzisok kiilonbozéek, akkor a sikhulldm elliptikusan
polarizdlt. Ha E, és Eynagysiga megegyezik, fazisuk kiilonbsége 90°, akkor a polarizacié
cirkuléris, a térerdsség

E = Ey(e; £+ iey) expi(wt — kr)

alaki, Fy valés. eq, es, k feszitse ki az x,y,z koordinatarendszert, ekkor

E, = Eycos(wt — k2), E, = £FE,cos(wt — kz). Lathaté, hogy adott pontban az éllandé
nagysagu térerdsség w korfrekvenciaval forog, jobbra, ill. balra cirkularisan polarizalt
sikhullamrol beszéliink. E kétféle cirkularis polarizacioji hullam szuperpozicidjaként is
leirhatjuk a k irdnyba terjed¢ legaltalanosabb sikhullamot,
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9
®

Ny X
V4
9”
9.abra
Z A3
E =(e E, +e_E_ )expi(wt —kr),
e = L

s(e1 * iez), By és E_komplex szamok.
Levezetjiik a két kiilonb6zo dielektrikum sik hatarfeliiletén bekovetkezo fénytorés és
visszaverddés torvényeit. Legyen

a bees hullam E = Egexpi(wt — kr),

1
B=-kxE,
w
1
a visszavert hulldm E =Ejexpi(w't — K1), B'= —k' x E/,
w
a megtort hullam

E// — E,/O expi(w”t - k”I‘), B// — Jk” X E”,
a terjedés iranyaba mutato egységvektorok az abra szerinti koordinatarendszerben

k
e =— = (sin¢, 0, cos?),
Ch
/
= — = (sin? cos ¢, sin?’ sin ¢’, — cos¥'),
T

1

e/

/1

g = (sin ¥ cos ¢”, sin 9" sin ¢” | cos 9").
A két kozeget elvalaszté feliilleten hatarfeltételek érvényesek. Feltéve, hogy nincsenek
valédi feliileti toltések és daramok, z = 0-nal

Etl = Et2> Bnl = Bn?a Dnl = Dn2> Htl = Ht?-
Esetiinkben az els6 egyenlet E;, + E/; = E”; alak, ehhez jon még a tovabbi hasonl

hédrom egyenlet. Ezek a hatarfeltételek a feliilet (végtelen) sok pontjdban, (végtelen)
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sok idopontban teljesiilnek, ami csak gy lehetséges, hogy E, E', E” térbeli és id6beli
valtozasa z = 0-nal azonos, a fazistényezok megegyeznek:

(wt —kr),—og= (W't —k'r),—g = (Wt — K1), _y.

Ezekbdl az egyenléségekbol az r vektor koordinatdinak megfeleld valasztasaval kap-
hatok meg a torés és visszaverddés kinematikar torvényei:

l. w=w =uw" (z =y = 0 vélasztassal), a korfrekvencidk megegyeznek. A beesd és
a visszavert sugdr ugyanabban a kozegben terjed, ezért k = k'

2. A k, K/, k” hullamszamvektorok egy sikban vannak. (r = 0 vélasztas arra vezet,
hogy ¢ = ¢ = 0.)

3. ksin® = k'sin?’ = k" sinv”. Mivel k =k, ezért ¢ = ', a beesési szog egyenlo a
visszaverddési szoggel. A masodik egyenléséghdl
"

sind K e'u" n
== = W = N2,

sind”  k el

.. 1" " .. /7 Ve /’ .. ..
bevezettiikk az n = , /£ n" = /= torésmutatdkat és a 2-es kozegnek az 1-es kozeg-
gopo’ €010

re vonatkoztatott nis relativ torésmutatéjat. Ez a Snellius-Descartes-torvény. Erdemes
megjegyezni, hogy a kinematikai torvények levezetéséhez nem kellett felhasznalni a ha-
tarfeltételek explicit alakjat csak azt, hogy vannak hatarfeltételek.

A 2-es kozegben a térerGsség

E" = E'jexpi(wt — k" sin "z — k"cost?”2).

A Snellius-Descartes-torvénybol
" 1 2 102 i i 02 2
cos’ = —1/nj, —sin“ ¥ = ———4/sin” ¥ — nj,
n12 n12

(1 a képzetes egység). Ha niy < 1, azaz a fénysugar optikailag stiribb kozegbdl optikailag
ritkabb kozegbe megy at, akkor sinv > njo esetén

1
E’' =E’jexp (——\ /sin? ¥ — n%ﬁ"z) expi(wt — k" sind"z).

ni2

Ez a teljes visszaverédés, jellemz6i az x-tengely mentén (a hatarfeliilettel parhuzamos
irdnyban) terjed$ sikhulldm és a z-tengely menti (a hatérfeliiletre meréleges irdanyt)
exponencialis csokkenés.

A torés és visszaverddés dinamikai torvényei, amelyek a feliileten atjuté, ill. visszavert
energiamennyiség szamitasara nyujtanak lehetoséget, a hatarfeltételek konkrét alakjabol
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kovetkeznek. Az exponencidlisokkal a fazisok egyenlosége kovetkeztében egyszertisiteni
lehet. Feltételezve, hogy mindkét kozegre teljesiilnek a

D = ¢E, B = pH anyagi egyenletek, mind a négy hatarfeltétel kifejezhetd az
elektromos térerosségekkel, n a hatarfeliilet normalis egységvektora:

E; = Ep — nx (Ey+E,—E") =0,

Bnl = an — n(k X EO + k/ X EIO — k// X Ello) = 0,

Dy = Dpa —  n(eEy +cE, - "E) =0,
1 1

H, = H, — n x <—(k x Eg + k' x Ely) — — (k" x E”o)) = 0.
u T

Tetszoleges polarizacioju sikhullam eléallithato két, egymésra merdleges linedris po-
larizacioju sikhullam megfelel6 linearis kombindciéjaként. Legyen most az egyik olyan,
amelynek polarizaciévektora meroleges a k és az n vektorok éaltal kifeszitett beesési sikra,
a masik olyan, amelynek polarizacidvektora parhuzamos ezzel a sikkal. Tekintsiik el6szor
az elsé esetet, ekkor az elsé és a negyedik hatarfeltétel szerint

"
Ey+ Ey = Ey, \/7(E0—E Jeos ¥ = g—NE(’)'cosﬁ”.
u \

A harmadik hatarfeltétel automatikusan teljesiil, a masodik a Snellius-Descartes-torvény
felhasznalasaval belathatéan ugyanazt adja, mint az els6. A két egyenlet megoldésa a

kovetkezo:
B f cosv — 4/ 5’,’, cos v’ B 2\/%(?08 W,

E [cos ¥+ ,, L COS 19” EO \/%cos ¥+ Z—/,/, cos V'

A miésodik esetben hasonl6 gondolatmenettel a kovetkezo végeredményre jutunk:

B ,/5—',',00519— \/Ecosf}” El 2\/2(30819

Ey \/?cosﬁ + [COS g Eo \ £ cost + fcos a

Az els6 egyenloségbol kovetkezik, hogy a beesési sikkal parhuzamos polarizacié esetén a
9 beesési szognek van egy olyan értéke, amelynel nincs visszavert hullam, ez a Brewster-
sz0g. Specidlisan, p = y” esetén tgip = A Snellius-Descartes-torvényt felhasznalva
megmutathatd, hogy ekkor 5 + 19" =

I
s
2"

Feladat: Bizonyitsuk be ezt az allitast!
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Specidlis esetben, meréleges beesésnél (1 = 0), olyan kozegeknél, amelyekre p = 1

E(/) . 1 — T2 Eg . 2
EO 1+n12’ E(] 1—|—n12'

Az id6re (egy periddusra) atlagolt aramsirtiségvektorok nagysaga:
S 1 g0C?
|S| 28002_‘<E0 ><]30>| 0 \/—Eg’
@|—€C—KonBq\ %C¢77
|g//| — 50625 ‘(E”O % BHO)‘ _ %TC\/?E”(%’

az % szorzétényezo az idoatlagolas kovetkezménye. Definidljuk az r visszaverédési és a d

visszaverddési egyiitthatot:

;= |S/‘ (1—n12)2 d: |S//| . 4”12 T+d_ 1
— S T+ni) 7 7 |S] (14 nw)? -

ezek az un. Fresnel-formulak.

Mi torténik akkor, ha két sikhullam talalkozik? Létrejohet az interferencia. Az
E = E;+E,;, B = B,+B; szuperpoziciok megoldasai a Maxwell-egyenleteknek, de az in-
tenzitasméro adatok, az u energiastiriiség és az S energiaaramstriiség nem adodnak Ossze.
Ezeket 6sszefoglaléan I-vel jelélve: [ = I+ 1,41’ ahol [} ~ B2, [, ~E2, I ~EE,,
ez utébbi az interferencia-tag (felhasznaltuk, hogy sikhullamban B kifejezheté E-vel).
Pillanatnyi interferencia altaldban van, de nem észleljiik, mert I’ nagyon gyorsan valto-
zik. Eszlelhetd tartés interferencia akkor jon létre, ha I’, az interferencia-tag id6atlaga
kiilonbozik nullatél. Ennek harom feltétele van:

1. A sikhullaimok frekvencidja meg kell egyezzen: w; = wy = w. A periodikus
sikhullamok idofiiggése: E; = Ajcos wit, Es = Ascos wot. A coswit - coswst szorzat
gyorsan valtozik, nagyon stirtin 0, idéatlaga annal kisebb, minél nagyobb idétartamra
atlagolunk. Ha viszont w; = ws = w, akkor I’ ~cos’t, aminek idé4tlaga %

2. A miésodik feltétel geometriai jellegii. Az interferencia tag, I’ =~ E;E,, igy ha a
két térerdsség minden pillanatban merdleges egymasra, akkor sem tartos, sem pillanatnyi
interferencia nincs. Pl. egy irdnyban terjedd, egymasra merolegesen linedrisan polarizalt
hullamok nem interferalnak.

3. A harmadik az in. koherencia-feltétel. A komplex irasmédban felirt térerdsség
tartalmaz egy exp(i¢) tényezot. A fényforrdsok dltaldban véges hullimvonulatokat bo-
csajtanak ki, ezek ¢ fazisallanddja rendszerteleniil ingadozik. Ha a talalkozd sikhullamok
fazisallanddinak kiilénbsége nem allandd, akkor az idoatlagolas 0-t eredményez, nincs
tartos interferencia. Ha egy fényforras altal kibocsajtott hullamot szétvélasztunk, majd
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ujra egyesitiink, akkor ez a probléma nem lép fel. Azt mondjuk, hogy az ilyen hulla-
mok koherensek. Vannak olyan fényforrasok (lézer, mézer), amelyek szintén koherens
hullamokat bocsajtanak ki, igy létrejohet tartds interferencia.
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8. fejezet

Retardalt potencialok,
dipdlsugarzas, fényszoras

Levezetjiik a Maxwell-egyenletek egy fizikailag nagyon fontos megoldésat. A teljes egyen-
letrendszer:

OE ] 0B
ArotB = — + i, divE = ﬁ, roth = ———,

ot o o ot
Az elektrosztatikiban mar bevezettiik a skalarpotencialt, a staciondrius dram targya-
lasanal a vektorpotencialt, most ugyanezek legdltalanosabb alakjat adjuk meg. Mivel

divB = 0, ezért bevezethet6 a vektorpotencidl, B = rotA . Beirva ezt a harmadik egyen-

letbe az addédik, hogy
0A
t | E+ — =0
ro ( + 875) ,

divB = 0.

ezért az E + %—":‘ vektor irhato fel gradiensként,

A
E + 88_15 = —grad®.

A=A +grady és &' = b — 86—’; ugyanazt az E-t és B-t hatarozza meg, mint A és Yy,

most is igaz, hogy a potencialok csak egy mértéktranszformacio erejéig meghatarozottak,

kiréhato egy mellékfeltétel, ami egyszerusitheti az egyenleteket. Azt irjuk el6, hogy

divA + c%%—cf = 0 teljesiiljon, ekkor Lorentz-mértékben dolgozunk. A potencidlokra igy a
kovetkezd egyenleteket kapjuk:

2 2 :

1Lo°®  »p AA 1 0°A J

c2 Ot2 €0’ 2 Ot2 goc?’

ezek az inhomogén hullamegyenletek. Megmutathatd, hogy az alabbi megolddsok az
egyenletek mellett a Lorentz-feltételt is kielégitik:
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1 /4 1 : /!
,o(r,t)dv,7 Alr,t) = i@, t)

—
O (r,t) = _r=r

= av’', t' =t
drey ) |r—1r/|

" dmeec? ) e — 1| c

Ezek a retardalt potencialok, a retardalas, idobeli késés az idO szerinti masodik de-
rivalt hatasa. Fizikai jelentésiik nagyon természetesnek latszik. A hatds nem pillanat-
szerl, ¢ sebességgel terjed, az @ idovel korabbi toltés- ill. arameloszlas hatarozza

meg a skalar- ill. vektorpotencialt. Eppen ennyi idore van sziikség ahhoz, hogy hatas
elérjen az r’ helyzetvektori pontbdl az r helyzetvektori pontba. Megjegyezziik, hogy az
inhomogén hullamegyenleteknek megoldasai az in. avanzsalt potencialok is, amelyekben
t'=t+ @ Ez azt jelentené, hogy az @ idovel késobbi toltés- ill. arameloszlas ha-
tarozna meg a potencidlokat, ami ellentmond az ok-okozat Gsszefiiggésnek, igy semmiféle
fizikai jelentése nem lehet.

A megoldas aldbbi szemléletes magyarazata Feynmantol szarmazik. Ha csak a kez-
dopontban van egy pontszerii toltés, akkor megoldasa az egyenletnek a

O (r,t) = % (t—1t"), t' = kifuté gdmbhulldm, amit a toltés hoz létre. Kis r esetén
O =~ @, mert % elég nagy ¢ mellett kicsi. Ez a kezd8pontban 1év6 véltozé nagysagu
Q(t)

4megr’

toltés Coulomb-potencidlja, tehat & = ami megoldasa a

i p—

€0

egyenletnek, @ = [ pdV. A hulldmegyenlet megolddsa ezért

Q (t B t,) / r

r,t) = degr =5
Alkalmazésként meghatérozzuk egy nagyon kicsi (pontszerii) rezgé elektromos dip6lus
antenna elektromdagneses terét. Az ry helyzetvektori pontban 1év6 p (¢) dipélmomen-
tumi antenna sfiriségvektora, a polarizdcié vektor P (r,t), p(t) = [P(r,t)dV. A
pontszerii toltés toltéssiirliségéhez hasonléan most is a d (r — ry) altalanositott fiiggvény
segitségével fejezziik ki a dipélmomentumsiiriiséget,

P(r,t)=p(t)d(r—ro).

A dielektrikumok és a stacionarius aram targyalasanal kideriilt, hogy a P dipdluseloszlas

skalarpotencidlja p,, = —divP toltésslirtiségével, vektorpotencialja jpo = aramsu-

oP
, ot
riiségével ekvivalens. Igy a

10?0 divP 1 0’°A 1 oP
Ap— =22 AN -8 T
c? Ot? g0 c? Ot? goc? Ot

hullamegyenleteket kell megoldanunk, a megoldas a két retardalt potencial:
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1 div'P (v, ') 1 B (¢ )
P (r,t) = — 24V, A(r,t) = o _Lqv’
(x2) 4rreg / lr — 1| ’ (x2) drregc? / lr — 1| ’

=t — T div azt jelenti, hogy dllandé ¢’ mellett kell derivalni. Az integralasok a

c Y

0 (r — ro) altaldnositott fiiggvény segitségével elvégezhetd, az eredmény a kovetkezo:

1 1 r—r 1 r—r r—r
3 (r.1) p(t—' °’)<r—ro>+ —Op(t—‘ 0'),

N 471'500‘['—1*0‘2 471'6(_) ’r—ro‘g C

1 1, |r — rg|
A(rt) = t— .
(x2) Admegc? r — r0|p < c >

Tudjuk, hogy E = grad® — 68—‘?, B = rotA. Kissé hosszadalmas szamoléds adja a vég-
eredményt:

3 p
E=—"——"—=p@-r)r —r) —-—F+
dmeg |r — 1o deg |r — 1o
3 : p
7P —ro)(r —10) — 2t
dmege |r — 1o dmege |r — 1ol
1 . p
r—ry)l(r —rg) — ,
dmeoc? |r — r0]3 B ))( 0) dmegc? |r — ro|
1 . 1 .
B = b x (r —ro)] + [B x (r —ro)],

B dmege? |r — ro\3 dmeged |r — ro|2

P, P, P argumentuma mindenhol a t — @ retardalt ido.

A megoldasban jol elkiilonitheté harom rész. E els6 két tagja (az elsé sor) a dipélus
sztatikus elektromos tere. Ha p id6fiiggetlen, akkor csak ez van,

B = 0, egy sztatikus dipélusnak nincs magneses tere. E mésodik két tagja (a masodik
sor) és B els6 tagja a polarizaciés dram elektromagneses tere. E utolsé két tagja (a
harmadik sor) és B masodik tagja a gyorsuld dipdlus altal kisugarzott elektromagneses
hulldm. Legyen p () = pgexp (iwt), po = (0, 0, po), ro = (0, 0, 0). Osszehasonlitjuk
az elébb felsorolt harom rész nagysagrendjét:

E P . pw . pow?
r3  cr? : 02r2
B bow . bow
c2rz c3r

Az egymds melletti értékek hanyadosa 275, A = 500 m, r = 50 km esetén pl. a
2m5 ~600. A dipélushoz kozel a sztatikus zéndban az elektrosztatikus tér a domindns, a
tavoli hulldimzonaban az elektromagneses sugdrzas. Utébbiban (gémbi koordindtékban)

2

Ey = d sin ¢ exp [z’w (t—z)], E. =FE,=0,
4dregc?r c
o . . r

By = pr—— sin ¥ exp [zw <t — E)] , B.=DBy=0.
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Latszik a kifuté gémbhullara jellemz6 r-fliggés, E és B egymasra és r-re is meroleges.
Az S energiadramstiriség vektor sugar irdnyu,

2 4
IS| = pQO—wsin%%osZw (t - C) :
(4m)" egc3r? c

Az energiaszéllitds nem izotrop, ¥- fiiggé. A dipélmomentum irdnyaban (9 = 0) nincs
energiasugarzas, az ,egyenlité” sikjdban (¥ = 7/2) maximalis. Egy r sugari gomb felii-
letén idéegység alatt athaladd energia atlagos (egy periédusra atlagolt) értéke:

T T 27 T
. 1 2 . . pgw4 // . 3 1 / 2 T .
Ue = 7 / / / S| dir? sin g = 75 sin o [ cos?w (t C) dt =
0 0 0 0

2, 4
_ pyw
1273

sugarzas

YVYY

o
7
elektromagneses hullam \

10.4bra

A fényszoéras olyan folyamat, amelynek soran a porszemekre, vizcseppekre érkezo
elektromagneses hullam megrezgeti az ott 1évo toltéseket, a rezgo toltések pedig ujabb
elektromagneses hullamokat sugaroznak ki. Legyen S;. a bejovo hullam energiadramsii-
riiség vektora, dU .. a toltésrendszer altal a df) térszogbe 1 sec alatt kisugarzott energia.
A széras df) térszogre es6 differencialis hataskeresztmetszete

do_ — dUS@C,

‘gbe
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a felillvonds idére (egy periédusra) valé atlagoldst jelent. A teljes hatédskeresztmetszet
o = [ do, a térszog szerint kell integralni.

El6szor az egyetlen szabad toltésen torténd szorast vizsgaljuk a kovetkezo egyszertisito
feltevések mellett:

1) a bejové hulldm mozgasba hozza a toltést, ennek sebessége v < ¢ (a toltés vala-
mekkora témegen pl. porszemen iil), ekkor a Lorentz-eré a Coulomb-erd mellet elhanya-
golhatd, mert pl. sikhullimban |B| = |—];3|

2) a toltés az origd (r = 0) koriil rezeg, de mindig a térerésség origbbeli értékével
szamolunk.

Legyen E;. = Eq cos(wt—kr), linedrisan polaros sikhullam. A t6ltés mozgasegyenlete:

mit = quw

dipélmomentuma p = qr, és p = ¢ = %Ebe. A rezgo toltés altal keltett elektromagneses
tér kifuté gombhullam része:

B, — ! [@r)r_é}zw B L pxr

dregc? | 13 r degc?rs dregcd 12

p argumentuma a retarddlt id6, t — £. A kifut6 energiadaramsiiriiségvektor nagysdga

. 2 4
X T 1 1
Skil = €0 |Epi X By = (p2 ) = 3 _2q_2 |Epe|” sin? 0,
(Am)"eocPrt  (4m) g3 2 m

Y az r és Ey. vektorok altal bezart szog. A df) térszogbe 1 sec alatt kisugarzott, atlagos
energia

E2 4
L sin? 9dQ.
(4m)" ggc> m

T
_ 1
a0 = r2a0t [1s,.|dt —
0. —r T/'”
0

Az egy periddusra atlagolt bejové energiadramstriiség vektor

T
= 1 E?
‘Sbe‘ = 8002T / |Ebe X Bbe‘ dt = 80670.
0

A differencidlis hatéskeresztmetszet

dUsec ]‘ < q2
do = = 5 5
See]  (4meg)® \me

2
> sin? 9dS,
a teljes hataskeresztmetszet
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1 2\? 1 2\?
_ 1 (_q ) /sin319d19d¢: 281<q2) ,
(4meg)” \mc? (4mep)® 3 \me

ez a Thomson-hataskeresztmetszet. A nﬁb’—; kifejezés neve klasszikus elektronsugar, de
vigyazat, ez csak Gauss-mértékegységrendszerben tavolsag dimenzidju

Ha a bejovo elektromagneses hullam kis (a sugart, e, relativ dielektromos allanddji)
gbémbon szérddik, akkor a dielektrikumoknal targyaltak szerint

p « E, (a pontos Osszefiiggés p = 47T60§:§a3Ebe), ezért p-ban w? szorzétényezd
T
1

jelenik meg, és a teljes hataskeresztmetszet, o “CJ—: = 31

Feladat: Miért kék az ég, miért piros a lemend Nap?
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9. fejezet

Geometriai optika

A geometriai optika a fényterjedést sugarakkal irja le. Vizsgaljuk az elektromagne-
ses hullam terjedését izotrop inhomogén szigetel6é kozegben. A hulldmegyenlet %2712& —
v (r) Ay =0 alaku, itt v(r) a helyfiiggd terjedési sebesség, 1 az E elektromos térerds-
ség vagy a B magnese indukcié valamelyik derékszogii komponense. Az egyenlet idében

periodikus megoldésa 1 = 1) (r) exp (iwt), ¥ (r) a

w?

v (r)

egyenletnek tesz eleget. Keressiik ennek megolddsét g (r) = a (r) exp(—ikL(r)) alak-
ban. Az L(r) neve eikondl (fényit), az L = éllando feliilet normdlvektora jeldli ki a
fényterjedés iranyat az adott pontban. Sikhulldimban &llando6 terjedési sebesség esetén
L = nr. Ha a(r) lassan valtozik, és L kozel lineéris r-ben, akkor ¢pkozel sikhullam. A
torésmutatd definicija n (r) = @ ahol k a vékuumbeli hulldmszam.

2w

AX—=0(k=5 — 00) hatdresetben az egyenlet a

At (r) + o (r) =0

(grad L)* = n?

kozelité alakban irhato, ez az eikondl-egyenlet. A — 0 (elterjedt) pongyola megfogalma-
zas, adott hullaimhosszu fény terjedése soran Atermészetesen allando, azt kell megmonda-
nunk, hogy mihez képest kicsi. A kozelités sordn, amelyet itt nem részleteziink, bizonyos
tagokat elhanyagolunk, az elhanyagolas feltételei a kdvetkezoek:

1. % < + = %, ahol Na kdzegbeli hulldmhossz.

2. Az L. = éllandd egyenlet altal meghatarozott hullamfeliilet gorbiileti sugara
> .

3. A hullamfront linedris méretei (pl. gombhulldm esetén a gomb sugara) > A.

Az elsé feltétel nem érvényes pl. fény és drnyék hatdrdn (itt az intenzitds gyorsan
véaltozhat, grad a nagy lehet), a masodik és harmadik feltétel nem érvényes fényforrasok,

fokuszok kozelében.
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Izotrop kozegben a k hullamszamvektor a fénysugarak irdnyaba mutat, merdleges az
L = alland¢ feliiletekre. Ekkor az eikondl-egyenletbdl gydkvonassal azt kapjuk, hogy
grad L = ¥

Tetszleges zart gorbére igaz, hogy ¢ nkds = k § grad Lds = 0.

11.abra

Alkalmazzuk ezt egy olyan zart gorbére, amelynek AB szakasza a fénysugar egy da-
rabja, B-b6l A-ba pedig valamilyen tetszoleges C' gorbén jutunk vissza.

B

B
/nkds—l—/nkds—k/nds+/nkds:0.
A

A

A skaldrszorzat tulajdonsdga miatt igaz, hogy [nkds < [ nkds, ezért
C C

B
/ndSZ—%/nkds: %/nkdsg /nds,
A C —C -C

az utolsd két integralban a —C' integraldsi ut a C' megforditottja. Az els6 és utolsé in-
tegral osszehasonlitdsa szolgdltatja a Fermat-elvet: az [ nds optikai uthossznak nevezett
integrél a fénysugar mentén minimalis. Felhasznalva, hogy n = €, arra jutunk, hogy
c f ds_ &5 fgy T = f ds o0y terjedési id6 minimdlis a fénysugdr menten

talmazaskent a Fermat-elvbol levezetjiik a Snellius-Descartes-torvényt. Meghaté-
rozzuk, hogy az 1-es kozeg Pi(x1,y1) pontjatdl a két kozeget elvélaszté sik hatarfeliilet
melyik P(z,0) pontjan keresztiil vezet a legrovidebb fényut a 2-es kézeg Pa(x2, y2) pont-
jahoz. Annak kell teljesiilnie, hogy

P P P
/nds = /nds + /nds = nl\/(x —n) i+ ng\/(x — 25)° + y3 = minimum.
P P P
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P1(x1,y1)

P(x,0)

P2 (Xz,yz)
12.4bra

Ebbdl kovetkezik, hogy nq sint = ny sind”, ahol 9 a beesési, 9" a torési szog.

Feladat: Fejezziik be az el6z6 levezetést.
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Irodalomjegyzék
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