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1. fejezet

Alapfogalmak

Alédbbiakban roviden Osszefoglaljuk a kaotikus rendszerek leirdsahoz hasznélt
legfontosabb alapfogalmakat.

1.1. Mi a ”’kaosz”?

A kaosz egyszer rendszerek bonyolult idébeli viselkedése. E meghatérozas
szerint a kdosz (a hétkoznapi széhasznalattal szemben) nem térbeli, nem sta-
tikus rendetlenség. A kdosz tehat egy mozgési tipus, altalanosabb értelemben
id6beli fejlédés. Szamos hétkoznapi folyamat (a bilidrd vagy a flipperautoma-
ta goly6janak mozgdsa, aramkorok begerjedése, festékek keveredése) mellett
szerepel miiszaki, kémiai, biolégiai jelenségekben, betegségek lefolydsaban,
gazdasagi részfolyamatokban, és jéval nagyobb léptékben is: példaul a Fold
magneses tengelyének valtakozasaban vagy a Naprendszer alkotoelemeinek
mozgasaban.

A hosszu ideig tarto, allandésult mozgasok egy része onmagat pontosan,
periodikusan ismétli. A hétkoznapi életbdl vett példaként gondolhatunk az
ingadra lengésére vagy a Fold Nap koriili keringésére. A hagyomanyos szem-
lélet és oktatas szerint az allanddsult mozgasok mindig szabalyosak, azaz pe-
riodikusan ismétlodéek (vagy legfeljebb néhany kiilonb6z6 periodikus mozgas
osszetevésébdl allnak). Az dllanddsult periodikus mozgés fontos tulajdonsé-
gai: 1) ismétli onmagat, 2) késébbi allapota pontosan josolhatd, elére je-
lezheté (az ingadra éppen ezért haszndlhaté idémérésre), 3) adott helyzetébe
mindig ugyanazzal a sebességgel tér vissza, vagyis a helyzetet és a visszatérési
sebességet megadd abrazolasban egyetlen pont jellemzi a mozgast.

A szabdlyos mozgasok azonban a lehetséges allandésult mozgasoknak csak
kis részét alkotjak. Mara széleskoriien elfogadotta valt az a felismerés, hogy
az egyszeril rendszerek hosszu ideig tartd mozgasa is gyakran szabdlytalan,
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onmagat nem ismétlo.

Az egyszeri, azaz a kevés osszetevobdl allé rendszerek szabalytalan moz-
gasat kaotikusnak mondjuk. Létezésére az ad lehetOséget, hogy egyszeri
nemlinedris eqyenleteknek is lehet igen bonyolult a megoldasa. Nagyon fon-
tos, ezért még egyszer hangsulyozzuk: a kaotikus mozgas nélkiilézhetetlen
alapfeltétele, hogy a mozgasegyenlet nemlinearis legyen. Azonban meg kell
jegyezziink azt is, hogy a nemlinearitas sziikséges, de nem elégséges feltétele
a kdosznak. Vannak olyan nemlinedris mozgasegyenletek, melyekhez soha-
sem tarsul kaotikus mozgas, viszont vannak olyanok, melyeknél megfelel6
paraméterek esetén (pl. gerjeszté amplitid6 és frekvencia, sturlédas stb.)
kaotikus mozgas johet létre. S6t! A surléodédsmentes rendszereknél, azonos
paraméterek mellett, még a kezdofeltételektol is fligghet a kaosz megjelené-
se. Osszességében azonban bizonyosan kijelentheté: az esetek jelentds részé-
nél a mozgésegyenlet alakjabol — a korabban altalanosan elfogadott nézettel
szemben — egyaltalan nem donthet6 el, hogy a mozgas szabalyos lesz-e vagy
sem.

A kaotikus mozgas megértése a hagyomanyostol eltéré szemléletet és sa-
jatos eszkozoket kivan. A hagyomanyos eszkozok az ilyen mozgasok leirasara
alkalmatlanok, a kaotikus mozgasforma altalanossaganak felismerését a sza-
mitogépes kisérletezés tette lehetévé. A részletes vizsgdlatok arra az ered-
ményre vezettek, hogy a szabalyos mozgas mindharom emlitett tulajdonsa-
ganak ellentéte jellemzi a kaotikus viselkedést: az ugyanis 1) nem ismétli
onmagat, 2) nem jelezhet6 elore, mert érzékeny a kezdofeltételekre, melyeket
sohasem ismeriink teljesen pontosan, 3) a visszatérési szabaly bonyolult geo-
metriaju: a hely—sebesség abrazolasban egy komplex, de szabalyos szerkezet
jelenik meg. A kétféle mozgas kozotti kiillonbséget az 1.1 tdblazat foglalja
Ossze.

1.1. tablazat. A szabdlyos és a kaotikus mozgdas tsszehasonlitasa.

SZABALYOS MOZGAS KAOTIKUS

MOZGAS
ismétlodo szabalytalan
elérejelezhetd elérejelezhetetlen
egyszerii geometriaji bonyolult geometriaju

A kaotikus rendszerek emlitett tulajdonsagai kiilon-kiilon és egyiitt is
szokatlanok, a megértésiik konkrét esetek vizsgalatan keresztiil a leghatéko-
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nyabb. A kaosz esetében kikeriilhetetlen a numerikus szimulalas, melyekre
egyszerl rendszerekben megfigyelheto kaotikus mozgasokat mutatunk be in-
teraktiv formaban. E példdk egyben a kdosz kiillonbozo tipusainak segitik a
felismerését, elosegitik a megismerését.

1.2. A fazistér fogalma és szerkezete

1.2.1. A fazistér

A kaotikus viselkedés hagyomanyos kitérés—ido vagy sebesség—id6 grafikonon
valé dbrazolasa nem alkalmas a mozgés attekintésére, hiszen akarmeddig ko-
vetjiik is a kitérést, a kovetkezokben mindig szamithatunk wjabb viselkedés-
formara. A kdoszban megjelené rend nem a kitérés-idd, hanem a kitérés—
sebesség abrazolasban mutatkozik meg.

Egy mechanikai rendszer pillanatnyi dllapotdt a hely- és sebességkoor-
dinatéak egyiittes megadasa jelenti, hiszen ezen koordinatak és a dinamikai
egyenlet ismeretében a mozgas egyértelmiien folytathatd. A hely- és sebesség-
valtozok definialjék a rendszer fazisterét. Egydimenziéban zajlé mozgasokra
a fazistér tehdt az (z,v) sik. A fézistérben egy pont jeleniti meg a rend-
szer mozgasallapotat, és a pont annak megfeleloen vandorol a fazistérben,
ahogyan a rendszer mozog. A mozgas fazistérbeli palyajat trajektorianak
nevezziik (1.1. dbra). A trajektérahoz rendelt nyil az id6, igy a mozgas iré-
nyat jelzi. A trajektoridk Osszessége viszont attekinté képet ad a rendszer
kiilonb6z6 mozgési lehetéségeirdl (1asd 1.2. tdblazat).

1.2. tablazat. A mozgéasok hagyomanyos és fazistérbeli leirasanak osszehason-
litasa.

HAGYOMANYOS LEIRAS FAZISTERBELI LETRAS
pillanatnyi koordinatak fazistérbeli pont
idofuggés (z(t),v(t)) trajektoéria (v(z))

idébeli struktira fazistérbeli struktira
egyedi attekint6 (globélis)

Sokszor a rendszer allapotanak egyértelmii meghatarozasahoz nem elegen-
do egyetlen hely- és sebességkoordinata, azaz a fazistér harom- vagy tobb-
dimenziés (a kaotikus esetekben mindig ez a helyzet). Ilyenkor érdemes a
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1.1. dbra. A féazistérbeli trajektéria (vastag vonal). Egy mozgas z(t) és v(t)
grafikonjanak megfelel6 vetiileteivel megszerkesztheté a mozgas fazistérbeli
palyaja. Az id6 irdanyat a trajektérian 1évo nyil mutatja.

magasabb dimenzids fazistérbol valamilyen szabaly szerint mintat venni. Ez
rendszerint ugy torténik, hogy a fazistérrol egy "metszetet” készitiink, s a tra-
jektéridk pontjait csak a metszeten tartjuk szamon. A sematikus 1.2. dbra
ezt szemlélteti. Az emlitett "metszetkészités™nek két f6 csoportjat a stro-

1.2. dbra. Mozgéasok kovetése leképezésen. A magasabb dimenzids fazis-
térben futd trajektoridkrol valamely metszeten érdemes mintat venni. A
leképezés az a szabély, amely megadja a trajektoridnak ezen metszeten (vagy
egymassal egyenértékii metszetek sorozatén) vett egymads utédni metszéspont-
ja kozotti kapcsolatot.
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boszkopikus leképezések és a poincaré-metszetek alkotjdk (lasd még a 1.3.2. és
a 1.4.1. fejezeteket).

1.2.2. Fixpontok

Fixpontnak nevezziink azt a fazistérbeli pontot, melyre a kezdofeltételt vég-
telen pontosan elhelyezve a rendszer nyugalomban marad, azaz idével sem a
helyzete, sem a sebessége nem valtozik. A fixpontok fazistérbeli elhelyezke-
désének, szamanak és fajtdinak ismerete a szabalyos és a kaotikus rendszerek
tulajdonsdgainak megértéséhez egyarant nélkiilozhetetlen. A fixpontoknak
két alapvetd csoportjat a fixpont stabilitdsa alapjan kiilonboztetjiik meg.
Mindkét csoporton beliil fontos tovabba kiilonbséget tenni a surldddsos és
a surlodasmentes esetek kozott is.

1.2.3. Instabil és stabil allapotok

Egy test nyugalmi allapotat valamely x* helyzetben akkor nevezziik instabil-
nak (vagy maés szdval labilisnak), ha a testet egy kissé kimozditott helyzetben
elengedve, az az x*-t0l egyre tavolodé mozgéasba kezd. Egyszerii példa erre
egy dombort edény tetejére helyezett golyo vagy egy hegyére allitott ceruza
esete (1.3. abra). Az instabil dllapot kornyékén az er6 mindig taszité jellegt,

1.3. dbra. Az instabil dllapot a dombort feliilet tetejére helyezett golyé és
a hegyére allitott ceruza példajaban. Csak egy pontban lehetséges nyugalmi
allapot, amitdl barmilyen kis kimozdités utan a test gyorsulva tavolodni kezd.

a kitéréssel no.

Egy test nyugalmi helyzetét az x* pontban akkor nevezziik stabilnak, ha
a testet egy kissé kimozditott helyzetben elengedve az x* egyensulyi helyzet
felé visszahuzd er6 hat ra, s igy a test csak ideiglenesen tavolodik el az z*
ponttol. Egyszerti példa erre egy homori edény aljara helyezett golyo, vagy
az inga lengése fiiggbleges (p = 0) allapota koriil (1.4. dbra). A stabil dllapot
kornyékén az erd visszahtzo, a kitéréssel ellentetten no.
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1.4. abra. A stabil allapot a homor feliilet aljara helyezett golyo és az inga
példdjaban. Itt is egyetlen pontban lehetséges csak nyugalmi allapot, de ha
a rendszert kimozditjuk onnan, akkor az a nyugalmi pont felé indul.

1.2.4. Fixpontok koriili mozgasok

Az instabil és a stabil nyugalmi allapotok vizsgéalatanal a legfontosabb dolog
a kornyékiikre jellemz6 mozgasok vizsgalata. Ugyanis ezen mozgasok miként-
jében nyilvanul meg a fixpont fazistérbeli szerepének a lényege. Az emlitett
tulajdonsdgok linedris megkozelitésben megmutatkoznak meg legegyszeriib-
ben és legérthetébben. !

A legegyszeriibb mozgésok egyetlen helykoordinata idébeli valtozésaval
kapcsolatosak, méghozza olyan rendszerekben, melyekben nem hat a testre
kiilsé (id6fiiggd) gerjesztéerd. A szabdlyos mozgasok legfontosabb tulajdon-
sagait, igy a fixpontok fajtait és jellemzdit, mar az egyenes menti mozgasok
példajan keresztiil is attekinthetjiikk. Fontos megjegyezni, hogy a kaotikus
rendszerekben fellelhetd Gsszes fixponttipus megtaldlhatd az egyszeri, nem-
kaotikus rendszerekben is, igy ezen egyszerii rendszerek tanulmanyozasa so-
ran olyan altalanos tulajdonsagok megfogalmazasara is lehetéségiink nyilik,
melyek a kaotikus rendszerekre is érvényesek. (Mint késébb latni fogjuk: a
kaotikus és nemkaotikus mozgasok kozotti kiilonbozoségre nem a fixpontok
fajtainak eltérése, hanem azok eltéré szama és elhelyezkedése jellemz6.)

A mozgast a fazistérben koévetjiikk nyomon, melyben — az egyszerii és kao-
tikus rendszerekben egyarant — az instabil allapotbdl kiindulé gorbék, az tn.
stabil és instabil sokasdgok jatsszak a legfontosabb szerepet. Ezek ugyanis a
lehetséges mozgasoknak mintegy a "vazat” alkotjak. Ez igaz a surlédasmentes
és surlodasos jelenségekre egyarant, azzal a kiilonbséggel, hogy az utobbinal
a hosszu idejiit mozgasok a fazistér attraktoraira hizoédnak ra.

LA nyugalmi allapot kis kérnyezetén kiviil altalaban nemlinedris viselkedést tapaszta-
lunk.
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Instabil fixpont (sirléddsmentes eset)

Az egyszeriiség kedvéért egyetlen pontot vizsgalunk és a koordinata-rendszer
kezdGpontjat éppen ebbe a pontba helyezziik, vagyis az x* = 0 véalasztassal
éliink (a mozgas egydimenziés). Az instabil allapot kornyékén az eré mindig
taszité jellegli és a kitéréssel né. Egyszeri modelliinkben az ertorvény?
linearis, azaz

F(x) = sp, (1.1)

ahol sq az instabilitds erdsségére jellemzd taszitdsi paraméter.”

Mivel a surlédédsmentes esetben az egységnyi tomegre csak az instabil
allapottdl eltéavolité F'(x) erd hat, a mozgédsegyenlet (Newton-egyenlet): & =
F(z). A (1.1) erétorvénnyel az

i = sgx (1.2)

egyenletet kapjuk.
A 1.2 egyenletet megoldva belathaté (lasd a 1.9.1 fejezetet), hogy a moz-
gas soran barmely x, v értékre fenn kell allnia a

v? — s2a? = allandé = vF — S22 (1.3)
Osszefiiggésnek. A fazistérbeli trajektoridk tehat a fixpont koriili hiperbo-
14k (1.5. dbra). A fixpontot ezért hiperbolikusnak nevezziik.! A hiperboldk
aszimptotal az origén atmend v = +sox egyenleti egyenesek. A hiperbola-
sereg jellegét tehat a dinamika egyetlen sy paramétere egyértelmiien megha-
tarozza. Gyenge taszitas (kis sg) esetén az aszimptotak kis szoget zarnak be
az x tengellyel.

Szinte barmilyen kezdofeltétel esetén a mozgas egy hiperbolahoz tartozik,
melyen a fazistérbeli pont esetleges kezdeti kozeledés utan elkanyarodik az
origotdl, és végiil a részecske egyre gyorsabban tavolodik. Vegyiik észre, hogy
az altalanos eltavolodas ellenére 1éteznek olyan specialis kezdofeltételek, me-
lyekbdl a fizpontba jutunk. Ha ugyanis pozitiv kezdeti helykoordinata mellett
olyan negativ kezdosebességet adunk, mely a

v = —50T (1.4)

egyenesre esik, vagyis, ha a jol meghatarozott sebességgel 16kjiik az instabil
allapot felé a testet, akkor az a (1.39) és (1.41) egyenletek értelmében az

x(t) = xoe " (1.5)

2Erén a tovabbiakban az egységnyi tomegre haté erdt értjiik, ezért ha egyetlen testrél
van sz0, akkor nem lesz sziikségiink annak m tomegére.

3Az egyiitthat6t azért frjuk s3 alakban, hogy egyértelmi legyen a pozitivitésa.

4Hasznélatos a nyeregpont elnevezés is.
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1.5. dbra. A hiperbolikus fixpont és kornyezete (sturlédasmentes eset): né-
hény hiperbola-trajektoria (vékony vonalak) és az aszimptotak (vastag vo-
nalak). A mozgds a vonalakon a nyilakkal jelolt irdnyban torténik. A hi-
perbolikus pontba bejutni csak az egyik aszimptota, a stabil gorbe mentén
lehetséges. A taszitasi paraméter: so = 0,7.

torvény szerint éppen eljut az origdba (a ceruza éppen a hegyén &ll meg). A
fixpontba jutas elvileg végtelen hosszu ideig tart. Ugyanez érvényes a v =
—sor aszimptota negativ koordinataértékekhez tartozé szakaszéara, amelyhez
pozitiv kezdGsebességek tartoznak, s amely mentén a mozgas ellentétes ira-
nyu.
A masik,

V= ST (1.6)

egyenletii aszimptota mentén az eltavolodas az
z(t) = xg ™' (1.7)

torvény szerint torténik, azaz kezdettdl fogva tisztan exponencialis iitemi
(lasd (1.39), (1.41)). Minél kozelebbi a kezd6pont a fixponthoz, minél kisebb
xo, annal tovabb marad a test a hiperbolikus fixpont kornyékén; minél koze-
lebb van a ceruza kezdeti dllapota a fiiggélegeshez, anndl tovabb tart, amig
feldol.

A v = —sgx egyenletii aszimptota a fentiek szerint azt a specidlis mozgast
irja le, mely a fixpontba torténo eljutdasnak felel meg. Ez utébbi irdnyt ezért
a hiperbolikus fixpont stabil irdnyanak nevezziik, szemben a masik aszimp-
tota altal definialt instabil irannyal. Az ezekben az irdnyokban elhelyezked6
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egyenes szakaszok a fixpontbdl kiindulé stabil €s instabil gorbék részei. A 1.5.
abran is lathato, hogy a fazissikot a stabil és instabil gorbék négy siknegyedre
osztjak. Vegyiik észre, hogy a stabil gorbe egyben a wdlasztévonal szerepét
jatssza. A "felette” induld trajektéridk ugyanis a jobbra torténd eltavolodas-
ra, a ceruza jobbra dolésére vezetnek, az "alatta” levok pedig az ellenkezo
irdnyu mozgasra.

Az instabilitas a fazistérben mindig hiperbolikus pontok megjelenésével
kapcsolatos. Az a naiv (és téves) varakozas, hogy az instabil pont koriil a
fazistér minden irdnyaban tavolodas torténjék, arra vezetheto vissza, hogy a
hétkdznapi szohasznalatban akkor mondunk egy nyugalmi allapotot instabil-
nak, ha egy onnét kezddsebesség nélkil kibillentett test tavolodik. A stabil
irdany jelenléte azt mutatja, hogy kezddsebességet is megengedve, nem ennyire
egyszeri a helyzet. Az instabil allapot és kornyezete leginkabb attekintheto
képe a fazistérbeli leirasban tarul elénk.

Altaldnos kezddfeltételek esetén, elegendéen hosszi idé eltelte utén (t>
1/s9) a (1.39) kifejezésben az exponencidlisan névekvo elsé tag domindl.
A részecskék tehat exponencidlis titemben hagyjak el az instabil allapotot.
Konnyen belathato: ebbdl az is kovetkezik, hogy kdzeli kezddpontokbol indu-
lo részecskék eqymdstol is exponencidlis 1ddfiliggéssel tdvolodnak. Hasonléan
viselkedik a sebességkiilonbség is, hiszen dv(t) ~ sodz(t).

A fazistérbeli tavolsag is exponencidlisan novekszik, s az eltdvolodds min-
dig az instabil gorbe mentén torténik (1.6. 4bra). A hiperbolikus fixpontok
koriil tehat a rendszer mindig érzékeny a kezddfeltételre, mert a kozeli palyak
igen gyorsan tavolodnak. Fz aldl kizarélag a stabil gorbe mentén elhelyezke-
do pontok kivételek, amelyek az origd felé, s emiatt egymas felé is kozelednek.

Instabil fixpont (sirlédasos eset)

Makroszkopikus testek mozgasanak meghatérozasaban rendszerint disszipa-
tiv, azaz energiaemészto folyamatok is szerepet jatszanak. Erre legegysze-
ribb példa a surldddsi erd, azon beliil a kozeg-ellenéllasi er6. A surlédasi eré
tipikusan a sebesség valamilyen fiiggvénye, de nem fiigg a helytol. Az egy-
szerliség kedvéért a tovabbiakban feltessziik, hogy a sturlédési eré egyenesen
aranyos a sebességgel, mely a kis sebességii testekre hatd kozeg-ellenallasi
erére j6 kozelités.” A helyfiiged F(x) kiils6 erén kiviil fellép tehdt a —aw
surlodasi erd is. Itt @ > 0 a konstansnak tekintett surlodasi egytitthato. A
negativ elgjel azt fejezi ki, hogy a surlodas fékezi a mozgast. Vegyiik észre,

5 A sebességtdl fiiggetlen "tapaddsi sirlédds” a kiterjedt rugalmas testek nyugalmi hely-
zetbdl torténo kimozdulasdnak leirasara bevezetett egyszerisito fogalom. Pontszeri testek
mozgéasanak lefrasakor hasznalatara nincs sziikség.
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pontparok kezdeti tavolsaga

A

1.6. abra. Pontparok tavolodasa egymastdl és az instabil fixponttol. A
gyors eltavolodas mindig az instabil gérbe mentén térténik, még akkor is, ha
a kezd6pontok a stabil gorbe kiilonb6z6 oldalara esnek. A taszitasi paraméter
so = 0,7, a pontparok tavolsagat At = 0,5 pillanatonként dbrazoltuk.

hogy az ilyen tipusi, sebességgel aranyos surldédas a nyugalmi allapot helyét
nem befolyasolja, hiszen abban a pontban nincs mozgés, s ezért ott nem hat
surloédasi er6 sem.

A mozgéasegyenlet véges surlodasi egyiitthaté mellett

i = +sgr — ai (1.8)

alakid. E homogén, linearis differencidlegyenlet megoldasa alapjan lathato
(lasd 1.9.1 fejezetet), hogy a trajektéridk itt is hiperboldkhoz hasonlé gorbék,
két aszimptotaval.

A trajektoriak donté tobbsége elhagyja az origé barmely kornyezetét, de
ismét 1étezik egy specidlis vonal, a v = A_x egyenes, mely mentén az instabil
pontba jutunk (1.7. dbra).

A fazissikon az origot ezért tovabbra is hiperbolikus fixpontnak nevezziik.
Most is 1étezik a stabil és instabil irdny, melyeket a

v=Auz, xt)=mxe", (1.9)

illetve a
v= Xz, x(t)=mxme (1.10)

aszimptotak és kitérés—id6 fiiggvények definidlnak. Ezek a (1.5) és (1.7) ossze-
fliggések altalanositasai. Az instabil irany menti eltdvolodast jellemzd A
paramétert instabilitdsi exponensnek nevezziik. Felhivjuk a figyelmet arra,
hogy Ay mar nem azonos az erétorvényben fellépd sy taszitasi paraméter-
rel, hanem a teljes (1.8) dinamikat tiikrozi, s fiigg a surlddasi egyiitthat6tol



1. FEJEZET. ALAPFOGALMAK 14

1.7. abra. Hiperbolikus fixpont surlédas jelenlétében. A fixpont koriili szer-
kezet jellege nem véltozik, csak az aszimptotak fordulnak el. (A strléddsmen-
tes eset aszimptotdit szaggatott vonal mutatja.) A paraméterek: so = 0,7,
a=0,5.

is. A surlédéas kovetkeztében az eltavolodas lassabb, mint surlédas nélkiil,
ezért az instabil irdny egyenese kisebb szoget zar be az x tengellyel, mint a
surlédasmentes esetben.

Lényeges tapasztalat, hogy a surlédas nem sziintette meg a fixpont hiper-
bolikus jellegét. Ezt a tulajdonsagot gy szokas kifejezni, hogy a hiperbolikus
viselkedés strukturdlisan stabil a paraméterek kis valtoztatdséara, jelen eset-
ben a surlodas megjelenésére.

Tovabbra is érvényes a kozeli palydk exponencialis eltavolodasi szabélya:

Sx(t), du(t) ~ e, (1.11)

ha ¢t > 1/|\_|. Nem szabad azonban elfelejteni azt sem, hogy a stabil irdny
mentén fekvo kivételes trajektoriaparok viszont exponencialis gyorsasaggal
kozelednek egyméshoz és a hiperbolikus ponthoz is az e*~* (A_ < 0) idéfiiggés
szerint.

Stabil fixpont (stirlédasmentes eset)

Egyszerii modelliinkben az erétorvény legyen

F(z) = —wix (1.12)
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alaki, ahol az wy paraméter a vonzds erdsségére jellemzé. A (1.12) er6torvény
a rugdk linearis visszatérité hatasat irja le, s az wy paraméter négyzete az
egységnyi tomegre esd rugdallandé.® Az wy paramétert sajatfrekvencidnak
nevezziik, mert a siurléddsmentes esetben a rezgés periddusidejét hatarozza
meg.

A strlédasmentes eset mozgasegyenlete & = F(x), azaz

i=—wiz. (1.13)

Ez nem mas, mint az wy korfrekvenciaju harmonikus rezgés egyenlete.
Az egyenlet z(0) = xg, v(0) = vy kezdéfeltételhez tartozé megolddsa

x(t) = xq cos (wot) + ™ gin (wot), (1.14)
Wo

ami behelyettesitéssel ellendrizhetd. Ez az
z(t) = Asin (wot + ) (1.15)

alakba is frhat6, ahol az A amplitido6t és a § fazist az A? = 22 + v2/w? és a
tgd = vo/(wowy) egyenletek hatdrozzdk meg.”

Az (z,v) fazissikon a trajektéridk az origd koriili ellipszisek (1.8. dbra),
ugyanis a (1.15) megoldést és az abbdl képzett sebesség négyzetét véve ko-
vetkezik, hogy

v? + wir? = vp + wizl = wi A% = dllandé (1.16)
minden ¢ pillanatban. Az ilyen fixpontot ezért elliptikus fixpontnak nevezziik.

Kiilonboz6 kezdofeltételek csak akkor keriilnek kiilonbozo ellipszisekre, ha
a mozgasok amplituddja kiillonbozé. A hiperbolikus fixponttal szemben a tra-
jektoriak az elliptikus fixpont kérnyezetét nem hagyjak el, sot a szomszédos
trajektoridk kozotti tavolsag sem no allanddan, hiszen

0x(t) = dxg cos (wot) + ov sin (wot). (1.17)
Wo

A kiilénbség tehat hol n6, hol csokken, de mindig korlatos nagysagi marad.
Az exponencialis tavolodas csak a hiperbolikus pont jellemzgje.

6Az egyiitthat6t azért frjuk —w? formdban, hogy egyértelmii legyen negativ eldjele.

"Ez a megoldés is frhat6 a (1.43), (1.44) alakba, csak most A+ = +iwg, amibél (1.14)
az imaginarius argumentumu exponencidlis és a trigonometrikus fiiggvények kozotti kap-
csolatok felhasznaldsaval adédik.
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1.8. dbra. Az elliptikus fixpont és kornyéke. A mozgds irdanyat most is
nyil jeloli. A koriiljards mindig az éramutaté jardsidval megegyez6 (mert
pozitiv sebességek pozitiv elmozdulast eredményeznek). A sajatfrekvencia:
Wo = O, 7.

Stabil fixpont (strlédéasos eset)
Surlodasi erd jelenlétében a mozgasegyenlet igy mddosul:

i =—wir — ai. (1.18)

A megolddst exp (At) alakban keresve a \2+aA4w? = 0 mdsodfoki egyenletre
jutunk, amib6l két lehetséges A\ értéket kapunk:

« a?
Az altalanos megoldas most is
x(t) = cpeMt e e, (1.20)
—A\_x + v Ay — Vg
— 0T o= = 1.21

alaki. Mivel azonban a Ay kitevok valds része mindig negativ, a megoldas
a fixponthoz tartast irja le. A disszipativ rendszerek altalanos tulajdonsa-
ga az, amit itt konkrét példan latunk, hogy az ilyen rendszerek elfelejtik
kezdofeltételeiket. Ez azt jelenti, hogy a fazistérnek van olyan részhalmaza,
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melyet minden trajektoria elér. Ezt a vonzo részhalmazt attraktornak nevez-
ziik. Esetiinkben minden trajektoria az origohoz tart, az attraktor eszerint
egyszeri halmaz, egyetlen pont.

Az elliptikus fixpont tehat a leggyengébb surlédas hatdsara is elvesszti
alapvetd tulajdonsagat, strukturdlisan instabil. Azt az érdekes megfigyelést
tettiik tehat, hogy mig a stabil dinamikat jellemzo viselkedés a surlodas be-
kapcsolasakor alapvetoen megvaltoztatja jellegét, addig az instabil dinamikat
jellemzo viselkedés csak enyhén "deformalédik”.

Az, hogy az origd elérése pontosan hogyan torténik, a pontattraktor mi-
lyen tipus, fiigg a surlédéas erésségétdl Gyenge csillapitds, spirdlis attraktor

Ha az /2 surl6dasi egyiitthaté a vonzés erésségét jellemzd sajatfrekven-
cidgjanal kisebb,
o
5 < Wo, (122)

akkor a megoldas az
z(t) = Ae™ @D sin (wat + 6) (1.23)

egyenlet lesz (lasd a 1.9.2 fejezetet). Innét jol latszik, hogy a mozgds ex-
ponencidlisan lecsengé amplitid6ji harmonikus rezgés (1.9. dbra). Az w,
frekvencia csokken a surlédés erésodésével, a rezgések tehat lassulnak o no-
velésekor.

A x

1.9. abra. A stabil allapot kérnyékén gyenge csillapitas mellett kialakul6 ex-
ponencialisan lecseng6 amplitidoju harmonikus rezgés. A szaggatott vonalak
egyenlete: £Ae~(@/2t A paraméterek: wy = 0,7, a = 0, 1, a kezd6feltétel:
To =6, vg = 0.

A fazistérbeli trajektoriak spirdl mentén kozelitik meg az origdt, a kitérés
és a sebesség eldjelvéltasainak megfeleléen (1.10. 4bra). Az origdt ezért vonzd
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1.10. abra. A spiralis attraktor és kornyéke. A szaggatott vonal a surld-
das nélkiili trajektoria ellipszisét mutatja. A paraméterek és kezddfeltételek
ugyanazok, mint a 1.9. abréan.

spirélis fixpontnak vagy spirdlis attraktornak nevezziik. A (1.23) megoldés-
bol latszik, hogy a trajektéria exponencialis iitemben tart az attraktorhoz.
Matematikai értelemben csak végtelen hosszu id6 utan éri el azt, de az expo-
nencidlis fliggvény gyors lecsengése miatt az 1/« idéallandé néhanyszorosa
utdn mar gyakorlatilag megallt a test.

Erds csillapitds, csomopontattraktor

A csillapitott rezgés 27 /w, periddusideje végtelenhez tart, ha a/2 — wy,
ami azt jelzi, hogy a mozgds mas jellegli, amint a gyenge csillapitas tar-
toméanyabdl kilépiink (ismét egy strukturdlis instabilitds). A tulesillapitott
esetben, amikor az «/2 sirlédési egyiitthaté az wy sajatfrekvencidjdnal na-

gyobb,
% > wp, (1.24)

a Ay kitevék valésak, amihez oszcillacidémentes lecsengés tartozik (1.11. &b-
ra). Az xg, vy kezdofeltételt kielégité megoldas (1.20), (1.21) alakid, de most
mindkét kitevo negativ, s a lecsengést nem kisérik oszcillaciok. Az eros csilla-
pitas szemléletesen azt jelenti, hogy a test olyan stirti kézeghen mozog, hogy
mar csillapitott rezgések sem tudnak kialakulni, hanem a leheto leggyorsab-
ban megall.

A fazissikon két specidlis vonal talalhaté, a v = Az egyenesek, melyek
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1.11. abra. A stabil allapot kornyékén er6s csillapitas mellett kialakuld
oszcillaciomentes lecsengés. Az egyik esetben (xg = 11, vy = 0) tgy all meg
a test, hogy kitérése nem vélt el6jelet, mig a mésikban (zo = 6, vg = —25)
atkeriil a tuloldalra. A paraméterek: wy =0,7, a =1,5.

mentén a lecsengést egyetlen exponencidlis fiiggvény irja le (s nem két kii-
16nb6z6 exponencialis fiiggvény linedrkombinécidja). Mivel abszolit értékben
A_ nagyobb, mint A, (1.20)-ban a masodik tag gyorsabban cseng le, s hosszui
id6 utan az elsé tag dominal. A trajektéridk a v = Az egyeneshez tartanak,
mely mentén idofiiggésiiket a A, egyiitthato szerinti exponencidlis lecsengés
jellemzi. Az ilyen tipusu vonzo fixpontot csomopontattraktornak nevezziik
(1.12. dbra). A v = A_z egyenes mentén elhelyezkedd pontok kivételesek
abban az értelemben, hogy ezek kezdettol fogva az erdsebb, \_ szerinti ex-
ponencidlis viselkedés szerint tartanak az origéhoz. Ez az egyenes az erds
vonzasi iranyt adja, a v = A,z gorbe pedig a gyenge vonzasi iranyt.

Megjegyezziik, hogy a stabil allapot koriili mozgasra vonatkozé minden
eredmény megkaphatd az instabil esetre érvényes Osszefiiggésekbol az so —
twp helyettesitéssel, ahol wy valés. Az erGs és a gyenge vonzasi irany ezért
a stabil és az instabil iranyokbol kaphaté a fenti transzformécioval. Képle-
tesen azt is mondhatjuk, hogy a csomépontattraktor koriili viselkedés ugy
addodik a hiperbolikus pont koriilibol, hogy az instabil irdany az er6torvény
megvaltozdsa miatt a fazissik els6 és harmadik szognegyedébdl a masodik,
negyedikbe fordul. Ekozben természetesen jellege is megvaltozik, s taszito
iranybdl (gyenge) vonzasi irdnnyé valik.

A csomoépontattraktor elérése is exponencialis iitemben torténik. Ezért
a szomszédos pontok tavolsidga is exponencidlisan csokken: 0x(t),ov(t) ~
exp (Ayt), az attraktorhoz tartas kozben. Paronkénti exponencialis kozeledés
tapasztalhaté a spirdlis fixpont koriil is. A pontattraktorok koérnyékén a
mozgas nem érzékeny a kezddfeltételekre.
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\\ gyenge vonzasi irany

“\.-erds vonzasi irdny

1.12. abra. A csomépontattraktor és kornyéke: néhany altaldnos trajektoria
(vékony vonalak) és a v = ALz aszimptotdk (vastag vonalak). A paraméte-
rek: wyg=10,7, a=1,5.

1.2.5. Nyugalmi helyzetek stabilitasa az er6térvénybol

A mozgést 1étrehozé F(x) erd sohasem egzaktul linedris fiiggvénye a hely-
nek, a mozgéasegyenlet sohasem egzaktul linedris. Miel6tt egy altalanos F'(x)
erotorvényhez tartozo esetben a mozgast egy kiterjedt tartomanyban vizsgél-
nank, érdemes feltérképezni, hogy hol lehetnek egyaltalan egyensilyi helyze-
tek. Ezek csak olyan z* fixpontok lehetnek, melyekben az er6 eltiinik, vagyis,
ahol

F(z*)=0. (1.25)

Ezek egyben a (1.46) sszeftiggéssel definidlt potencidl széls6értékhelyei, ahol
V'(z*) =0.

A fixpont megtaldlasa még semmit sem mond arrdl, hogy az a bizonyos
egyenstlyi helyzet milyen tipusi. Elvileg ugyan az x* pontba helyezett test
mindig ott is marad, a gyakorlatban azonban szamos csekély kiils6 hatas is
éri. Fzek kovetkeztében a pont kissé kitér nyugalmi helyzetébol. Az ilyen
kis kiilsé zavarok kovetkezményeit az alapjan derithetjiik fel, hogy az x*-tol
kissé eltér6 helyzetekbdl indulé mozgasokat kovetiink. A kérdés az, hogy a
részecske tovabb tavolodik-e a fixponttol, vagyis, hogy ra az x* egyensulyi
helyzet felé visszahizd, vagy ellenkezileg, attol eltavolité eré hat. Amennyi-
ben az utébbi eset all fenn, akkor az egyensiilyi helyzet instabil, és a valésagos
mozgasokban a rendszer nem maradhat tartésan ebben az allapotban.
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Az, hogy a fixpont instabil-e vagy sem, attdl fiigg, hogy az erétorvény ho-
gyan néz ki a fizpont kis kornyezetében. TetszOleges x* fixpont koriil minden
siman valtozd er6térvény az

F(x)~ F'(z")(x — 2*) = =V"(2")(z — z¥) (1.26)

alakkal kozelithet6. Ez azt fejezi ki, hogy a nyugalmi helyzetbdl kissé kimoz-
dulva az er6 linearisan valtozik. Itt figyelembe vettiik a (1.25) Osszefiiggést
is, miszerint az er a fixpontban eltiinik. A (1.26) kifejezés tulajdonképpen
az erotorvény alakjanak Taylor-sorfejtése elsé rendig. Mivel x — z* kicsi, a
sorfejtés magasabb hatvanyait nem irtuk ki. Ebbdl az 6sszefiiggésbdl leolvas-
haté a fixpont stabilitdsa: vonzéerd, negativ F’(z*) esetén, vagyis a potencial
minimumdban stabil a nyugalmi allapot, mig taszitéer6 pozitiv F”(z*) esetén,
vagyis a potencial mazimumdaban instabil. A potencial hasznédlata tehat azért
hasznos, mert ismeretében rogtén a fixpont stabilitdsardl is informéaciéhoz
jutunk, 6sszhangban a korabban emlitett, domborzaton torténoé mozgasrol
kialakitott képiinkkel. A fixpont kvalitativ tulajdonsdgat az F'(z*) el6jele
meghatarozza, a stabilitds vagy instabilitas mértékéhez azonban sziikség van
a derivaltak szamértékére. Egy allapot anndl stabilabb, minél gyorsabban né
ott a visszatéritéerd, vagyis minél élesebb minimuma van a potencidlnak. Az
eloz6 szakaszokban hasznélt sg, illetve wy paraméterek tehat a fixpont koze-
lében mindig meghatarozhatok nemlinedris er6torvény esetén is, és értékiiket
az er0torvény derivaltjanak szamértéke adja:

F'(z*) = -V"(z*) = s5 vagy —wi. (1.27)

A stabilitds az erétorvény fixpont koriili meredekségének eléjelétél fiigg (1.13.
abra), a meredekség szamértéke (vagyis a potencidl lokélis gorbiilete) pedig
egyértelmiien meghatarozza a fixpont taszitasi, illetve vonzasi erdsségét.

1.3. Disszipativ (sturlédasos) rendszerek

1.3.1. Hatarciklus

Gerjesztett rendszereknél a mozgas egyértelmii jellemzéséhez sziikséges annak
megadasa is, hogy a T periddusi gerjesztés éppen milyen "fazisban” van.
Ennek érdekében bevezetjiik a ¢ = 27r:% +o gerjesztési fazist, amely definicid
szerint szog jellegli, azaz 21 periédussal ismétlédé mennyiség. Az Q = 27 /T
kifejezést a gerjesztés frekvencidjanak nevezziik.

Az Fy(xz,t) gerjesztéer6t az id6 helyett a fazis fliggvényeként is felirhat-
juk valamilyen Fj(x,p) alakban. A kezddédllapot egyértelmii megaddsahoz
szitkséges a g kezdofazis ismerete is.
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1.13. abra. A fixpont stabilitdsanak fliggése az erotorvény és a potencial
lokalis alakjatol, s az ehhez tartozoé fazistérbeli szerkezet (a sirléddsmentes
eset palyait szaggatott vonalak jelzik). a) Instabil, b) stabil dllapot.

Egyetlen helykoordinataval (éltaldban valamilyen “kitérés”) leirhat6 ger-
jesztett esetben tehat a fazistér haromdimenzios, harom adat: x,v és ¢ hata-
rozza meg egyértelmiien az allapotot. A gerjesztett mozgast térben abrazol-
hatjuk (1.14. dbra), ahol a fézistengely menti sebesség id6ben dllandé, hiszen
a fazis idoderivaltja az ) konstans.

A gerjesztés egyik fontos kovetkezménye, hogy a mechanikai energia még
akkor sem marad meg, ha nincs surlédas, hiszen a rendszer a gerjesztés ha-
tasara hol folvesz (amikor a kiilsé eré gyorsitja), hol pedig lead (amikor a
kiils6 er6 lassitja) energiat. Mivel id6fiiggd gerjesztés mellett nyugalmi alla-
pot nem érheto el, a v sebesség tartdosan sohasem zérus, s ezért az energia
id6ében allanddan valtozik. Olyan allapotok azonban létezhetnek, amelyek-
ben a mozgas, és ennek megfelel6en az energia idoben periodikusan valtozik.
Az ilyen allanddsult mozgéasok a hatdarciklusok. A legegyszeriibbek éppen
atveszik a gerjesztés T' periddusidejét. Jelen lehetnek azonban olyan hatar-
ciklusok is, melyek periodusideje 27", 3T, . .. | altaldban a T periodusidé n > 1
egészszamszorosa. Ezeket n-es ciklusoknak nevezziik (1.15. dbra).
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1.14. abra. Gerjesztett mozgés trajektéridja a hdromdimenzids (z,v, ) fa-
zistérben.

1.15. abra. Hatarciklusok a gerjesztett rendszer fazisterében. A sikok egy-
méastol 27 fazissal (T id6vel) kiilonbozé allapotokat jelolnek. a) T periédusi
egyes ciklus. A doféspontok egymads f6lé esnek. b) 27" periddust kettes ciklus.
Csak a masodik doféspontok esnek egymas folé.

1.3.2. Stroboszkoépikus leképezés

A 1.3.1. fejezetben leirtak alapjan sejthetd, hogy a trajektoéridk térbeli kove-
tése helyett legtobbszor célszerlibb a rendszert csak adott fazisu allapotaiban
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vizsgélni. Csak olyan pillanatokban néziink ilyenkor a rendszerre, vagy ké-
szitlink "fényképfelvételt”, amelyek a gerjesztoerd T peridodusidejének egész
szamu tobbszoroseivel kiilonbéznek. Minden egyes ilyen pillanatban megal-
lapitjuk a hely- és sebességkoordinatakat. FEzek az egymds utani képeken
véges értékekkel térnek el egymastol, hiszen véges idointervallum telt el a
felvételek kozott. Ez ugy is tekinthet6, mint a térbeli trajektoria elmetszése
ap—po=2m4m, ..., 2mn, ...sikokkal (1.16. dbra).
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1.16. dbra. A stroboszkopikus leképezés vazlata. A fazistérbeli trajektoriardl
T periédusidé (27 fazisvaltozas) utan rendre az idotengelyre (fazistengelyre)
meroleges sikmetszeteket készitiink.

Jeloljiik az n-edik metszeten a hely- és sebességkoordinatakat x,-nel és
vp-nel. Az n-edik sikon levé koordinatak egyértelmi kapcsolatban vannak az
n + l-edik sikon 1évokkel, ugyanis a (?77) egyenlet megoldédsa adott zg, vy, po
kezdofeltétellel egyértelmii, s az adott trajektoria két pontjardl van szé. A
diszkrét koordinatakat osszekapcsold

(Tpg1, Vny1) = M(xp,vy,) (1.28)

szabalyt leképezésnek nevezziik.® Az egyes koordinatédkban kiirva ez az

Tp41 = Ml(xmvn)7 Un41 = MQ(mm vn) (129)

8Ha nem kivanjuk hangsilyozni, hogy éppen hanyadik leképezési 1épésrél van szé, akkor
az (z',v") = M(x,v) jelolés haszndlatos.
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alak, ahol M7, M, a leképezés egyes komponenseit megadé fiiggvények. Az
(Tpt1,Une1) pont az (z,,v,) képe, a leképezés alkalmazasat pedig iterdldsnak
mondjuk. Ez a leképezés nem més, mint a differencidlegyenlet (mozgasegyen-
let) diszkrét idejii alakja. Egy differenciaegyenlet, amely mindig létezik, bar
konkrét meghatarozasa nem feltétleniil konnyt. A periddusidé tobbszorsseit
tartalmazé megfigyeléssorozat szempontjabdl a (1.28) leképezés a mozgés-
egyenlet.

Az idében periodikus, szaggatott megvilagitast biztosité eszkoz a stro-
boszkop, ezért a fenti tipusu leképezést stroboszkopikusnak nevezziik. Mivel a
stroboszkopikus leképezés idopillanataiban a gerjesztés mindig azonos fazisu,
a leképezés alakja mar fiiggetlen attél, hogy hanyadik sikmetszeten alkalmaz-
zuk: a stroboszkopikus leképezés autonom, az M szabaly maga nem fiigg a
diszkrét id6 szerepét jatszd n-tol.

A stroboszkopikus leképezés elonye, hogy az egyenes menti mozgast végzo
gerjesztetlen rendszernél megszokott koordinatédkkal dolgozik. Ezen a sikon a
mozgds azonban most nem folytonos (1.17. dbra). A térben érvényes egydi-
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° (rp,v) (x,vp)
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1.17. abra. A stroboszkopikus leképezésen a mozgas diszkrét, ugralé pont-
sorozat. Itt az (z*,v*) ponthoz kozelit a trajektoria.

menzios gorbe vonal helyett a stroboszkopikus leképezésen egy pontsorozat a
trajektoria. Altaldnosan igaz, hogy a leképezésen az egyes alakzatok dimen-
zibja eggyel kisebb, mint a teljes fazistérben. Igy pl. a T periddussal ismétlsds
hatéarciklus a stroboszkopikus leképezésen egyetlen fixpontként jelenik meg.
A kettes ciklus képe pedig két, egymas kozott ugralé pont (1dsd 1.15. dbra).

Természetesen a stroboszkopikus leképezés kevesebb informaciét tartal-
maz, mint az eredeti mozgas, hiszen a két felvétel kozotti viselkedést nem
vizsgaljuk. Ennek ellenére a mozgas altalanos jellegérol hii képet kapunk
a leképezés kovetésével. Sot, az elveszett informdciot is visszanyerhetjiik,
ha nemcsak egy rogzitett fazisnal vizsgaljuk a leképezést, hanem azok egész
csaladjat tekintjiik a g kezdofazis fiiggvényében.
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A leképezés sikjat ezért szokas a rendszer diszkrét ideju fazisterének te-
kinteni, s a benne lezajlo mozgast diszkrét trajektérianak. A leképezés hasz-
nalatanak sok elénye van, s érdemes a haromdimenzids térbeli gondolkodasrol
attérni az ilyen sikbeli, de diszkrét idejii mozgdsok megértésére.

1.3.3. Attraktor

EZ A FEJEZET MEG EMBRIONALIS ALLAPOTBAN VAN! Allandésult
mozgas surlédédsos rendszerben csak kiilso energiabefektetés, gerjesztés ha-
tasara johet létre. Barmilyen kezdoéfeltételbol indult is a rendszer, hosszu
ido eltelte utan valamilyen allandésult mozgashoz tart, amit ezért vonzé ob-
jektumnak, attraktornak neveziink. Szabalyos mozgasoknak, vagy a mozgéas
leallasanak egyszert attraktorok felelnek meg. Elegendden nagy energiabe-
fektetés esetén, amikor a rendszer nemlinearitasa éhatatlanul megnyilvanul,
az allandosult mozgas rendszerint szabalytalan, kaotikus. Ezzel egy kaotikus
attraktor megjelenése tarsul, melyet sajatos szerkezete miatt szokés kilonds
attraktornak is nevezni.

1.4. Konzervativ (strlédasmentes) rendszerek

A mozgasok egy specidlis, de fontos osztalyat alkotjak azok, amelyek so-
ran a surlédas elhanyagolhaté, vagy altalanosabban fogalmazva, amelyekben
disszipativ hatdsok nem jatszanak szerepet.” Ilyenkor az id6 irdnya nem
kitiintetett, a differencidlegyenlettel leirt folyamat reverzibilis: az idoben elo-
re haladva hasonld viselkedést tapasztalunk, mint idében hatrafelé haladva.
Gondoljunk példaul egy bolygoéra, melynek filmre vett mozgdsarél nem le-
het eldonteni, hogy az a valddi id6ben torténik vagy pedig a megforditott
idében. A surléddsmentes rendszerekben a fazistérfogat nem véltozik, att-
raktorok nem létezhetnek.

A surlédas mindig fazistérfogat-osszehuzdddssal jar. A surlédasmentes
rendszerek alapveto tulajdonsaga, hogy mozgasuk soran a fdzistérfogat nem
valtozik. Ezért szokas ezeket konzervativ rendszereknek is nevezni. A kon-
zervativ rendszerek fazistérfogat-osszehuzddési rataja tehat definicid szerint
zérus.

Ennek fontos kovetkezménye, hogy a fazistérnek nem lehet olyan rész-
halmaza, melyre a térfogat rahizédhatna. A konzervativ rendszerekben nem

9Mivel a hétkdznapi jelenségekben, sét mindenfajta makroszkopikus dinamikaban elke-
riilhetetlen a disszipacid, ezért a surlédasmentes esetet csak a sturlédédsos eset megismerése
utan targyaljuk.
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létezhetnek attraktorok (repellorok sem), a mozgas nem felejti el kezdofelté-
telét, s ezért a mozgas jellege még hosszu id6 utan is fiigg a kezddfeltételtol.
Ennek tulajdonithatd, hogy surlodasmentes rendszerekben a kaosz is ugy je-
lentkezik, hogy bizonyos kezdofeltételekhez kaotikus, méasokhoz ugyanakkor
egyszeril mozgas tartozik.

Ilyen tipust kdosz el6fordul példdul egyenes menti (egydimenzids) ger-
jesztett mozgdsokban, eltiing surlddasi egyiitthaté (v = 0) mellett. A kon-
zervativ kdosz azonban egy mdsik rendszertipusban is kialakulhat: a nem
gerjesztett (zart) surlédasmentes rendszerekben. Ezen rendszerek vizsgéla-
tanal donto fontossagu, hogy az dsszenergia megmarad6 mennyiség. Egy test
sikbeli helyzetét két helykoordindta (x,y) jellemzi, amelyekhez két sebesség-
komponens (v,,v,) tartozik. Az energiamegmaradds miatt a négy valtozé
koziil egy azonban (pl. v,) kifejezheté a tobbi segitségével, s igy harom fiig-
getlen elsérendii differencidlegyenletiink marad. A legalabb haromdimenzios
fazistér a kdosz megjelenésének sziikséges feltétele. Arra a kovetkeztetésre
jutunk tehat, hogy konzervativ kdosz eléfordulhat egyetlen test sikbeli vagy
két test egyenes menti surlédasmentes mozgasaban gerjesztés nélkiil is.

1.4.1. Poincaré-leképezés

A konzervativ rendszerek osztalyban is érdemes a haromdimenzids fazistér-
beli mozgast egy sikon, leképezés formdajaban, azaz diszkrét (lépésenként
véges nagysagnyit valtozé) idében kovetni. Ez gy teheté meg, hogy egy
Poincaré-leképezést definidlunk: a rendszer trajektéridjanak egyik hely- és
sebességkoordinatajat akkor rogzitjiik, amikor az valamilyen jellegzetes hely-
zetbe keriil. Ez a feltétel lehet pl. az, hogy az y koordinata adott yq értéket
vesz fel. Ha ez teljesiil, akkor leolvassuk a pillanatnyi x és v, értékeket. A
Poincaré-leképezés felvétele annak felel meg, hogy a haromdimenzios fazis-
térbeli folytonos trajektériat egy feliilettel elmetssziik (1.18. dbra). Emiatt
a Poincaré-leképezés sikjat szokds Poincaré-metszetnek is nevezni (a teljes
fazistérképet pedig Poincaré-térképnek). Annak érdekében, hogy a v, sebes-
ségérték egyértelmi legyen, mindig egy adott iranybdl, pl. a feliilrdl érkezo
trajektoriak metszéspontjait rogzitjik. Ezek egymasutanja definial egy

(Tnt1, Ung1) = M(zp,vp) (1.30)

leképezést. (Az egyszeriliség kedvéért a sebességkomponens  indexét elhagy-
juk.) A leképezés definici6jabdl latszik, hogy fixpontjai a folytonos ideji
rendszer periodikus mozgéasainak felelnek meg.

A stroboszkopikus leképezéssel Gsszehasonlitva azt latjuk, hogy most a
metszetet nem adott fazisu pillanatokban, hanem adott konfigurdcioban ké-
pezziik. A Poincaré-metszet helyzetét ugy kell megvalasztani, hogy a tipikus
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1.18. dbra. Poincaré-leképezés eldallitasa egy test sikbeli surlédasmentes
mozgdsa sordn. A metszetet az y = yo sikon képezziik. a) A trajektéria
feliilrél torténé doféspontjai definidljdk az (z,,v,) koordinatékat. b) Az egy
hurokbdl allé periodikus palyak a leképezés (z*,v*) fixpontjai, a kéthurku
palyak a leképezés (P, P) kettes ciklusai.

trajektoridk sokszor metszhessék a kivalasztott feliiletet. A leképezés konkrét
alakja fligg a feliilet helyzetétdl is. A mozgas egészére vonatkozd kiovetkez-
tetések (kaotikus-e, mekkora a kaotikus és szabdlyos mozgésokhoz tartozd
kezdéfeltételek dltal betoltott teriiletek ardanya) azonban mar fiiggetlenek a
feliilet helyzetétol.

A Poincaré-leképezés természetesen megfordithatd, hiszen differencial-
egyenletbdl kovetkezik. Réadasul a surléodas hidnya miatt az idoben el6re
és hatra torténé mozgas ugyanolyan jellegli, a fazistérfogat egyik idéirany-
ban sem valtozik. Ennek kovetkeztében az M1 inverz leképezés is hasonld
tipusi, mint az eredeti.

A konzervativ rendszerekkel kapcsolatos leképezések kozos tulajdonsaga
(a fazistérfogat allanddésaga miatt), hogy (alkalmasan vélasztott koordindték-
ban) terilettartéak. Ezért a konzervativ rendszerek kdoszanak szamos fontos
vonasa megérthetd teriilettarto sikbeli leképezések vizsgalataval.
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1.5. Sokasagok

1.5.1. Stabil sokasagok
1.5.2. Instabil sokasagok
1.5.3. Homoklinikus pontok
1.5.4. Heteroklinikus pontok

1.6. Az allandésult instabilitas nagysaganak mé-
rése

1.6.1. Ljapunov-exponens
1.6.2. Elorejelzési ido
1.6.3. Pillang6 effektus

1.7. Tranziens kaosz

1.8. Fraktalok

A fraktalok leglényesebb tulajdonsagait egy mondatban a kovetkezdképpen
foglalhatjuk Ossze: a fraktalok olyan ¢nhasonld, tagolt alakzatok, melyek-
nek a térfogata (hosszisdga, teriilete stb.) fiigg a mérés pontossagatdl (a
"mérérid” hosszatdl).

Néhéany példa a természetbdl: szappanhab, szivacs, fak agrendszere, érha-
lozat, tiid6, Hold felszine, tengeri partvonal stb. Altaldban elmondhaté, ami
egyébként az emlitett példakbol is latszik, hogy ha a természetben valamilyen
célbdl egy véges teriileten hosszi vonalra, vagy egy véges térfogatban nagy
feliiletre van sziikség (pl. tiidé), akkor a leghatékonyabb megoldas valamilyen
a fraktalstruktira létrehozasa.

Vannak matematikailag egyszertien megkonstrudlhato fraktalok is, példa-
ul a Cantor-halmaz és a Koch-gorbe.

1.8.1. Cantor-halmaz

Egy egységintervallumbdl vagjuk ki a kozepét gy, hogy a két szélsé r < 1/2
hosszi szakaszt tartsuk meg. Utdna végezziink ugyanilyen ardnyd kivagast
a megmaradt r, majd r? stb. hosszi szakaszokon (1.19 4bra). Az emlitett
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eljaras végtelenszer ismételve kapjuk meg a Cantor-halmazt. A kis szaka-
szok szama a szerkesztés n-ik 1épésében 27, a hosszuk pedig ", tehat teljes
hossz 2"r™ = (2r)" lesz. Mivel 2r < 1 és a szerkesztést végtelenszer kell
végrehajtani, a Cantor-halmaz teljes hosszisaga nulla: nh—>Holo (2r)" = 0. A

Cantor-halmaz egy egyenes mentén végtelen sok pontbdl all6 szétszort pont-
halmaz lesz, nem alkot folytonos gorbét. Vegyiik észre, hogy ha egy "kész”

1

S,
S,
S,
S,

1.19. abra. A Cantor-halmaz szerkesztésének egymas utani lépései r = 0.3
paraméter mellett (fentrél lefelé haladva).

Cantor-halmaz hosszisdgat akarjuk lemérni (vagyis nem szémoljuk), akkor a
Cantor-halmaz teljes mért hosszisaga pont ugyanigy fiigg a mérérud nagy-
sagatol, ahogyan az a szerkesztésnél valtozott. Hidba mérem tehéat egyre
kisebb rudakkal, a kapott hosszisag nem konvergal egy konkrét értékhez! Ez
tipikus és nagyon fontos tulajdonsaga a fraktaloknak.

1.8.2. Koch-gorbe

A Koch-gorbe szerkesztése sordan ismét egy egységnyi szakaszbol indulunk ki,
de most a Cantor-halmazzal ellentétben két dimenzids tér foglalja magaba a
konstrukciénkat.

A szerkesztés elsé 1épésként az egységszakasz kozepérol szimmetrikusan
eltavolitunk egy (1/2-nél rovidebb) darabot, majd az igy keletkezd két 1j
végponthoz a megmaradé szakaszokkal azonos két j r hossziségu (1/4 < r <
1/2) szakaszt illesztiink hazteté alakban (1.20 dbra). gy egy 4r hosszisdgu
tort vonalhoz jutunk.

Ezutan megismételjiik az eljarast, immar az r hosszisagu szakaszokon.
Az 1j szakaszok hossza tehat r? lesz. A Koch-gorbe szerkesztésének lényege
hasonlé a Cantor-halmazéhoz: az eljarast tovabb ismételjiik, mindig a leg-
ujabb szakaszra alkalmazva, végtelen sokszor. Ekozben a gorbe egyre torede-
zettebbé valik, s hossza n6. A hatarértékként el6allo gorbét Koch-gorbének
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1.20. abra. A Koch-gorbe szerkesztésének elsé harom lépése (r = 0.3).

nevezziik (1.21 dbra). Az eljaras n-edik 1épésében a szakaszok r" hossziisé-

guak, szamuk 4" a gorbe hossza tehat (4r)". Mivel 4r > 1, a Koch-gorbék

hossza végtelen: lim (4r)" = oo. Vegyiik észre, hogy az egyszerii eljardssal
n—oo

ugy hoztunk létre egy véges teriileten beliil végtelen hosszu gorbét, hogy az

a teriiletet nem toltotte kil

1.21. abra. A r = 0.3 paraméteri Koch-gérbe. Bar alig tiinik tébbnek egy
"riicskos” vonalnal, a hosszusaga végtelen!

A Koch-gorbe és a Cantor-halmaz a fraktalok tipikus példai, raadasul
mindketten tokéletesen énhasonldak.

Héarom Koch-gorbébol un. Koch-szigetet is szerkeszthetiink. A sziget
szerkesztésének els6 négy 1épése a kovetkezo lathatd az 1.21 abran. Mikozben
a szigetek teriilete pontosan meghatarozhato, véges és konkrét szam, addig
a keriilete végtelen!
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1.22. dbra. A r = 1/3 paraméterii Koch-szigetek szerkesztésének els6 négy
1épése. A szerkesztés végén szigetek teriilete véges marad, mikézben a kerii-
lete végtelen hosszu lesz.

1.8.3. Fraktaldimenzio

A mar bemutatott paldainkbdl is kitiinik, hogy a fraktélalakzatok igen tagol-
tak, hosszuk, keriiletiik, teriiletiik stb. mérészama valtozik a felbontéssal (a
mérérud méretével), mikozben az egész alakzat véges térrészre korlatozodik.
A hagyomanyos alakzatoknal megszokott dimenziés fogalma fellazul, hiszen
ezek az alakzatok jelentosen behatolnak a naluk eggyel magasabb dimenziés
térbe. Pl. a Koch-gorbe olyan vonal, mely végtelen, de mégis véges térrészre
korlatozddik, méghozza gy, hogy nincs olyan feliiletdarab, melyet teljesen
befedne. Tehat "tobb”, mint egy egydimenzidés vonal, de "kevesebb”, mint
egy kétdimenziés sikidom. A Cantor-halmazndl is hasonlé a helyzet: tugy
all végtelen sok pontbdl egy véges szakaszon, hogy sehol sem alkot folytonos
szakaszt. Kézenfekvben adodik ezért a dimenzié fogalmanak olyan éltalanosi-
tasa, melyben a tortdimenzidk is megengedettek, s a dimenzié annal nagyobb,
minél tagoltabb az alakzat.

Egy d dimenziés euklideszi térbe dgyazott ponthalmaz fraktaldimenzié-
janak mérése a kovetkezoképpen torténik: fedjiik le e linearis méretli d di-
menziés dobozokkal (1.23 dbra), s nézziik meg, hogy ¢ fiiggvényében hogyan
véltozik az N (&) nem iires dobozszam (a "dobozt” itt altaldnosan kell érteni,
az lehet egységvonal, egységnégyzet vagy egységkocka is).

N(e) a felbontéssal nyilvan nd, rdadasul a tapasztalat szerint a felbontés
negativ hatvanyaként. A kitevo lesz a keresett fraktaldimenzid, nevezziik ezt
Dy-nek, mely természetesen nem feltétleniil egyezik meg a tér d dimenzidja-
val. Az

N(g) ~e ™™, ha e<x1 (1.31)

Osszefiiggés definidlja a vizsgdlt alakzat Dq fraktaldimenzidjat. Atrendezve:
In N(e)

= h 1. 1.32

"7 n /e’ aes (1.32)

A fraktaldimenzié tehat leolvashatd a lefedd dobozok szaménak felbon-
tasfiiggésébol, melynek £ tobb nagysagrendjén keresztiil teljesiilnie kell. Ez a
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1.23. dbra. A fraktédldimenzié mérése. Egy ponthalmazt (vagy barmilyen
alakzatot) e élhosszusagu d dimenzidju kockakkal fediink le, s megszamoljuk,
hogy hany kockdba esik pont (sziirke dobozok). Ez a szam N(e). Az ¢
felbontds nagysagat csokkentve N (g) né az N(g) ~ e~ P0 6sszefiiggés szerint,
ahol Dy a keresett fraktaldimenzio.

szam hagyomanyos alakzatokra megegyezik d-vel (véges szamu pontok hal-
mazanak 0, gorbéknek 1 stb.). Fraktalrél akkor beszélhetiink, ha Dq kisebb,
mint az alakzatot magaba foglald tér d dimenzidja. Fontos megjegyezni: a
fraktalok kiegészité halmaza nem fraktal, hanem d dimenziéju alakzat.

A gyakorlatban a fraktaldimenziét meghatarozhatjuk méréssel, illetve bi-
zonyos egyszeriibb alakzatoknal egzakt szamitassal is. Ha a 1.31 egyenletnek
vessziik a logaritmuséat akkor az In N(e) = In A — Dglne egyenletet kapjuk,
ahol A az 1.31 egyenletben szereplé aranyossagi tényezo. Atrendezve:

InN(e) = Dyln(1/e) + In A. (1.33)

A méréshez tobb nagysagrenden keresztiil valtoztatott e értékek mellett kell
megmérni (vagy szamitani) az alakzaton az N(¢)-t, majd dbrazolni a In N (¢)
értékeket In (1/¢) fiiggvényében. A kapott pontsorozatra illesztett egyenes
meredeksége éppen Dy fraktaldimenzio lesz (lasd 1.24).

Szamoljuk ki a Cantor-halmaz fraktdldimenzidjat! A lefedd kis vonalak
("dobozok”) € hossza csokkenjen éppen olyan iitemben, ahogy a szerkesztés
sorén keletkez6 kis vonaldarabkéké: & = 7. Atrendezve: n = In e/lnr. Az
olyan lefed6 "dobozok” szdma, amiben az 1.23 abrdan bemutatottnak meg-
felelden, "taldlat” van N(e) = 2" lesz. Figyelembe véve a fraktaldimenzié
1.31 definiciéjat 2" = =20 egyenletet kapjuk, melynek logaritmusat véve,
majd n helyére behelyettesitve n = Ine/Inr-t megkapjuk a Cantor-halmaz
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1.24. dbra. A fraktaldimenziéo a dobozszam és a felbontas reciprokanak
log—log skaldn tortén6 abrazolasakor adodé egyenes meredeksége. Az In N —
In (1/¢) gorbe az egységhez kozeli felbontdsokra és a nagyon kicsikre eltér a
Dy meredekségii egyenestol. Az eltérés oka a durva felbontasndl még nagyon
kicsi a dobozszam, a nagyon finom skaldn pedig 1j effektusok lépnek be, s a
rendszer masként kezd viselkedni.

fraktaldimenziojat:
In2
0= .
Inl/r

A 1.19 dbrén lathaté Cantor-halmaz fraktaldimenzidja (r = 0.3): Dy = 0.576.
Lathatd, hogy minél nagyobb az r paraméter (minél kisebbek a kivdgdsok),
annal nagyobb lesz a fraktaldimenzié is. r = 0.5 hatdresetnél (nem vagunk
ki semmit) a dimenzié 1 lesz, ahogy egy egyszerii vonalndl el is varjuk.

A Koch-gorbe fraktaldimenzidjanak kiszamitdasakor hasonléan jarunk el,
mint a Cantor-halmaznal. A halmaz szerkesztésének iitemében fedjiik le kis
vonaldarabkakkal. Az n-ik 1épésben a lefed vonalkdk hossza!’ ¢ = ™, a
szamuk pedig N(e) = 4" lesz, tehat a Koch-gorbe fraktaldimenzidja:

(1.34)

In4
D pr—
T In(1/r)

ami 1 és 2 kozé es6 szam. A triadikus (r = 1/3) esethez a Dy =1n4/In3 =
1,262 dimenzi6 tartozik.

A felbontés finomitdsaval a megfigyelt hosszisag, az 4™ = ¢'~P0 §ssze-
fiiggés szerint nd, a megfigyelt feliilet viszont 24" = 2770 szerint csokken.
Ez azt jelenti, hogy ha a Koch-gorbét e oldaléli négyzetekkel fedjiik le, akkor
az alakzat teriilete zérushoz tart, a gorbe tehat a sik semmilyen részét nem

(1.35)

10Mivel a Koch-gérbe egy kétdimenziés sikba dgyazott struktira, kézenfekvének tiinik,
hogy ne vonalakkal, hanem kis egységnégyzetekkel fedjiik le. A szamitds ugy is elvégezheto,
s természetesen akkor is a 1.32 eredmény jon ki, azonban a szamitas bonyolultabb lesz.
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tolti ki. Bonyolultabb viszont barmely sima goérbénél, ezt mutatja a névekvo
hosszusaga és az 1-nél nagyobb dimenzidja is.

Az érdesség mértékét megadd r paraméterrel a dimenzié monoton névek-
szik (1.25 dbra). Az r = 1/4 vélasztés a sima szakasznak, s ennek megfelelden
egydimenzids objektumnak felel meg. Az 1/4-hez kozeli r paraméter(i Koch-
gorbék csak enyhén riicskosek (mint pl. egy karfiolszelet pereme), az r = 1/3

T T

N

1.25. abra. Koch-gorbék az r = 0,26, 0,3, 0,35, 0,4 paraméterekkel. Na-
gyobb r paraméterhez "riicskosebb” gorbe és nagyobb fraktaldimenzié tarto-
zik. A dimenziék rendre Dy = 1,029, 1,151, 1,321 és 1,513.

koriili Dy = 1,2 — 1, 3 értékek tartoznak a tengeri, 6ceani szigetek partjanak
atlagos dimenziéjahoz vagy a Hold-felszin egy metszetének dimenzidjahoz.
Az r = 1/2-hez kozeli értékek igen tagolt gorbékhez tartoznak, melyek di-
menzidja kozel esik kettéhoz (1.26 abra). A természetben értheté médon
gyakoriak a kozel sikkitolté gorbék és térkitolto feliiletek. Az elobbire példa
a folyohalozatok az egész vizgyjto teriiletiikre kiterjedé mellékfolyok, pata-
kok, vizfolyasok rendszerével, az él6lények érhaldzata a nyirokkeringéssel és
a fak stirti lombkorondja, utébbira pl. a tiido és a szivacs.

1.8.4. Osszevetitett fraktalok

A fraktaloknak — akar egzaktul énhasonldk, akar nem — létezik egy fontos
osztalyuk, amelyben a fraktalok mintegy részekre bonthatok. Ez akkor all
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1.26. dbra. Egy r = 0,49 paraméterti Koch-gorbe az els6 hat szerkeszto 1épést
kovetoen. A kész Koch-gorbe majdnem sikkitoltd, dimenzidja Dy = 1,943.

fenn, ha egy fraktal két egyszeriibb fraktal osszevetitéseként adédik (ldsd
1.27 4bra).

a) b)
A C A C
------------------------------------------ o
LS SRS 6 ------------- oo
------------------------------------------ ooooo
Be . o o Bo ° o o

1.27. abra. Két halmaz, A és B, C halmazba valé 6sszevetitésének szemlél-
tetése. A C halmazt szokas az A és B halmazok direkt szorzatanak is hivni.
a) Az A komponens egy szakasz. b) Az A komponens hdrom pont egyiittese.
A B komponens mindkét esetben négy pont egyiittese.

A D(()l) és D(()Q) dimenzidju fraktalok osszevetitésével kapott fraktalok teljes
fraktaldimenzidjara az alabbi — konnyen beldthat6, de most nem részletezett

— Osszefiiggés érvényes:
Dy = DS + D{. (1.36)

Az egyes komponensek D(()i) dimenzidit szokas parcidlis dimenziéknak is ne-
vezni.

Ez az 6sszegszabaly nemcsak egydimenzidba dgyazott, hanem tetszéleges
fraktalok direkt szorzatara is érvényes, és a komponensek szama is tetszole-
ges lehet. Ugyanez az Osszefiiggés érvényes a hagyomanyos alakzatokra is,
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hiszen pl. sik két egyenes direkt szorzata, s dimenzidja valoban 1+ 1. Fontos
hangsulyozni, hogy az 0sszegszabdly nemcsak egyenesek mentén, hanem tet-
szOleges sima gorbe vonalak mentén Osszevetitett fraktalokra is érvényes. Az
ilyen gorbék menti vetités ugyanis egy sima transzformécié, ami csak a (1.31)
definiciéban ki nem irt egyiitthatot modositja, de a hatvanyfiiggés kitevéjét,
a dimenziot nem képes megvaltoztatni.

Az bsszevetitett fraktalokra tekintsiink meg két egyszerti példat, a Cantor-
szalakat és a Cantor-felh6t, melyek egyébként a kaotikus rendszerekben eld-
forduld leggyakoribb struktiraknak is egyszerti modelljei.

A Cantor-szalakat gy szerkesztjiik, hogy az egységnégyzetbol kivagunk
kozéprol szimmetrikusan egy téglalapot oly moédon, hogy a két megmaradd
téglalap r vastagsagu és egységnyi magassagu legyen. A kovetkezo lépésekben
ugyanilyen modon apritjuk a megmaradd, mindig egységnyi magassagu, de
egyre keskenyebb téglalapokat (1.28 abra).

1.28. abra. Cantor-szalak szerkesztésének els6 négy lépése r = 0, 4 paraméter
mellett. Hasonlbéan szerkesztjiik, mint a Cantor-halmazt, csak most nem egy
szakaszbol, hanem egy négyzetbdl indulunk ki, s kézéprol nem szakaszokat,
hanem téglalapokat vagunk ki. A dimenzié Dy = 1, 756.

Az eredmény végtelen sok parhuzamos egységintervallum halmaza, me-
lyek egy vizszintes vonallal elviagva az r paraméterii Cantor-halmazt adjék.
A Cantor-szédlak egyiittese az egységintervallum és az r paraméterti Cantor-
halmaz Gsszevetitése, mas széval azok direkt (vagy Descartes-féle) szorzata.

A Cantor-szalak dimenziéjanak meghatarozasakor természetesen eljarha-
tunk a 1.8.3 fejezetben ismertetett mdédon. Ehhez vegyiik észre, hogy az
e = r" élhosszu négyzetekkel valé lefedéskor 2" szamu oszlopot kapunk, me-
lyek mindegyike 1/e szdmu dobozt tartalmaz. A lefedé dobozok szama ezért
N(e) = 2"t = gIn2/lnr=1) * A Cantor-szalak dimenzidja tehét

In2
In(1/r)

Egyszertibben tudjuk meghatarozni a dimenziét, ha a Cantor-szalakra ugy te-
kintiink, mint egy egységszakasz és egy Cantor-halmaz tsszevetitésére (direkt

Dy=1+ (1.37)
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szorzatara), s az 1.36 Osszefliggés alapjan szamoljuk a fraktdldimenzi6jét: ha
az egységszakasz D(()l) = 1 dimenziéjahoz hozzdadjuk a Cantor-halmaz di-
menzidjat (1.34), akkor éppen a 1.37-ben lathat6 eredményt kapjuk.

A Cantor-szalak érdekes tulajdonsdga, hogy keriiletiik no, teriiletiik pedig
csokken a felbontdssal. Hatéresetben (végtelen nagy felbontésnél) végtelen
nagy a kertilete, s nulla a teriilete.

A Cantor-felhot gy kapjuk, hogy az egységnégyzet kdzepébdl egy olyan
keresztet vagunk ki szimmetrikusan, hogy utana négy egybevago, r, vastag-
sagu és ry magassagu téglalap maradjon vissza (1.29 abra).

' L Nt
IR RN
TR
IR RN

r r

1.29. dbra.  Aszimmetrikus Cantor-felhé szerkesztésének elsé négy lépése
r1 = 0,3, 7o = 0,4 paraméterek mellett. Az egységnégyzetbdl szimmetrikus
kereszt alakban gy vagunk ki téglalapokat, hogy a megmarado kis téglalapok
az eredeti hosszusagnak ri-, illetve ry-szeresei legyenek, majd ezt rekurziv
modon ismételjiik.

Uténa ezt a kivagési eljarast ismételjiik minden téglalapban az ry és ry
aranyokat megtartva. Eredményiil egy ponthalmazt kapunk, mely egyre ki-
sebb téglalapokban koncentralodik. Természetesen két Cantor-halmaz direkt
szorzatanak is tekinthetjiik a Cantor-felhéket, igy 1.34 és 1.36 alapjan a frak-
taldimenzio:

In 2 In2
T n(/r) (/)

Ha ry = ry =, akkor Dy = In4/In(1/r), ami r > 1/4-re formélisan ugyan-
akkora, mint a Koch-gorbe dimenzidja. A két fraktal azonban alapvetéen
kiilonbozik, hiszen az egyik egy toredezett vonal, a masik pedig egy sikban
szétszért ponthalmaz. Ez a példa jél mutatja, hogy a fraktaldimenzié az
alakzatoknak csak egyetlen méroszama, melynek azonossagabdl az alakzatok
azonossaga nem kovetkezik.

Dy (1.38)
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1.9. Fiiggelék

1.9.1. Instabil fixpont koriili sokasagok alakja
Surlédasmentes eset

Mint minden linearis, allando egyiitthatés, homogén differencidlegyenletnek,
(1.2)-nek a megolddsa is keresheté exponencidlis alakban. Az z = exp (At)
feltevéssel a A2 = s2 eredményre jutunk, vagyis az A kitevd csak a taszitdsi
paraméter, sy vagy annak ellentettje, —sq lehet. Az altalanos megoldés ezen
alapmegoldasok linearis kombindcidja, azaz

z(t) = cy e’ + c_e (1.39)

amibdl a sebesség:
v(t) = cps0e®" — c_spe " (1.40)
Az 2(0) = zo, v(0) = vy altaldnos kezdéfeltételhez tartozé megoldédsra a

(1.39), (1.40) alakbdl koévetkezik, hogy z¢ = ¢4 + c—, v9 = (¢4 — ¢_)So,
amibol
. Soo + Vo o = SoLo — Vo

C+=—%5.» =

1.41
2% (1.41)

280
Adott (zg,vo) kezdofeltételhez csak egyetlen ¢, c_ egyiitthatopar tartozik,
ami mutatja a megoldas egyértelmiiségét.

A fazistérbeli gorbéket az id6 kikiiszobolésével kapjuk. Képezzik a v —
Soz és a v + soxr mennyiségeket, melyek (1.39), (1.40) szerint exp (Fsot)-vel
aranyosak, szorzatuk tehat nem fiigg az idotol.

[gy a mozgds sordn barmely z, v értékre fenn kell dllnia a 1.3 Ssszefiiggés-
nek.

Surlodasos eset

A 1.8 egyenlet megolddsat is exp (At) alakban keresve, a A2 + a\ — s3 = 0
masodfoki egyenletre jutunk, amibol A-ra két lehetséges értéket kapunk:

Ae = —— 41/ — 4 sZ. (1.42)

Ezek valésak, Ay pozitiv, A_ pedig negativ. Az x(0) = xq, v(0) = vy kezdéfel-
tételhez tartozo megoldas a két exponencialis kifejezés linearis kombinaciéja:

z(t) = cpe™t 4 c_ett (1.43)

és
—A_xo + v ALy — Vg

= _ ) 1.44
Ct )\Jr — )\ ) )\+ — )\ ( )
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A trajektoriak egyenlete:

A A
% — &llandé = % (1.45)
V— A4 T Vo — A+To
Potencialfiiggvény

Végiil megjegyezziik, hogy az adott F(z) er6torvényrdl szemléletes képet
nyeriink a potencidlfiigguény vagy potencial fogalmanak bevezetésével. Ha
a részecskére helyfiiggd ero hat, akkor annak potencidlis energidja is fiigg a
helytél. A V(x) potenciélfiiggvény a részecske egységnyi tomegre es6é po-
tencialis energiajat adja az x helyen. Az eré a potencidlis energia valtozasi
gyorsasagaval ardanyos. Ha az erd visszahtzo, akkor a potencidl né az x tavol-
saggal, és forditva. Az F(x) erétorvény és a V(x) potencidl kozotti kapcesolat
altaldanos alakja ezért

F(z)=— = —V'(2). (1.46)

A részecske igy mozog, mintha egy V(z) alaki domborzaton haladna gra-
vitacios térben. Az instabil dllapot kornyékén érvényes (1.1) er6torvénynek
megfeleld potencial'! V(x) = —s22?/2 (1.30. dbra). A vizsgalt potencidl te-
hat valoban egy dombnak felel meg, s a domb teteje (az x* = 0 helyzet) az
instabil allapot, 6sszhangban a 1.3. dbra kvalitativ képével.'?

V(x)

1.30. dbra. Az instabil allapot koriili erotérvény potencialja. Az instabil
viselkedés egy "domb tetején” zajléo mozgasnak felel meg.

1 Mivel a potencidl csak egy 4llandé erejéig meghatdrozott, mindig megtehetjiik, hogy
a fixponthoz tartozé értéket nullanak vélasztjuk.

12 A stirléddsmentes esetben a trajektéridk az dlland6 v?/2—s32? /2 = € egységnyi tomeg-
re esO energidhoz tartozé vonalak; a stabil és instabil gorbék a domb tetejének megfelel6
&€ = 0 értékhez tartoznak.
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1.9.2. Stabil fixpont koriili sokasagok alakja
Surlédasos eset

A 1.22 feltétel esetén a (1.19)-ben szerepld gyokjel alatt negativ szam all, a
A+ egylitthatonak lesz képzetes része. Ez oszcillalé lecsengésnek felel meg

2
o = {Jw? — = (1.47)
4
frekvenciaval. Az xq, vy kezdéfeltételt kielégité megoldas ezért (1.20), (1.21)
alapjan és az exponencialis és trigonometrikus fiiggvények kozotti kapcsola-
tok felhasznalasaval

2
Me—(aﬂ)t sin (wat), (1.48)

z(t) = zoe” YD cos (wat) +
Wa

ami atirhato a 1.23 alakba is.

Potencialfiiggvény

A stabil dllapotot jellemzd (1.12) er6hoz tartozd potencial V(z) = wiz?/2
(a stabil fixponthoz tartozé értéket nullanak vélasztva). A vizsgélt potencidl
tehat valéban egy volgynek felel meg (1.31. dbra), s a volgy alja, az z* = 0
helyzet a stabil allapot, dsszhangban a 1.4. dbraval.'?

A
V(x)

1.31. abra. A stabil allapot koriili er6torvénynek megfeleld potencidl. A
stabil mozgés egy "volgy aljan” zajlik.

13A surléddsmentes eset ellipszistrajektériai az dllandé energidhoz tartozé gorbék.
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