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1. fejezet

Eloszo

Ez a jegyzet az ELTE TTK Matematikai Intézet Valoszintiségelméleti és Statisztika Tan-
széken tartott tobbdimenzids statisztika targyak tanuldsahoz kivan segitséget nyujtani,
els6sorban gyakorlati szempontbodl. A jegyzet felhasznalja a valdszintiségszamitas és a
matematikai statisztika alapfogalmait, ezért értelemszertien ezek utan a kurzusok utan
ajanlott a tanulmanyozasa. Azonban nem célunk az elmélet teljeskorii feldolgozasa, csak
a mddszerek, alkalmazdsok megértéséhez feltétleniil sziikséges mélységben targyaljuk eze-
ket. Néhany kevéssé ismert, érdekes modellnél azonban kivételt tesziink és felvillantjuk
a bizonyitasok alapgondolatat is.

A jegyzetben a fogalmak, megkozelitésmédok rovid ismertetése utan példdkon ke-
resztiil mutatjuk be a mddszereket, ezek lényege reményeink szerint a tarstudomanyok
miivel6i (mérnokok, pszichometrikusok, természettuddsok) szaméra is érthetd lesz. Eze-
ket a példakat a nyilt forraskédi R program [28] és szdmos kiegészité csomagja segit-
ségével oldjuk meg, sok esetben a hasznalt programkodokat is megadva. fgy az olvaso
képes lesz arra, hogy sajat praxisaban felmeriilé hasonlé jellegli kérdéseket is sikerrel
valaszolja meg. Az R progamon beliil is dltalaban tobb csomag koziil valaszthatunk
egy adott feladat megoldasanal, ezek Gsszehasonlitasara is kitériink. A gyorsan fejlodd
témaknal az aktudlis, relevans szakirodalom felkutatasanak hatékony mddszere a prog-
ramok hivatkozaslistdjanak atnézése. Mi itt most nem véllalkoztunk ezek kigytjtésére,
a legfontosabb “klasszikus” konyvek mellett az R csomagjait és adatelemzéseket végzo
internetes oktatasi segédanyagokat tartalmazza a hivatkozasjegyzék.

Az elso fejezet a kisérlettervezés alapfogalmait mutatja be. Elsésorban a leggyakrab-
ban hasznalt faktorialis terveket és a gyakorlati megvaldsitas soran felmeriilo kérdéseket
veszi sorra. Jopar példan keresztiil keriilnek bevezetésre olyan fogalmak, mint a tervek
felbontasa. A kapott eredmények kiértékelési mddszereit is bemutatjuk, igy elsésorban a
szoraselemzést. Ugyanakkor a terjedelmi korlatok miatt sziikségszeriien kimaradnak fon-
tos részek, ezeket példdul Kemény és Dedk tankonyvébél [22] ismerheti meg az érdeklédd
olvasé.

A 3 fejezet a nemlinedris regresszioval foglalkozik, részletesen bemutatva az R ren-



geteg beépitett regresszids fiiggvényéét. Kiilon részben szerepel a monoton regresszid
modszere, itt néhany egyszeri bizonyitas is taldlhato. Végiil az énmagéban is kiemel-
ked6 fontossdgi altalanositott linearis model kovetkezik. A [31] konyv hasznos tovabbi
informacidkat nyujt.

A kovetkez6 fejezet a klasszikusnak szamito fokomponens- és faktoranalizis modellje-
ivel foglalkozik. Ezek a dimenziocsokkentd eljarasok arra is alkalmasak, hogy az adatok
rejtett kapcsolatait feltarjak, ezért alkalmazasi lehetségiik igen széles kori. A bemutatott
példak is megfelelnek ennek a sokoldalisagnak: a pszichometriatél a pénziigyi alkalmaza-
sokig lathatunk adatelemzést. Az elmélet itt nem térgyalt részei példdul a [35] konyvben
olvashatdak. Jé sszefoglalé az angol nyelvii [1] konyv is.

Az 5 fejezet a tobbdimenzids regresszié modern eljardsaival foglalkozik. Ezen beliil
kiilon részben szerepel a parcidlis regresszid, a path analizis és a SEM (strukturalis
egyenlet-modell) megkozelités. Mivel igen 1j témardl van sz6, a tovabbi informaciok itt
legcélszeriibben az R kapcsolddd dokumentaciojabdl szerezhetéek be.

Az utols6 fejezetben a tobbdimenzids skalazast és a korrespondencia analizist is-
mertetjiik. Itt is nagy szerepet kap a kiilonb6zo R csomagok és az altaluk megoldott
minta-adatelemzések bemutatasa. Az elmélet tovabbi fejezetei itt is megtalalhatéak a
[35] vagy a [1] tankényben.

A jegyzethez kapcsoléddan animéciokat is készitettiink. Ezek a szovegben megadott
honlapokrol érhetok el, és mindenkinek nagyon ajanljuk a tanulméanyozasukat! Segitsé-
giikkel az éppen ismertetett modszerek gyakorlati tulajdonségai, a bemutatott eljarasok
kiilonb6z6 adatok, illetve paraméterezés melletti eredményei figyelhetok meg.

Végiil néhany apré megjegyzés. Mivel az R tipikusan az angolszasz jeldlésrendszer-
nek megfeleléen tizedespontot hasznal, ezért mi is ezt alkalmazzuk a szovegben is, hogy
fenntartsuk az Osszhangot a program outputjaival. A programkodok legfontosabb ré-
szeit is megadjuk a jegyzetben, ezzel is segitve az olvasé szaméara az onalldé munkat.
Ezek konnyen felismerhetoek a szovegkornyezettdl eltérd bettitipus segitségével, idén-
ként megjegyzések is segitik a megértésiiket. A folyd szovegen beliil ... jeloli az R
utasitdasokat, valtozokat, attributumokat.

A "Kisérlettervezés” (2) és a "Dimenziécsokkentési eljarasok” (4) fejezet, valamint a
szerkesztés és az animaciok Zempléni Andras, a "Nem-linedris regresszié” (3), a "T6bb-
dimenzids regresszi6” (5) és a "Skélazds” (6) fejezet Prohle Tamds munkdja. Koszonjik
a lektornak, Gall Jozsefnek (Debreceni Egyetem) a hasznos észrevételeket.



2. fejezet

Kisérlettervezés

2.1. Bevezeto

El6szor magénak a kisérletnek a fogalmat kell tisztdaznunk. A statisztikdban tobbnyire
nem iranyitott kisérletek eredményeit elemezziik, hanem a véletlenszerii megfigyelések
adataival dolgozunk. A lényeges kiilonbség a két adattipus kozott, hogy mig a megfigye-
léseknél az egyes valtozok értékeit nem mi kontrolldljuk (pl. id6jérds, pénziigyi folyama-
tok), a kisérleteket mi magunk tervezziik, elére meghatdrozva a beallithaté paraméterek
értékeit.

Mire is hasznalhatjuk ezeket a kisérleteket? Els6sorban az iparban, de maéashol is
lényeges lehet annak vizsgalata, hogy egy termék adott tulajdonsagat milyen gyartasi
technoldégidval lehet optimalizalni (példaul: mikor lesz a gyartott kotél szakitdszilardsdga
a legnagyobb). Ehhez hasonlé kérdésekre preciz vélaszt a kisérlettervezés eszkozeinek
alkalmazéasaval kaphatunk. A kisérlet eredményét befolydsold tényezdket faktoroknak
nevezziik. A kisérletek soran ezek bedllitasat (itt most szinteknek nevezziik) véltoztatjuk.

A {6 problémét az jelenti, hogy a kisérletek tipikusan dragak és idérablék (gondol-
junk csak bele: a legkiilonboz6bb faktorokat kell minden egyes alkalommal adott szintre
beallitani), ezért nem mindig lehet az &sszes faktor-kombinacidra elvégezni a kisérleteket.

Latni fogjuk, hogy ezekben az esetekben tgynevezett részfaktorialis tervek jelenthetik
a megoldast. Ezek sajatos tulajdonsaga az alias struktira azaz az, hogy bizonyos hatasok
nem becsiilheték kiilon, hanem csupan mas — idealis esetben jéval magasabb rendii —
kolcsonhatassal egyiitt. A mérnokok feladata eldonteni — még a tervezés fazisdban —,
hogy ilyen esetben egyértelmiisithet6-e a ténylegesen haté faktor(kombindcié). Ha nem,
akkor tovabbi kisérletek végzésére, jobb felbontasu tervek készitésére van sziikség.

Ugyanakkor arra minden esetben torekedniink kell, hogy a kisérletek fedjék le a gya-
korlatban felmeriilé lehetdségeket (ne csak egy részét vizsgaljuk, még ha az kényelmesebb-
nek is tlinik), mert csak igy varhatd, hogy valéban hasznalhat6 eredményeket kapjunk.

A kisérlet eredményét befolyasold tényezoket faktoroknak nevezziik. Az értékiiket a



kisérlet soran szisztematikusan valtoztatjuk, ezek a bedllitasok a faktorok szintjei. A
varhatoéan legfontosabb faktorokat igyeksziink el6zetesen meghatarozni. A tobbi fak-
tort pedig zajfaktornak tekintjiik és a kisérlet megtervezése soran arra iigyeliink, hogy
hatasuk minimélis legyen. Fz torténhet véletlenitéssel vagy blokkositassal. A késobbiek-
ben visszatériink ezen modszerek részletes ismertetésére. Lényeges, hogy foglalkozzunk
ezekkel a kérdésekkel, mert a gyakorlatban mindig vannak olyan hatasok, amket nem tu-
dunk vagy nem lehetséges bedallitani (kiilsé koriilmények), de hatdsuk nem biztos, hogy
elhanyagolhato.

A leggyakrabban hasznalt faktoridlis tervek részletes ismertetésére a 2.2 fejezetben
tériink ki. De el6szor érdemes megjegyezni, hogy miért van egyéltaldn sziikség ilyen
Osszetett matematikai apparatusra az optimum keresésénél. Logikusnak tlinhet az a
modszer is, ami szerint sorra vessziik a faktorokat és egyesével mindegyikre megkeressiik
az optimalis bedllitast. A gond ezzel az egyesével torténd optimalizéldssal (one factor
at a time, OFAT), hogy nem tudja figyelembe venni a faktorok kozott igen gyakran
megfigyelhetd kolecsonhatast. Ennek eredményeként az igy kapott megoldas egyaltalan
nem biztos, hogy optimélis lesz. Tekintsiik a 2.1 dbréan lathaté eredményeket, amelyek
3 faktor hatasat mutatjak. Ha a bal alsé sarokbdl indulunk, akkor barmely faktort is
modositjuk, az eredmény rosszabb lesz a kiindulopontbelinél. De a faktorialis kisérleti
terv alapjan meg tudjuk taldlni a jobb fels6 sarokban a meglepéen nagy célértéket.

Az eredmények kiértékelése a szordselemzés (2.2.2 alfejezet) segitségével torténhet,
de jénéhény, a kisérlettervezésre jellemzo specidlis technika is alkalmazhato, ezeket is be-
mutatjuk. Lényeges, hogy a terviink eredményeként az eredmények megbizhatosagardl is
képet kapjunk, példdaul tudjunk konfidencia intervallumokat szerkeszteni, szignifikancia-
szinteket becsiilni.

A fejezet anyaga jelentsen épit Oehlert 2010-es konyvére [27], amely szabadon le-
tolthetd és nagy segitséget jelenthet azoknak, akik a most bemutatésra keriilo izelitén
tilmenden is érdeklédnek a téma irant.

2.2. Teljes faktorialis tervek

Azokat a terveket nevezziik teljes faktoridlis tervnek, amelyeknél az Gsszes vizsgalandd
faktor minden szint-kombindaciéjan elvégezziik a kisérleteket. A leggyakrabban két szin-
ten végezziik a méréseket. Ennek egyrészt gyakorlati okai vannak: példaul az n faktor 3
szintjén sziikséges 3™ kisérlet mar elég kis n értékekre is nagysagrendekkel tébb, mint a
két szinthez tartozé 2". Masrészt ugyan igaz, hogy ilymddon csak linearis hatdasokat tu-
dunk detektdlni (2 pontra csak egyenest tudunk illeszteni, magasabb hatvényhoz tartozé
polinomot nem), de sokszor elegendé a linedris hatds kimutatédsa példaul a véltoztatds
iranyanak meghatarozasahoz — erre pedig mar a csak 2 szinten elvégzett kisérlet is alkal-
mas. Raadasul a matematikai mddszerek is sokkal egyszeriibbek erre az esetre, ezért a
modszer bemutatasara kiilonosen kézenfekvo ezt vélasztani.
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2.1. abra. Egy elképzelt kisérlet eredményei

Ennél a legegyszeriibb, kétszintii tervnél a szinteket célszeriien +1 (magas), -1 (ala-
csony) értékekkel jelolhetjiik. Ez tobb szempontbdl is igen praktikus:

e ilymddon a kisérlet matrixa (amelynek soraiban az egyes kisérleteknél a faktorok
szintjeinek megfeleléen +1, illetve -1 all) ortogonalis oszlopvektori. Ez azt ered-
ményezi, hogy az egyes paraméterek becslése korreldlatlan (normélis eloszldsi hiba
esetén fiiggetlen is) lesz,

e a szintekhez rendelt +1 szamok révén a szorzatuk értelmessé valik, és ez éppen a
kolesonhatas szintjének felel meg: ha a szorzat +1, akkor a két faktor azonos szinten
all, mig a -1 az ellentétes szintnek felel meg. A 2.2.2 alfejezetben részletesebben
visszatériink erre a fontos kérdésre.

2.2.1. Véletlenités

Ahogy mar a bevezetoben emlitettiik, nem tudunk minden potenciélis tényezét faktor-
ként figyelembe venni a kisérlet soran. Ha viszont ezeknek a tényezoknek mindig az



azonos (vagy hasonld) szintje esne egybe valamely vizsgalt faktor adott szintjével, ak-
kor nem lenne lehetoségiink ennek a két hatasnak a kiilonvélasztasara. Hiszen nem
tudhatjuk, hogy a torténetesen megfigyelt jobb eredmény a vizsgalt faktornak, vagy a
zaj-tényezoének a kovetkezménye-e. Ilyen zajfaktor lehet példaul

e azido: a késobb végzett kisérletek a gép kopasa, a kezel6 faradtsdga miatt adhatnak
rosszabb, de a bemelegedés, tanulas hatasara akar jobb eredményt is,

e a kezel6: ha tobb miiszakra huzodik el a kisérlet, akkor a miszakvaltas az eredmé-
nyeket is befolyasolhatja.

Nézziink néhany tovabbi példat a véletlenitésre.

e Egy orvosi kisérletben arra vagyunk kivancsiak, hogy az 1j gyogyszer van-e olyan
hatasos, mint a hagyoméanyos miitéti kezelés. A vallalkoz6 betegeket be kell oszta-
nunk két csoportra aszerint, hogy melyik kezelést is kapjak. Ha ezt az orvos donti
el, akkor feltehetéen a jobb allapotban levé betegeket valasztana ki a mitétre,
mert az er6sen megterheli a szervezetet - egytuttal a silyosabb allapoti, gyengébb
betegek keriilnének a gyogyszeres csoportba. Ennek eredményeként nem tudnank
szétvéalasztani az altalanos dllapot hatasat a miitét hatasatol. Ha viszont véletle-
nitéssel valasztjuk ki a gydégyszeres kezelésben résztvevoket, akkor ez a keveredés
nem lép fel.

e Egy iroddban szeretnék tesztelni, hogy két billentytizet koziil melyik a jobb. Ebbdl
a célbol mind a 10 titkarné megkap egy szoveget, amit mindkét billentytizettel
begépel, és a mért idok alapjan dontiink arrél, hogy melyik a hatékonyabb. Ha
minden titkarné elobb az "A”, azutan pedig a "B’ billentytizettel dolgozik, akkor
lehet, hogy a szoveg ismertsége miatt a méasodik billentytizet elényben van. Vagy
éppen ellenkezoleg a faradtsag miatt lehet az elsé billentytlizet elonyben. Nem
tudhatjuk elére, melyik tényezo jelentkezik a valésdgban — de egyértelmii, hogy
egyik esetben sem kapunk valaszt a kérdésiinkre, mert nem tudjuk eldonteni, hogy
a billentylizet vagy az id6 hatdsa volt a kiilonbség. Ezért véletleniteni kell: 5
véletlenszertien kivalasztott titkarno az "A”, az 5 méasik pedig a "B” billentytizettel
kezdi a munkét.

A fenti példak jol megvilagitottak a véletlenités fontossagat. Az is lathaté ezekbdl, hogy
véletleniteni akkor is célszeri, ha elore nem latunk olyan okot, ami ezt feltétleniil indo-
kolna. Hiszen &ltalaban csupan minimalis plusz munkat jelent, de megvéd az esetleges
téves kovetkeztetésektol. Természetesen nem csak a kisérletek sorrendjét lehet véletleni-
teni, hanem minden ma&s olyan komponenst is, amelyeket nem szerepeltetiink faktorként
(anyag, gép, kezel6 stb.).

Ha van olyan tényez6, amelyrél hatast is feltételeziink, akkor ezt blokkositassal (2.4
pont) be is tudjuk vonni a kiértékelésbe.
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2.2. 4bra. Véletlenitett részfaktoridlis terv

A véletlenités fizikai megvalésitasdhoz minden szébajovo szamitégépes programban
rendelkezésre allnak véletlen szamok — s6t sok célprogram maga alapértelmezésként hozza
is rendel véletlen sorszamot a kisérletekhez. A 2.2 abra egy ilyen véletlenitett részleges
faktoridlis kisérleti tervet mutat 8 faktorra. Lathatjuk hogy a faktorszintek bedllitasai
nem szisztematikusan valtakoznak.

2.2.2. Szoéraselemzés, ANOVA

A széraselemzés lényege - az egyfaktoros (gyakran egyszempontosnak is nevezett) esetben
- a kovetkezo: ha a faktornak nincs befolyasa a mérési eredményre, akkor az 6sszes egyedi
eredményt azonos alapsokasaghdl szarmazonak tekinthetjilkk. Ezek, és igy az atlagok is
csak a kozos varhat6 értéktél val véletlenszerti eltéréseknek (,kisérleti zajnak®) vannak
kitéve. Ellenkez6 esetben — a faktornak szignifikans hatasa van a mérési eredményre — a
faktor szintjeihez tartozoé eloszlasok varhato értékei szignifikdnsan kiilonbozoek lesznek.

A modelliink 1ényege, hogy a szdmunkra lényeges, optimalizdlandé Y mennyiséget
véletlennek (matematikai széhaszndlattal: valészintiségi véltozénak) tekintjik. A leg-
egyszeriibb, egyfaktoros modell:
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ahol a faktor i-edik szintjén mértitk az Y;; értékeket (j = 1,...,n;).. Itt a; az adott
faktorszinten kapott varhaté érték, e;; pedig a véletlen hiba (zaj). Ezek az értékek
egymastol fiiggetlenek és 0 varhaté értékiiek.

A modelliink valéjaban egy linearis modellként is felfoghaté, ahol a fiiggetlen valtozok
matrixanak minden sordban csak egyetlen nem 0 érték van — éppen az adott faktorszint-
nek megfelels oszlopban. Ez részletesen megtaldlhaté példaul a [24] leirdsban.

Az elnevezések arra is utalnak, hogy faktor lehet mennyiségi (kemence hémérséklete),
egyiitthatdok becslése: egyszeriien vehetjiik az adott szinten megfigyelt értékek atlagat.
Ugyanakkor a f6 kérdés az, hogy vajon az adott faktor hatdsa (tehat az a;-re kapott
becslések értékeinek eltérése) szignifikdns-e, azaz kelléen nagy-e annak a valészintisége,
hogy a kisérletek megismétlése esetén is ugyanilyen iranyu eltéréseket kapunk-e. Ennek
a matematikai vizsgdlatara alkalmas a szoraselemzés.

Az egyszempontos szoraselemzés soran k fiiggetlen, normalis eloszlast, azonos szoras-
négyzetli alapsokasagot tételeziink fel, és azt a nullhipotézist vizsgédljuk, hogy az Gsszes
kozépérték azonos a; = ay = ... = ap = u, tehat az eredményeink azonos varhato ér-
tékii alapsokasagokbodl szarmaznak. Mivel azonos szérasnégyzeteket tételeztiink fel, a
nullhipotézis egyuttal azt is jelenti, hogy az Gsszes mérési érték egy és ugyanazon alap-
sokasagbol szarmazik.

A gyakorlatban, hogy a kiilonbségek (hatdsok) vizsgalata szemléletesebb és matema-
tikailag egyszeriibb legyen, altaldban az

Yij=a;+p+ej (2.2)

modellt alkalmazzak, ahol o; az i-edik szint hatédsa, u pedig a fentiekben definidlt atlagos
hatas.

Mivel csak k csoportunk van és k+1 paraméteriink, ezért egyikiiket tetszés szerint be-
allithatjuk. Ez a valasztdas azonban nem érinti a mddszer eredményét, csupan a képletek
alakjat modositja. Taldn a leggyakoribb az a vélasztas, ami szerint

1
H=5 Zniai
i=1

ahol n; az i-edik szinten végzett kisérletek szama, N pedig ezek Osszege (a teljes kisérleti
terv elemszama). Igy a hatdsok sulyozott atlaga lesz O:

k
E n;o; = 0.
i=1

Abban a tipikus esetben, amikor minden szinten ugyanannyi kisérletet végeztiink, a
siulyozott atlagok helyett egyszerti szamtani atlagokat vehetiink.
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Az R program ugyanakkor azt a modszert alkalmazza, hogy az elso faktorszint hatasat
valasztja referencidnak, azaz O-nak és a tobbi értéket ehhez viszonyitja.
Az ismeretlen hatdsokat az adataink alapjan becsiilhetjiik, a kovetkezéképpen: legyen

1 &
Y, = ; Z Yij
7 j=1

az i-edik szinten az eredmények atlaga. A féatlag (az dsszes megfigyelés atlaga):

1 kK n;
V. =5 Zzyzj-

i=1 j=1

Ha a csoportokban a hatasok eltéroek is lehetnek, akkor az a; kozépérték torzitatlan
becslése

a; = gi-?

mig az azonosnak feltételezett kozépértékek esetén

Ebbdl az i-edik szint hatasanak becslése:

A~ A A

Q= — (L =Y; —Y...

Az dgynevezett belsé négyzetdsszeg (a csoportokon beliili eltérések négyzetosszege, a
"W?” index a "within” sz réviditése):

k  n;
SSw = Z Z(yij ~7,.)?

i=1 j=1

A megfigyeléseink szérasat is becsiilniink kell. Itt kihasznalhatjuk, hogy minden szinten
ugyanaz a szoras, ezért

SSw Lt Syl — 9a)?

~2 .
0" =MSw =5 = N —k

(2.3)

A nevezében azért szerepel N — k, mert minden csoportban kapunk egy n;, — 1 szabad-
sagfoki becslést és ezekbdl az Osszeg szabadsdgfoka N — k, tehét (2.3) torzitatlan becslés
o?-re, fiiggetleniil attél, hogy melyik hipotézis is az igaz.

A csoportok kozotti kiilonbséget méri a csoportok kozotti eltérés-négyzetosszeg (a "B”
index a "between” sz6 roviditése):

k
§Sp =y i@ —7.)"
=1
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Ennek szabadsagfoka értelemszertien k — 1, hiszen k atlagot hasonlitunk 6ssze ugy, hogy
egy paramétert becsiiltiink (a féatlagot).
A két négyzetosszeg Osszege éppen a teljes négyzetosszeg (SSt):

k n;
SSr=>"Y (i —¥.)" = SSp + SSw.

i=1 j=1

Ennek bizonyitasa egyszerii, csak be kell hozni a jobboldalon lathaté négyzetdsszegeket

az egyszeri
k  n;

kK n;
Z Z(yij —-7.)? = Z Z(ym ~ 7. + Y. —9.)°
i=1 j=1 i=1 j=1
atalakitassal és észre kell venni, hogy a négyzetek kifejtésénél a kétszeres szorzatok kies-
nek.

A hipotézisvizsgélatra a linedris modellnél alkalmazhaté (1. példaul [22]) F-prébét
hasznalhatjuk:
o SSp/(k—1)
 SSw/(N — k)

A nullhipotézis (azaz nincsen kiilonbség a szintek kozott) esetén f éppen F' eloszlasi
k — 1, N — k szabadsagfokokkal. A proba tehat akkor utasitja el a nullhipotézist a
els6faju hibavalészintiség mellett, ha f értéke nagyobb, mint a megfeleld F' eloszlds 1 — «
kvantilise.

A modszereket egy egyszeru példan szemléltetjiik. Tegyiik fel, hogy acéldrétok sza-
kitészilardsagara vonatkozoan két kisérletet is végeztiink. Az eredményeket a 2.3 abra
mutatja. A két diagram két kiillonb6zé mérési eljaras eredményét tartalmazza. Jol
lathaté, hogy a baloldali sokkal pontosabb, kisebb hib&ji, mig a jobboldalon szereplo
modszer hibdja sokkal nagyobb — de az atlagok azonosak a két esetre.

A minta-adatokra a kévetkezo R-kéd végzi el a szoraselemzést:

library(doBy)
ex.data <- read.csv("anova-example.csv", header=TRUE)
for(exp.index in 1:2){
cat ("\n\nx*x*x*x" exp.index, "kisérlet eredménye "," *¥x*x*x\n\n")
temp <- ex.datal ex.datal,"Experiment"] == paste("Experiment",
exp.index),]
result <- 1m( y ~ method, data=temp)
print (result)
print (anova(result))

Az eredményeket a 2.4 abran lathatjuk. Mindkét esetben ugyanazok a hatas-becslések
adddtak, és emiatt a csoportok kozotti szérasnégyzet (itt: “method”) is megegyezik.
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2.3. abra. Acéldrétok szakitoszilardsaganak mérése két modszerrel

Ahogy mar emlitettiik, itt a "B” és "C” szintek hatasa a 0-nak tekintett "A” szint hatdsa-
héaz képest értendd. Viszont jol lathato, hogy a modszerek kozotti kiilonbség csak az 1.
kisérlet esetén bizonyult szignifikdnsnak, a szérasok kozotti markans kiilonbség miatt.

Az F préba statisztikdja az elsé esetben 300, ami minden redlis szinten szignifikéns
- a masik esetben viszont csupan 1.33 a statisztika értéke, ami természetesen nem jelez
szignifikans eltérést.

A gyakorlatban persze tipikusan nem egy, hanem tobb faktor befolyasolja a végered-
ményt. A kétfaktoros esetre a 2.1 modell a kovetkezoképpen altalanosithaté.

Yijk = aij + €iji

ahol a;; az 1. faktor 7. és a 2. faktor j. szintjén a hatds. Ezen a szint-kombinécién az
Yijr értékeket mértitk (k = 1,...,n, itt altaldban fel szokds tenni, hogy minden szint-
kombindciéra ugyanannyi megfigyelést végeztiink). Az ¢;;; a véletlen hiba (zaj), ezek
az értékek egymadstdl fliiggetlenek és 0 varhato értékiiek. A strukturit (az egyik faktor
szerint 4, a masodik szerint 3 szinten végezve kisérleteket) a 2.5 dbra mutatja.

A kétfaktoros kisérlet értelemszertien tartalmaz egyfaktoros rész-tervet is. fgy az
el6zéeknek megfeleléen az elsé faktorhoz tartozé «; és a masodikhoz tartozé [3; faktor-
hatasok ugyanigy definidlhaték, mint az elézéekben. Ami 1j, az a faktorok kozotti
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##xEE% ] kizsérlet eredménye FEREEE

Call:

lmi{formula = v ~ method, data = temp)

Coefficients:

[Intercept) methodb methodC
65 z0 10

brnalysis of Variance Tahle

Fesponse: v

Df Sum Sg Mean S99 F owalue FPr (>F)
method Z 600 300 300 9.706e-07 ##%
Residuals 6 & 1

Signif. codes: 0O M¥%F Q0.001 *%f Q0,01 % Q0.05 *.f oO.1 71
#EEEE 7 kizsérlet eredménye FEREEE
Call:
lmi{formula = v ~ method, data = temp)
Coefficients:
[Intercept) methodb methodC
65 z0 10
brnalysis of Variance Tahle
Fesponse: v
Df Sum S5 Mean Sg F walue FPr(=>F)

method Z 600 300 1.3333 0.3318
Residuals 6 1350 225
L]

2.4. dbra. Hatasok szignifikanciavizsgalata két kisérletnél

kolesonhatas. A két faktor esetére ez a kovetkezd:

aij —a; — B+ p

aminek a szemléletes jelentése az, hogy a két faktor additiv hatasatél mennyire tér el
a tényleges hatas az i, 7 szint-parra. A szérasfelbontéd tablazat ebben az esetben kicsit

bonyolultabb:

SSp =584+ 5SS+ SSap + SSw

ahol SST a teljes négyzetosszeg, SS4 az A faktor hatdasat mérd, SSg pedig a B faktor
hatasat mérd négyzetosszeg. SSap a kolesonhatdshoz tartozik, SSy pedig a csoportokon
beliili (hiba) négyzetisszeg, hasonléan az egyfaktoros esethez (ezt az “error’-hiba sz
kezdébetijébél gyakran SSg-vel jelolik). A képletek (a-val és b-vel jelolve az A, illetve a
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U111 21 Y131
Yiln Y12n Y13n
U211 Y221 Y231
Y21n Y22n Y23n
Y311 Y321 Y331
Y3in Yzon Y3an
Y411 Y421 Y431
Yain Yaon Ya3n

2.5. abra. Kétfaktoros kisérlet, y jeloli az eredményeket

16




Source DF SS MS F

A a-1 SS4 S54/(a—1) MSA/MSE
B b-1 SSp  SSp/(b—1) MSp/MSg
AB (a-1)(b-1) SSap SSap/[la—1)(b—1)] MSsp/MSg
Error  (n-1)ab SSg SSg/[(n —1)ab]

2.6. dbra. Szordsfelbonté ANOVA tébla kétfaktoros kisérletre

B faktor szintjeinek a szdmat és n-nel a szintenként végzett kisérletekét):

a,b,n
SSt = Z (yijk —g--)Qa

i k=1

SSa=> nb(F. —7.)"
=1

b
SSp = Zna(y_j_ —7.)%
j=1

a,b
SSap = Z n(yij- — Y. — g-j- +y---)2a
ij=1
a,b,n
SSw = Z (ijk — Uij.)*
i,j,k=1

A hipotézisek: el0szor is a kolcsonhatéast célszert tesztelni. Ha elfogadhaté a kol-
csonhatas hianya, akkor pedig sorra vehetjiik a faktorok hatasat. Ezek tesztelésére is
alkalmas az F-proba. A szabadsdgfokokat az atlagos szérasnégyzeteket és az F-prébak
statisztikait mutatja be a 2.6 dbra.

Az R segitségével meg is tudjuk jeleniteni a kolesonhatast. A kévetkez6 példaban [19]
PVC részecske-méretét befolyasolo faktorokat vizsgalunk. Harom kezel6 8 féle eszkozt
hasznélt (resin railcar).

library(faraway)

source("http://www.rohan.sdsu.edu/ babailey/stat700/pvc.R")
attach(pvc)

stripchart(psize ~ resin, xlab="Particle size", ylab="Resin railcar")
stripchart(psize ~ operator, xlab="Particle size", ylab="Operator")
interaction.plot(operator, resin, psize)

interaction.plot(resin, operator, psize)
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Analysis of Variance Tabhle

Fesponse: psize

Df Sum 3g Mean Sg F walue Fri=F)
operator 2 Z0.718 10.359 7.007:2 0.00401 **
resin 7 253.946 40.564 27.4355 S5.661le-10 *F*
operator:resin 14 14.335 1.02494 0.68926 0.759587
Fesiduals Z4 35.480 1.475

2.7. abra. ANOVA tabla a kétfaktoros, PVC-részecskék méretére vonatkozd kisérletre

A 2.7 dbra a kétszempontos szoraselemzés tablazata a PVC adatokra. Azt olvashatjuk
le, hogy a féhatasok szignifikdnsak, de a kolcsonhatas nem.

2.2.3. Példa: papirhelikopter-tervezés

A faktorialis tervezés modszerét egy, az oktatasban kénnyen reprodukalhato és a hallga-
tok szamara érdekes kisérlettel illusztraljuk. Példaul a http://www.paperhelicopterexperiment.
com/ cimen talalhato részletes leirds a "projektrol”. Ennek soran a résztvevok el6szor egy
minta-helikopteren nézik meg a prototipust és javasolnak faktorokat, amelyekkel a repii-
1ési ido6 feltehet6en novelheto. Az otletroham sordn szamos javaslat felmeriilhet, de a
teljes faktorialis kisérleti terv kivetelezhetésége érdekében célszerti 4-5 faktor kivalasz-
tasa. A 2.8 kép magat a helikoptert mutatja.
Ha minden faktort két bedllitassal vesziink be a kisérletbe, akkor k faktor esetén a
teljes faktoridlis terv 2F kisérletbdl fog allni. Ez még ismétlésekkel egyiitt is elvégezhetd
egy 45 perces Ora soran k = 4 vagy k = 5 esetén.

2.8. dbra. A papir helikopter

18


http://www.paperhelicopterexperiment.com/
http://www.paperhelicopterexperiment.com/

A bemutatéasra keriilé kisérletben az alabbi faktorokat és szinteket vizsgaltuk:

FH: felhajtas a szarny végén: igen vagy nem,

GS: gemkapcsok szama: 2 vagy 1,

PA: papir,normal iratpapir vagy félfamentes rajzlap,

SH: szérnyhossz, normal (7cm) vagy rovid (5.5 cm),

SS: szérny szélesség, széles (7cm) vagy normél (5em).

A szintek koziil mindig az els6 volt a "felsé” (kédja +1) és a masodik az "alsé” (kédja -1).
Ennek ott van jelentésége, hogy a hatas szamértékénél az eldjelet helyesen értelmezziik:
pozitiv érték azt muttja, hogy az adott faktor felsé értéke adta a jobb eredményt.

Az adatok elemzését az R FRF2 csomagjdval végezziik [12]. Elészor ki kell szamol-
nunk a hatasok és kolecsonhatasok becslését. Ha az adattombben csak a faktorbeallitasok
és az eredmények vannak (mivel a gyakorlaton tébb csoportban is torténtek mérések,
eldszor ezek atlagat tekintettiik eredménynek), akkor egyszeriien az aldbbi utasitast al-
kalmazhatjuk a féhatasok és a masodrendii kolecsonhatasok becslésére.

h.1lm <- Im(heli2$Atlag ~ (.)"2,data=heli2)

Mivel a kétszintii teljes faktoridlis terv ortogondlis, ezért itt a hatasok becslése egy-
szerlien y, — y_, azaz a pozitiv szinteken mért eredmények dtlaga minusz a negativ
szinteken mért eredmények atlaga.

Ezutan a kapott eredményeket elrendezhetjiik tablazatban, a linearis modellnél meg-
szokott médon (2.9 dbra).

summary (h.1lm)

Azonban meg kell jegyezniink, hogy itt a szignifikancia ellentrzése abbdl a feltevésbol
indul ki, hogy az adott szinten kapott mérési eredmények fiiggetlenek és azonos eloszla-
stak, azonban ez szamos — énmagaban esetleg nem szignifikans — tényezé hatasa miatt
nem teljesiil pontosan, tehat tovabbi vizsgdlatokra van sziikség.

A hatasokat grafikusan leggyakrabban az tigynevezett "half normal plot” segitségével
vizsgalhatjuk (2.10 dbra). Ehhez viszont célszerti megbecsiilniink az dsszes lehetséges kol-
csonhatast, hogy legyen kell6 szamu viszonyitasi alapunk a szignifikancia kideritéséhez.
Ekkor azt vizsgaljuk, hogy mekkora eltérést kapunk, ha a becsiilt hatasokat a standard
normadlis eloszlasi X-bol szamolt | X| eloszlasahoz hasonlitjuk a QQ-plotnél latott mé-
don, azaz a nagysig szerint sorbarendezett minta elemeit egybevetve | X| eloszldsédnak
kvantiliseivel. Ha minden eltérés csak véletlenszerli, akkor a homoszkedaszticitas miatt
minden becslés azonos normalis eloszlasi, amit az abra kozel linearis volta mutat. A mi
esetiinkben ez nincsen igy, a legfontosabb 5 tényezo6 tiinik szignifikdnsnak az a = 0,05
szinten. A kéd:
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Coefficients:
Estimate 3td. Error t walue Pri>|t]]

[Intercept) 1.260104 0.0067583 185.783 <« Ze-l1la ***
Pi 0.136701 0O.006783 20.154 5.50e-13 ***
=3 —-0.0573:28 0.006733 -3.541 Z2.35e-07 #+%%
FH -0.135822 0.0067583 —-20.025 9.3%9e-13 ***
IH 0.145153 O.006783  21.847 2.449e-13 ***
33 -0.012581 0.006733 -1.855 0.0832136 .
PAL:GE -0.039201 0.0067583 -5.780 Z.82Ze-05 ***
PAL:FH —-0.0z27eaes50 o.0067s3s  —-4.077 0.000379 ***
PA:3H 0.030660 0.006733 4.520 0.000349 #+%%
PA:IZE -0.027a50 0.006753 -4.077 0.000379 ***
G5:FH 0.024109 0.006733 3.554 0.002641 *%*
G5:3H 0.015669 0.006733 Z2.752 0.014183 *
G333 0.011470 0.006753 1.691 0.110209
FH:3H -0.0z85389 0.006783 -3.913 0.001z240 **
FH:33 -0.017025 0.006733 -2.510 0.023196
3H:33 -0.010935 0.006753 -1.613 0.126387

Jignif. codes: 0 **#**7 Q0,001 ++*7 Q.01 **F 0,05 *." 0.1 7 1

Fesidual standard error: 0.0338337 on 16 degrees of freedom
Multiple R-scuared: 0.9594, Adjusted B-scquared: 0.9795

2.9. abra. A féhatasok és a kétszeres kolesonhatasok és szignifikancidjuk becslése

DanielPlot(h.1lm,alpha=0.05,half=TRUE) }

Ugyanakkor nem felejthetjiik el, hogy csupan a véletlen miive is lehet a szignifikans-
nak latszé eredmény. A 2.11 dbra a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_glm/ cimen
talalhaté animaciébol szarmazik. Itt fiiggetlen azonos normalis eloszlasi véletlen szamok
a kisérletiink eredményei, és meglehetGsen gyakran kapunk az a = 0.1 esetén szignifikans-
nak tin6 hatasokat. A 2.11 dbran 4 faktort képzeltiink el, a kolcsonhatdsokkal egyiitt ez
10 pontot ad, amik koziil 4 is szignifikdnsnak t{ind eredményt adott.

2.3. Részfaktorialis tervek

Ahogy ezt mar a bevezetében is emlitettiik, a teljes faktorialis tervek sok faktor ese-
tén gyakorlatilag kivitelezhetetlenek. Ezért — mintegy kompromisszumként — részleges
faktorialis terveket lehet helyettiik elvégezni. Ezek lényege, hogy nem minden faktor-
kombindcidhoz tartozik kisérlet, hanem csak a felét (negyedét, 2F-ad részét) végezziik
el.

Ugyanakkor itt is érvényes a mondéas, hogy nincsen ingyen ebéd, a kihagyott kisér-
letek ara a kiilonboz6é hatasok nem megkiilonboztethetd keveredése. Ezt angolul "alias”
strukturanak nevezik. A jelenség lényege az, hogy ha két (altaldban magasabbrendil)
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Half Normal Plot for heli2$Atlag, alpha=0.05
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2.10. abra. Half normal plot a helikopter kisérletnél

hatas minden kisérletben ugyanazon a szinten szerepel, akkor semmilyen médon nem
lehet Oket elkiiloniteni.

Matematikailag is meg lehet ezt a jelenséget fogalmazni. Lattuk, hogy a magasabb-
rendii hatasok szintjei is a benniik szerepl6 faktorok szintjeinek szorzataként hatarozha-
téak meg. Ha két faktor-kombindcié minden kisérletben ugyanazon a szinten szerepel (a
hozzajuk tartozo értékek szorzata azonos), akkor ezen kombindcidk hatdsai nem kiilonit-
hetoek el: nincs semmilyen mddszer arra, hogy eldontsiik, melyik is a lényeges. Ezeket a

faktor-kombindcidkat egyméds aliasainak nevezziik.
De a gyakorlatban ez nem mindig jelent problémat: a harmadrendii és kiilondsen a
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Half-normal plot: csak véletlen hatasok

Adja meg a faktorszamot
4

hd

half-normal scores
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2.11. abra. Half normal plot teljesen véletlen adatokra

még magasabb rendi kélesonhatasok ritkan 1épnek fel, ezért ha 0k keverednek féhatassal
vagy alacsonyabb rendii kélcsénhatéssal, akkor feltételezhetjiik, hogy az alacsonyabb
rendl hatas a dominéns.

A részfaktoridlis terveket az tigynevezett generatoraikkal adhatjuk meg. Ezek olyan
egyenletek, amik minden elvégzett kisérletre teljesiilnek. Tekintsiik példaul a 2.12 abra-
ban lathaté 2572 tervet, ami 32 helyett csak 8 kisérletet tartalmaz. Ennek generatora
1 = ABC = —CDE. Altalaban is igaz, hogy ha a teljes faktorialis terv negyedét végez-
ziik el, akkor két egyenletet adhatunk meg (mindegyik kiilon-kiilon felezi a teljes tervet),
és a 2" részhez pedig k egyenlet tartozik.

A B C D E AB ABCDE
ce — — + — + + —
1 + — — — — — +
b - + - - - - +
abce | + + + — 4+ + —
cd - - + + - + —
ade + - - + + — +
bde — + — + + — 4
abed | + + + + — + —

2.12. 4dbra. 2°72 terv tablazata

Nagyon lényeges, hogy az alias struktirat pontosan meghatarozzuk. A fenti példaban,
ahol 1 = ABC = —CDE = —ABDE (az utolsé Osszefiiggést tigy kaptuk, hogy a
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’ Felbontéas H Tulajdonsagok \ Példa H

IT

Nem hasznalhaté: féhatasok is keverednek 221

III

A f6hatdsok becsiilhetéek, de keverednek mésodrendit | 237!
kolesonhatasokkal

IV

A féhatdsok csak magasabb rendii kolcsénhatdsokkal | 2471
keverednek, a masodrendii kolcsonhatasok keverednek
egymassal

A f6hatdsok csak harmadrendiinél is magasabb rendii | 29~}
kolesonhatasokkal keverednek, a masodrendii koleson-
hatasok keverednek harmadrendiiekkel

2.1. tablazat. A felbontdsok és tulajdonsagaik

—C DE kifejezést 1-gyel, azaz ABC-vel megszoroztuk és kihaszndltuk, hogy C? = 1). Az
egyenlotlenséglancot végig szorozva a faktorokkal megkaphatjuk az alabbi, teljes alias-

strukturat.

I = ABC = -CDE = -ABDE
A = BC = —-ACDE = -BDE

B = AC = -BCDE = -ADE

C = AB = -DE = —-ABCDE
D = ABCD = —(CE = —-ABE

E = ABCE = —CD = —-ABD
AD = BCD = -ACE = -BE

BD = ACD = -BCE = -AE

2.13. dbra. A 2°72 terv alias strukturéja, I jeloli az identitdst (az 1-et)

A részfaktorialis tervek eredményeinek elemzése hasonléan végezhet6 el a szoraselem-
zés médszereivel, mint a teljes faktoridlis elrendezésé. Ugyanakkor tipikusan nincs ismét-
1és, amibol kozvetlen becslést kaphatnank a szérasnégyzetre, ezért azt a nem modellezett
kolesonhatasok helyett becsiilhetjiik (“surrogate error”). A half-normal plot is ugyanigy
hasznalhat, mint a teljes faktoridlis esetben.

A részfaktorialis tervek "mindségét” az ugynevezett felbontds méri. A 2.1 tablazat
mutatja ezek tulajdonsagait.

Példaként tekintsiik az FrF2 csomag egyik minta adatsorat. A molding adatsor 8
faktort tartalmaz Ez eredetileg 16 kisérletet tartalmazé részfaktoridlis terv. Az alias
strukturajat a

data(BM93.e3.data)
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iMdat <- BM93.e3.data[1:16,2:10] #csak az eredeti kisérlet

# oszlopnevek

colnames(iMdat) <- c("MoldTemp","Moisture","HoldPress","CavityThick",
"BoostPress","CycleTime", "GateSize","ScrewSpeed","y")
# aliasok a 2-faktor-kolcsonhatasokra

aliases(Im(y = (.)"2, data = iMdat))

# kodolva

aliases(Im(y = (.)"2, data = iMdat), code=TRUE)

kéd adja meg. Magat az adatsort a 2.14 dbra mutatja be .

L B
-1 -1 -1
1 -1-1
-1 1 -1
1 1 -1
-1 -1 1
1 -1 1
-1 1 1
1 1 1
1 1 1
-1 1 1
1 -1 1
-1 -1 1
1 1 -1
-1 1 -1
1 -1-1
-1 -1 -1
-1 1 1
-1 1 -1
1 1 -1
1 1 1

2.14. dbra. A BM93.e3 adatsor

Ez egy III felbontasu terv, a 2.15 alias struktiraval.
A kolesonhatdsok abrdjandl meg tudjuk jeleniteni az alias strukturat (2.16).

L E F
1 1 1
-1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
1 -1-1
-1 1 -1
-1 -1 1
1 1 1
-1 -1 -1
1 1 -1
1 -1 1
-1 1 1
-1 1 1
1 -1 1
1 1-1
-1 -1 -1
1 -1-1
-1 -1 1
-1 1 -1
1 1 1

elemzést a kovetkezd programrészlet végzi el:

# linedris modell fdhatasokkal
iM.1m <- 1lm(y ~ (.)"2, data =
aliases(iM.1lm, code=TRUE)

#kolcsonhatds diagram az alias struktiraval
IAPlot(iM.1m, show.alias=TRUE,main="Kdlcsonhatasok")

és a kétszeres kolcsonhatasokkal

iMdat)
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A=MoldTemp E=Moisture C=HoldFress D=CavityThick E=BoostPress

F=CycleTirme G=Gatelfize H=3crew3peed

faliases

N
I I R
[}

L e x  w x  w x IY
B ooE o m
[}

L T e Y e T e Y e o B )
HES I = A
[}

b I B v T e B e I o N |

2.15. dbra. A BM93.e3 adatsor alias struktiuraja

Kolcsonhatasok
. 9 10 i -\12 13 14 15
™ MoldTemp | e 5// ey PR —— o ® waeeest
=+ o *1 "

P~ 9 - 14 15 13 12 10 11
: Mqﬁwe fz’) s e LT Lo -
- 10 14 - 13 15 11 9 12

o —_— - -, — P
~q ., . | HoldPress :‘HH . . /
- . R o N . - .o . .
- i 15 13 .1 14 10 12 9
SN e | e |t [CaiyThick | e, | aee | et | e
=+ ‘
P |_’!2 13 15 » 14 - 9 11 . 10
= P % |BoostPress | L7 PR -
+ 3 — :,/" 03 —_ J——
- 13 12 11 10 9 .1 15 14
= -t e ,,a"/‘ L e, | CveleTime | e—s _—
= “1
- 14 10 9 12 11 15 - 13
R T i T B L e B GateSize | e
=+ *
- 15 i 12 9 10 14 13 -
L = :// o P, =——| = [FcrewSpeed
=+ 3 - =1
T T T T T T T T T T T T T T T T
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1

2.16. abra. A BM93.e3 kolcsonhatas diagramja
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Az eredménybdl lathatjuk, hogy minden kétszeres kolcsonhatasnak van kétszeres kol-
csonhatas aliasa és a féhatasoknak pedig haromszoros koélcsonhatéas aliasa.

A gyakorlatban az FrF2 csomag egyik 6 elénye éppen a kivant felbontasu, faktor-
szamu kisérleti terv generalasa. A beépitett fiiggvény és legfontosabb paraméterei:

FrF2(nruns = NULL, nfactors = NULL,
default.levels = c(-1, 1), ncenter=0, center.distribute=NULL,

generators = NULL,
resolution = NULL,
randomize = TRUE,
blocks = 1, hard = NULL, ...)

A fenti fiiggvényben

e 'nruns’ a kisérletek szama,

e 'nfactors’ a faktorok szama,

e ’default.levels’ a kisérletek szintjeinek jelolése,

e 'ncenter’ a kdzéppontban végzett kisérletek szama,

e ’‘center.distribute’ a kézéppontban végzett kisérletek helye a tervben,

e 'generators’ megadja a tervet definidloé egyenletek jobboldalat. Itt ezt ugy kell ér-
teni, hogy a baloldal mindig egy 1j faktor — tehat abbdl indulunk ki, hogy nem
a kisérletek szamat csokkentjiik a definidlé egyenletek révén, hanem minden egyes
egyenlet egy 1j faktort jelent a modellben (amely természetesen keveredik a defi-
nialé egyenlet kolesonhatédsédval),

e ’resolution’ a kisérleti terv felbontésa,
e ‘randomize’ a véletlenités,

e 'blocks’ a blokkok szama,

e ' hard’ a nehezen bedllithato faktorok listaja — ezeket a kisérletek sorrendjének
optimélis megvélasztasaval olyan kevésszer modositjuk ami csak lehetséges.

Egy példa a fiiggvény konkrét futtatdsara és az eredmény (2.17 dbra):

FrF2(16, generators = c("ABCD","ABC"))
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A B C DI E F
1 -1 1 1 1 -1 -1
& -1 -1-1-1 1 -1
i -1 1 1-1 1 -1
4 -1 1 -1 1 1 1
5 1 1 1 1 1 1
g -1 -1 1 1 1 1
7 1 -1 1-1 1 -1
g -1 -1 1 1 1
=] 1 1 -1-1 1

N
= O
e

|

'_I.

|

'_I.

|

'_I.

|

'_I.

'_I.

H 2R
N
'_I.
|
'_I.
'_I.
'_I.
|
'_I.
|
'_I.

-1 -1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1-1-1 1
1 -1 1 -1 -1 -1 1

[
n

2.17. dbra. 16 kisérletbol allo 111 felbontasa terv 6 faktorra

2.4. Blokkositas

Sokszor olyan tényezdk is hatnak, amiket nem tudunk vagy nem akarunk a kisérletben
tervezetten faktorként szerepeltetni (példaul a miiszak hatdsa ipari termelésnél, homogén
foldteriilet mezégazdasagi terveknél). Ekkor ezeket a faktorokat igynevezett blokkoknak
tekintjiikk és a tobbi faktor értékét kiegyensulyozottan allitjuk be a blokkok kiilonbozé
értékei kozott. Ennek eredményeként a blokk-hatasra is kapunk becslést. Ez énmagaban
is hatalmas teriilet, amelybdl csak felvillantani tudunk részleteket.

Ha a blokkok elég nagyok, hogy minden kisérletet (a blokkositas szakirodalméban
gyakran "kezelésnek” nevezik, mert itt mér nemcsak faktoridlis tervekre lehet gondolni)
minden blokkban el tudjunk végezni, akkor teljes blokkos kisérleti tervrol beszéliink és
ez lényegében megfelel a teljes faktorialis tervnek azzal a formalis kiilénbséggel, hogy a
blokk az egyik faktor.

A blokkositéds azért nagyon lényeges, mert igy egy fontos zaj-faktort kisziiriink és ezzel
a szorast jelentésen tudjuk csokkenteni. A szokasos ANOVA modszerekkel vizsgalhato,
hogy vajon a blokk-hatdas szignifikdns-e.

Ha a blokkok nem elég nagyok ahhoz, hogy minden kezelés elvégezhetd legyen egy
blokkban (kicsi a homogén foldteriilet, sokaig tart a kisérlet és nem fér bele egy mii-
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szakba az Osszes), akkor nem teljes blokkos tervrél beszéliink. Ekkor arra toreksziink,
hogy minden kezelés-par ugyanannyiszor szerepeljen egy blokkban. A 2.18 dbra néhany
egyszeri példat mutat kiegyensilyozott nem teljes blokkos tervekre. A paraméterek:

e a a kezelések szama,

b a blokkok szama,

k a blokkonkénti kezelések szama,

e 1 hanyszor fordul el6 egy kezelés,

A a parok hanyszor fordulnak elé egy blokkban.

a=3h=3 k=2 —=r=22=1
ELCCK
1 2|3
A B | A
E |
a=4k=2b=06 —=r=3.A=1
ELCCK
12|24 &5 6
AlA | A B B C
E|C|D|C D D
a=4 k=3 b=4 =3 04=2
ELCCK
|1 [2]3] 4]
ATATATE
EIE ©C]iC
C O DD

2.18. abra. Példak kiegyensilyozott nem teljes blokkos tervekre
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2.5. Az R kisérlettervezési csomagjainak bemutatasa

A [28] honlap folyamatosan figyelemmel kiséri a téméaval foglalkoz6 csomagokat. A jegy-
zet készitésekor a legtijabb verzié 2013 maricusi volt. A kovetkezd csomagok a leggyak-
rabban hasznaltak:

e GAD: ANOVA terveket tud kezelni fix és véletlen hatasok esetére is,

e A DoE.base és az FrF2 csomagok alapjan késziilt egy meniivezérlési rendszer, az
RemdrPlugin.DoE, ami azok szamara, lehet elonyos, akik nem kedvelik a parancs-
SOros programozast,

e conf.design: kiilonb6z6 kolesonhatdsokat tartalmazd és Taguchi-tervek is készithe-
tok a segitségével,

e AlgDesign: kiilonb6zé optimélis terveket és keverékekre vonatkozo terveket készit,

e blockTools: blokkokhoz rendel kisérleti egységeket — kiilondsen hasznos kis blokk-
méretek esetén.
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3. fejezet

Nem-linearis regresszio

3.1. Bevezeto

A nem-linedris modellek a linearisaktél pusztan abban a technikailag nem mellékes do-
logban kiilonb6znek, hogy a nem-linedris modellek alkalmazasakor a célvaltozoé értékeit a
magyarazo valtozok olyan fiiggvényével kozelitjiik, amely a paramétereitél nem-linedrisan
fiigg. Az egyvaltozds nem-linedris modellek altalanos forméja az

yi = f(z,0)+e, i=1,....n

ahol ugy vessziik, hogy az x1, . . ., x, bedllitott, ismert értékek, amikre a rendszer ey, ..., e,
hibakkal mért valasza az yi,...,y,. A hibakrdl feltételezziik, hogy a e1,...,¢e, fligget-
len, 0 varhaté értékii, azonos szérasu véletlen mennyiségeknek a mérést leiré w mellett
adddott értékei. Az eléallitdsban a 6 ismeretlen paraméter, amitél az f(z;, 6) fiiggvény
értéke nem-linedrisan fiigg. A nem-linedris regresszié feladata: az (x;,y;) és az f(x,0)
ismeretében becslés készitése a 6 paraméterre és valamiféle mértékét adni a 0 becslés
meghizhatdsagara. Es esetleg tovabbi informécidkat arra vonatkozoan, hogy a modell-
osztaly egy esetleges atparaméterezése nem javithat-e a becslés mindségén.

Ebben a részben két hosszabb és egy révidebb téméval foglalkozunk.

A monoton regresszié (3.3) az 6sszes lehetséges monoton fiiggvény szerinti regresszio vo-
natkozasaban egyfajta minimalis modell. Egy olyan modell, ami a leheto legkevesebb
kiils6 informéciot visz az adatok értékelésébe, feltételezve, hogy csak annyit tudunk az
f(z,0) fiiggvényrol, hogy az az x-ben monoton.

Az dltalanositott linedris regresszi6 (3.4) tulajdonképpen csak annyival tér el a klasszikus

linedris regressziétol, hogy a magyarazé valtozd egy linedris fiiggvénye nem a célvaltozo
értékét — adott koriilmények kozti varhato értékét — hanem annak egy esetlegesen
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paraméterektol is fliggd fiiggvényét kozeliti. Ez latszolag kismértéki véaltoztatas amde
jelentos modosulas az regresszid eredményének értelmezésekor.

Els6ként az altaldnos nem-linaris regresszié médszert ismertetjiik (3.2). Részletesen be-
mutatva azokat a beépitett f(x,0) fuggvényeket, amik a kiilonboz6 fizikai, kémiai, bio-
l6giai alkalmazasok soran természetes modon adédnak mint regresszié fiiggvények, a
vizsgalt rendszerek dinamikaja alapjan.

3.2. Altalanos nem-linearis regresszio

El6bb roviden leirjuk a nem-linedris regresszié matematikai modelljét. Majd megmutat-
juk milyen eszkozoket taldlhat az, aki az R programmal akar nem-linearis modelleket
illeszteni. Végezetiil néhany példan megmutatjuk, hogyan lehet az R eszkozeit nem-
linearis modellek illesztésére felhasznalni.

3.2.1. A nem-linearis regresszié matematikai leirasa

Ha feltételezziik, hogy az adatok a korabban mér felirt y; = f(x;,6) + e; modell szerin-
tiek, ahol a j = 1,...,n-re az ¢; a fiiggetlen N(0,0) eloszldsu ¢;, j = 1,...,n sorozat
megfigyelt értékei, akkor a minta likelihood fiiggvénye a

1 Z?:1<yj - f(@, xj))2
L(0,0,y,x) = Wexp (— 52 )

formulédval irhaté fel. Ez pont akkor maximalis ha a kitevébeli

n

S(@,y,fb) = Z(y] - f(9,$j))2

j=1
minimalis. Azaz, ha ennek a # komponensei szerint vett

859 95(0,y) aJ”(Q,y)
_22 0,1;) ~%6

parcidlis derivéltjai nullak. Ezeknek az egyenleteknek &ltalaban nincs explicit megol-
désuk. Ezért a 0 becslés elkészitéséhez 4ltaldban valamilyen numerikus modszert alkal-
maznak. A kapott becslések szérasat pedig a regresszio fiiggvény lokalis linearizalasan
alapulo

cov(f) = s (FTF)™!
képlettel kozelitik, ahol Fj, = Of @ vi)/ 90y, és az s az ¢ szérésanak egy becslése. [31]
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3.2.2. A nem-linearis regresszié R -beli technikaja

Azt mutatjuk be milyen kényelmi eszkozoket és akadélyokat talal, aki nem-linedris mo-
dellt akar illeszteni a R-project 'stats’ és '"MASS’ csomagjanak programjaival.

A regresszio fiiggvény, a gradiens és a kezddérték

Vegyiik a 'car’ csomag [10] "US.pop’ adatsorat. A ’car’ csomagot el6z6leg installalni kell.
Ez egy 21 soros, két oszlopos adathalmaz. Az USA lakosainak szama 10 éves id6kozon-
ként mérve, 1790 és 1990 kozt. Emeljiik ki bel6le a 'time’ év és a 'pop’ népességszam
adatokat a formuldk roviditése érdekében. Rajzoljuk ki az adatokat. Illessziink ra az
adatokra 'nls()’ eljarassal a

. 2
1 + exp(Bs + B3 - time)

pop (3.1)

fiiggvényt. Ez a fiiggvény az un. logisztikus populacié novekedési gorbe. Ugy adodik,
hogy zart populéciét feltételezve a populacidonévekményt a populacié szamossagaval nem
linedrisan aranyosnak, hanem a popolacié szamossag masodfoku polinomjaval aranyos-
nak vessziik.

Nézziik meg az eredményvaltozoban talalhato adatokat, és rajzoljuk hozza a feldolgozott
adatok képéhez az el6bbi fiiggvény illesztett valtozatat!

Azaz futtassuk le az aldbbi utastdsokat:

data(US.pop,package=’car’)

year<-US.pop$year

pop<-US.pop$population

plot(year, pop)

time <- 0:20

M<-nls(pop~b1l/(1+exp(b2+b3*time)),
start=1ist(b1=350,b2=4.5,b3=-.3) ,trace=TRUE)

summary (M)

lines(year, fitted.values(M), lwd=2)

A ’summary()’ eredményének lényegi része:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
bl 389.16551 30.81197 12.63 2.20e-10 ***
b2 3.99035 0.07032 56.74 < 2e-16 **x
b3 -0.22662 0.01086 -20.87 4.60e-14 *xx*
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Azaz a fenti modellt f; = 389.16, B; = 3.99 és 5, = —0.22 értékekkel illesztette, és a

t-statisztika szerint ugy talalta, hogy mindharom szignifikansan eltér a nullatol.

250

200

150 — ®

100 —

50 —

0 =+ I I I |

1790 1840 1890 1940 1990

3.1. dbra. A népességszam alakuldsdnak modellje (1790-1990)

Hasonlé adatsorra animéaciot is készitettiink, amely a http://hpz400.cs.elte.hu:

3838/ZA_nemlin/ cimen talalhato. Itt Ijj—Zéland éves arindexének 1926-2011 kozotti
adatait mutatjuk be, és kiilonbozé intervallumokra vizsgalhatjuk, hogy a (3.1) fiiggvény
illesztése milyen eredményt ad. A 3.2 abra azt mutatja, hogy ha csak 1991-ig tekintjiik az
adatokat, akkor értelemszertien nem tudjuk elorejelezni az ezutan bekévetkezo inflacié-
csokkenést.
A kovetkezokben megmutatjuk, hogy illesztett fliggvényként megadhaté egy olyan fiigg-
vény is, aminek az értéke olyan, hogy egy attributuma — a ’gradient’ argumentum —
maga a gradiens fiiggvény. Ezt, az itt most 'kézzel’ kiszdmolt derivéltat az 'nls()’ fiigg-
vény az illesztéskor felhasznalja.

mfv <- function(bl, b2, b3, ido)
{sv <- exp(b2 + b3*ido) # ez egy segédvdltozé
fv <- b1/(1 + sv)
gr <- cbind((1+sv)"-1,
-blx(1+sv) "—-2%sv,
-b1x(1+sv) "-2%sv*ido)
attr(fv,’gradient’)<-gr # az érték egy attribituma a gradiens
return(fv)}
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Uj-Zéland arindex: nem-linearis regresszié

Adja meg a kezdd évet Az arindex nem-linearis kozelitése 1933 és 1991 kézétt

— adaisor
illesztett /’f

1833

Adja meg az utalsd evet:

1.001

Arindex
200 400 600 800 1000 1200

0

T
1940 1960 1960 2000

Ev

3.2. abra. Animéciés abra az Uj-Zéland arindexére illesztett logisztikus populécié nove-
kedési gorbérol

summary (nls (pop~mfv(bel,be2,be3,time),
start=1ist(bel1=350,be2=4.5,be3=-0.3)))

A kovetkezo programrészlet azt mutatja, hogy nem sziikséges a gradienst kiszamolni. A
szitkséges formula elkészittethetd a ’deriv()’ derivalé szubrutin segitségével is. ..

f<-formula(’~ b1/(1 + exp(b2 + b3*ido))’)# a modell jobb oldala
afv <- deriv(f,c(’bl’, ’b2’, ’b3’),
function(bl, b2, b3, ido){})
afv
summary (nls(pop~afv(bl,b2,b3,time) ,start=1ist (b1=350,b2=4.5,b3=-.3)))

A harmadik parancs eredményén lathato, hogy a derivalassal osszedllitott modell — ami
egyébként egy ‘function’ osztalyt valtozd —, a kovetkezo:

function (bl, b2, b3, ido)
{ .expr3 <- exp(b2 + b3 * ido)

.exprd <- 1 + .expr3
.expr8 <- .expr4~2
.value <- bl/.expréd
.grad<-array(0,c(length(.value),3L),list (NULL,c("b1","b2", "b3")))
.grad[, "bi"] <- 1/.exprd
.grad[, "b2"] <- -(bl * .expr3/.expr8)
.grad[, "b3"] <- -(bl * (.expr3 * ido)/.expr8)
attr(.value, "gradient") <- .grad
.value }

34



Csak kicsit bonyolultabb, mint amit korabban kézzel megadtunk. . .

A ’stats’ csomag eldre definialt nem-linearis regresszio fiiggvényei

Nem-linedris, ’selfStart’ osztalyt modellek az R-project ’stats’ csomagjaban.

A nem-linearis regresszio két kényes mellékinformacidja a kezd6érték és az optimalizalasi
tartomany. Azaz az a paraméterérték, amibol a megoldaskeresés indul, és azok a para-
méterértékek, amiket mint lehetséges optimum pontokat elfogadunk. Mindketté kritikus,
mert — figyelembe véve, hogy egy numerikus optimalizalds csak korlatozott mértékben
talalhat globalis optimumot — a hatékonysagot, az eredményt és az eredményességet is
befolyasolhatja.

A kezd6érték problémanak a kovetkezokben bemutatasra keriilé “selfStart’ fiiggvények jo
segit6i. Az optimalizaldsi tartomannyal nehezebb a helyzet. Csak akkor van lehetéségiink
ilyen tartomany megadasara, ha egy un. PORT rutint alkalmazunk, de ez a tartomany
akkor is legfeljebb egy téglatest lehet. A megfelel6 PORT rutin az

algorithm="port"

opcioval érhetd el, de ez a rutin viszont nem dolgozik egyiitt a ’selfStart’ szerinti kez-
déértékkel. A PORT rutin egyébként egy kutatasi célokra szabad eljaras gyiijtemény.
Neve a ‘Portable, Outstanding, Reliable, and Tested’ roviditése.

A selfStart’ osztalyi modellek olyan elére definidlt modellek, amelyeket az 'nls()’ el-
jaras mint formulat elfogad. Egy ’selfStart’ osztalyt modell tartalmaz egy olyan fiigg-
vényt, amely a paraméter optimalizalashoz megfelel6 kezdéértéket szolgaltat. Tovabba
lehetOséget ad a fiiggvényérték attributumaként az iteracios lépés meghatarozasahoz fel-
hasznalhaté gradiens megadasara is. ’selfStart’ osztdlyd modelleket sajat magunk is
definidlhatunk (lasd: 3.2.2).

A ’stats’ csomagban talalhato ‘selfStart’ osztalyt modellek a kovetkezok:

SSasymp Asymptotic Regression Model

SSasympOff Asymptotic Regression Model with an Offset
SSasympOrig Asymptotic Regression Model through the Origin
SSbiexp Biexponential model

SSfol First-order Compartment Model

SSfpl Four-parameter Logistic Model

SSgompertz SSgompertz(x, Asym, b2, b3)
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SSlogis Logistic Model
SSmicmen Michaelis-Menten Model
SSweibull Weibull growth curve model

Mint lathaté, minden a ’stats’ csomagban definidlt 'selfStart’ modell neve 'SS’-el kez-
dédik. Roviden ismertetjiik ezeket a modelleket. De a fiiggvényeknek nem az 6sszes
lehetséges, hanem csak a tipikus paraméterérték melletti viselkedését elemezziik.

A ’selfStart’ osztalyd modellek az argumentum (a lefrasokban ‘input’) és a paraméterek
megadédsa mellett gy miikodnek, mint a kozonséges fliggvények. Ha viszont a paramé-
tereket nem kozvetleniil egy-egy szamértéket beadva, hanem egy-egy valtozo segitségével
adjuk meg, akkor a fiiggvényérték attributumaként megkapjuk a megfelelé6 pontban az
adott paramétert fliggvény gradiensét is.

Az ’SSasymp’ (Asymptotic Regression Model), azaz az aszimptotikus regresszié modell
képlete:

flz) =a+ (B —a)e™,
hivasa:
SSasymp(x, Asym, RO, lrc)}
ahol Asym = «, R0 = 8 és lrc = In(p).
A paraméterek értelmezése. A fiiggvény induld értéke az x = 0 mellett a § = R0.
A fiiggvény hatarértéke x = oo esetén az o = Asym aszimptotikus érték. Az In(p) = 1rc
konstans a (névekedési/csokkenési) rata. A fiiggvény értéke nem-negativ z-ekre monoton

véaltozik. Az értéke a 0-ban a $-b6l (R0’) indul és +oo-ben exponencidlisan az a-hoz
(’Asym’) simul (példaként ldsd a 3.3 dbrat!).

Az ’SSasympOrig’ (Asymptotic Regression Model through the Origin), azaz az origdn
atmend aszimptotikus regresszié modell
képlete:
flz) =a(l—e*),
hivasa:

SSasympOrig(x, Asym, lrc)}

ahol Asym = « és lrc = In(p).
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3.3. dbra. 'SSasymp()’ aszimptotikus regresszié modell fiiggvénye o = .9 mellett,
novekvé (8 =1 < a =5: zold) és csokkend (5 =5 > o = 1: piros) esetben

A paraméterek értelmezése. Mivel az 'SSasymp()’ fiiggvényhez viszonyitva az R0 = ( pa-
raméter hidanya a 8 = 0-nak felel meg, annyiban kiilonbozik az 'SSasymp()’ fiiggvénytél,
hogy ennek a fiiggvénynek értéke az = 0-ban fixen 0. A 3.4 dbra az 'SSasympOrig()’
fiiggvényt o = Asym = 5 és két kiilonboz6 p paraméterérték mellett mutatja. Ha az «
negativ volna, akkor persze monoton csokkeno fiiggvényt kapnank.

I I |
0.0 0.5 1.0 1.5 20

3.4. abra. 'SSasympOrig()’ origén dtmend aszimptotikus regresszié modell fiiggvénye,
0 =9 (piros) és o = .1 (zold) mellett
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Az ’SSasympOff’ (Asymptotic Regression Model with an Offset), azaz az aszimptotikus
regresszié modell konstans eltolas mellett
képlete:

fl@) = a(l — e @),

hivésa:
SSasympOff (x, Asym, lrc, c0)}

ahol v = Asym, In(p) = lrc és ¢y = CO.

A paraméterek értelmezése. Annyiban kiilonbozik az 'SSasympOff’ fiiggvénytol, hogy
ez megengedi az illesztett fliggvény x-tengely menti, ¢y paraméterértékkel valé eltolasat.
Vagyis ennek a modellnek az ’SSasympOrig’ a ¢y = 0-nak megfelel6 specialis esete. Az
'SSasympOft’ esetén a ¢y = CO az az x érték, amire a fiiggvény nulla.

O =~ N W A~ O
I

3.5. dbra. 'SSasympOff()’ aszimptotikus regresszié nem feltétlen 0 dtmetszési ponttal,
co = 2 (z6ld) és ¢g = 1 (piros) atmetszés (offset) mellett

Az ’SShiexp’ (Biexponential model) modell két exponencidlis fiiggvény linedris kombind-
cidja,
képlete:
f(z) = e + age” 7,
hivésa:

SSbiexp(input, A1, lrcl, A2, 1lrc2)
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A paraméterek értelmezése. Az a; = Al és az ay = A2 a kezdeti mennyiségek, és a
In(p1) = 1rcl és a In(py) = 1rc2 a valtozési sebességek.

Ilyen modellre van sziikség, amikor példaul egy fogydkira esetén a testtomeget vizsgal-
juk az id6 mulésa fiiggvényében. Ugyanis a megvaltozott taplalkozas hatdsara az eredeti
oy testzsir tomeg és a test as sovany tomege egyarant véltozik, am a ketté két kiilon-
boz6 ardanyban (g és g2). Az (3.6) dbra azt mutatja, hogyha egy adatsor valéjaban
biexponencidlis akkor az adatok sima exponencialis kozelitése akar igen durva is lehet.

3.6. abra. 'SSbhiexp()’ biexponencidlis gorbe (piros), és az 6t legjobban kozelito,
aszimptotikus regresszié modell (’SSasymp’, kék)

Az ’SSfol’ (First-order Compartment Model) modell az elsérendii kamramodell,
képlete:
K. K,

f@) =D ek — K

(exp(—K.x) — exp(—K,x)),
hivasa:
SSfol(Dose, x, lKe, 1Ka, 1Cl)

ahol Dose = D, [Ke = In(K,), [Ka = In(K,) =, IC =1n(()).

A paraméterek értelmezése. A D = Dose a kezdeti mennyiség K, = exp(lKe) az
elimindciés, azaz kivélasi rata, K, = exp(lKa) az abszorpcids, azaz elnyelési réta a
K, = exp(ICl) pedig clearance, azaz a tisztuldsi rata. A modell a nevét a kiilonosen
a kémidban gyakran alkalmazott kamramodellekrol kapta. A kamra- vagy cellamodell
feltételezése szerint ugyanaz az anyag, egy vagy tobb elkiiloniilt helyen tobb kiilonb6zé
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koncentraciéban van jelen. A cellak ugyanakkor kapcsolatban vannak egymassal. A
rendszer ugy viselkedik mint egy egyszerti dinamikus rendszerben. Az idé multaval, a
megfeleld torvényszertiségek szerint a koncentracié kiegyenlitodik, az anyag esetleg ve-
szejtodik.

O =~ N W A~ O
I

3.7. dbra. SSfol() (First-order Compartment Model) elsérendii kamramodell,
a Dose =10, (K, = .3, (K, = .7, {C; = .1 paraméterekkel

Az 'SSlogis’ (Logistic Model), azaz a (harom paraméteres) logisztikus modell,
képlete:

B a

1+ exp(m=2)’

S

f(z)

hivasa:

SSlogis(x, Asym, xmid, scal)

A paraméterek értelmezése. Az m a kozépérték, az s a skala érték. A fliggvény monoton
novekedo. A hatarértéke a +oo-ben a = Asym. A gorbe értéke az m = xmid pontban

a2 = Asym/2, és az (m,a/2) = (xmid, Asym) pontra szimmetrikus. A gorbe egy
szimmetrikus S-gorbe, aminek az értéke a [0, 00) intervallumon a 0-bdl az a-ba tart.

Az 'SSfpl’ (Four-parameter Logistic Model), azaz a négyparaméteres logisztikus modell,
képlete:
b —«

f(x):a+H@<—m’

hivésa:
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3.8. abra. 'SSlogis()’ harom paraméteres logisztikus modell, S-gorbe

SSfpl(input, A, B, xmid, scal)

ahol A = «, B = 3, xmid = m, scal = s.

A paraméterek értelmezése. Erre a modellre lényegében ugyanaz érvényes mint a harom
paraméteres logisztikus modellre. Azzal a kiilonbséggel, hogy az értéke nem 0-t6l, hanem
az a = A értéktol indul és a B = 3 értékhez tart. A gorbe szimmetria kézéppontja ennek
megfeleléen (m, (o + B)/2) = (mid, (A + B)/2)

- N WA OO N
|

l I I I | | l
0 5 10 15 20 25 30

3.9. abra. "SSfpl()’ négy paraméteres logisztikus modell, S-gérbe.
a=1,=7m =15 a piros gorbe esetén s = 2, a zoldre s = 3

Az ’SSgompertz’ (Gompertz Growth Model), azaz a Gompertz féle névekedési modell,
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képlete:

f(z) = aexp(=F,557),
hivésa:
SSgompertz(x, Asym, b2, b3)

Az o adja meg a fiiggvény hatarértékét © = oo-ben. A [y paraméter a fiiggvény x = 0-
beli értékét befolyasolja, a B3 pedig az x-tengely skalazasat.

4_

3_

| | | |
0 5 10 15

3.10. dbra. 'SSgompertz()’ gorbe a = 4 mellett a piros gorbére B = 2, B3 = .7,
a zoldre: By = 2, B3 = .5, a kékre: o =4, B3 =7

Az ’SSmicmen’ (Michaelis-Menten Model), azaz a Michaelis-Menten modell,
képlete:

hivésa:
SSmicmen(x, Vm, K)

ahol Vm =1V, és K = K.

A Michaelis-Menten modell illesztése ténylegesen egy hiperbola illesztését jelenti. Ez
a fuggvény (V,, pozitiv értéke mellett) a —K és a végtelen kozt monoton novekedd,
ahogyan azt a 3.11 dbran is lathatjuk. A plusz végtelenben a hatarértéke (szuprémuma)
Vi Ugy, hogy a V,,, /2 értéket az x = K pontban veszi fel. A Michaelis paraméternek is
nevezett K paraméter ez utobbi értelmezésének az enzim kinetikdban van jelentésége.
Ez a gorbe viszonylag lassan, az 1/z-nek megfelel§ polinomidlis sebességgel simul hozza
az aszimptotikus értékéhez.
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3.11. dbra. ’SSmicmen()’ Michaelis-Menten gorbe a K = 7, V,,, = 10 paraméter értékekre

Az ’SSweibull’ (Weibull growth curve model), azaz a Weibull eloszlasbdl szarmazé modell,
képlete:

f(z) = a —dexp(—pa”),
hivasa:
SSweibull(x, Asym, Drop, lrc, pwr)

A paraméterek értelmezése. Ez a modell az ’SSasymp’ altalanositdsa, ott ugyanis a
p = pwr rogzitett értéke 1. Az o = Asym a fliggvény maximuma, a § = Drop a fiiggvény
értékének skdla fiiggvénye, 1n(p) = 1rc pedig a névekedési rata logaritmusa. Pontosab-
ban. A fliggvény értéke az o — § értékt6l monoton névekedd az « szintig. Ha a p > 1
akkor a gorbe forméja egy aszimmetrikus S (3.12).

A ’selfStart’ regresszio fiiggvények definialasa

A ’selfStart’ osztélyd objektumok konstruktora a négy paraméteres ’selfStart()’ eljaras.
A “selfStart()’ els6 paramétere az a kifjezés, ami a fiiggvény értékét kiszamolja. A ma-
sodik egy eljaras, ami sziikség esetén a kezddértéket kiszamolja. A harmadik adja meg,
hogy melyek az elsé két paraméterként megadott kifejezésekben az alkalmilag illesztendd
paraméterek. Az utolsé (ez belsé hivasokkor van felhaszndlva) egy minta arra vonatko-
zban, hogy az adott modellt hogyan kell meghivni.

Az aldbbiakban annak a mintanak a szerkesztett véltozatat mutatjuk, ami a ’selfStart()’
utasitds beépitett help-lapjan taldlhat6 és a '7selfStart()’” paranccsal érheté el.
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3.12. dbra. SSweibull()” Weibull eloszldsbdl szarmazé aszimetrikus S gorbe
a=10,0=6,0=>5és p=29 (piros), p = 8 (z6ld)

Az utasitas egy az ’SSlogis’-hoz hasonlé objektumot hoz létre, azzal a kiilonbséggel,
hogy a ’'SSlogis’ beépitett ’selfStart’ eljarasban szereplo fiiggvény fiiggvény-értékének
van gradiens attributuma is.

SSsajat <-

selfStart(

~ Asym/(1 + exp((xmid - x)/scal)),

function(mCall, data, LHS)

{ xy <- sortedXyData(mCall[["x"]], LHS, data)
if (nrow(xy) < 4) { stop("Too few distinct x values") }
z <- xy[["y"]]
if (min(z) <= 0) { z <~ z + 0.05 * max(z) } # avoid zeroes
z <- z/(1.05 * max(z)) # scale to within unit height
xy[["z"]] <= log(z/(1 - z)) # logit transformation
aux <- coef(lm(x ~ z, xy))
parameters(xy) <- list(zxmid = aux[1], scal = aux[2])
pars <- as.vector(coef(nls(y ~ 1/(1 + exp((xmid - x)/scal)),

data = xy, algorithm = "plinear")))

value <- c(pars[3], pars[i], pars[2])

names(value) <- mCall[c("Asym", "xmid", "scal")]
return(value) 7,
C(“Asym", "Xmid", llscalll))

Léathat6, hogy ~ Asym/(1 + exp((xmid - x)/scal)) az illesztendé modell megadott kép-
lete, a
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C ( "ASYHI" s "smid" s "Scal")
paraméter lista mellett. A leghosszabb rész a kezd6értéket meghatarozo

function(mCall, data, LHS)\{\}
algorithm = "plinear"

paraméterezéssel. Ez egy nem til hatékony, am altalaban valamiféle eredményt adé
parcidlis linearis modszere a nem-linearis regresszionak.

3.2.3. A nem-linearis regresszi6é a gyakorlatban
A becsiilt paraméterek megbizhatésaga

Végezetiil harom technikdt mutatunk be, amivel az illesztett modell megbizhatdosaga
szemléltethet6. Az els6 a konfidencia tartomédnynak a likelihood fiiggvényen alapuld
meghatarozasa. A masodik a megolddaspont kozelében a megoldasfelszin és a paraméter-
vonalak gorbiiletein alapuld becslés értékelés. A harmadik eszkoz az R-project 'nlstools’
kiegészité csomagjaban taldlhato. Az ottani eljarasok segitségével jackknife és bootstrap
modszereket alkalmazhatunk a becsiilt paraméterek megbizhatosaganak ellenérzésére és
novelésére.

A becslések konfidenciatartomanya

A ’profile()’ fiiggvény egy likelihood maximalizéldssal nyert modell esetén veszi a becsiilt
paraméterek konfidenciatartomanyat a log-likelihood fiiggvény profiljai alapjan.

Ha lefuttatjuk az aldbbi programrészletet, akkor a végeredményként a 3.13 abrat nyerjiik.

M <- nls(demand ~ SSasympOrig(Time, A, lrc), data = BOD)
pr <- profile(M, alpha = 0.05)

coef (M)

par (mfrow=c(2,2))

plot(pr, conf = c(95, 90, 80, 50)/100)

plot(pr, conf = c(95, 90, 80, 50)/100, absVal = FALSE)

A programsorok a ’datasets’ csomagban talalhat6é, minddssze 6 adatsort tartalmazd
'BOD’ adathalmazt dolgozzak fel. A BOD’ (Biochemical Oxygen Demand) adathal-
maz egy vizminta, kezelés kozbeni oxigén igényét mutatja naponkénti idékozokben mg/1
mértékegységben megadva. Ennek az adathalmaznak két adatoszlopa van: a ’demand’ és
a’'Time’. A célvéltozd az oxigén igény, a magyarazd valtozd az idé. Az illesztett modell a
3.4 abran is bemutatott 'SSasympOrig’, origdn atmend aszimptotikus regresszié modell.
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A kovetkez6 'profile’ parancs a konfidencia tartomany meghatarozasahoz sziikséges "pr’
segédvaltozdt allitja eld. A keletkezett négy dbran azt lathatjuk, hogy a modell ’A=19.14’
aszimptotikus értékének és ’lrc=-0.63" logaritmikus valtozasi sebességének mik a 7 érték
alapjan szamolt 95, 90, 80, 50 %-os konfidenciatartoményai.

Confidence intervals based on the profile sum of squares
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BOD data - confidence levels of 50%), 80%, 90% and 95%

3.13. dbra. A becsiilt paraméterek konfidenciatartomanyai

A megoldaspont koriili gorbiiletek
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Egy nem-lineéris modell becslési pont koriili nem-linearitéasa két komponensre bonthato.
Az egyik komponens a modellnek mint egy a megfigyelési térben elhelyezkedd, a megfi-
gyelési térnél alacsonyabb dimenzids felszinnek a gorbiilete a becslés koriil. Ez fiiggetlen
a modell konkrét paraméterezésétol. A masik komponens pedig a modell felszinén futo
paraméter-gorbe gorbiilete. Mindkettd befolyasolja a becslések megbizhatdsagat és an-
nak egymastol valo fiiggését.

Futtassuk le az aldbbi mintaprogramot

adat<-Puromycin[Puromycin$state == "treated", 1]
mmg<-deriv3(~Vm*conc/(K+conc),c("Vm","K") ,function(Vm,K, conc)NULL)
(M<-nls(rate mmg(Vm,K,conc) ,data= adat,start=1ist(Vm=200,K=.1)))

MASS: :rms.curv(M)

A ’"Puromycin’ adathalmaz egy 23 soros 3 oszlopos adathalmaz amiben a harmadik
(’state’) oszlop azt mutatja, hogy az els6 (‘conc’) oszlopban adott koncetraci6 és a mé-
sodik (‘rate’) oszlopban adott enzimreakcié sebességet kezelt (‘treated’), vagy kezeletlen
("untreated’) anyagon mérték. Az els6 parancs az ’adat’ véltozéba menti az adathal-
maz kezelt esetekre vonatkozé 12 soros részét. A kovetkez6 parancs a 'deriv3()’ eljarast
felhasznalva kiszamitja a 3.11 dbran is bemutatott Michaelis-Menten gorbe szimbolikus
derivéltjat. A harmadik parancs megfeleld kezdéértékek mellett a modellt illeszti. Vé-
giil az utols6 parancs meghivja az illesztett modellre — az alapértelmezés szerint nem
betoltott "M ASS’ alapcsomagbdl — az ‘rms.curv()’ programot. Ennek eredménye:

0.2121
0.092

Parameter effects: c”theta x sqrt(F)
Intrinsic: c”iota x sqrt(F)

a nem-linearitas paraméterezésbol és a modellbol szarmazo két részének a mértéke.
Az ’nlstools’ csomag jackknife és bootstrap eszkozei

A kovetkez6 programrészlet az 'nlstools’ csomag [1] ’survivalcurve2’ interpretaciés adat-
halmazaval szamol. Ez egy 23 soros 2 oszlopos ’data.frame’, ami a baktérium-siirtiség
logaritmusa az id6 mulasaval. Az els6é parancs betolti az ’nlstools’ kiegészitést. Nem
tartozik az R alapkészletéhez, elézdleg installalni kell! A maéasodik pedig, egy révidebb
nevi valtozéba tolti a feldolgozott adatsort.

require(nlstools)

data(survivalcurve?2) ;sc2<-survivalcurve2

mafart#Weibull model as parameterized by Mafart et al.
preview(mafart,sc2,start=1list(p=1,delta= 1,LOG1ONO=7 ))
preview(mafart,sc2,start=1ist(p=1,delta=10,L0G10NO=7 ))
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preview(mafart,sc2,start=1ist(p=2,delta=10,L0G10NO=7.5))

M<-nls(mafart,sc2,list(p=2,delta=10,L0G10N0=7.5))
plotfit (M, smooth=TRUE)

overview (M)

rM <- nlsResiduals(M)

plot(rM)

cM <- nlsContourRSS(M)
plot(cM, add.col = F, nlev = 10)

jM <- nlsJack(M)
summary (jM)
plot (jM)

bsM <- nlsBoot(M, niter = 2000)
summary (bsM)

A hérom egymésutani 'preview()’ parancs egy-egy dbrat készit, az elemzend6 adatokkal
és a 'mafart’ valtozoban megadott modell 'start’ szerinti paraméterezésével. FEzek az
abrak, ez az utastas arra alkalmas, hogy megfelel6 induléértékeket talaljunk a modell
késobbi illesztéséhez.

A 'mafart’ egy formula’ osztdlyu valtozd. Ha kiiratjuk, lathatjuk, hogy lényegében egy
hatvany fiiggvény:

LOG10N $\sim$ LOG1ONO - (t/delta)\verb|~|p

Az illesztés eredményét az adatokkal a ’plotfit()” kirajzolja, ugy mint az a 3.14 dbrén
lathato.

Az 'nlsContourRSS()’ a legkisebb négyzetek médszerével hatérozza meg a becsiilt para-
méterek megbizhatdsagi tartomanyéat. Grafikus eredményét a 3.15 abra mutatja. Van a
csomagban egy 'nlsConfRegions()’ fiiggvény is, ami a likelihood fiiggvény alapjén veszi
a meghizhatdsagi tartomanyt. Erdekes 6sszehasonlitani a kettét!

Az 'nlsJack()” megmutatja, hogy melyik megfigyelések vannak kiilonosen erés befolyas-
sal a paraméterbecslésekre. Az eredmények grafikusan is szemléltethetéek. Itt csak a
numerikus eredményeket mutatjuk be.

Jackknife estimates
) delta  LOG10ONO
2.632607 11.260269 7.669289
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) 2.155147 3.110067
delta 9.916903 12.603636
LOG10ONO 7.497482 7.841096

Influential values

* Observation 15 is influential on p
* Observation 18 is influential on p

* Observation 22 is influential on p

* Observation 15 is influential on delta

* Observation 18 is influential on delta

Az utolsé két utasitds koziil az elsé a nlsBoot()’. Ez egy 2000 elemi bootstrap minta

alapjan készit becslést és konfidencia intervallumot a paraméterekre.
A masodik, a formazott kiiratas eredménye:

Bootstrap estimates
) delta  LOG10NO
2.667080 11.284033 7.676318

Bootstrap confidence intervals
2.5% 97.5%

) 2.296984 3.105319

delta 10.113499 12.430319

LOG10NO 7.442106 7.909360

Figyelemremélto, a korabbi becslésektol vald eltérés.

3.3. Monoton regresszi6

A monoton (vagy mésnéven isoton) regresszié feladata a legegyszer(ibb egydimenzifs

esetben az, hogy adott (xg,yx), k = 1,...,n, valés szamparokbdl allé megfigyeléssorhoz
olyan myq,...,my valos konstansokat talaljon, amikre a
n
Z(yk — my)?
k=1
négyzetosszeg minimalis azon (my, ..., m,) szam n-esek korében, amikre

m; < my ha x; < x,.
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Azaz, ha a megfigyelések felsorolasa olyan, hogy az x1,...,z, monoton novekedo, ak-
kor a fenti négyzetosszeget azon my, ..., m, sorozatok koérében kell minimalizalni, amik
monoton novekeddk. Vagyis az mq,...,m, sorozat tekintheto Ugy mint az yi,..., ¥y,
legkisebb négyzetek modszerével vett regresszidja az Osszes lehetséges monoton sorozat
halmazara [33].

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy az adott feladat megolddsakor nincsen jelentosége az
x1,...,T, értékeknek, csak azok sorrendjének. Ezért az egyszeriiség kedvéért a tovabbi-
akban mindig ugy tekintjiik, hogy az y1, ..., y, értékeket az x-ek noveked6 sorrendjében
vettiik és hogy az x1, 2o, ..., x, értéke rendre az 1,2,...,n.

3.3.1. A monoton regresszié algoritmusai

Tekintsiik az y értékek szukcessziv értékeibdl képzett n + 1 hosszu z sorozatot, amire
20=0,21=y1, 22 =Y1 + Y2, .., Zn = 21— Y. Vegyiik a koordindta rendszer (0, z),
(1,21), ..., (n, z,) pontjait. Tekintsiik az igy nyert pontok alsé konvex burkét. Vegyiik az
igy nyert szakaszok meredekségét, azaz ha a konvex burok egy szakaszanak két végpontja
a j és az [, akkor vegyiik a

20— Zj
t—j
héanyadost. Legyen k = 1,...,n-re az my, értéke az az el6bb meghatarozott meredekség,

ami az x szerinti (k — 1, k) intervallumon érvényes.

Az igy meghatarozhaté my, ..., m, konstansokkal kapcsolatban két dolgot fogunk vaz-
latosan beldtni. Egyrészt azt, hogy a fenti sorozat a megoldds (3.1. allitds). Mésrészt
azt, hogy ez a megoldds O(n) idé alatt megtalalhaté (3.2. allitas).

3.1. Allitas Az eléz6ekben meghatdrozott mq,...,m, Sszdmsor az yi,...,Yn legkisebb
négyzetek modszerével vett regresszioja az 0sszes lehetséges monoton sorozatra nézve.
Azaz a (k, z;), k = 0,...,n pontok als6 konvex burka tényleg az optimélis megoldast adja.
3.2. Allitas A (k,zk), k= 0,...,n pontok alsé konver burka O(n) idé alatt megtaldl-
hato.

Ebben az éllitdsban az az érdekes, hogy egy dltalanos ponthalmaz konvex burka O(n logn)
ido alatt talalhaté meg. Itt azért tudunk hamarabb végezni, mert a feltételezés szerint
ismerjiik a ponthalmaznak az x értékek szerinti rendezettségét.
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Eloljaroban emlékeztetiink arra az elemi tényre, hogy a tetszoleges uq, ..., u; szamokra
és a tetszoleges ¢ szamra a Zle(uj — ¢)? kiilonbségnégyzet sszeg annal nagyobb, minél
tavolabb van a ¢ az u; szdmok @ 4tlagatél. Ugyanis a

D (ug—0)* = (u; —u)* + k(1 — ),

j=1 j=1
egyenldség, mint az n dimenzids (uq,...,uy), (4,...,a) és (c,...,c) pontokra érvényes
Pithagorasz tétel teljesiil, és a jobboldalon szerepld k(u — ¢)? tag a ¢ és a 4 tdvolsdga

fiiggvényében monoton novekedo.

Koénnyen lathato, ha az u sorozat monoton csokkend, azaz ha u; > ug > - -+ > uy, akkor
az u sorozatnak a legjobb Lo-beli monoton kozelitése a megfigyelések u = Zle u;/k
atlagabdl képzett u,u,...,u konstans sorozat. Am most ennél az allitasnal egy olyan
er6sebb allitast bizonyitunk, amire minden olyan algoritmus visszavezetheté ami a mini-
mumbhelyet megtaldlja.

3.3. Allitas A u;, 1 =1,...,k sorozatot a monoton sorozatok kozil akkor és csak akkor
kézeliti legjobban az u konstans sorozat, ha minden j = 1,...,k -ra teljesiil a

j k
Z Uz’/j > Z Uz/k
i=1 i=1

eqyenliotlenség.

A 3.3. éllitas feltétele pontosan akkor teljesiil, ha a kétdimenzids koordindta rendszerben
a (J, > ]_,u;) pontok j =1,...,k — 1 egyike sincs az (0,0) — (k, Zle u;) pontok altal
meghatarozott egyenes alatt.

Bizonyitds. Konnyiti a bizonyitas attekinthetoségét a kovetkezo észrevétel: ha az uq, ..., ug
sorozatnak az my, ..., my a legjobban kozelité monoton sorozata, akkor egy tetszoleges
c-re az up — ¢, ..., u, — c sorozatnak az m; —c, ..., my — ¢ a legjobban kozelité monoton
sorozata. Ugyanakkor a v; = u; —u, ¢ = 1,..., k sorozatra a Zle v; = 0, és az allitas-
belivel egyenértékii az a feltétel, hogy a 25:1 v; >0,7=1,...,k legyen.

Tehat elegend6 belatni, hogy egy olyan v; ¢« = 1,..., k sorozatnak amelynek az 0sszege
0, akkor és csak akkor konstans a legjobb monoton névekvo kozelité sorozata, ha a soro-

zatnak minden részletosszege nemnegativ. Az egyszerisitett allitast indirekt latjuk be.

Tegyiik fel hogy van egy olyan v, nulla 6sszegli sorozat aminek az azonosan 0 a legjobb
monoton kozelitése, és aminek példaul az (. részletosszeg negativ. Ekkor azonban az
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a sorozat is monoton noveked6é aminek elsé ¢ tagja a v sorozat elso ¢ tagjanak atlaga,
az utolsé k — ¢ tagja pedig a v utolsé k — ¢ tagjanak az atlaga. Ugyanakkor ez a két
konstansbol allé sorozat, a négyzetosszegekrol el6zoleg mondottak szerint nyilvan jobb
kozelitése a v sorozatnak mint az azonosan 0.

Tegyiik fel, hogy a v sorozat minden részletosszege nemnegativ, és mégsem az azonosan
0, hanem az a,...,a < by < --- < by < ¢,...,c sorozat az ami a v sorozat legjobb
monoton kozelitése. Tegyiik fel, hogy ebben a legjobban kozelité sorozatban p darab a
és r darab ¢ van. Ekkor p+q¢+r = k. Ugyanakkor mert a nem-negativitasi feltétel miatt
a0 <>YP vésa Zf:pﬂﬂ v; < 0 teljesiil, és mert vagy az a < 0 vagy a 0 < ¢ is teljesiil,
vagy az ¢* = min(by,0)-re az a*,...,a*, by, ..., by, ¢, ..., c vagy pedig ¢* = max(b,,0)-ra
az a,...,a,by,... by, c*, ..., c" sorozat jobban kozeliti v-t. Hiszen igy vagy az elsé vagy
az utolsé konstans szakaszon kozelebb megyiink az adott szakaszbeli szamok atlagahoz.
Ezzel az éllitast belattuk. 0

A 3.3. allitas alapjan kozvetlen adédik a monoton regresszié megtalalasanak alabbi, re-
kurziv algoritmusa:

3.4. Algoritmus Vigjuk le az y sorozatbol azt a maximadlis hosszusdgu bevezetd részt,
aminek a konstans a legjobb monoton novekedd kozelitése. A megmarado sorozaton is-
mételjiik meg ezt a levagdst mindaddig, mig a sorozatunk ’el nem fogy’. Eredményként
pedig adjuk meg azt a bemend sorozattal azonos hosszusdgiu sorozatot, ami a lépésenként
levagott szakaszokon konstans: az adott szakaszhoz tartozo y-ok dtlaga.

Konnyen lathaté, hogy az algoritmus j6. Az eredménye monoton novekedo sorozat. Ha
ugyanis volna két olyan egymdésutani, az algoritmus szerint kiilon kezelt szakasz amire a
két atlag nem volna novekedd, akkor a két szakaszba tartozé y-ok egyiittesen is teljesi-
tenék a 3.3. szerinti feltételt. fgy nem volna érvényes, hogy az algoritmus soran a két
szakasz koziil az elsé esetén a maximalis olyan szakaszt vagtuk le, aminek konstans a
legjobb kozelitése. Tehdt az algoritmus biztosan monoton sorozatot szolgéltat.

Az is konnyen belathatd, hogy az algoritmus éaltal szolgaltatott sorozat egyben a legjobb
kozelités is. Hisz vegyiink egy tetszoleges masik m* monoton noveked6 sorozatot. Ve-
gyiik az m*-nak azokat a szakaszait, amik az y-ra alkalmazott fenti algoritmus szerint
adodnak. Az m* ezen a szakaszokon is monoton. Ugyanakkor az algoritmus szerint eze-
ken a szakaszokon az y sorozatnak a konstans, az adott szakaszon vett atlag a legjobb
monoton kozelitése. Raadasul mint lattuk az y-nak az ezeken a szakaszokon vett 4tla-
gokbol képzett sorozata monoton is. fgy az algoritmussal kapott sorozat valéban jobb
kozelitése az y-nak mint az m* sorozat.
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3.5. Algoritmus Az eredményt lépésenként hatdrozzuk meg. Az elsd lépésben az y so-
rozatot, a tovdbbiakban pedig az el6zo lépésben nyert sorozatot modositjuk a kéovetkezo-
képpen. Ha talalunk az algoritmusban olyan eqgymdsutdni uy, . .., u, részsorozatot, amire
uy > -+ > ug, akkor az adott részsorozatot kicseréljiik az ugyanolyan hosszi u,...,u
sorozatra. Ha az aktudlis sorozatnak nincs monoton csokkend részsorozata, akkor kész!

Ez az algoritmus a feladat legkorabbi megoldasa. Nem trividlis annak beldtasa, hogy az
algoritmus eredménye nem fiigg attél, hogy az atlagolasokat milyen sorrendben vettiik.
Es az sem nyilvanvald, hogy eredményként optimalis megoldast kapunk.

A monoton regresszié konstansainak meghatdrozasit szolgdlé harmadik (utolsé, 3.6.)
algoritmus csak annyiban kiilonbozik az (3.4. algoritmus) els6t6l, hogy ennek az tigyes
szervezése folytdn a megolddshoz sziikséges O(n?) id6 O(nlogn)-re csdkken.

3.6. Algoritmus Ezen algoritmus keretében kozvetlenil a (k,z), k = 0,...,n pontok
also konvex burkdt keressiik meg.

Az algoritmust legegyszeriibb a kovetkez6 torténettel elmondani. Kossiik ossze a (k, z)
pontokat, és tekintsiik igy hogy az igy nyert gérbe egy meredek tengerbe hull6 sziklafal
vonala. A vonaltdl lefelé a tenger, folfele pedig a sziklak vannak.

Menjiink ki a partra egy segédiinkkel és egy szolgankkal és hatarozzuk meg a konvex bur-
kot a kovetkez6 médon. Kezdetkor tiizziink a fovenybe zdszlokat minden (k, zx) pontba.
Majd alljunk a 0,0 zaszl6 mellé. A szolga induljon el a parton elore, és hizogassa ki
azokat a zaszlokat amikre kovetkezotél mar nem latna minket. Amikor a szolga egy ilyen
bentmaradoé zaszléhoz ér, alljon meg és mi a segéddel menjiink utdana. Ezutdn a szolga
ismét menjen elére és hizza ki a zdszlokat az el6zéek szerint. Es mi, ha megéll, akkor
utana. A segéd pedig hiizza ki azokat az eddig bentmaradt, altalunk mar elhagyott zasz-
l6kat amik el6tt van olyan lathatd zaszlé ami még szintén bentmaradt.

Az eljaras helyessége nyilvanval6. Bonyolultsidga pedig O(n) mivel a segéd és szolga egy-
arant legfeljebb n zdszlot hiz ki, mi pedig legfeljebb n-szer utasitjuk a segédiink hogy
egy adott zaszlét kihizzon-e. Hasonlén a segédtol legfeljebb n zaszlé elhozasat kérjiik,
és legfeljebb n-szer tekintiink vissza egy-egy zaszléra eldontendd, hogy annak elhozasat
kérjiik-e.

3.3.2. Monoton regresszié az R-project segitségével

A R-project szamos programja alkalmas a monoton regresszié modelljének az illesztésére.
A kovetkez6kben csak a legegyszeriibb, 'stats’ csomagbeli ’isoreg()’ fiiggvény ismerteté-
sére tériink ki részletesebben.
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Az ’isoreg()’ programnak egy vagy két vektor lehet az inputja. Egy vektor esetén ez a
vektor a fentiek szerinti y, ketto esetén pedig az x és az y. Ha csak egy vektort adunk
meg, akkor a program feltételezi, hogy az az x értéke szerint rendezett. Két vektor esetén
a rendezettség nem sziikséges.

Adjuk be a kovetkezo6 utasitasokat:

M <- isoreg(c(1,0,4,3,3,5,4,2,0))

class(M)

str (M)

M # ezt a kiirdst a print.isoreg() eljaras végzi

Esetiinkben egyetlen input vektort adtunk meg, ami 3.3.1-beli leirds szerinti y vektornak
felel meg, és aminek a hossza 9. Igaz, ez az eredményvéltozé 'print.isoreg()’ szerinti
kiirdsdban és az eredményvaltozo ’$call’” komponensében egyardnt kissé félrevezetden,
mint 'x’ vektor jelentkezik. Az eredmény, esetiinkben az "M’ véltozd, egy 8 elemii lista.
De ennek a ’$x’ illetve ’$y’ komponense mar megfelel a logikus elnevezéseknek. A '$y’
tartalmazza a megadott értékeket, és a '$x’ értéke egy 'létra’: ’1:9’.

Isotonic regression from isoreg(x = c(1, 0, 4, 3, 3, 5, 4, 2, 0)),
with 2 knots / breaks at obs.nr. 2 9 ;
initially ordered ’x’

and further components List of 4

$ x : num [1:9] 1234567389

$y :num [1:9] 104335420

$ yf: num [1:9] 0.5 0.5 3 333333

$ yc: num [1:10] 0 1 1 5 8 11 16 20 22 22

Az eredményvaltozéban az '$yf’ a regresszids értékek vektora, azaz ez felel meg a 3.3.1
leirds szerinti my, ..., m, konstansoknak. Az '$yc’ vektor az y véltozd értékeinek kumu-
lativ Osszege. Ez a leirds szerinti z vektornak felel meg. Mindig eggyel hosszabb mint a
megadott y vektor, de az elso eleme mindig 0. Az "M’ eredményvaltozénak ezeken kiviil
van még egy igen hasznos '$iKnots’ eleme is. Ez azt mutatja meg, hogy a monoton reg-
ressziban (az 'MS$yf’-ben) hanyadik megfigyelésig tartanak a konstans szakaszok. Azaz,
hogy hol vannak a 3.3.1 szerinti leirdsban is szereplé konvex burok csomépontjai.

A plot(M, plot.type = "row") parancs hatdsdra egy olyan kétablakos (didaktikus)
abrat kapunk, ami egyrészt a monoton regressziénak megfelel6 1épcsos fiiggvénnyel egyiitt
mutatja a megadott adatokat, mésrészt az algoritmus konstrukcidja szempontjabol érde-
kes 3.3.1 leiras szerinti (7, 2;), 7 = 0,...,9 pontokat és azok alsé konvex burkat.

A R-project programrendszer szamos kiegészitése tartalmaz hasonld céli programokat.
Igy példaul a 'monreg::monreg()’, "drtool::monoreg()’, 'Cir::pava()’, Tso::pava()’ stb S ez
utobbi 'Iso” csomagban megtalalhaté az eljaras kétdimenzios valtozata is.
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3.16. dbra. A 'plot(isoreg())’ eredménye.

3.4. Altalanositott linedris regresszio

Az altaldnositott linedris regresszié azaz a ’glm’ (generalized linear model) nem cseré-
lendd Gssze az altalanos linearis modellel.

Az dltaldnos linearis modell mindéssze annyi valtoztatds a (kozonséges) linedris modell-
hez képest, hogyha a modellt a
Y=X(+¢

képlettel irjuk le, akkor mig a kézonséges esetben az € hiba kovariancia métrixa egy olyan
diagonélis métrix, aminek a diagondlisdban mindegyik elem értéke ugyanaz a o2, addig
az altaldnos linearis modell esetén sem a végig egyenldséget, sem pedig a diagonalitast
nem tessziik fel. Ez az dltalanositas a regresszié megoldoképletében mindossze egy kis
modositast jelent. (Csak azzal a nem kis probléméval kell szembenézni, hogyha a ¥..-nal
kapcsolatban nincsenek tovabbi informacidink, akkor azt a megfigyelt adatok alapjan

nem tudjuk megbecsiilni. . . )

o6



A altalanos linearis modell alapesetében azt szokds feltenni, hogy a magyarazé és a cél-
valtozok egyarant folytonos R-beli értékiiek. Ezt a modellt szokés linearis regresszionak
nevezni. Az altalanos linearis modell masik specidlis esetét, azt amikor a magyarazo
valtozok diszkrét lehetséges értékiick, szérdsanalizis (ANOVA) modellnek nevezik.

Amde tipikusan fordul el6 olyan feladat, amikor az Y célvaltozo lehetséges értéke véges
vagy végtelen sok vagy esetleg sziikségszertien nemnegativ, vagy egy ([0, 1]-beli) val6szi-
niiség. Hogyan lehetne ebben az esetben a koriilményeket leirdé X értékek ismeretében
az Y-t becsiilni vagy kozeliteni? Ez a feladat azért problémads, mert veheté ugyan a
magyarazo valtozéknak olyan a linedris modell szerinti fiiggvénye ami a célvaltozo érté-
két, — amik esetiinkben példaul valdszintiségek — jol kozeliti. Amde a kapott linearis
figgvénynek (hacsak az nem konstans) biztosan lesz olyan értéke ami nem [0, 1]-beli. E
probléma feloldasara célszeriinek latszik egy olyan kapcsold (link) fiiggvény alkalmazésa,
ami a célvaltozé [0, 1]-beli értékét az R-be képezi. Es pont ez az dtlet, a sok egyéb hely-
zetben is felhasznédlhaté altalanositott linedris regresszié alapotlete. [5]

Az dltaldnositott linedris regresszié modszerét gy is magyarazhatjuk, hogy az X magya-
razé véltozéknak egy olyan (a paramétereiben) linedris fiiggvényét keresiink, ami nem
az Y magyarazandé véltozot, hanem annak egy megfelel6 g() kapcsolé (link) figgvénnyel
transzformélt n = g(Y') értékét tekinti célvatozonak.

Azaz, az altalanositott linedris regresszio esetén a
gY)=n=Xp+e

regressziét vizsgdljuk mint alapmodellt, valamely ismert (vagy paraméteres) g kapcsolo
vagy link fliggvény mellett. Egyszertibb esetekben feltételezziik, hogy az e egy olyan e
véletlen hiba adott esetbeli értéke, aminek a kovarianciaméatrixa diagonalis. S6t esetleg
még azt is feltessziik, hogy ez a kovarianciamdtrix [o? valamely ismeretlen 2 kons-
tanssal. Tipikus még annak a feltételezése is, hogy a modell bal oldalan nem egy-egy
megfigyelt érték transzformaltja, hanem a megfigyelt érték varhaté értéke all.

3.4.1. Az altalanositott linearis modell

A kapcsol6 (link) fiiggvények

A tipikus kapcesolé (link) fiiggvények koziil a legismertebb a logit fiiggvény. De kapcsold-
fiiggvény tetszoleges olyan fiiggvény lehet, ami az adott modell kornyezetben értelmez-

57



het6. Most mégis mindossze harmat — a ’logit’, a 'probit’ és a ’cloglog’ fiiggvényt, —
mutatunk be részletesebben is. Dontésiinket azzal magyarazva, hogy ez a harom az, amit
leggyakrabban alkalmaznak.

A logit fiiggvény. A logit transzformacié: a valdszintiség odds-értékének logaritmusa,
azaz

n =1In(r/(1 — 7)) = In(odds(m))

Az inverze pedig a megfelel6 atviteli fliggvény:

ool
1+ exp(n)

A logit alkalmazasanak praktikussdga és értelme konnyen megmagyarazhaté. Ez a fligg-
vény Osszetett fliggvény: a valdszinliséghdnyados (az odds) logaritmusa. A val6szintiség-
hanyados — az esemény bekovetkezési és nem bekovetkezési valdszinliségének hanyadosa
— gyakran hasznalt mutatd, a [0, 1]-beli valdszintiségeket az RT-ba képezi. Azért kedvelt
mutato, mert az értékének az értelmezése konnyen kovetheto szabalyok szerint lehet:

- olyan eseményre, ami inkabb bekévetkezik mint nem, az esélyhanyados 1 feletti,

- nagy valdsziniiségek mellett tetszolegesen nagy értékeket is felvehet,

- 0 valészintiségli eseményekre az értéke nulla.
Hatranya a szempontunkbdl, hogy csak a pozitiv szdmok tartoznak bele az értékkészle-
tébe. Ezen ’segit’ a masodik fiiggvény, a logaritmus. A logaritmusnak tovabbi haszna,
hogy emellett a sokat hasznélt esély (likelihood) fiiggvény konnyen szémolhat6 lesz. To-
vabbi elénye, hogy ez a fliggvény nagyon hasonlit a probit fiiggvényhez, ami egy masik,
szintén nagyon jol értelmezhetd atviteli fiiggvény.

A probit fiiggvény. A ® standard normélis eloszlasfiiggvény inverze azaz ®~1. Elé-
nye, hogy konnyen értelmezheté modellt ad az indikalt esemény bekdvetkezési esélyére
vonatkozéan. Hétrdnya hogy a ®~!(p) szdmolésa lassti, nehézkes.

A probit modell szerint azt feltétezziik, hogy minden kisérlet esetén a vizsgalt esemény
bekovetkezési valdszintisége az adott kisérletsorozatra (esetleg a konkrét kisérlet koriilmé-
nyeire) jellemz6 paraméteri normalis eloszlas szerinti. Ezt az eloszlast a kisérlet kiiszob
eloszlasanak szokds nevezni. E modell szerint, egy-egy kisérlet alkalméval akkor kovet-
kezik be az esemény, ha a koriilmények egy linearis fiiggvénye meghaladja azt a véletlen
kiiszob értéket, ami az adott kisérlethez tartozik. Vagyis azt az értéket amit a (normalis
eloszlasu) véletlen az adott esetre kisorsolt.

Pontosabban. Tegyiik fel, hogy a célvaltozé mellett minddssze egy, folytonos értékii, x-el
jelolt magyarazé valtozd all rendelkezésre. A célvaltozd altal indikélt esemény valdszini-
sége pedig legyen olyan, hogy az, az x fiiggvényében egy ismeretlen p varhatéd értékkel
és o szorassal egy normalis eloszlds szerinti. Azaz, ha az vizsgalt eseményt A jeloli akkor
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legyen P(Alz) = @, ,(x) = ®((x — p)/o) ahol ez utébbi ¢ a standard normalis eloszlas,
a ®,, pedig az N (p,0) eloszlds eloszldsfiggvénye. Ez gy is értelmezhetd, hogy egy-
egy megfigyelt egyed olyan, hogy az esetében az A esemény egy N (u, o) eloszlds szerint
kisorsolt x* szint mellett kovetkezik be. Ha az esethez tartozé x < x*akkor az adott
esetben a célvéltozo altal indikalt A esemény nem kovetkezett be, ha pedig 2* < x akkor
az adott esetben bekovetkezett az A esemény. Masként mondva: minden kisérlet esetén
ha a hozzatartozé z kicsi, akkor biztos nem kovetkezett be a megfeleld egyed esetén az
A esemény, ha pedig nagy, akkor pedig majdnem biztos, hogy az A bekovetkezettnek
tekintendd, az a hatar ami felett az indikalt A esemény bekovetkezik normalis eloszlasu.

A komplemens loglog fiiggvény. Tetszéleges p € [0, 1]-re

log(—log(1 — p))

Az inverze:
1 — exp(—exp(y))

Ez a fiiggvény is monoton n6, de szemben a probittal és a logittal, aszimmetrikus.

Ez a kapcsolofiiggvény a Gumbel eloszlasnak felel meg, ugyanigy mint ahogyan a probit
a normalisnak. Paraméterezziik ugyanis a Gumbel-eloszlast a kévetkezo mddon:

G(z) =1 — exp(—exp((z — @) /~K))

akkor a ’cloglog’ transzformalt a p valdszintiiségre:

log(—log(1 —p)) = fo + fix

ahol By = —a/k és B = 1/k.

Paraméterbecslés maximum likelihood alapon,
binomidlis eloszlasu célvaltozo és ’logit’ link fiiggvény esetén

A altalanositott linedris regresszié egy fontos specialis esete az, amikor a célvaltozd bi-
nomialis és a magyarazé valtozok folytonosak.

Ha beirjuk a ’binomial()’ parancsot, akkor a valaszbdl lathatjuk, hogy ez a ’selfStart’
‘family’ a ’'logit’ transzformaciét parositja a binomidlis eloszlashoz. Binomialis eloszlas
esetén a ’logit’-nak mint link-nek az alkalmazasa azért indokolt, mert ez a binomialis el-
oszlasnak az uigynevezett kanonikus, mas széval a természetes transzformécidja. Ugyanis
ez az a transzformdacié ami mellett torzitatlan becslést kaphatunk.
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A kovetkez6 részben pont egy ilyen adatsor feldolgozasat mutatjuk be. Ezért most egy
rovid levezetés aran elééllitjuk egy binomialis eloszlasi minta logit transzformécié mel-
letti likelihood fiiggvényét, és annak derivaltjait. Elvileg ezek azok a fiiggvények amiket
majd az ott meghivott algoritmus a paraméter becslésekor felhaszndl. Igaz, nekiink ak-
kor erre explicit nem lesz sziikségiink, hisz a megfelel6 fiiggvények be vannak épitve az
ott meghivott ’binomial’ ’selfStart’ fiiggvénybe.

Ha a célvaltozo logit kapcsol6 (link) fliggvény szerinti értéke 1, a magyardzo valtozok
szama m és a n linedris regresszidéjanak egyiitthatoi fy, ..., By, akkor a célvaltozd j.
megfigyelésének logitjara

U ~ BO + ﬁlxl,j + -+ ﬁmmm,ﬁ

és a binomidlis eloszlasu célvaltozéd valdszinliség paraméterének a magyarazo valtozok
szerinti becsiilt értéke, a logit-nak megfelelé inverz (kapcsold) fliiggvény szerint:

exp(1;)

7T T+ exp(ny)’

Ekkor pedig, ha a minta szerint a j. kisérlet esetén n; probalkozdsbol k; volt sikeres, a
minta likelihoodja (esélyfiiggvénye):

L(B) = H (Zj)w?(l - ).

J=1

Mivel az esélyfiiggvénynek csak a maximumbhelye érdekes, a konnyebb kezelhetOség ér-
dekében vegyiik az esélyfliggvény logaritmusat és alakitsuk at ekvivalens médon.

log(L(B)) = i <log (Zj) + kjlogm; + (nj — k;)log(1 — 7Tj)> —

J=1

i (ZOQ (Zj) + kjlog(m;/(1 — 7;)) + njlog(1l — wj)) —

J=1

= Z <log (Z]> + kjn; + n;log(l — e"ﬂ'))
=1 !

Tekintsiik a fiiggvény igy nyert kifejezésének a derivaltjat a 8 koordinatai szerint:

log L n n
a%[;m = ijxi,j — ank;jeﬂi(l _ 8?)_1
i 7=l j=1
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ami felhasznalva a korabbi jelolést:

1 L n n
8%3(5) = kg — Y nmigm
! j=1 j=1

Ezen egyenletrendszert megoldva megkapjuk a becslési feladat maximum likelihood meg-
oldasat.

3.4.2. Az altalanositott linearis modell a gyakorlatban

Egy kartevo pusztulasi ardnyat vizsgaltak az alkalmazott méreg koncentracidja és a kar-
tevé neme fliggvényében. Minden méreg szintnek nemenként 20 egyedet tettek ki. Az
eredményt az alabbi tablazat mutatja.

az egyedek neme M MMMMMYZ FVFVFF F F
a dézis logaritmusa O0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
elpusztult (db) 1 4 9131820 0 2 6 10 12 16
életben maradt (db) 19 16 11 7 2 0 20 18 14 10 8 4

Az aldbbi programsorok elobb definidljak a megfelelo véltozokat, a megfelel6 tartalom-
mal, majd meghivjak az dltaldnositott linedris modellt illeszt6 "glm()’ eljarast.

dose <- rep(0:5, 2) # 12 hosszu 0:5,0:5

dead <- c(1, 4, 9, 13, 18, 20, 0, 2, 6, 10, 12, 16)

sex <- factor(rep(c("M", "F"),each=6))

rbind(dose,dead, sex)

AD <- cbind(dead, alive=20-dead) # elpusztult+életben maradt=20

W <- glm(AD ~ sex*dose, family=binomial)
summary (W)

Lathatd, hogy a nemet mint faktorvéltozét adtuk meg. A ’glm()’ els§ argumentuma
definidlja, hogy mik a magyarazo valtozdk, és hogy mi legyen a célvaltozd. Az, hogy
magyarazo valtozoként két valtozénevet egy "’ jellel dsszekapcsolva adtunk meg — fi-
gyelembe véve azt is hogy az egyik koziiliik faktor valtozo — azt jelenti, hogy a rendszer
a faktorvaltozé minden lehetséges értékéhez kiszamol egy linearis regressziot a célvaltozo
link fliggvény szerinti értékéhez.

Grafikusan is ellendrizhetjiik a feldolgozott adatokat és az eredményeket, példaul a ko-
vetkezo utastasokkal:
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plot(c(1,32), c(0,1),log = "x",

xlab = "dose", ylab = "prob",

las=1,type = "n"
text (2°dose, dead/20, as.character(sex),col=’green2’)
dx <- seq(0, 5, 0.1)
df<-data.frame(dose=dx,sex=factor("M"))
lines(27dx,predict(W,df,type = "response"),col=’royalblue’,lwd=2)
df<-data.frame(dose=dx,sex=factor("F"))
lines(27dx,predict(W,df,type = "response'"),col=’tomato’,lwd=2)

A fenti utasitdsok eredménye a 3.17 abra.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

3.17. dbra. A ’glm()’ paranccsal illesztett tilélési valdszintliségek

Ehhez a modellhez interaktiv animéci6 is késziilt, amely a http://hpz400.cs.elte.
hu:3838/ZA_glm/ cimen taldlhatd. Itt a felhasznalé beallithatja, hogy a fentiekben be-
mutatott gyakorisag tablaban szereplé értékek hanyszorosa legyen a szimulalt binomialis
eloszlas varhaté értéke, amely a modositott gyakorisdg tabla értékeit adja meg. Ha erre
a szimulalt adathalmazra futtatjuk le a glm modszerét, akkor a 3.18 abrat kapjuk, ahol
lathatoak kisebb eltérések az eredeti adatbazisra vonatkozo 3.17 abrahoz képest.
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Altalanositott linearis modell

A mintameret szorzaja Tulélési valosziniiségek a dozis és a nem fiiggvényében 3 *20 elemii minta

prob

3.18. dbra. Animécios dbra a tlélési valdszintiségekrol

Vizsgédljuk meg részletesen az abra készitésekor felhasznalt "predict()’ parancsot!

Mivel a ’predict()’ argumentumdba irt W objektum osztalya 'glm’, az esetiinkben a
"predict.glm()’ miikodott. Azt, hogy az n kozelitésekor mik voltak a linedris modell pa-
raméterei, példaul a ’coef(W)’ paranccsal kaphatjuk meg.

Futtassuk le az alabbi utasitassorokat:

b<-as.numeric(coef(W))# a szamitott egyiitthatdk
# 1 2 3 4
# (Intercept) sexM dose sexM:dose

predict(W,data.frame(dose=0,sex=factor("F")))
# ugyanaz mint
b[1]

predict (W,data.frame(dose=0,sex=factor("M")))
# ugyanaz mint
b[1]+b[2]

predict (W,data.frame(dose=2,sex=factor("F")))
b[1]+2*b[3]

predict(W,data.frame(dose=5,sex=factor("M")))

# ugyanaz mint
b[1]+b[2]+5*b[3]+5*b[4]
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f<-"M";d<-3;# tetszdlegesen megvdlasztott nem és dézis
p<-predict(W,data.frame(dose=d,sex=factor(f)));
k<-b[1]+d*b[3]+(if (f=="M") b[2]+d*b[4] else 0)
c(pred=p,calc=k) # a két szdm egyenls!!

Az els6 paranccsal a vizsgalt egyiitthatdkat a 'b’ valtozoba irjuk. A kovetkez6 négy pa-
rancspar azt mutatja, hogy a 'predict’ eredménye megegyezik az egyiitthatékbol altalunk
szamolttal. Az utolsé rész az altalanos képletiink

n = Intercept + d - dose + ha sex=="M" akkor még + (sexM + d - sexM : dose)

helyességét mutatja.

Megjegyzendo, hogy az elobbi utasitassorral a log.odds-ok egyenloségét vizsgaltuk. Ugyanis
a ’glm(,family=binomial)’ paraméterezés miatt esetiinkben ez volt az 7 értéke, és a "pre-
dict.glm()” megfeleld 'type’ paraméter hijan az n-t szdmolja. Azt, hogy a felhasznalt
'family=binomial’ paraméterezés mellett mi a link fiiggvény és mi az Y feltételezett
eloszldsa, a binomial()’ parancs felhasznaldsdval allapithatjuk meg. A ’binomial()’ pa-
rancsra a valasz:

Family: binomial
Link function: logit

Vagyis az illesztett modell link (kapcsold, esetleg bal?) fiiggvénye a ’logit’ azaz az odds
logaritmusa, és az adatok feltételezett eloszlasa a binomidlis eloszlds. Azt, hogy egy mo-
dellt melyik eloszlés és link csaladdal illesztettiik, utélag is ellendrizhetjiik a family(W)’
paranccsal.

Egy ’glm’ modell értékelése szempontjabdl szinte mindegy, hogy mi az n értéke. Az
n-nak inkabb csak technikai szerepe van. Ha azt akarjuk, hogy a ’'predict.glm()’ az Y
becsléseket szolgaltassa, akkor fel kell hasznalnunk a ’predict’-nek a type="response”
paraméterét. Vizsgaljuk meg a kovetkezd parancssort:

f<-"M";d<-3;
(p<-predict(W,data.frame(dose=d,sex=factor(f)),type="response"))
log(p/(1-p))# ez ugyanaz mint a
predict(W,data.frame(dose=d,sex=factor(f))) # mert az eta az alap
(e<-predict(W,data.frame(dose=d,sex=factor(f)),type="1link"))
exp(e)/(1+exp(e))

A masodik paranccsal megkapjuk azt a valészintiséget, ami a d = 3 dozis esetén a
himnemt egyedek pusztulasi valoszintisége. A kovetkezo parancsok azt mutatjak, hogy
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ennek a valdszintiségnek a logitja tényleg ugyanaz, mint amit a 'predict’ a type="link”
paraméter mellett szolgaltat. Az utolsé parancs pedig azt mutatja, hogy a kapott 7
értéknek a logithoz tartozo kapcsoléfiiggvény szerinti transzformaltja valéban a kordbban
kiszamitott, elorejelzett p valdsziniiség.

3.4.3. Modell csaladok a ’glm’ fiiggvényhez

A csalad’ szo6 helyett talan jobb volna a ’készlet’ szét hasznalni. Ugyanis egy olyan ob-
jektum fajtarol van szé amiben lényegében minden megtalalhaté ahhoz, hogy egy 'glm’
modellt illessziink. Nem pedig arrdl, amit a név alapjan gondolhatnank. Nevezetesen,
hogy egy-egy most targyalandé 'family’ tobb hasonl6 dolgot tartalmazna.

Az el6z6 példdban a 'binomial’ eloszlascsaladot hasznaltuk fel. Ez azt jelentette, hogy a
célvéltozot binomidlis eloszlasinak vettiik, a felhasznalt kapcsoléfiiggvény pedig a logit
fiiggvény volt.

Az R -ben az illesztett modellek Gsszeflizve kezelik a feltételezett eloszlast és a kapcsold-
fliggvényt. Maga a "binomial()’ egy "family’ osztalyt 12 elemii lista, aminek minden eleme
egy-egy szoveg, fiiggvény vagy kifejezés. Esetiinkben ez a struktiura a ’str(binomial())’
paranccsal kaphaté meg:

$ family : chr "binomial"

$ link : chr "logit"

$ linkfun :function (mu)

$ linkinv :function (eta)

$ variance :function (mu)

$ dev.resids:function (y, mu, wt)
$ aic :function (y, n, mu, wt, dev)
$ mu.eta :function (eta)

$ initialize: expression(...)

$ validmu :function (mu)

$ valideta :function (eta)

&

simulate :function (object, nsim)

Azt példdul, hogy mi a variancia képlete a binomidlis csalddban, a *binomial()$variance’
paranccsal ismerhetjiik meg. Mint az az elemi valdszintiségszamitasi ismereteink alapjan
varhaté: function (mu) mu * (1 - mu).

A kovetkezo tablazat a ’stats’ csomag néhany fontosabb ’family’ osztalyu objektumat
listazza, a lehetséges kapcsoléfiiggvénnyekkel.

binomial logit, probit, cauchit, log, cloglog
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gaussian identity, log, inverse

Gamma inverse, identity, log
inverse.gaussian 1/mu~2, inverse, identity, log
poisson log, identity, sqrt

Vannak még tigynevezett kvazi csaladok is. Ezeknél bizonyos paraméterek becslési modja

megadhato.
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4. fejezet

Dimenzi6écsokkentési eljarasok

4.1. Bevezeto

A klasszikus tobbdimenzids statisztikai részhez értiink. Talan ez az, amire rogton gon-
dolunk. ha tobbdimenzids statisztikardl esik sz6. Erdekes, hogy bar a klasszikus dimen-
zibcsokkentési feladatok fontossaga a szamitdgépek sebességének és a taroldkapacitasnak
a hihetetlen mérvii novekedtével csokkenni latszik (a kérdés azért nem lesz soha ide-
jétmult, mert persze az adatéllomanyok mérete is folyamatosan né) — rdaddsul nem
felejtkezhetiink el arrdl, hogy az adatbanyészat, mint a nagy adatbézisok elemzésének
onallé tudomanya jelentés fejlodésen ment at az utobbi néhany évtizedben, mégis folya-
matosan jelennek meg az elemzések, 4j algoritmusok a témakoérben. Ennek magyarazata
az, hogy az adatbazisokban rejlé informaciok feltardasanak klasszikus és mégis hatékony
modszereirdl lesz szé.
A matematikai modellekrél bévebb leiras példaul a [35] tankonyvben talalhatoé.
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4.2. Fokomponens-analizis

4.2.1. A feladat megfogalmazasa

Legyen Y p dimenzids (megfigyelésvektor, fiiggd véltozd). A cél, hogy korreldlatlan
komponensti X segitségével allitsuk el

Y=VX

alakban, ahol V' ortonormalt métrix (forgatas). Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy
EY =0 és legyen Y kovarianciamétrixa EYYT = ¥ teljes rangi. Ekkor a

Y =VAVT

spektralfelbontasban szerepld V' ortonormalt p X p-es matrix, melynek vy, ..., v, oszlop-
vektorai éppen X sajatvektorai, A pedig a sajatértékekbol all6 diagondlis matrix (felte-
hetjiik, hogy Ay > Ao > -+ > A,). A sajatértékek pozitivak, mert ¥ pozitiv definit.
Legyen

X =Vvy. (4.1)

A (4.1) koordinatdi: X; = v!Y az Y fékomponensei (i = 1,...,p). Ezek tulajdonséga,
hogy

4.1. Tétel X; szordsa mazimdlis az 0sszes olyan valosziniséqgi valtozo kozott, melyekre

1. X;=ad"V (a eRP) és

jaf| =1
2. X; korreldlatlan az elsé (i — 1) fékomponenshez (X1,...,X;-1).

4.2. Megjegyzés A fékomponensanalizis erésen érzékeny a vdltozok skdldjara. Ha eze-
ket megudltoztatjuk, akkor a fékomponensek is mequdltoznak. Ezért gyakran célszeri a
valtozok dtskdldazdsa olymodon, hogy mindegyik eqységnyi szordsi leqgyen. Ezzel biztosit-
haté, hogy potencidlisan egyforma jelentdséget tulajdonitunk mindegyik koordindtdnak.
Matematikailag ez a transzformdcio egqyszeriien azt jelenti, hogy a kovariancia helyett a
korreldcios matrizszal dolgozunk.

4.2.2. Becslés az adatok alapjan

Ha a megfigyeléseink p dimenziés normalis eloszlasbdl szarmaznak, akkor n > p elemi
y; minta alapjan a tapasztalati kovarianciamatrix:

> -
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egyuttal maximum likelihood becslés is. A fenti szamitasokat erre a becsiilt matrixra
(vagy még inkabb a becsiilt korrelaciés méatrixra) elvégezve megkapjuk a fékomponen-
seket. A kapott becslés konzisztens a sajatértékekre és a sajatvektorokra is, normaélis
hatareloszlassal:

4.3. Tétel
Vi, = \) = Z

ahol Z 0 vdrhaté értéki és 2A? kovarianciamdtrizi normdlis eloszlds. Hasonlé eredmény
érvényes a sajatvektorokra is.

4.2.3. Példa alkalmazasok
Hétproba az 1988. évi olimpian

A HSAUR (Handbook of Statistical Analyses Using R) csomagot [7] hasznaljuk, mely
lefedi a legfontosabb statisztikai témakat. A fékomponens analizis els6 példdja a modern
hétproba (100 m gatfutds, magasugras, silylokés, 200m sikfutds, tavolugras, gerelyha-
lyitas, 800m sikfutas) 1988. évi szouli olimpidn elért eredményeit tartalmazza verseny-
szamonként és tsszesitve. Ahhoz, hogy minden szamban a legnagyobb értékek jelentsék
a legjobb eredményt, a futészamok eredményeit az alabbiak szerint transzformaltuk, és
elkészitettiik a hét szam pontdiagramjat (4.1 dbra).

library (HSAUR)

data("heptathlon", package = "HSAUR")

heptathlon$hurdles <- max(heptathlon$hurdles) - heptathlon$hurdles
heptathlon$run200m <- max(heptathlon$run200m) - heptathlon$run200m
heptathlon$run800m <- max(heptathlon$run800m) - heptathlon$run800m
score <- which(colnames(heptathlon) == "score"
plot(heptathlon[,-score])

Lathaté a 4.1 abrabdl, hogy tipikusan pozitivan korreldltak az értékek és hogy sok
szamnal van egy kiugréan gyenge eredmény, amely ugyanahhoz a versenyzohoz tartozik.
A fékomponens analizis standard moédszerének meghivasa rendkiviil egyszert:

heptathlon_pca <- prcomp(heptathlon[, -score], scale =
TRUE)
print (heptathlon_pca)

Vegyiik észre, hogy itt a valtozdkat egységnyi szorasira atskaldzva végezziik az elem-
zést (7 scale=TRUE’), ami lényeges, mert az egyes versenyszamok szamszert eredményei
kozott nagysagrendbeli kiilonbségek vannak. A valdsagban viszont kozel egyforma sulyt
gondolunk ezeknek a koordinataknak.

69



1.50 1.70 o 2 4 36 42
L1111l ] 11 1 ]
] H =

L1l
q ]
okt | | op"| | | pgee | BT
hurdles i Lo P 8 @ LA
ol 0 fal 0 b o
- L= T T DL = T 1] ldn
= : uﬁ'ﬂ D'#:EDDD &!%@ C%EI EDIII? lEq:l A
: : DEIID hlthlep :‘D m ul %D S [=) Dl? DEIEI
=
i — (ul (ul (ul ml
i g T g T T o a3 it
o [n] )i
o © o A @ o oo m 2o E o Gn‘:'é:_ -
B8 shot ax & 0\3? b oA O i
b % b ﬁ Da§ o B o by P % C
[=] [=] ul [=] [=] [=] — =
fwl fwl fwl fwl fwl fwl — _—
=+ — g = T = T L)
[=] [=] [=] =] [=] =
7 4o o8 T o go Sl B
™ run200rm &P o
1 -® 3 R ettt | BP9
ul u} (=] o ul
o — (wl (wl fwl (wl fwl (wl
L= = T L= T T |
o0 = [=Xa} (=] Ly L
. [=] —
# % '3'&%‘3 Dg'ﬁ langjump iﬁfﬁ‘mE oo I
[mnn] [un) po [n] P [ 1] [l 1] —
wl wl fwl fwl fwl wl — E
_k c‘é"nc b ”DQ‘E %Dcnoun o }“' o9 I %“'D d b I:DD” ;c
o ® o =] O 0o frage] &£ a : [l -]
+ Jjavelin
q gd 2Ly poofe | P e d X o
% - mlnl (wnl 00 il (wlut fmlul
[
C o 75 oo g'd g &7, 4 =
] -] Joa‘gﬁn 3%@% =] gc\ ‘?Dc _G
o o & &a o o Ba # & runBO0m [~ =
i e T FT T 17 S =
a1 23 10 13 16 5.0 E.5 a 20 40

4.1. dbra. A szouli olimpia néi hétproba versenyének transzformélt eredményei

Az eredményt a 4.2 abra mutatja. Lathatd, hogy az elsé fokomponens meglehetosen
jelentés. Ebben gyakorlatilag az 6sszes szam (a futészamoknédl transzformélt) eredménye
hasonld egyiitthatoval szerepel, csak a gerelyhajités (javelin) sulya kisebb - ez Gsszhang-
ban van azzal, hogy ez a szam alig korrelal a tobbivel. A negativ el6jeleknek nincs
szerepe, a -1-szeres ugyanolyan tulajdonsagu lenne. A masodik fokomponens viszont na-
gyobbrészt a gerelyhajitas eredményén alapul. A szords 90%-at csak a 4. f6komponens
utan érjiik el, ahogy ez a 4.3 abrabdl is lathato, amit a kdvetkez6 egyszerti utasitas révén
kaptunk:

summary (heptathlon_pca)
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Standard deviations:
[1] 2.1119364 1.0928497 0.7218131 0.6761411 0.4952441 0.2701029 0,2213617

Rotation:
PC1 PC2 PC3 PC4 PCE PCA
hurdles -0,4525710 0.15792058 -0.04514996 02653873 -0.09494792 -0,78334101
highjuwp -0,3771992 0.24507356 -0,36777902 LB7999172  0,01879555 0.09939951
zhot -0.3630725 -0.28940743 0,676189189 12431725 0.51165201 -0.05085983
runz00m -0,4078950 -0.26038545 0,08359211 -0.36106530 -0.64933404 0.02495639
longjuwep -0.4562318 0.05587394 0,13931653 L111292459 -0,15429510 0,53020972
jawelin -0.0754090 -0.84169212 -0.47156016 0.12079924 0.13510669 -0.02724076
runsS0om -0,3749594 0.22448954 -0,39585671 -0.60341130 0.50432116 0.15555520
PC7
hurdles  0.35024707
highjuwp -0.433953114
zhot -0.21762491
runz00m -0.,45335483
longjump 0.61206358
jawelin  0.17294667

rung00m -0.09530963
|

|
L e Y o Y e I o |

4.2. dbra. A fokomponens analizis a hétpréba versenyszamok eredményeire

Importance of cowponents:

Pl PCZ PC3 PC4 PCS PCE PC7
Standard deviation 2.1119 1.,0828 0.72181 0.67c14 0.49524 0,27010 0.2214
Proportion of Variance 0.6372 0.1706 0.07443 0.06551 0.03504 0.01042 0.0070
Curilative Proportion 0.6372 0.8078 0.88223 0.94754 0.98258 0,99300 1.0000

4.3. abra. Az egyes fékomponensek fontossaga

Ha viszont a szorasnégyzetet tekintjiik, akkor jobban kiemel6dnek a fontosabb kom-
ponensek, és igy akdar azt is mondhatjuk, hogy elegendé az els6 két fokomponenst meg-
hagyni (4.4 dbra). Az els fékomponens fontossagéat j6l mutatja, hogy ha kiszdmoljuk
az egyes versenyzok score-jat, akkor ennek -0.99 a korrelaciéja a hivatalos pontszammal,
ami pedig nemlinedris fiiggvénye az eredményeknek (1d. [13]). Erdekes dbra még a bi-
plot, amely az els6 két f6komponens szerinti score-okat dbrazolja, centralva és egységnyi
szorasra skaldzva, hogy ugyanezen a diagramon az egyes komponensek is dbrazolhatoak
legyenek (4.5 dbra). A gyéztesek azok, akiknél az elsé koordinéta a legkisebb (merthogy
lattuk, hogy ennek -1-szerese szinte egybeesik a végsé pontszammal). Kozottiik a 2.
fokomponens alapjan lathato kiilonbség érdekes lehet sportszempontbol. Ugyancsak jol
latszik a gerelyhajitéds elkiiloniilése a tobbi versenyszamtol.
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heptathlon_pca

Yariances

4.4. dbra. Az egyes fokomponensek altal megmagyarazott szorasnégyzet

Részvények napi hozam-adatai

A pénziigyi matematikdban is gyakran kap szerepet a tobbdimenzids adatok elemzése.
Kiilénosen magas dimenzios feladatok adodhatnak a portfolié-optimalizalds témakoré-
ben. Itt az a cél, hogy az adott hozam-szintet minél kevésbé kockazatos (azaz minél
kisebb szérasi) befektetésekkel tudjuk elérni. Ehhez a hozam-adatok kovarianciamatri-
xat kell minél megbizhatébban becsiilni, amihez célszeri a zaj kiszlirése - ez pedig éppen
a nagyon kicsi szorasu komponenseket jelenti.

A vizsgalt adatbazis 50 részvény 8 évnyi napi loghozam-adatsorat tartalmazta. Az
adatsor a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_fact/ cimen taldlhatd. Ha erre lefut-
tatjuk a fokomponens-elemzést, akkor az addédik, hogy van egy kiugréan nagy sajatérték
(ehhez tartozik az els6 f6komponens), amit a gazdasig allapotanak teknthetiink. A ko-
vetkez6 fokomponensek egészen masképp viselkednek, amint ez a 4.2.3 abrabdl is lathaté.
Az els6 fékomponensben gyakorlatilag majdnem minden részvény egyforma sullyal sze-
repel, mig a masodik fokomponens szinte teljes egészében egy részvénybol all. Mivel itt
az eredeti hozamok az érdekesek, ezért nem skalaztuk at az adatokat.
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4.5. abra. A versenyzok és a versenyszamok biplot dbraja

Az USA &llamainak adatai

Ez az elemzés a [20] alapjdn késziilt. Az alapadatok az USA allamainak
e lakossidg-szamat (population, ezer {6),

o az egy fére es6 GDP értékét (income, US dollar/f6),

az analfabétdk aranyat (illiteracy, szazalék),

a sziiletéskor varhaté élettartamot (Life Exp, évben),

a gyilkossagok szamat (Murder, 100 000 fére vetitve),

a felnéttek kozott az érettségizettek részaranyat (HS grad, szazalékban),

e a fagyos napok szamat (frost),

a teriiletét (Area, négyzetmérfoldben),
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4.6. abra. A napi hozamok els6 két fokomponense egyiitthatéinak hisztogramja

tartalmazzak. A f6 ujdonsag ebben a példdaban, hogy errdl az adatbéazisrdl interaktiv
animaci6 is késziilt, mely az http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_princomp/ cimen
talalhaté. Az animdaciéban tovabbi kiegészité valtozok (foldrajzi hosszisag és szélesség
és népstirtiség — latitude, longitude, population density) is figyelembe vehetdek, illetve
elhagyhatdak oszlopok az alapvaltozok koziil is. Az eredményeket pedig a mar tobb-
szor bemutatott biplot abra adja meg, itt az elsé két fékomponens altal meghatarozott
koordinatarendszerben abrazoljuk az egyes allamokat és magukat a mért valtozokat is.

Az elsé kérdés, hogy alkalmazzunk-e skalazast. A vélasz az, hogy igen, hiszen az
adatok igen eltéré skaldn vannak mérve — de érdemes kiprébalni, mit kapunk skélazés
nélkiil. A kapott 4.7 abra egy példa a lehetséges eredmények koziil. Jél lathatd, hogy
mely valtozdk szerepeltek az elemzésben.

Az alapadatokra kapott eredményeket a kovetkezd koddal eloallitott 4.8 dbra mu-
tatja. Lathato, hogy az els6 fokomponens a hideg, képzett, hosszi varhaté élettartamu
allamokat kiiloniti el a kevéshé képzett, magasabb gyilkossagi aranyu allamoktol. A ma-
sodik fokomponens pedig leginkabb a nagy teriiletii, népesebb és gazdagabb allamokat
kiiloniti el a tobbitdl.

biplot (prcomp(state.x77,scale.=TRUE),cex=c(0.5,0.75))
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4.7. 4bra. Az USA &dllamaira vonatkozd interaktiv animéacio

4.2.4. R fiiggvények

Az eddig hasznalt fiiggvények a MASS csomagban vannak, tehét nem kell semmit sem te-
lepiteniink hasznalatukhoz. S6t, érdekességképpen megemlitjiik, hogy a 4.2.3 szakaszban
alkalmazott 'princomp’ fiiggvényen kiviil hasznélhaté a 'prcomp’ is, ami a szingularis ér-
ték felbontason alapul, ezért bizonyos esetekben stabilabb lehet - de az eredmény kevésbé
sok informaéciét ad, mint az eddig hasznalt. princomp’ fiiggvény.

pcaMethods

Ez elsésorban genetikai alkalmazéasokra késziilt. Egyik 6 elonye, hogy hidnyzé adato-
kat is tud kezelni. A pétlasukra kiilonbozo eljarasok koziil lehet vélasztani, igy példaul
regresszios, Bayes-i vagy klaszter alapi modszerek is talalhatdéak a csomagban. Megjegy-
zendo, hogy ez a csomag nem a megszokott cran honlaprol, hanem a bioconductor laprol
http://www.bioconductor.org/ toltheto le.

labdsv

Ez a csomag pedig okoldgiai alkalmazasokra késziilt. Itt a 'pca’ fiiggvény szamitja ki a
fokomponenseket, gyakorlatilag a 'prcomp’ mdédszerével, a megszokott eredményt adva.
Ugyanakkor tobb hasznos grafikus dbrazold fiiggvényt és skaldzé algoritmust is tartalmaz
(ezekrél az eljarasokrodl részletesen a 6. fejezetben lesz sz0).

5


http://www.bioconductor.org/

L]
— Ak
= =]
| L
—_
=
= calena
L. =
=
Texas
Lt
U ik — Hew vork
0 =
— L
i : — =
""'::: T -
D& L -
Wl ™ oaioma Te YaiTez T
orts Dakol
o -"argll a
Feitcky 5 s'ppl
o tNTHRgE b e Alkanas
e R B land — | L[‘I:-
o — Mahe Westvingle
L

PC1

4.8. dabra. Az USA allamaira vonatkozo adatok és az els két fokomponens biplot abréja

4.3. Faktoranalizis

4.3.1. A feladat megfogalmazasa

Ennek a dimenzidcsokkento eljardasnak az a lényege, hogy nem megfigyelhetd kézos ténye-
z6ket tételez fel, amelyek hatnak a megfigyelt vektorra. A faktorok szama értelemszertien
alacsonyabb, mint a megfigyeléseké, tehat valéban csokken a dimenzié a modszer révén.
Erdemes megjegyezni, hogy tobb helyen, igy példaul a pénziigyi matematikdban, fak-
tormodellnek neveznek olyan eseteket is, ahol megfigyelhetd faktorok hatasat modellezik
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(pl. ilyen faktor lehet az alapkamat vagy egy aktudlis valutaarfolyam).

A faktoranalizis alkalmazdsa igen széles teriiletet olel fel a pszichometridtdl (mely fak-
torok mentén lehet példdul a kiilonbozé képességeket mérni) az 6kologidn és a geokémian
at egészen a modern genetikai (mikroarray) kutatasokig.

Matematikailag a kovetkez6 modellrdl van szo:

X=AF+W+upu

ahol X p-dimenzios valészinliségi valtozé p varhatéd értékkel. F' k < p-dimenzidos, W
pedig p-dimenzids korreldlatlan valoszintiségi valtozok, amelyek mind 0 varhaté értékiiek
és a kovarianciamatrixuk diagondlis. F' kovarianciamétrixara cov(F') = [ is feltehets. Az
F a kozos faktor, W pedig az egyedi faktor, hiszen F' minden komponense szerepel X
minden komponensének felirasaban, de W-nek csak a megfelel6 komponense:

k

j=1
A korrelalatlansag miatt

k
D*(X;) =Y a} + D*(Wy),
j=1

ahol a jobb oldalon az elsé tagot kommunalitasnak (a kozos faktorokbdl adédé szérds-
négyzet), a masodikat pedig egyedi szérasnégyzetnek nevezziik. A faktormodellben is a
kovarianciamatrix felbontasa a célunk:

¥ =AAT + U, (4.2)

ahol W = cov(W). Tehdt az a kiilonbség a f6komponens-analizishez képest, hogy itt
feltessziik az egyedi szérasok jelenlétét a modellben.

Azt mondjuk, hogy ¥ lefrhaté a k-faktormodellel, ha van a (4.2) szerinti felbontésa.
Erdemes megjegyezni hogy az A matrix nem egyértelmii, tetszoleges G ortogonalis mat-
rixszal szorozva AG is megoldasa a (4.2) egyenletnek. FEzt a G maétrixot forgatdsnak
(rotation) nevezziik. A gyakorlatban ennek segitségével tudjuk elérni, hogy a kapott
faktorok jol interpretalhatok legyenek. A leggyakrabban a varimax forgatast szoktak
hasznalni. Ennek lényege, hogy azokat a koordinatakat keressiik, amelyekre teljesiil,
hogy a valtozokra Gsszegezve a négyzeteket, a lehet6 legnagyobb értéket kapjuk. Ez a
gyakorlatban &ltalaban olyan faktorokat eredményez, amelyek szerint a stilyok (loading)
egy része 1-hez, mas része 0-hoz kozeli. Ez azért elonyos, mert igy jol magyarazhatd
egyszerl faktorstruktura all elo.

A ’varimax’ és mas ugynevezett ortogonalis forgatas lényege, hogy ortogondlis fakto-
rokat ad. Ez értelemszertien akkor praktikus, ha a faktorok a valésdgban is ortogonaélisak.
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Ez azonban sokszor nem redlis feltevés, ezért mostanaban — a szamitogépek kapacitdsa-
nak fejlodésével parhuzamosan — no a nem ortogonalis forgatasok szerepe. Ezek koziil az
‘oblimin’ forgatas a legelterjedtebb. A gyakorlatban az az eljaras ajanlhato, hogy el6szor
nem ortogondlis forgatast alkalmazunk és leellenérizziik a faktorok kozotti korrelaciot.
Ha ezek jelentdsek, akkor maradunk a nem ortogondlis forgatasnal, de ha elhanyagol-
hatéak (példaul 0.32-nél kisebbek a korreldcidk; ez a kiiszob onnan adddik, hogy ekkor
10% a szérasnégyzetek kozotti atfedés), akkor &ttériink a konnyebben interpretélhatd
ortogondlis forgatasra. Az egyes modszereket jol illusztralja a 4.9 dbra és a példdknal mi
is visszatériink erre a problémara.

A gyakorlatban az egyik legfontosabb kérdés, hogy mennyi is az a k. amelyre mér
megadhato k-faktor modell. Erre kiilonboz6 tesztek talalhatéak a szakirodalomban.
Most roviden attekintjiik a legfontosabb mddszereket, amiket majd a gyakorlatban is
bemutatunk. A faktorok szdmanak meghatarozasa tobbféleképpen torténhet. Talan a
legegyszeriibb az a mddszer, ami a — fokomponens-analizisben latottaknak megfeleloen
— annyi faktort vélaszt, hogy a teljes modellben a kommunalitasok Osszege megadott
értéknél (tipikusan pl. 0.9) nagyobb legyen.

A kovetkezo lehetOség a Scree plot, ami a sajatértékek csokkenését vizsgalja. Ahonnan
kezdve az a csokkenés lassul (ez a sajatértékek dbrazoldsa sordn a "konyok”) , ott mér
nem érdemes tobb faktort tekinteni. Ennek a moddszernek nem csak grafikus valtozata
van (1. 4.3.3 fejezet).

Végiil talan a leginkabb megalapozott mddszer a Horn féle parhuzamossag-proba,
amelynek soran szimulaciéval lehet tesztelni, hogy vajon korreldlatlan normalis eloszlasu
mintanal mekkora sajatértékek fordulhatnak eld. Ha ezeknek a sajatértékeknek a 95%-
os percentilisénél kisebb értéket kapunk, akkor az mar elhagyhaté. Ez az eljaras is
megtalalhaté az R nFactors csomagjdban (1. 4.3.3 fejezet, [29]).

4.3.2. Példak
Targyak kedveltsége

Itt egy nagyon egyszerii példan nézziik meg a fentiekben bemutatott mddszerek miiko-
dését. A 4.10 dbra mutatja 10 didkra, hogy mennyire kedvelnek 6 térgyat (5 fokozati
skalan), [18] alapjdn. A teljes minta 300 didk adatait tartalmazza.

Itt az a feltételezésiink, hogy 2 faktor irja le a didkok attitiidjét: a természettudoma-
nyos és a matematikai érdeklodés.

Az alabbi programrészlet beolvassa az adatokat és meghivja a faktoranalizis alap-
fiiggvényét:

data <- read.csv("dataset_exploratoryFactorAnalysis.csv")

fit <- factanal(data, factors=2)
fit$loadings
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4.9. dbra. 5 vizsga eredménye 2 faktorral modellezve - a kiilonb6z6 forgatasokra

Az eredményiil kapott silyok (loadings) és a megmagyardzott szérdsnégyzet részara-
nyat a 4.11 abra mutatja.

Lathaté, hogy az elsé faktorndl a természettudomanyos targyak silya magas, mig a
masodik faktor a matematikai targyakkal korrelal. A statisztika stlya valamivel alacso-
nyabb a tobbi matematikai targyénal, viszont ez a targy kisebb sullyal az els6é faktorban
is szerepel, mutatva a kapcsolatat mindkét csoporttal.

Az elsé faktor a szérdsnégyzet 35%-at, a méasodik pedig 31%-4t magyardzza. A
kommunalitast vizsgalva megallapithatd, hogy a statisztika targy fiigg a legkevésbé ossze
a kapott faktorokkal (0.17% + 0.506% = 0.285 ez a négyzetosszeg), mig a kalkulus a
leginkabb (0.952).
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4.10. abra. 10 didk adatai 6 targy kedveltségérol

Loadings:

Factorl Factor:
EICO 0,855 0.133
FECQ 0,779 0.135

iHEM 0O.565
ALG 0.791
CALC 0.971

ATAT 0O.170 0.5068

Factorl Factord
23 loadings 2.124 1.563
Proportion Var 0.354 0.311
Cumilative Var 0.354 0.665

4.11. abra. Két faktor silyai és a megmagyarazott szérasnégyzet

Részvények napi hozam-adatai

A 4.2.3 részben mar bemutatott adatsor 50 részvény napi log-hozam adatait tartalmazza
a 2004-2012 kozotti idészakra. A célunk, hogy megkeressiik a részvények arfolyamingado-
zasat meghatérozé legfontosabb faktorokat. Most nem vessziik figyelembe a rendelkezésre
allo hattérinformacidkat, tehat nem regresszios, hanem faktoranalizises modszereket al-
kalmazunk.
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Az aldbbi programrészlet beolvassa az adatokat és meghivja a faktoranalizis alap-
fiiggvényét:

dat=read.table("50reszveny.txt")
fit <- factanal(dat, 3, rotation="varimax")
print(fit, digits=2, cutoff=.3, sort=TRUE)

A ’factanal’ fiiggvény 3-as paramétere azt adja meg, hogy 3 faktort keressiink, a
forgatasnal pedig a varimax a vélasztasunk. A ’print’ utasitds eredményeként megkapjuk
a faktorokat, a hiba-szérdsnégyzeteket (uniquenesses) és a szérasnégyzet felbontdsat a
fokomponens-analizisnél latottaknak megfeleléen. Ez a részlet lathato a 4.12 dbran.
Végiil az ugynevezett Bartlett teszt vizsgalja, hogy nem lehet-e egységmatrix a korrelacios
matrix, azaz van-e értelme a faktoranalizisnek. Itt ezt értelemszertien elutasitja ez a
préba. Egyszerti kritériumként (Kaiser) azt is szoktdk hasznalni, hogy annyi faktort
érdemes vélasztani, ahany sajatérték nagyobb 1-nél. Ez a mi esetiinkre 5 faktort ad, de
az 1 mint kritérium meglehetosen szubjektiv. A faktorszam meghatarozasara alkalmas,
hatékony modszerekre még visszatériink a 4.3.3 fejezetben.

Factorl Factor? Factorsd

33 loadings .31 .11 5.48
Froportion War o.17 O.16 0.11
Curlative Var o.17 0.33 0.4

4.12. dbra. Az els6 harom faktor altal megmagyarazott szérasnégyzet a részvény-
adatoknal

4.3.3. R fiiggvények

Az eddig hasznélt fiiggvények a MASS csomagban vannak, tehdat nem kell semmit sem
telepiteniink hasznalatukhoz. Ugyanakkor specialis eljarasokhoz vannak célprogramok,
amiket roviden bemutatunk.

nFactors

Ez a faktorok szdmanak meghatérozasdban nyujt segitséget, [29]. Tobb formélis teszt és
heurisztikus médszer is rendelkezésre all a feladat vizsgalatahoz.
A 4.13 abrat a kovetkezo kdédrészlettel allithatjuk eld:

dat=read.table("./50reszveny.txt")
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4.13. dbra. A részvényadatok scree dbrédja és a parhuzam (parallel) teszt

ev <- eigen(cor(dat)) # sajatértékek
ap <- parallel(subject=nrow(dat),var=ncol(dat),

rep=100,cent=.05) #100 bootstrap minta
nS <- nScree(x=ev$values, aparallel=ap$eigen$qevpea)
plotnScree(nS,main="Scree plot parhuzamteszttel",xlab="Faktorok szdma",
ylab="Sajatértékek (eigenvalues)")

Azt kaptuk, hogy a teszt 3 faktort javasol (itt metszi a véletlen adatok sajatértékeinek
sora (haromszogek) a mi részvényadatainkra kapott sajatértékek sorat (korok). A gyor-
sitési tényez6 (acceleration factor), ami a 4.13 dbra folytonos gorbéjének legmeredekebb
pontjat keresi meg, csupan egy faktort javasolt volna.

Errol az adatbazisrél animacié is késziilt, mely az http://hpz400.cs.elte.hu:
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3838/ZA_fact/ cimen talalhato.Itt sorban latjuk, hogy az adatbazis els6 k elemét ki-

valasztva a fenti Scree plot hany faktort javasol. Megfigyelhetd, hogy k novelésével a
sziikséges faktorok szama is no.

A 4.14 dbra mutatja az animacié eredményét egy konkrét k értékre.

Faktoranalizis: faktorszam-vizsgalat

Adja meg a részvények szamat: Scree plot parhuzamteszttel
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4.14. dbra. A részvényadatok scree abraja és a parhuzam (parallel) teszt az interaktiv
animaciénal

Ha a modszert az egyszeriibb, targy-szimpatia adatbazisra alkalmazzuk, akkor a 4.15
abra adédik.

Itt egyértelmii, hogy a 2 faktor a j6 valasztas, minden teszt ezt mutatja.
psych

Mivel a faktoranalizis egyik legfontosabb alkalmazasi teriilete a pszichometria, nem meg-
lepd, hogy az ottani adattipusokra és pszichometridban hasznos specials eljardsokra spe-
cialis csomag késziilt. Ez a psych csomag [32], amelynek altaldnosan érdekes tulajdonsa-
gait most bemutatjuk. Mindenre természetesen nincs lehetéségiink, mar csak azért sem,
mert csak a leirasa 310 oldalas — igaz, hogy ennek nagy része nem a jegyzetiink témaja.

A faktoranalizis alapfeladatat itt a 'fa’ fiiggvény valdsitja meg. Ennek tobb érdekes
paramétere is van:

1. ’fm’: ez hatdrozza meg, hogy milyen mddszerrel keressiik a faktorokat. Az alapér-
telmezés a legkisebb négyzetes becslés (ordinary least squares, OLS) aminek elénye,
hogy kozel elfajulé matrixokra is hasznalhatd, szemben a maximum likelihood el-
jarassal, ami ilyenkor nem konvergdl. Lehet6ségiink van a hagyoméanyos fotengely
(principal axes) mddszert is véalasztani, ami a korreldciés matrix sajatérték felbon-
tasabol iterativ eljarassal dolgozik. Végiil a sulyozott legkisebb négyzetek mddszere
is valaszthato. Itt a korreldcidés matrix inverzének a diagonalisa adja a sulyokat,
ami azt eredményezi, hogy a kisebb kommunalitasu valtozok silya novekszik.
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Scree plot parhuzamteszttel
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4.15. dbra. A targy-szimpatia scree dbraja és a parhuzam (parallel) teszt

2. 'n.iter’: megadja a faktorsilyok konfidencia intervallum szamitasahoz hasznalhato
bootstrap iterdaciok szamat. Ennek alkalmazésat a részvényadatokon illusztraljuk.
A 4.16 abra az els6 10 részvényre adja meg a 3 faktor silyat és a kapott konfidencia
intervallumokat.

3. ’scores’: kiilonb6z6 mddszereket valaszthatunk az egyedi faktorscore-ok becslésére.
A Bartlett score abbdl indul ki, hogy ezeknek egyetlen véletlen eleme a W;, amely-
nek kovarianciamatrixa W. Ha ezt ismertnek tételezziik fel, akkor explicit megkap-
haté a likelihood becslés, egyébként pedig a ¥ becslésbdl kiindulva hasznalhatjuk a
moddszert. A Thurstone féle regresszios modszer is klasszikus és gyakran hasznalt.
Végiil a Berge féle eljaras elénye, hogy megorzi a korreldciostrukturat: a faktorscore
értékek korrelacidja ugyanakkora lesz, mint maguké a faktoroké. Ez a leginkabb
javasolt a tipikus esetekben, de kozel elfajult problémakra nem hasznalhato
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Cogfficients and bootstrapped confidence interwvals
low WL33 upper low WL31 upper low WLZ:Z upper

WY1l 0.52 0.56 0.61 0.35 0.392 0.45 0.26 0.30 0.36
Vi 0.33 0.38 0.45 0.5 0.52 0.63 0.21 0.23 0.38
Vi 0.36 0.44 0.54 0,15 0.23 0.37 0.14 0.13 0.23
Y4 0.10 0.15 0.20 0.09 0.1 0.30 0.58 0.66 0.71
V5 0.35 0.45 0.57 0.24 0.31 0.43 0.12 0.24 0.31
Vo o 0.32 0.42 0.53 0,25 0.33 0.46 0.13 0.23  0.30
Vw7 o.e7 0.72 0.7%e 0.12 0.1 0.32 0.14 0.12 0.2Z5
Vi 0.41 0.46 0.51 0.39 0.44 0.51 0.21 0.26 0O.33
VI 0.42 0.45 0.54 0,22 0.26 0.36 0.17 0.21 0.27
Vio 0.z24 0.29 0.33 0.09 0.14 O0.22 0.21 0.26 0O.3:2

4.16. dbra. Az elsd 10 részvény faktorsilyai és a hozzdjuk tartozé 95%-os konfidencia
intervallumok

4. ’rotate’: a korabban emlitettek mellett szamos forgatasi moédszer alkalmazhaté. Az
alapértelmezés az 'oblimin’.

5. ’alpha’: a root mean square error of approximation (RMSEA) konfidencia interval-
lumanak megbizhatésagi szintje. Ez a teszt azt vizsgdlja, hogy a modellbol kapott
kovarianciamatrix-becslés elég kozel van-e a tapasztalati kovariancia matrixhoz.
Minél kisebb az RMSEA érték, anndl jobb az illeszkedés (pl. 0.05 lehet egy tipikus
alpha érték). Bér a tapasztalataink a részvény-adatainkkal azt mutatték, hogy ez
nem egy eros teszt: még az egy faktor esetén is csak 0.04-re nétt az RMSEA.

Megjegyezziik, hogy az ilyen egyszeri feladatoknal, mint példdul a 6 dimenzids targy-
adatbazis, nincs jelentdsége a modszer valasztasnak.

A ’fa.diagram’ fiiggvény abraja szemléletesen mutatja az egyes faktorok jelentését. A
tantargy-adatbazisra ez a 4.17 dbran lathato.

Hasznos abra a ’cor.plot’; ami a korrelacio értékeit teszi szemléletessé. A tantargyakra
még a szamokat (a korrelacié szdzalékos értékét) is érdemes volt feltiintetni (4.18 abra).
Jol elkiiloniil a két faktor.

A részvény-adatoknal mar nincs ilyen egyértelmii struktira, ezért ott nem az ere-
deti adatokra, hanem a faktoranalizis eredményeként kapott objektumra hivtuk meg a
rajzolét. Itt (4.19 dbra) az egyes faktorok legfontosabb komponensei figyelhetéek meg
jol.

Ha a bevezetoben emlitett mdédon szeretnénk a forgatdasok koziil véalasztani, akkor
el6szor alkalmazzuk az oblimin forgatdst. Az eredményt a 4.20 abra foglalja Ossze. A
méasodik tablazat azt mutatja, hogy jelentosek a korrelaciok, tehat érdemes ezt a médszert
alkalmazni.
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Ha viszont a tantargyak kedveltségét nézziik, akkor a 4.21 abra tablazata szerint kicsi
a korrelacio a faktorok kozott, ezért ebben az esetben ortogondlis forgatas is elég.

Osszehasonlitas

Mivel itt a szokottnal is tobb lehet6ség van a faktorok meghatarozasara, ezért érdemes

Factor Analysis
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4.17. abra. A tantargyak 2 faktoranak diagramja

roviden kitérni a modszerek osszehasonlitdsara.

Ha a futdsi idé a f6 szempont, akkor a tapasztalt sorrend (a részvény-adatainkon

tesztelve, 5 faktorral):

1. factanal
2. fa(fm="pa”)
3. fa(fm="ml")
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4.18. dbra. A tantargyak korrelaciés diagramja

4. fa
5. fa(fm="gls”)
6. fa(fm="wls")

Az eltérés kb. 3 és félszeres az els6 és az utolsé kozott (0.2 sec vs 0.7 sec). Azonban
legtobbszor nem a sebesség, hanem az eredmény pontossiga a lényeges szempont. A sok
mabdszer 1ényegében két kiilonoboz6 eredményt adott: az elézd felsorolasbol az 1.,3. és
4. mobdszer a "klasszikus” megoldast, mig a 2., 5. és 6. eljaras egy masikat. Az eltérés
persze nem meglepd, hiszen lattuk, hogy a faktoranalizis feladatdnak megoldasa nem
egyértelmii. Ha a forgatast is megvaldsitjuk, akkor a kiilonbség értelemszeriien eltlinik.
A gyorsasagi sorrend kicsit megvaltozik (varimax forgatasra):

1. factanal

2. fa(fm="pa”)

87
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4.19. dbra. A részvények korrelacids diagramja a faktorok szerint

MR1 MRE:2 MRS

35 loadings 10.06 7.16 4,68
Proportion Var 0o.20 0.14 0.09
Curilative Var 0.20 0.34 0.4949
FProportion Explained 0.46 0.33 0.21
Curilative Proportion 0.46 0.79 1.00

With factor correlations of
ME1 MEZ HME3
ME1 1.00 0.72 0.68
MRz 0.7z 1.00 0.59
ME3 0.65 0.592 1.00

4.20. abra. A részvények oblimin forgatassal kapott faktorai és korrelacioik

3. fa(fm="ml")
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MLz HML1

35 loadings 2.14 1.54
Froportion Var 0.36 0.31
Cummlative Var 0.36 0.66
Froportion Explained 0.54 0.406
Cumilative Froportion 0.54 1.00

With factor correlations of
MLz HL1

MLz 1.00 0.21

ML1 0.21 1.00

4.21. abra. A targyak kedveltségére oblimin forgatassal kapott faktorok és korrelaciéik

4. fa(fm="gls”)
5. fa(fm="wls")

6. fa

Erdekes, hogy az alap ’fa’ kivételével inkdabb kevesebb, mint tobb id6 kell a forgatott
megoldas megtaldlasahoz.

A fentiek alapjan Osszefoglalhatjuk a tanulsdgokat: érdemes a beépitett ’factanal’
fiiggvénnyel kezdeni az elemzést. Ha miikodik a maximum likelihood becslés és kielégitd
eredményt ad a varimax (ortogondlis) forgatds , akkor méar csak az optimélis faktorszamot
kell megkeresniink, példaul az nFactors csomag modszereivel. Ha viszont tovabbi szami-
tasokra van sziikség (példaul mas forgatasokra is kivdncsiak vagyunk), akkor érdemes a
psych csomaghoz és az ott megtaldlhato szamos opcid egyikéhez fordulnunk.
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5. fejezet

Tobbdimenzios regresszio

5.1. Bevezeto

A rejtett valtozokkal valé modellezés tovabbfejlesztése a regresszidanalizisnek és azok-
nak a modelleknek, amik a klasszikusnak mondhaté fékomponens és faktoranalizisben
valamint kanonikus korrelacioban lelhet6ek fel.

A rejtett valtozdkkal valé modellezés roviden a kovetkez6 modon foglalhatd Gssze: ”Azt
feltételeziik, hogy a megfigyelheto valtozék kozt azért van korrelacio, mert a fiiggo val-
tozdk mogott olyan kozos valtozok vannak, aminek esetleg véletlen hibaval ugyan, de
mindegyikiik a fiiggvénye.”

Ebben a részben harom modell numerikus kezelésének lehetoségeire tériink ki.

Az els6 részben bemutatjuk a PLS modellt (5.2), ami arra alkalmas, hogy hattérkompo-
nensek feltételezése mellett adatszegény helyzetben regressziot alkalmazzunk. A masodik
részben (5.3) a PATH modellezéssel foglalkozunk. Ez arra alkalmas, hogy sok lehetséges
magyarazo valtozo mellett egy feltételezett strukturaban a fiiggés modellezését egyszert
regressziokra vezethessiik vissza. Végiil a harmadik részben (5.4) a SEM modelleket is-
mertetjiik. Ezek a modellek bizonyos értelemben a legaltalanosabb latens valtozdkkal
vett linearis modelljei lehetnek az adatainknak.
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5.2. Parcialis regresszio

5.2.1. Miért van sziikség a PLS modellre?

A linearis regresszié modszerével megoldhat6 feladatok esetén — klasszikus esetben —
azt feltételezziik, hogy p magyardzé valtozoéra és 1 magyardzandd valtozora n megfigye-
lésiink van. Tovabba azt is feltételezziink, hogy a célvaltozé értékeit az n x 1 méreti Y
vektorban, a magyarazé véltozok értékeit (egy csupa 1-esekbdl all6 oszloppal esetleg ki-
egészitve) az n X p méretli X métrixban osszefoglalva, tovabba (-val jelolve a magyarazé
valtozok (és az esetleges konstans) szorzétényezdjébol képzett p x 1 méretii vektort, a

Y=XG+e

egyenlOség teljesiil. Az itt szereplé n x 1 méretii e vektor az €1, ..., &, hibavéaltozok mérés-
kori értékeit tartalmazza. Ezek az € valtozok a célvaltozok megfigyelt értékeit terhelik.
Feltételezziik roluk, hogy fliggetlenek és azonos eloszlastak. A szérasuk egy ismeretlen
0., és az eloszlasukrol gyakran azt is feltessziik, hogy az a normalis eloszlas.

A fenti egyenlet legkisebb négyzetek feltételezésével vett megoldasa a B = (XTX)"'1XY
az (XTX)"Y|Y — XB||/(n — p) értékkel becsiilt kovariancidgval. Mint lathaté, e kép-
letek alkalmazhatésdgahoz sziikséges az (X7 X)™! invertdlhatésdga. Aminek elégséges
feltétele, hogy az X7 X teljesrangti legyen. Azaz az invertalhatésdghoz legalabb annyi
megfigyelésre van sziikség, mint ahany becsiilt paraméter van. Ez a feltétel statisztikai
szempontbdl igen sziikos feltétel. Hiszen a B becslés variancidja a o2(X7X)~!, aminek
a nagysagrendje O(1/n) és ezen lényegesen az sem véltoztat, hogy a o. szérast becsiilni
kell. A feladat persze elvileg akkor is megoldhatd, ha az X7 X szinguldris: altaldnositott
inverz segitségével az eredmények igen gondos értelmezése mellett.

Ugyanakkor a gyakorlatban igen tipikus, hogy a p nagy és az n kicsi. Azaz, hogy egy-egy
egyedre (esetre) vonatkozdan az esetszamhoz viszonyitva viszonylag nagyszamu mérés &ll
rendelkezésre. Példaul, mert tobb egyed megvizsgalasa tulzottan koltséges volna. Vagy,
mert esetleg nincs is, nem is ismert néhanynal tobb eset.

A fejezet végén két példat ismertetiink. Mindketto jol illusztralja a nagy p és a kis n
esetét. Az egyik esetben a PET szdlak infravoros képe alapjan a szal striségét akarjak
megadni. A masik esetben olivaolajok kémiai és élvezeti értéke kozti kapcsolatot keresik.
A PET szalak esetén a spektrométer igen nagy mennyiségben ontja egy-egy mintdval
kapcsolatban az adatokat. Az altalunk feldolgozandé adatsorban 1-1 szalra vonatkozoan
268 spektralis adat van. Ugyanakkor a szalfajtdk szdma véges. Esetiinkben 28. Vagyis
ha ehhez a feladathoz akarnank ‘klasszikus’ médon nytlni, akkor egy 268 x 268 méret1i,
legfeljebb 28 rangi matrixot kellene invertalni. Az oliva esetén a probléma statisztikai
szempontbdl hasonld, noha az elvileg még megoldhaté volna a klasszikus modon. Ott
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ugyanis n = 16 kiilonb6zo6 oliva van, és azoknak a szempontoknak a szama, amikbdl egy
oliva értékelédik (szubjektivak illetve kémiai-fizikaiak) p = 11. Ebben az esetben azt
reméljiik, hogy az a PLS moddszer amit most ismertetiink, megfelel6 értelmezés mellett
stabilabb modellt szolgaltat. [20]

A parcidlis legkisebb négyzetek mddszere ugy oldja meg a ‘nagy p, kis n’ problémat,
hogy a regressziét nem kozvetlen a mért magyarazéd valtozék szerint veszi. Hanem elobb
néhany latens (hattér) valtozdt képez a mérheté magyardzé véltozokbdl, majd a célval-
tozéknak ezekre a latens véaltozokra vonatkozd regresszidjat tekinti.

A PLS médszer tehat igen hasonlit arra, mintha elébb vennénk a magyarazé valtozok
fokomponenseit, vagy egy faktormodell szerinti faktorait, utébb pedig a célvaltozoknak
ezekre a fékomponensekre, faktorokra nézve vennénk a regresszidjat. Csakhogy mig a
fokomponensek, faktorok — a modell és a becslésiik szerint is — kizardlag a magyarazo
valtozéktol fliiggnek, addig a PLS latens valtozdi a célvaltozotdl is fiiggenek. Ugyanakkor
a PLS latens valtozé rendszere a kanonikus korreldcié jobb és baloldali faktoraival sem
azonos. Ugyanis a kanonikus korrelacié faktorai a szimmetrikus szerepii célvaltozdk és
magyarazo valtozok korrelacidit kozelitik. Mert a kanonikus korrelacié esetén annak a
kozos tényezonek a megjelenitése a cél ami a két valtozocsoportban egyszerre van jelen.
Ugyanakkor a PLS latens valtozoit azzal a céllal konstrualjuk, hogy a segitségiikkel a
magyarazo valtozdk alapjan a célvaltozok értékét modellezziik. Tehat a PLS konstruk-
cidjakor egyfelol megmarad az aszimmetria a magyarazo és a magyarazott valtozo kozt.
Masfel6l a modellezend6 nem a kozos rész, hanem a célvaltozé értéke.

5.2.2. A PLS komponensek definiciéja

Legyenek Y7,Ys, ..., Y, a magyarazott célvaltozék és legyenek Xi, X5, ..., X,, a ma-
gyarazé véltozok. Legyen egy p < m esetén 11, ...,T, az X-ek egy-egy (egyel6re nem
definialt) linearis kombinaciéja. Tekintsiik j = 1,...,k esetén ¢ = 1, ..., n-re az

Yii=Bjo+ BiiTi + BT+ ... + B p T + €

regresszids egyenleteket, ahol a 3,0, 8;1, ..., B ismeretlen egyiitthatok, és az e;; a reg-
resszios hibatag. Az Y véltozé i. komponensének a becslése i = 1, ..., n-re a j. regresszi-
6val nyert o, ..., 3;, becslések alapjén a

Y/]z = Bj,o + Bj,lTl,z’ + Bj,2T2,i + ...+ Bj,pr,i-

Az igy nyert becsléseket nevezik pls regresszionak, pls modellnek, és a Ty, k= 1,...,p
linearis kombindcidékat pedig a modell pls komponenseinek.
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Lathatd, hogy a pls regresszié a magyarazé valtozokon vett regresszié helyett a kompo-
nensek szerint vett regresszio.

Tekintsiik részletesebben a k = 1 valtozés esetet! Ebben az esetben a kordbban Y;i-el
jelolt valtozot elég Y-nal jelolni. Mivel a j-re, mint az Y-ok indexére a tovabbiakban
nincs sziikség, a j-t a tovabbiakban az X-ek indexelésére, és a szintén foloslegessé vald
k-t pedig, — az ¢ mellett — a sorok indexelésére fogjuk hasznalni.

Egy olyan algoritmust mutatunk, ami a komponensek egy lehetséges definicidja. Ez az
algoritmus a komponenseket egy iterativ, lépésenkénti modszerrel hatarozza meg. Mind-
egyik lépésben egy 4j T' komponens keletkezik. A lépések soranaz Y ésaz X;, 7 =1,....,m
értéke valtozni fog. Azt, hogy az adott valtozé hanyadik 1épésben kapott értékérol van
sz0, egy 1j, zardjelbe tett index fogja jellni.

Legyen Y(g) =Y, azaz az Y-nak a 0. 1épés utani értéke legyen az a vektor amit a megfi-
gyelt célvaltozo értékek alkotnak, és legyen hasoné médon Xj) = X; a j = 1,...,m-re.
A 0 itt nem egy lecstszott fiiggvény argumentum, hanem annak a jele, hogy a 0. 1épésnél,
az els6 1épés el6tt tartunk. A 0. 1épés kiilonbozik a tobbitol.

Legyen Y1), = Yi0): — Yopey Yioyu/n és j = 1,...,mre az X0y, = X — > ey Xij/n.
Azaz centraljuk az Y és az X valtozokat!

Az Y(y) és j =1,...,m-te az Xj() vektorok a 0. 1épés termékei.

Itt az (1) index azt jeloli, hogy mér az els6 1épés elejénél tartunk.

Tegyiik fel, hogy mar az £. 1épésnél tartunk.
Megmutatjuk, hogy hogyan kell képezni a Ty komponenst, és hogy hogyan kell el6allitani
annak segitségével az Yoy és a X1y, j = 1,..., m vektorokat.

Legyen j = 1,...,m-re az X bj, az Yy regresszidja az Xj)-n, azaz legyen
bie = (X0 Xj0) ™ Xj0 Vo)

J

Mint lathaté, itt egy egydimenzids regressziorol van szd!
Legyen a T; ezeknek az X b, valtozéknak a w1, ..., wy, sulyokkal vett atlaga, azaz
legyen

m
Ty =Y we;iXjbj.
j=1
Az Y441y az az Y{y)-beli informdcid, amit az igy definidlt T, nem magyardz meg, azaz a

P, =1-T/(T/T,)"T}
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jeloléssel legyen:
Yier)) = Yoo = T(T, T)"'T; Y}y = PiYy.

Az Xjeq1), j = 1,...,m pedig legyen az az informdcié amely még nem volt benne a
Ty-ben, azaz legyen:

X1y = Xy = T(T]T) " T X0y = PiX (o).

Ezutén az algoritmus az ¢ 4 1. 1épéssel folytatédik mindaddig, mig a kivant komponens
szamot el nem érjiik.

A PLS komponensek ugyanezen definicigja megadhaté nem szukcessziv mddon is. Azért
valasztottuk ezt a lépésenkénti mddszert, mert igy a 7" komponensek tulajdonsigai job-
ban latszanak. Tébbek kozt az példaul, hogy a T komponensek korreldlatlanok.

5.2.3. PLS modellek a gyakorlatban

A 'pls’ [26] kiegészités programjait hasznaljuk. A program nem tartozik az R-project
alaprendszeréhez. Ezért kiilon installalni kell. Es a

require(pls)
paranccsal be kell télteni. Betoltéskor megkapjuk a
The following object(s) are masked from ’package:stats’: loadings

iizenetet is. Kz nem problémat jelez, hanem azt, hogy a tovabbikban a ’stats’ cso-
mag "loadings()’ rutinja helyett a 'pls’ csomag "loadings()’ rutinja fog elindulni a 'load-
ings()’” parancs hatdsara. De a ’pls::loadings()’ igy van megirva, hogyha az argumentu-
maba "factanal” vagy "princomp” osztalyu valtozd keriil, akkor atadja a végrehajtast a
'stats::loadings()’ szamara.

NIR spektrumadatok feldolgozasa

Példaként a ’yarn’ adathalmazait dolgozzuk fel. Ez a ’data.frame’ egy 3 elemi lista.
A ’yarn’ els6 eleme egy 28x268 méretii adatmatrix, ami 28 PET fonal esetén mutatja
a szalak NIR (near infra red, kozel infravoros) képét. Ezt, a minden szélra 268 elemii
intenzitasvektort roviden NIR spektrumnak fogjuk nevezni. A masodik elem egy lista
ami mind a 28 szalra megadja a fonal tényleges stirtiségét. A harmadik elem pedig egy
indikator, ami 2147 ardnyban felbontja a spektrumokat egy 21 elemi ‘tanuld’ és egy 7
elemi ‘teszt’ csoportra.
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Az 5.1 abra a 28 spektrum egyiittes képét mutatja: kékek a ‘tanuld’ spektrumok, pirosak
a ‘teszt’ halmaz adatai. Lathatd, hogy a ‘teszt’ halmaz spektrumai igencsak atlagosak...

3.5 —
3.0 —
25 —
20 —
1.5 —
1.0 —
0.5 —
0.0 —

0 50 100 150 200 250 268

5.1. abra. Szalstirliség becsléséhez hasznalhato 28 NIR spektrum egyiites képe

Futtassuk le a

data(yarn)

M <- plsr(density ~ NIR, ncomp=6, data = yarn, method="oscorespls")
summary (M)

coefplot(M, ncomp = 1:6)

predplot (M,ncomp=1)

parancsokat. Két abrat és egy tablazatot nyeriink.

A paraméterezésen lathato, hogy 'ncomp=6’ komponenst kértiink. A modszer megadéasa-
val a 'plsr()’ rutint arra utasitottuk, hogy az 5.2.2 elméleti részben ismertetett ortogondlis
vetitési médszerrel éllitsa el6 a komponenseket. Az els§ tédblazat a 'summary()’ kifrdsa:

Data: X dimension: 28 268
Y dimension: 28 1

Fit method: oscorespls
Number of components considered: 6
TRAINING: % variance explained

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps b5 comps 6 comps
X 46.83 98.38 99.46 99.67 99.85 99.97
density 98.12 98.25 99.64 99.97 99.99 99.99
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Ezen a kifrdson latszik, hogy mar az elsé¢ hdrom komponens tébb mint 99%-ban interp-
retalja az X, azaz a spektrum és a fonalstiriiség adatokat. Erdekes megfigyelni, hogy az
X-re nézve a masodik komponens tobb informaciét tartalmaz mint az els6: 47% a 52%-al
szemben. A komponensképzés szukcesszivitdsa folytan, ha az 'ncomp=6’ helyett kisebb
vagy nagyobb értéket vélasztottunk volna, akkor ugyanezeket a 'variance explained’ ér-
tékeket kaptuk volna, csak esetleg az alabbi sort még nagyobb szdmokkal kiegészitve.

Az 5.2 dbra azt mutatja, hogy a komponensek a spektrumnak mely részeitdl fiiggnek.

| | | | | | |
0 50 100 150 200 250 268

5.2. dbra. A 6 PLS komponens loading értékei a frekvencia fiiggvényében

Az 5.3 abran 28 piros potty lathatd, mert 28 szalstirtiséget vizsgaltunk. Az dbra x ten-
gelye azért fut 0-t6l 100-ig, mert a megadott stiriségértékek is ebben az intervallumban
valtoztak. A kék vonal felel meg a hibatlan predikciénak.

Marketing adatok feldolgozasa

A 'pls’ csomagban taldlhato "oliveoil” adatsor 16 olivaolajra vonatkozdan tartalmaz ada-
tokat. Ez egy 11 oszlopos ’data.frame’, és mint az a sorok neveibdl kiolvashaté, az olajok
koziil 5 gordg, 5 olasz és 6 spanyol.

Az egyes oszlopokban a 16 oliva kiilénb6z6 szempontok szerinti jellemzése talalhato.
Ezek koziil 5 fizikai-kémiai és 6 érzékelési jellemz6. A kémiai (chemical) tulajdonsdgok:
Acidity’, ‘Peroxide’, ‘K232’, ‘K270’, ‘DK’ . Az érzékelési (sensory) tulajdonsigok: ‘yel-
low’, ‘green’, ‘brown’; ‘glossy’, ‘transp’, ‘syrup’. A kémiai véltozok neveinek kezdete:
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5.3. dbra. A szalstriiségnek a mért és az egy komponensi PLS modell szerinti értékei

‘chemical.’, az érzékelésieké ‘sensory.’. Ennek az elnevezési konvencionak az eljarasok
paraméterezésekor van jelentosége. Mindegyik folytonos skalaji adat.

Futtassuk az alabbi programsorokat!

data(oliveoil)
M <- plsr(sensory~chemical,ncomp=4,scale=TRUE,data=oliveoil)

summary (M)

loadings (M)
W<-M$scores
plot(W[,1],W[,2],t="n")
text(W[,1],W[,2],labels=rownames (W) ,col=’olivedrab’)

A program az ’oliveoil’ adatok aktivalasa utdn egy 'pls’ modellt illeszt. Az eredmény
objektumra alkalmazott 'summary()’ eredménye a kovetkezo:

Data: X

Y dimension:

16 5
16 6

dimension:

Fit method: oscorespls

Number of

TRAINING:
1

X

yellow

components considered: 4

% variance explained

comps 2 comps 3 comps 4 comps
57.79 79.09 95.56 98.25
45.88 50.53 53.15 53.74
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green 40.33 47.21 47.89 48.52
brown 29.80 52.90 77.10 78.39
glossy 47.14 52.22 52.27 52.27
transp 43.57 44 .98 44 .98 45.15
syrup 40.15 50.35 52.29 55.50

Lathatd, hogy a mddszer a ‘transp’ attetszoségi tulajdonsagot kozeliti a legrosszabbul.
Az alabbi tablazat a skaldazas nélkiili loadingokat mutatja. A hidnyos kiiras oka, hogy az

adott poziciéba .1-nél kisebb szém keriilne. Igy pontosan latszik, hogy az elsé komponens
lényegében a ‘Peroxide’, a masodik az ‘Acidty’ és a ‘K232’ stb.

Loadings:

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5
Acidity 0.961 -0.469
Peroxide -0.999
K232 0.306 0.891 0.215
K270 -0.974 -0.110
DK -0.994

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5
SS loadings 1.003 1.029 1.020 1.001 1.000
Proportion Var 0.201 0.206 0.204 0.200 0.200
Cumulative Var 0.201 0.406 0.610 0.811 1.011

Az 5.4 dbran az olajoknak a terméteriiletet is jelz6 kédjai lathatéak. A G1,...,G5 kodok
gorog, az I1,...,I5 kodok olasz, és az S1,...,56 kédok pedig spanyol olivaolajokat jelolnek.
A kodok helyét azok a szkérok adjak amit a kémiai adatokbdl képzett elsé két PLS kom-
ponens hataroz meg. Erdekes, hogy vajon milyen masodlagos informécié okozza, hogy a
16 olaj a normalizalt score térben lényegében a termoteriiletek szerint csoportosul.

Az adatbazis PLS komponenseit animécioval is megvizsgalhatjuk. A cimen sorra kihagy-

hatjuk a 16 oliva egyikét és megkapjuk a megmaradd 15 vektor els6 két PLS komponensét.
Az 5.5 abra egy példa a lehetséges eredmények koziil.
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5.4. abra. A 16 olivaolaj érzéki értékelésének elsé két PLS komponens szerinti szkérja

Parcialis regresszio

A kihagyott minta sorszama 15 olivaolaj elsé két PLS komponense
1 4 18
g

W, 2]

<10 -05 00 05 1.0 15 20

5.5. abra. A 16 olivaolaj koziil egyet kihagyva kapott két PLS komponens szerinti szkérok

5.3. A path analizis

A path analizis médszerét magyarul it- vagy pélya- analizisnek de — talan jobban idézve
az eszkoz hangulatat — 6svény modszernek is nevezhetjiik. A szonak az adott mddszer
vonatkozasaban nincsen altalanosan elfogadott forditdsa. Elvileg gyalogutat, utvonalat,
palyat stb jelent. A helyes kiejtése nagyon kilog a magyar beszédbol. Am ha népi
etimoldgiaval — az angol szot magyar sportszova ferditjilk — nem képzavar, ha passz
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analizisr6l beszéliink. Hiszen e médszer keretében pont azt vizsgaljuk, hogy egyik valtozo
a masiknak hogyan passzolja az informaciot...

Ca

|

a1

X1

X2

5.6. abra. Egy altalanos path diagram

Az elnevezés abbdl a szemléletes képbol szarmazik, hogy a magyarazandoé valtozd vélet-
lensége nem az Osszes magyarazé valtozébol szarmazik kozvetleniil. Hanem tgy, hogy
egyes magyarazo valtozok mas magyarazé valtozokat magyaraznak, majd az igy részben
megmagyarazott valtozok magyaraznak tjabbakat stb és végiil a célvaltozot ezek a rész-
ben magyarazott valtozok magyarazzak.

Az angol elnevezés tehat azt fejezi ki, hogy a path mddszerrel eléallitott modell esetén
tobb 1épésben, részben megmagyarazott valtozokon keresztiil jutunk el a célvaltozd ma-
gyarazatahoz.

A path analizis a legegyszeriibb formajaban nem tobb, mint egy egyszerti regresszié so-
rozat. Torténetileg elészor a [37] cikkben jelent meg.

Igen fontos, hogy mar a path analizis mddszerével vald ismerkedés kezdetén felhivjuk a
figyelmet a kovetkezd két fontos negativ allitasra. Az egyik, hogy az adatoknak a path
modell globalisan nem feltételen pontosabb modellje mint egy egyszert regresszio. A
masik az, hogy az ha a modell diagramjaban egy nyilat latunk az egyik valtozobdl a ma-
sikba mutatni, akkor az nem feltételen jelenti, hogy az egyik valtozo altal leirt jelenség
a masik altal leirtnak barmely mértékben is az oka volna.
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Ugyanakkor, mint az az idézett 6scikk cimébdl is lathato, a modszert klasszikusan 0ssze-
kapcsoljak az ‘ok’ illetve az ‘oksag’ keresésével. Ez indokolt is, de csak olyan mértékben,
hogy az adott struktira mellett, az adott mértékben oka az egyik valtozd a masiknak.
Ugyanis a modellt legtébbszor adott struktira mellett illesztjiik: a mddszer szdméara a
struktira és a struktiraban szerepld valtozok kovariancidja (korrelaciéja) bemend adat.
El6fordul ugyan, hogy az adatokra tobbféle modellt illesztiink. Amde az adatokra tipikus
esetben tobb modell is ugyanolyan jél illeszkedik. Egyébként pont ez az utobbi tény az
amit a modszer eredményeit tulzott kétkedéssel fogaddk kiemelnek.

5.3.1. A PATH torténet

A path modell illesztés referencia eljarasanak a KG. Joreskog és D. Sorborn éltal szerkesz-
tett, a keletkezési datumat tekintva a 70-es évekre datalhaté LISREL program tekinthetd
[21]. Ennek a programnak valamilyen varidnsa szinte minden fontosabb statisztikai prog-
ramcsomagban fellelhet6. A path mddszerek egyik gyokere a mar emlitett egymasutan
csatolt regresszio sorozat, ami mint majd lathatjuk csak kiilénleges esetekben illesztheti
az indikatorok korrelaciéo matrixat hibatlanul. Ezért mar a kezdetekkor felmeriilt a glo-
balis illesztés igénye, aminek altaldnos modszere példaul a legkisebb négyzetek modszere
vagy a maximum likelihood technika. A path mddszerek masik gyokere a fokomponens
analizis és a faktoranalizis. Mindketto tekintheté tigy mint a latens véltozokkal vald
modellezés prototipusa. Az R -ben harom fontosabb program alkalmas path modellek
illesztésére: a 'sem’; a ’lavaan’ és a ’lava’. Fzek koziil sajnos csak az utébbinak van
grafikus kimenetele. A 'sem’ programmal gy tudunk képeket eléallitani, hogy a csomag
'path.diagram()’ eljarasaval egy olyan programot készittetiink, amit a ’graphviz’, szabad
grafikai program értelmezni tud. Az 5.16 abra egy példa a ’lava’ altal készitett grafikara,
az 5.17 abra pedig egy ’sem’+’graphviz’ eszkozokkel 1étrehozott grafika.

5.3.2. A PATH fogalmak

Az 5.7 dbra az egyik legegyszeriibb path diagramot mutatja. Ezen az lathato, hogy ha-
rom valtozo van a rendszerben. A megfigyelt X és Y, valamint az Y strukturalis hibaja (.
A megfigyelt valtozokat a path diagramokon négyzetekbe szokds irni. A nem-megfigyelt
modell altal feltételezett strukturalis valtozokat pedig korokbe, vagy ellipszisekbe. Az
egyéb valtozék, mint itt az szereplo ( strukturalis hiba, keretezés nélkiil nyillal csatla-
koznak a megfelel6 megfigyeléshez.
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5.7. abra. Az egyviéltozos linedris regresszié path diagramja

Az 5.7 abranak megfelel6 egyenlet tehat a kovetkezo:
Y =0X+a+(,

vagyis egy egyszeri regresszi6 az X magyarazo valtozoval az Y célvaltozoval és a ¢ hiba-
val. A path modell a lényegét tekintve kovariancia modell. Van olyan variansa amelyik
a valtozok varhaté értékének a modellezését is tartalmazza, de mi a tovabbiakban az
egyszerliség kedvéért csak azokat az eseteket vizsgaljuk, amikor minden a modellben sze-
replé valtozo varhato értéke 0. Egy tovabbi egyszeriisitést is alkalmazunk: feltessziik,
hogy mindegyik valtoz6 standardizalt, tehat hogy mindegyiknek a szorasa 1.

A mondott egyszertisitések mellett — felhasznalva a legkisebb négyzetek modszerével
vett regresszido megoldd képletét — kozvetleniil adodik, hogy:

v=0b=cor(Y,X),
és persze a = 0.

Vegyiik a ’datasets::ability.cov’ adathalmazt. Ez egy 6 x 6-os kovariancia matrix 112
személy vizsgalata alapjan, a kévetkezo tulajdonsagokra vonatkozdan. Altaldnos inteli-
gencia szint (‘general’), kép kiegészitési képesség ('picture’), diagamok értése ("blocks),
utveszték megolddsa (‘maze’), olvasds értése (‘reading’), szdkincs ('vocab’). Az ’abi-
lity.cov’ véltozé maga egy 3 elemi lista. A harmadik eleme (*$n.obs’) mutatja, hogy
az adatok 112 megfigyelésbdl szarmaznak. A ’$center’ eleme tartalmaznd elvileg, hogy
mennyi volt az egyes koordinatak atlaga. De sajnos ez, ebben a véltozéban azonosan
nulla. Ami arra utal, hogy nincs kitoltve. Igaz, ha tényleg emiatt végig 0 a '$center’
komponens, akkor helyesebb lett volna 'NA’ értékekkel feltolteni. A ’$cov’ komponens
tartalma:

general picture blocks maze reading vocab
general 24.641 5.991 33.520 6.023 20.755 29.701
picture 5.991 6.700 18.137 1.782 4.936 7.204
blocks  33.520 18.137 149.831 19.424 31.430 50.753
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maze 6.023 1.782 19.424 12.711 4.757 9.075
reading 20.755 4.936 31.430 4.757 52.604 66.762
vocab 29.701 7.204 50.753 9.075 66.762 135.292

Ha a vélasztott adathalmazbdl YV véltozéként a ’general’ altaldanos inteligencia szintet
vessziik, és magyarazo valtozénak a 'vocab’ szdékincs valtozot, akkor a v értéke a két
valtozo korrelacidja vagyis az

r<-ability.cov$cov
r["general","vocab"]/sqrt(r["general", "general"]*r["vocab","vocab"])

utasitassal megkaphaté v = .5144 érték és a ( egyiitthatéja /1 — 42 ~ .858 . Tehét
a path diagram a megfelel6 egyiitthatokkal kitoltve:

.858

7 =5144

X Y

5.8. dbra. Az egyvaltozos linedris regresszié path diagramja a path egyiitthatékkal

Tekintsiik a kovetkezo, dsszetettebb path modellt.

¢ ¢,

| |
710 621
X0 Y1 Y2

5.9. abra. Az egyik legegyszeriibb rekurziv path modell

A path diagramokon az X-el és az Y-al jelolt véaltozok kozt alapveté funkciondlis kii-
16nbség van. Itt az elso nyil ‘értékét’ azért jeloli v, a masodikét pedig 3, mert az Y-ok
kozti egyiitthatok szokvanyos jelolése (3, az olyan egyiitthatoké pedig, amik egy X-bdl
egy Y-ba mutatnak v. Az indexek mindig azt jelolik, hogy melyik sorszamiba mutat a
vektor, melyik sorszdmibol. Ezek az indexek most elvileg foloslegesek.

A path diagramokon azokat a valtozdkat szokas X-el jelolni, amik un. exogén valtozok

indikdtorai. Azaz olyan valtozok megfigyelt értékei, amiket més valtozok nem magya-
raznak. Ugyanakkor Y-al szokas jelolni azokat a valtozokat, amik egyszerre magyarazott
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és magyarazé valtozok, azaz un endogén valtozok indikatorai.

A megnevezés, hogy egy valtozd indikdtor, azt is jelenti, hogy az adott valtozét meg
tudjuk figyelni. Az esetiinkben az exogén és endogén valtozok hiba nélkiili megfigyelésé-
rol van szé. Az mar inkabb a SEM modellek 5.4 fejezet témakore, ezért a késébbiekben
fog el6fordulni, amikor azt kell feltételezniink, hogy a vizsgélt jelenséget leird exogén és
endogén valtozokat csak hibaval tudtuk megfigyelni. Ekkor majd a megfigyelt valtozé-
kat (az indikatorokat), egy-egy A, illetve A, matrix1d linedris leképezéssel kapcsoljuk a
kozvetleniil nem-megfigyelhet6é n endogén illetve £ exogén valtozdkhoz.

A fenti modell az alabbi egyenletrendszer teljesiilését jelenti, a folosleges indexeket el-
hagyva és annak feltétlezésével, hogy a szébanforgd megfigyelt valtozdk 0 varhato érté-
kiiek és a szoérasuk 1.

Yi = 7 X+ G
Yo = BYi+G

Az egyenletek alapjan a vy, ( egyiitthatok, és a (3, (o hibdk szérasa az (Y3, Ys, X) vektor
korreldcié métrixa alapjan konnyedén meghatarozhat6. Ugyanis a fenti dbra egyben azt
is jelenti, hogy a X korreldlatlan az (i-el és a (o-vel is. Tovabba, hogy a (5 az Yi-el is
korreldlatlan.

Helyettesitsiik az Y elsé egyenlet szerinti értékét a masodikba:

Yo =y X + G+ G

Szorozzuk meg ezt az egyenletet X-szel és vegyiik a varhaté értékét. Felhasznalva a
korreldlatlansédgokat és azt, hogy D*(X) = 1 kapjuk, hogy:

E(XYs) = o(X,Y3) = Bv.

Vagyis a két valtozo kozti korreldcio a koztiik vezeto uton taldlhato konstansok szorzata.
Vagyis a diagram valtozéi kozti korrelacio meghatarozhaté a path egyiitthatok alapjén.

Ugyanakkor persze kérdéses a modell érvényessége. Hiszen mint az elobb lathattuk,
v = 0(Y1,X) és 5 = o(Ys,Y1). Tehdt a modell csak akkor lehet az adataink legaldbb
hozzévetéleg j6 leirdsa, ha o(Ys2, X) = o(Ys, Y1)o(Y1, X), ami dltaldban persze nem érvé-
nyes.

Vegyiik a kovetkez6, 5.10 diagram szerinti, 6sszetettebb path modellt!
Ez a modell a kovetkez6 egyenletrendszernek felel meg:

Yi = 7oXo+ G
Yo = 7y20Xo+ (o

104



Yz Y2 - ¢,
o
7 Y1 — ¢

5.10. abra. Két endogén valtozo kozos exogén okkal

Felhasznélva, hogy a diagram szerint a (; korrelalatlan az Xy-al és az Y -vel, és hogy
(s korrelalatlan az Xyp-al és az Y] -el, a diagramrol leolvashato az Y; és Ys korrelacidja.
Ugyanis Osszeszorozva a két egyenletet:

E(Y1Y3) = cor(Y1, Ya) = Y10720-

Vagyis most az Y] és az Y, kozti korrelaciot ugy kapjuk meg, hogy azon tton, ami a
két valtozd kozt vezet, — elébb az iranyitassal szemben, majd pedig azzal megegyez6
iranyba — Osszeszorozzuk az utbaesd’ path konstansokat.

A kovetkez6 5.11 path diagram annyiban kiilonbozik az eléz6t6l, hogy két exogén valtozo
van a modellben.

722
X2 Y2 — ¢

21

X1 =Y
711 <’1

5.11. abra. Két endogén valtozo kozos exogén okkal

Ez a modell az
Yi = Xy +72Xo+ G
Yo = 71 X5 +72Xo0+ G

egyenletrendszernek felel meg. Vizsgaljuk ebben az esetben is az Y és Y; korreldcigjat!

cor(Y1,Ys) = E(Y1,Y2) = Y1721 + Mi2Y22

Vagyis azt kaptuk, hogy a két valtozd kozti korrelacio a két valtozd kozt vezetd két uton
talalhaté path egyiitthatok szorzatanak dsszege. Itt felhasznéltuk, hogy DX, = DX, =1
és hogy cor(X;, Xo) = 0. Valamint azt, hogy a (-k és az X-k is korreldlatlanok.
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Az el6z6 modellben tehat tobbek kozt azt tettiik fel, hogy a két exogén valtozd, az X;
és az Xs korrelalatlan. Azt, ha két indikator korreldlt, a két indikatort jelolé négyzetet
0sszekoté gorbe nyillal szokas jelolni, az 5.12 abra szerinti modon.

722
< X2 Y2 — ¢

X1 =Y =
Vi 61

5.12. dbra. Két korrelalt endogén valtozo

Ez a kovetkezd valtoztatast jelenti az Y1 és Y2 korrelacigjanak kiszamolasakor, ha
cor(Xy, Xy) = o

cor(Yy,Yy) = E(Y1,Ys) = 711721EX12 + V11722 E X X 4+ 12721 B X X + V12722EX22) =

= 711721 + V117220 + V127210 + V12722

Vagyis a két valtozo kozti korrelacio ebben az esetben is a két valtozo kozti utakon vett
konstansok szorzatainak az Gsszege ugy, hogy alkalmanként a két endogén valtozo kozti
kétiranyu utszakaszt is igénybe vessziik.

Vegyiik a lényegesen Osszetettebb, 5.13 dbra szerinti modellt.

Y3 - ¢,

Y2 — ¢,

Y- ¢

5.13. abra. Harom megfigyelt endogén valtozé két megfigyelt exogén okkal

Ebben a modellben 3 endogén valtozot magyaraz 2 exogén valtozét, és azért érdekes,
mert elvileg — a haladasi irdnyok megszegésével — van Ut az Y'1 és az Y 3 valtozo kozt,
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am a két valtozd mégis korrelalatlan!

A megfelel6 egyenletrendszer az alabbi:

Yi = muXi+aG
Yo = v Xy + 722 Xo 4+ G
Y5 = v32Xo+ (s

Ennek alapjan az rogton lathato, hogy az Y; és az Y3 korrelacidja nulla. Ugyanis:
cor(Y1,Ys) = E(Y1,Y3) = E (/X1 + G)(132X2 + () =0

Vagyis, hiaba vezet Ut az Y1 valtozébdl az Y, valtozdba, a két valtozo korreldlatlan.

A fentiek alapjan méar lathaté, hogy ha az egyiitthatd szorzat-osszegeket a kovetkezd
harom szabaly szerint vett utakon szamoljuk, akkor tényleg a korrelaciot kapjuk két tet-
szOleges valtozo kozt:

Minden figyelembe vett 1t
e minden csicson legfeljebb egyszer menjen at,
e legfeljebb egy kétiranyu szakaszt tartalmazzon,

e ha egyszer mar az utszakasz iranyitasaval egyezé irdnyban haladt, akkor ne kovet-
kezzen benne a haladasi irannyal ellentétes irdanyitasu szakasz.

Végiil vegyiik az 5.14 abraval leirt, egyszerii amde mégis fontos specidlis tulajdonsagokkal
biré modellt. Ez a modell egy olyan modell, amiben egyrészt van olyan endogén valtozé
ami nem csak magyarazott, hanem magyarazé valtozd is. Masrészt a modell exogén
valtozoja tobb endogén valtozot is magyaraz. Tovabbé a diagramon van két olyan ut —
az Xog — Yy és az Xg — Y] — Yo — ami ugyanazon két csucspont kozt vezet.

Az 5.14 dbran bemutatott modell, az eddig vazolt szokasoknak megfeleléen, az

Yi = 70Xo+G
Yo = BaYi + v0Xs + G

egyenleteknek felel meg. Ezen egyenletek alapjan, de akar a path diagrambdl kiindulva
és az elozo szabalyt alkalmazva is, a valtozdk kozti korrelaciok kiszamithatoak:
cor(Xo, Y1) = 7o

cor(Xo, Ys) = 790+ V10021
cor(Yp, Y1) = B + Y0720
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5.14. dbra. Két lehetséges irdnyitott Ut az Ys-be: az Xg — Yy ésaz Xog — Y] — Y5

Megjegyzendo, hogy itt példaul nem szerepel az Xy — Y5 <— Y'1 tt. Ugyanis ezen az els6
szakasz olyan, hogy az irdnyitas a mozgas iranyaval egyezo, amde a kovetkezo iranyitasa
mar a mozgassal ellentétes irdnyd volna.

Ha a mérések korreldcié matrixa példaul a kovetkezo:

1 .292 495
cor(Y1,Yo, X) =1 292 1 398 |,
495 398 1

akkor a kovetkezd Osvény egyiitthatok adddnak: 9 = .495, v = .336, B21 = .126.
Tovébba a (; szérdsa .869 (vagy ha gy vessziik, hogy a (; szérédsa is 1, akkor ez az
egyiitthatdja), és a (o-¢ pedig: .933 (ezeket az adatokat irtuk be az 5.15 abra els6 mo-
delljébe is).

Ha hasonlé médon ugyanehhez a korrelaciéo matrixhoz illesztjiik az 5.15 abran lathaté
tovabbi két modellt is, akkor azt tapasztalhatjuk, hogy a korrelacié métrixot mindharom
modell hiba nélkiil reprodukalja! Ez, az esetleg meglepd tény egyaltalan nem ritka eset.
Igen széles korben vannak egyforman jol illeszkedd modellek, s ez a tény nem puszta
érdekesség.

Harom teljesen azonos strukturdju modellrdl van szé. Csak az véltozik, hogy a korab-
ban felirt egyenletek egyes valtozoinak szerepében melyik mért valtozot alkalmazzuk. A
5.15 dbréan a modellek gy vannak felrajzolva, hogy a mért valtozék nem valtoztatjak a
helyzetiiket. ‘Csak’ a betlizés van megvaltoztatva annak a szerepnek megfeleléen, amit
az adott mért valtozd a kordbban felirt egyenletekben jatszik. Azaz példaul az els6 két
modell szerint ugyanaz a mért valtozd az exogén valtozo, mig a két endogén valtozo
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5.15. dbra. Harom hibéatlanul illeszked6 modell ugyanarra a korreldcié matrixra

szerepet cserél. A harmadik modell pedig abban kiilonbozik az els6tol, hogy ott az egyik
kordabban endogén véltozé exogén szerepbe keriilt.

Vagyis az elso két modell kozt mindossze annyi a kiillonbség, hogy a két endogénnek vett
valtozé koziil melyik az oka a masiknak?! Az eredmény tehdat — nevezetesen az, hogy
mindkét modell hibatlanul reprodukalja az indikatorok korreldcié matrixat — azt mu-
tatja, amit mar kordabban is emlitettiink: pusztan egy modell illeszkedése alapjan nem
feltétlen dontheto el, hogy az egyik valtozo ‘oka-e’ a masiknak!

A path modellek bemutatasanak befejezéseként felirjuk altalanos formaban azokat az
egyenleteket, amiket a path modellek valtozoi kielégitenek.

Legyenek a megfigyelt (indikator) valtozok vektorai Y illetve X. Aszerint irva az egyik
vagy masik mért valtozét az X illetve az Y koordinati kézé, hogy az adott valtozd
exogén-e. Exogén egy valtozo, ha méas mért valtozok nem magyarazzak. Endogén egy
valtozd, ha a modellben egyarant keriil magyarazott és magyarazé szerepbe. Az X jeloli
az exogén indikatorokat, az Y pedig az endogéneket. Legyen B és I' két olyan matrix
(linedris leképezés), ami a mérete szerint megfelel a kovetkez6 egyenletben:

Y=BY +T'X + (.
Itt ¢ a strukturalis hiba.

Vegyiik az el6bb hasznélt korreldcié matrixot és annak eredeti modelljét! Ekkor az Y
vektor kétdimenzids és az X egy. A fenti egyenlet konstansai:

0 0 495 .y (10 (00
B_<.126 O)’F_<.336> tovabba COV(X)—(O 1>,COV(C)—<O O)'
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Ha a fenti egyenletet atrendezziik:
(I -B)Y =TX +¢.

Feltételezve, hogy a két oldal kovariancia mdatrixa azonos, és hasznalva a cov(() = ¥
szokasos jelolést:
(I — B)ecov(Y)(I — B) =TI'" + 0.

Ebbdl, ha az I — B invertalhato:
cov(Y) = (I — B {I'TT +¥)((I — B)™H)7.

Tovabbé: cov(Y, X) = (I — B)7'T" és cov(X) = I. Ttt persze lehetséges volna, hogy az
exogén valtozdkat ne kelljen korreldlatlannak venni azaz, hogy a cov(X) = ® egy tetsz6-
leges pozitiv szemidefinit matrix legyen. Am akkor ennek a path diagramon is meg kell
jelennie. A megfelel6 exogén valtozokat egy-egy kétfejii hajlitott nyillal kell 6sszekotni.

A kovekez6 programrészlet arra alkalmas, hogy az el6z6 szamolasok helyességét leellen-
Orizziik.

# a kovariancia matrix

# Y1 Y2 X0

# Y1 452.711 13.656 17.431
# Y2 13.656 4.831 1.448
# X0 17.431 1.448 2.739

d1<-452.711;d2<-4.831;d3<- 2.739
c12<-13.656;c13<-17.431;c23<- 1.448

# a szadmolt korrelacidk

r12<-c12/sqrt(d1*d2)

r13<-c13/sqrt (d1*d3)

r23<-c23/sqrt (d2*d3)
R<-matrix(c(1,r12,r13,r12,1,r23,r13,r23,1),3)
colnames (R)<-c("Y1", 6 "y2" 6 "X0")

rownames (R)<-c("Y1","y2" "X0")

R

# Y1 Y2 X0

# Y1 1.000 0.292 0.495

# Y2 0.292 1.000 0.398

# X0 0.495 0.398 1.000
rxy1<-R[1,3];rxyl # .495
rxy2<-R[3,2] ;rxy2 # .398
ry12<-R[1,2];ry12 # .292
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# a path egylitthatdk
g10<-.495;g20<-.336;b21<-.126

# path az egyenletekbdl szorzassal, varhaté értékkel

calc<-rxyl

res<-rbind(adott=gl10,calc=calc) ;colnames(res)<-"gl0"
res

# gl0

# adott 0.495000

# calc 0.495012

calc<-as.numeric(
solve(matrix(c(l,rxyl,rxyl,1),2))%*)matrix(c(rxy2,ryl12),2))

res<-rbind(adott=c(g20,p21),calc=calc) ;colnames(res)<-c("g20","p21")

res

# g20 p21

# adott 0.3360000 0.1260000

# calc 0.3358014 0.1257821

# _______________________________
# korrelacidk a path egyilitthatékbdl
c(rxyl,gl0) # .495

c(rxy2,g20+g10*p21)# .398
c(ryl12,p21+g10*g20)# .292

# az (Y,X) korreldcidé matrixa

# az Y=BY+GX+sZ modellbdl szamolva
# Yi= g10*xX0+s1%*Z1

# Y2=p21*Y1+g20*xX0+s2*Z2

B<-matrix(c(0,p21,0,0),2)
I<-matrix(c(1,0,0,1),2)
G<-matrix(c(gl0,g20),2)

# psi a Z kovarianciija
s1<- sqrt(1-g10°2)

s2<- sqrt(1-g20°2-p21°2)
psi<-diag(c(s172,8272))
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# az (Y,X) korreldcidé matrix részei

SYY<-solve (I-B)%*%(G%*%t (G) +psi) %xV%t (solve (I-B))
SXY<-solve(I-B) %*%G

SXX<-1

M<-rbind(cbind (SYY,SXY),cbind (t(SXY),1))

M;R # ugyanaz
c(s1,s2) # az Z koordindtainak szdéréasai

5.3.3. PATH modellek a gyakorlatban

Az R-project tobb kiegészitése is alkalmas path modellek kezelésére. A mai felfogas
szerint nincs éles hatdr a PATH és a SEM (strukturalis egyenletekkel valé modellezés)
modellek kozt. S6t a modellek csoportjai részben atfedodnek a latens valtozokkal vald
modellezésnek nevezett modszertannal, és az annak korében vizsgalt modellekkel is. A
fogalmak hasznalatanak nincsen dltalanosan elfogadott standardja és ez a kiilonbézo R
kiegészitések fogalom rendszerében is tetten érheté. Ebben a jegyzetben féleg azokat a
modelleket soroljuk a SEM modellek kérébe, amikben eléfordul olyan rejtett (hidden)
valtozd aminek értékét hibaval sem tudjuk mérni. Ami egy olyan feltételezett rejtett exo-
gén vagy endogén véletlen érték ami nem mérhetd, amire vonatkozdan nincsenek kozvet-
len mért indikatorok. A path diagramokon altaldban ezeket jelolik korok vagy ellipszisek.

A kovetkez6 példakat a ‘lava’ csomag segitségével mutatjuk be [11]. Ez a ‘Linear Latent
Variable Models’ csomag az itt bemutatottnal sokkal tobbre képes. De tobb vonatkoza-
saban még fejlesztés alatt all. Betoltéskor igényli az 'mvtnorm’ és a 'numDeriv’ csomagok
telepitett voltat is.

A képességek kapcsolatanak egy path modellje

Az 5.3.2 részben méar bemutatott ability.cov adathalmaz adatait hasznaljuk demonst-
raciora. Ez az adathalmaz sajnos csupan a tapasztalati kovariancia matrixat tartalmazza
6 emberi képesség adatnak. Ez csak technikalilag probléma, hiszen az illesztend6 model-
lekhez a kovarianciamatrix elégséges informaciot tartalmaz. De ez mégis azért probléma,
mert (ismereteim szerint) a most felhaszndlandé "lava’ csomag, csak nyers adatok felhasz-
naldsara van felkészitve. A problémat ugy keriiljiik meg, hogy a megadott kovariancia
matrix szerint véletlen szamokat generdlunk.
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5.16. abra. Az ’ability.cov’ adatokra illesztett path modell

A fenti 5.16 dbra az alabbi utasitds sorok eredményeként keletkezett. Az els6 utasi-
tas betolti a 'lava’ kiegészitést. A kovetkezd egy path strukturat definidl. Ezutan a
kivant kovariancianak megfelelden véletlen mintaadatokat generalunk. Végiil az ’est-
imate()’ paranccsal Osszeparositva a modellt és az adatokat, megbecsiiljiik a keresett
path egyiitthatokat.

library(lava) # +mvtnorm + numDeriv
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m <- lvm(list(general”picture+vocab+blocks+maze+reading,
picture~blocks,reading~vocab,blocks maze,reading maze))

d<-rmvnorm(12345,sigma=ability.cov$cov)

colnames(d)<-colnames(ability.cov$cov)

estimate(m,d)

plot(m)

Az eredményeket tomoritve a ’summary’ paranccsal kapjuk. Erdemes megvizsgalni a
kovetkezd parancsok eredményeit is:

children(m, “maze) # valasz: "general" "blocks" '"reading"
parents(m, “reading) # valasz: "vocab" "maze"
endogenous(m) # valasz: "general" "picture" "blocks" '"reading"

exogenous (m) # vdlasz: "vocab" "maze"

Osszefoglalé

Mint lathattuk, a path mddszer egy vizudlisan is megjelenitheté modellje a megfigyelé-
seink korrelacié matrixanak. Emiatt a felhasznalok korében igen népszerii. Ugyanakkor
az eredemények értékelésekor fokozott dvatossdgra van sziikség. A path diagramon két
valtozé kozt egy nyil onmagdban nem jelenti, hogy az egyik valtozo altal leirt jelenségnek
a masik oka lenne. Akkor sem, ha az adott uithoz jelentés sily tartozik.
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5.4. A SEM modellek

El6bb réviden bemutatjuk azokat a fogalmakat amikkel a SEM modellek dolgoznak.
Majd leirjuk a SEM éltalanos modelljét. Végiil két R alkalmazas demonstralja a modell
gyakorlati felhasznédlasanak lehetOségét.

5.4.1. A SEM torténet

A SEM modellek fokozatosan érték el mai altaldnossagi szintjiiket. Legelso valtozatok
még a XX. szazad 30-as éveiben keletkeztek. De ezek a modellek inkabb a path modellek
csaladjaba tartoztak. Késébb a szédzad kozepétol kezdve, a szamitogépek megjelenésével
a fékomponens-faktor tipusi modellek keriiltek az érdeklédés kozéppontjaba. A SEM
modellek abban a formaban, ahogyan most itt szerepelni fognak, a szazad utolsé harma-
daban keriiltek el6térbe. Az e targyban folytatott jelenlegi vizsgalatok igen szerteagazok.
Az itt bemutatottnal jéval nehezebben megoldhatd, specialis eloszlasokat feltételezo, nem
feltétlen linearis modellekkel foglalkoznak. Megjegyzendo, hogy a modell eredményes-
sége, megoldhatdsaga, a megoldasanak stabilitdsa szamos esetben kritikus lehet.

5.4.2. A SEM fogalmak

A SEM modell dltalanos alakja

Az altalanos (linedris) SEM modell 3 ldtens (a £ az 1 és a () és 2 megfigyelhet6 (az X
és az Y') valamint 2 megfigyelési hiba (az € és a §) valtozora épiil.

A latens valtozok értelmezése a kovetkezd. A £ egy olyan latens valtozé amit mas 1a-
tens véltozd nem magyardaz. Az n egy olyan latens valtozé amit mas latens valtozdk
magyaraznak egyiittesen egy ¢ hibaval, de ami maga is lehet mas valtozék magyarazoja.
A ¢ — mint mar szerepelt — a latens hiba vektor, ami a magyarazott latens véltozok
magyarazottsagi hibdja.

A megfigyelhet6 (a megfigyelt) valtozok értelmezése a kovetkezo. Az X a § hibaval meg-
figyelt € véltoz6. Az Y az ¢ hibaval megfigyelt n valtozé.

Mindegyik eddig emlitett osszefiiggésrol feltételezziik, hogy linearis.
A kovetkezok szerint.

115



A latens valtozok egyenlete:

n=Bn+T{+(
A megfigyelt valtozdk egyenletei:

Y:Ayn—i-&
X =Ax§+0

A modell keretei kozt az n véltozdt szokas (latens) endogén véltozénak a &-t pedig (14tens)
exogénnek nevezni, a (-t pedig latens strukturdlis hibdnak. Az e és a  a megfigyelési
hibak. Az Y a megfigyelt endogén, az X pedig a megfigyelt exogén valtozo.

Konnyen lathaté, hogy az (1, £) vektor kovariancia métrixa:

. ( S Soe ) _ ( (I — BN ToIT + w)(I — BT (I - B)"'T'd >
or(I — B)~\" i)

Ennek alapjan viszont az (Y, X) kovariancia métrixa is kozvetlen felirhaté:

Ay, AL AyE, AR
AxZe AL AxZe A%

Mint lathato a két megfigyelt valtozé kozt az a kiillonbség, hogy az X egy olyan latens
valtozd megfigyelése ami a modellen beliil csak mint magyarazé valtozo szerepel mig az
Y egy olyan valtozd megfigyelése amit egyrészt mas valtozok magyarazhatnak de ami
sajat maga magyaraz mas hidden véltozokat. Azaz az Y éaltal megfigyelt rejtett valtozok
kozt belso, modellezend6 kapcsolatok lehetnek.

A SEM modellek illesztése altalaban gy torténik, hogy feltételezések alapjan kitoltott B
és I matrixok segitségével paraméteresen felirt kovariancia matrixszal vagy numerikusan
kozelitjiik (legkisebb négyzetek mddszere) a megfigyelt adatokbdl nyerhetd tapasztalati
kovariancia matrixot. Vagy pedig, szintén a mondott paraméterek alapjan vett likelhood
(esély) fiiggvényt maximalizaljuk.

5.4.3. SEM modellek a gyakorlatban

Tobb olyan csomag van, ami az R-project keretein beliill SEM modellek illesztésére al-
kalmas. Az aldbbiakban ezek koziil kett6t emeliink ki. A ’sem’ [11] és a 'lavaan’ [30]
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[30] csomagokat. Mindkettd tobbé-kevésbé megvaldsitja az adott alkalmazdsi teriileten
klasszikusnak szamité LISREL program funkciéit. Mindkettd képességei messze megha-
ladjak az itt bemutatottakat. Mindkettot egy-egy klasszikus adathalmaz feldolgozasaval
mutatjuk be.

A vagyak kozti kereszthatas elemzése a ’sem’ csomaggal

Példaként annak az adathalmaznak az elemzését mutatjuk be, amit a ’sem’ csomag szer-
z6je, John Fox maga is mint reprezentdcids anyagot hasznal. Az adathalmaz klasszikus
[6] [9]. Mindossze a korrelacié métrix all rendelkezésre abbdl a 329 {6 megkérdezésén
alapulo vizsgalatnak, ami arra iranyult, hogy egy didk és egy baratja tanulési és foglal-
koztatasi vagyait hogyan befolyasoljak sajat teljesitoképességiik illetve a sziiloi anyagi
lehetdségek és vagyak.

Egy 10x10-es korrelacio matrix all rendelkezésre, amely a kovetkezd nevii és tartalmu
valtozok kozti tapasztalati korrelaciét tartalmazza:

RIQ a sajat IQ
RSES a sajat sziileinek gazdasagi-tarsadalmi statusa
ROccAsp a sajat foglalkoztatottsiggal kapcsolatos vagya
REdAsp a sajat tanuléassal kapcsolatos vagyak
RParAsp a sajat sziileinek vagyai
FIQ a barat IQ-ja
FSES a baradt sziileinek gazdasagi-tarsadalmi statusa
FOccAsp a barat foglalkoztatottsdggal kapcsolatos vagya
FEdAsp a barat tanuléssal kapcsolatos vagyai

a

FParAsp bardt sziileinek vagyai

Az illesztendé modell konstrukciéjakor abbdl indulunk ki, hogy a sajét (respondent) és a
barat (friend) tanuldssal, foglalkoztatéssal kapcsolatos vagyait két latens endogén véltozo
magyarazza. A sajatét és a baratét, kiilon-kiilon: a sajat és a barat 'RGenAsp’ illetve
"FGenAsp’ médon jelolt ’altalanos vagy’ valtozdja. Ugyanakkor feltessziik egyrészt, hogy
ez a két valtozd egymast kolcsonosen is magyarazza. Mésrészt, hogy ezek az ’altalanos’
vagy’ hidden valtozok mérhetd exogén indikatorokkal magyarazhatoak. Nevezetesen a
sajat IQ-nk mellett a sajat sziileink vagyaival. Tovabbd, hogy mindketténknek ez a
latens altalanos vagyat magyarazza nem csak a sajat, hanem a masik csalad tarsadalmi-
gazdaséagi statusa is.

Az alabbi program egyfel6l beolvassa a system inputrol a mondott adatok hivatkozott

korrelaciomatrixat. Masfeldl leirja a fenti vazlatnak megfelelé SEM struktirat. A 'sem()’
parancs elvégzi a paraméterezett modell illesztését. A summary()’ kiiratja a becsléssel
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kapcsolatos legfontosabb eredményeket. A ’path.diagram()’ elkészit egy olyan progra-
mot, amit a 'graphviz’ 6nallé szabad szofver értelmezni tud, és beadva neki elkésziti a
vizsgalt SEM struktira 5.17 grafikus képét.

A fenti modell elemzéséhez sziikséges R utasitasok:

require(sem) # a 3.0 utani verzidkban kell +matrixcalc

Dr<-read.moments(diag=FALSE,names=c(’ROccAsp’, ’REdAsp’, ’FOccAsp’,
’FEdAsp’, ’RParAsp’,’RIQ’,’RSES’,’FSES’,’FIQ’, ’FParAsp’))

.6247
.3269
.4216
.2137
.4105
.3240
.2930
.2995
.0760

.3669
.3275
.2742
.4043
.4047
. 2407
.2863
.0702

.6404
L1124
.2903
.3054
.4105
.5191
.2784

Dm <- specify.model()

RParAsp
RIQ
RSES
FSES
RSES
FSES
FIQ
FParAsp
FGenAsp
RGenAsp
RGenAsp
RGenAsp
FGenAsp
FGenAsp
RGenAsp
FGenAsp
RGenAsp
ROccAsp
REdAsp
FOccAsp

->

RGenAsp,
RGenAsp,
RGenAsp,
RGenAsp,
FGenAsp,
FGenAsp,
FGenAsp,
FGenAsp,
RGenAsp,
FGenAsp,
ROccAsp,
REdAsp,

FOccAsp,
FEdAsp,

RGenAsp,
FGenAsp,
FGenAsp,
ROccAsp,
REdAsp,

FOccAsp,

.0839
.25698
.2786
.3607
.5007
.1988

gamll,
gaml2,
gaml3,
gaml4,
gam23,
gam24,
gam25,
gam26,
betal2,
beta2l,
NA,
lam21,
NA,

lam42,
psli,
ps22,
psi2,
thetal,
theta2,
theta3,

.1839
. 0489
.0186
.0782
.1147

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA

NA

NA
NA
NA
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FEdAsp <-> FEdAsp, theta4, NA

M<-sem(Dm,Dr,329,fixed.x=c(’RParAsp’,’RIQ’,’RSES’,’FSES’,’FIQ’, ’FParAsp’))
summary (M)
path.diagram(M, min.rank=’RIQ, RSES, RParAsp, FParAsp, FSES, FIQ’,

max .rank="R0OccAsp, REdAsp, FEdAsp, FOccAsp’)

A programban a korrelaciématrix és a modell adatait kovetd iires soroknak fontos szere-
piik van. Azok zarjak le a megfelel6 informaciok system inputrél valé beolvasasat.

Az illesztett modell 'summary()’ parancesal kinyerhet paraméterei:

Parameter Estimates

Estimate Std Error =z value Pr(>|zl|)
gamll 0.161224 0.038487 4.1890 2.8019e-05 RGenAsp <-——- RParAsp
gaml2  0.249653 0.044580 5.6001 2.1428e-08 RGenAsp <--- RIQ
gaml3  0.218404 0.043476 5.0235 5.0730e-07 RGenAsp <--- RSES
gaml4  0.071843 0.050335 1.4273 1.5350e-01 RGenAsp <--- FSES
gam23  0.061894 0.051738 1.1963 2.3158e-01 FGenAsp <--- RSES
gam?24  0.228868 0.044495 5.1437 2.6938e-07 FGenAsp <--- FSES
gam25  0.349039 0.044551  7.8346 4.6629e-15 FGenAsp <--- FIQ
gam26  0.159535 0.040129  3.9755 7.0224e-05 FGenAsp <--- FParAsp
betal2 0.184226 0.096207 1.9149 5.5506e-02 RGenAsp <--- FGenAsp
beta21 0.235458 0.119742 1.9664 4.9255e-02 FGenAsp <--- RGenAsp
lam21 1.062674 0.091967 11.5549 0.0000e+00 REdAsp <--- RGenAsp
lam42  0.929727 0.071152 13.0668 0.0000e+00 FEdAsp <--- FGenAsp
psil 0.280987 0.046311  6.0674 1.2999e-09 RGenAsp <--> RGenAsp
ps22 0.263836 0.044902 5.8759 4.2067e-09 FGenAsp <--> FGenAsp
psl2 -0.022601 0.051649 -0.4376 6.6168e-01 FGenAsp <--> RGenAsp
thetal 0.412145 0.052211 7.8939 2.8866e-15 ROccAsp <--> ROccAsp
theta2 0.336148 0.053323 6.3040 2.9003e-10 REdAsp <--> REdAsp
theta3 0.311194 0.046665 6.6687 2.5800e-11 FOccAsp <--> FOccAsp
thetad 0.404604 0.046733 8.6578 0.0000e+00 FEdAsp <--> FEdAsp
Iterations = 28

Az a ’graphviz’ program, amit a 'path.diagram()’ készit:

digraph "sem.dhp" {
rankdir=LR;
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size="8,8";

node [fontname="Helvetica" fontsize=14 shape=box];
edge [fontname="Helvetica" fontsize=10];
center=1;

{rank=min "RIQ" "RSES" "RParAsp" "FParAsp" "FSES" "FIQ"}
{rank=max "ROccAsp" "REdAsp" "FEdAsp" "FOccAsp"}
"RGenAsp" [shape=ellipse]

"FGenAsp" [shape=ellipse]

"RParAsp" -> "RGenAsp" [label="gam11"];

"RIQ" -> "RGenAsp" [label="gaml2"];

"RSES" -> "RGenAsp" [label="gam13"];

"FSES" -> "RGenAsp" [label="gam14"];

"RSES" -> "FGenAsp" [label="gam23"];

"FSES" -> "FGenAsp" [label="gam24"];

"FIQ" -> "FGenAsp" [label="gam25"];

"FParAsp" -> "FGenAsp" [label="gam26"];
"FGenAsp" -> "RGenAsp" [label="betal2"];
"RGenAsp" -> "FGenAsp" [label="beta21"];
"RGenAsp" -> "ROccAsp" [label=""];

"RGenAsp" -> "REdAsp" [label="lam21"];

"FGenAsp" -> "FOccAsp" [label=""];

"FGenAsp" -> "FEdAsp" [label="lam42"];

}

A vizsgalt SEM modell “graphviz’ altal el6éllitott képe az 5.17 abra.

Gazdasag és demokracia kozti kapcsolat elemzése a ’lavaan’ csomaggal

Ebben a részben is egy klasszikus adathalmaz feldolgozasat mutatjuk be de egy masik
programcsomag segitségével.

A feldolgozott adatok. A XX. szazad 60-as éveiben vizsgaltak 75 iparilag fejlett orszagot
a kovetkez6 11 valtozé szerint.

yl Expert ratings of the freedom of the press in 1960
y2 The freedom of political opposition in 1960

y3 The fairness of elections in 1960

y4 The effectiveness of the elected legislature in 1960
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FlQ

FParAsp
RSES
FOccAsp
FSES FEdAsp
RParAsp RGenAsp
ROccAsp
RIQ
REdAsp

5.17. abra. A latens altalanos torekvés SEM modellje

yb Expert ratings of the freedom of the press in 1965

y6 The freedom of political opposition in 1965

y7 The fairness of elections in 1965

y8 The effectiveness of the elected legislature in 1965
x1 The gross national product (GNP) per capita in 1960
x2 The inanimate energy consumption per capita in 1960
x3 The percentage of the labor force in industry in 1960

Maguk az adatok [0,10] skdlan felvéve a ’lavaan::PoliticalDemocracy’ adathalmazban
talalhatéak, orszagnevek nélkiil. Ezekre az adatokra a kévetkezo 5.18 rajz szerinti SEM
modellt illesztjiik.

A modell szerint — mint lathaté — egy latens exogén valtozd, az 'ind60’ (az ipari fej-
lettség) feltételezett, és két latens endogén a ’dem60’ és a 'dem65’ (a demokrécia statusa
1960-ban és 1965-ben). Az ipari fejlettséget az 'x1’, 'x2’, 'x3’ valtozdk alapjan figyelhet-
jiikk meg. A demokrécia statusai koziil az 1960-ast az 'y1’, 'y2’, 'y3’, 'y4’, az 1965-0st
pedig az y5’, 'y6’, 'y7’ , 'y8 véltozok alapjan mérhetjiik.

A leirt modellt a ’'lavaan’ csomag segitségével modellezziik. Ez a csomag csak az R-
project tjabb verzidiban érhet6 el. Nem tartozik az alapcsomagok kozé. Kiilon instal-
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x1 x2 x3

dem60

5.18. dbra. SEM modell latens gazdasagi fejlettség és demokracia valtozokkal

lalni kell és hasznalat el6tt be is kell tolteni. Betoltéskor feltételezi a 'boot’, 'mnormt’,
‘pbivnorm’, 'quadprog’ tovabba a "MASS’ csomag telepitett voltat.

A ’lavaan’ csomag utasitasaival a fenti modell leirasa és illesztése, az illesztés eredmé-
nyeinek kifratasa a kovetkezo programrészlettel érheto el.

model <- '’

# a latens valtozdék definicidja
ind60 =" x1 + x2 + x3

dem60 =" y1 + axy2 + bxy3 + cx*xy4
dem65 =" yb + axy6 + bxy7 + c*xy8
# a regresszidk

dem60 ~ ind60

dem65 ~ ind60 + dem60

# a maradékok kozti korrelédcidk

yl 77 y5
y2 "7 y4 + y6
y3 "7 yr
y4 "7 y8
y6 "7 y8
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fit <- sem(model, data=PoliticalDemocracy)
summary(fit, fit.measures=TRUE)

Az illesztett paraméterek a kovetkezok:

Estimate Std.err Z-value
Latent variables:

ind60 =~
x2 2.180 0.138 15.751
x3 1.818 0.152 11.971

dem60 =~
y2 (a) 1.191 0.139 8.551
y3 (b) 1.175 0.120 9.755
y4 (c) 1.251 0.117 10.712

dem65 =~
y6 (a) 1.191 0.139 8.551
y7 (b) 1.175 0.120 9.755
y8 (c) 1.251 0.117 10.712

Regressions:
dem60 ~ ind60 1.471 0.392 3.750
dem65 ~ ind60 0.600 0.226 2.661
dem60 0.865 0.075 11.554
Covariances:

yl 77 yb 0.583 0.356 1.637
y2 77 y4 1.440 0.689 2.092
y6 2.183 0.737 2.960
y3 "7 y7 0.712 0.611 1.165
y& "7 y8 0.363 0.444 0.817
y6 77 y8 1.372 0.577 2.378
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6. fejezet
Skalazas

6.1. Bevezeto

A skalazéas soran azt feltételezziik, hogy a mérések a megfigyelt objektumparok tavolsa-
gaira vonatkoznak. Azaz rendelkezésre all egy T tavolsig mdatriz ami, ha a megfigyelt
objektumok szama n akkor n x n méretii, és benne az i. sor j. eleme az 7. objektumnak
a j. objektumtdl mért tavolsaga. [3]

A skalazas feladata az, hogy egy adott k-ra az n objektum mindegyikének megfeleltessen
egy-egy R¥-beli pontot 1igy, hogy a megfeleltetett pontok Euklideszi tévolsagai nagyjabol
egyenloek legyenek az objektum péarok téavolsdgaival.

Az objektumok kozti szébanforgd tavolsagok lehetnek tényleges tavolsagok. Ez az eset,
amikor példaul az eurdpai f6varosokrdl akarunk egy olyan kétdimenzids abrat (térképet)
késziteni, amin a févarosokat jelzé pontok tavolsagai nagyjabdl megfelelnek a véarosok
kozt tapasztalhato repiilési idonek vagy a sztradakon vett tavolsdgaiknak.

A médszer ugyanakkor absztrakt tavolsagok abrazolasara is alkalmas. Ezért lehet jol
felhaszndlni példaul a szociologidban, amikor egyes személyek kozti kapcsolatok szoros-
sagat kell leirni olyan méasodlagos informéacidk alapjan, mint a taldlkozasok gyakorisiga,
rokonsagok foka, kozos gyermekek szama stb.

A skalazds harmadik fontos alkalmazasi teriilete a statisztikan beliili. Ekkor az dbra-
zolando tavolsagokat az objektum parok valdsziniiségi kiilonbozoségét méro statisztikak
jelentik. Ilyen eset amikor az objektumokat egy minden objektum mellett mérhet6 diszk-
rét valtozonak, az objektumra jellemz6 tapasztalati eloszlasa jellemez és az objektumok
kozti tavolsagot ezen eloszlasok kozti tavolsag jelenti. Ezen alapul példaul a korrespon-
dencia analizis is.
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6.2. Tavolsagok abrazolasa

6.2.1. Tavolsagok egzakt abrazolasa

El6szor néhany segédeszkoz:

Egy R*-beli n pontbdl 4116 ponthalmazt azzal a k x n méreti X métrixszal fogjuk azonosi-
tani, aminek azok a vektorok az oszlopai, amik az origébdl a ponthalmaz egyes pontjaiba
mutatnak. Egy n elemii X ponthalmaz tdvolsig mdtrizanak azt az n x n méreti Tx
matrixot nevezziik, aminek i. sor j. eleme az (i,j) pontpar euklideszi tavolsdganak a
négyzetével egyenld. Egy X ponthalmaz kdézéppontja (centruma, silypontja) az a pont,
aminek minden koordinataja a pontok megfelelé koordindtainak atlaga. Azt mondjuk,
hogy egy ponthalmaz centrélt, ha a ponthalmaz sulypontja az origéba esik. Egy n elemi
X ponthalmaz ponthalmaz skaldrszorzat mdtrizdanak azt az n X n méretii Sy matrixot
nevezziik, aminek az i. sor j. eleme azon két vektornak a skalarszorzata, ami a ponthal-
maz kozéppontjabdl az i. illetve a j. pontba mutat.

Bevezetjiik a csupa egyesekbdl allé n hosszi vektorra az (1,...,1)T = u jelolést, és a
szintén csupa egyesekbdl all6 n x n méreti métrixra az uu? = U jelolést. Ezek alapjan
definidljuk a

1 1
C=1--U=1-—-uu"
n n

centrdlo matrizot. E matrix elnevezését az indokolja, hogy egy tetszéleges X ponthalmaz
esetén a C-vel val6 jobbrol-szorzas az X ponthalmaznak egy olyan eltolasat eredményezi,
hogy a kapott Y = XC ponthalmaz koézéppontja az origéba esik. Fontos tulajdonsaga
a centrdlé matrixnak, hogy szimmetrikus. Tovdbbd hogy v C' = Cu=0, és hogy ennek
alapjan: CU =UC =0. A C idempotens, tehat CC' = C. Es ez az egyenlOség értel-
mezhetd gy is, hogy mert a C-t C-vel jobbrdl szorozva C-t kapunk, a (baloldali) C' egy
centralt ponthalmaz. Egy ponthalmaz nyilvan akkor centralt, ha Xu = 0.

Egy Y centrdlt ponthalmaz esetén a ponthalmaz skaldrszorzat matrixa Y7V, egy &ltala-
nos helyzetii X ponthalmaz skalarszorzat matrixa

Sy =CXTXC.

Ebbdl az el6allitasbol nyilvanvald, hogy a ponthalmazok skalarszorzat matrixai szimmet-
rikusak, pozitiv szemidefinitek és a C'u=0 miatt olyanok, hogy az u egy, a 0-hoz tartozé
sajatvektoruk. De ennek a tulajdonsagnak a megforditasa is érvényes:
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6.1. Allitas Egynxn méreti S mdtriz pontosan akkor skaldrszorzat mdtriza valamely k
dimenzidos ponthalmaznak, ha az S eqy olyan k rangi pozitiv szemidefinit mdtrixz, aminek
az u=(1,...,1)T egy, a 0-hoz tartozé sajdtvektora.

Az, hogy az egy k dimenziés X ponthalmaz Sx skalarszorzat matrixanak a rangja leg-
feliebb k& abbdl adédik, hogy egy k x n méretii X esetén az XT X rangja legfeljebb k.
Forditva, ha az S a mondott tulajdonsagokkal bir (pozitiv szemidefinit és Su = 0), ak-
kor az S sajatvektorai, a hozzajuk tartozd A, ..., A, sajatértékek csokkend sorrendjében
legyenek vy, ..., Vg, Vgr1 =1, Vg1g...,v,. Ekkor A\pi1= ... = \,=0. Allitsuk ossze az X
ponthalmaz k X n méretii matrixat az

X = (\/A_lvla ) \//\_kvk)T

modon. Ez a ponthalmaz nyilvan centralt, minthogy a benne szerepld sajatvektorok a
vr1=u sajatvektorra ortogonalisak, és ezért az Xu = 0. Tovabba ennek a ponthalmaz-
nak a skalarszorzat mitrixa tényleg S, mert X" X=3""_ A\ju;0/=S.

Jelolje Diag(Z) egy tetszOleges Z matrix esetén azt a méatrixot, aminek mérete és dia-
gonalis elemei megegyeznek a Z-vel, de a tobbi eleme mind 0. E jel6lés segitségével zart
alakban is felirhatjuk egy X ponthalmaz tavolsagmatrixat.

A skalarszorzatokbdl a pontparok tavolsagait a koszinusz tétel alapjan szamithatjuk ki,
egy-egy haromszoget felhaszndlva. Mégpedig tigy, hogy a pontpar mellé harmadikként
egy tetszolegeset valasztunk. Most kétféleképpen is felirjuk az X ponthalmazhoz tartozo
tavolsag matrixot. ElObb minden pontpar esetén az origdt, utébb pedig minden pontpar
esetén a ponthalmaz kozéppontjat valasztjuk harmadik pontnak:

Tx = Diag(X" X)U + UDiag(X"X) —2XTX =

Diag(CXTXC)U + UDiag(CX*XC) — 20X XC.

Az Sx-re korabban és a T'x-re most nyert képleteket lemésolva két leképezést értelme-
zink. A 7 leképezést a ponthalmazokhoz tartozd skaldarszorzat matrixokon értelmezziik:

7(Sx) = Diag(Sx)U + UDiag(Sx) — 2Sx,
a o leképezést a ponthalmazokhoz tartozé tavolsagmatrixokon értelmezziik:
1
o(Tx) = —§CTXC’.

E jelolésekkel kozvetleniil adédik az alabbi allitas:
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6.2. Allitas Egy X ponthalmaz tdvolsag és skaldarszorzat madtriza kozt a kévetkezo két
osszefiiggés all fenn:

TX:T(S)(), SXZO'(T)().

Es az is 190z, hogy a T illetve a o fiigguények a ponthalmazokhoz tartozo tavolsdg és
skalarszorzat mdtrixok halmazdn egymdas inverzei. Vagyis hogy a T és a o bijekcio a
ponthalmazokhoz tartozo tavolsag illetve a ponthalmazokhoz tartozo skaldarszorzat mdtri-
xok korében.

Eddig azt vizsgéaltuk milyenek a ponthalmazhoz tartozo tavolsag illetve skalarszorzat mat-
rixok. Most dltaldnosabb értelemben definidljuk hogy mit jelent az, hogy egy matrix (nem
feltétlen valamilyen R*-beli ponthalmazhoz tartozd) tdvolsdg illetve skaldrszorzat mdtriz.

Egy n x n méretli T" matrixot tdvolsigmdtriznak neveziink, ha a maétrix elemei nem-
negativok, a matrix szimmetrikus és a matrix diagonalisa nulla. Egy n x n méretii S
matrixot skaldrszorzat matrixnak neveziink, ha a matrix szimmetrikus és ha az n dimen-
zids u = (1,...,1)T vektor 0-hoz tartozé sajatvektora.

Mint lathato, egy ponthalmaz tavolsag-matrixa tdvolsdg mdtriz a most definialt értelem-
ben és a ponthalmaz skalarszorzat-matrixa skaldrszorzat mdtriz, szintén a most definialt
értelemben.

Megjegyzés. A skaldzas mddszere kiterjeszthetd olyan esetekre is, amikor a tavolsagmat-
rix nem szimmetrikus. Azaz ha az i. objektum tdvolsaga a j.-t6l nem ugyanannyi mint
a j.-¢ az i.-t6l. Ez fordul el6 tipikusan a szociolégiai esetekben (nem biztos, hogy két
személy szimpdtidjanak mértéke kolesonos). De ebben a részben csak a szimmetrikus
tavolsagmatrixok esetével foglalkozunk.

Tovabbi megjegyzések. Néhany esetben az objektumok tavolsaga helyett természetesebb
a hasonlésagukrol beszélni, és ennek megfeleléen olyan pontokat keresni, amikre a nagy
hasonlésagu objektumokat az Euklideszi tér kozeli pontjai abrazoljak.

Az igy megfogalmazott feladat — egy H hasonlésag matrix dbrazolasa — a kordbbi
feladat forditottjanak tiinik. Ha azonban feltessziik, hogy a H szerint minden objek-
tum jobban hasonlit 6nmagéara mint barmely mas objektumra, és hogy a H hasonldosig
szimmetrikus, és ha az 7. és j. objektum hasonlésagat h;; jeldli, akkor az tgynevezett
standard transzformacioval nyert

1
tij = —hij + 5 (hai + hy)

t;; transzformalt hasonlésag értékek a most definidlt értelemben tavolsag matrixot al-
kotnak. Raadasul ezzel a transzformaciéval a nagyobb hasonlésédgi objektumpéarokhoz
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kisebb t;; értékeket rendeliink. Tehat a hasonlésdgok abrazoldsat a hasonldsag matrixhoz
tartozo

1 1
T = 5 Diag(H) E + 3 E Diag(H) — H

tavolsagmatrix abrazolasaval megoldhatjuk. Tovabbd az is teljesiil, hogy a o szerint a H
hasonlésagmatrixhoz ugyanaz a skalarszorzat matrix tartozik mint a most hozzarendelt
tavolsagmatrixhoz: o(H) = —o(T') (14ssuk bel).

Belatjuk, hogy a ¢ és a 7 nem csak az olyan tavolsag illetve skaldrszorzat matrixok hal-
mazan inverzei egymasnak, amik ponthalmazhoz tartoznak, hanem a tavolsagmatrixok
és a skalarszorzatok elébb definialt bévebb halmazan is.

6.3. Allitas A tetszoleges T tdvolsagmatrizra definidlt
o(T)=-CTC/2
és a tetszoleges S skaldrszorzat mdtrixra definidalt
7(S) = Diag(S)U + UDiag(S) — 2S5

leképezés eqymas inverze az értelmezési tartomdny, azaz a skaldarszorzat mdtrixok és a
tavolsdg matrixzok teljes halmazadn.

Beldtjuk, hogy egyrészt tetszoleges S skalarszorzat matrixra o(7(S)) = S. Mésrészt
hogy tetszéleges T tévolsagmatrixra 7(o(T)) = T.

Tetsz6leges S skaldrszorzat matrixra 7(5) nem-negativ, szimmetrikus és a diagonélisa 0
ezért a o(7(S)) értelmezheto:

o(1(S)) = =C(Diag(S)U + UDiag(S) —25)C/2 =

= —(CDiag(S)UC + CUDiag(S)C —2CSC)/2=S.

Itt az utolso egyenldség ugy lathato be, hogy kifejtjiik a C-t a definicidja szerint és felhasz-
naljuk, hogy az S szimmetridja miatt: u’'S = Su = 04ésigy az US = SU = USU = 0 is
érvényes.

Tetsz6leges T tavolsdgmatrixra a o(T) = —CTC/2 nyilvan szimmetrikus, és a Cu = 0

miatt o(T)u = 0. Tehat a o(T) skaldrszorzat matrix, igy a 7(c(S)) értelmezhetd, neve-
zetesen:

7(o(T)) = Diag(o(T))U + U Diag(e(T)) — 2(o(T)).
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Ha felhasznéljuk a o(T") és a C' definicié szerinti értékét, azt hogy a Diag() additiv és
hogy a Diag(T)=0, valamint hogy Diag(UT)=Diag(TU), és hogy Diag(UT)U=TU,
UDiag(TU)=UT végill még azt, hogy Diag(UTU)U =UDiag(UTU) = UTU, adédik
amit keresiink: 7(o(7)) =T.

Az eddigi hdrom (6.1., 6.2. és 6.3.) allitasbdl adédik a kovetkezd:

6.4. Tétel Egy T tavolsagmdtrizhoz akkor taldlhato eqy olyan k dimenzios X ponthal-
maz, aminek (euklideszi) tdvolsagmdtriza T — azaz a T akkor reprezentdlhato, — ha
a

1
(azaz a T-hez tartozo skaldrszorzat mdtriz) k rangu pozitiv szemidetinit.

Ugyanis a 0 és a 7 bijekcid és egymas inverze a skalarszorzat matrixok és tavolsag mat-
rixok korében, és ugyancsak bijekcio e matrixok azon részhalmazan is ami a ponthalma-
zokhoz tartozé skalarszorzat illetve tavolsag matrixok halmaza. Tovabba az elsé allitas
szerint pontosan azok a matrixok skalarszorzat matrixai valamely ponthalmaznak, amik
pozitiv szemidefinitek és amiknek az u = (1,...,1)T szinguldris vektora. Ugyanakkor
tetszéleges T" matrixra a o(7") olyan, hogy o(T)u = 0, mert Cu = 0. Ezért az inter-
pretalhatosdghoz elég megkovetelni csak a pozitiv szemidefinitséget a o(T)-t6l.

Ez utébbi miatt egyébként a o(7T') rangja legfeljebb n—1. Vagyis az interpretacié tény-
leges dimenzidja (ha létezik) biztosan legfeljebb n—1. Ez megfelel annak, hogy minden
m > n mellett, tetszoleges n darab R™-beli pont benne van az R™ tér egy megfeleléen
megvalasztott n—1 dimenzids részhalmazaban.

Megjegyzés. A skalarszorzat matrix pozitiv szemidefinitsége erésebb feltétel mint a ha-
romszog egyenlétlenség. Ezt mutatja az, hogy megadhato olyan 4 x 4-es tavolsag matrix
amire teljesiil a hiaromszog egyenlétlenség, amde olyan ami mégsem reprezentalhaté.
Ugyanakkor forditva: érdekes (a tétel felhasznalasa nélkiil nehezen bizonyithat6) tulaj-
donsag az, hogy ha a o(T) pozitiv szemidefinit, akkor a T-re igaz a hdromszog egyenlét-
lenség.

Tovabbi megjegyzések. Itt emlékeztetiink arra, hogy az R¥-beli n elemfi ponthalmazokat
olyan k£ x n méretit X matrixokkal jeloltiik, amiknek az oszlopai a megfelelé pontokba
mutaté vektorok. Es a ponthalmaz T tavolsagmatrixa egy olyan n X n méretli matrix,
aminek elemei a pontparok kozti tavolsagok négyzetei.

Az X ponthalmaz métrixos értelmezésére azért fontos emlékeztetni, mert szamos helyen
olyan matrixot rendelnek a ponthalmazhoz, aminek a sorai jelentik az egyes pontokat. Az
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R programok futtatasakor is szamos esetben taldlkozunk majd azzal, hogy olyan matrix
reprezentalja a pontokat, ami az altalunk X-el jelolt matrix transzponaltja.

Az hogy esetiinkben a T-vel jelolt tavolsagmatrixok elemei valéjaban tavolsagnégyzetek
azért fontos, mert ez a jelolés és értelmezés sem egységes a témaban megjelent cikkek és
konyvek korében. Szamtalan helyen el6fordul, hogy euklideszi tavolsagmétrixok esetén
ezt —tf’j /2-nek veszik. Ha ugyanis a T elemeit igy, a tdvolsdgnégyzetek minusz egysze-
rese felének veszik, akkor abbdl szamos egyszertisodés adédik a kapcsolatos képletekben.
Ilyen jelolés mellett az el6z6 tétel feltétele persze nem a pozitiv, hanem a negativ defi-
nitség. Ugyanakkor bemeneti adatként a kapcsolatos programoknak altalaban a nyers
tavolsagadatokat kell megadni, azaz egy olyan métrixot, aminek az elemei a ¢; ; értékek!

6.2.2. Az abrazolhatoésagi feltétel altalanositasa

A tavolsagmatrixok abrazolhatdsidganak elobbi tétel szerinti feltétele altaldanosithato.

Azokra a c vektorokra amelyekre c¢’'u = 1, vezessiik be a kovetkezé méatrixot:
C.=1—uct.

A C. métrix a kordbbi C' métrix 4ltaldnositdsa. Egy ponthalmaz X matrixdnak CT-vel
val6é jobbrol szorzasa azt jelenti, hogy az X minden oszlopabdl kivonjuk az oszlopok
c szerinti linedris kombindcidjat. Tehdt az XCT az X ponthalmaznak az az eltoldsa,
amelynek nyoman a pontok c¢ szerinti linearis kombindciéja keriil az origoba.

Ha a ¢ = u/n, akkor a megfelel6 C. a kordbbi C-vel egyenlé, — és mint az mar szerepelt
— a (C-vel valé jobbrdl szorzas mint transzforméacio a kozéppont origdba tolasdnak felel
meg.
Ha pedig ¢ = u; valamely j = 1,...,n-re ugy, hogy az u; minden koordinatdja nulla
kivéve a j-ediket ami = 1, akkor a megfelel6 C, egy olyan eltolds, ami a j. pontot tolja
az origoba.
Definidljuk tetszoleges T tavolsagmatrix és ¢ esetén az

1 T

S, =—=-CTC,

2

skalarszorzat méatrixot. E métrix korabbival azonos elnevezését az indokolja, hogy ha T’

reprezentalhaté, akkor S, egyenlo azzal a skalarszorzat métrixszal, amelyik az Xc¢ pont-
boél az X ponthalmaz pontjaiba huzott vektorok alapjan keletkezik.
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6.5. Allitas Azokra a c-kre, amikre ¢c"u =1, az S, = —1C.TCT pontosan akkor pozitiv
szemidefinit amikor az S = —%CTCY pozitiv szemidefinit.

Az allitas konnyen adodik egyrészt abbdl, hogy egy tetszoleges A és B matrixra, ha az A
pozitiv szemidefinit, akkor (ha a szorzds értelmezhetd) a BABT is pozitiv szemidefinit.
Masrészt pedig abbdl, hogy CC.=C és C.C=C..

Ugyanis ez utébbiak miatt a C'S.C = CC,TCTC = CTC = SésaC.SCT = C.CTCCT
C.TCT = S.. Vagyis tényleg: ha az S. pozitiv szemidefinit akkor az S is az. Es forditva
is: ha az S pozitiv szemidefinit, akkor az S, is az.

Legyen T" most egy X ponthalmaz tavolsagmatrixa: T = T, és egy olyan ¢ vektorra
amelyre c'u = 1 legyen S, = o.(T) a megfelel§ skalaldrszorzat matrix. Vagyis legyen T
egy reprezentalhatd tavolsag matrix, és S. legyen a ponthalmaz X ¢ ponthoz tartozé ska-
larszorzat matrixa. Ekkor az S. matrix j. diagonalis eleme a j. pont tavolsagnégyezete
a ¢ 4ltal meghatarozott Xc ponttdl, és a T'c — (¢'T'c)u/2 az az n dimenzids vektor, amit
az S.nek ezekbol a diagonalisbeli elemeibol képezhetiink.

fgy, ha a T reprezentalhato és ha a reprezentalé pontok koré irhatéd géomb, és ha ennek a
kozéppontjat a ¢ hatarozza meg, és ha ennek a gombnek a sugara r, akkor érvényes a

Te— (I'Te)u/2 = r?u

egyenl6ség. Vagyis a k = r? + ¢I'Tc/2 konstanssal, a detT # 0 feltétel mellett, a c-re
teljesiil hogy
c=kT 1 u .

Ezt az egyenletet balrdl u”-vel szorozva, mert az u’c = 1 adédik, hogy a k = 1/uT T u.
Tehét az egyenlet alapjan a ¢ = T u/ul T tu.

Ezt a c értéket visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe adédik, hogy az u’T'u > 0
feltétel teljesiilése mellett (ez dltaldnosan igazolhatd, ha a T létezik) a kor sugara

1
VouTT 1y

A kozéppont tehat az S egy tetszbleges S = XTX dekompozicidja mellett az X-nek a
c = 2r*Tlu-val sulyozott 4tlaga. Vagyis egy X reprezentdcié pontjai koré irt gomb
koézéppontja az:

r =

_ XT

Xc= T 1y
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A legutébbi, 6.4. tétel azzal foglalkozott, hogy mikor van egy tavolsagmatrixnak a vala-
hany dimenzios euklideszi térben interpretacidja.

Lathaté, hogyha van a tavolsagmatrixnak interpretacidja, akkor annak a tényleges di-
menzidja legfeljebb n—1.

Utobb pedig levezettiik azt is, hogyha a tavolsdgmatrixnak van interpretaciéja, akkor az
rajta van egy n—1 dimenzios gombon, és kiszamoltuk a pontok koré irt gomb sugarat és
a kozéppontjat is.

Ezeknek az allitasoknak akkor lesz jelentoségiik, amikor az objektumoknak skalazasal
nyert térképét kell kiértékeliink. Ugyanakkor ez utoébbi megallapitasok nem kiilonésebben
meglepdek, hiszen 3 pontra mindig van egy sik ami a 3 pontot tartalmazza, és a 3 pont
mindig rajta van egy koéron. Hasolé moédon 4 tetszéleges dimenzids pont mindig benne
van egy 3 dimenzids altérben és 4 pont mindig rajta van egy kozos gombon. Stb.

6.3. Tavolsagok kozelito abrazolasa

A T téavolsdgmatrix k dimenzids klasszikus kézelitd abrdzoldsanak azt az X ponthalmazt
nevezziik, ami ugy addédik hogy vessziik a tavolsagmatrixhoz tartozo —%CTC skalarszor-
zat matrix k darab legnagyobb, A, ..., \; sajétértékét és a hozzatartozd egységhosszu
vy, ..., U sajatvektorokat és ezekbdl felépitjiik azt az X ponthalmazt, aminek matrixa-

ban a j. sor \/)\jva.

Ha nincs a skalarszorzatmatrix sajatértékei kozt, csak ¢ < k darab nemnegativ, akkor
csak az ¢ darab nemnegativnak megfelel6 sajatvektort vessziik, és a nyert reprezentacid
¢ dimenzios lesz. A tovabbiakban levezetiink két tételt, ami egyszeri kovetkezménye
annak, hogy mi egy matrix optimalis kozelitése pozitiv szemidefinit matrixszal.

A teljesség kedvéért, mindkét tételt az igen szép bizonyitdasaval egyiitt mutatjuk be.

6.3.1. Kozelités /; normaban

Megjegyzés. Jelolje a T = (t;;) tavolsdgmatrixot kozelitéen interpretalé ponthalmaz
tavolsdagmatrixat D = (d;;) és a skalarszorzat métrixat V. Természetesnek latszé cél
olyan ponthalmaz keresése amire

n

O(T, D) = (ti; — dij)

3,j=1
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minimalis. Csakhogy a fenti szumma atrendezhetd, és a tr(T) = tr(D) = 0. Igy a

= 1
>ty =u"Tu=tr(u"Tu) = tr(TU) = tr(UT) = ~tr(UTU),

i,j=1
tehat a
_ 1 1
>ty =—ntr(l - ~U)T(I = —U) = —ntr(CTC) = 2ntr(S)

ij=1

és a hasonléan adédé ) 7, dij = 2ntr(V) alapjan:

6(T,D) =2ntr(S —V).

Ez a kifejezés is nyilvanvalé médon mutatja, hogy az f; tetszéleges T esetén egy meg-
felel6en valasztott V' mellett akar egy dimenzids interpretacié mellett is nullava tehetd.
Példaul gy, hogy az objektumokat két olyan pontba képezziik le, amelynek tavolsaga
a ZZ" ;=1 tij annyiad része, mint amennyi a két pontba leképezett objektumok szamanak
szorzata. Ez a reprezentacié nyilvan nem mond sokat az adatainkrél. Tehat bizonyos
korlatozasokat kell bevezetniink, hogy az ¢; tavolsag szerint értelmes kozelitését kapjuk
a T matrixnak.

Tegyiik fel, hogy T reprezentalhato tavolsagmatrix és keressiik a T-nek az ¢; szerinti
legjobb reprezentacidjat, a reprezentalé ponthalmazok k dimenziés vetiiletei korében.

6.6. Tétel Eqy T, reprezentdlhato tdvolsagmdtrixz esetén a vetiileti reprezentdciok koré-
ben a k dimenzios klasszikus kézelito abrdzolas az a k dimenzids ponthalmaz, amelyiknek
D tdvolsigmatriza, az (T, D) = Y1\, (tij — dij) értelemben a legjobban kozeliti a T
tavolsdgmatrixot.

Az dbrézolds hibdja: D7, | Ai(S) ahol a \; az i = k+1, ..., n-re az n —k darab legkisebb

sajatértéke az S = —%CTC‘ matrixnak.

Bizonyitas. Az el6zé megjegyzés szerint a T kozelitése a 1 tavolsag szerint ugyanaz,
mint az S kozelitése a tr(S — V') tavolsig szerint. Mivel ¢r(S) egyenld az S sajatérté-
keinek osszegével, a feladat a reprezentacié olyan vetiiletének megkeresése, amire tr(V)
maximalis.

Legyen az X a T egy centrélt reprezentacidja, és legyen P = QI,QT egy tetszOleges
projekcié egy k dimenzids altérbe. Itt () egy ortogonalis transzformacio. Az I, pedig az
a vetités, ami az elsé k koordinata altal kifeszitett altérbe vetit. Vagyis az [ egy olyan
n X n-es matrix ami mindeniitt nulla, kivéve a fédiagonalis els6 k elemét, ami egyenlo 1-el.
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Ezekkel a jelolésekkel a 5-37" . diy = tr(V) = tr(P"SP) = tr(QL:Q"SQLQT) =
tr(I,QTSQI;) ami nem méds mint a QT.SQ matrix k x k-s féminordnak nyoma ami a
Poincare tétel szerint ([2], 141.0.) legfeljebb az elsé k legnagyobb sajatérték osszegével
egyenls. Ebbdl pedig — figyelembe véve, hogy az S és a QT SQ sajatértékei azonosak —

az allitas kovetkezik.

6.3.2. Kozelités /5 normaban

Megjegyzés. Az elobbi, 6.6. tétel erés megkotése, hogy csak reprezentalhatd tavolsag
matrixok kozelitésére vonatkozik, és hogy a minimalizdlast az dbrazolé ponthalmazok
vetiileteinek korében végzi. E megkotésektol vald szabadulas érdekében moédositjuk a
minimalizalandé tavolsagot: legyen a minimalizaland6 tavolsag

(T, D) = tr ((S = V)?).

Csakhogy ennek a tavolsdgnak mar nincs olyan szép, a t;; kozelitésére vonatkozd &t-
alakitasa, mint amilyen a ¢; esetén volt. Legfeljebb az &ltal értelmezheto, hogy az
0(T, D) = tr (S —V)?) = 327 ,_1(si5 — vy5)* azaz hogy egyenlé a skalarszorzatok kii-
16nbségének négyzetosszegével.

A kovetkezo6 tétel azt mutatja, hogy e jelentésen médositott feladat megoldasa lényegé-
ben azonos az el6z6 feladat megoldasaval!

6.7. Tétel Tetszileges T tavolsagmdtriz esetén a k dimenzios klasszikus kozelité ab-
razolds az a k dimenzids ponthalmaz, aminek V' skaldrszorzat mdtriza az (5(T, D) =
tr ((S — V)?) értelemben a T-hez tartozd S skaldrszorzat mdtrizhoz legkézelebb van.
A k dimenzids klasszikus kozelitd dbrdzolds hibdja ebben a mértékben: Y 7 A3(S)

Jelolés. A bizonyitdashoz bevezetjiik a x < y jelolést, ami azt fogja jelolni, hogy az x szuk-
cessziv kisebb mint az y. Ez azt jelenti, hogy 1 < y1, x1+29 < y1+y2,. . .21 +...+Tp_1 <
Y1+ ...t yprdexy+...+x, =y + ... +Yn. Es a Hardy-Littlewood-Pélya (1929) tétel
szerint az x < y akkor és csak akkor all fenn, ha létezik olyan P duplan sztochasztikus
matrix, amire x = Py. Az egyenl6ség pontosan akkor érvényes, ha erre a P-re P = I.

Bizonyitas. Legyen az S csokken6 sorrendbe irt sajatértékeibdl alkotott vektor A, és a
beloliik alkotott diagonalis matrix A. A V sajatértékeibol hasonlé médon alkotott vektor
illetve matrix legyen [ és L.

Diagonalizdlja az S-t Q, a QV QT-t pedig R. Ekkor tr (S — V)?) = tr ((A — QVQT)Q) =
tr (A — RLR")?) = tr(A?) — 2tr(ARLRT) + tr(L?).
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Tehat keressiik azt az R ortogonalis transzformaciét és L diagondlis métrixot amire ez a
mennyiség minimdalis. Rogzitsiik L-t belatjuk, hogy a kifejezés a minimumét akkor veszi
fel, amikor R = I. Pontosabban ha vannak egyenld sajatértékek, akkor az R a megfelelo
altérekben elforgatés is lehet.

A minimalizalési feladat nyilvan azonos a kozéps6 tag maximalizalasaval, ami a
tr(ARLRT) =", 2?21 )xiljrfj = M'RA[ = \Tq

forméba irhaté. Ahol az R® az R-bél elemenkénti négyzetre emeléssel adédik, és az
a = R®I. De ekkor a 0 < a és mivel Y7 1, = > 17 =1, az R® dupldn sztochasz-
tikus, > .a; = > .l;, tovdbba a Hardy-Littlewood-Pélya tétel szerint a < [. Konnyen
lathatd, ha a < [ akkor \Ta < ATl s6t ha az egyenl6ség nem igaz, az egyenldtlenség tel-
jesiil. Tehat ismét a H.L.P. tétel szerint R® = I vagyis R = I. Tehdt rogzitett L mellett
a minimumot az S és a V sajatértékeibdl alkotott parok kiilonbségeinek négyzete adja.
Ebbdl pedig, figyelembe véve a korabbi atalakitasokat, és azt, hogy V-nek legfeljebb &
nem nulla sajatértéke lehet, adodik az allités.

Az eddig alkalmazott tr(S — V) = 3 ", (tij — dij) és tr ((S —V)?) = 320" (545 — vi)?
matrix tavolsagon kiviil, szdmos mas — a gyakorlat szempontjabol hasznos — matrix-
tavolsdg esetén megoldhato a tavolsag matrix kozelitési feladat. Csakhogy ezekben az
esetekben a megoldds (altaldban) nem irhaté fel explicit médon. Ezért a megolddsok
megtalalasahoz valamilyen kozelito eljarast kell alkalmazni.

6.3.3. A tavolsagok fiiggvényének kozelité abrazolasa

A téavolsag dbrazolasi feladat altalanosithaté azaltal, hogy a tavolsagok kozelitésére nem
az abrazolas tavolsagait alkalmazzuk, hanem azok egy (becsiilt paraméterii) fiiggvényét.

Legegyszertibb eset amikor ¢;;-t a d;; ismeretlen paraméterd linedris fiiggvényével akarjuk
kozeliteni. Ekkor az a cél, hogy a

> ety — (Bdij + a))

mennyiséget minimalizaljuk. Ha ezt a hibat tekintjiik és mint lehetséges megoldast az
Osszes n elemi ponthalmazt vessziik figyelembe, akkor nyilvan azonos eredményt ad, ha
a

>ty — (dij + @)
mennyiséget minimalizaljuk, vagyis ha azt keressiik melyik ponthalmaz tavolsagai koze-
litik, tavolsdgonként konstans hibaval legjobban, az adott tavolsdg matrix tavolsagait.

135



6.8. Allitas Legfeljebb n—2 dimenzioban minden tdvolsagmdtriz abrazolhato konstans

hibdval, [2/].

Bizonyitas. A bizonyitas azon alapszik, hogy a tavolsdgok konstanssal vald eltolasa a
skalarszorzat matrix, nem u-hoz tartozo sajatértékeit konstanssal tolja el.

Jelolje a tavolsdgmatrix a konstanssal valé eltoltjat T,,. Ekkor T, =T 4+ a(U — I) és A
T, tavolsdgmatrix skaldrszorzatmatrixa:

1 1 1
Sa = —ECTGC = —§C(T+ CL(U — I))C = S‘I‘ 5&0

Ha S sajatvektorai az s; 1=1,...,n—1 és az u, a megfelel6 sajatértékek A\ >... >\, 1 és
0. A sajatvektorok ortogonalitdasabdl C's; = s;, i =1,...,n—1. Tehat S,s; = (\; + %a)si
és Seu = 0, igy ha a = —2\,_1, Sc az (n — 1 — (a  A,—; multiplicitdsa)) < n — 2
dimenzios térben reprezentalhato.

A bizonyitasbol lathatd, hogy a tavolsagok konstanssal valé médositasa esetén csak egy
a-ra (a legkisebb nem az u-hoz tartozd sajatérték minusz kétszeresére) reprezentalhaté
a tavolsdg matrix alacsonyabb dimenzioban. Nagyobb a értékre n — 1 dimenzids repre-
zentacidt kapunk, kisebbre pedig nem abrazolhaté a tavolsagmatrix.

Ugyanakkor a tétel allitdsa szemléletesen is nyilvanval6. Ha az dbrazolandé tavolsdgok
mindegyikéhez hozzaadunk egy igen nagy konstanst, akkor a feladat olyan n elemii pont-
halmaz talaldsa, amiben minden pontpar tavolsdga lényegében egyenlo.

Szokas azonban a konstans eltolds, azaz a linedris fliggvény helyett mas paraméteres
fiiggvény alkalmazasa is, a kovetkezok szerint.

6.3.4. Kozelités altalanositott feltételek mellett

Altalénos, analitikusan nem optimalizalhato kozelitési feltételek példaul a kovetkezok:

ig=1
2
> k=1 Ok elde — di]
2
ZZ,H |d€ - dkl
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Itt a ¢;; az dbrdzolandd, és a d;; az abrézold tavolsagokat jeloli. A dj, és a dy a d;; tévol-
sagok egy tetszOleges sorrendben és a 05, egy 0//1 értéki indikdtora annak, hogy a d
és d, nagysagrendi sorrendje megegyezik-e a t; és a t, nagysagrendi sorrendjével.

Ezeket a minimalizalasi feladatokat gradiens modszerrel szokas megoldani. Felhasznal-
hatd, hogy a fenti tavolsagokbdl adéddé minimalizdlandé fiiggvények gradiensei explicit
kiszamithatoak.

Erdekes, hogy ezek a gradiens médszeren alapulé eljarasok interpretalhatéak a kovetkezd
modszer segitségével is.

A ‘fogszabalyozd’ algoritmus. Felrajzolunk egy olyan ponthalmazt, ami a tavolsagokat
nagyjabol reprezentalja, és a pontok kozé (gondolatban) rugdkat illesztiink. A rugdk
feszességét annak fiiggvényében szabdlyozzuk, hogy mi az abrazold és az abrazolandé
tavolsag viszonya: ha a két abrazold pont tavolsaga nagyobb mint az dbrazolandé tavol-
sdg, akkor a rugd osszehiiz, ha kisebb, akkor pedig szétnyom (igy mint a fogszabdalyozés
esetén). Ezutan rovid idore ‘elengediink’ egy pontot. Azaz megengedjiik, hogy az adott
pont a hozzakapcsolt rugdk iranyanak és erejének fiiggvényében egy kicsit elmozduljon.
Majd tujrafeszitjiik a rugékat az abrazolasi hiba mértékének megfeleléen és ismét elen-
gediink egy pontot. Stb, addig ismételve a feszités-elmozdulas ciklust, mig a pontok
lényegében nyugalmi helyzetbe nem keriilnek.

Legyen adott a T tavolsagmatrix. Legyen a reprezentacio tavolsagmatrixa D. Legyen
fo, go illetve ry ismert, egy illetve kétvaltozds paraméteres fiiggvény. Keressiik a T egy
olyan k£ dimenzids abrazolasat és azt a 0 € © paramétert, amire a

> oii(dig = fo(tis))?, vagy a D75 go(dij — tij),
vagy altalanosabban az
ro(T, D)
minimalis. Az ilyen tipusu feladatok a kovetkez6 strukturajia algoritmusokkal oldhatok

meg.

Egy Xo, X1, ... ponthalmaz sorozatot képeziink. Legyen X, egy tetszoleges kezdeti kon-
figuracio, példaul a k dimenziés klasszikus kozelitoé dbrazolas. Ha ismert az X; akkor az
X, 11 ponthalmazt a kdvetkezd 1épésekben hatarozzuk meg:

1. legyen 6,41 az a 6 amire a ry(7, Dx,) minimalis

2. legyen X,y az a k dimenziés X ponthalmaz, amire 7y, , (7, Dx) minimalis
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A mondott modellcsoport egy érdekes esete, amikor az fy egy tetszoleges monoton fiigg-
vény. Ekkor a feladat a jegyzet masodik részében ismertetett monoton regresszié felhasz-
nalasaval, egy specidlis iterativ eljarassal elegansan megoldhato.

Felmeriil a kérdés, nem lehet-e a tavolsdgokat altaldban monoton reprezentalni. Vagyis
nincs-e egy olyan abra ami a nagyobb tavolsagokat nagyobb, a kisebbeket pedig kisebb
tavolsaggal reprezentalja.

A konstans hibaval valé abrazolhatésag elobb targyalt tételének egyszerii kévetkezmé-
nye, az az egyaltaldn nem természetes tény, hogy R" 2-ben mindig taldlhaté monoton
abrazolas.

Ugyanakkor a kovetkezo feladatot megoldva lathatjuk, hogy ez alacsonyabb dimenziéban
altalaban nem oldhaté meg. Emiatt legfeljebb olyan abrazolasokra célszerti torekedni,
amikben a monotonitas kevés helyen csorbul.

Feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan tetraéder, aminek cstcstavolsagai a szamegyenes
semmelyik négy pontjaval sem reprezentalhaték monoton médon. Bizonyitsuk be, hogy
van olyan pont n-es ami n — 2-nél alacsonyabb dimenziéban monoton nem abrazolhaté.

6.4. Az elmélet demonstracigja

6.4.1. Egy haromszog és a koré irhaté kor
Adott tavolsagmatrix szerinti haromszog és tetraéder, valamint a koréjiik irhato kor és

gémb.

Bemutatjuk egy véletlengeneratorral el6allitott haromszogon az eddig ismertetett fogal-
makat. Numerikusan és grafikusan interpretaljuk, hogy a képletek helyesek.

#
# a véletlen generdtor kezddértéke

set.seed(123)

# vegylink hdrom sikbeli pontot

A <-rnorm(2)
B <-rnorm(2)
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C <-rnorm(2)

# eltoljuk a silypontot az origdba

xa<-(A[1]+B[1]1+C[1])/3
ya<-(A[2]+B[2]+C[2])/3

A<-A-c(xa,ya)
B<-B-c(xa,ya)
C<-C-c(xa,ya)

# a pontok tavolsagmatrixa

T<-matrix(0,nrow=3,ncol=3)
rownames (T) <-colnames (T)<-c("A","B","C")

T[1,2]1<-T[2,1]<-sum((A-B)"2)
T[2,3]<-T[3,2]<-sum((B-C)"2)
T[1,3]1<-T[3,1]<-sum((A-C)"2)

print (T)

# a skaldrszorzat matrix
M<-diag(rep(1,3))-
matrix(1,nrow=3,ncol=3)/3

S<— —MY%U*%UT%*%UM/2

print(S)

# a klasszikus reprezentécié

W<-eigen(S) # a sajatértékek és vektorok
X<-diag(sqrt (W$val[-3]1))%*x%t (Wve[,-3]1)

# a harmadik az u es a hozzatartozé 0

print (X)
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# a skalarszorzat matrix jo6...

round (t (X)%*%X-S,4) # ez kb nulla

# a reprezentacié tavolsagmatrixa:
D<-matrix(0,nrow=3,ncol=3)
D[1,21<-D[2,11<~ sum((X[,1]1-X[,21)"2)
D[2,3]<-D[3,2]<- sum((X[,2]-X[,3])"2)
D[1,3]<_D[3’1]<_ Sum((x[’l]_x[:3])A2)

round(D-T,4) # ez kb nulla

# a reprezentacié koré irt kor sugara
u<-matrix(rep(1,3))
rm<-t (u) %*%solve (T) %x%u

r<-sqrt(1/(2*as.numeric(rm)))

print(r)

# a koré irt kor kozéppontja

s<-2*xr~2xsolve(T)%*%u # silyozas mellett
K<-X%*%s

print (K)

#
# felrajzoljuk...

# a pontokat, a reprezentacidt
# es a koréirhatdé kort

szin<-c("red","blue","darkgreen")
h<-c(-3,3)
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# a harom eredeti pont

x<-c(A[1],B[1],C[1])
y<-c(A[2],B[2],C[2])
par(mar=c(.2,.2,.2,.2))
plot(x,y,xlim=h,ylim=h,

xlab="" ,ylab=" " ,t=’n’)
points(x,y,col=szin,pch=16)

# a harom reprezentilé pont képe

pO:LntS(X [1 ’] ,X [2 ;] 5 COl=SZin,pch="+")

# _______________________________
# a reprezentacidé koré irt
# kor és kozéppontja

v<-seq(0,2*pi,1=1001) [-1]

vx<-r*cos(v)

vy<-r*sin(v)
points(K[1]+vx,K[2]+vy,col="black",pch=".")

points(K[1],K[2],col="black",pch="x*")

# _______________________________
# A kozéppont tavolsignégyzete
# a pontoktél

colSums ((X-cbind (K,K,K)) "2)

A fenti programban — technikai okokbdl — M-el jeloltiik az elméleti ismertetoben
C-vel jelolt centralé matrixot, és ¢ helyett s-el az interpretaciés kor kozéppontjat. A
programsorok grafikus eredménye a 6.1 abran lathato.

Ehhez a modellhez animécid is késziilt, amely a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_
skala/ cimen talalhaté. Itt azt vizsgalhatjuk, hogy kiilonb6zé pontharmasok mennyire
kiilonb6z6 eredményt adnak. A bal oldali csiszka nem is jatszik szerepet, csak azért kell
elmozditani, hogy 1j futdsi eredményt kapjunk.
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6.1. dbra. A szines pottyok jelolik az eredeti haromszoget, a keresztek az interpretaciot

Harom pont skalazasa

a PR a kérék: eredeti pontok
Tolja at a csuszkat (a pontok szama mindig 3 marad) keresztek: reprezentaciok

3 4

@

6.2. abra. Animacios abra a haromszog-skalazasrol

6.4.2. A patkoéeffektus interpretacidja

[vesedési hajlamnak — patkd effektusnak — azt a skélazas soran gyakran tapasztalhato
jelenséget nevezik, hogy az objektumokat reprezentalé pontok a 2D abran kis ivekre ren-
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dez6dnek. A jelenség rovid magyarazata az, hogy az objektum abrazolt részhalmazanak
tényleges tavolsagai kis hibaval eleve egy alacsonyabb dimenzids térben interpretalha-
téak. Emiatt az interpretacios pontok az n—1 dimenzids gombnek egy alacsonyabb
dimenzids kor (vagy gomb) szeletéhez kozel helyezkednek el.

Az ivesedési hajlam kellemetlen kovetkezménye, hogy példaul olyan objektumok esetén,
amik a ‘legkozelebbi szomszéd’ elve alapjan valéjaban egy sorozatot alkotnak, a skalazas-
sal nyert 1D abran nem a ‘valds’ sorrendjiikben szerepelnek. Latvanyosan adddik ilyen
probléma régészeti és 6koldgiai adatok feldolgozasakor.

Ha egy teriilet régészeti leleteit vessziik, akkor e leletek egy természetes sorrendje a le-
letek kora. Am ha a rendelkezésre 4ll6 masodlagos adatok alapjan a leletek kozelitd
kordifferenciai alapjan skalazassal akarunk a leletek kozt sorrendet megallapitani, azaz
ha vessziik a feltételezett kordifferencidk skédlazéassal nyert 1D képét, akkor j6 eséllyel azt
tapasztalhatjuk, hogy a mddszer nem a legrégebbit mindsiti a legrégibbnek, és nem a
legtijabbat a legiijabbnak.

De ha a leleteknek nem 1D, hanem 2D képét vessziik, akkor lathatéva valik a leletek
valés sorrendje és egyben az is, hogy mi okozta az 1D interpretacio esetén a problémat.
Ugyanis a targyak 2D képén a reprezentalé pontok jé eséllyel egy behajlé végi patkon
helyezkednek el. Az ilyen {veknek pedig nincs is olyan vetiileti irdnya ami a pontokat
helyes sorrendben képezné le.

Hasonlé a probléma az tgynevezett okologiai gradiens keresésekor. Ekkor ugyanis a t4j
valtozasanak van egy egyértelmi irdnya. Emiatt a vizsgalt teriiletek sokdimenzidos 6ko-
légiai lefrasa erdteljesen valtozik egy tényleges foldrajzi iranyban. Ugyanakkor az egyes
vizsgalt teriiletek mint objektumok skaldzott képe hasonlé moédon a régészeti esethez,
nem 1D hanem csak 2D (vagy esetleg valamely még magasabb) reprezentaciéban mutat-
jak csak be ténylegesen a sorrendiséget.

A kovetkezd programrészlet az ilyen esetekre jellemz6 hasonldsag és az abbdl szamolt ta-
volsagmatrix esetén mutatja meg, hogy az interpretacié tényleg egy patkon helyezkedik
el. Ugyanakkor példdul a ’cmdscale(T k=1)" paranccsal ellendrizheté, hogy ha a tavolsa-
gok 1D képét vesziink, akkor a pontok sorrendje mar nem felel meg ennek a természetes
sorrendnek.

n<-23; k<-2; m<-2
H<-matrix(rep(0,n*n),n,n); # hasonlésiag
T<-matrix(rep(0,n*n),n,n); # tavolsag

for (i in 1:n) for (j in 1:n)
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H[i,jl<-(max(c(k"2-ceiling(abs(i-j)/k),0))) m

for (i in 1:n) for (j in 1:n)
T[i,jl<-sqrt(H[i,il-2*H[i,jl1+H[],jl)

patko<-cmdscale(T,k=2)
plot(patko,pch=20,col="red")

6.3. dbra. Ezeknek az objektumoknak nincs sorrendhelyes 1D vetiilete

6.5. Skalazast végzo R programok

6.5.1. A ’stats::cmdscale()’ eljaras

A ’datasets::eurodist’ egy 'dist’ osztdlytd adathalmaz, ami 21 eurdpai nagyvaros egymas-

t6l mért kozuti tavolsagaibdl All.

A ’dist’ osztdlyu véltozdk szimmetrikus matrixok adatait tartalmazzak. Az ’eurodist’
a ’dist’ osztalyu valtozék hat lehetséges attributuma koziil kettovel rendelkezik. Ezek
a 'Labels’ ami esetiinkben a szobanforgd 21 varos neve tovabba a kotelezden jelenlévd

'Size’ attributum, aminek az értéke az esetiinkben 21.
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Mivel egy 'dist’ objektum feltételezi, hogy a szébanforgé (tavolsdg) matrix szimmetrikus,
és olyan, amilyennek a diagondlisa nulla, az objektumban a matrixnak csak az alsoha-
romszog része van tarolva, oszlopfolytonosan.

A ’dist’ osztalyu véltozok tovabbi lehetséges attributumai a ’Diag’ és az "Upper’ ami
csak azt érinti, hogy a ’dist’ osztalyhoz tartozé "print’ rutin kiir-e nulldkat, a diagonalis
feltételezett elemeinek megfeleloen, illetve hogy a kiiraskor kiirja-e a diagondlis feletti
poziciékhoz tartozé (a diagondlis alatti értékekkel azonos) fels6haromszogbeli értékeket
is.

A ’call’ és 'method’ tovabbi lehetséges attribitumok szokvanyos informaciokat tartal-
maznak. Az utébbi példaul azt, hogy a tavolsdgok milyen mddszerrel szarmaznak a
tobbdimenzids pontok adatai alapjan.

A ’method’ tipikus értéke példdaul az, hogy a tavolsig az "euclidean” vagy a “min-
kowski” azaz euklideszi vagy L,, "maximum”, azaz a maximalis koordinata kiilonb-
ség, "manhattan” azaz a koordinata kiilonbségek Osszege. A “canberra” tavolsagot a
> (|zi — yil /| + yi|) képlettel szdmolhatjuk. Ha az objektumok vektorai 0//1 vektorok,
akkor a "binary” tavolsag azon pozicidk hanyada, amelyekben a két bit kiilonbo6zo.

A ’dist’ objektumot n darab k dimenzids pont k£ X n méretli adat matrixabdl tipikusan
a 'dist()’ eljards segitségével hozhatjuk létre.

A ’dist’ osztélyu valtozokat az ’as.matrix()’ parancs szimmetrikus 0 diagondlisi matri-
xokka alakitja. A kovetkezOkben bemutatott skalazé eljarasok a bemenetként megadott
tavolsagmatrixokat ilyen (teljes, szimmetrikus, nulla diagonalisi) métrixok formajéaban
is elfogadja.

A “stats::cmdscale()’ a legegyszeriibb R -beli skéldzé fliggvény. A kovetkezd médon
futtattuk le:

P<-cmdscale(eurodist)

plot(P,type="n",main="Varosok",
Xlab=" n s ylab=" " )

text (P, rownames(P), cex=0.8)

A kapott 6.4 abran a varosok nagyjabdl ugy helyezkednek el, ahogyan azt a térképeken
megszoktuk.

Az els6 parancs a skaldazds eredményeit a P valtozéba menti, az abrat pedig ennek alap-
jan a két utébbi parancs allitja 0ssze. A masodik parancs egy ‘lires’ grafikus kornyezetet
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Stockholm

Copenhagen

Hamburg

Hook of Holland

Calais ogne
Cherbourgrussgﬁ)g
Paris

Lisbon Munich
Lyops. eva Vienna

Marseilles  Milan
Barcelona

Madrid

Gibraltar

Rome

Athens

6.4. dbra. Eurdpai varosok ’stats::cmdscale()’ paranccsal skalazott képe

nyit, az utolsé pedig a sornevekként visszakapott varosneveket az dbra P altal megadott
pontjaira irja.

A ’cmdscale()’; ha nem alkalmazzuk az 'add=TRUE’ opcidjat akkor a klasszikus in-
terpretacié alapjan miikodik. Veszi a megadott tavolsagoknak megfeleld skalarszorzat
matrixot. Veszi a skalarszorzat matrix sajatértékeit csokkeno sorrendben és a hozzajuk
tartozo egységhosszu sajatvektorokat. A keresett ponthalmazt a sajatértékek gyokeivel
beszorzott sajatvektorokbol dllitja 6ssze. Annyi sajatvektort hasznal fel, ahany dimenzids
reprezentaciot keresiink. A kozelités dimenzidja az alapértelmezés szerinti esetben k = 2.

A parancs eredményeként kapott objektum ’matrix’ osztdlyd, hacsak nem &llitjuk az
interpretdciés dimenzién (ez a k=" opcid) kiviili hdrom lehetséges paraméter legalabb

egyikét "TRUE’ értékre.

M <- cmdscale(eurodist, k=20,

eig = TRUE,
x.ret = TRUE,
add = TRUE)

str(M)
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Ez utébbi esetben az eredmény egy 5 elemii lista a kovetkezok szerint:

points az interpretacié n X k méretii matrixa,

eig k db sajatérék,

$x a skalarszorzat métrix * -2,

$ac additiv konstans,

$GOF  jésagi mérték.
Mint lathato, az interpretaciés pontokat az eredmény $points n X k méretii métrixa
tartalmazza. Azaz az eredmény egy-egy sora azonos egy-egy interpretacioés ponttal.

A fiiggvény hibat jelez, ha kevés a ‘pozitiv’ dimenzié — azaz a megadott tavolsagmat-
rixhoz tartozd skalarszorzat matrixnak kevesebb nem-negativ sajatértéke van, — mint
ahany dimenzids interpretaciot keresiink.

Az esetleges interpretélhatdsagi probléman a ’cmdscale()’ esetén kétféle képpen segithe-
tiink. Vagy csokkentjiik az interpretalasi dimenzidt, vagy pedig az ’add=TRUE’ opcié
felhaszndlasaval olyan interpretéciét kériink, ami konstans hibaval kozeliti (jol) a meg-
adott tavolsagokat.

A ’cmdscale()’ eljaras az 'add=TRUE’ opci6é mellett F. Cailliez modellje és mddszere
alapjan talal egy olyan, 'ac’ paraméterként visszaadott konstanst amivel megnovelve az
abrazolandé tavolsagokat a pontparok tavolsagait jol kozelité abra készitheto.

Az ’add=TRUE’-nak megfelel6 additiv konstans modell akkor is hasznalhaté, ha a ta-
volsagoknak van ténylegesen k dimenzids kozelité megoldasa. De az eljaras ekkor sem
ad a konstans nélkiili modellel feltétlen azonos megoldast.

A ’cmdscale()’ ugyanis az 'add=TRUE’ opcié mellett azt az "ac’ konstanst veszi, amivel
a tavolsagértékeket (tehat nem a tavolsdgnégyzet értékeket!) megnovelve olyan skalar-
szorzat matrix adédik, aminek nincs negativ sajatértéke.

Az eredménybe az 'eig=TRUE’ opciéval kérhet6 két szam azt mutatja, hogy a nyert abra
(kozelités) mennyire j6 modellje az eredeti tavolsdgadatoknak.

Legyen k az interpretacié dimenzidja, és py, ..., i, csokkend sorrendben az — adott eset-
ben additiv konstanssal névelt — tavolsagmatrixhoz tartozé skalarszorzatmatrix sajat-

értékei és legyen m az a legnagyobb index amire a p,, még pozitiv.

Ezekkel a jelolésekkel a két mutatd értéke:

k n k m
D i) > el letve > i/ > .
=1 =1

j=1 - j=1
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Vagyis az els6 azt méri, hogy a interpretaciés pontok az adatokban meglévé informé-
cié hanyad részét reprezentaljak. A masodik pedig azt, hogy ugyanez az interpretalt
informéci6 az interpretdlhato informaciénak hanyad része. A két mutaté tehat mindig
[0, 1]-beli. A nagyobb szémok jelentik a pontosabb interpretaciét. A masodik mutaté
mindig nagyobb vagy egyenl6. De ha az ’add=TRUE’ opcidét alkalmazzuk, akkor a két
mutaté értéke (természetesen) egyenld.

Mint lathaté a beépitett 'eurodist’ adathalmaz varosai kozé nem vették fel Budapestet.
Adjuk tehat hozza a beépitett adatokhoz a magyar févarost is!

Minthogy a ’dist’ osztalya valtozok a tavolsagmatrix elemeit oszlopfolytonosan tartal-
mazzak (lathaté ez a ’as.numeric(eurodist)’ parancs eredményén is) legegyszeriibb az ‘j’
varost elsoként megadni, a kovetkezok szerint:

szam<-attributes(eurodist)$Size
tobbi<-attributes(eurodist)$Labels

# tobbi<-labels(eurodist) # igy is joé
osztaly<-class(eurodist)

nevek<-c("Budapest",tobbi)
# két varos nevét atirjuk
nevek[c(14,16)]<-c("Lyon","Marseille")

varosok<-
c(c(1124,1501,1133,1418,1538,959,1013,
992,2373,929,1156,2474,1103,1978,
1164,789,564,1248,812,1318,217),
as.numeric(eurodist))
attributes(varosok)$Size<-szam+1
attributes(varosok)$Labels<-nevek
class(varosok)<-osztaly

P<-cmdscale(varosok)

# az elsd koordindtat az irany-

# helyességhez tikkrozni kell
P[,11<- -P[,1]

plot(P,t="n’,axes=FALSE,xlab="",ylab="")
text (P,nevek,cex=.8)
A fenti programsorok egy 1ij adatobjektumot épitenek, és két francia varos nevét angol-

rol francia helyesirasira irjak at. Az eredményt az alabbi dbra mutatja. Budapest kissé
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6.5. dbra. Eurdpai varosok képe Budapesttel kiegészitett tavolsagmatrix alapjan

6.5.2. A MASS::sammon()’ eljaras

Ez az eljaras az R rendszer alapkiépitéséhez tartozd 'MASS’ csomag része, ami ugyan
telepitodik az alaprendszerrel egyiitt, &m a rendszer inditdasakor mégnem toltédik be
automatikusan. Ezért e fiiggvény alkalmazasa elott vagy be kell tolteni a "MASS’ cso-
magot, vagy pedig a fliggvényt — az 6t tartalmazé csomagot is megcimezve, — a
"MASS::sammon()’ paranccsal kell meghivni.

Példaként futtassuk a kovetkezo parancssort.

require (MASS)

D<- dist(as.matrix(swiss[, -1]))
M <- sammon (D)

plot(P, type = "n")

text (P, rownames (P))
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6.6. abra. Svéjci tartomédnyok 'sammon()’ eljardssal nyert képe

A kapott 6.6 abran svajci tartoményok nevei lathatéak. A ’swiss’ adathalmaz a 47
francia-ajki svajci tartomany 6 dimenzids szocioldgiai leirasat tartalmazza. Ebbdl vet-
tiink ki 6t olyan adatsort, ami ezeknek a tartomanyoknak az 1888-as allapotét tiikrozi.
Az dbra a tartomanyok 2-3 csoportra bomlasat mutatja.

Ha az adatok elemzése volna a feladat, akkor kovetkezo lépésként vizsgalhatnank, hogy
vajon van-e a megadott 6t tényezonek olyan részhalmaza, amik ezt a csoportra bomlast
dominaljak. Ehhez példaul elobb klaszterezni kell a kapott pontokat. Utébb pedig pél-
daul ANOVA moédszerrel megvizsgalni azt, hogy hogy egyik vagy masik valtozé csoport
értéke kiilonbozé-e a kapott csoportokban.

A Sammon féle tavolsag
Ha a skéldzand6 tavolsdgokat a t; ; a reprezentald tavolsagokat pedig a d; ; jeloli, akkor
a kozelités az

1 (tij — dij)®

ZK]’ tij i<j ti

Sammon-féle tavolsdgot minimalizalja.

stress =
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Ez a mennyiség mint lathaté a relativ hibak osszege azt feltételezve, hogy egy-egy
tavolsdg hibédja (szdrdsa) a tavolsiag gyokével ardanyos. Az Osszeg el6tti konstans a mini-
malizdland6 mennyiség skala-invarianciajat biztositja.

A stress’ tavolsag optimalizalasanak mddja a ’stress’ parcidlis derivaltjain alapuld
iterativ eljardas. A program a futtatasa kozben nyomkovetd kifrast készit, hacsak nem
tiltottuk ezt le a * trace = FALSE’ opciét alkalmazva. A kifrdson lathaté a ’stress’ csok-
kend értéke és az alkalmazott Newton modszer 1épéshossza is 'magic’ felirattal.

A ’sammon()’ fiiggvény éltal készitett eredmény véltozé egy 3 elemii lista a $points,
$stress és a $call elemekkel. Az els6 komponens egy n X k méretii matrix a repre-
zentalé pontok koordinatdival. A masodik egy valds szam, a reprezentacio jésagat leird
‘stress’ értékkel. A harmadik a meghivdas moédjat tartalmazza.

A “stress’-t a kovetkezok alapjan értékelhetjiik. Ha minden tavolsagot 0 tavolsag rep-
rezentdl, akkor a ’stress’ értéke 1. Ennél nyilvan kisebb, ha minden tavolsagot lehet pl
a tavolsagok atlagértékével reprezentalni. De ha sikeriil minden tavolsagot hiba nélkiil
reprezentalni, akkor a ’stress’ értéke nulla.

A mondott mennyiség ‘stressz’ elnevezése tipikus a skalazas szakirodalmaban. Leg-
inkabb ‘fesziiltség’'nek fordithatjuk. Az elnevezés elterjedt hasznélatdat az magyarazza,
hogy a skalazas mddszerét eleinte leginkabb pszicholégusok alkalmaztak.

Egy dbrazolas tehat annal jobb mennél kisebb a kapott, [0, 1] intervallumba es6 ’stress’
érték.

6.5.3. A "MASS::isoMDS()’ eljaras

Az "MASS::isoMDS()’ eljarés is az R alaprendszeréhez tartozé skéalazé eljaras. A tényle-
gesen kozelitendd tavolsdgok megéllapitasahoz a monoton regresszié mdodszerét hasznalja
fel.

Haszndalatdahoz a programot — minthogy a '"MASS’ nem tartozik az alapértelmezés sze-
rint betoltédo programok kozé, — vagy elézoleg be kell tolteni a '"MASS’ csomagot,
vagy pedig magat a programot kell az 6t tartalmazé csomagot is megjelel6 hosszabb

"MASS::isoMDS()" médon meghivni.

Ha lefuttatjuk az aldbbi programrészletet, a kovetkezo 6.7 abrat nyerjiik.
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6.7. dbra. Svéjci tartoméanyok 'isoMDS()’ eljardssal nyert képe

require (MASS)

D<- dist(as.matrix(swiss[, -1]1))
M <- isoMDS(D)

plot(P, type = "n")

text (P,rownames (P))
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A moédszer demonstracidéjara ugyanazt a 'swiss’ adathalmazt hasznaltuk, mint a ’sam-
mon()’ esetében. Azaz 47 svéjci tartomany 5 valtozdval valo leirdsat tekintettiik. Lat-
hato, hogy esetiinkban az abra csak kicsit, lokalisan valtozott.

Ugyanakkor az 'isoMDS’ mdédszere 1ényegesen eltér a korabbiaktél. Ez az eljards a téa-
volsagok egy iterativ eljarassal meghatarozott monoton regresszidjahoz tartozo optimalis
kozelitést keres meg, a kovetkezok szerint.

Lépésenként veszi az aktudlisan nyert reprezentdld tavolsdgok — 3.4 részben ismerte-
tett — monoton regresszidjat a reprezentalandd tavolsagok szerint. A lépésenkénti 1]
reprezentald konfigraciot pedig az el6zo 1épésben nyert regresszids tavolsagok alapjan
hatarozza meg.




Egy-egy skaldzéassal nyert kép minoségének fontos diagosztikai eszkdze a Shepard diag-
ram: 6.8 dbra. Ennek készitési modjat az el6zoekben felhaszndlt D tavolsagmatrix és az
ugyanott nyert M modell reprezentalé pontjait felhasznalva mutathatjuk be:

Sh<- Shepard(D,M$points)

plot(Sh, pch = ".")
lines(Sh$x, Sh$yf, type = "S")

6.8. abra. Shepard diagram: a mért és abrazold tavolsagok viszonya a 6.7 abran

Az abran 1081 = 47x46/2 pont lathatd, mert 47 objektum adatainak skalazasaval foglal-
koztunk, és 47 objektumra ennyi az objektumparok kiilonb6z6 tavolsagainak a szama. A
pontok x-koordinétédja az objektumok kozti dbrazolandé tavolsdgok (ez a program szerint
nyert ’Sh’ lista 'x’ eleme, ami egyébként egy rendezett vektor). A pontok y-koordinataja
pedig a megfelel6 objektumpar tavolsaga a reprezentacié szerint.

Azaz ha a 6.8 dbran egy pont tavol van az y = x egyenestol akkor az azt jelenti, hogy a
megfelel6 objektumpar tavolsaga rosszul reprezentalt. Az abran lathaté 1épcsosfiiggvény

a pontok monoton regresszidja, aminek adatait az ’'Sh$yf’ tartalmazza.

A ’Shepard()’ eljarés tehat lényegében egy monoton regresszié azon adatparok kozt,
amit egyrészt az els6 paraméterként megadott reprezentalandé tavolsagmatrix, masrészt
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a masodikként megadott reprezentalé ponthalmazhoz tartozo tavosagmatrix egymasnak
megfelel6 elemei adnak meg.

6.5.4. A ’SensoMineR::indscal()’ eljaras

A negyedik ismertetett eljardas a 'SensoMineR’ kiegészitésben [15] taldlhaté ’indscal()’
eljaras, ami tobbdimenziés preferencia adatok kiértékelésére alkalmas.

A "SensoMineR’ csomag 5 tovabbi csomag installdlt voltat feltételezi, ("FactoMineR’, el-
lipse’, "lattice’, ’cluster’, 'scatterplot3d’) mivel a csomag bizonyos elemei egy-egy eljérést
felhasznalnak ezekbdl a kiegészitésekbdl is.

rm(list=1s())
require(’SensoMineR’)
data(napping) # két adathalmaz:

# napping.don, napping.words
par(mar=c(1,1,1,1))
nappeplot (napping.don,3,4)

Tiz francia bor egyméshoz viszonyitott minésitéséhez 11 kdstolot kértek meg arra, hogy
mindegyikiik helyezzen el egy (60,40) méretii asztalon 10, a borok mintdit tartalmazé
poharat. A mindsiték dontéseit a 10 x (2 * 11)méretii 'napping.don’ 'data.frame’ tartal-
mazza. Az elsd késtold példaul a kovetkezo abra szerint helyezte el a poharakat.

Az el6z6 utasitassor altal betoltott masik adathalmaz a ‘napping.words’, ami egy
10 x 14 méretli gyakorisdg tabla 'data.frame’ formaban tarolva.

Ebben a tabldban az oszlopok a kovetkezo bortulajdonsagoknak felelnek meg: "Wood”,
"Liqueur like”, 7 Fresh-Sharp”, ” Fruity”, ” Soft”, ” Discrete”, ” Intense”, ” Grilled bread”,
” Floral”, ” Light”, ” Bitterness”, ” Green”, ” Acid”, ” Yellow”. A tablabeli gyakorisagok
pedig azt mutatjak, hogy az egyes borok esetén a 11 kdstold koziil hany itélte ugy, hogy
az adott tulajdonsag az adott borra jellemzo.

Futtassuk le ezekre az adatokra a ’SensoMineR’ csomag ’indscal()’ parancsét a kovetkezo
modon!

M<-indscal (napping.don,napping.words)

Eredményként harom abrat (6.10, 6.11, 6.12) és egy 5 elemii listat nyeriink.
A visszakapott M, 5 elemi lista elemei a kovetkezok:
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6.9. abra. A 10 bor az elsd, az Y1 kdstold véleménye alapjan

W a 11 itész (subject) mindsitése 11 x 2,

points a borok (stimuli, individuals) 10 x 2,

subvar a fesz a kozos és az egyéni dontések kozt 11,

2 a fesz atlagos értéke,

dfr az ‘12’ szabadsagfoka.
A "$subvar’ egy R? érték, az itészek egyéni déntései és a kozos dontés (elhelyezési konfi-
guracié) kozti korrelacié négyzete. Azaz annyi, mint amennyit egy-egy itész konfiguraci-
6jaban 1évd variancidbdl a kozos konfigurdcié megmagyaraz. A '$r2’ a '$subvar’ értékek
atlagdval egyenld. Ezek a fesz (azaz stress) értékek [0, 1)-beli szamok. Akkor jé a modell,
ha a stressz (azaz fesz) értékek 1 koriiliek.

A ’dfr’ értéke
k(m +n — 2)
mn(n—1)/2

ahol k a reprezentacié dimenzidja, ami az esetiinkben 2. Az n a stimulusok szama

dfr =
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azaz most 10, az m a subjecteké ami most 11 emiatt a ’dfr’ értéke az esetiinkben
38/495 = .07676768.

Az el6z6 'indscal()’ parancesal nyert rajzok koziil az elsét a 6.10 dbra mutatja be. Ezen
az lathato, hogy a 10 bornak mi az az elrendezése, ami mint a 11 kdstold kézos mindsitése
értelmezhetd. Adatai az eredmény valtozé *$points’ elemében taldlhatoak.

e
3 T Trotignon

®
2 T Renaudie

[ ]
1 T Michaud

®
4 T Buisse Domaine

[ ]
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L]
8 V Font. Domaine o
6V Aub. Silex

[ ]
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10 V Font Coteaux

6.10. dbra. A 10 bor 11 kostold kozos véleménye alapjan

A masodik rajzot, a 6.11 abra mutatja. Ezen a késtolok egyméshoz viszonyitott mi-
nositése lathaté. Az abran az egyes kostolokat a sorszamuk jelzi. Az abra adatai az
eredményvaltozé '$W’ elemében taldlhatéak.

Az egyes itészeket egy Y és utdna a sorszamuk azonositja, ugyanis ez a neve az adott itész
szerinti elhelyezési adat y-koordinatajanak a feldolgozott mapping.don’ adathalmazban.
Lathatd, hogy az értékelés szerint az Y3 és az Y11 valamint az Y4 és az Y10 itész (a
véleménye alapjan) igencsak hasonlénak talaltatott.

A harmadik rajz egy ” korrelaciés kor”, ami a 6.12 dbran lathaté. Ezen egyszerre szere-
pelnek az itészek X-es és Y-os (hely) kodjai és a nevesitett bortulajdonségok.

Az elhelyezés alapja az a korreldcié ami a tiz stimulus (bor) kozos (kétdimenzids) konfi-

guraciojanak koordinatai és az itészek egyéni konfiguraciéjanak x- és y-koordinatai illetve
a minésité szavak gyakorisag eloszlasai kozt all fenn.
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6.11. abra. A 11 kdstold a véleményének hasonldsdga alapjan

A vektorok hossza annak ertsségét tiikrozi, hogy a kozos konfiguracié mekkora mérték-
ben tiikrozi az adott minésité véleményének adott (x- vagy y-) koordinatajat. A minésito
szavak alapjan az lathato, hogy az adott koordinata mennyire tiikrozi az adott bortulaj-
donsagot.

A kozos konfiguracié egy masik tipusu értékeléséhez futtassuk le az aldbbi parancsot:
pmfa(napping.don,napping.words,mean.conf = M$points)

Eredményként most 11 dbrat kapunk. Ezek egyenként, grafikusan mutatjak be a 11
itész viszonyat a kozos értékeléshez. Az alabbi 6.13 abra a 11 rajz koziil az els6. Az Y1
itész véleménye a kozos véleményhez igazitva. A kék szinil pontok a kék szinii aldirassal
a kozos elhelyezést mutatjak. A zold szinti pontok pedig az elsd itész elhelyezését ugy
forgatva (az elforgatdst a ‘piros asztal’ érzékelteti), hogy az a kozos elrendezéshez a le-
het6 legkozelebb legyen.

A moédszer amivel az eljaras az optimalis elforgatast megtaldlta egy un. Prokrusztesz for-
gatds, ami egyszerre keres optimalis forgatdst és kontrakciét. A meghivott rutin egyéb-

ként a csomag 'MFA’ Multiple Factor Analysis eljarasat hasznalja fel.

Végezetiil futtassuk még le az alabbi parancsot:
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6.12. dbra. Az ’indscal()’ parancs eredményeként nyerhetd korreldcids kor

prefpls(cbind (M$points, napping.words))

A nyert 6.14 dbran a 14 mindsité sz6 annak megfeleléen van elhelyezve, hogy mekkora
a korrelacié az adott mindsito sz6 emlitési gyakorisag vektora és a kozos minta-elhelyezés
x illetve y-koordinataibdl képzett vektorok kozt. Azaz, az abran azok a szavak keriiltek
kozel egymashoz amiket a kozos elhelyezés hasonlé modon reprezental.

A bortulajdonsagok nevei mogott lathatéd szinskalazott és szintvonalas kép a kozos elhe-
lyezés egyfajta stirliségfiiggvénye. Az alap-ellipszis tengelyének szogét a megadott kozos
elhelyezés két koordinatdjanak regresszios iranya hataroza meg.

6.5.5. A ’smacof’ csomag skalazo6 eljarasai

)

A skélazas 6todik alkalmazdsaként a ’smacof’ csomag [23] néhdny elemét mutatjuk be.
Ebben a csomagban igen érdekes példakat talalhatunk a skaldazas moddszerének sokféle
kiterjeszthetéségére, specialis esetben valé alkalmazasara.
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6.13. dbra. Az els6 itész (z6ld) konfiguraciéja a kozos (kék) konfigurdcidéhoz illesztve

Toltsiik be a csomagot a 'library(smacof)’ paranccsall Ha a betoltés sikeres, akkor egy-
idejtileg az esetleg sziikséges 'polynom’ és 'rgl’ csomagok is betoltédnek.

Mintaadatként a csomag két adathalmaza fog szolgdlni. A ’data(trading)’ paranccsal
aktivalhaté és a ’str(trading)’ paranccsal bemutathaté 20 x 20-as tédvolsag adathalmaz
és a 42 x 15 méretii 'data(breakfast);str(breakfast)’ gyakorisag tébla.

A ’trading’ egy ’dist’ osztdlyu tavolsag matrix 20 orszag kozt az 1986-os kereskedelmi
kapcsolatok intenzitasa alapjan. A tavolsagok tgynevezett Jaccard tavolsagok, amik
[0, 1] -beli szémok és azt mutatjik, hogy egy-egy orszégpar esetén a kétirdnyu gazdasagi
kapcsolatok szdma hanyad része az Gsszes 1étez6 (esetleg egyiranyt) kapcesolatnak. Az
adathalmaz érdekessége, hogy Magyarorszagot is tartalmazza.

A ’breakfast’ 15 lehetséges reggeli komponens kivanatossaganak a sorrendjét tartalmazza
42 megkérdezett esetén. Azaz a 'data.frame’ mindegyik sora egy-egy permutacidja az 1-15
szamoknak aszerint, hogy az illetd mennyire tart fontosnak egy-egy enni- vagy innivalot
a reggelizés soran. A ’colSums(breakfast) /42" parancs eredményeként lathatd, hogy a
legnépszertibb 11.7 ponttal a piritds (‘toast’), és legkevésbé népszerti 4.2 atlagponttal a
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6.14. dbra. Tizennégy bortulajdonsag 11 itész kozos véleménye szerint

"danpastry’ ami valamilyen dén siitemény.

Az els6, a 6.15 abran bemutatott rajzot az orszagokrdl a

M <- smacofSym(trading)
plot(M, plot.type = "confplot")

paranccsal nyerhetjiik.
A Magyarorszagot leiré pont az abra jobb fels6 sarkdban taldlhaté 'Hung' felirattal.
Majdnem ugyanott ahol Lengyelorszag, 'Pola’ felirattal.

Az itt felhasznélt ’smacofSym()’ fiiggvény mddszere lényegében megegyezik a klasszikus
skalazasi mddszerrel. Viszont az M-ben tarolt eredménye alapjan a kévetkezo utasitassal

plot(M, plot.type = "stressplot")

érdekes diagnosztikai abrat nyerhetiink. A 6.16 abra azt mutatja, hogy az egyes objektu-
mok milyen mértékben jarulnak hozza a tapasztalt és a modell szerinti tavolsagok kozti
kiilonbségek silyozott négyzetes atlagahoz.
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6.16. dbra. Az egyes objektumok (orszagok) hozzajaruldsa a 6.15 dbra stresszéhez
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A bal oldalon szereplé Kina és Olaszorszag kiugro értéke azt mutatja, hogy e két or-
szag kereskedelmi kapcsolatai jarulnak hozza legnagyobb mértékben az dbrazoléas stressz
(pontatlansdg) értékéhez.

A ’smacof’ csomag utolsé bemutatott eljarasa a ’smacofRect()’ médszer aminek miiko-
dési médjat a "breakfast’ reggeli preferencia adatokon demonstraljuk.

Futtassuk le a kovetkezo parancsokat:

data(breakfast)
M <- smacofRect(breakfast)
plot (M, plot.type="confplot",joint=TRUE)

Ez a példa tobb szempontbdl is érdekes. Egyrészt a feldolgozott adatok permutaciok: a
reggelizék preferencia sorrendjei. Masrészt a felhasznélt 'smacofRect()’ eljaras a skdldzas
altalaban unfolding — értelemszertien forditva talan ‘szétpakolas’ — modellnek nevezett
eljarasat valositja meg.

E modell szerint a feldolgozott tabla sorai és oszlopai egyiittesen alkotjak a skélazas
objaktumait. Am a tavolsagmatrix csak a sorok és az oszlopok kozti azon tavolsagokat
tartalmazza, amik a feldolgozott tdbla elemei. Azaz gy kell tekinteni, hogy nincs adat
két oszlop illetve két sor tavolsagara vonatkozéan. Ennek megfeleléen a tavolsagok rep-
rezentaldsakor is csak azokat a tdavolsagokat vessziik figyelembe, amik a sorokat illetve
az oszlopokat abrazold pontok kozt mérhetok.

Erdekes megfigyelni, hogy a programsorok grafikus eredményeként nyert 6.17 abrdn ho-
gyan csoportosulnak a reggelizok és a reggeli komponensek.

A ’smacof’ csomag egyébként még szamos tovabbi érdekes, specidlis skalazé és skala-
zashoz kapcsolddd eljarast tartalmaz. Ugy mint a ’smacofIndDiff()’" eljarast ami az
"‘SensoMineR::indscal()’-hoz hasonld tgynevezett haromutas (three-way) modszer. A
’smacofConstraint()’ mddszert aminél az eredményekre kiilsé kényszerfeltétel adhato.
Tovébba a ’smacofSphere.primal()’ és a ’smacofSphere.dual()’ eljardsokat, amik az ob-
jektumok mérések szerinti tavolsdgait gombfelszinen igyekeznek dbrazolni.

6.6. A skalazas alkalmazasai

6.6.1. Korrespondencia analizis

A korrespondencia analizis segitségével gyakorisdg tablakat modellezhetiink (megjegyez-
ziik, hogy ezeket a tablazatokat a magyar nyelvii szakirodalomban gyakran gyakorisigi
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6.17. abra. A reggeli komponensek és a reggeliz6k smacofRect()’ paranccsal nyert képe

tablanak nevezik, de gy érezziik, hogy a javasolt kifejezés jobban fedi a lényeget, hiszen
a tablazat gyakorisdgokat tartalmaz). A tovdbbiakban, az egyszeriiség kedvéért csak a
kétdimenzids tdblak korrespondencia analizisével foglalkozunk. [30]

Kétdimenziés gyakorisag tabla csak olyan megfigyeléssor alapjan készitheto, amelyiknek
része két olyan diszkrét lehetséges értékii valtozo, aminek értéke minden egyes megfigyelt

objektumra ismert.

Nevezetes, statisztikai mintapéldaként gyakran idézett gyakorisdg tabla a kovetkezo:

fair red medium dark black

blue 326 38 241 110 3
light 688 116 584 188 4
medium 343 84 909 412 26
dark 98 48 403 681 85

és ez a 'require(MASS);caith’ parancssorral a fenti médon ki is irathatd. Ez a tédblazat
ugy keletkezett, hogy a skdciai Caithness tartomanyban 5387 személy esetén feljegyezték
tobbek kozt a szem illetve a haj szinét. A tablazat azt mutatja, hogy példdaul 326 olyat
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talaltak, akinek a szeme szine kék és a haja szoke.

Legyen az egyik diszkrét valtozo lehetséges értékeinek a szama r, a méasiké c. Esetiinkben
ez 4 illetve 5. Ekkor, ha n megfigyelés van (esetiinkben 5387), akkor e két valtozd alap-
jan egy olyan r X ¢ — esetiinkben 4 x 5 — méretii N, kétdimenzids tablazat készithetd,
aminek n; ; eleme azt mondja meg, hogy az n megfigyelt objektum kozt hany olyan volt,
amire az egyik diszkrét valtozo az r lehetséges értéke koziil az ¢. értéket, a masik pedig
a c lehetséges koziil a j. értéket vette fel.

Jelolje a gyakorisag tabla ¢. soraban talalhaté elemek 6sszegét n; .y, a j. oszlopban ta-
lalhat6 elemek Osszegét n ;.

Egy-egy sor illetve oszlop profiljanak azt a tapasztalati eloszlast nevezziik, amit tugy
kaphatunk, hogy minden sorbeli illetve oszlopbeli szamot elosztunk, a megfelel6 sorbeli
illetve oszlopbeli szdmok 6sszegével.

Az i. sorprofilja tehat

(M1 /M5 ooy i /T 1),
a j. oszlopprofilja pedig

(/N o ooy My [Tt ).
Ez esetiinkben azt jelenti, hogy példaul az utolsé oszlop profilja a
(3/118,4/118,26/118,85/118)"
oszlopmatrix, az elsé sor profilja pedig a
(326/718,38/718,241/718,110/718,3/718)
sormatrix.

A kozo6s sorprofil

r= (ny1/n,...,ngc/n),
a kozos oszlopprofil pedig

c=(ni+/ny.,npy/n).

Azaz a kozos sorprofilt az oszloposszegek megfigyelésszammal osztott értékei, a kozos
oszlopprofilt pedig a sordsszegek megfigyelésszammal osztott értékei alkotjak.

Tehat a sorprofilok és az oszlopprofilok, valamint a koézos sor illetve oszlopprofilok egy-
arant tapasztalati eloszlasok.
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A kozos profilok a két megfigyelt mindsité valtozd tapasztalati eloszldsai. A sor- és
oszlopprofilok pedig feltételes eloszlasok. Olyan feltételes eloszlasok ahol a feltételt az
jelenti, hogy melyik sor illetve oszlopprofiljarol van szo.

Ha érvényes volna, hogy a megfigyelt egyedeken a két diszkrét valtozé lehetséges ér-
téke egymastol fiiggetlen médon adddik, akkor egy olyan N kétdimenzids tablat kaptunk
volna, aminek a sor, illetve oszlop profiljai nagyjabdl azonosak és ezek a profilok nagyja-
bol egyenléek a kozos sor illetve a kozos oszlopprofillal is.

Ha ugyanis teljesiil a két mindsito valtozé fiiggetlensége, akkor egyik tulajdonsag elosz-
lasa sem fiigg attdél, hogy mennyi a masik rogzitett értéke.

Az elemi statisztikdban ismertetett x? statisztika egyébként pont azt az eltérést méri,
ami tapasztalt és a fiiggetlenség feltételezése mellett varhaté tabla kozt van:

”z+n+1)2

nl’J n_n
nz ni+4 n+ nyg

i=1 j=1

Azaz a G?, — ami a tabldzatot létrehozé két valtozé fiiggetlensége esetén kozel X(T 1(e—1)
eloszlasu, — azt méri, hogy a tapasztalt N gyakorisdg tabla mennyire tér el a tapaszta-
lat és fliggetlenség feltételezése alapjan adédd, n™:t =L elemekbdl felépiild, szintén r x ¢
mérett M tablazattol.

A korrespondencia analizis eredményének értelmezéséhez vegyiik észre, hogy a fenti G?
a kovetkezo alakba is irhato:

2
( Mg, 5 _ NG, + >
, ny, n
=N E ] g d )
ami az oszlopprofilok 6ssztavolsaga a kozos oszlopprofiltol négyzetesen mérve, és
2
Nig _ N4yj
N+ (nZ + n )
n§ : 2 : ”+J ’

ami a sorprofilok koézos sorprofiltol mért tavolsaga.

Vagyis a G? kozelitése egyfajta skaldzasa a sorok és oszlopok kozti tavolsdgoknak. Kon-
tingencia tabldk esetén a korrespondencia analizis pont ezt teszi. Azt lehet segitségével
vizsgalni, hogy a gyakorisag tabla miért tér el a fiiggetlen tablatol és hogy az egyes osz-
lopok, illetve sorok eloszlasa mennyire hasonlit egymashoz.
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Legyen az altalanositott szingularis érték felbontasa annak a differencianak ami az N
mért gyakorisdg tabla és a fiiggetlenség feltételezése mellett vart (ugyanolyan méretii)
M tébla kozt van a kovetkezo:

K
N — M = AAB" =) Magby
(=1

ahol A egy diagondlis matrix A és B olyan, hogy kielégiti az ¢ kozos oszlopprofilra az
ATdiag(c) A =1

és az r kozos sorprofilra a
Bfdiag(x)'B =1

feltételeket.

Az N — M matrix Osszeg alaku felirasaban az a, az A, by az B oszlopai és a A\, a A
diagonalis elemei, azaz az N — M szinguléris értékei, csokkend sorrendben.

A fenti felbontas szerint a gyakorisag tdbla sorait az A matrix sorai, a gyakorisdg tabla
oszlopait pedig a B matrix sorai reprezentaljak. A kovetkezé modon.

A sorok koordinatai
V = diag(c) T AN =
= diag(c) " (N — M)diag(r)™'B,
az oszlopok koordinatai pedig

W = diag(r) "' BA =
= diag(r) (N — M)"diag(c) *A.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy a sor és oszlopkoordinatak kozt a kévetkezo 6sszefiiggés éll
fenn:

VA = diag(c) "NW

illetve
WA = diag(r) 'NV.

Ha a gyakorisag tablat kozeliteni akarjuk, akkor ennek Lo-ben optimalis modszere a fenti
osszegnek csak az els6 k£ < K tagjat figyelembe venni. Azaz csak a k legnagyobb Ay,
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¢ =1,...,k szingularis értéknek megfelel6 tagot Gsszeadni.

A "MASS’ csomag 'corresp()’ eljardsa a korrespondancia analizis vazolt mddszerének egy
implementacidja.

Futtassuk le az aldbbi programrészletet.

require(’MASS’)
M<-corresp(caith, nf = 2)
biplot (M)

Eredményként az alabbi adbrat kapjuk. Pirossal a hajszineknek, kékkel pedig a szem-
szineknek megfelel6 pontok vannak cimkézve. A cimkék azonosak a feldolgozott, 'caith’
adathalmazban taladlhaté sor és oszlop nevekkel.

black

fair plue dark

light dark
red

medium
medium

6.18. dbra. A ’biplot(corresp())’ parancs eredménye

Legyiink figyelemmel arra, hogy az abra nem egy igazi biplot. A sorok illetve az oszlopok
altal meghatéarozott két objektum csoport egyméshoz viszonyitott helyzetének kézvetlen
informéacié tartalma nincs. Ertékeléskor csak kiilon, csak a sorok illetve csak az oszlopok
egymashoz viszonyitott elhelyezkedését szabad figyelembe venni.

Ehhez az adatbazishoz interaktiv animacio is késziilt, ami a http://hpz400.cs.elte.
hu:3838/ZA_glm/ cimen taldlhat6. Itt be lehet &llitani, hogy a fentiekben bemutatott
‘caith’ tablaban szereplo értékek hanyszorosa legyen a szimulalt Poisson eloszlas varhato
értéke, amely a modositott gyakorisag tabla értékeit adja meg. Ha erre a szimulalt adat-
halmazra futtatjuk le a korrespondencia analizis mddszerét, akkor a 6.19 abrat kapjuk,
ahol kisebb eltérések lathatoak az eredeti adatbazisra vonatkozo 6.18 abrahoz képest.
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6.19. abra. A ’caith’ adatbazishoz kapcsolédé szimulaciora futtatott animacié eredménye
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