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Eloszo

A jelen feladatgytijtemény célja, hogy a Téth—Simon konyv [20] hasznaléi
szamara gyakorlasi lehetoséget nytjtson. Hosszi id6 éta mindossze hdarom,
sok oktatd altal ismert és kedvelt példatar van forgalomban: Bege Antal
[1], Farkas Miklds [2] és Filippov [1] gytijteménye, ezek azonban korlatozott
koérben érhetok csak el.

[tt arra torekedtiink, hogy rutinfeladatok tomege helyett minél tobb (akar
konnyti) gondolkodtaté feladatot adjunk, mert egyrészt ezeket fontosabbnak
tartjuk, méasrészt pedig a szamolasokat ma mar (szimbolikusan vagy nume-
rikusan) matematikai programcsomagokkal (amilyen példdul a Mathematica
vagy a Maple) szokas elvégeztetni. Az igy kapott eredmények értelmezéséhez
és diszkusszidjahoz azonban a fogalmak vildgos ismeretére van sziikség.

Igyekeztiink néhany abrat is késziteni, ezek sokszor segitik a megértést.
Adtunk alkalmazasi feladatokat is.

A feladatok osszeallitdsahoz az Irodalomjegyzékben felsorolt konyvekre
és jegyzetekre erésen tamaszkodtunk. Koszonettel tartozunk azoknak a kol-
légainknak is, akik veliink egyiitt részt vettek a témakor oktatasaban, oOk:
Karatson Janos, Kovacs Ervin, Kupai Jézsef Attila, Mayer Zsuzsa, Nagy
Ilona, illetve korabbi munkatarsaink, akiket a tankonyv elészavaban emlitet-
tiink meg. Végiil, de nem utolsé sorban megemlitjiik, hogy lektorunk, Székely
Laszl6 szamos hibat segitett kikiiszobolni, a fennmaraddkért természetesen
mi vagyunk a felelosek. Kérjiikk az Olvasét, segitsen ezeket megtalalni, s
egyéb megjegyzéseivel is jaruljon hozza a feladatgytijtemény javitasahoz és
bovitéséhez.

Budapest, 2013. 6sz
Toth Janos, Simon L. Péter, Csikja Rudolf



JelOlések

]a, b[ a,b € R, a < besetén az {r € R;a < z < b} nyilt intervallum

A Az A halmaz lezartja

AB A B halmazon értelmezett, A-beli értékeket folvevo fiiggvé-
nyek halmaza

() tetszoleges ¢ € R valds szam esetén az R 5 = — c¢(z) € R
allandé fiiggvény

C a komplex szamok halmaza

CcN az N-dimenzids komplex vektorok halmaza

CNxN az N x N-es komplex elemii métrixok halmaza

C(A,B) az A halmazon értelmezett, B halmazba képez6 folytonos
fiiggvények halmaza

CN(A,B) az A halmazon értelmezett B halmazba képezd, N-szer foly-
tonosan differencidlhaté fiiggvények halmaza

CN(A) az A halmazon értelmezett, valos értékii, N-szer folytonosan
differencialhato fiiggvények halmaza

det(A) Az A matrix determinansa

Dy az f fiiggvény értelmezési tartomanya

oT a T tartomany hatara

o f az f flggvény i-edik valtozd szerinti parcidlisderivalt-
fiiggvénye

en a standard béazis n-edik eleme

fla az [ fliggvény leszlikitése az A halmazra; Dy, :==DyNA

(f,9)(x) = (f(x),9(x)), hax € DyND,

id a valds szamok identitasfiiggvénye

Im(z2) a z komplex szdm képzetes része

int(X) a Y halmaz belsé pontjainak halmaza

J+{r} aJ CRvalés szamhalmaz és a 7 € R val6s szdm elemenkénti

osszege, illetve kiilonbsége; = {z € Rz F 7 € J}
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ker(A)  az A linedris leképezés magtere

K,(a) az a pont p sugaru (nyilt) kornyezete

lim f vagy lim f(z) az f fliggvény hatérértéke az a helyen
a T—a

N a természetes (itt: pozitiv egész) szdmok halmaza

Ny a nemnegativ egész szamok halmaza

pry vetités az elsé tengelyre

pr, vetités a masodik tengelyre

pr; vetités az i-edik tengelyre

Q a racionalis szamok halmaza

rank(A) az A matrix rangja

Re(z) a z komplex szdm valds része

R a valds szamok halmaza

RY az N-dimenziés valds vektorok halmaza

RN*N az N x N-es valés elemli métrixok halmaza

R~ a negativ valés szamok halmaza

R+ a pozitiv valds szdmok halmaza

R+ = R" U {400}

Ry a nemnegativ valés szamok halmaza

Ry az f fliggvény értékkészlete

span(A) az A vektorhalmaz elemei altal kifeszitett linedris tér

(u,v) az u és a v vektor skaldris szorzata

tr(A) az A matrix nyoma := ) a;;

Z az egész szamok halmaza




1. fejezet

Bevezeto feladatok

Az aldabbiakban az elemi analizis néhany olyan fogalméat és tételét ismételjitk
at — tobbnyire példakon keresztiil — amelyek sziikségesek a differencidlegyen-
letek tanulméanyozasahoz. Akinek valamelyik feladat megoldasa vagy meg-
oldasdnak megértése gondot okoz, az forduljon az analizis, vagy a linearis
algebra valamelyik tankonyvéhez.

1.1. Feladat (Megoldds) Legyen y C R xR tetsz6leges fiiggvény. Szamoljuk
ki tetszéleges x € D, mellett: (id,y)(x), (y oid)(z), (idoy)(z).

1.2. Feladat (Megoldas) Legyen f C R xR tetszéleges fiiggvény. Szamoljuk
ki tetszoleges x,y € Dy mellett: (f o pry)(x,y), (f opry)(z,y).

1.3. Feladat (Megoldds) Legyen g = (h, k) C R x R? tetszbleges fiiggvény.
Szamoljuk ki tetszéleges x € D, mellett: (pr; og)(x), (pryog)(x).

1.4. Feladat (Megoldds) Legyen 7 € R tetsz6leges. Tekintsiik nyilt inter-
vallumok tetszoleges olyan H halmazat, amelynek minden eleme tartalmazza
a 7 pontot. Bizonyitsuk be, hogy UH nyilt intervallum, és tartalmazza a 7
pontot.

1.5. Feladat (Megolddas) Legyen tetszbleges a € R mellett y,(z) := exp(—2z) (z €
10, a[). Szamitsuk ki: U Ya-

acRt+

1.6. Feladat (Megoldas) Legyen z,(t) := aexp(—t) (t € R). Szamitsuk ki:

U =

a€Rt

1
1.7. Feladat (Megoldds) Adjuk meg az R\ {0} 2 & — ¢ fiiggvény Osszes

szigorian monoton lesziikitését.
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1.8. Feladat (Megoldds) Mit mond ki Newton II. axiémaja?
1.9. Feladat (Megoldds) Lehet-e egy fiiggvény derivaltfiiggvénye
1. az elojelfiiggvény?
2. a Heaviside-féle egységugras-fiiggvény?

1.10. Feladat (Megoldds) Szamitsuk ki a derivaltjat (hol van értelmezve,
hol derivalhat4?):

Leein (g (2))

L
2.t (L, mg, A € R rogzitett).

I —
o exp(—ALt) + 1

1.11. Feladat (Megoldds) Szamitsuk ki az elsé harom derivaltjét:
Lt y(—exp(t)) (y€C(Rg,R)),
2. s z(cos(s)) (z €C*([0,1],R)).

1.12. Feladat (Megoldas) Igaz-e, hogy ha egy kétszer derivalhaté fiiggvény
1. derivaltja mindeniitt nulla, akkor a fiiggvény allandé?

2. derivéltja mindeniitt pozitiv, akkor a fiiggvény szigorian monoton no-
vekedd?

3. méasodik derivaltja mindeniitt negativ, akkor a figgvény (alulrél) kon-
kav?

1.13. Feladat (Megoldas) Hol értelmezhets és mi a derivaltfiiggvénye az
aldbbi fiiggvény inverz fiiggvényének: Rt 5 2 — x + In(z)?

1.14. Feladat (Megoldas) Bizonyitsuk be, hogy ha
RY >t @(t) :=ch(t) é R >t )(t) := sh(t),

akkor a o, ¢ fiiggvénypar egy valés-valés y fiiggvény paraméteres megadasa-
nak tekinthetd, azaz y := 1 o ¢! fiiggvényt definidl. Hatdrozzuk meg az y
fiiggvény értelmezési tartoméanyat, és — ahol derivalhato, ott — szamitsuk ki
a derivaltfiiggvényét.
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1.15. Feladat (Megoldas) Igazoljuk, hogy az

2
(%) , ha z > 0,
y(x) =10, ha —6 <z <0,
2
_<§+3> , haz < -6

Osszefiiggéssel értelmezett fiiggvény folytonosan derivalhatd. Szamitsuk ki az
y' és a \/|y| fiiggvényt.

1.16. Feladat (Megoldas)

1. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot: p — 2(p — 1) + exp(—p).

2. Legyen A, B, \, i € RT, és vizsgdljuk a ¢ — Ae % — Be™#¢ fiiggvényt.
1.17. Feladat (Megoldas) Hogyan szl (pontosan!) a Newton—Leibniz-tétel?
1.18. Feladat (Megoldds) Legyen R? > (z,y) — V(z,y) := 2% + 92, és

1. (t) :=ch(t), (t):=sh(t) (t€R);

2. p(t) :==cos(t), P(t):=sin(t) (teR).

Szamitsuk ki mindkét esetben a V' o (p,1)) Osszetett fiiggvény derivaltfiigg-
vényét.

1.19. Feladat (Megoldds) Mit mond ki a helyettesitéses integrélds tétele
hatarozatlan integralokra, és mit mond ki hatarozott integralokra?

1.20. Feladat (Megoldés) Legyen u(p) := 3exp(p+1) (p € R) és f(p,q) :=
¢ ((p,q) € R?). Igazoljuk, hogy

u:3+/ fo(id,u).
-1

1.21. Feladat (Megoldas) Hatarozzuk meg az aldbbi fiiggvények 1 pontban
eltind (:=nulla értéket folvevd) primitiv fiiggvényét:

(1) 1 4
1. RBtH% (x € CH(R,RT)),

2. R 3k cos®(k) sin(k).
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1.22. Feladat (Megoldas) Hatérozzuk meg az alabbi fiiggvények —2 pont-
ban eltind integrélfiiggvényét:

1. sign,
2. t > cos(t) sin*(t).
Ezek koziil melyik primitiv fiiggvénye valamely fiiggvénynek?

1.23. Feladat (Megoldas) Adjunk elégséges feltételt arra, hogy egy integ-
ralfiiggvény megfeleljen primitiv fiiggvénynek.

1.24. Feladat (Megoldds) Szamitsuk ki az alabbi fiiggvény elsérendii parcidlisderivalt-
fliggvényeit:

(2,y) = u(z,y) = p(x +y*) In(3y* — ),
¢ tetszbleges derivalhaté fiiggvény. Ha ¢ értelmezési tartoménya az |o, 5]

nyilt intervallum («, 5 € R; a0 < f3), akkor melyik az a legh6vebb halmaz a
sikon, amely a fenti fiiggvény értelmezési tartomanyanak vehetd?

1.25. Feladat (Megoldds) Szamitsuk ki az aldbbi képletekkel értelmezett
fiiggvények osszes els6- és mésodrendli parcidlisderivélt-fiiggvényét (el6tte:
értelmezési tartomény):

2

xT X
m, tg (-) s Z’y, In (\/ ZZ'2 + y2> .

Y

1.26. Feladat (Megoldas) Tegyiik fel, hogy (alkalmas halmazon)

,92(2,y) +m32($,y) —

ox dy

Mit mondhatunk akkor az (alkalmas halmazon; hol?)
u(In(z),In (y+ V1+y?)) = z(z,y)
Osszefiiggéssel értelmezett u fiiggvényrol?

1.27. Feladat (Megoldds) Bizonyitsuk be, hogy ha u € C*(R?, R) fiiggvény-
re teljesiil, hogy

O*u(x,y) N O*u(z,y)

81'2 ayz = 07 ((.27, y) € RQ) )
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akkor az

B {0,013 (00) o o) i=u (5 )

x2_|_y2’x2+y2

Osszefiiggéssel értelmezett w fliggvényre is fenall, hogy
Pw(x,y)  w(z,y)
: = =0 € R? 0,0)}).

1.28. Feladat (Megoldds) Vannak-e az aldbbi fiiggvényparoknak primitiv
fiiggvényeik? Ha igen, hatdrozzuk meg koziiliik azt, amelyik az (1, 1) pontban
eltlinik.

L R? > (z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) := (sin(zy) + zy cos(zy), v* cos(xy)) ,

2 (B3 () (Pl Qo) = (o ).

3 R2\{<o,o>}a<x,y>H<P<x,y>,@<x,y>>::( y_ ¢ )

_:E2+y2’x2+y2
1.29. Feladat (Megoldas) Mikor nevezziik vektorok egy halmazat linedrisan
fiiggetlennek?

1.30. Feladat (Megoldas) Szamitsuk ki az alabbi matrixok sajatértékeit és
sajatvektorait:

2 -1 1 L s -1 1 1 2 -1 1
1 o 1], (1 0)’ 1 -1 1}, [1 2 -1
—3 1 -2 1 1 -1 1 -1 2

1.31. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg az alabbi linedris egyenletrendszert
a minden t € R mellett értelmezett dy, ds fliggvényekre:

—d (t) exp(2t) + 4dy(t) exp(—3t) = 1 + 4t,

Ay (1) exp(2t) + da(t) exp(—3t) — ;t?

1.32. Feladat (Megoldas) Bizonyitsuk be, hogy

() ()

linearisan fiiggetlenek R {6l6tt, és linedrisan Osszefiiggok C {olott.

1.33. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg, hogy a A\* + pA + ¢ = 0 egyenlet
gyokeinek valds része pontosan akkor negativ, ha p,q > 0.

1.34. Feladat (Megoldds) Adjuk meg az R f616tti C* vektortér egy bazisét,
és a C folotti C? vektortér egy bazisat.



2. fejezet
Alapok

2.1. Elemi kvalitativ vizsgalat

2.35. Feladat (Megoldds) Vizsgdljuk meg annak az y € C*(R, R) fiiggvény-
nek a tulajdonsagait (szélséérték, inflexiés pont, konvexitds, monoton nove-
kedés, csokkenés), amelyre teljesiil, hogy

Y (x) = y(x) — 2* + 22 — 2.
2.36. Feladat (Megolddas) Mutassuk meg, hogy az v/ (z) = 2?+y*(z), y(0) =
0 kezdetiérték-probléma megoldasanak egyetlen inflexiés pontja van: az ori-
go.
2.37. Feladat (Megoldds) Bizonyitsuk be, hogy ha y megoldasa az

1
") = ———— 1)=1
V@) = m ey YW
feladatnak (ahol a jobb oldal értelmezési tartomanya |1, +o00[xR), akkor
7r
limy <1+ —.
Mmys ity

2.38. Feladat (Megoldds) Tekintsiik az y'(z) = 2 — ;y(x) +2 egyenletet az
2 :=]0,4[x]0, 8 halmazon. Adjuk meg az Q x R halmaz (p, ¢, r) pontjainak
néhany olyan részhalmazat, amelyekre teljesiil, hogy a (p, q) parok fiiggvényt
definidlnak, ott legyen ez a fiiggvény n: ¢ = n(p), és fendll még az is, hogy

L r#1(q),
2. r=1'(q)

(A mésodik esetben tehat a differencidlegyenlet megoldasat adjuk meg.)

12
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2.2. Elemi kvantitativ vizsgalat

2.39. Feladat (Megoldds) Bizonyitsuk be, hogy ha valamilyen C1,Cy € R
szamokkal
y(z) := Cycos(x) + Cysin(z) (z € R),

akkor y"(x) + y(x) =0 (z € R).
2.40. Feladat (Megoldas) Bizonyitsuk be, hogy ha valamilyen C;,Cy € R

szamokkal
y(z) := Cych(z) + Cysh(z) (z € R),

akkor y"(z) —y(x) =0 (z € R).

2.41. Feladat (Megoldds) Bizonyitsuk be, hogy ha valamilyen C;, Ca, Ay, Ay €
R szamokkal
y(z) = CreM* + Che™® (7 €R),

akkor y"(x) — (A1 + M)y (2) + MAy(z) =0 (z € R).

2.42. Feladat (Megoldas) Bizonyitsuk be, hogy ha valamilyen C, Cy,n € R
szamokkal

y(z) := 2"(Cy cos(In(x)) + Cysin(In(z))) =0 (z € RT),
akkor z%y"(x) + (1 — 2n)zy'(z) + (1 + n?)y(x) =0 (x € R).

2.43. Feladat (Megoldas) Legyen Q := R?, zy € R tetsz6leges. Bizonyitsuk
be, hogy az

Y (x) = VIy(x) —2)%,  ylx) =2
kezdetiérték-problémanak egyarant megoldasa a

p(x) =2 (x eR) ésa  Y(z):= %(m —20)*+2 (z€R)

fliggvény.

2.3. Alapfogalmak

2.44. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg az y/(x) = y*(z) + 22 — z* és az
v(r) = —y*(x) — y(x) + 22 + 2* + z* egyenlet kézds megolddsait.

2.45. Feladat (Megoldas) Hatdrozzuk meg az y'(z) = sin(zy(z)) egyenlet
origén athaladd ¢ megoldésat.
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2.46. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg az y'(z) = —y(x)/z, y(1) = 1 egyen-
letet a fokozatos kozelités (szukcessziv approximacid) médszerével.

2.47. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg, hogy az (y/(z))? = 1 implicit dif-
ferencidlegyenlet megoldasa egyetlen kezdeti feltétel mellett sem egyértelmi,
de nincs szingularis megoldésa. Hatarozzuk meg az egyenlet altalanos meg-
oldasat és adjuk meg az altalanos integraljat.

2.48. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg az yy” + y'? = 0 egyenletet.

2.49. Feladat (Megoldds) Irjuk fel az v/ +y = 0, y(0) = 0, /(0) = 1
kezdetiérték-problémaval egyenértékii integralegyenletet.

2.50. Feladat (Megoldds) Tekintsiik az 2(t) = 2%(t)/t egyenletet az Q =
R* x R halmazon. Hatérozzuk meg az x(7) = £ kezdeti feltételhez tartozé
teljes megoldas értelmezési tartomanyat.

2.51. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg az z(t) = 2%(¢)t, z(1) = &
kezdetiérték-probléma teljes megoldasanak értelmezési tartomanyat.

2.52. Feladat (Megoldds) Mutassunk arra példat, hogy nem folytonos jobb
oldal esetén az &(t) = f(t,z(t)), z(ty) = x¢ differencidlegyenlet és a ,neki
megfelel6”

4
x(t) = xg —|—/ f(s,z(s))ds
to
integralegyenlet nem ekvivalens.

2.53. Feladat (Megoldas) Legyen Q :=| —1,1[x] —1,1] és legyen f(z,y) :=
V2 +y? (z,y) € Q. Igazoljuk, hogy bar d,f nem folytonos, mégis eleget
tesz masodik valtozdjaban a Lipschitz-feltételnek.

2.54. Feladat (Megoldds) Legyen Q C R? tartomanyon, f € C(2,R), és
tegyiik fel, hogy f masodik valtozdjaban kielégiti a lokalis Lipschitz-féle fél-
tételt. Bizonyitsuk be, hogy ekkor tetszéleges (o, yo) € €2 esetén az

y'(x) = f(z,y(2)), y(xo) = vo

kezdetiérték-problémanak legfeljebb egy megoldasa van.



3. fejezet

Néhany egyszerii tipus

3.1. Kozvetleniil integralhaté egyenletek

3.55. Feladat (Megoldas) Hatdrozzuk meg az y'(x) = 1/(x +a), a € R
differencialegyenlet lehetséges megoldésait.

3.56. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg az 2(t) = 1/(2 + 3t?) differenciél-
egyenletet.

3.57. Feladat (Megoldas) Hatdrozzuk meg a o'(r) = 1/(2 — 3r?) differenci-
alegyenlet lehetséges megoldasait.

3.58. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg az u'(p) = 1/4/2 — 3p? differencidl-
egyenletet.

3.59. Feladat (Megoldas) Adjuk meg a 2/(§) = 1/sin(§) differencidlegyenlet
lehetséges megoldasait.

3.60. Feladat (Megoldas) Adjuk meg az 2'(y) = (1 +y)/(1 — y) differenci-
alegyenlet lehetséges megoldasait.

3.61. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg a ¢’ (r) = r?/(1+r) differencidlegyen-
letet.

3.62. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg a p'(s) = 1/((s — 1)(s + 3)) differen-
cidlegyenletet.

3.63. Feladat (Megoldds) A szobédba berepiilt két hégolyd, az egyik sugara
éppen kétszer akkora mint a masiké. Tudjuk, hogy az olvadas sebessége
egyenesen aranyos a feliilettel. Mekkora lesz a nagyobbik hogolyé abban a
pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad?

15
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3.2. Autoném egyenletek

3.64. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg az y'(z) = {/y%(z), y(0) = 2 kezdetiérték-
problémat.

3.65. Feladat (Megoldds) Oldjuk meg a z'(z) = 10*7*(®) differencidlegyen-
letet.

3.66. Feladat (Megoldas) Hatarozzuk meg az y'(x) = cos(y(x) — x) diffe-
rencidlegyenlet 0sszes megoldasat.

3.67. Feladat (Megoldas) A kemencébdl kivett kenyér 10 perc alatt 100 °C-
r6l 60 °C-ra hiilt le. A kornyezo levegé homérséklete 20 °C, Mikorra hiil le a
kenyér 25 °C homérsékletre?

3.68. Feladat (Megoldas) A 10 liter vizet tartalmazé edénybe literenként
0.3kg s6t tartalmazo oldat folyik be folyamatosan 2 liter/min sebességgel.
Az edénybe belépo folyadék Osszekeveredik a vizzel, és a keverék ugyanilyen
sebességgel kifolyik az edénybol. Mennyi sé lesz az edényben 5 perc mulva?

3.69. Feladat (Megoldds) Egy kézet megvizsgélt darabja 100 mg urdnt és
14mg 6lmot tartalmaz. Ismert, hogy az uran felezési ideje 4.5 - 109 év, és
hogy 238 g uran teljes elbomlasakor 206 g 6lom keletkezik. Allapl’tsuk meg a
kozet korat.

3.70. Feladat (Megoldds) A 200m? térfogatti szobaban 0.15 % szén-dioxid
gdz van. A ventilldtor percenként 20m? 0.04 % széndioxidot tartalmazé le-
vegoOt fij be. Mennyi id6 miilva csokken a szoba levegojében 1év6 széndioxid
mennyisége a harmadéara?

3.71. Feladat (Megoldds) Irjuk le az ejtéerny8s mozgasat, feltéve, hogy a
légellenallds egyenesen aranyos a sebesség négyzetével.

3.72. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg az ' = 1+ y? differencidlegyen-
let azon (teljes) megolddséanak értelmezési tartoményat, amely dthalad a

1. (w/4,1) ponton,
2. (2w, 1) ponton.

3.73. Feladat (Megoldds) A folyadékesepp a felszinével aranyos sebességgel
parolog. Hatarozzuk meg a gomb alaku folyadékcsepp sugarat, mint az ido
fliggvényét.

3.74. Feladat (Megoldas) Mekkora lesz az A My B 2, C reakciéban a
C anyag keletkezésének sebessége abban az idépontban, amikor a B anyag
koncentraciéja a maximumat veszi fel?
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3.3. Szétvalaszthato valtozdju egyenletek

3.75. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg az z%y/(x) — cos(2y(x)) = 1 dif-
ferencidlegyenletnek azt a megoldasat, amelyre

7

li =,
AR =

3.76. Feladat (Megoldas) Hatdrozzuk meg a 3y%(z)y'(z) + 162 = 2xy3(x)
differencialegyenletnek azt a megoldasat, amely a jobb félegyenesen korlatos.

3.77. Feladat (Megoldds) Mennyi id6 alatt folyik ki az Gsszes viz az 1.8 m
atméroju és 2.45 m magassagu fiiggoleges hengerbdl a fenekén 1évé 6 cm at-
mérdjii lyukon keresztiil? (A h vizszint mellett a kifolydsi sebesség: 0.6v/2gh,
ahol g a nehézségi gyorsulés.)

3.78. Feladat (Megoldds) Vezessiik vissza az y(x) f (zy(x))+zg(zy(z))y'(z) =
0 egyenletet az u(x) = zy(z) helyettesitéssel szétvalaszthatéd valtozojira.

3.79. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg azokat az f € C(R{,R") fiigg-

vényeket, amelyekre
(Afﬁ — [(0)*f(x) (z€RY)

3.80. Feladat (Megolddas) Legyen I,J C R nyilt intervallum; 7 € I, 5
J; g € C(I,R), h € C(J,RT). Ekkor az x(t) = g(t)h(z(t)), z(1) =
kezdetiérték-probléma teljes megoldasa

J2+{T}9tH></§%)_10/:g7

ahol J, := {t el f:g € ng %}. Bizonyitsuk be, hogy a J; halmaz nem iires
nyilt intervallum.

teljesiil.

3.4. ElsOrendii linearis egyenletek

3.81. Feladat (Megoldds) Adjuk meg az 2% + zy/(x) = y(z), y(1) = 0
kezdetiérték-probléma megoldasat.
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3.82. Feladat (Megoldds) Adjuk meg az y/(z) —y(z) tg(z) = ﬁ(r)’ y(0) =
0 kezdetiérték-probléma megoldasat.

3.83. Feladat (Megoldas) Adjuk meg az y/(z) — y(x) = —2e~" egyenletnek
azt a megoldasat, amelyre lim, ., y = 0.

3.84. Feladat (Megoldas) Adjuk meg az 2%y (z)+y(z) = (z%+1)e” egyenlet
azon megoldasat, melyre lim_,, y = 1.

3.85. Feladat (Megoldds) Oldjuk meg az (z+y(x))y'(z) = y?(x) egyenletet
az elso siknegyedben.

3.86. Feladat (Megoldds) Keressiik meg az osszes ¢ € C(R1R) fiiggvényt,
amelyre

x/oxgp(t)dt:(m+1)/0xtgo(t)dt (x € RY).

3.87. Feladat (Megoldas) Adjuk meg a sin(z)y’(x)+cos(z)y(z) = 1 implicit
egyenlet két olyan megolddsét, amelyre y(7/2) = 3, illetve limgy = 1.



4. fejezet

Linearis differencialegyenletek

4.88. Feladat (Megoldas) Legyen N € N, J C R intervallum, és legyenek az
fi, fos ooy v o J — R fliggvények négyzetesen integralhatok. Bizonyitsuk
be, hogy ezek a fliggvények pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha

L Al o [ Ay

fJfol fJf22 fJfQ.fN
det # 0. (4.1)

Lt [yt o [ 1R

4.89. Feladat (Megoldas) Legyen J nyilt intervallum, és legyen N € N
rogzitett, tovabbd legyen A € C(J,RV*N). Mutassuk meg, hogy az x(t) =
A(t)x(t) (t € J) egyenlet alapmétrixa ¥(7,t) = eXp(th A) (tetszbleges
T € J szdmmal), feltéve, hogy

VtEJ:A(t)-/tA:/tA-A(t). (4.2)

4.90. Feladat (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladat feltételei
mellett (4.2) egyenértékii a kovetkezd feltétellel:

Vs,t € J: A(s)A(t) = A(H)A(s). (4.3)

4.91. Feladat (Megoldds) Melyek azok az A € C(J,R**?) mdtrixok, ame-
lyekre (4.3) teljestil?

19



4. FEJEZET. LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK 20

4.92. Feladat (Megoldds) Legyenek az A € CM*VN métrix sajatértékei a
A1, Ao, ..oy Ag szamok puq, o, . . ., ts multiplicitdsokkal. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor az x = Ax egyenlet alaprendszere

m
tHGAlt%(A—AZI)mWZ (m:o,l,ﬂz—l,Z:]_,Q,,S),

ahol w; # 0 az (A — \;I)*w = 0 egyenlet megoldésa.

Hatarozzuk meg az alabbi linedris rendszerek, illetve a kezdetiérték-problémak
megoldasat.

4.93. Feladat (Megoldas) & = bz —y, y = 10z —y, z(0) =0, y(0) = 3.
4.94. Feladat (Megoldas) & = 8x+5y, y = —10z—2y, 2(0) =0, y(0) = 1.
4.95. Feladat (Megoldas) & =x +vy, y =4y — 2z, z(0) =0, y(0) = —1.

4.96. Feladat (Megoldas) # = 8y, y = —2z, 2 = 2x + 8y — 2z, z(0) =
—4, y(0) = 0, 2(0) = 1.

4.97. Feladat (Megoldas) & = 2x — 3y, § = = — 2y.
4.98. Feladat (Megoldas) & =y, = —x, x(0) =0, y(0) = 1.

Hatarozzuk meg az aldbbi inhomogén linedris rendszerek, illetve az adott
kezdetiérték-probléma megoldasat.

4.99. Feladat (Megoldds) #(t) = z(t) + y(t) + 1, y(t) = 4y(t) — 2z(t) —
2, z(0) =0, y(0) = 0.

4.100. Feladat (Megoldas) @(t) = —by(t) — 10, y(t) = x(t) —2y(t), =(0) =
0, y(0) =0.

4.101. Feladat (Megoldas) @(t) = z(t) — y(t) + 6, y(t) = y(t) — 4z(t) —
12, z(0) = -2, y(0) = 4.

4.102. Feladat (Megoldas) @(t) = y(t) + 2¢', y(t) = z(t) + 3, z(0) =
1, y(0) = 1.

4.103. Feladat (Megoldds) @(t) = y(t)+tg*(t)—1, y(t) = —z(t)+tg(t), =(0) =
1, y(0) = 3.



5. fejezet

Magasabbrendii egyenletek

5.1. Kezdetiérték-feladatok

5.104. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg, hogy az y”(z) — z?y(z) = 0
egyenlet \? — 22 = 0 ,karakterisztikus egyenletének” segitségével folirt x —
o(x) = cre” + cpe™® fiiggvények az egyenletnek nem megoldésai, hacsak
22

ci +c3 > 0.

5.105. Feladat (Megoldds) Hatarozzuk meg az xy”(z)—(1+2)y' (z)+y(z) =
0 egyenlet dltaldnos megoldasat, felhaszndlva, hogy R 3 = — p(x) := €”
megoldas.

5.106. Feladat (Megoldds) Egy eredetileg 100 kg 6ssztomegi kis vitorlast
50 Newton erdvel fij a szél elore. A viz fékez6 ereje aranyos a vitorlas ak-
tudlis Ossztomegével, az ardnyossagi tényezo ki. A vitorlasba léket furtak,
amin az Ossztomeggel aranyos sebességgel dramlik be a viz, az ardnyossagi
tényezd ko = 2. A hajé gyorsuldsa allo helyzetbdl indulva 1 perc milva fordul
lassuldsba. Mennyi ki értéke és mértékegysége? (Feltételezziik, hogy a hajé
a kisérlet ideje alatt nem telik meg.) Es ha azt tudjuk, hogy 1 perc mulva
nem a gyorsulas, hanem a sebesség nulla?

Hatarozzuk meg az aldbbi (linedris, dllandé egyiitthatés) mésodrendi
egyenletek altalanos megoldasat.

5.107. Feladat (Megoldds) Z(t) + 9z(t) = 0.
5.108. Feladat (Megoldas) #(t) — 62(t) + 10x(t) = 0.

5.109. Feladat (Megoldds) &(t) + 4a(t) + 6z(t) = 0.
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5.110. Feladat (Megoldds) Z(t) — 8(t) + Tz(t) = 0.
5.111. Feladat (Megoldas) &(t) 4+ 10&(t) + 25z (t) = 0.

frjuk at az alabbi linedaris rendszereket masodrendii egyenletté, majd old-
juk meg a kapott egyenletet.

5.112. Feladat (Megoldds) & = wy, y = —wx, ahol w € R.
5.113. Feladat (Megoldds) & = ax + by, y = —bz + ay, ahol a,b € R.
5.114. Feladat (Megoldés) & = px +y, y = py, ahol u € R.

Hatarozzuk meg az alabbi inhomogén masodrendii differencialegyenletek
altalanos megolddsat. (A partikuldris megoldds meghatérozasahoz hasznél-
hatjuk a prébafiiggvény mddszerét.)

5.115. Feladat (Megoldds) Z(t) + 3z(t) = —9.
5.116. Feladat (Megoldds) 23(t) + z(t) = 9¢e*.
5.117. Feladat (Megoldas) Z(t) — z(t) = 3e .
5.118. Feladat (Megoldds) &(t) — @(t) — 2x(t) = —2t3 — 3t> + 8t + 1.
5.119. Feladat (Megoldds) Z(t) — 5x(t) + 6z(t) = te'.
5.120. Feladat (Megoldds) @(t) — 62 (t) + 9z(t) = t* + €.
5.121. Feladat (Megoldas) @(t) — @(t) + 9x(t) = 3sin(3t).
5.122. Feladat (Megoldds) (t) — 4(t) — bx(t) = 2e".
5.123. Feladat (Megoldds) Z(t) + 2&(t) + 2z(t) = e~* cos(t).
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléméakat.
5.124. Feladat (Megoldas) @(t) + 24(t) + 2x(t) = 0, (0) =2, £(0) = 1.
5.125. Feladat (Megoldds) &(t) — 4a(t) + 2z(t) =0, z(0) =0, £(0) = 1.
5.126. Feladat (Megoldds) &(t) — 2@(t) + 2x(t) =0, z(7) = €™, @(mw) = 0.

5.127. Feladat (Megoldds) &(t) + 22(t) + z(t) = 1, z(0) =5, #(0) = 1.
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5.128. Feladat (Megoldds) &(t)+2¢(t)+x(t) = 1+14e™ ", 2(0) =5, z(0) =
1.

5.129. Feladat (Megoldds) &(t) + @(t) = 3+ 2cos(t), x(0) = £(0) = 0.

5.130. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg az & + 2£& + = = 0, x(0) =
1, #(0) = 0 kezdetiérték-probléma megoldasanak szélséértékeit ¢ > 0 és
0 <& < 1 esetén.

5.131. Feladat (Megoldds) Hatarozza meg az 5.1. dbrén lathaté aramkor-
ben a kondenzator uc fesziiltségének és a tekercs ¢, daramanak idobeli ala-
kuldsat, ha u(t) = 10V konstans, illetve ha u(t) = 10 cos(2t) V. Az dramkor
elemeinek értékei R = 0.5k, C =1uF és L =0.1H.

R ¢
L ]

i)

/

C)!H{” 1) I’(\:‘: C L

5.1. dbra. RLC-aramkér sematikus rajza

5.132. Feladat (Megoldds) Jeloljiik egy lengéajtonak a — nyugalmi allapo-
tahoz képest bezart — szogét a t idépontban 6(t)-vel. Az ajté lengésének
dinamikdjat a 10”(t) + b0’ (t) + kO(t) = 0 egyenlettel modellezziik, ahol I > 0
az ajté — forgasi tengelyéhez viszonyitott — tehetetlenségi nyomatéka, b > 0
a surlodasi tényezo és k > 0 rugdallando.

Tegyiik fel, hogy I és k rogzitett, a b surlédasi tényezot pedig egy allité-
csavarral tudjuk valtoztatni. Hogyan valasszuk meg b értékét tgy, hogy az
ajto ne lengjen oda—vissza (ne oszcilldljon)?
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5.2. Linearis peremérték-feladatok

Oldjuk meg az alabbi peremérték-feladatokat.

5.133. Feladat (Megoldds) y"(z) + y(z) = 1,y(0) = 0,y(w) = 0.
5.134. Feladat (Megoldas) " (z) 4+ y(z) = 2z — m,y(0) = 0, y(7w) = 0.

5.135. Feladat (Megoldds) y"(z) — " (x) + 4y'(z) — 4y(x) = 0, y(0) =
L+e™2, y(r/2) =14 ™2, y(n) = 2e™ +e™/? — 1.

5.136. Feladat (Megoldds) y"”(z) — v"(x) + 4y'(x) — 4y(x) = 0, y(0) =
y(r/2) =y'(x/2) = 0.

5.137. Feladat (Megoldds) v (z) — ( )+ 4y'(x) — 4y(x) = 0, y(0) =
™2+ 1, y(r/2) = e™? + 1, y(r) = e™/? — 1.

5.138. Feladat (Megoldds) z?y"(z) — 6y(z) =0, y(1) = 2, y(2) = 33/4.
5.139. Feladat (Megoldds) 2?y"(z) — 6y(z) =0, y(1) =2 és 0 € D,,.

5.140. Feladat (Megoldas) 2%y"(x)—6y(z) = 0, 3y(1)+5y'(1) =7, 2y(2)+
4y/(2) = 6.



6. fejezet

Laplace-transzfomacio

Oldjuk meg Laplace-transzformacio segitségével az alabbi kezdetiérték-problémakat.

6.141. Feladat (Megoldas) @(t) = z(t), x(0) = 3.

6.142. Feladat (Megoldds) 2i(t) — z(t) =0, z(0) = 3.

6.143. Feladat (Megoldas) @(t) = —z(t), x(0) =0, ©(0) = —2.
6.144. Feladat (Megoldas) 2z(¢) + z(t) = e*, z(0) = 1.

Oldjuk meg az alabbi homogén linedris rendszerekre vonatkozo kezdetiérték-
problémakat Laplace-transzformacio segitségével.

6.145. Feladat (Megoldds) @(t) = 3z(t)—2y(t), y(t) = 2x(t)+5y(t), x(0) =

1, y(0) = 1.
6.146. Feladat (Megoldds) z(t) = 3z(t), y(t) = x(t) + 3y(t), x(0) =
4, y(0) = 2.

6.147. Feladat (Megoldds) @(t) = 3x(t) +y(t), y(t) = —z(t) +y(t), z(0) =
4, y(0) = 2.

6.148. Feladat (Megoldas) @(t) = x(t)+3y(t), y(t) = —x(t)+5y(t), =(0) =
1, y(0) = 0.

Oldjuk meg az aldbbi inhomogén egyenletekre vonatkoz6 kezdetiérték-
problémékat Laplace-transzformacio segitségével.

6.149. Feladat (Megoldds) @(t) + x(t) = 2te™", z(0) = 1.
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6.150. Feladat (Megoldds) z(t) = z(t) — y(t) + 6, y(t) = y(t) — 4x(t) —
12, z(0) = =2, y(0) = 4.

6.151. Feladat (Megoldds) @(t) = 4y(t) + 1, y(t) = z(t) +¢t, x(0) =
1, y(0) =0.

6.152. Feladat (Megoldds) @(t) = —5y(t) — 10, ¢(t) = z(t) — 2y(t), z(0) =
0, y(0) = 0.

6.153. Feladat (Megoldds) &(t) + 2@(t) + x(t) = 1, z(0) =5, #(0) = 1.

frjuk at az alabbi inhomogén linearis rendszereket egy masodrendii egyen-
letté, majd a kapott kezdetiérték-probléméat oljduk meg Laplace-transzformacié
segitségével. A kapott eredmény segitségével hatarozzuk meg az eredeti
egyenlet megoldasait is.

6.154. Feladat (Megoldds) @(t) = x(t)+3y(t)+8, y(t) = z(t)—y(t), x(0) =
0, y(0) = 0.

6.155. Feladat (Megoldds) @(t) = 7x(t) — 9y(t) + 82, y(t) = 9x(t) —
11y(t), (0) = 0, y(0) = 0.



7. fejezet

A stabilitas elmélet elemei

7.1. Linearis rendszerek

7.1.1. Elmélet

Tekintsiik az © = Az linearis differencidlegyenlet-rendszert, ahol A n x n
méretli matrix. A rendszer fazisképét a stabilis, instabilis és centralis alte-
rek segitségével lehet jellemezni, ezek definicidéjat és legfontosabb tulajdon-
sagait foglaljuk Ossze eloszor. Jelolje a matrix sajatértékeit multiplicitdssal
AL, Aoy ey Ay Jeldlje uy, us, . . ., uy, azt a bazist R™-ben, amely a matrix valos
Jordan-normalforméajat adja. Ezen bazis dltaldnos meghatarozasa hosszabb
elokészitést igényel, azonban a leggyakoribb és a tovabbiakban el6fordulé
esetekben a bazis az aldbbi médon egyszeriien meghatarozhaté. Ha a sajat-
értékek valdsak és kiilonbozok, akkor ezek éppen a megfelel6 sajatvektorok.
Ha vannak komplex konjugalt sajatérték parok, akkor az ezeknek megfele-
16 komplex sajatvektor valds és képzetes része van a bazisban. Toébbszoros
sajatértékek esetén az altalanositott sajatvektorok keriilnek a bazisba, ha a
sajataltér dimenzidja kisebb, mint a sajatérték algebrai multiplicitasa. Ha
példaul A kétszeres sajatérték, de csak egydimenzios sajataltér tartozik hoz-
za, akkor az altalanositott v sajatvektort az Av = \v 4 u egyenlet hatarozza
meg, ahol u az egydimenzids sajatalteret kifeszito sajatvektor. Megjegyezziik,
hogy ekkor v olyan u-tdl fiiggetlen vektor, melyre (A — A )?*v = 0, ugyan-
is (A—A)%*v = (A— M)u = 0. Ezen bazis segitségével az aldbbi médon
definialhaté linedris rendszerek stabilis, instabilis és centralis altere.

7.1. Definicié Legyen egy, az A valds normdlalakjdt meghatdrozo bazis {uy, .
R™. Jelolje N\, azt a sajdtértéket, amelyhez az uy bdzisvektor tartozik (uy nem
feltétleniil sajdtvektor). Az

cyUn}t C

Egs = span{uy : ReA, < 0}, FE, =span{u : Re\y > 0}, E. = span{uy : Re\, = 0}

27
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altereket rendre az © = Ax linedris differencidlegyenlet-rendszer stabilis, in-
stabilis, centrdlis alterének nevezziik.

Ezek legfontosabb tulajdonsagai az alabbi tételben foglalhatok ossze.
7.2. Tétel Az E,, E,, E. alterek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsdgokkal:
1. E;®&FE,® E.=R"

2. Invaridnsak A-ra (azaz A(E;) C E;, 1 = s,u,c), és ¥Vt € R esetén
At
edt-re.

3. Minden p € Ey esetén et*p — 0, ha t — +o0, s6t, van olyan K,o > 0,
hogy letp| < Ke=|p|, ha t > 0.

4. Minden p € E, esetén e'p — 0, hat — —oo, s6t, van olyan L, > 0,
hogy |e?*p| < Lef|p|, ha t < 0.

Kétdimenzios rendszerek esetén az invarians alterekkel valé jellemzés to-
vabb finomithat6. Nevezetesen, ha kétdimenzids a stabilis vagy instabilis
altér, akkor megkiilonboztethetjiik a csomo és a fokusz tipusu fazisképet. A
kétdimenzids fazisképek alabbi tipusait vezetjiik be a matrix sajatértékeinek
megfelel6en.

7.3. Definicié Legyenek a 2 x 2 méretic A mdtriz sajdtértékei A\ < Ag. Az
& = Ax rendszer

o stabilis csomao, ha A1, Ao valdsak és Ay < 0, Ay <0,
o instabilis csomo, ha Ay, Ay valosak és Ay > 0, Ay > 0,

e clfajult stabilis csomo, ha A, Ay valosak és Ay = Aoy < 0, és a hozzdjuk
tartozo sajdataltér eqydimenzids,

e clfajult instabilis csomao, ha Ay, Ay valosak és Ay = Aoy > 0, és a hozzdjuk
tartozo sajdataltér eqydimenzios,

e nyereg, ha Ay, Ay valosak és A\ < 0 < Ag,
o stabilis fokusz, ha A, Ao nem valdsak és Re Ay < 0, Re Ay < 0,
o instabilis fokusz, ha Ay, As nem valdsak és Re Ay > 0, Re Ay > 0,

e centrum, ha Re A1 = Re Ay = 0, azaz Ay és g tiszta képzetesek.
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Megjegyezziik, hogy négy olyan elfajult faziskép van, melyeknél nem csak
az origé az egyensilyi pont (azaz a méatrix determindnsa 0), de ezek nem
kaptak nevet. Ezen esetek a kovetkezok:

e )\ =0, Ay <0,

)\1:07 )\2>O,

A1 =0 = )y, és a hozzdjuk tartozo sajataltér kétdimenzids,
e )\ = 0= )y, és a hozzdjuk tartozo sajataltér egydimenzids.

Erdemes észrevenni, hogy a faziskép tipusa a sajatértékek kiszamitasa nélkiil,
pusztdn a métrix determindnsa (det) és nyoma (tr) segitségével is meghaté-
rozhato a kovetkezOképpen. A 2 x 2 méretii A matrix sajatértékeit megha-
tarozé karakterisztikus egyenlet A2 — tr A + det = 0. Tehat a sajatértékek

1
Ao = 5 (tr:l: tr? —4 det) :

A képletbol lathatd, hogy pontosan det < 0 esetén lesznek a sajatértékek
valésak és kiilonbozo eldjeliiek, azaz ekkor lesz a rendszer nyereg. Ha det >
0, akkor a sajatértékek valds részének elGjele megegyezik tr eléjelével. A
sajatértékek pontosan akkor lesznek komplexek (pontosabban nem valésak),
ha tr? < 4det. Tehat a kovetkezOképpen doénthetd el a rendszer tipusa a
determinans és nyom ismeretében.

7.4. Lemma Jeldlje a 2 X 2 méretid A mdtrix determinansdt det és nyomdt
tr. Az @ = Ax rendszer

e stabilis nem elfajult csomd, ha tr? > 4det és tr < 0,

e instabilis nem elfajult csomd, ha tr? > 4det és tr > 0,
o clfajult stabilis csomd, ha tr> = 4det és tr < 0,

e clfajult instabilis csomd, ha tr? = 4det és tr > 0,

e nyereg, ha det <0,

o stabilis fokusz, ha t1? < 4det és tr < 0,

o instabilis fékusz, ha tr? < 4det és tr > 0,

e centrum, ha det > 0 és tr = 0.
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/ //,,_\ det |

/A
//%\\

—

~
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g
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7.1. dbra. Az tgynevezett (tr,det) diagramm.

Az allitést az ugynevezett (tr,det) diagramm foglalja Gssze, melyet a 7.1
abra mutat. Tébbdimenziés esetben kiilénosen fontos eldénteni, hogy milyen
feltételek mellett lesz az origd aszimptotikusan stabilis, azaz a stabilis altér
n-dimenziés. Ez akkor kovetkezik be, amikor a karakterisztikus polinom min-
den gyoke negativ valos részli. Ennek eldontésében segit a Routh-Hurwitz-
kritérium.

7.5. Tétel (Routh-Hurwitz-kritérium) Legyen p(z) = 2"+ a, 12" ' +.. .+
a1x + ag eqy tetszéleges polinom. A p minden gyokének valos része pontosan
akkor nmegativ, ha a (7.1) n X n-es mdtriz pozitiv definit, azaz féminorjai
pozitivak.

ap—q 1 o ... ... 0
ap-3 QAp—2 Gp-1 1 0

(7.1)




7. FEJEZET. A STABILITAS ELMELET ELEMEI 31

7.1.2. Feladatok

Hatarozzuk meg az aldbbi A matrixokhoz tartozé @ = Ax linearis rendszerek
tipusat, valamint stabil, instabil és centralis alteriiket.

3 4

1 -1
4 1 )°

1 8

7.156. Feladat (Megoldas) A = (2 1) :

7.157. Feladat (Megoldas) A =

7.158. Feladat (Megoldas) A 11

—_
—_

7.159. Feladat (Megoldas) A 5 3

<
<
(L 5):
)
<
<
<

7.160. Feladat (Megoldas) A

7.161. Feladat (Megoldas) A

-1 =5
1 1)

)
)
)
)
)
7.162. Feladat (Megoldas) A
)
)
)
)
)

(2 1
S \-1 4
) -3 2
7.163. Feladat (Megoldas) A = 9 1
1 -1 1
7.164. Feladat (Megoldas) A=(1 1 —-1].
2 -1 0
1 -2 -1
7.165. Feladat (Megoldas) A=1—-1 1 1
1 0 -1
2 1 0
7.166. Feladat (Megoldas) A= 1 3 —1].
-1 2 3
2 -1 2
7.167. Feladat (Megoldas) A= 1 0 2
-2 1 -1
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-2 1 =2
7.168. Feladat (Megoldas) A= 1 -2 2

3 =3 5

21 0
7.169. Feladat (Megoldas) A= [0 2 4

1 0 -1

2 -1 -1
7.170. Feladat (Megoldas) A=1 3 -2 -3

-1 1 2

Hatarozzuk meg a paraméter fiiggvényében a megadott linearis rendszer ti-
pusat azon paraméterértékekre, melyekre egy egyensilyi pont van.

7.171. Feladat (Megoldas) A(p) = <_01 : ;ID)

7.172. Feladat (Megoldas) A(p) = (? _11)

7.173. Feladat (Megoldds) A(p) = <‘/§_C\°/S§fp) Smo(p)) , pe0,27]

Hatarozzuk meg a paraméter(ek) fiiggvényében az A métrixszal megadott
linedris rendszer stabilis, instabilis és centralis alterének dimenzidjat.

1 00
7.174. Feladat (Megoldas) A(p)=1 0 0 1

—p 1 0

0 1 0
7.175. Feladat (Megoldas) A(p) = |0 0 1

1 =1—p 1+p

0 1 0

7.176. Feladat (Megoldas) A(p,q) =] 0 0 1

pq —p+q—pg 1+p+gq

Hatarozzuk meg az alabbi A métrixokhoz tartozé © = Az alakd négyval-
tozés linedaris rendszerek stabilis, instabilis és centralis alterét.
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01 0 0
o |20 =30
7.177. Feladat (Megoldas) A = 00 0 1
10 -2 0
0 1 00
o o020
7.178. Feladat (Megoldas) A = 0 0 0 1
-2 0 0 0
0 1 0 0
s -2 0 o0 2
7.179. Feladat (Megoldas) A = 0 0 0 1
0 -3 -8 0
0O 1 00
o2 a1 2
7.180. Feladat (Megoldas) A = 00 0 1
2 -8 3 4
0O 1 0 0
o 22 2
7.181. Feladat (Megoldas) A = 0 0 0 1

A Routh-Hurwitz-kritérium segitségével hatarozzuk meg az alabbi diffe-
rencialegyenletek nulla megoldasanak stabilitdasat.

7.182. Feladat (Megoldds) ) + 4+ 4 +22 =0

7.183. Feladat (Megoldas) 23 4 2% +2& + 32 =0

(

(

7.184. Feladat (Megoldds) 2 + 220) 4+ 45 + 33 + 22 =0

7.185. Feladat (Megoldas) ) + 2204 + 33 4+ 74 + 20 = 0
(

7.186. Feladat (Megoldas) A Routh-Hurwitz-kritérium segitségével hata-
rozzuk meg, hogy az a és b paraméter mely értékeire lesz az £ + ai + bi +
2x = 0 differencidlegyenlet nulla megolddsa aszimptotikusan stabilis.

7.187. Feladat (Megoldas) A Routh-Hurwitz-kritérium segitségével hata-
rozzuk meg, hogy az a paraméter mely értékeire lesz az x* + 220 4 33 +
2% + az = 0 differencidlegyenlet nulla megoldasa aszimptotikusan stabilis.



8. fejezet

Nemlinearis rendszerek

8.1. Lokalis vizsgalat az egyensiilyi pontok ko6-
riil

8.1.1. Elmélet

Tekintsiink az

@(t) = f(z(t)) (8.1)
n-dimenziés autoném rendszert. Ez altaldban képlettel nem oldhato meg, igy
a legtobb informdciét a megolddsokrdl a faziskép szolgéltatja. Az x(t) = p
konstans megolddsokat az f(p) = 0 algebrai egyenletrendszer megoldédséval
nyerhetjiik. Ezen p pontokat nevezziik egyensilyi, vagy stacionarius pon-
toknak. A trajektoridk viselkedése az egyensilyi pontok kis koérnyezetében
linearizalassal hatarozhato meg. Ez szemléletesen a kovetkezdképpen magya-
razhaté. Az y(t) = x(t) — p fiiggvényre a differencidlegyenlet

g(t) = a(t) = f(=(1)) = f(p) + f'(Py(@) +r(y(t)) = fP)y(t) + r(y(t))

ahol r a maradéktagot jeloli. Mivel kis y esetén ez kisebb nagysagrendii, mint
a linedris tag (ha az nem tul kicsi, pl. nem zérus), azért varthaté, hogy a p
egyensulyi pont egy kornyezetében a fazisképet az

y(t) = f(p)y(t) (8.2)

un. linearizalt egyenlet, melynek matrixat Jacobi-matrixnak nevezziik, ha-
tarozza meg. Itt két dolgot kell pontositani, egyrészt, hogy mi a nem tul
kicsi linearis tag, masrészt, hogy milyen értelemben hatarozza meg a faziské-
pet. Erre vonatkoznak az alabbi fogalmak és tételek. Jelolje a (8.1) rendszer
x(0) = p kezdeti feltételt kielégité megolddsat t — (¢, p), ennek értelmezési
tartomanyat 1(p).

34
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8.1. Definicié A (8.1) rendszer p € R™ egyensilyi pontjat stabilisnak ne-
vezziik, ha minden € > 0 szamhoz létezik olyan § > 0 szdm, hogy

Vge Dy, |¢g—pl<d, t>0 esetén |p(t,q) —p| <e.

Az egyensulyi pontot aszimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis és
q fenti vdlasztdsa mellett t — +o00 esetén |p(t,q) — p| — 0. Az egyensilyi
pontot instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis.

Linearizalds segitségével a stabilitas kovetkezoképpen dontheto el.
8.2. Tétel

1. Ha az A = f'(p) matriz minden sajatértékének negativ a valds része,
akkor p aszimptotikusan stabilis egyensilyi pontja a (8.1) rendszernek.

2. Ha az A = f'(p) mdtriznak van pozitiv valds részi sajatértéke, akkor p
instabilis eqyensilyi pontja a (8.1) rendszernek.

A fenti tétel azon esetekre vonatkozik, amikor a stabilis altér n-dimenzios,
illetve az instabilis altér legalabb egy dimenzids. Ennél altaldnosabb allitas is
megfogalmazhatd, mely szerint a stabilis, instabilis és centralis altérrel azonos
dimenzids invarians sokasagok léteznek a nem-linedris rendszerben. Ezeket
az allitdsokat nevezik stabilis, instabilis és centralis sokasag tételnek, ebben
a jegyzetben azonban ezeket a tételeket nem targyaljuk.

Kétdimenzios rendszerek esetében a linearizdlas segitségével a faziskép
pontosabban is jellemezheté. Ehhez el6szér nemlinedris rendszerek egyen-
silyi pontjaira is definidlni kell az egyenstlyi pont tipusat. Ezt a linearis
rendszerekre definialt tipusok geometriai tulajdonsagai alapjan tehetjiik meg.

8.3. Definicié Tekintsink eqy (t) = f(x(t)) kétdimenzids autonom rend-
szert. Irjuk fel a p egyensilyi pont eqy U kornyezetében a megoldasokat (r, )
polarkoordindtdkban. A p pont

e stabilis csomd, ha lim, ., r =0, lim, . |¢| < oo,
e instabilis csomd, ha lim_.r = 0, lim_ |¢| < oo,

e nyereg, ha létezik két olyan trajektoria U-ban, melyek t — +oo esetén
p-hez tartanak, létezik két olyan trajektoria U-ban, melyek t — —oo
esetén p-hez tartanak, a tobbi pontbol indulo trajektoria pedig t — +o00
ést — —oo esetén is elhagyja U-t,

o stabilis fokusz, ha lim ., =0, lim, |¢| = oo,
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e instabilis fokusz, ha lim_.,r =0, lim_., |¢| = oo,

e centrum, ha U-ban minden pdlya (az egyensilyi ponton kivil) periodi-
kus.

Az egyenstlyi pont tipusa a Jacobi-matrix segitségével az alabbi médon
hatarozhat6 meg.

8.4. Tétel Legyen n = 2. Ha f € C* és Re()\) # 0 az f'(p) Jacobi-mdtriz
minden \ sajdtértékére, akkor a (8.1) rendszer p egyensilyi pontja ugyan-
olyan tipusi, mint a (8.2) rendszerben az origo.

A fenti két tételben fontos szerepet jatszik a Re A # 0 feltétel. Ha ez telje-
siil, akkor az egyenstlyi pontot hiperbolikusnak nevezik. Ebben az esetben
varhato, hogy a linearizalt rendszer a lokalis fazisképet meghatarozza. Nem
hiperbolikus egyenstlyi pontok lokalis vizsgalataban (és mint kés6bb latni
fogjuk, a globalis vizsgalatban is) fontos szerepet jatszik a Ljapunov-mdédszer.
Ennek 1ényegét el6szor érdemes egy egyszerti példan bevezetni.

Tekintsiik az @ = —y — 2%, ¥ = x — y> rendszert. Az egyensilyi pont-
ban (origd) a linearizélt rendszer nem mutatja meg a lokalis fazisképet,
ugyanis a derivaltmatrix sajatértékei 4+i. Az irdnymez6bol is csak annyi
latszik, hogy a trajektoriak korbejarnak az origé koriil, de az nem, hogy
kozelednek hozzd, vagy tdvolodnak téle. Tekintsiik a V(p,q) = p* + ¢*
fliggvényt, és vizsgaljuk meg, hogy a trajektoridk mentén csckken, vagy no-
vekszik az értéke. Ez megmutathatja, hogy a trajektoridk kozelednek az
origbhoz, vagy tavolodnak téle. Legyen tehét (x,y) egy tetszileges trajek-
toria, és legyen V*(t) = V(x(t),y(t)). Ennek derivéltjara azt kapjuk, hogy
V¥ (t) = =2(z*(t) + y*(t)) < 0, tehdt a trajektéridk kozelednek az origéhoz.
Ezzel nem csak az origd egy kornyezetében kaptuk meg a fazisképet, hanem
globélisan, az egész fazissikon. (Az origd aszimptotikus stabilitdsa Ljapunov
stabilitasi tételébdl kovetkezik (lasd alabb)).

A gondolat a (8.1) rendszerre dltaldnosan is megfogalmazhatd.

8.5. Definicié A V € C (D, R) fiiggvény derivdltja az f vektormezé men-
tén (vagy a 'V figguény Lie-derivaltja, vagy a V rendszer szerinti derivaltja)
az aldbbi fligguény

LV =V f) azaz (L;V)(p) = (V'(p), f(p)), p€Dys. (8.3)

8.6. Lemma Legyen = a (8.1) rendszer egy megolddsa. Ekkor a V*(t) =
V(x(t)) képlettel definidlt figguényre V*(t) = (L;V)(2(t)), t € D,.
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Tehét az LV fiiggvény el6jele megmutatja, hogy a V fiiggvény értéke a
megoldasok mentén novekszik, vagy csokken. Ljapunov mddszerének lénye-
ge olyan V filiggvény valasztdsa, amely monoton a megolddsok mentén, és
monotonitasa a megoldasok kiszamitésa nélkiil eldontheté. Fontos specidlis
eset, amikor a V fliggvény értéke a megoldasok mentén allando.

8.7. Definicié A V' figgvényt a (8.1) rendszer elsé integrdljdnak nevezik,
ha LV = 0.

A tovabbiakban Ljapunov-fiiggvény segitségével vizsgéljuk az egyensilyi
pontok stabilitdsat. Legyen p € Dy a (8.1) rendszer egyensilyi pontja (f(p) =
0).

8.8. Tétel (Ljapunov stabilitdsi tétele) Ha van a p pontnak olyan U C Dy
nyilt kornyezete, amelyen megadhato olyan V : U — R folytonosan differen-
cidlhato fiigguény, melyre

1. V(p) < V(q) minden q € U \ {p} pontra,
2. (LfV)(q) <0 minden q € U\ {p} pontra,

akkor p stabilis egyensilyi pont. Ha (LfV')(q) < 0 minden q € U\{p} pontra,
akkor p aszimptotikusan stabilis eqyensilyi pont.

Sok esetben az L;V fliggvény negativitdsat nehéz biztositani, de olyan
V' konnyen megadhatd, melyre LV nem pozitiv és csak megfeleléen ,kis”
halmazokon nulla. Fzekrol a | kis” halmazokrél mindéssze annyit kell feltenni,
hogy nem invariansak, azaz nem tartalmaznak teljes palyat. Ezt fogalmazza
meg az alabbi tétel, amelyet LaSalle-féle invarianciaelvnek is neveznek.

8.9. Tétel (Barbasin-Kraszovszkij-tétel) Ha van a p pontnak olyan U C Dy
nyilt kornyezete, amelyen megadhato olyan V : U — R folytonosan differen-
cidlhato figguény, melyre

1. V(p) < V(q) minden q € U \ {p} pontra,
2. (LfV)(q) <0 minden q € U\ {p} pontra,

3. létezik a p pontnak olyan kornyezete, amelyben a p ponton kivil minden
pdlya mentén V' értéke nem allando,

akkor p aszimptotikusan stabilis eqyensilyi pont.

Az egyensulyi pont instbilitasat az alabbi tétel segitségével lehet igazolni.
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8.10. Tétel (Ljapunov instabilitisi tétele) Ha van a p pontnak olyan U C
Dy nyilt kornyezete, amelyen megadhato olyan V : U — R folytonosan diffe-
rencidlhato fligguény, melyre

1. p nem lokdlis minimuma a V' fligguénynek,

2. (LfV)(q) < 0 minden g € U\ {p} pontra,
akkor p instabilis eqyensulyi pont.

Nyereg tipusu instabilitds esetében L,V pozitivitasa az egyensulyi pont
teljes kornyezetében nem biztosithaté. Instabilitasra vonatkozo elégséges fel-
tételt ad Csetajev alabbi tétele, melyet egyszeriiség kedvéért ugy fogalma-
zunk meg, hogy V(p) = 0 fenndll, amelyet egyébként a tobbi tétel esetében
is az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehettiink volna.

8.11. Tétel (Csetajev tétele) Legyen U C Dy a p pontnak nyilt kérnyezete,
VU — R folytonosan differencidlhato figguény és legyen D nyilt, dsszefiig-
g0 halmaz, melynek hatarat 0D jeldli. Ha ezekre fenndll

1. pe dD,
2. ha q € dDNU, akkor V(q) =0,
3. haqe DNU, akkor V(q) >0 és (LfV)(q) > 0,

akkor p instabilis egyensily: pont.

8.1.2. Feladatok

Mutassuk meg, hogy az origd egyensulyi pont, és hatarozzuk meg tipusat az
alabbi kétdimenzios rendszerekben.

8.188. Feladat (Megoldds) & = 2zy —x +y, y = 5t + y3 + 22 — 3y.
8.189. Feladat (Megoldds) @ = 2% + y* — 2z, v = 322 — x + 3y.

8.190. Feladat (Megoldds) & = exp(zx + 2y) — cos(3z), y = 4+ 8x —
2exp(y).

8.191. Feladat (Megoldds) & = In(4y + exp(—3z)), y =2y — 1 + /1 — 6.

Hatarozzuk meg az egyensulyi pontokat és azok tipusat az aldbbi kétdi-
menzios rendszerekben.



8. FEJEZET. NEMLINEARIS RENDSZEREK 39

8.192. Feladat (Megoldds) & =y, y = —sinz — 3y.

8.193. Feladat (Megoldds) 2 =y*> — 1, y = 2% +y? — 2.
8.194. Feladat (Megoldds) 2 = 22 + y? — 25, y = xy — 12.
8.195. Feladat (Megoldds) @ = —y, y = 2° — x + xy.
8.196. Feladat (Megoldds) 2 =y —2? —x, y =3z — 2% — y.
8.197. Feladat (Megoldds) @ = (z —1)(y — 1), y =2y — 2.
8.198. Feladat (Megoldds) & =y, y = sin(x + y).

8.199. Feladat (Megoldds) 2 =1In(y?> —z), y =z —y — 1.
8.200. Feladat (Megoldds) @ = 4y* — 22, y = 2xy — 4y — 8.
8.201. Feladat (Megoldds) 2 =2y, y = 2% —y® — 1.

8.202. Feladat (Megoldds) 2 =z —y, y = 2> +y? — 2.
8.203. Feladat (Megoldds) & =z +y+1, § =y + 1+ 222.
8.204. Feladat (Megoldds) & =zy —2, y = (22 — y)(z — 2).

Hatarozzuk meg az egyensulyi pontokat, és azokban a linearizalt rendszer
stabil, instabil és centralis alterének dimenzidjat az aldbbi haromdimenzios
rendszerekben.

8.205. Feladat (Megoldds) 2=y, y ==z, 2 =2 —yz — 1.
8.206. Feladat (Megoldds) 2=y +2z, y=2>—2y, 2=z +y.
8.207. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg az
t=o(y—2x), y=pr—y—xz, Z=—-Fz+uy (8.4)

Lorenz-rendszerben a o,p, 8 > 0 paraméterek fiiggvényében az origbban,
mint egyensulyi pontban a linearizalt rendszer stabil, instabil és centrélis
alterének dimenzidjat.

8.208. Feladat (Megoldds) Hatarozzuk meg a (8.4) Lorenz-rendszerben a
o, p, B > 0 paraméterek fiiggvényében az egyensulyi pontokat, és azok stabi-
litasat.
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Megfelel6en valasztott Ljapunov-fiiggvény segitségével hatarozzuk meg az
origd, mint egyensilyi pont tipusat az alabbi kétdimenzids rendszerekben.

8.209. Feladat (Megoldds) 2 = 23—y, y =2 + 5.

8.210. Feladat (Megoldds) 2 =y — o +ay, y =2 —y — 22 — >

8.211. Feladat (Megoldds) 2 = 2y® — a°, y = —x — 3> + 3.

8.212. Feladat (Megoldds) 2 = xy — 23 + 3, § = 22 — 3.

8.213. Feladat (Megoldds) # =y — 3z — 23, §y = 6x — 2y.

8.214. Feladat (Megoldds) 2 =2y —z —y3, y =2 — 2y.

8.215. Feladat (Megoldds) 2 =z —y— a3, gy =z +y+ 1>

8.216. Feladat (Megoldds) & = xy? — 23, = —y3 — 22%y.

8.217. Feladat (Megoldds) @ = —zy*, v = 25y.

8.218. Feladat (Megoldds) @ = zy + 23, § = —y +9* — 23 + 2.

8.219. Feladat (Megoldds) @ = 2y° — 2®, y = —2xy>.

8.220. Feladat (Megoldds) Tekintsiik a Liénard-egyenletet: & + f(x)& +
g(z) =0, ahol Dy = D, = R; és minden x # 0 esetén f(z) > 0 és zg(z) > 0.
[gazoljuk, hogy az azonosan nulla megoldas aszimptotikusan stabilis.

8.221. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg a (8.4) Lorenz-rendszerben, hogy
a g, p, 5 > 0 paraméterek barmely értéke esetén a megoldasok befutnak egy
korlatos tartomanyba.

8.222. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg a (8.4) Lorenz-rendszerben, hogy
p < 1ésbarmely o, > 0 esetén az origd globalisan aszimptotikusan stabilis.
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8.2. Globalis vizsgalat a sikon

8.2.1. Elmélet

Tekintsiik az & = P o (z,y), ¥ = Q o (z,y) kétvaltozds rendszert, melyben
P,Q € CYR%*R). Célunk a teljes faziskép jellemzése, melyhez példdul a
kovetkez6 modszerek alkalmazhatoak:

e az iranymez6 megrajzolasa;

e transzformacio polarkoordinatakba, vagy komplex valtozora;
e elsé integral és Ljapunov-fiiggvény keresése;

e a (P, Q) vektormezd szimmetridjdnak felhasznalasa.

Ezen modszerek alkalmazdsan tul a differencidlegyenletek (megfelel6 kez-
deti feltételekbdl inditott) numerikus megolddsénak abrazoldsa is segit meg-
hatarozni a fazisképet. A feladatok kitlizése elott el6szor roviden ismertetjitk
a fenti mddszereket.

Iranymez6 és nullavonalak

Az irdnymez6 nem mds, mint a (P, Q) : R? — R? fiiggvény, amely a fazissik
minden pontjahoz olyan kétdimenzios vektort rendel, amely éppen a ponton
athaladé trajektoria érintéje. A faziskép elkészitéséhez sokszor elég annyit
tudni, hogy az iranymezo6 az egyes pontokban fel vagy le, illetve balra vagy
jobbra mutat. Ennek eldéntésében segitenek az

Ny:={peR*: P(p) =0}, No:={peR*:Q(p) =0}

nullavonalak. Az N; nullavonal két (nem feltétleniil 6sszefiiggd) részre osztja
a fazissikot. Az egyikben, melyben P > 0, a trajektoridk jobbra, a masikban,
melyben P < 0, a trajektoridk balra haladnak. Hasonloképpen az Ny nulla-
vonal két (nem feltétleniil Gsszefiiggd) részre osztja a fazissikot. Az egyikben,
melyben ) > 0, a trajektoridk felfelé, a masikban, melyben @) < 0, a tra-
jektoriak lefelé haladnak. fgy az Ny és Ny nullavonal négy részre bontja a
fazissikot, amelyek mindegyikében egyszertien eldonthetd, hogy a trajektoria
fel vagy le, illetve balra vagy jobbra mozog. (A trajektéria mozgésa kifeje-
zést hasznaljuk, valdjaban t novekedtével a ¢(t, p) pont mozog a trajektéria
mentén. )

A nullavonalak metszéspontjai az egyensilyi pontok, ezekben P és () ér-
téke is zérus. Az egyensilyi pontok kornyezetében a 8.4. tétel szerint lineari-
zalassal hatarozhatjuk meg a faziskép szerkezetét. A globalis fazisképhez a
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nyeregpontok szeparatrixainak (a nyeregpontba befutd, illetve onnan kiindu-
16 két-két palyanak) az elhelyezkedését kell meghatérozni. Ebben is sokszor
segit az iranymez6. A faziskép irdnymezovel torténé jellemzését egy példan
szemléltetjiik.
Tekintsiik az
T =1x— 2y, y=x*—vy

rendszert. Az Nj nullavonal egyenlete (1 — y) = 0, azaz ez a nullavonal két
egyenesbdl, az {(r,y) € R*z = 0} és az {(z,y) € R*y = 1} egyeneshdl
all. Ezek négy tartomanyra osztjak a fazissikot. A jobb fels6é és bal als6
tartomanyban balra, a mésik kettoben jobbra mozognak a trajektoéridk Mivel
az x = 0 esetén & = 0, ezért az x = 0 egyenes invarians. Az N, nullavonal
egyenlete y = 22, ez tehat egy parabola. A parabola feletti részen gy < 0,
tehat lefelé mozognak a trajektoridk, a parabola alatt pedig y > 0, tehat
felfelé mozognak a trajektériak. A két nullklina egyiitt nyolc részre osztja
a fazissikot. A 8.1 dbra mindegyik tartomanyban egy-egy nyil mutatja a
trajektoria érintévektoranak irdanyat. A rendszer egyenstlyi pontjait és azok
tipusét a szokott médon hatérozhatjuk meg. A (0,0) pont nyereg, az (1,1) és
(—1,1) pont pedig stabil fékusz. A nyeregpontba befuté szeparatrix az x = 0
invarians egyenes, a nyeregpontbdl kiindul6é palyakrdl pedig az iranymezo
alapjan azt mondhatjuk, hogy a stabilis fékuszokba futnak bele (ez egyébként
bizonyitasra szorul, ugyanis az iranymezo alapjan az is elképzelheté lenne,
hogy ezek a pélydk végtelenbe tartanak). Hasonl6éan igazolhatd, hogy a jobb
félsikbdl indulé megolddsok mind az (1,1) stabilis fékuszpontba futnak be
(t — 400 esetén, a bal félsikbdél indulé megoldasok pedig a (—1,1) stabilis
fokuszpontba jutnak). Ezzel megkaptuk a 8.1 dbrén ldthat6 fazisképet.

Transzformacio polarkoordinatakba, vagy komplex valtozéra

Az &= Po(x,y), § = Qo(x,y) rendszerhez vezessiik be az r és ¢ fiiggvénye-
ket az z(t) = r(t) cos(p(t)), y(t) = r(t)sin(p(t)) transzformaciés képletekkel.
Ezekbdl

& =rcos(p) —resin(p),  §=rsin(p) + rocos(yp).

Az els6 egyenletet cos(y)-vel, a masodikat sin(y)-vel szorozva, majd a két
egyenletet Osszeadva és felhasznalva a differencidlegyenleteket kapjuk, hogy

7= P(rcos(p), rsin(p)) cos(p) + Q(r cos(p), rsin(p)) sin(p).

Hasonloképpen az els6 egyenletet sin(p)-vel, a masodikat cos(p)-vel szorozva,
majd a két egyenletet kivonva és felhasznélva a differencialegyenleteket

$ = Q(rcos(p), rsin(p)) cos(p) — P(rcos(p), rsin(p)) sin(p)
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8.1. dbra. Példa a globdlis vizsgalathoz.

adodik. Bizonyos esetekben az r és ¢ fliggvényekre felirt egyenletek egyszerti
alakiak és lehetové teszik a faziskép meghatarozéasat.

Komplex valtozd bevezetése is célravezeto lehet szamos esetben. Vezessiik
be a z(t) = z(t) + iy(t) fiiggvényt. Erre a differencidlegyenlet 2 = & + iy =
P(Re(2),Im(2)) +iQ(Re(z),Im(z)). A transzformécié akkor célravezetd, ha
a jobboldal kozvetleniil z fiiggvényeként fejezheto ki, a valos és képzetes rész
hasznélata nélkiil.

Els6 integral és Ljapunov-fiiggvény keresése

A 8.7. definicid szerint a V € C'(Dy,R) fiiggvény elsé integralja az & =
Po(z,y), y = Q o (z,y) rendszernek, ha P,V + Qd,V = 0. Ilyen fligg-
vény képletének meghatarozasara nincs altalanos szabdly, hiszen ehhez meg
kellene oldani a P01V + Q0;V = 0 elsérendii homogén lineéris parcialis dif-
ferencidlegyenletet, ami lényegében az eredeti kozonséges differencidlegyenlet
megoldasara vezet. Azonban egy fontos specidlis esetben, nevezetesen, ami-
kor a rendszer Hamilton-tipust, az elsé integral megadhato.

Az &= Po(x,y), y = Qo (x,y) kétvaltozos rendszer Hamilton-rendszer,
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ha van olyan H : Dy — R differencidlhaté fiiggvény, melyre P = 0,H és
Q = —0 H. A primitiv fiiggvény létezésére vonatkozd sziikséges feltétel
szerint H 1étezésének sziikséges feltétele O, P = —0,Q), azaz 01 P 4+ 0,Q) = 0,
vagyis a rendszer divergencidja nulla. A rendszer Jacobi-matrixa

J— O H O H
- \—0nH —053H)"

Ennek nyoma tr(J) = 0, igy a linearizélds alapjan Hamilton-rendszereknél
az egyenstlyi pontok vagy nyereg-, vagy centrumtipusiak. Mivel det(J) =
det(H"), ezért ha az (p, q) egyensulyi pontban det(H" (p, ¢)) < 0, azaz H" (p, q)
indefinit, akkor az egyensilyi pont nyereg. Ha a (p,q) egyenstlyi pontban
det(H"(p,q)) > 0, azaz (p, q) széls6értéke H-nak, akkor ez a pont centrum,
mivel a szélséérték egy kornyezetében a szintvonalak zart gorbék.

A Hamilton-rendszerek fontos specidlis esete az & + U'(x) = 0 alaku,
egy szabadsagi foki mechanikai rendszer, ahol U € C'(R,R). A megfelels
elsérendii rendszer & = y, y = —U'(z). Ezen rendszer els6 integrédlja a
V(p,q) = ¢*/2 + U(p) fiiggvény, ugyanis ennek rendszer szerinti derivaltja
LiV(p,q) =qU'(p) —qU'(p) = 0. [gy a rendszer trajektériai a V fiiggvény
szintvonalain fekszenek. Tehdt a faziskép elkészitéséhez csak V' szintvonalait
kell meghatarozni, majd ezeken x és y elGjele alapjan a trajektéria irdanyat
kell megjelolni. V' szintvonalainak felrajzolasahoz célszerti elészor az U fligg-
vény grafikonjat megrajzolni az (x, U) sikban. Majd erre a sikra merélegesen
felvéve az y tengelyt az (y, U) sikkal parhuzamosan mozgatva egy y*/2 tipu-
st paraboldt, olyan médon, hogy csticsa az U(x) fliggvény grafikonjat fussa
be, a V fiiggvény feliiletét kapjuk meg. Ezutan a szintvonalakat egyszerii-
en megkaphatjuk a feliiletet vizszintes sikokkal metszve. A rendszer Jacobi

matrixa
0 1
/= (—U"@;) o> :

Ennek nyoma tr(J) = 0, igy a linearizalds alapjan az egyensilyi pontok vagy
nyereg-, vagy centrumtipusiak. Mivel det(J) = U"(z), ezért ha az egyensilyi
pontban U”(x) < 0, akkor az nyereg. Ha az egyenstilyi pontban U”(x) > 0,
akkor a pont minimuma a V' els6 integralnak, igy az centrum.

A vektormez6 szimmetridgjanak felhasznalasa

A vektormez6 szimmetridja sok esetben segitheti az irdanymez6bol kapott in-
formacio felhasznélasat. Leggyakoribb példa a nemlinedris centrum esete,
melynek 1étezését, sem a linearizalasbol, sem az iranymezobdl nem lehet meg-
allapitani (hiszen csak annyit latunk, hogy a palydk az egyenstlyi pont koriil
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korbejarnak). Ilyen esetben eléfordulhat, hogy a palydk tengelyesen szim-
metrikusak egy, az egyensulyi ponton athaladé tengelyre. Ez a tény a meg-
oldasok ismerete nélkiil, magukbdl a differencidlegyenletekbdl levezetheto.
Tekintsiink ehhez egy altalanos @(t) = f(x(t)) rendszert (nem kell feltétleniil
kétdimenziésnak lennie). Legyen T : Dy — Dy egy olyan transzformécid,
amely a palydkat onmagukba képezi. Ha egy p € Dy pontbdl indulé pélya
pozitiv ¢ értékekhez tartozo részét a T leképezés a T'(p) pontbdl induld palya
negativ t értékekhez tartozé részre képezi, akkor fennall a

p(=1,T(p)) = T(e(t,p))

azonossag minden t esetén. Ezt t szerint derivalva —p(—t, T'(p)) = T'(¢(t, p))o(t, p),
mely a t = 0 esetben

—f(T(p)) =T (p)f(p)

Ez utobbi ellenérzéséhez pedig nem sziikséges a megoldasok ismerete.
Nézziik meg a fenti képlet jelentését két fontos specidlis, kétdimenzids
esetben. Nevezetesen, hogy hogyan allapithato meg a differencidlegyenletek-
bol, hogy a megoldasok valamelyik koordinatatengelyre szimmetrikusak.
A fiiggéleges tengelyre valé titkrozés a T'(p, q) = (—p,q) " leképezés, mely-

nek derivaltméatrixa
, (-1 0
= ( 0 1) ’

fgy a fenti képlet alapjan, az & = P o (x,y), y = Q o (x,y) rendszer palyéi a
fiiggdleges tengelyre szimmetrikusak, ha

_ (P(—x,y)) _ (—1 0) (P('x,y)>
Q(—x,y) 0 1)\Q(z,y))"
azaz P(—x,y) = P(x,y), és —Q(—z,y) = Q(z,y).
A vizszintes tengelyre valé tikrozés a T'(z,y) = (z, —y) leképezés, mely-

nek derivaltmatrixa
. (10
T = (0 o).
Igy a fenti képlet alapjén, az @ = Po (z,y), ¥ = Q o (z,y) rendszer palyéi a

vizszintes tengelyre szimmetrikusak, ha

azaz —P(LL’, —y) = P(x,y), Q(LL’, _y> = Q(xay)
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8.2.2. Feladatok

Az irdnymez6 segitségével hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos rendszerek
tazisképét.

8.223. Feladat (Megoldas) @ = 2 + ¢y — 1, y = 62 — y* + 1.
8.224. Feladat (Megoldds) & = y* — 42?%, y = 8 — 4y.

8.225. Feladat (Megoldds) & =4 — 4z — 2y, y = zy.

8.226. Feladat (Megoldds) 2 =1 — 2% — ¢, y = 2z.

8.227. Feladat (Megoldds) @ =axy —4, = (x —4)(y — x).
8.228. Feladat (Megoldds) 2 =2(z — 1)(y — 2), y = y* — 2%
8.229. Feladat (Megoldds) @ = (z+y)? -1, y=1—2 —y*
8.230. Feladat (Megoldds) 2 = (22 —y)? =9, y =9 — (v — 2y)*.
8.231. Feladat (Megoldds) 2 = (2z —y)?* — 9, y = (z — 2y)* — 9.

Hatédrozzuk meg az aldbbi & =y, y = —U’ o x alaki kétvaltozds rendsze-
rek fazisképét.

8.232. Feladat (Megoldds) 2 =y, y =z — 2°.
8.233. Feladat (Megoldds) # =y, y = 3z
8.234. Feladat (Megoldds) z =y, y = —2a3.
8.235. Feladat (Megoldds) 2 =y, y = 2z — 223.
8.236. Feladat (Megoldds) & =y, y = sinox.

Mutassuk meg, hogy az alabbi kétvaltozds rendszerek Hamilton-rendszerek,
hatarozzuk meg a Hamilton-fiiggvényt, majd ennek segitségével rajzoljuk
meg a fazisképet.

8.237. Feladat (Megoldds) # = 1 — 2% — 4, y = 2zy.
8.238. Feladat (Megoldds) t =z +2—y, y= 2> —y.

Az alabbi rendszerekhez keressiink elsé integralt.
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8.239. Feladat (Megoldds) & = x — zy, § = xy — y. (Lotka—Volterra-
rendszer).

8.240. Feladat (Megoldds) © = 2% — 1, y = 322 — 22%y.

Polarkoordinatakra transzformalas segitségével hatarozzuk meg az aldbbi
rendszerek fazisképét.

8.241. Feladat (Megoldas) # = z(1 — 2% —y?) —y, v = y(1 — 22 — ) + 2.
8.242. Feladat (Megoldss)

i=2(V?+ =) (Va2 +2=2) =y, §=y(Va? +y 1) (Ve + y?=2)+w.
8.243. Feladat (Megoldds) i = z(1—y/2% + y2) —y, § = y(1—/22 + ¢?)°+

Z.

8.244. Feladat (Megoldds) Legyen f : R — R folytonos fiiggvény. Az

T = xf(\/xz - y2) —y, y = yf(\/x2 + yz) + 2 rendszernek hol lehet stabilis,

instabilis illetve félig stabilis hatarciklusa?

Komplex koordinatatranszformacio segitségével hatdarozzuk meg az aldbbi
rendszerek fazisképét.

8.245. Feladat (Megoldds) z = 22 — %, y = 2zy.

8.246. Feladat (Megoldds) z = 23 — 3zy?, y = 322y — .



9. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

9.247. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg, hogy tetszéleges 0o, K € C' (R, R)
fliggvények esetén az R? 5 (t,z) — o(t, z) := go(x — K(t)) 6sszefiiggéssel ér-
telmezett o fiiggvény megoldasa a

do(t, r)
ot

Jo(t, z)

+ K'(t) 5

=0

parcialis differencidlegyenletnek.

9.248. Feladat (Megoldds) Oldjuk meg a Ojpu(z,y) = 0 parciélis differen-
cidlegyenletet.

9.249. Feladat (Megoldds) Oldjuk meg a
dvu(z,y) = ulz,y) +yu(z,y), dhu(z,y) = u(z,y)* + 2ru(z,y)
parcialis differencidlegyenlet-rendszert.

Hatarozzuk meg az aldbbi elsérendi kvézilinearis parcialis differencial-
egyenletek olyan (tobbnyire u-val jelolt) megoldédséat, amely dtmegy a g pa-
raméterezéssel megadott gérbén.

9.250. Feladat (Megoldas)

ou(z,y) ou(x,y) . B o T
sl 0P 0 R € g(e) = (26,696

(Mésképp: u(2¢, —€) = 9€? teljesiil.)

48
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9.251. Feladat (Megoldds) Legyen gy € C'(R,R) tetszdleges, adott fiigg-
vény. Oldjuk meg az alabbi feladatot.

do(t,x) 0ot x)
o T on

(Mésképp: 0(0,&) = 00(§) teljestil.)
9.252. Feladat (Megoldas)

du(z, y) du(z,y)
ox 2y oy

=0; R>&glé):=(0,8 0006)7.

bz =0; R3&mg6) = (26,697,

(Mésképp: u(2&, —¢) = 9¢? teljesiil.)
9.253. Feladat (Megoldas)
u(z,y)  du(z,y)

1. o T
(Masképp: u(—¢,&) =1 teljesiil.)
9.254. Feladat (Megoldds)
0 0
Y uwy) _Ouley) 2zyu(z,y); RY 2 & g(f) == (£€,€)".

ox Jy
(Azaz u(§, &) = ¢ teljesiil.)

9.255. Feladat (Megoldas)
Oru(z,y) = ulz,y)* RY 3 & g() = (6,669
9.256. Feladat (Megoldas)

u(z,y) N du(z,y)
ox Jy

(Vagyis u(&, &) = & teljesiil.)

9.257. Feladat (Megoldas)

=1; R'a¢&g(8):=(£697.

du(z,y) = Ou(z,y)
T o +y dy

(Vagyis u(&, &) = £ teljesiil.)

=0; RT3&g(g):=(6897.
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9.258. Feladat (Megoldas)

ou(z,y) = Ou(z,y)
o e oy

(Azaz fennall u(&,0) = ¢.)

=1-2; R>&mg(6):=(£0,8)"

9.259. Feladat (Megoldas)

ou(z,y,z) Ou(x,y,z) Ou(x,y,z)
T o Y dy T 0z

(Azaz fennall u(&,&2,83) = £1)

=0; R3&mrg(l) = (£66%¢YT.

9.260. Feladat (Megoldds) Legyen N € N; f € CY((RT)V,R) nulladfoku
pozitiv homogén fliggvény, azaz teljesiiljon

YA€ RT ¥x € Dy f(Ax) = f(x). (9.1)

Bizonyitsuk be, hogy (9.1) pontosan akkor all fenn, ha

N
Vx € Dy : Z:Bn@nf(x) = 0. (9.2)

n=1

9.261. Feladat (Megoldds) Hatarozzuk meg a

Ou(z,y) N O*u(z,y)

u(z, y) )
0xdy oy?

(x—y)w+2($—y)

ou(x,y) Ou(z,y)\
x 0y >_0

+F (x,y,U(:v,y), o
egyenlet tipusat a sik kiilénb6z6 tartomanyain.
9.262. Feladat (Megoldds) Hatdrozzuk meg a

8QU(I, y) 2 82u(x, y) 82’&(&3, y)
——42
Y022 v 0x 0y Y 0y?

Ou(z, y) 3%(:671/)) _0

+F<w,y,U(fE,y), S Ba

egyenlet tipusat a sik kiilénb6z6 tartomanyain.

9.263. Feladat (Megoldds) Mutassuk meg, hogy a

0?u(z,y) 0u(z,y)
oulx, y) oY) | p
910y +c(z,y) o7 T (x,y,U(fE,y), o o

egyenlet tipusa nem valtozik, ha diffeomorfizmussal (:=invertalhaté és in-
verzével egytitt differencidlhaté leképezéssel) 1j koordinatakat vezetiink be a
sikon.

0%u(z,

du(z, y) 3u(:c,y)> _0
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9.264. Feladat (Megoldas) (Fourier-mddszer) Legyen € := [0, 7] X [0, 7], és
keressiik meg a Au = \u sajatérték-feladat u(x,y) = X (2)Y (y) szorzatalaki
sajatfiiggvényeit (vagyis a Helmholtz-egyenlet megoldésait) és a hozzdjuk
tartozé sajatértékeket az ujpq = 0 (Dirichlet-féle) peremfeltétel mellett.

9.265. Feladat (Megoldds) Legyen €2 az origd kdzépponti, egységnyi sugari
korlap, és keressiik meg a Au = Au sajatérték-feladat U(r, ) = R(r)®(yp)
szorzatalaku sajatfiiggvényeit — ahol

U(r, ) := u(rcos(yp), rsin(y)) (9.3)
— ¢s a hozzdjuk tartozo sajatértékeket az ujpq = 0 peremfeltétel mellett.

9.266. Feladat (Megoldds) Hatarozzuk meg a sikbeli Laplace-egyenlet els6-
, masod- és harmadrendii polinom-alakti megoldasait.

9.267. Feladat (Megoldds) Keressiik meg az 0u(x, y)+05u(z,y) = 0 ((x,y)
R?) sikbeli Laplace-egyenletnek az
8
u(z,0) =142z, u(x,2)=9— 37 (z €10,3]),
u(0,y) =1+4y, u@,y)=7-3y (y<l0,2)

peremfeltételeket kielégito megoldasat a legfeljebb harmadfokd polinomok
korében.



10. fejezet
Variacioszamitas

10.268. Feladat (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a
1
{z eC'0,1): 2(1/2) =0} 5z +— J(z) := / sin(x(t))dt
0

képlettel értelmezett J funkciondlnak nincs maximuma.

Itt adunk néhany (tobbnyire implicit) kézonséges differencidlegyenletekre
vonatkozo feladatot, és feladatként néhény megoldasi modszert, mert a vari-
acioszamitasi feladatok kozben kiilonosen gyakran meriilnek fel ilyen egyen-
letek. Megjegyzendo, hogy a parcidlis differencialegyenletek tobbsége is az
implicit egyenletekkel mutat nagyobb rokonségot, hiszen az ismeretlen fiigg-
vény derivaltjai koziil legfeljebb egy fejezheto ki explicit modon, a tébbiek
nem.

10.269. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg a kovetkezé masodrendii egyenle-
tet:
—2xi +a* +1

2¢/x(i? + 1)3/2

10.270. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg a kovetkezé masodrendii egyenle-
tet:

— 0. (10.1)

ri—i*—1=0. (10.2)

10.271. Feladat (Megoldas) Oldjuk meg a kovetkez$ masodrendii egyenle-
tet:
2% + 3% +1=0. (10.3)

Allitsuk el az Euler-Lagrange-féle differencidlegyenlet megoldasait (az
ligynevezett extremadlisokat) az alabbi (R3-on értelmezett) alapfiiggvények
esetén. Vizsgaljuk meg a sziikséges és elégséges feltételek teljesiilését is.

52
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10.272. Feladat (Megoldas) f(¢,p,q) := /1 + ¢>.
10.273. Feladat (Megoldas) f(t,p,q) := 1/2(¢*> — p?).
10.274. Feladat (Megoldas) f(t,p,q) := tqg® — 3pq.
10.275. Feladat (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az

RY xR xRY xR > (z,p,9,q) — f(z,p,y,q) :==

pln(y)  gln(z)
2z 2y

—aln(y) — bln(x) + cz + dy

alapfiiggvényhez tartozo Euler—Lagrange-egyenlet éppen az
T =ar —dxy, y=cry—>by (10.4)
Lotka—Volterra-egyenlet [11].

10.276. Feladat (Megoldas) Ramsey neoklasszikus novekedési modelljében
(amely egyszektoros zart gazdasdgot ir le, és amely Solow modelljének al-
ternativdja) a t idépontban az el6éllitott Osszterméket Y (¢), a rendelkezésre
allo t6két K(t), a fogyasztést pedig C(t) jeloli. Kézenfekvo feltevés, hogy
a beruhdzas (a toke megvéltozdsdnak sebessége) a termelés és a fogyasztés
kiilonbsége:

K(t) = Y1) - C(0),

tovabba az is, hogy a termelés a toke fiiggvénye, a legegyszeriibb feltevés
szerint Y = bK (b € RT), tehat

K(t) = bK(t) — O(t). (10.5)

Az tgynevezett pillanatnyi hasznosségi fiiggvény (tulajdonképpen a hasznos-
sagi fiiggvény megvéltozasanak sebessége), N, a C fogyasztastdl fiigg, alakja
vehetd az aldbbinak: N(c) := —a(c — C*) (a,C* € RT). (Azaz az idedlis C*
fogyasztastol valé eltérés nem kivanatos.) Szeretnénk (mondjuk a kormany
szeretné) elérni, hogy a hasznossiag a leheté legnagyobb legyen, azaz (és ez
most az olvasé feladata) keressiik a

() = /0 " NOE(#) - E(0)dt = —a /0 LK) - Kt — Ot

funkciondl maximumét. (Ha mar meghataroztuk a K fiiggvényt, akkor a
fogyasztéast a (10.5) egyenletnek megfeleléen fogjuk el6irni.)



11. fejezet

Ko6zelito megoldasok

Hatarozzuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémék kozelité megoldasat a fo-
kozatos kozelités mddszerével (legaldbb harom iteraciét végezziink).

11.277. Feladat (Megoldas) &(t) = 2z(t) —t, z(0) =1
11.278. Feladat (Megoldas) &(t) = x(t)(3 — z(t)), (0) =1
11.279. Feladat (Megoldas) (t) = —x(t) + cos(t), x(0) =0

Hatérozzuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémék kozelité (numerikus)
megoldasat az Euler-modszer segitségével az I C R invertvallumon a meg-
adott h lépéskozzel.

11.280. Feladat (Megoldas) @(t) = tz(t), x(0) =1, I =[0,1], h = 0.25.

11.281. Feladat (Megoldas) @(t) = 3z(t)(1 — =(t)), =(0) = 0.1, I =
[0,2.5], h = 0.5.

11.282. Feladat (Megoldas) #(t) = —2z(t) +4, x(0) =0, I =1[0,2], h =
0.4.

11.283. Feladat (Megoldas) @(t) = 22(t), x(0) =1, I =0,1], h=0.2.

Keressiik az alabbi kezdetiérték-problémak kozelité megoldasat megfelelo
(legfeljebb negyedfoki) Taylor-polinom alakjaban.

11.284. Feladat (Megoldas) y/'(z) = y*(z) — z, y(0) = 1.
11.285. Feladat (Megoldds) y(x) = y(z) + e¥®), 4(0) = 0.

11.286. Feladat (Megoldas) ¢'(z) = 2x + cos(y(zx)), y(0) = 0.

o4
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11.287. Feladat (Megoldas) y/(z) = 22 + v3(x), y(1) = 1.

11.288. Feladat (Megoldas) y”’(z) = zy/(x) — y*(z), y(0) =1, ¥/'(0) = 2.

11.289. Feladat (Megoldas) y"(x) = /' (z)? + zy(z), y(0) =4, 3/(0) = —2.
Hatarozzuk meg az alabbi egyenletek linearisan fiiggetlen megolddsainak

kozelitését. Minden megoldast legalabb az elsé harom nem nulla tagjaig
szamoljuk ki.

11.290. Feladat (Megoldas) y”(x) — zy(z) = 0.

11.291. Feladat (Megoldas) y"(z) — zy/(x) — 2y(z) = 0.

11.292. Feladat (Megoldas) (1 — 2?)y"(x) — 4xy'(z) — 2y(x) = 0.

11.293. Feladat (Megoldds) (22 + 1)y (z) + 5zy/(z) + 3y(z) = 0.

11.294. Feladat (Megoldds) (1 — x)y”(z) — 2y (x) + y(x) = 0.

11.295. Feladat (Megoldds) (22 —x + 1)y"(z) + (4 — 2)y/(z) + 2y(x) = 0.
11.296. Feladat (Megoldas) y"(z) — xy'(z) + zy(z) = 0.

11.297. Feladat (Megoldas) v (z) — xy"(z) + (z — 2)y'(z) + y(z) = 0.



12. fejezet

Bevezeto feladatok

12.1. Megoldas (Feladat) Figyelembe véve, hogy id(z) = = (x € R), és
felhasznalva a fiiggvénypar és az Gsszetett fiiggvény értelmezését, tetszoleges
x € D, mellett kapjuk, hogy

(id, y)(2) = (z,y(x)), (yoid)(z) = y(id(z)) = y(z), (doy)(z)=id(y(z)) = y(z).
12.2. Megoldas (Feladat) Figyelembe véve a projekcidk (vetitések) értel-
mezését:
prl(xuy) =, pI'Q(LC,y) =Y ((I,y) €R2)7
és ismét hasznélva az Osszetett fliggvény definicigjat:
(fopry)(z,y) = f(pri(z,y) = f(2),8f opry)(2,y) = f(pra(z, ) = f(¥),

((z,y) € R*z,y € Dy).
12.3. Megoldas (Feladat) Felhasznélva a fentieket kapjuk, hogy

(pry og)(z) = pry(g(x)) = pry(h(z), k(z)) = h(z),

(pryog)(z) = pra(g(x)) = pra(h(z), k(z)) = k(z).

12.4. Megoldas (Feladat) Egyrészt, kozos pontot tartalmazé nyilt inter-
vallumok egyesitése nyilt intervallum. Masrészt, a 7 € R pontot tartalmazoé
halmazok egyesitése tartalmazza a 7 pontot.

12.5. Megoldas (Feladat) U Yo = (]0,+00[ 3 = — exp(—21z)) . Részletez-

a€Rt
ve: beldthatd, hogy mindkét oldal részhalmaza a masiknak.

o6
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12.6. Megoldas (Feladat) U 2o = R x RT, mert a megadott fiiggvények

a€RT
grafikonjanak minden pontja a felsé félsikban van, és a fels6 félsik minden

pontja rajta van valamelyik fiiggvényen.

12.7. Megoldas (Feladat) Az

1
R\ {0} 32 & ¢(§) =
fliggvény két szigorian monoton csokkend lesziikitése példaul:

R* 3¢ o <£>—§; R 3¢m0 (O
R+ R-

Az 8sszes szigorian monoton lesziikités pedig | ,, ahol A C Rt vagy A C R™
vagy pedig az A C R\ {0} halmaz legfeljebb kételemii.

12.8. Megoldas (Feladat) Newton II. axiéméja szerint egy test mozgas-
mennyiségének megvaltozasa ardanyos a testre hato erdk eredgjével, és annak
az egyenes vonalnak az irdnyaban megy végbe, amelyben az eredd er6 hat.
Képlettel:

d(m(t)v(t))

dt
ahol v := s. (Az ardnyossagi tényez6 — a tomeg — igen gyakran allandénak
vehetd, de vannak fontos kivételek, példaul a rakéta vagy jelentés relativisz-
tikus hatdsok esetében sem tekintheté a tomeg allandénak.)

(mv) = F, avagy pontosabban = F(t,s(t),v(t)),

12.9. Megoldas (Feladat) Mivel egyik fiiggvény sem rendelkezik a Darboux-
féle tulajdonsaggal (azaz nem vesz fel értékiil barmely két fiiggvényérték kozé
es6 minden szamot), ezért mindkét kérdésre tagadd a vélasz.

12.10. Megoldas (Feladat)
1. Az

o 15(3)

képlettel példaul a |0, [ nyilt intervallumon lehet derivalhaté figgvényt
értelmezni, mivel, ha z € ]0, 7|, akkor g € Dy, és tg (g) € Dn. Az
igy értelmezett fiiggvény derivaltfiiggvénye pedig az Osszetett fliggvény
derivalési szabalya szerint:

1

1 1 1
tg (£) cos? (%) 2 sin(z) (= esclz)).

10,7[ 32—
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2. A
L

Eh L= mo exp(—ALt) +1

képlettel értelmezett fliggvény az L, mg, A paraméterekre tett megszo-
ritas mellett az egész jobb félegyenesen értelmezve van, hiszen

L
(— — 1) exp(—ALt) > —1, hateR";
mo
tovabba differencidlhaté is; derivaltfiiggvénye

exp(ALt) L2X(L — mg)myg

(L + (exp(ALt) — 1)mg)?’

Vegyiik észre (inkdbb: ldssuk be), hogy mésrészt tetszlleges ¢t € RT
mellett f kielégiti a logisztikus egyenletet: f'(t) = Af(¢)(L — f(t)).

12.11. Megoldas (Feladat)

1. Ap:t = y(—exp(t)) (y € C}(Ry,R)) hdromszor derivalhaté fiiggvény
els6 harom derivaltja:

¢'(t) = —y'(— )et (t € R),

P(t) =y (—e)e” =y (=€) (teR),
SDlll(t) y///( ) + 3y ( ) 2t y/(_et)et (t c R)

2. A i s z(cos(s)) (z € C3([0,1],R)) hdromszor derivdlhaté fiiggvény
els6 harom derivaltja:

Y/(s) = —Z'(cos(s)) sin(s) (s € R),

V" (s) = 2"(cos(s)) sin?(s) — 2'(cos(s)) cos(s) (s € R),

Y (s) = —2"(cos(s)) sin®(s) + 32" (cos(s)) sin(s) cos(s)
+ 2'(cos(s)) sin(s) (s € R).

Zart intervallumon a derivalhatésagot a szokasnak megfelelGen ugy ért-
jiik, hogy a fiiggvény a végpontokban ,beliilr6l” derivalhato.

12.12. Megoldas (Feladat) Mindhdrom allitds igaz intervallumon értelme-
zett fiiggvényekre. Mindharom allitasra konnyt ellenpéldat adni, ha az ér-
telmezési tartomany nem intervallum, példaul az x — sign(x) el6jelfiiggvény,
az x — {x} tortrészfiiggvény és az x — 1/x fliggvény alkalmas derivalhaté
lesziikitéseinek segitségével.
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12.13. Megoldas (Feladat) Mivel az RT 3 o — f(x) := x + In(x) fugg-
vény derivalhato és derivaltja szigortian pozitiv, ezért szigorian monoton
novekedod, igy invertalhaté. Mivel Ry = R, ezért inverzének — legyen ez g —
értelmezési tartomanya az egész valds szamegyenes, és mindeniitt derivalha-
t0, ugyanis az eredeti fiiggvény derivéltja sehol sem nulla. Tovabba:

Jol lathato, hogy a derivaltfiiggvény értékét egy adott y € Dy, = R helyen
nem tudjuk explicite eldallitani, csak a g inverz fiiggvény segitségével folirni.
Ez a formula mégis haszndlhaté, ha az f(r) (x € Dy) pontban akarjuk
kiszamitani a derivaltat, ugyanis eszerint

(f@) = —1.
! 141

12.14. Megoldas (Feladat) Mivel a ¢ = ch ‘R . fliggvény derivalhato, és
derivéltja szigortian pozitiv, ezért szigorian monoton noévekedo, igy inver-
talhat6. Mivel R, = |1,400[, ezért ez lesz inverzének értelmezési tartoma-
nya, s ezen az inverz derivalhatd, hiszen ¢ derivaltja sehol sem nulla. Az
y : |1, +00[ — R fliggvény tehat differencidlhaté fiiggvények kompozicidja 1é-
vén maga is differencidlhaté, és derivéltja az Osszetett és az inverz fiiggvény
derivaldsara vonatkozé tételek felhasznalasaval:
V(¢ (x)) _ ch(ch™ (x))

vio) = ¢ (o 1(x)) - sh(ch™(z)) T ViE -1 (w € ]1, +o0]).

Ha nem hasznaltuk volna az utolsé 1épésben a hiperbolikus fiiggvényekre és
inverzeikre vonatkoz6 tudasunkat, akkor — az y(ch(t)) = sh(t) Osszefiiggés
derivéalasaval — csak idaig jutottunk volna, hogy

y'(ch(t)) = coth(t) (t € R").

12.15. Megoldas (Feladat) A fiiggvény folytonos. Szamitsuk ki a derivélt-
jat az R\ {—6,0} halmazon:

g, ha = > 0,
y'(x) =<0, ha —6 <z <0,

—%—3, ha < —6.
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Tovabba
iy Y(=6+R) —y(=6) . y(=6+h)
v(=0) =iy h e
o — g YD —y(0) (k)
R T

Innen lathatd, hogy y folytonosan derivalhaté (12.1. dbra). Mésrészt:

T
— hax >0
27 axr = U,

V0Iy(x)| =10, ha —6>x >0,

—3—3, ha =z < —6.

(Figyelembe vettiik, hogy /s az a nemnegativ szdm, amelynek négyzete s.)
Igy tehat +/|y(z)| = ¢/ (x) (x € R). Gondoljuk meg, hogy ez az Osszefliggés

H (x) B ) (x)

12.1. dbra. Az y fiiggvény és derivaltja

valtozatlanul fenndll, ha [—6, 0] helyett tetsz6leges mésik zart intervallumon
eltiing fiiggvényt vesziink, ezen kiviil pedig a fliggvény értelmezését megfele-
16en moédositjuk.

12.16. Megoldas (Feladat)

1. Numerikus szamolasbdl kideriil, hogy az R > p — f(p) :=2(p—1) +
exp(—p) fiiggvénynek két gyoke van: py = —1.67835, p; = 0.768039. A



12. FEJEZET. BEVEZETO FELADATOK 61

fliggvény az egész szamegyenesen folytonos, sét végtelen sokszor deri-
valhato, derivaltjai: R 5 p+— f'(p) =2 —exp(—p) ésR > p— f"(p) =
exp(—p); s az elsének a nullahelyei: f'(ps) = 0 akkor és csak akkor
ha py = —1In(2) = —0.693147, mig a mésodik derivélt mindig pozitiv.
fgy a fiiggvénynek a py pontban minimuma van, attél balra szigoru-
an monoton csokkend, jobbra pedig szigorian monoton névé; tovabbé
mindeniitt alulrdl konvex. Hatarértéke a +oo-ben egyarant +oo. Mind-
ezek alapjan felvazolhaté a fiiggvény grafikonja (12.2. dbra).

W Sp W (p W (p)

12.2. dbra. Az f fiiggvény, annak els6 és méasodik derivaltjanak grafikonja

2. Legyen tehdt A, B,\,u € RT. Egyszerli szdmolds mutatja, hogy az
R 3> o= f(p) == @ — Ae ™ — Be ™ fiiggvénynek egyetlen gyoke
van: @9 = In(A/B)/(\ — u), s ennek az eléjele megegyezik az (A —
B)(A— ) kifejezés eléjelével. (Feltehetd, hogy A # p, ugyanis ellenkezé
esetben egyetlen exponencidlis fiiggvényrél van szd.) A fiiggvény az
egész szamegyenesen folytonos, sot végtelen sokszor derivalhaté, elso
két derivaltja: R 3 ¢ — f/(¢) := —AAe ™ + uBe ™™ R > ¢
f"(p) == N2Ae™ — u?Be "¥; s ezek nullahelyei: f'(¢1) = 0, akkor és
csak akkor ha ¢ = In (AN/(Bpu)) = (A — ), illetve f”(p2) =,0 akkor
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és csak akkor ha ¢y = In (AX?/(Bp?)) /(A — p). Mivel

—A A —u A
" — 2A 1 i _ QB 1 o
o) =X dewp (A—u H(Bu)) Eep (A—u H(Bu))

AN\
= B(A— ) (B_M> )

ezért a fiiggvénynek a ¢; pontban pontosan akkor van minimumhelye,
ha A > p, és pontosan akkor van maximumbhelye, ha A < u. A fiiggvény
az elsé esetben a szélséértékhelytdl balra szigorian monoton csokkend,
a szélsoértékhelytol jobbra pedig szigorian monoton névekedd. A fiigg-
vény a masodik esetben a szélséértékhelytdl balra szigoriian monoton
novekedd, a szélsoértékhelytol jobbra pedig szigorian monoton csok-
keno. Mivel a o pontban a fliggvény harmadik derivéltja nem tiinik
el, ezért ez a pont inflexidés pont. A fiiggvény hatarértéke a +oo-ben
0, a —oo-ben pedig —oo. Mindezek alapjan felhasznédlva azt is, hogy
i = W (i = 0,1,2) a kiilsnbdzé esetekben felvazolhaté a
fiiggvény grafikonja (12.3. dbra).

B fi>(p) B fiz(p) B fr(p) B A1(p)
1.0

0.5

0.0

—05F S e R SR

-1.0

12.3. dbra. Az f\, fliggvény grafikonja kiilonbéz6 A, u paraméterek esetén,
(A=B=1)
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12.17. Megoldas (Feladat) Legyen a,b € R;a < b, és tegyiik fel, hogy az
f : la,b] — R figgvény integralhato és létezik primitiv fiigguénye. Ekkor

b
[ 1=rF0)-F@),
ahol F az f fiiggvény bdrmely primitiv fiiggvénye: F € [ f tetszOleges.

12.18. Megoldas (Feladat) Mivel V¢ és ¢ mindkét esetben egyarant de-
rivalhato, ezért a vizsgalt Osszetett fiiggvény is. Tovabba az elsé esetben

V(p(t),¥(t)) = ch?(t) +sh?(t) = 1 + 2sh*(¢)

miatt a derivalt
R > ¢ — 4sh(t) ch(t) = 2sh(2t),

a masodik esetben pedig
V(p(t),¥(t) = cos(t)? +sin(t)> =1 (t €R)
miatt a derivalt az egész szamegyenesen értelmezett nulla fiiggvény.

12.19. Megoldas (Feladat) Egy-egy gyakran haszndlt valtozatot mondunk
ki. Emlékeztetiink arra, hogy fa f jeloli az a € R valés szamot tartalmazé
intervallumon értelmezett f fliggvény a pontban eltiin6 primitiv fiiggvényét,
| f pedig az f fiiggvény primitiv fiiggvényeibdl 4116 halmazt: az f fiiggvény
hatarozatlan integraljat.

1. Legyen I,J C R intervallum, és legyen f: J — R, tovdbba legyen
g: I — R olyan differencidlhaté fiiggvény, amelyre R, C J. Ha az f
fiiggvénynek 1étezik primitiv fiiggvénye, akkor az (f o g)g’ fiiggvénynek
is létezik primitiv fliggvénye, és tetszoleges a € I esetén

/Q(fog)g’z (/g(a)f) °g.

Kovetkezmény: a két primitiv fiiggvényekbol allé halmaz megegyezése:

Jwead=([1)es

ahol a jobb oldalon a kompoziciéképzés elemenként értendo.
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2. Legyen «,(,a,b € R, és tegyiik fel, hogy a < 8, a < b. Ha az f
fiiggvény folytonos az |a, b] intervallumon, a ¢: [«, 5] — ]a, b] fiiggvény
pedig folytonosan differencialhato, akkor

/:j) f= /j(f o).

12.20. Megoldas (Feladat) Irjuk ol a jobb oldalon szerepls, —1 pontban
eltiing primitiv fiiggvényt lokdlis alakban (vagyis a — tetszéleges — p € R
helyen):

[ ous= ["uds= [ sew(s+1)as

A végso integral kiszamitasaval kapjuk a bizonyitandé allitast.
p

3+3 {exp(s—i— 1)} =3+3(exp(p+1)—1)=3exp(p+1)=u(p) (pe€R).
-1

12.21. Megoldas (Feladat)
()
x(t
R > ¢ — In(z(t))+ K alakdak, ahol K € R tetszéleges valés szam. Ezek

koziil az 1 pontban a nulldt pontosan az veszi fol, amelyre In(x(1)) +
K =0, vagyis amelynél K = —In(z(1)), igy a kivant primitiv fiiggvény:

Ratwln(%).

1. Nyilvin a R > ¢t — (r € CY(R,RT)) fiiggvény primitiv fiiggvényei

2. A fentiekhez hasonlé moédon a primitiv fiiggvény:

cos?(1) — cos4(k;).

Ra3k—
> 4

12.22. Megoldas (Feladat)
1. R> 2z~ abs(x) — 2,

sin®(t) + sin®(2)

3 :
Az els6 esetben kapott fliggvény nem derivalhatd, tehat nem lehet primitiv
fiiggvény. A masodik esetben az integralfiiggvény egytuttal primitiv fiiggvény
is.

2. Rot—
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12.23. Megoldas (Feladat) Legyen a,b € R; a < b, és tegyiik fel, hogy az
f :]a,b] — R fiiggvény folytonos. Akkor akdrhogyan is valasztjuk meg az
xo € |a,b] szdmot, az f fliggvény xy pontban eltiind F' integralfiiggvénye,
azaz i
la,b] > x— F(x):= [ f
o

egyuttal az f fiiggvény xy pontban eltiind primitiv fliggvénye is.
12.24. Megoldas (Feladat) Az értelmezési tartoméany a
H = {(x,y) eER*: 3P —z>0,a<z+y? <B}

halmaz tetszoleges részhalmaza, célszeriien leginkabb a fenti halmaz rész-
tartomanya (6sszefiiggd, nyilt részhalmaza). Tartomédnyt pontosan akkor
kapunk, ha 3 < 0; ekkor 3y?> — x > 0 automatikusan teljesiil. Az egész H
halmazon értelmezett parcidlisderivalt-fiiggvények:

x4y
Orutey) = EEI) L wa(a 3206 o 4P),
6yp(z +y°
Oyu(z,y) = —yf(_x—?w;” +2yIn(—z + 3y°) ¢ (z + 7).

12.25. Megoldas (Feladat) Ertelmezési tartomdnyként célszerti tartomanyt
valasztani.

1. R?2\ {(0,0)} = a(z,y) := % mindeniitt végtelen sokszor derival-
r= Ty
hato, derivaltjai:

—x 42 2y
Dralr,y) = —5— o Oha(,y) = — 5P,
1(1,(1',y) (fEQ + y2)27 2&(1’ y) (33'2 + y2>2
223 — 6xy? —2x3 + 6zy?
0? = - 03 = —
1a<x7y) (I2 + y2)3 ) 20’(137 y) (.TQ + y2>3 )
6%y — 293
0 YY) = ———.
120(2, ) @ 1 )

2
2. {(w,y) eR%y > %} 3 (x,y) — b(z,y) = tg (LE—) mindeniitt vég-
Y

telen sokszor derivalhato, derivaltjai:

?

1b( )_2—37 Bab( )__x—Q
I o @ gy Y T T o (@ )
+ 4% tg(2?/y) ycos(z?/y) + x?sin(2? /y)
2 _9¥ 2 — 92
81 b($> y) y2 COS2($2/y) ) 82b<£L‘, y) 'y y4 COS3<$2/y)
2 2 i (2
bl y) — oY cos(z?/y) + 2x* sin(x /y)

y? cos?(a?/y)
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Adjunk meg tovabbi lehetséges értelmezési tartomanyokat.

3. R" x R — ¢(x,y) := ¥ mindeniitt végtelen sokszor derivdlhatd, deri-
valtjai:
Orc(z,y) =y¥ ", Oac(z,y) = z¥1In(z),
Oie(z,y) = 2" 2(y* — y), dc(r,y) = 2V In*(x),
Ahac(w,y) = 2 (1 +yIn(x)).

4. R*\ {(0,0)} = d(z,y) :=In (VIQ + yz) mindeniitt végtelen sokszor

derivalhaté, derivaltjai:

T Y
dd(z,y) = 2 od(z,y) = 2
2 _ 2 2 _ .2
2 _ ¥y == 2 _ -y
ald(xay> - (132 +y2)2? 82d<£lj',y) - (xQ +y2)27
2xy
Orad(z,y) = NN

12.26. Megoldas (Feladat) Legyen Z(z,y) := In(z) és H(z,y) := In (y +
V1+9?) ((z,y) € RTxR). A (E, H) fiiggvénypér invertdlhato, és inverze az
X(&,n) = exp(§) és Y(&,n) = sh(n) (£,n) € R? sszefiiggéssel értelmezett
fiiggvénypar. Fzekkel z = wo (2, H), vagyis u = z o (X,Y). Az Osszetett
fiiggvény derivalasi szabalya szerint (globalis alakban) ezt kapjuk: 2/ = ' o
(2,H) - (E, H)', aminek megszokottabb (lokdlis) alakja:

(alz(za y)’ aQZ(xv y)) =

1
= <8lu <1n(x),1n (y ++v1+ y2>> , Ooul <1n(x),1n (y ++1+ y2>>> . g 1
it
= (ialu (ln(x),ln (y +V1+ y2> ,ﬁﬁgu (ln(x), In (y + m>>>) .

Mivel innen x0y z(z,y) = Oyu(In(z), In(y + /1 4+ y2)) és /1 + y2022(z,y)) =
Oou(In(x), In(y++/1 + y?)), ezért az eredeti egyenlet igy médosul: d1u(E,n)+
Opu(€,m) = exp(&) sh(n), (§,n) € R%

12.27. Megoldas (Feladat) Definidljuk a

B2\ {(0,0)} 3 (2,9) = f(z,y) = ——

22+ y2’
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RA{0.0) 2 (r,9) = glry) = 57

kétszer folytonosan differencialhaté fiiggvényeket. Akkor ezekkel w = u o
(f,9g), tovabba

0f(x,y) _ y*—a’ Of(w,y) _  —2ay
ox (1’2 +y2)2’ 8y (.1'2 +y2)2,
dg(x,y) _ —2zy dg(z,y) _ 2% — 2
Ox (2% +y2)* dy (22 +y?)*
Ezért
dulzy) _ 6~ o)) o Matmata)
ox o (IE2 + y2>2 )
Ow(z, y) —2xy8“<78—f> + (2% — y2)%
valamint
2 x y
aQw(aj,y) 2 o4 9 9 28 U(W’m)
T ) =
O u (ﬁ %> 0*u (% %)
224927 24y T2 1y2 24y
+day(a® — y?) D0y +4a%y” 3y +
+ 2a(z* — 22%y° — 3y*) T
ox
ou <I2‘r—27 %)
+ 2y(32* + 22%y* — y) +y?7 2y ’
Ay
2 @ y
Pu(x,y), 5 o X u(TyTy)
a—yz@c +y*)" = 2xy 53
*u <%, %) 524, <%7 u 2)
2 2,2 Tty 44y 2 . 2\2 22492 224y N
+2y(y” —27) 920y + (22 — 9% 5
du <%7 %)
+ 2z(—2* + 22%y° + 3y") Ay Ty
ox
o O )
+ 2y(=3z* — 22%y* + ) 5 ‘
Y

Az utobbiak Osszeadasaval kapjuk a bizonyitandé allitast.
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12.28. Megoldas (Feladat) A megadott fiiggvényparokkal azonos tartomé-
nyon értelmezett, valos értékii differencialhato fiiggvényeket keresiink, ame-
lyek parcialisderivalt-fiiggvényei éppen a megadott fiiggvények.

1. Mivel Dpg) = R? egyszeresen dsszefiiggd (vagy mert konvex, illetve
pontra nézve csillagszerti) tartomany és

Oy P(x,y) = 2z cos(xy) — 2y sin(xy) = :Q(x,y), (12.1)
ezért 1étezik olyan F' € C*(R? R), amelyre
81F =P ¢és 82F = Q

teljesiil. Egy ilyen primitiv fiiggvényt példaul tgy kaphatunk meg,
hogy tetszéleges rogzitett y mellett kiindulunk = — P(z,y) primitiv
fiiggvényeibél, ezek nyilvan(!)

zsin(zy) + o(y)

alakiak valamilyen ¢ differencidlhato fliggvénnyel. Ezutan — megko-
vetelve az o F = @ Osszefiiggést: 22 cos(zy) + ¢'(y) = x?cos(xy) —

adodik, hogy ¢ allandé. A keresett primitiv fiiggvény tehat
R? > (z,y) = F(z,y) := 2 cos(xy) + ©o.
alaki, az F(1,1) = 0 feltételbdl pedig kovetkezik, hogy ¢y = — cos(1).

2. Figyelembe véve, hogy

Y 1 1 1
577 Q(%Zﬂ = Eﬁ’
) )

T T

P($7y) = -

nyilvanvaléan (RT)? 3 (z,y) — F(z,y) := arctg <y> megfelel egy pri-
x

mitiv fiiggvénynek, s az 6sszes primitiv fiiggvény halmaza {F+ K; K €
R}. Az F(1,1) + K = 0 feltételbél K = —n /4.

3. Itt éppuigy, mint az el6bb, teljesiil P = 1 Q, viszont Dpg) = R?* \
{(0,0)} nem egyszeresen Osszefiiggd, nem konvex, nem is csillagszerti.
A primitiv fiiggvények most is csak (z,y) — F(z,y) := arctg <Q> + K
x
alakuak lehetnének, de ezek a fiiggvények az egész elsd koordinataten-
gelyen nincsenek értelmezve, igy ezen a halmazon az adott fiiggvény-
parnak nem létezik primitiv fiiggvénye.
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12.29. Megoldas (Feladat) Akkor, ha a vektorok valamely linedris kombi-
naciéja csak igy lehet a nulla vektor, ha az egyiitthatok valamennyien nullék.

12.30. Megoldas (Feladat) Az eredményeket az aldbbi tdblazat tartalmaz-
za.

Karakterisztikus polinom Sajatértékek Sajatvektorok

A—)\3 ~1 (-1,-1,2)7
1 (=1,0,1)T
0 (-1,-1,1)7
5— 4\ + N2 2+1 (2+4,1)"
2—i (2—4,1)7
4—3X% =\ -2 (=1,0,1)"
-2 (-1,1,0)T
1 (1,1,1)7
6 — 11N + 6% — \° 3 (1,0,1)7
2 (1,1,1)7
1 (0,1,1)7

A harmadik esetben a kétszeres sajatértékhez talaltunk két linedrisan fiig-
getlen sajatvektort. Keressiink példat arra az esetre, amikor egy kétszeres
sajatértékhez nem létezik két linearisan fiiggetlen sajatvektor.

12.31. Megoldas (Feladat) Az egyenletrendszer két egyenletét tetszdleges
t € R esetén Osszeadva kapjuk, hogy:

3
5dy(t) exp(—3t) = 1 + 4t + §t2,

ahonnan -
do(t) = %ﬁ)) (2+8t+3t2) (teR).

Ezt felhasznalva akar az elso, akar a masodik egyenletbdl adodik:

_ exp(—2t)

di(t) 3

(-1 —4t+6t*) (teR).

Némi nehézséget annak megértése szokott okozni ennél a feladatnal, hogy a
megoldandé egyenletrendszer minden t € R esetén egy-egy linearis algebrai
egyenletrendszer.
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12.32. Megoldas (Feladat) A két vektor linedris kombindcidja:

n () (3)-6)

ami akkor és csak akkor igaz, ha \; = —i\s. Nyilvanvalé, hogy a A;, Ay € R
esetben ez az egyenl0ség csak \; = Ay = 0 esetén all fenn. Ha viszont
A1, A2 € C, akkor a Ay := a+ i és Ao := B —ic, a, f € R\ {0} véilasztassal
a linedris kombinécié a zérus vektort eredményezi.

12.33. Megoldas (Feladat) Az egyenlet diszkrimindnsa D := p? — 4¢. Ha

p,q > 0, akkor a D > 0 esetben /p? —4q < /p?> = |p|, vagyis A2 <
(—px|p|)/2 < 0. A D =0 esetben \; 5 = —p/2 < 0, végiil D < 0 esetén

A2 = Re( —pj:z'\/4q—p2)/2 = —p/2 < 0. Ha p,q < 0, akkor D > 0,
tovdbbd A = (—p+/p* —q)/2<0és o= (—p— /P> —q)/2> —p > 0.

12.34. Megoldas (Feladat) Az

W ) 6) 0

vektorok R f6lott linedrisan fiiggetlenek. Egy tetszdleges vektor eloallitasa:

()=o) () o) ()

tehat a fenti négy vektor generatorrendszert alkot. Hasonléan

b ()

C folott linearisan fiiggetlen, és

(Ziflz) — (a+ bi) ((1)) +(d = ci) ((Z’) |



13. fejezet

Alapok

13.1. Elemi kvalitativ vizsgalat

13.35. Megoldas (Feladat) Ha valamely € R esetén y/(z) = 0 és y'(x) #
0, akkor az y fiiggvénynek szélséértéke van az x pontban. Az els6 feltételbol a
fiiggvénynek az y(x) = 22 — 2z + 2 egyenletet teljesitd pontokban lehetséges
sz6ls6értéke. Es mivel ezekben a pontokban y”(z) = —2x + 2, ezért az is
kideriil, hogy a szélséértékek minimumok x < 1 esetén, maximumok = > 1
esetén (13.1. abra, piros parabola). Az x = 1 esetben /(1) = 3”(1) =0

8 SRS A Ay Y AN A
| SN NIy
6F ) AP AV /B &Y Y AN
b\ Y VIR
An%\ M) TN\
= . 1 ~ A
LN
OMM\\::ESW
_2\\\\\\\\\>:::\\\\\\
3 -2 -1 0 1 2 3 4

13.1. dbra. Irdnymezd, fontosabb gorbék és néhany megoldds (kék szinnel)

és mivel y®(z) = —2 # 0, ezért annak a fiiggvénynek, amelyre y(1) = 1
teljesiil az = 1 pontban inflexiés pontja van. Az x — 2% — 22 + 2 parabola

71
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folott a fiiggvény monoton névekvd, alatta pedig monoton csokken6. Mivel
y'(x) = y(z) — 2x + 2 = y(x) — 22, ezért azon x pontokban amelyekre
y(x) > 22, a fiiggvény konvex; amelyekre pedig y(z) < 22, a fiiggvény konkdv
(13.1. dbra, zold parabola).

13.36. Megoldas (Feladat) Az y fliggvény szigorian monoton névé, mert
ha y/(x) > 0 és y(0) = 0, akkor y(x) > 0, hax > 0és y(r) <0, haz <0. A
fliggvény mésodik derivéltjéra y”(z) = 2z + 2y(z)(2? + y*(z)) = 0, akkor és
csak akkor ha x = 0, és itt y"'(0) = 2, tehdt a nulla valéban inflexiés pontja
a kezdetiérték-probléma megoldasdnak.

Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy van a nullan kiviil is inflexiés pont,
nevezziikk ezt x,-nak. Ekkor y”(z,) = 0 pontosan akkor teljesiil, amikor
y(z.) = —x./(22 + y*(z.)), ez azonban ellentmond4s, hiszen ha z, > 0,
akkor y(x,) < 0, és ha z, < 0, akkor y(z,) > 0.

13.37. Megoldas (Feladat) Mivel ¢/(z) > 0, ha @ > 1, ezért y szigortan
monoton névekvd, vagyis y(z) > y(1) = 1, ha x > 1. Ezért

(z > 1),
ahonnan integralassal

y(x) < 1+ arctg(x) — % <1+ %,

ami azt mutatja, hogy y korlatos és mivel szigorian monoton novo, létezik
hatérértéke a +oo-ben, és erre (ismét a legutébbi egyenlétlenség miatt)
T
lmy <1+ —
+o00 ¥= 4
teljesiil.

13.38. Megoldas (Feladat) Az elsé feltételnek eleget tevé halmazok példa-
ul:
T = {(p7Q7T) € xR: p€]0,4[,p:q’r: 2}7

5 1 5 7
T, = {(p,q,?“) e QxR:pe€l0,4],q = 5\/ﬁ+ 1,r= Zp— g\/]_9+ Z}’
mig egy megoldas példaul
T35 ={(p,q,r) € A xR: p€|0,4,qg=p+4,r=1}.

A feladat azt illusztralja, hogy a differencidlegyenlet megoldasa olyan fiigg-
vény, amely illeszkedik az irdnymezohoz: derivéltjat egy adott pontban a
jobb oldal hatarozza meg.
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13.2. Elemi kvantitativ vizsgalat
13.39. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg a fliggvény derivéltjait:
y'(x) = —=Cysin(z) + Cycos(z), y"(x) = —Cycos(z) — Cysin(z) = —y(z),
tehat valéban y”(x) + y(x) =0 (z € R).
13.40. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg a fliggvény derivéltjait:
y'(x) = Cysh(x) + Cych(z), y"(x) = C)ch(x) + Cysh(x) = y(z),
tehat valéban y”(x) — y(z) = 0 (z € R).
13.41. Megoldas (Feladat) A fiiggvény n-edik derivaltja (n =0,1,...):
y ™ (z) = CLATeMT 4 CyApete®,
A bizonyitand6 kifejezésbe (megfelel6 n értékek meellett) behelyettesitve:
(13.1)
13.42. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg a derivaltakat:

Y (z) = 2" [(nC} + Cs) cos(In(z)) + (nCqy — C) sin(In(x))]
y'(2) = 2" 2[(n* —n — 1)Cy + (2n — 1)Cy) cos(In(z))+
+ ((1 = 2n)Cy + (n* — n — 1)Cs) sin(In(z))].

A bizonyitando kifejezésbe behelyettesitve innen mar belathaté az azonossag.

13.43. Megoldas (Feladat) A ¢ fiiggvény derivéltja nulla, igy egyszeriien
lathato, hogy valéban megoldds. A masodik esetben pedig a

V(@) = (o - 20)* = §/9 (éu—xo)uz _ 2)2

egyenloség is teljesiil.
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13.3. Alapfogalmak

13.44. Megoldas (Feladat) A kozos megoldasok dervialtja azonos, tehdt
2y%(x) + y(x) — (2* + 22*) = 0,

ebbol kapjuk, hogy

2
—14+/1+ 822 + 1624 x,

= = , 1 (x € R).

1 ot ]

y(x)

Behelyettesitéssel belathato, hogy mindkét fiiggvény kozos megoldas.

13.45. Megoldas (Feladat) Az R* 3 (p,q) — sin(pq) jobb oldal méso-
dik valtozojaban teljesiti a Lipschitz-feltételt, ezért az egyértelmiiség miatt:
o(x) =0 (z € R).

13.46. Megoldas (Feladat) A jobb oldal értelmezési tartomanyanak veheto:
Q:=R" x R. Legyen yo(z) =1 (x € RT). A fokozatos kozelitéshez azt az A
operatort kell ismételten alkalmaznunk (elészor az y, fiiggvényre), amelyet
az

(Ap)(x) :=1— /j #(s) ds (z € RY)

S

képlet értelmez. Ezzel

y1(r) = (Ay)(z) =1 — In(z)

() = () () = 1~ Inga) + 27,
" (= In(a)!

() = (Ayn-)(a) =

k=0

ahonnan adddik, hogy lim, e yn(z) = exp(—In(z)) = 1/z, (r € RT).

13.47. Megoldas (Feladat) A sik tetsz6leges (xo, yo) pontjan két megoldés
halad 4t, de nem végtelen sok. Altaldnos megoldés: {r—2z+C:CeR}U
{z — —xz+c: c € R}, 4ltalanos integral: {(z,y) € R*: (y—x—c)(y+z—c) =
0;c € R}.
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13.48. Megoldas (Feladat) Elsé megoldds. Mivel (yy') = 0, ezért y(x)y'(z)
c1/2 (x € D) és {gy y*(z) = c1z + ¢ minden x € D, esetén, ahol ¢1,c2 € R
olyan, hogy létezik olyan J € R nyilt intervallum, amire c;z +co > 0, x € J,
és az ilyen intervallumokon csak y(z) = ++/ciz + c2 lehet a megoldds. Be-
helyettesités mutatja, hogy ezek a fiiggvények valéban megoldédsai az egyen-
letnek. A maximélis J intervallumok és a ¢y, co szamok kapcsolata:

cp =0 co >0 J =R,
e =0 cy <0 J=10
c <0 cp € R J:}—oo,—cg/cl[
c; >0 c; €R J:} —02/01,4—00[

Midsodik megoldds. Olyan y € C? fiiggvényt keresiink, amelynek értelme-
zési tartomanya valamely J C R nyilt intervallum, és amelynek inverze létezik
és folytonosan differencialhaté. Mivel ekkor nincs olyan xy,xo € J, 1 # a9
amelyre y(z1) = y(za) és y(x1) # ¥'(z2) (hiszen mar y(m) = y(zs) sem
fordulhat el6), ezért van olyan, az R, = y(.J) nyilt intervallumon értelmezett
p: R, — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, amellyel y'(z) = p(y(x))
teljesiil. (Ugyanis adott z és y fiiggvényekhez létezik olyan p fiiggvény hogy
z = p oy pontosan akkor, ha nem fordul el, hogy y'(z1) = y(z1), de
z(x1) # z(x2).) Ekkor viszont

y'(x) = p'(y(@)y'(x) = p'(y(x))p(y(x)) (v € J),

és ezek utan az eredeti egyenletiink igy alakul:

y(@)p' (y(2)p(y(2)) + (p(y(x)))* =0 (x € J).

Ha § € R, az az elem, amelyre y(x) = g, akkor

gr' (Dp() + (p(H)? =0 (5 € Ry).

Ennek a szétvalaszthato valtozéju differencidlegyenletnek a megoldasat a leg-
gyorsabban gy kapjuk meg, hogy bevezetjiik a ¢(9) := p(9)* (g € R,) Ossze-
fliggéssel értelmezett ¢ fliggvényt, amelyre

&ll, ahonnan ¢(7) = ¢1/7® (5 € R\ {0}; ¢1 € R tetszbleges). Igy p(f) =
c2/7 (§ € RT; ¢ € R tetszbleges), tehdt v/ (z) = co/y(z) (x € J), vagyis
2y (z)y(z) = 2cy, tehdt y*(z) = 2(cox + ¢3), és innen az el6z6 megolddsndl
leirt diszkusszié kovetkezik.
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13.49. Megoldas (Feladat) Kétszeres integralassal az

y(a:)—/ox (1—/Oty(s)ds> dt—x+/ox(t—a:)y(t)dt

(Volterra'-féle méasodfajii) integralegyenletet kapjuk.

13.50. Megoldas (Feladat) Ha £ = 0, akkor a teljes megoldds z(t) =
0, D, = RT, (és ennek az egész valis szdmegyenesre vett kiterjesztése meg-
olddsa a ti(t) = x?(t) implicit egyenletnek). Ha & # 0, akkor

3 te]o,ret/e], ha £ > 0,
1—¢&n(t/7)’ te]relf, +ool, hag<O.
13.51. Megoldas (Feladat) Ha megoldjuk az egyenletet a & = 0 kezdeti

feltétellel, tovdbbd az R x R~ és az R x R halmazon, akkor azt kapjuk,
hogy a teljes megoldas:

z(t) =

28
t, T, ,
O e o)
aminek értelmezési tartomanya
ha s < £ <0,

oo ] \/5—1—72 \/5—1-7'2[, ha§>0,
e ],/——{—72—1—00[ ha§<—%éST>0,

] oo—w/g—H'Q[, ha & < —3% és7<0.

13.52. Megoldas (Feladat) Legyen

—1, hat<0,
sign(t) :=< 0, hat=0,
1, hat >0

az el6jelfiiggvény és legyen Q := R2. Az #(t) = sign(t) differencidlegyenlet-
nek nyilvan semmilyen kezdeti érték mellett nincs megoldasa, mert a sign
fliggvény nem rendelkezik a Darboux-tulajdonsidggal. Viszont tetszoleges
(to, xo) € R? mellett z(t) = zo+ abs(t) —abs(tg) (t € R) a megfelels integral-
egyenlet megolddsa (tudniillik, ez éppen maga a megfelelé integralegyenlet),
tehat példankban a két egyenlet megoldasainak halmaza kiilonb6zo, a két
egyenlet nem ekvivalens.

Wolterra, Vito (1860-1940) olasz matematikus, a parcidlis differencidlegyenletek és
az integédlegyenletek miivelGje, a populdciddinamika uttoréje. Eletrajz, fénykép: http:
//www-history.mcs.st-and.ac.uk/.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/
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13.53. Megoldas (Feladat) Mivel Oy f (x,y) = y/+/a? + y?, ezért az (z, cx), = >
0 alakd pontok mentén Oy f(z, cx) = 1/v/1 4+ ¢2, vagyis a derivéltnak az ori-
goban nincs hatérértéke. Viszont a haromszog-egyenl6tlenség miatt:

‘\/Jr2+y%— \/x2+y§

tehat az L = 1 Lipschitz-allanddval teljesiil a feltétel. Megjegyzendd, hogy
analog allités igaz a g(x) := Va2 = |x| sszefiiggéssel értelmezett g fiiggvény-
re is.

S |y1 - y2|7

13.54. Megoldas (Feladat) Bebizonyitjuk, hogy ha ¢ és ¢, kiilonboz6é meg-
oldasa a feladatban szerepld kezdetiérték-probléménak, akkor f nem elégiti
ki a masodik valtozdjaban a Lipschitz-féle feltételt. Tegyiik fel, hogy van
olyan zy < z1 € R szdm, hogy (z1, ¢1(z1)) € Q és (21, pa(z1)) € Q teljesiil,
de ¢1(21) # pa(21), és legyen

¢ :=inf{z" > zo;|p1(x) — pa(x)| > 0, ha x €]z*, 4]},

akkor ¢1(&) = ¢9(&) = 0. Az ekvivalens integrélegyenletek

oila)=w+ [ fta0)dt (el nlii=12)
€
Legyen 0 < € < 1 — &, és az ilyen e-ra legyen

x. = arg (max {|f(t, p1(t)) — f(t,02());t € [§,€ +€]}).

Mivel |f(&,¢1(€)) — f(&, v2(§))| = 0, ezért x. # &, tehdt . €]€, x;] és igy
lo1(xe) — @o(xe)| # 0. Az integralegyenletekbél

p1(xc) — @a(e)
Te — 6 '
Elegendden kicsiny e mellett 1/(z. — &) tetszélegesen nagy, azaz (&, ¢1(€))

barmely kicsi kornyezetében van (z., v1(z.)); (e, p2(z:)) pontpér, ahol a
Lipschitz-feltétel nem teljesiil.

|f(xea Spl(xa)) - f(CUE, ¢2($€))| >



14. fejezet

Néhany egyszerii tipus

14.1. Ko6zvetleniil integralhaté egyenletek

14.55. Megoldas (Feladat) A megoldashoz két alkalmas tartomanyt va-
laszthatunk: Q :=]—o00, —a[XR és Qy :=] —a, +oo[xR. A megoldds mindkét
tartomanyon az

1
— dr = 1
y(x) /x—i—a x =In(c(z + a))
alakban frhaté, ahol ¢ < 0, ha = €] — 0o, —a[ és ¢ > 0, ha x €] — a, +o0|.

14.56. Megoldas (Feladat) Legyen  := R x R. Az altaldnos megoldés
integralassal kaphato:

1 1 1

1 1 3
2

14.57. Megoldas (Feladat) Az egyenlet jobb oldalat figyelembe véve defi-
nidljuk a kovetkezo tartomanyokat:
\/5 +
—, 400
3 )

_OO_\/§ _\/5\/5
» V3 3°V3

Integraljuk mind a két oldalt:

1 1
gp(r):—g/ﬂ_z dr.

3

Ql = XR, QQ = XR, Qg = xR.

Végezziik el az integrandus parcidlis tortekre bontésat:
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Tehéat a megoldas:

1 1 1 1 1 7“+\/g
p(r) = dr — dr = In|c ,
2v/6 T+\/§ 26 T_\/g 26 r_\/g

ahol (r,p(r)) € Q1 U Q3 esetén ¢ > 0, illetve (7, (1)) € Qs esetén ¢ < 0.

14.58. Megoldas (Feladat) Legyen Q := } —\/g, \/g[ x R. Mindkét oldalt
integralva a megoldas:

“(p)%/ﬁdp%/md
:%arcsin<\/§p>+0 (pe}—\/g,\/gD.

Megjegyzendo, hogy a megoldas értelmezve van az értelmezési tartomany
végpontjaiban, de ott nem derivalhaté.

14.59. Megoldas (Feladat) Legyen € :=]0, 7[xR, illetve Qy :=] —m, 0[xR.
Természetesen még végtelen sok hasonld tartomanyt definialhatnank, de ak-
kor az ittenihez hasonléan lehet eljarni. Alakitsuk at az egyenlet jobb oldalat:

1 sin® (£) + cos? () _ Lsin (%) N 5 cos (%)
sin(§) 2sin (§) cos (§) cos (§) sin (§)

Mindkét oldalt integrélva a megoldas:

0= (o)) o) - ()

ahol (£, 2(€)) € Qq esetén ¢ > 0, illetve (&, 2(§)) € Qs esetén ¢ < 0.

14.60. Megoldas (Feladat) Legyen ©; :=|1, 400[xR, illetve Q5 :=]—o00, 1[XR.
Integralva mindkét oldalt kapjuk a megoldast:

/1+yd /(_1_%) dy = —y — 2In(c(y — 1)),

ahol ¢ > 0, ha (y,z(y)) € 4, illetve ¢ < 0, ha (y, z(y)) € Qs.
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14.61. Megoldas (Feladat) Legyen €y :=] — 1, +00[xR, illetve Qy :=| —
00, —1[XR. Integrdlva mindkét oldalt a megoldés:

(r) /7"2 d / LI I +In(e(r + 1))
r) = r= r— r=——r+In(c(r
v r+1 r+1 2 ’

ahol ¢ > 0, ha (r,¢(r)) € Qy, illetve ¢ < 0, ha (r, p(r)) € Q.

14.62. Megoldas (Feladat) Legyen Qy :=] — 1, +00[xR, Qy :=] — 3, 1[xR,
illetve Q3 :=] — 00, —3[xR. A jobb oldal parcidlis tortekre bontdsaval és
integralasaval a megoldas:

11 11 1 1 1 [ s—1
[ (—— = ds = ~ In(s—1)—~ In(s+3)+C = ~ 1
p(s) /(45—1 45+3) s = g(—D=gin(s+3)+ 4n(cs+3>

ahol (s,p(s)) € 1, Q3 esetén ¢ > 0, illetve (s,p(s)) € Qs esetén ¢ < 0.

14.63. Megoldas (Feladat) Feltessziik, hogy a hdgolydk szabéalyos gémb
alakiak. Jelolje az r(t) a hégolyd sugarat a ¢ idépontban. A gomb és igy a
hogolyd térfogatat és felszinét a kovetkezd Osszefiiggések irjak le a ¢ idopont-
ban:
dr 9
V() = R0, Ar(D) = 45570,

Azt a tényt, hogy a hégolyd fogy, megfogalmazhatjuk gy, hogy a hégolyd
tomege csokken, a feladat szovege szerint a kovetkezoképpen:

%m(t) = %(QV(T(t))) = —kA(r(1)),

ahol p > 0 a hégolyd stlirtisége, és k > 0 az olvadds sebességét jellemzo
allando. Atalakitassal kapjuk, hogy

d k
GV ®) = =246,

Az egyenlet baloldalan elvégezve a derivalast, mindaddig, amig a hdégolyd
sugara pozitiv:

42 ()7 (t) = —g4m"2(t),

azaz 7(t) = — K, ahol K = k/p > 0 é&llando.
Tegyiik fel, hogy a két hogolyé a t = 0 idépontban repiilt be. A megoldas

integralassal adddik:
t t
/ f(s)ds:—/ K ds,
0 0
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vagyis r(t) = —Kt + r(0). Tehdt azt kaptuk, hogy a fentickben feldllitott
modell szerint a hégolyd sugara az idé mulasaval linearisan csokken. fgy
ha a kisebbik hogolyé kezdeti sugara R, akkor a két hégolyéra vonatkozo
egyenlet:

ri(t) = —Kt+ R, nr(t)=—Kt+2R.

Jelolje T azt az id6épontot, amikor a kisebbik hégolyd teljesen elfogy, ekkor:
r(T) = —-KT+ R =0, amib6l T'= R/K. Ebben az idépontban a nagyobbik
hégoly6 sugara: mo(7T) = —KR/K 4+ 2R = R, vagyis pontosan akkora, mint
amekkora a kisebbik volt az olvadéas kezdetekor.

14.2. Autondém egyenletek

14.64. Megoldas (Feladat) Az Q := R x R" tartoméanyt vélasztva, majd
integralassal:

x y(z) q
/ y(s) ds:/ mdn:3\3/y(x)—3\3/§=x.
0 y

v y2(s) 0)

A teljes megoldas igy y(z) = (z/3 + \3/5)3, r €] — 3v/2, +00|.

14.65. Megoldas (Feladat) A feladatot az 2 := R? tartomanyon oldhatjuk
meg. Az egyenlet nem autondém, de arra visszavezethetd, ugyanis ha elvégez-
ziikk az u(z) := z(x) + z helyettesitést, akkor az u/(x) = 10%®) 4 1 egyenletet
kapjuk, aminek megoldasédhoz az

a) = 1g(s(@) = 1. /(o) = s (s(a) €L +oc)

helyettesitést alkalmazva
u'(x) 1 s'(x) 1 1
/1ou<w>+1 v ln(lO)/s(m)(s(x)—l) ’ 1n(10)/t(t—1)

1 1 1 1 t—1 10%(=)
= — 2 )dt = 1 —lg( —m— ) = .
ln(lo)/(t—l t) In(10) n( t ) g(10u<l’>+1) v+ e

Ebbél kifejezve u(x)-et és behelyettesitve a z(x) = u(x)—x kifejezésbe kapjuk
a megoldést:

z(z) =1g (c10%/(1 = c10%))) —z, =z €] —o0,—Ig(c)[,

ahol ¢ = 10 > 0.
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14.66. Megoldas (Feladat) Az egyenlet az Q := R? halmaz minden pontja-
ban értelmezhetd. Alkalmazva az u(x) := y(x) — z helyettesitést az u'(x) =
cos(u(z)) — 1 egyenlethez jutunk. A megolddshoz osszunk le a jobboldalon
szerepld kifejezéssel, ezt azonban csak az ), := R x |2nk,2n(k+ 1), k € Z
tartomanyok valamelyikén tehetjiik meg:

/%dm:/ﬁdsz/c%z(s/z)—iin2(s/2)—1ds

1 1
- / —2sin?(s/2) ds= tg(s/2) =etC

Ebbél az s = u(x) = y(x) — = helyettesitéssel és invertédlassal a teljes megol-
das:

( )——2 t —1 +x + 27k
x arc x
y & z+C ’

ahol k rogzitett egész szam és x €] — oo, —CY, vagy = €] — C, +0]).
14.67. Megoldas (Feladat) A Newton altal megfogalmazott lehtilési tor-

vény szerint; eqy test homérséklete iddbeli valtozdasdnak sebessége egyenesen
ardanyos a kornyezet és a test homérsékletének killonbségével. Differencidlegyenlettel

120
100
80
60

')

40

20

-20
r
14.1. abra. A kenyér hémértéklete az id6 fiiggvényében
megfogalmazva: T'(t) = k(T, — T'(t)), ahol T'(t) a test hémérséklete a t id6-

pontban és T), = 20°C az allandénak tekintett kornyezeti homérséket, illet-
ve k > 0 a hdvezetési egyiitthatd. Mivel a feladat szovege szerint hiilésrdl
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van sz6, ezért feltehetjiik, hogy T'(t) > Tj minden ¢t € R esetén. A fenti
egyenlet altaldnos megolddsa: T'(t) = Ty + ce ™. A szovegben szerepld ada-
tokat figyelembe véve: T(0) = 100 = 20 + ¢, és T(10) = 60 = 20 + ce 1%,
amibdl ¢ = 80, és k = In(2)/10, tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa:
T(t) = 20 + 80e~90993¢  Jelolje ¢, azt az id6pontot, amikor a kenyér 25°C
hémérséklettt lesz: T'(t,) = 25 = 20 + 80e~*+, amibdl ¢, = 101n(16)/In(2) =
101n(21)/In(2) = 40, vagyis a kenyét 40 perc alatt hiil le az adott hémérsék-
letre.

14.68. Megoldas (Feladat) Legyen az edényben 1év6 folyadék koncentraci-
6ja a t id6pillanatban c(t), a tomege m(t), a befoly6 folyadék allandé kon-
centracidja pedig cpe. A be-, illetve a kidramlas sebessége k. Ezekrol a kovet-
kezbket tudjuk: c(t) = m(t)/10, ¢ = 0.3, és k = 2/10. A koncentréciéra

14.2. abra. A s6 koncentracidja az id6 fiiggvényében

vonatkozé egyenlet: ¢(t) = k(cpe — c(t)), amibél a tomegre vonatkozo egyen-
let m(t) = k(10c, — m(t)). Behelyettesitve az ismert adatokat a kovetkezd
differencialegyenlethez jutunk:

m(t) = 0.2(3 — m(t)).

Mivel az edényben 1év6 folyadék sétartalma nem haladhatja meg a befolyd
folyadék sétartalmat, ezért feltehetjiik, hogy 0 < m(t) < 3 minden t € R
esetén. Ha kezdetben az edényben tiszta viz van, akkor ez azt jelenti, hogy
m(0) = 0. Az egyenlet megolddsa:

) g (™ L a3 — m(t) + In(3) =
/03—m(s)d8_/m(0)3_pdp_ In(3 — m(t)) +In(3) = 0.2¢
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amibél a megoldés végiil m(t) = 3(1 — e ). Tehét 5 perc milva m(5) =
3(1 — e ') ~ 1.896 kg s6t tartalmaz az edényben 16v6 viz.

14.69. Megoldas (Feladat) A radioaktiv bomlast leir legegyszeriibb diffe-
rencialegyenlet
m(t) = —km(t),

ahol k > 0 a bomlas sebességére jellemz6 alland6. Az m(0) := mgy > 0 kezdeti
értéket figyelembe véve az egyenlet megolddsa: m(t) = moe "t azt mutatja,
hogy a radioaktiv anyag tomege exponencialisan csokken. Az uran felezési
ideje miatt m(0) = 2m(4.5-10%), vagyis mo = 2mge~*51°%  amibsl a bomlas
sebességi egyiitthatéja: k = In(2)/(4.5 - 107°) ~ 0.154 - 107°. Most mér
kiszamithat6, hogy eredetileg mg = 100 + 14 - 238 /206 ~ 116.175 g uran volt
a kézetben. Igy ennek a kézetnek a bomldsat az m(t) = 116.175¢ 0154107
fliggvény irja le. A kozetben a jelenlegi t, idépontban 100 g uran van, igy
100 = 116.175e 0154107 amibé] kifejezve ¢, = In(116.175/100)/(0.154 -
107%) ~ 9.74 - 10®, azaz koriilbeliil 974 milli6 éves kézetrdl van sz6.

14.70. Megoldas (Feladat) Jelolje 0 < ¢(t) < 1 a szobédban 1évé széndi-
oxid térfogatat a szoba térfogatdhoz viszonyitva a ¢ idépontban: c(t) :=
Voo, (1) / Vizoba(t). Tegyiik fel, hogy a szobédba bedramlé géz térfogata egyenld

a szobabdl kidramlé gdz térfogatdval. A szobdba percenként 20-0.04 m® szén-
3

dioxid daramlik be, ugyanekkor 20-¢(¢) m® dramlik ki. fgy a szoba szén-dioxid

0.15

0.10

c(t)

0.05

0.00

0 10 20 30 40
r

14.3. abra. A szoba szén-dioxid tartalma az id6 fliggvényében
tartalmara a kovetkezd egyenlet irhato fel:

é(t) 20

= 255 (0:04 = ().
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Kihasznélva, hogy ¢(0) = 0.15 és 0.04 < ¢(t) < 0.15

/t 4 g /C(t) L s = n(e(t) — 0.04) — In(0.11) = —0.1¢
——— As = — dSs = In(c — U. — In(u. = —U.
o ¢(s)—0.04 0y S—0.04 ’

tehdt a megoldés: c(t) = 0.11e7% + 0.04. Legyen t, az az idépont, amikor
a szobaban 1év6 kezdeti szén-dioxid mennyiség a harmadara csokken, ekkor:
c(ty) = 0.15/3 = 0.11e7%+ 4 0.04, amibél kifejezve t, = 101n(0.11/0.01) ~
23.98 min, vagyis koriilbeliil 24 perc alatt csokken a szén-dioxid a megadott
értékre.

14.71. Megoldas (Feladat) Jelolje z(t) az ejtéernyés fiiggéleges helyzetét
a foldfelszintol mérve. Az ejtOernyOsre két erd hat; a gravitdcios er6 —mg,
ahol m az ejtéernyds toémege, g pedig a gravitacios gyorsulas; a masik erd
pedig a légellenallds, ami a sebességgel négyzetesen aranyos kv?. Newton II.
torvényét hasznalva, az ejtoernydsre vonatkozd mozgasegyenlet: & = —mg +
ki?. Elvégezve a v := & helyettesitést az aldbbi egyenletet kapjuk a mozgésra:
= —mg + kv

14.72. Megoldas (Feladat) A feladatban szerepld differencidlegyenlet az
Q) := R? halmazon egyenértékii az y'/(1 + y*) = 1 egyenlettel, ahonnan
integralassal addédik, hogy

/ O B / "L areta(y(x) — arctg(1) /4
——L _ds = p = arctg(y(x)) — arc =z —7/4
w4 L+ y%(s) gy 1+ p?

Innen pedig y(x) = tg(x), z €] — 7/2,7/2] a kezdetiérték-probléma megol-
désa. A masodik kezdeti feltételnél hasonléan kapjuk, hogy arctg(y(x)) —
arctg(l) = x — 2w, vagyis y(x) = tg(x — Tn/4) (z €]37/2, 57 /2]).

14.73. Megoldas (Feladat) Az R > 0 sugari gomb felszine A(R) := 47 R?,
és térfogata V(R) := 47 R3/3. A folyadékesepp pdrolgdsét kifejezhetjiik a tér-
fogat csokkenésével, vagyis a feladat szovege szerint a (V (r(t))) = —kA(r(t))
egyenlet irhaté fel, ahol r(t) a folyadékcsepp sugara a ¢ id6pontban, és
k > 0 allando; a parolgas sebességi egyiitthatdja. A derivalast elvégezve:
V'(r()r'(t) = —kA(r(t)), vagyis 4mr?(t)r'(t) = —4mwkr?(t), ami az r(t) > 0
esetében frhaté az r’(t) = —k alakban. Innen integraldssal kapjuk, hogy
r(t) = r(0) — kt.

14.74. Megoldas (Feladat) Jelolje az anyagok koncentréicidjat sorra a,b és
c. A reakcidt leiré kezdetiérték-probléma:

a=—ka, b=ka—kd, ¢=kb, a(0)=ay b0)=c(0)=0.
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A B anyag koncentraciéjanak szélséértékhelye csak olyan ¢, idépontban lehet,
ahol derivaltja zérus, azaz 0 = kja(t.) — k2b(t.). Ebben az id6pontban b ma-
sodik derivéltja, b(t,) = kya(t,) —kob(t,) = —k2a(t,) negativ 1évén (mivel be-
lathat6, hogy a(0) > 0 esetén az egyenletrendszer megolddsai nemnegativak,
ezért ha a(0) > 0, akkor a(t) > 0 minden ¢ € Ry mellett), a b fiiggvénynek

t.-ban valéban maximuma van és ekkor ¢(t.) = kya(ts) = kab(t.).

14.3. Szétvalaszthato valtozdju egyenletek

14.75. Megoldas (Feladat) A hatarérték feltételt figyelembe véve, olyan
tartomanyt szeretnénk valasztani, amelyben az (z,, 97/4) alaki pontok min-
den elég nagy x, esetén benne vannak, és ahol a megadott implicit egyenlet
egyenértékii az explicit egyenlettel, ezért legyen Q; := R x ]37”, 57” [, ekkor
a valtozok szétvalasztasaval és mindkét oldal integralasaval:

! 1 1
/ y(@) dxz/—dxz———i—C’.
1 + cos(2y(x)) x? T
A bal oldalon 1év6 integralt helyettesitéses integralds segitségével a kovetke-
zOképpen irhatjuk fel, és szamolhatjuk Kki:

1 1 1 1 1
. gs= ds = = ds = =t
/ 1 + cos(2s) ° / 1 + cos?(s) — sin?(s) °T 3 / cos?(s) T 8ls);

tehat azt kapjuk, hogy tg(y(z)) = —% + ¢, ahol ¢ = 2C. A feladatban meg-
fogalmazott feltételnek eleget tevé megoldasra lim, o tg(y(z)) = tg(9n/4) =
1 = ¢. A megoldast a tg fliggvény megfelel6 aganak invertaldsaval hataroz-
hatjuk meg (14.4. ébra):

2
y(x) = arctg (—— + 1) +2r (x € RY).
x

14.76. Megoldas (Feladat) Az egyenlet akkor explicit, ha = € R esetén
y(x) # 0. A véltozdk szétvalasztdsdhoz pedig a Vo @ y(z) # 2 feltételre is
sziikségiink van. Legyen tehat ) := Rx|2,+o00[, 2y := Rx]0,2[ és Q3 :=
] — 00, 0], ekkor

By*(x)y'(x) . g = 22
/de =In(y’(z) =8) =2~ +C, (z,y(x)) € Q,

[ 41— nis - ) = 2240 (ap(o) € B

oo
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14.4. dbra. A feladat megoldasanak grafikonja

fgy az altalanos megoldasok a kiilonb6z6 tartoméanyokon:

(@) = Vee +8  (z,y(r)) € O,
Yo () = V8 —ce™  (z,y(z)) € | —v/In(8/c), v/In(8/c)[ x ]0,2[C s,
ys(x) = V8 —cer®  (z,y(z)) € Qa,

ahol ¢ > 0 allandé. Tovabba behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az R 2
x +— 2 fliggvény is megoldasa a differencidlegyenletnek. Tehat a jobb fél-
egyenesen korlatos megoldasok: o, és az R 5 = — 2 fiiggvény (14.5 dbra).

14.77. Megoldas (Feladat) Jelolje h(t) a viz magassigit a ¢t idépontban
méterben mérve. Ekkor a tartdlyban 1évo viz térfogata a t idépontban:
V(t) = 0.9%7 - h(t). A tartalyban 1év6 viz térfogatdnak idébeli valtozdsanak
sebessége: V'(t) = 0.9%7 - B'(t) = —0.03%71 - 0.64/20A(t), ahol  := R x R*.
Ebbél

/t h/(s) h(t) 1 ( )
ds = / — dp=2vh(t) — 2v2.45 = —0.00298¢,
0 \/h(s) no) VP

figy a megoldés h(t) = (1.56525 —0.00149¢)%. Legyen t, az az idépont, amikor
a tartdly kitiriil, ekkor h(t,) = 0, vagyis t, = 1050, ami 17.5 perc.

Megjegyzendo, hogy a differencialegyenlet jobb oldala a tartomany hata-
ran nem teljesiti a Lipschitz-feltételt.
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V(x)

14.5. abra. A kiilonb6z6 tartomanyokban haladé néhéany megoldas
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14.6. abra. A tartalyban 1év6 viz magassaga az id6 fiiggvényében

14.78. Megoldas (Feladat) Az u(z) = xy(x) egyenldség derivalasaval és az
xg(u(x))-szel valé szorzédssal azt kapjuk, hogy xg(u(x))u'(z) = xg(u(x))y(z)+
22g(u(z))y () = g(u(x))u(zr) + 22g(u(x))y'(z). Az eredeti egyenletbdl kiol-
vashato, hogy zg(u(x))y' (x) = —y(z) f(u(zx)), igy tehat az el6z6 Osszefiiggés-
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be helyettesitve

rg(u(x))' () = u(x)g(u(x)) — zy(2) f(u(z)) = u(z)g(u(z)) — u(@)f(u(z)),

vagyis az xg(u(z))u/'(z) = u(z)(g(u(z)) — f(u(x))) implicit differencidlegyen-
letet kapjuk, ami egy megfelel6 tartoméanyon azonos az

W (z) = % ~u(x) (1 - ﬁ:jég;)

szétvalaszthatd valtozdéju differencidlegyenlettel. A 1épések megforditasaval
belathatd, hogy ha u ennek megolddsa, akkor y(z) := u(z)/x megoldédsa az
eredeti egyenletnek.

14.79. Megoldas (Feladat) Nyilvanvalé, hogy f(0) > 0. Az F(x) := fow f(ze
RT) folytonosan differencidlhaté integralfiiggvényre az 2 ;= R x RT tarto-
manyon az F'(z) = ﬁzgié homogén és szétvalaszthatd valtozoju egyenlet all

fenn az F(0) = 0 kezdeti feltétellel. Ennek megoldasa:

£(0)z xE]O,—#(O)[, ha k£ < 0,
F(z) = ———— r € RT, ha k =0,

kf(0)z+1’
x €0, +o0], ha k > 0,

tehat f(x) = F'(z) = f(0)/(kf(0)z + 1)%. Megjegyzendd, hogy a kapott
fiiggvény nemcsak az elsé negyedben (illetve annak egy részében) haladd
megoldds, hanem z €] — oo, —1/(kf(0))], illetve x €] —1/(kf(0)), +00[ esetén
megoldasa az eredeti integralegyenletnek.

14.80. Megoldas (Feladat) A H := fg + fiiggvényre H(€) = 0 teljesiil, ezért
i infinuma negativ, s szuprémuma pozitiv szam (barmelyik lehet végtelen is):

i<H@) <s (Tel)

A G := [ g figgvényre fennall, hogy G(7) = 0. Jeldlje az I intervallum 7
pontot tartalmazé részintervallumai koziil a legb6vebb olyat, amelyre ¢ <
G(t) < s fenndll, ha ¢ € I°. Tehdt 7 € I° C I. Mivel a G(t) érték tetszdleges
t € I° esetén inf H és sup H kozé esik, a G(t) értéket a szigortian monoton
és folytonos fliggvény felveszi, mégpedig pontosan egyszer.
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14.4. Elsorendii linearis egyenletek

14.81. Megoldas (Feladat) Elséd megoldds. A feladatban szereplé egyenlet-
tel ekvivalens egyenlet az ) := RT x RT tartomdnyon: xy/(z)—y(x) = —2% A
homogén egyenlet megolddsa y,(z) = cx. A partikularis megoldést az allandé
varidldsanak mddszerével hatarozhatjuk meg: y,(z) := g(z)z, ekkor y, (v) =
g (x)x + g(x). Az eredeti egyenletbe helyettesitve: x?¢'(z) = —z?, amibdl
g(z) = —z-nek vélaszthatd, igy egy partikuldris megoldds y,(z) = —z%. A
teljes megoldas: y(z) = yn(x) +y,(x) = cx — 2. A kezdeti értéket figyelembe
véve y(1) = 0 = c—1, amib6l ¢ = 1, tehat a kezdetiérték-probléma megoldésa
y(z) =z — 2°.

Masodik megoldds. A partikularis megoldast a probafiiggvény modszeré-
vel is meghatarozhatjuk. A prébafiiggvény valaszthaté masodfokd polinom-
nak, azaz y,(r) := Ax*+Bx+C, amibdl y (z) = 2Az+ B. Ezt behelyettesitve
a differencidlegyenletbe: 242% + By — Ax? — B —C = A2? —C = —2%. A két
oldalon szerepl6 polinomok egyiitthatéinak osszehasonlitdsabél kapjuk, hogy
A= —1, C =0 és B tetszbleges, amit valasszunk nullanak B := 0. Tehat a
partikuldris megoldds: y,(x) = —z?, ami megegyezik a korabbival.

14.82. Megoldas (Feladat) A kezdetiérték-problémét az Q :=|—7/2, 7 /2[xR
tartomanyon értelmezziik. A homogén egyenlet megoldésa yy,(x) := ¢/ cos(z).
A partikuldris megolddst az allandé varidlasanak maédszerével hatarozzuk
meg: y,(x) 1= g(x)/ cos(x), amibdl y; (z) = (¢'(x) cos(x)+g(x) sin(x))/ cos®(z),
amit a differencialegyenletbe helyettesitve:

g@) . gl@) 2) g() 1

cos(r)  cos(x)  cos(z) ta(w) = cos3(x)’

amib6l integraldssal kapjuk, hogy g(x) = tg(z) + K. Egy partikularis megol-
dés tehat y,(z) = tg(z)/ cos(z). A teljes megoldas: y(x) = yn(z) + yp(z) =
(¢ +tg(x))/ cos(x). A kezdeti értéket figyelembe véve y(0) = 0 = ¢, tehét a
kezdetiérték-probléma megoldasa: y(x) = tg(z)/ cos(z).

14.83. Megoldas (Feladat) Elsé megoldds. Az egyenlet az Q := R? tar-
tomanyon van értelmezve. A homogén egyenlet megoldasa y,(x) = ce®. A
partikularis megoldast az alland6 varidlasanak moédszerével hatarozzuk meg:
Yp(z) == g(x)e”, y,(v) = g'(x)e” +g(x)e”, ezt a differencidlegyenletbe helyet-
tesitve ¢'(z)e® + g(z)e® — g(z)e® = ¢'(z)e” = —2e™7, vagyis ¢'(x) = —2e7%*,
amibdl g(z) = =2 [e > dz = e ** + K, tehdt egy partikuldris megoldds
yp(x) = 7. A teljes megoldds igy: y(x) = yn(z) + yp(x) = ce® +e7*. A
lim y(z)= lim (ce”+e*) =0

T—+00 T—-+00
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feltétel csak ugy teljesiilhet, ha ¢ = 0. A feltételnek eleget tevé megoldas
tehat: y(x) = e ".

Masodik megoldds. A prébafiiggvény modszerével is meghatarozhatjuk a
partikuldris megolddst. Keressiik a megoldast a kovetkezé alakban: y,(x) :=
Ae™®, ekkor y)(v) = —Ae™®, amit behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
—Ae " —Ae " = —2Ae™" = —2e™ %, ebbdl latszik, hogy A = 1. A partikuléris

megoldds tehat ismét y,(zr) = e ™.

14.84. Megoldas (Feladat) Elsé megoldds. A feladat megolddséhoz egy
alkalmas tartomdny Q := R~ x R™. Az 2%y, (z)+yn(z) = 0 homogén egyenlet
megoldasa: y,(x) = cer. A partikularis megoldast az allandé varidlasanak
moédszerével hatdrozzuk meg: y,(z) = g(z)ex, amibél y,(z) = g (z)er —
g(x)e% /2% A differencidlegyenletbe helyettesitve:

x
22 (x)er — x2%ei +g(x)er = 2%¢ (x)er = (2 + 1)e?,
amibol
2
/ . .’E*l , . s + ]. 221
g (r) = —5—€""=, tehdt g(x)—/ oL dz.

Az integral kiszamitasahoz vegyiik észre, hogy

(xz—l)'_Qxx—a:2+1_x2+1

Y

T 2 2

2
ezért g(z) = e + K, és {gy egy partikuldris megoldés yp(z) = €*. Az dlta-
ldnos megoldas tehdt y(z) = yu(x) + yp(z) = ces + e®. A feltételt kiértékelve
lim y(z) = lim <ce% + ex> =c=1,
T—r—00 T—>—00
vagyis a kezdetiérték-probléma megolddsa y(z) = ex + €, z < 0.

Masodik megoldds. A partikularis megoldast a probafiiggvény modsze-
rével is meghatarozhatjuk. Mivel az eredeti egyenlet jobboldalan egy ma-
sodfokt polinom és egy exponencidlis fiiggvény szorzata all, ezért a pré-
bafiiggvényt hasonld, a legdltalanosabb forméban kell keresniink: y,(z) :=
(Az? + Bz + O)e”, amibél y) (z) = (Az® 4 (B +2A)z + C')e”, amit behelyet-
tesitve a differencialegyenletbe kapjuk, hogy

23 (A2® + (B +2A)z + C)e® + (Az* + Bx + C)e”
= (Az* + (B +2A)2® + (A + C)2® + Bx + O)e* = (2 + 1)e”,

amibdl a két oldal osszehasonlitasaval: A = 0, B = 0, C' = 1, tehat a
partikuldris megoldas ismét y,(x) = e”.
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14.85. Megoldas (Feladat) Az Rt x RT elsd sfknegyedben egyenletiink
egyenértéki az
y*(z)

y'(z) = m

explicit egyenlettel, amely viszont mutatja, hogy y szigorian monoton névo,
tehat invertalhaté. Jeloljiik inverzét -vel, akkor — kihasznalva, hogy (y*I)I =
1/(y oy™") — erre az els§ stknegyedben a

£(n) +n

§'(n) = =

linedris egyenlet irhato fel, aminek megoldésai

vt
6(17)266’174-6’17/ < qe.
-

Az eredeti egyenlet megoldasai ezek inverzei; explicit képlettel, elemi fiiggvé-
nyekkel nem irhatdk fel.

14.86. Megoldas (Feladat) Elsd megoldds. Az egyenlet a ®(z) = [ ¢
integralfiiggvény bevezetésével és parcialis integralassal:

20(2) = (z + 1)/; H() dt = (2 + 1)(;5@(;1;) - /0 @).

Vagyis 2?®(z) = (x +1) [ ®, ez viszont a U(x) := [ ® jeldléssel a

V) xz+1

differencilegyenletet adja, ahonnan W(z) = Cre~'/* tehat ®(x) = Ce = (1 + %) ,
vagyis p(z) = ce”/* /23 (x € RT), és ez utébbi fiiggvény valéban megoldas
tetsz6leges ¢ € R szam mellett. A ¢(0) := 0 definiciéval az egész szamegye-
nesen értelmezett megoldast kapunk.

Masodik megoldds. Két derivélds utdn (ami a ¢ folytonossdga miatt meg-

tehetd) kapjuk, hogy
229 (2) + (3z — 1)p(z) =0,

aminek a megoldésai: ¢(z) = ce™V/* /23 (x € RY).
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14.87. Megoldas (Feladat) Elsd megoldds. A megolddshoz megfelel$ tar-
tomény az Q :=|0, 7[XR, itt a differencidlegyenlet &tirhaté az alabbi alakra:

, cos(x) 1
yie)+ sin(x) y(w) = sin(z)’
A homogén egyenlet megolddsa: y,(z) = c¢/sin(z). A partikuldris megol-

~—

alakban. A differencidlegyenletbe
x, és gy a teljes megoldds y(x) =

dést keressiikk az y,(x) := g(z)/sin(z
helyettesités utdn kapjuk, hogy g(x
(c+ x)/sin(z).

Masodik megoldds. Vegyiik észre, hogy sin(z)y'(x)+cos(z)y(x) = (sin(x)y(x)) =
1, amibdl rogton kapjuk, hogy sin(x)y(x) =z + c.

Az y(m/2) = 3 feltételt kielégité megoldést a ¢ = 3 — m/2 esetén kapjuk
meg. A limgy = 1 feltétel pontosan akkor teljesiil ha ¢ = 0.



15. fejezet

Linearis differencialegyenletek

15.88. Megoldas (Feladat) Azt fogjuk belatni, hogy a fiiggvények pontosan
akkor linedrisan 6sszefiiggek, ha a fenti determinans nulla.

A) Tegyiik fel, hogy fi, f2,..., fy linedrisan Osszefiiggd, az azt jelenti,
hogy léteznek olyan cq, co, ..., cy € R szamok, amelyek koziil nem mindegyik
nulla, és amelyekkel

afitefot - +oenfy=0.
Ebbdl kévetkezik, hogy
aff +eafifs+ - +enfifn =0,
afofi +eafi+ -+ enfafn =0,
: (15.1)
afnfitcafnfot - +enfi =0.

(15.1) viszont azt fejezi ki, hogy az

i hfe o il
fofi 5 o fofn

Infi Infs o 3

determinans sorai linearisan Osszefiiggnek, vagyis a determinans értéke nulla,
tehat minden x € J esetén

fi@)  fil@)fle) o fi@)fv(z)
L) fiz)  f@)? . fe)fa()

I@ ) v . )

94
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s igy
LR D hfe o i
det f"Jfol f":fZ f"jjsz = 0. (15.2)
J}tﬂle ([]fij s I]f%
is fennall.

B) Tegyiik fel, hogy (15.2) fennall, és bizonyitsuk be, hogy a fliggvé-
nyek linedrisan osszefiiggdk. Ha (15.2) fennall, akkor az integrélokbdl allé
determindns sorai (szdmokbdl allé6 vektorok) linedrisan Osszefiiggnek, tehat
valamilyen ¢y, co,...,cy € R szdmokkal, amelyek nem mindannyian nulldk,

teljesiil, hogy
Cl/f12+62/f1f2+"'+CN/f1fN:0,
J J J

cl/]f2f1+c2/]f§+~--+CN[]f2fN—0,
o [ v [ttt [ Fm

/Jﬁ(clfl Feafat et enfy) =0,

azaz

/fz(C1f1 +eafo+-+enfn) =0,

J

: (15.3)

/fN(lel +cofo+--+enfn) =0.
J

Szorozzuk meg (15.3) els6 egyenletét a c; szdmmal, a masodikat co-vel, sit.,
az utolsot cy-nel, és adjuk 0ssze a szorzatokat:

/f1 Cnfn +C2/f2 Cnfn CN/fN Cnfn) =

ami csak ugy teljesiilhet, ha 25:1 cnfn = 0, vagyis ugy, hogy a fiiggvények

linearisan Gsszefiiggnek.
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Megjegyzés. A J intervallumon négyzetesen integralhaté fiiggvények
L5(J,R) halmazén a (g, h) := [, gh képlettel skaldris szorzatot értelmez-
hetiink. Az allitds L£o(J, R) helyett tetszoleges skalaris szorzattal ellatott térre
(ugynevezett eukleidészi térre) érvényes, ha a determinansban a szorzatin-
tegralok helyébe a skalaris szorzatot tessziik.

15.89. Megoldas (Feladat) Elegendd belatnunk, hogy W(7,-) megolddsa a
matrixértékii fiiggvényekre vonatkozé X(t) = A(t)X(t) (t € J), X(0) =
idgy kezdetiérték-problémanak. A kezdeti feltétel teljesiilése nyilvanvalé.
Léssuk be, hogy ¥(7, -) megoldasa a differencidlegyenletnek. Az exp( f: A) =

oo AT ( f A) sor n-edik tagjanak derivéldsandl hasznaljuk fel a (4.2) tu-

lajdonsagot:

1) ;;</A>'“A (1

omom ([ A) ooty ([4)

exp/A

15.90. Megoldas (Feladat) A (4.3) osszefiiggés két oldaldt s szerint in-
tegralva a [r,t] intervallumon épp az (4.2) Osszefiiggést kapjuk. Ha pedig
az (4.2) osszefiiggést derivaljuk 7 szerint, akkor ezt kapjuk: —A(t)A(r) =
—A(7T)A(t), ami egyenértékii a bizonyitandé (4.3) Osszefiiggéssel.

15.91. Megoldas (Feladat) Legyen

a(s)a(t) + b(s)c(t) = a(t)a(s) + b(t)c(s),
a(s)b(t) + b(s)d(t) = a(t)b(s) + b(t)d(s),
c(s)a(t) + d(s)e(t) = c(t)a(s) + d(t)e(s),
c(s)b(t) + d(s)d(t) = c(t)b(s) + d(t)d(s)
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Ezen egyenletek koziil csak az els6 harom fiiggetlen, a negyedik kovetkez-
ményként adodik; atrendezve cket kapjuk, hogy

b(s)e(t) = b(t)c(s),
b(t)(a(s) — d(s)) = b(s)(a(t) — d(t)),
c(t)(a(s) — d(s)) = c(s)(a(t) — d(1)).

a(t)B(s) = a(s)B(t) (15.4)

alakd. Mi kovetkezik egy ilyen fiiggvényegyenletbol? Tegyiik fel, hogy létezik
olyan 7 € J, amelyre a(7) = 0, de 8(7) # 0. Ekkor 0 = a(7)B(s) = a(s)5(7),
tehat Vs € J a(s) = 0. Igy a lehetséges esetek:

1. Vte J:a(t) =0.
2. Vte J:p(t)

3. Van egy olyan () # J; C J halmaz, amelyen a(t)3(t) # 0, de ha
t € J\ Ji, akkor a(t) = 5(t) = 0.

A legutobbi esetben s,t € J; esetén

ot) _ als) (15.5)

Bty Bls)’

tehat «(t)/5(t) = C valamilyen C éllandéval, azaz a(t) — CP(t) = 0, ha
t € Ji. A fenti harom eset ugy foglalhaté Ossze, hogy vannak olyan ¢y, ¢y :
& + 3 # 0 szdmok, amelyekkel Vi € J : cia(t) + c23(t) = 0, azaz a (15.4)
pontosan akkor teljesiil, ha a és [ linearisan Gsszefiigg.

Az eddigieket az egyenletrendszerre alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:
dct, b € R (i = 1,2, 3) szdmok, amelyekre (c})? + (cb)? # 0, és amelyekkel

clb(t) + cie(t) = 0,
cib(t) + c3(a(t) — d(t)) = 0,
cie(t) + c3(a(t) — d(t)) = 0,

azaz a kovetkezO esetek lehetségesek:

1. b,c és a — d koziil legaldabb ketté a nulla fiiggvény;
2.0=0,c#£0,a#d, és Iy #0:c=(a—d);
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3.¢c=0,b#£0,a#d, és Iy #0:b=r(a—d);
4. a=d,b#0,c#0,és Iy #0:c=b;
5. b#07c7£07a7£d7 éSEh/l#0772#O:b:’}/l(a_d)?c:’72(a_d)'

Osszegezve, (4.3) pontosan az

A(t) = ult) (1; %2) +o(t) ([1) (1))

alaki matrixokra teljesiil, tetszéleges 7v1,72,73 € R szamokkal és u,v €
C(J,R) fuggvényekkel.

Ha az A matrixértéki fiiggvényrdl feltessziik, hogy folytonos, akkor az u
és a v fiiggvény is folytonos.

Folmeriil az a kérdés, hogy milyen szerkezetii lehet a J; halmaz. A ko-
vetkez6 két allitas igaz. Folytonos fiiggvény nullahelyeinek halmaza zart, és
tetszoleges zart halmazhoz van olyan folytonos fiiggvény, amelyiknek nulla-
helyei éppen az adott halmazt alkotjak.

15.92. Megoldas (Feladat) Ezeknek a fiiggvényeknek a szama N, figgetle-
nek, és mindannyian megoldasai a differencidlegyenletnek.

15.93. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A2 — 4\ + 5 = 0,
amibdl a sajatértékek és sajatvektorok: Ao = 244, és v19 = (1,3 Fi)".
A megoldés ebbdl z(t) = Re((c; + icz)1e@+It) = €2 (c; cos(t) — cysin(t)), és
y(t) = Re((c1 +icy) (3 —i)e@HIt) = 2((3c; + ¢3) cos(t) + (c; — 3c3) sin(t)). A
kezdetiérték-probléma megoldasa x(0) = 0 = ¢; és y(0) = 3 = 3¢y + ¢, tehat
c1 =06s cy =3, és {gy z(t) = —e**sin(t) és y(t) = e* (3 cos(t) — 9sin(t)).

15.94. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A\? — 6\ + 34 = 0,
amibdl a sajatértékek és sajatvektorok: Ao = 345, ésv1 o = (1£i,—2)". A
megoldas ebbél x(t) = Re((c;+icg)(1+4)eB+5I) = 3 ((c; —ca) cos(5t) — (c1+
co) sin(5t)), és y(t) = Re(—2(c1+icy)eBH90t) = e3(—2¢ cos(5t) +2cy sin(5t)).
A kezdetiérték-probléma megoldédsa z(0) =0 = ¢; — ¢z és y(0) = 1 = —2¢4,
tehdt c; = ¢y = —1/2, és igy x(t) = €3 sin(5t) és y(t) = €3 (cos(5t) —sin(5t)).

15.95. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A2 — 5\ + 6 = 0,
amibdl a sajatértékek és sajatvektorok: A\ = 3, v1 = (1,2)7; Xy = 2, vy =
(1,1)". Az 4ltaldnos megoldas ebbdl z(t) = c1e3 + cye?, és y(t) = 2c1e3t +
coe?t. A kezdeti értéket figyelembe véve: z(0) =0 = c; + ¢y és y(0) = —1 =
2¢1 + o, amibdl ¢; = —1, ¢o = 1. A kezdetiérték-probléma megoldédsa tehat:
z(t) = —e¥ + e és y(t) = =263 + .
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15.96. Megoldas (Feladat) A rendszer egyiitthatéméatrixa és annak karak-
terisztikus polinomja, sajatérékei és sajatvektorai:

0 2
A:

N OO

-9 2
Az altalanos megoldas tehat a kovetkezoképpen all eld:

z(t) = Re {(c1 +ic)2e™} — dese™ = 2¢; cos(4t) — 2¢o sin(4t) — deze™™,
y(t) =Re {(c1 +ico)ie™} + cze™ = —cycos(4t) — ¢y sin(4t) + cze™™,
2(t) = Re {(c1 + ic2)2e™} + c3e™ = 2¢; cos(4t) — 2¢y sin(4t) + cze™.

Figyelembe véve a kezdeti értékeket: z(0) = —4 = 2¢; — 4es, y(0) = 0 =
—co+ez, 2(0) =1 =2¢1 4¢3, amibdl ¢ = 0, ¢y = 1és c3 = 1, igy a megoldas:
z(t) = —2sin(4t) — 4e ', y(t) = —cos(4t) + e, z(t) = —2sin(4t) + e 2.

15.97. Megoldas (Feladat) Vezessiik be az xy := x, x9 1= &, w3 :=y, T4 :=
y valtozokat, ekkor az eredeti egyenletrendszer az 4j valtozokkal igy irhato:
T1 = T, T9 = 2x1 — w3, T3 = x4, T4 = 1 — 2x3. Ehhez a rendszerhez
tartozo egyilitthatomatrix, annak karakterisztikus polinomja, sajatértékei és
sajatvektorai:

01 0 O
20 =3 0 _
A= 00 0 1} pA) =X =1, A\ =-1, Aog =i, M =1,

1 0 -2 0

—3 Fi 3

_ |3 1 3

=g Y23 = +i | vi= [y

1 1 1

A megoldas tehat a kovetkezéképpen allithaté elo:

21(t) = 2(t) = =3cie”" + Re {(c2 + ics)(—i)e™ } + 3cae,
z3(t) = y(t) = —cre™" + Re {(co + ic3)(—i)e™ } + cue,

amibdl végiil az altalanos megoldas:

2(t) = —3cie”" + ez cos(t) + cosin(t) + 3cue,
y(t) = —cre”" + czcos(t) + cosin(t) + cue’.

8
0 —=2]; p\)=A+2)(\2+16); No=4di, vio=[Fi]|, I3=-2, v3=
8

—4)
1
L,
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15.98. Megoldas (Feladat) A arakterisztikus egyenlet: A2 + 1 = 0, ami-
bol a sajatértékek és sajatvektorok: Ao = =i, vio = (£i,—1). Az al-

taldnos megoldés {gy: z(t) = Re{(c; + icy)ie”} = —cycos(t) — ¢ sin(t),
y(t) = Re{(c1 +ico)(—1)e™} = —cq cos(t) + cosin(t). A kezdeti értéket figye-
lembe véve: z(0) =0 = —cq, y(0) =1 = —¢;, amibél ¢; = —1, ¢; =0, és a

kezdetiérték-probléma megoldasa: x(t) = sin(t), y(t) = cos(t).

15.99. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldasa; a karakterisz-
tikus egyenlet A2 + 2\ +5 = 0, amibdl a sajatértékek \; = 3, Ny = 2,
és a sajatvektorok v; = (1, 2)7, vy = (1, 1)T {gy a megoldas x,(t) =
163 + cpe®t) yp(t) = 2¢1e3 + coe?. Konstans inhomogenitds esetében a par-
tikularis megoldast kereshetjitk az x,(t) := a és y,(t) := b alakban, ekkor:
T,(t) = yp(t) = 0. Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve kapjuk, hogy
0 = a+b+1, 0 = 4b—2a—2. Ezt a linedris egyenletrendszert (kedvenc médsze-
riinkkel) megoldva kapjuk a partikuldris megoldast: z,(t) = —1, y,(t) = 0.
Igy tehét az altalanos megoldds: x(t) = c1e3 + cpe? — 1, y(t) = 2c1€% 4 coe?.
A kezdeti értéket figyelembe véve kapjuk, hogy ¢; = —1, co = 2, és igy a
kezdetiérték-probléma megolddsa: x(t) = —e¥ +2e? —1, y(t) = —2e3 + 2.

15.100. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megolddsa; a karakte-
risztikus egyenlet A + 2\ + 5 = 0, amib8l \; o = —1 + 2i és a sajatvektorok
v19 = (1£2i, 1), {gy a megoldés

z(t) = Re ((e1 +ico) (1 + 22’)6(’1+2i)t) = e "((c1 — 2¢5) cos(2t) — (2¢1 + ¢2) sin(2t)),
yn(t) = Re ((c1 + i02)e(_1+2i)t) = e7"(c1 cos(2t) — o sin(21)).

A partikuldris megoldést konstans alakban kereshetjiik z,(t) := a, y,(t) := b,
amibol 0 = —5b — 10, 0 = a — 2b, és igy a = —4, b = —2. A kezdeti értéket
figyelembe véve: z(0) =0 =c¢; —2cy — 4, y(0) =0 = ¢; — 2, amibdl ¢; = 2
és o = —1. Végiil a megoldds: z(t) = e~*(4cos(2t) — 3sin(2t)) — 4, y(t) =
e~ (2 cos(2t) + sin(2t)) — 2.

15.101. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet karakterisztikus polinom-
ja A2 — 2\ — 4. A sajatértékek és sajatvektorok: A\, = —1, vy = (1,2);
Ay =3, vy = (—1,2), amibél a homogén egyenlet megoldésa x;(t) = cie™* —
coe® | yu(t) = 2c1e7 + 2c0€. A prébafiiggvények z,(t) := a, y,(t) :=b, {gy
0=a—b+6és0=—4a+b—12, aminek a megoldasa a = —2 és b = 4. A kez-
deti értéket figyelembe véve: z(0) = =2 = ¢;—ca—2, y(0) =4 = 2¢1+2c0+4,
amib6l ¢; = co = 0, tehdt z(t) = =2, y(t) = 4.

15.102. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: \> — 1 = 0, igy
a sajatértékek és sajatvektorok: \; = —1, Ay = 1 és vy = (—1,1), vy =
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(1,1). A homogén egyenlet megolddsa tehat igy irhaté: x,(t) = —cie™ +
co€l, yn(t) = cre™t + coe’. A partikuldris megolddst az dllanddk varidldsénak
modszerével hatdrozzuk meg, tehdt legyen x,(t) = —g1(t)e "+ga(t)e’, y,(t) =
g1(t)e t+ go(t)e!, amit visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe kapjuk, hogy

ip(t) = —gi(t)e "+ g1(t)e™ + go(t)e' + ga(t)e’ = gi(t)e™ + ga(t)e" + 2¢,
U(t) = a(t)e™ — gi(t)e ™ + go(t)e’ + ga(t)e' = —gi(t)e ™ + go(t)e’ + 2.
Az egyszertsitések utan a kovetkezo egyenletet tudjuk felirni:
t2
) ) 2t t
—et et 91(75) B 9et bl 91(75) B _1 ot et %¢t B e” + 56
et et ) \g(t) 2 ) g2(t) 2 \—et —et)\ 12 m ﬁe*t
2

Ez két kozvetleniil integralhato differencidlegyenlet, melyek megoldasa:

gi(t) = —62t+ﬁet dt:—e—gt+ﬁet— tetdtz—e—%+ﬁet_tet+ el dt =
2 2 2 2 2

2t 2

€ =y t t
=——+ e —tle +¢e,

2 2

t? t2 t2
92(t) = / (1+ Eet) dt =t — Eet+/tetdt:t— Ee*t —tet—i—/etdt:

t2
=t— —e
2

b tet— e~

A gy és go fiiggvényekbol most mar meghatarozhatjuk a partikularis megol-

désokat: x,(t) = 1e' +te! — 2 — 2, y,(t) = —3e' + te' — 2t. Az 4ltaldnos
megoldas a homogén és a partikularis megoldéds Gsszege:

1
z(t) = —cre™" + ce’ + éet +tel —? — 2,
1
y(t) = cre™" + e’ — §et + te! — 2t.

A kezdeti értékeket figyelembe véve; z(0) = 1 = —¢; + o — 3/2, y(0) =

1l =c +cy— %, amib6l ¢; = —1/2 és co = 2, igy a kezdetiérték-probléma
megoldasa:
., D t 42
z(t) = =e —|—§e +te' —t° —2,
1 3
y(t) = —=e '+ —e' +te' — 2.
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15.103. Megoldas (Feladat) A feladat az Q := |—7/2,7/2] x R? tarto-
manyon értelmezheto. Jol lathatd, hogy az egyenlet homogén része nem
ma&s, mint a harmonikus oszcillator, aminek megoldédsa: xj(t) = —co cos(t) —
c18in(t), yn(t) = —cy cos(t) + cosin(f). A partikularis megolddst az allanddk
varidlasaval hatdrozzuk meg, tehat legyen x,(t) = —ga2(t) cos(t)—gi1(t) sin(t) y,(t) =
—g1(t) cos(t) + ga(t) sin(t). Ezt behelyettesitve az eredeti egyenletbe:

ap(t) = —ga(t) cos(t) + g2(t) sin(t) — g1(t) sin(t) — g1(t) cos(t)
= —gi(t) cos(t) + go(t) sin(t) + tg*(t) — 1,

() = —G1() cos(t) + g1 (£) sin(t) + () sint) + ga(2) cos(t
= g2(t) cos(t) + g1(t) sin(t) + tg(t).

Elvégezve az egyszertisitéseket a kdvetkezot kapjuk:
sin(t)  cos(t) a(t)\  [tg*(t)—1
(cos(t) —sin(t)) (gg(t)) N ( tg(t) )’
) . 9 sin®(t)
a@)\ _  [—sin(t) —cos(t)) [(tg*(t) =1\ _
(gg(t)) = (—cos(t) sin(t) > ( tg(t) ) = —C(;(S)(st()t)
A g1 és g9 fiiggvény integraldssal hatarozhaté meg:
a(t) = / SCTS((;)) dt = / Sm(t)is;(?))s D
®) — [ sin = L cOS
/ dt / (t)dt cos(d) + cos(t),
o(t) = — / cos(t) dt = — sin(t).

Most mar fel tudjuk irni a partikuldris megoldast x,(t) = tg(t) y,(t) = 2, igy
a teljes megoldas:

~

x(t) = —cg cos(t) — ¢y sin(t) + tg(t),
y(t) = —cq cos(t) + cosin(t) + 2.
A kezdeti értékeket figyelembe véve z(0) = 1 = —cy, y(0) = 3 =

c1
amib6l ¢; = ¢ = —1. A kezdetiérték-probléma megoldasa tehat x(
cos(t) + sm(t) + tg(t), y(t) = cos(t) — sin(t) + 2.

+2,
) =



16. fejezet

Magasabbrendii egyenletek

16.1. Kezdetiérték-feladatok

16.104. Megoldas (Feladat) Mivel ¢/ (z) = 2cize® — 2come™", és @' (z) =
(261 + 4c122)e”” + (=2¢ + 4ega®)e™™ | ezért behelyettesitéssel kapjuk, hogy

2

" (z) — 220(z) = (2¢; + 4c12* — clx2)6$2 + (—2¢y + 4cox® — cpr?)e™,
ami csak akkor nulla minden x € R esetén, ha ¢; = ¢, = 0.

16.105. Megoldas (Feladat) Behelyettesités mutatja, hogy ¢ valéban meg-
oldds. Keressiink masikat R > = — d(z)p(z) alakban. Behelyettesités
utan felhasznalva, hogy ¢ megoldés, a d fiiggvényre ezt az egyenletet kap-
juk ¢"(z)x + ¢'(z)(x — 1) = 0, ahonnan ¢'(z) = Cize™®, tehat g(z) =
—Ci(z+1)e " +cy. Tehdt egy (!) tovabbi megoldds: R 3 z — ¢(x) := x4 1.
Mivel ¢ és 1 linearisan fiiggetlen, az egyenlet altalanos megoldasa

r—ae® +B(x+1) (reR"vagy z€R™.)

16.106. Megoldas (Feladat) Az m tomeg idébeli valtozasat leird egyenlet
m = kym, ahonnan m(t) = 100e?, ahol a t id6t percben mérjiik. A vitorlds
s elmozdulasara vonatkozé Newton-egyenlet pedig

m(t)5(t) = 50 x 3600 — kym(t), vagyis 100e*5(t) = 50 x 3600 — k;100e*,

amihez az s(0) = $(0) = 0 kezdeti feltételek tartoznak. Innen lathaté, hogy
ki gyorsulds jellegli mennyiség, mértékegysége m/s?. Mivel a kezdetiérték-
probléma megoldésa s(t) = 450(e™ + 2t — 1) — kyt?/2, ezért az 5(1) = 0
feltételbdl k; = 1280 adodik. Az $(1) = 1 feltevés hasonlé médon a k; =
900(1 — e~?) eredményre vezet.

103
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16.107. Megolddas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A2 +9 = 0, ebb6l
A2 = 131, és igy az éltaldnos megoldas: x(t) = ¢y cos(3t) + co sin(3t).

16.108. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A\ —6A+10 = 0,
ebbll A\ o = 341, és gy az dltaldnos megoldés: x(t) = e¥(c¢; cos(t)+cq sin(t)).

16.109. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A\? + 4\ + 6 = 0,
ebbdl A\ 5 = —24+/2i, és igy az altalanos megoldds: z(t) = e~ (c; cos(v/2t)+

¢y sin(v/2t)).

16.110. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: \> — 8\ + 7 = 0,
ebbdl Ay = 1, \y = 7 és igy az altalanos megoldds: z(t) = cret + coe™.

16.111. Megoldds (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A + 10\ + 25 =
(A+5)2 =0, ebb8l A\; o = —5, és {gy az altaldnos megoldds: z(t) = cie " +
cote ™,

16.112. Megoldas (Feladat) Az elsd egyenlet derivéldséaval: & = wy =
—w?x, vagyis az 7 + w?r = 0 homogén egyenletet kapjuk, aminek a ka-
rakterisztikus egyenlete: \* + w? = 0, {gy A\; 2 = +iw és a megoldds: z(t) =

c1 cos(wt) + co sin(wt).

16.113. Megoldas (Feladat) El6szor az els6 egyenletbdl kifejezziik y-t: y =
(£—ax)/b, majd derivélva az els6 egyenletet: & = az+by = az+b(—br+ay) =
ai — b’z +ab(i — ax) /b = 2az — (a® + b*)z, tehdt az & — 2az + (a* +b?)x = 0
egyenletet kapjuk. A karakterisztikus egyenlet gyokei: Ao = a £ b, igy az
dltaldnos megoldas x(t) = e(cy cos(bt) + co sin(bt)).

16.114. Megoldas (Feladat) Az elsé egyenletbdl kifejezheté vy = & — px,
majd az elsé egyenlet derivéalasaval & = pt+y = pi+ py = pt+ p(d —pr) =
2ui — px, tehdt az ¥ — 2ui + p?xr = 0 homogén egyenletet kapjuk. A
karakterisztikus egyenlet gyokei: Ao = p, {gy a megoldds x(t) = ce +
cotett.

16.115. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa:
25 (t) = 1 cos(V3t) + casin(V/3t).

A partikuldris megoldas: z,(t) := a, &,(t) = &,(t) = 0, amibdl a 3a = —9
egyenlet adédik, és igy a = —3, tehdt z,(t) = —3. A teljes megoldds:

2(t) = ¢; cos(V/3t) + ¢y sin(v/3t) — 3.
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16.116. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa:

zp(t) = ¢ cos (t/\@) + ¢9sin (t/\/ﬁ)

A partikuldris megoldds: z,(t) := ae®, @,(t) = 2ae* és Z,(t) = 4ae*,

amibdl a 9ae* = 9e* egyenlet adédik, és fgy a = 1, tehdt z,(t) = e*. A
teljes megoldas:

x(t) = ¢ cos (t/\/§) + ¢y sin (t/\/i) + ¥,

16.117. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa: xp(t) = cie'+
coe”t. A partikuldris megoldés: w,(t) := ae™, 1,(t) = —2ae™* és 7,(t) =
4ae™?, amibdl a 3ae™?" = 3e~? egyenlet adddik, és igy a = 1, tehét z,(t) =
e 2t A teljes megoldés:

z(t) = cre’ + cpe™t + e
16.118. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa: y,(t) = cie '+
coe?. A partikuldris megoldés: x,(t) := at*+bt*+ct+d, i,(t) = 3at*+2bt+ct
és Zp(t) = 6at + 2b, amibdl a —2at® + (—2b— 3a)t* + (—2c¢ — 2b+ 6a)t — 2d —
c+2b = —2t3 — 3t? + 8t + 1 egyenlet adddik, ésfgy a =1,b =0, c = —1 és
d =0, tehat z,(t) = t> —t. A teljes megoldas:

z(t) = cre™" + coe® + 17 —t.

16.119. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa: xy,(t) = cie?+
coe®. A partikuldris megoldds: z,(t) := (a + bt)e', @,(t) = (a + b+ bt)e' és
Z,(t) = (a+ 20+ bt)et, amibdl a (2a — 3b + 2bt)e' = te' egyenlet adddik, és
fgy a =3/4, b=1/2, tehét z,(t) = (3/4+t/2)e’. A teljes megoldas:

z(t) = cre® + cpe® + (§ + 1t) et
4 2
16.120. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa: zy,(t) = cie3+
cote®. A partikuldris megoldds: x,(t) := at?+bt+c+de', @,(t) = 2at+b+de’
és i, (t) = 2a+de', amibdl a 9at? + (90 — 12a)t + 9c — 6b + 2a + 4de’ = t* + €'
egyenlet adédik, és igy a = 1/9, b = 4/27, ¢ = 2/27 és d = 1/4, tehdt
zp(t) = (3t + 4t +2) /27 + 1/4e". A teljes megoldis:

1 1
x(t) = c1® + cpte + 2—7(3752 + 4t +2) + Zet.
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16.121. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megoldésa:
(1) = e'f? (c1 cos (\/%75/2) + cosin (\/%15/2))

A partikuldris megoldas: z,(t) := acos(3t) + bsin(3t), &,(t) = —3asin(3t) +
3bcos(3t), &,(t) = —9acos(3t) — 9bsin(3t) amibdl a 3asin(3t) — 3bcos(3t) =
3sin(3t) egyenlet adddik, és igy a = 1, b = 0 tehat x,(t) = cos(3t). A teljes
megoldas:

x(t) = e%t(cl cos (V/35t/2) + cosin (V35t/2)) + cos(3t).

16.122. Megoldas (Feladat) A homogén egyenlet megolddsa: x,(t) = cie™ '+
coe®. Rezonancia miatt a partikuldris megoldds: z,(t) := ate™, ,(t) =
(a —at)e™ és i,(t) = (—2a + at)e™", amibdl a —6ae™" = 2e~" egyenlet adé-
dik, és igy a = —1/3, tehdt x,(t) = te™"/3. A teljes megoldds:

1
z(t) = cre”" + cpe” — gte_t.

16.123. Megoldas (Feladat) A homogén egynenlet megolddsa: z(t) =
e (c1 cos(t) + cosin(t)). Rezonancia miatt a partikuldris megoldds: x,(t) :=
te "(acos(t) + bsin(t)), &,(t) = e *((a — at + bt) cos(t) + (b — at — bt) sin(t)
és Tp(t) = e7'((—2a + 2b — 2bt) cos(t) + (—2a — 2b + 2at) sin(t)), amibdl az
e t(2bcos(t) — 2asin(t)) = e ' cos(t) egyenlet adddik, és igy a =0, b =1/2
tehdt x,(t) = te 'sin(¢)/2. A teljes megoldas:

2(t) = e *(cy cos(t) + cosin(t)) + %te_t sin(t).

16.124. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A2 4+ 2\ + 2 = 0,
ebbdl \1o = —1 + i, és igy az dltaldnos megoldds: x(t) = e *(¢; cos(t) +
cosin(t)). A kezdetiérték-probléma megoldasahoz: (t) = e *((ca—cy) cos(t)—
(c1+co) sin(t)). Tehat a kovetkezd egyenletek adédnak: z(0) =2 = ¢, (0) =
1 =cy — ¢y, amibdl ¢; = 2 és ¢y = 3, és igy a megoldas:

z(t) = e "(cos(t) — Hsin(t)).

16.125. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A2 — 4\ + 2 = 0,
ebbél A1y = 2+ /2, és gy az éltalanos megoldds: z(t) = eVt 4
eVt A kezdetiérték-probléma megoldasadhoz:

B(t) = (24 V2)e VD! L (2 — V/2)cpe? V2
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Tehét a kovetkezs egyenletek adédnak: xz(0) = 0 = ¢ + ¢p, 2(0) = 1 =
(2 4+ v2)er 4 (2 = V2)co, amibél ¢; = 1/(2v/2) és c; = —1(2V/2), és igy a
megoldas:

1
o(t) = —— [ @Vt _ e(z_ﬁ)t).
) 2\/5(

16.126. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet: A\ — 2\ + 2 = 0,

ebbdl A\ o = 1£14, és {gy az altaldnos megoldds: z(t) = e'(c¢; cos(t)+ca sin(t)).

A kezdetiérték-probléma megolddsdhoz: z(t) = e ((¢; + ¢2) cos(t) + (co —

c1) sin(t)). Tehét a kovetkez6 egyenletek adédnak: z(m) = €™ = —e™¢y, @(7) =
0 = —c¢; — ¢g, amib8l ¢ = —1 és co = 1, és igy a megoldds: z(t) =

e'(— cos(t) + sin(t)).

16.127. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet (A+1)? = 0, igy a
homogén egyenlet megolddsa x,(t) = cre '+cote™". A probafiiggvény x,(t) :=
a, amibél a = 1. A kezdetiérték-probléma megolddsa x(0) = 5 = ¢; + 1 és
#(0) = 1 = —c1 + ¢, 1gy ¢1 = 4 és cg = b, vagyis a megoldas z(t) =
de~t + Ste b + 1.

16.128. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet (A+1)% = 0, {gy a
homogén egyenlet megolddsa x,(t) = cre '+cote™. A probafiiggvény x,(t) :=
at’e™t 4+ b, amibdl i, (t) = (2at — at?)e™", @,(t) = (2a — 4at + at?)e™t, és {gy
2aet + b = 1+ 14e7t, amibbl a = 7 és b = 1. A kezdetiérték-probléma
megolddsa x(0) =5 =c;+1és £(0) =1 = —c1 + ¢, gy ¢1 = 4 és ¢35 = 5,
vagyis a megoldds z(t) = 4e~! + Ste™ + Tt?e~t + 1.

16.129. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet A(A + 1) = 0,
fgy a homogén egyenlet megolddsa xp,(t) = ¢; + cpe™'. A konstans tagok
rezonanciaja miatt z,(t) = a + bt + ccos(t) + dsin(t), igy @,(t) = b —
csin(t) + dcos(t), #,(t) = —ccos(t) — dsin(t). Behelyettesitve a differen-
cidlegyenletbe tehat b + (d — ¢)cos(t) — (d + ¢)sin(t) = 3 + 2cos(t), ami-
b6l b =3, ¢ = —1, d = 1 és a € R tetszéleges (beolvaszthaté a c;-be),
legyen a := 0; z(t) = ¢ + cae™" + 3t — cos(t) + sin(t). A kezdetiérték-
problémamegoldasa: z(0) = 0 = ¢; + ¢ — 1, ©(0) = 0 = —cy + 4, amibdl
c1 = —3¢és cg =4, végil x(t) = =3+ 4e" + 3t — cos(t) + sin(t).

16.130. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet gyokei A; o = =€+
VE —1 = =€+ i\/1 — &2 Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be az n =
V1 — &2 jelolést, gy az altaldnos megolddst az x(t) = e *(cicos(nt) +
cosin(nt)) alakban frhatjuk fel; a derivaltja (t) = e~ ((—c1& +ncy) cos(nt) —
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(€ + e1m) sin(nt)). A kezdeti értékeket behelyettesitve kapjuk, hogy ¢; = 1
és co = £/, tehét a kezdetiérték-probléma megoldasa:

z(t) = e < cos(nt) + ésin(nt)).
n
Széls6értéke abban a ¢ > 0 pontban van, ahol &(t) = 0 és #(t) # 0. A derivélt
x(t) = —%sin(mf)e‘ft, ami a t, = %’r, k =0,1,2,... pontokban nulla, itt a

fiiggvényértékek x(ty) = (—1)]667%”]6, ugyanakkor Z(tx) = —x(tx) # 0, tehat
ezek a pontok valoban szélséértékek.

1.0

051

0.0

x(7)

-0.5

-1.0

16.1. abra. A megoldéas és szélsoértékei a & = 0.05 esetben

16.131. Megoldas (Feladat) A kapacitasra és az induktivitasra az ic(t) =
Cugp(t) és az ur(t) = Li}(t) egyenletek frhaték fel. A toltésmegmaradas
miatt az ¢ csomépontbdl kifolyd aramok Gsszege nulla:
uc(t) — u(t)
R
Mivel a kapacitéas és az induktivitas parhuzamosan kapcsolt ezért fesziiltségiik
megegyezik: uc(t) = Li} (t). Ezt a két egyenletet rendezve felirhatjuk, hogy

olt) = —uc(t) — Zin(t) + mu(t)

+ Culy () +ig(t) = 0.

i,(1) = Tucr)

[gy egy t(t) = Az(t) 4+ bu(t) alaki inhomogén differencidlegyenlet-rendszert
kaptunk. Az adatokat felhasznalva és az id6 mértékegységét ms-nak, az aram-
erOsség mértékegységét pedig mA-nek valasztva A és b a kovetkezo:

1= o) =)
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ezekkel a szamokkal az id0 mértékegysége ms az aramé mA. A homogén
egyenlet megoldasahoz az A matrix sajatértékei és sajatvektorai:

/\172 =—-1=x 32, 512 = <_11:(i): SZ) .

A homogén egyenlet megoldédsa tehat:

ucn(t) = 2Re <(01 +ice) (=1 + 3,L')]_06(—1+3i)t) _

= 2¢"(—(c1 + 3¢z) cos(3t) — (3c; — ¢y) sin(3t)),
izn(t) = 2Re ((c1 + ic2) 106 391) = 2067 (cy cos(3t) — o sin(3t)).
A partikularis megoldas meghatarozasdhoz az els6 esetben alkalmazzuk az
ucy(t) = Ust, irp(t) = Ig

konstans probafiiggvényeket. fgy a kovetkez6 egyenletrendszer adodik: 0 =
—2Ug—1I+2-10 és 0 = 10Uy, aminek a megoldasa: Uy = 0V és I, = 20 mA.
Figyelembe véve, hogy kezdetben a haldzat energiamentes, a kezdeti értékek:
uc(0) = ip(0) = 0 és igy 0 = ¢ + 3c2, 0 = 20¢; + 20, amibdl ¢ = —1 és
co = 1/3. A megoldas igy:

20
uc(t) = —e "sin(3t),
3
20
in(t) = —Ee’t(?) cos(3t) + sin(3t)) + 20.
Ha a forras fesziiltsége u(t) = 10 cos(2t), akkor a partikuldris megolddsokat
a kovetkez6 alakban keressiik
ucp(t) == acos(2t) + bsin(2t), ir,(t) = ccos(2t) + dsin(2t).
fgy az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
—2asin(2t) + 2bcos(2t) = (—2a — ¢) cos(2t) + (—2b — d) sin(2t) + 2 - 10 cos(2t),
—2c¢sin(2t) + 2d cos(2t) = 10a cos(2t) + 10bsin(2t).

A megfelel6 egyiitthatok Osszehasonlitasaval: —2a = —2b — d, 2b = —2a —
¢+ 20, —2c = 10b, 2d = 10a, aminek a megoldasa: a = 3.07692, b =
—4.61538, ¢ = 23.0769, d = 15.3846. A kezdetiérték-probléma megoldasa-
hoz: uc(0) = —2¢; + 6y + 3.07692 = 0, i,(0) = 20¢; + 23.0769 = 0, amibdl
¢y = —1.1539, ¢; = —0.8974. A megoldas igy:

uc(t) = e=*( — 3.0769 cos(3t) + 8.718 sin(3t)) + 3.0769 cos(2t) — 4.6154 sin(2¢)
ir(t) = e " ( —23.0769 cos(3t) — 17.9487sin(3t)) + 23.0769 cos(2t) + 15.3846 sin(2t).
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W ouc() [V] B i) [mA]

{ [ms]
16.2. abra. Az uc és iy grafikonja allandé fesziiltség esetén

W ou-(0H [V] W i (D) [IIlA]

30t
200
0

16.3. dbra. Az uc és i, grafikonja szinuszos fesziiltség esetén

16.132. Megoldas (Feladat) Annak a feltétele, hogy a megoldés ne oszcil-
laljon az, hogy a karakterisztikus polinom gyokei valésak (és nem pozitivak)
legyenek. A karakterisztikus egyenlet IA? +b\+k = 0, és gy a b> — 4Tk > 0
feltételt kapjuk, amib6l b > 2v/Tk.



16. FEJEZET. MAGASABBRENDU EGYENLETEK 111

16.2. Linearis peremérték-feladatok
16.133. Megoldas (Feladat) Az egyenlet altalanos megoldédsa
[0,7] &+ ¢ cos(x) + cosin(z) + 1.

A peremfeltételek miatt a c¢; egyilitthatonak egyszerre kellene teljesitenie a
c1+1=0,1—c; = 0 egymasnak ellentmondo feltételeket, tehat a peremérték-
feladatnak nincs megoldasa.

16.134. Megoldas (Feladat) Az egyenlet altaldnos megolddsa
[0,7] 3 2 — ¢ cos(z) + cosin(x) + 2z — .

A peremfeltételek az egyiitthatékra nézve a c;—m = 0, —c;+m = 0 feltételeket
jelentik, a peremérték-feladatnak tehat a [0, 7] 3 x — mwcos(x) + ¢y sin(x) +
2z — 7 fiiggvény tetszoleges ¢y € R allandé mellett megoldéasa.

16.135. Megoldas (Feladat) Az egyenlet altaldnos megoldasa

[0,7] 5 x > ¢ cos(2z) + cosin(2x) + c3e”.
A peremfeltételek az egyiitthatékra nézve a ¢; + ¢3 = 1+ ™2, —¢; + c3e™ =
1+e™2, ¢4 c3e™ = 2e™ +e™/? — 1 feltételeket jelentik, ennek az egyenletrend-
szernek a megoldasa ¢; = €™2—1, ¢, = tetszOleges, c5 = 2 1évén a peremérték-
feladat megolddsai tehat a [0,7] 2  +— (™2 — 1) cos(2x) + ¢y sin(2x) + 2€”
fiiggvények, tetszoleges co € R allandd mellett.

16.136. Megoldas (Feladat) Az egyenlet altalanos megoldédsa

[0,7] 3 x +— ¢ cos(2z) + cosin(2x) + c3e”.
A peremfeltételek az egyiitthatékra nézve a ¢; + ¢3 = 0, —c¢; + cze™? =
0, —2cy + c3e™? = 0 feltételeket jelentik. Ennek az egyenletrendszernek az
egyiitthatémétrixa nem szinguldris, hiszen determindnsa 2(e™?2+1) # 0, ezért
egyetlen megoldasa ¢; = ¢ = c3 = 0, tehat a peremérték-feladat egyetlen
megoldéasa a nulla fiiggvény.

16.137. Megoldas (Feladat) A differencidlegyenlet Euler-féle, az Y (x) :=
y(e”) képlettel értelmezett fliggvény bevezetésével megkaphatjuk az egyenlet
altalanos megoldasat

[0,7] 5 x > ¢ cos(2z) + cosin(2x) + c3e”.
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A peremfeltételek az egyiitthatékra nézve a ¢y +cs = ™% +1, —¢; + c3e™? =
e™2 41, c;+cge™ = /2 —1 feltételeket jelentik. Szorozzuk meg az elsé egyen-
letet az €™/2, a masodikat az e™/? — 1 szammal, majd az eredményeket adjuk
Ossze: ¢ + cge™ = 2e™ 4+ e™/?2 — 1. Az eredményiil kapott egyenlet jobb olda-
lan nem ugyanaz a szam all, mint a harmadik egyenlet jobb oldalan, igy az
egyenletrendszernek, s vele egyiitt a peremérték-feladatnak nincs megoldasa.

16.138. Megoldas (Feladat) A differencidlegyenlet Euler-féle, az Y (x) :=
y(e”) képlettel értelmezett fiiggvény bevezetésével megkaphatjuk a jobb fél-
egyenesen értelmezett R 3 x +— ¢; /2% + cox3. teljes megolddsdt. A perem-
feltételek felhaszndlasdval kapjuk, hogy ¢ + ¢y = 2,9 + 8¢y = ?:1—3, ahonnan
c1 = ¢3 = 1, tehat a peremérték-feladat megolddsa [1,2] 5 = — # + 23

16.139. Megoldas (Feladat) A differencidlegyenlet Euler-féle, az Y (z) :=
y(e”) képlettel értelmezett fiiggvény bevezetésével megkaphatjuk a pozitiv
szamokon értelmezett R 3 2 — &% + cp2° teljes megoldést, Z(z) := y(—e”)
bevezetésével pedig a R™ 3 x +— ¢ /2% + co2® teljes megolddst. A ¢; = 0
valasztassal barmelyikbdl olyan megoldast kapunk, amely kiterjesztheto az
egész szamegyenesre. Ha co = 2, akkor az elso feltétel is teljesiil.

A feladatban szereplé masodik feltételt szokas — helyteleniil — ugy fogal-
mazni, hogy a megoldas a nulla pontban korlatos.

Mivel egyenletiink implicit, nem nyilvanvald, hogy létezik masik megol-
désa a peremérték-feladatnak, mint a R > x — 223 fiiggvény.

16.140. Megoldas (Feladat) Az egyenlet dltaldnos megolddsa a jobb fél-
egyenesen RT > z +— ¢ /22 +coa®. A peremfeltételek felhaszndlasaval kapjuk,
hogy 3(c1 +¢2) +5(—2¢1 +3¢2) = —=Tcy +18co = 7, 2(¢1 /44 8c2) +4(—c1 /4 +
12¢5) = 6, ahonnan ¢; = —340/439, ¢ = 77/878, tehat a peremérték-
feladat megolddsa [1,2] 2 x — —340/(4392?%) 4 7723 /878.



17. fejezet

Laplace-transzfomacio

17.141. Megoldas (Feladat) Az X := Lz Laplace-transzformaciét elvégez-
ve: sX(s) — z(0) = X(s), amibél X (s) = =2, és fgy z(t) = 3¢’
17.142. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzforméciét elvégezve: 2s X (s)—
1 — X(s) =0, amibdl

1 11 iy

X(s) = =- —  z(t) = ze2".
S s P o) =3¢

17.143. Megoldds (Feladat) A Laplace-transzformdciot elvégezve: s2X (s)—
sz(0) — (0) = —X(s), amibdl

X(s) = —  x(t) = —2sin(t).

17.144. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzforméciot elvégezve: 25X (s)—
2+ X(s) = 5, amibdl

X(s) = ! 2 R S

S =

(s —2)(2s ) 2s+1 s—2 2s4+1 2s+1
11 41 1, 4
_ - = N £ = St 4 T3t
55—2  5sil ) =5 t5°

17.145. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzfoméciot elvégezve az s X (s)—
1 =3X(s) —2Y(s) és az sY(s) — 1 = 2X(s) + 5Y(s) egyenleteket kapjuk,

amit rendezve:
| (520

113
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ebbdl a matrix invertdlasaval:

o) = msrm (2 2 ()

s—17 s—4 3 V3
X(s) = (s—42+3 (s—42+3 B(s—4?2+3
Y(s) = s—1 s—4 3 V3

G_4213 (5-4213 V3(s_4213
ebbdl inverz Laplace-transzfomaciéval:

() = e (cos(V/3t) — V3sin(v3t)),

y(t) = e4t(cos(\/§t) + \/gsin(\/gt)).

17.146. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzfomaciét elvégezve kapjuk,

hogy
sX(s) —4=3X(s), sY(s) —2=X(s)+3Y(s),

amit rendezve:
| (5 )G - ()

ebbdl a matrix invertilasival:

Bio) e (12 5) ()

X(s):S_3, Y(s) = +

fgy tehdt z(t) = 4e3 és y(t) = 2e3 + 4te.

17.147. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzfomdciét elvégezve kapjuk,
hogy s X (s)—4 = 3X(s)+Y(s), és sY(s)—2 = —X(s)+ Y (s), amit rendezve:

() 6E)- ()

ebbdl a matrix invertilasival:

X(s)\ _ 1 s—1 1 4
Y(s)) s2—4s+4\ -1 s—-3/\2)’
1s—2 4 6 2510 2 —6

X(s) = = Y(s) = =
R o | AR Rl p G P R FEDIER
fgy tehéat z(t) = 4e* + 6te® és y(t) = 2e* — 6te*.




17. FEJEZET. LAPLACE-TRANSZFOMACIO 115

17.148. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzfomdciét elvégezve kapjuk,
hogy sX(s) —1 = X(s) 4+ 3Y(s) és sY(s) = —X(s) + 5Y(s), amit rendezve:

(2260 6)

ebbdl a matrix invertalasdval:

o) = (57 .20 ()

s—1/\0
5—95 3 : -1 :
X — —_ 2 2 Y _ 2
(s) (s—=2)(s—4) s—2 s—4’ (s) (s —2)(s—4) s—2's-4
fgy tehdt z(t) = 3¢ — e és y(t) = se* — Le'.

17.149. Megoldas (Feladat) A transzformécié utan: sX(s) — 1+ X(s)
ﬁ, vagyis

X2 2D 2 1

—  a(t) =t
(s+1)3 (1+S)3+1+s z(t) ¢ T

+ 8, sY(s) —4=—4X(s) + Y(s) — £, amibdl

(G0) = = (52 (52),

17.150. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzformdciot elvégezve: sX (s)+
2=X(s)—=Y(s)

s—1 45212
ebbdl pedig
252 4+4s+6 -2
X(s)= 2T TD T2 () = -2
(s) s(s2—2s—3) s z(t) ’
452 + —8s—12 4
Y(s) = s(s2—2s—3) s -yt =4

17.151. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzfomaciot elvégezve kapjuk,
hogy sX(s) —1=4Y(s) + £ és sY(s) = X(s) + -5, amit rendezve:

s —4) (X(s)) _ (t+1
-1 s Y(s)) &% )’
ebbdl a matrix invertalasdval:

)= == G (5)
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X()—8+1—|— 4 B sS4+ s2+4 B 1+ 1

8_52—4 82(82—4)_82(8—2)($+2)_ s2 s—2
s+2 1 1 1

Y(s) = = =——+

s(s2—4)  s(s—2) 2s  2(s—2)
fgy tehdt z(t) = e* —t és y(t) = 1(e* — 1).

17.152. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzforméciot elvégezve: sX(s) =
—5Y (s) — 10/s, és sY (s) = X(s) — 2Y (s), amibdl

X(s)\ _ 1 s+2 =5\ (—10/s\ _ _s(slgj—gszJESJ)
Y(s))  s(s+2)+5\ 1 s 0 e )

X(s) = —10—_+2 4, 452 4,4 (s+1)-3-2
S) = — _—_— = —— _— e ——
s(s? 4 2s +5) s (s+1)2+22 s (s+1)2+22 °
—10 2 25 +4 2 2-(s+1)+1-2
yis)=———0 2, 244 2 2 (s+])

s(s?+2s+5) s (s+1)2+22 s (s+1)2+ 22

Az inverz transzformaltak: z(t) = e *(4cos(2t) — 3sin(2t)) — 4, y(t) =
e~ (2 cos(2t) + sin(2t)) — 2.

17.153. Megoldas (Feladat) A Laplace-transzformdciot elvégezve: s2X (s)—
55 —1+2sX(s) — 10+ X(s) = 1, amibdl

b+ 1ls+1 1 4 5

X(s) s(s+1)2 §+s+1+(3+1)2

—  z(t) = 1+4e " +5te .

17.154. Megoldas (Feladat) A mésodik egyenletbél = = ¢+ y, ugyanennek
az egyenletnek a derivalasaval kapjuk, hogy j =&t —y =2 +3y+8 —y =
y+y+3y+8—y, amibdl végiil az j—4y = 8 inhomogén méasodrendii egyenletet
kapjuk az y(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti értékekkel. A Laplace-transzfoméaciot
elvégezve: s?Y (s) —4Y (s) = £, amibdl

8 8 —2 1 1

V) = = T 569619 s Ts-2 512

fgy a megoldds y(t) = e + e 2 — 2 és x(t) = g(t) + y(t) = 3e* — e~ 2 — 2

17.155. Megoldas (Feladat) Az elsé egyenletet derivalva & = 7@ — 9y +
16t = 7@ — 9(92 — 11y) + 16¢. Szintén az elsé egyenletbdl y = & (T — &+ 8t?),
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amit befrva az el6bb kapott egyenletbe & = 7@ — 81z + 11(7z — & + 8t%) + 16,
végiil tehat

i(t) + 4a(t) + 4z = 88t* + 16t, x(0) = 0,4(0) = 0.
Laplace-transzfroméci6 utdn s2X (s) + 45X (s) + 4X(s) = L2 + 13, vagyis

16 176 44 40 29 18 29
X(s): s +

s3(s + 2)? _E_S_Q—FS (s+2)2 542

amibdl kapjuk, hogy z(t) = —29e~2" — 18te™2 + 22t? — 40t + 29, és y(t) =
—27e72 — 18te2 + 18t% — 36t + 27.



18. fejezet

A stabilitas elmélet elemei

18.1. Linearis rendszerek

18.156. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: Ay =1 és Ay = 5, ezért
az egyensulyi pont instabil csomo; a sajatérékekhez tartozé sajatvektorok:
v = (—1,1) és vy = (1, 3). A teljes fazissik az instabil altérhez tartozik, azaz
E, és E. nulla dimenzids, és £, = R? (18.1. 4bra).

18.157. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: A\; = —1 és Ay = 3,
ezért az egyensulyi pont nyereg. A matrix sajatvektorai: v; = (1,2) és
vy = (1,—2), ezért az invaridns alterek: E; = span{v,}, FE, = span{vs}
(18.2. 4bra).

18.158. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: A\; = —3 és Ay = 3,
ezért az egyensilyi pont nyereg. A maétrix sajatvektorai: v; = (4,—1) és
vy = (2,1), ezért az invaridns alterek: Es = span{v,}, E, = span{vs} (18.3.
abra).

18.159. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: Ao = 2 £ 4, ezért az
egyensulyi pont instabil fokusz. A teljes fazissik az instabil altérhez tartozik,
azaz E, és E, nulla dimenziés, és F, = R? (18.4. abra).

18.160. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: Ao = —1 £ 31, ezért
az egyensulyi pont stabil fokusz. fazissik a stabil altérhez tartozik, azaz F,
és E, nulla dimenzids, és F, = R? (18.5. dbra).

18.161. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: Ao = 21, ezért az

egyensulyi pont centrum. A teljes fazissik a centrélis altérhez tartozik, azaz
E, és E, nulla dimenzids, és £, = R? (18.6. 4bra).

118
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18.1. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

18.162. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: A\; o = 3, ezért az egyen-
silyi pont instabil elfajult csomé. A métrix a sajatvektora: vy = (1,1). A
teljes fazissik az instabil altérhez tartozik, azaz E és E. nulla dimenzids, és
E, =R? (18.7. 4bra).

18.163. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: Ao = —1, ezért az
egyenstlyi pont stabil elfajult csomé. A métrix a sajatvektora: vy = (1,1).
A teljes fazissik a stabil altérhez tartozik, azaz F, és E. nulla dimenzids, és
E, =R? (18.8. 4bra).

18.164. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékei: A\ = —1, Ao = 1 és
A3 = 2, az ezekhez tartoz6 sajatvektorai: vy = (1,—3,—=5), v = (1,1,1) és
vy = (1,0, 1). Ezért az invaridns alterek: Ey = span{v,}, E, = span{vs, vs}
(18.9. 4bra).

18.165. Megoldas (Feladat) A mdtrix sajatértékei: A\ = —1, Ao = 0, és
A3 = 2, az ezekhez tartozé sajatvektorai: v; = (0,—1,2), vy = (1,0,1), és
vy = (3,—2,1). Ezért az invarians alterek: E, = span{v,}, E, = span{vs)}
és E. = span{vs} (18.10. dbra).
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18.2. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

18.166. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékei: A\; = 2, és Ag3 = 3 £1.
Mivel minden sajatérték valos része pozitiv, azért E és E. nulla dimenzids,
fgy nincs sziikség a sajdtvektorokra, F, = R3 (18.11. 4bra).

18.167. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékei: \y = 1, A\y3 = %1, az
ezekhez tartozé sajatvektorai: vy = (0,2,1), va3 = (2,2,—1 £4). Ezért az
invaridns alterek: F, = span{v,}, F. = span{Re(vz),Im(vy)} (18.12. &bra).

18.168. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: Ao = —1, és A3 = 3,
az ezekhez tartozé sajétvektorai: vy = (0,2,1), vy = (—2,0,1) és vy =
(—=1,1,3). Ezért az invaridns alterek: Fg = span{vy, vy}, E, = span{vs}
(18.13. abra).

18.169. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékei: ;o = 0 és A3 = 3, az
ezekhez tartozé sajatvektorai: vy = (1,—2,1), vs = (4,4,1). A 0 kétszeres
sajatértékhez csak egydimenzids sajataltér tartozik, ezért sziikség van egy
altalanositott sajatvektorra, melyre Av, = 0-v1+wvy fennall. Az vy sajatvektor
ismeretében vy = (2,—3, 1), e két vektor fesziti ki a 0 sajatértékhez tartozd
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18.3. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

centralis alteret. [gy az invaridns alterek: E, = span{vy, vo}, E, = span{vs}
(18.14. &bra).

18.170. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékei: Ay = 0, Aoz = 1, az
ezekhez tartozo sajatvektorai: v; = (1,3, —1), vo = (1,0,1), v3 = (0,1, —1).
Ezért az invaridns alterck: FE, = span{ve,vs}, E. = span{v;} (18.14. dbra).

18.171. Megoldas (Feladat) Alkalmazzuk a 7.1. diagrammot. tr(A) =
p, det(A) = 1+ p. Ezért tr*(A) —4det(A) = p> —4p —4 = (p — 2)* — 8.
A 7.4. Allitas alapjan a kovetkezOket kapjuk.

Ha p < —1, akkor nyereg. Ha p = —1, akkor végtelen sok egyensulyi pont
van, mivel det(A) = 1+p =0. Ha —1 < p < 2 —+/8, akkor stabil csomo.
Ha 2 — v/8 < p < 0, akkor stabil fékusz. Ha p = 0, akkor centrum. Ha

O<p<2+ \/g, akkor instabil fékusz. Ha 2 + /8 < p, akkor instabil csomé.

18.172. Megoldas (Feladat) Alkalmazzuk a 7.1. diagrammot. tr(A) =1+
p, det(A) = 14+p. Ezért tr*(A)—4det(A) = (14+p)*—4(1+p) = (1+p)(p—3).
A 7.4, Allitas alapjan a kovetkezoket kapjuk.
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18.4. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

Ha p < —1, akkor nyereg. Ha p = —1, akkor végtelen sok egyensulyi pont
van, mivel det(4) = 1+ p = 0. Ha —1 < p < 3, akkor instabil fékusz. Ha
3 < p, akkor instabil csomé.

18.173. Megoldas (Feladat) Alkalmazzuk a 7.1. diagrammot. tr(A) =
V3cos(a), det(A) = v/3sin(a). Ezért tr’(A) — 4det(A) = 3cos?(a) —
4y/3sin(ar). Az o értékét véltoztatva a (tr(A),det(A)) pont a (tr,det) pa-
ramétersikon egy /3 sugari kort fut be. Ennek két metszéspontja van a
tr2(A) — 4det(A) = 0 paraboldval, a metszéspontokban jelolje o értékét ay
és T—ay. Az ay értékét a 3 cos® oy —4v/3sin ay, azaz 3 sin?(ay ) +4v/3 sin(ay) —
3 = 0 egyenlet hatdarozza meg. A 7.1. diagrammot alkalmazva a kovetkezdt
kapjuk.

Ha 0 < a < a4, akkor instabil csomé. Ha oy < o < m/2, akkor instabil
fokusz. Ha o = m/2, akkor centrum. Ha 7/2 < a < m — a4, akkor stabil
fokusz. Ha m — a; < a < m, akkor stabil csomé. Ha m < a < 27, akkor
nyereg. Ha o = 7, a = 2, illetve a = 0, akkor végtelen sok egyensilyi pont

van, mivel det(A) = v/3sin(a) = 0.
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18.5. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

18.174. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékeit meghatdrozé karakte-
risztikus egyenlet A> —\+p = 0. A p paraméter értékét valtoztatva a gyokok
valds részének eljele kétféleképpen valtozhat: vagy a nullan vagy a képzetes
tengelyen haladhat at a gyok. Az egyenletnek semmilyen valds p esetén nem
lehet tiszta képzetes megoldasa, ugyanis a A = 1w helyettesitéssel p-re nem
valés értéket kapunk: p = iw(1 + w?). [gy csak a nullan haladhat &t a gyok.
A X helyére nullat helyettesitve p = 0, tehdt ez az egyetlen olyan érték, ami-
kor a gyokok valés részének eldjele valtozhat. A X +— A3 — X\ + p fiiggvény
grafikonjat abrazolva valds A\ értékekre, lathatjuk, hogy kis pozitiv p esetén
egy pozitiv és két negativ valés gyok van, mig kis negativ p esetén két pozitiv
és egy negativ valés gyok van. Mivel a gyokok valds részének eléjele, azaz az
invarians alterek dimenziéja csak p = 0 esetén valtozhat, azért p < 0 esetén
dim(E,) = 2, dim(E,) = 1. Ha p = 0, akkor dim(E;) = 1, dim(E,) = 1 és
dim(E,) = 1. Végiil, ha p > 0, akkor dim(E;) = 1, dim(E,) = 2.

18.175. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékeit meghatarozé karakte-
risztikus egyenlet A3 — A2(p+1)+ A(p+1) —1 = 0. Vegyiik észre, hogy ennek
A = 1 megolddsa, igy a karakterisztikus egyenlet (A — 1)(A\* — pA + 1) = 0.
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18.6. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

Koénnyen lathatd, hogy a mésodfoku tag gyokei valds részének eldjele meg-
egyezik p eléjelével. Ezért az invarians alterek dimenzidja csak p = 0 esetén
véltozhat. Ha p < 0, akkor dim(FE,) = 2, dim(F,) = 1. Ha p = 0, akkor
dim(E,) =1 és dim(E.) = 2. Végiil, ha p > 0, akkor dim(E,) = 3.

18.176. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékeit meghatarozé karakte-
risztikus egyenlet \*> — A2(p + ¢+ 1) + A(p — ¢ — pgl) — pg = 0. Ve-
gyiik észre, hogy ennek A = p megoldasa, igy a karakterisztikus egyenlet
A =p)(A2 = (¢g+ )X — q) = 0. A mésodfoki egyenlet megoldé képletét
alkalmazva lathatd, hogy a masodfoku tag gyockeinek valds része a kovetke-
zOképpen fiigg g értékétol. Ha g pozitiv, akkor egy pozitiv és egy negativ
valés gyok van. Ha —1 < ¢ < 0, akkor két pozitiv valds részii gyok van. Ha
q = —1, akkor két nulla valds részii gyok van. Ha pedig ¢ < —1, akkor két
negativ valds részii gyok van. A (p, q) paramétersikot tehdt ap =0, ¢ = 0 és
q = —1 egyenes hat tartomanyra bontja a sajatértékek valds részének eldjele
szerint, melyekben az invaridns alterek dimenzidja a kovetkezéképpen alakul.

Ha p > 0 és ¢ > 0, akkor dim(FE;) = 1, dim(E,) = 2. Ha p > 0 és
q = 0, akkor dim(E,) = 2, dim(E.) = 1. Hap > 0és —1 < g < 0, akkor
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18.7. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

dim(£,) = 3. Hap > 0 és ¢ = —1, akkor dim(£,) = 1, dim(E.) = 2. Ha
p>0ésq < —1, akkor dim(E;) = 2, dim(E,) = 1. Hap = 0, akkor az esetek
a fentihez hasonléak, csak F, dimenziéja minden esetben eggyel kevesebb, E.
dimenzidja pedig eggyel tobb. Ha pedig p < 0, akkor E, dimenziéja minden
esetben eggyel kevesebb, F, dimenziéja pedig eggyel tobb.

18.177. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: A\ = —1, g =1, A\34 =
+i, az ezekhez tartoz6 sajatvektorai: v; = (3,-3,1,—1), vy = (3,3,1,1),

és vs4 = (1,44,1,44). Ezért az invaridns alterek: E; = span{v,}, F, =

span{vqs}, E. = span{Re(vs), Im(vs)}.

18.178. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: \jo = —1£i A\34 = 1+
i, az ezekhez tartozo sajatvektorai: vy o = (—1F14,2, =144, F2i), vy = (1+
i,£2i, —14i, —2). Ezért az invarians alterek: Ey = span{Re(v1),Im(v,)}, E, =
span{Re(v3), Im(vs3)}.

18.179. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: A\; = —2, Ao =2, A\34 =
+2i, az ezekhez tartozé sajatvektorai: vy = (—2,4,3,—6), vy = (2,4,3,6),
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18.8. dbra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

és vy = (F2i,4,1,£2i). Ezért az invaridns alterek: E, = span{v,}, E, =
span{vy }, E. = span{Re(vs), Im(v3)}.

18.180. Megoldas (Feladat) A métrix sajatértékei: A\; = =2, Ag = —1, A3 =
1, Ay = 2, az ezekhez tartozd sajatvektorai: v; = (—1,2,-2,4), vy =
(—=1,1,-5,5), v = (1,1,1,1) és vy = (1,2,2,4). Ezért az invarians alterek:
E, = span{vy, v}, E, = span{vs, v,}.

18.181. Megoldas (Feladat) A matrix sajatértékei: A\; =0, Ay =1, A3y =

+1, az ezekhez tartozo sajatvektorai: vy = (1,0, —1,0), vy = (1,1,—1, —1), v34 =
(5, £5i, —4 + 3i, —3 F 4i). Ezért az invarians alterek: F, = span{v,}, E. =
span{vy, Re(vs), Im(vs) }.

18.182. Megoldas (Feladat) Az egyenlet nulla megolddsa pontosan akkor
aszimptotikusan stabilis, ha a A3 + A2 + X\ + 2 = 0 karakterisztikus egyen-
let minden gyokének valds része negativ. A Routh-Hurwitz-kritérium (7.5.
Tétel) szerint ez akkor all fenn a A3 + agA? + a1\ + ap = 0 egyenletre, ha
as > 0, ajas —ag > 0 és ag > 0. Esetiinkben aja, — ap = —1, igy a nulla
megoldas instabilis.
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18.10. abra. A rendszer fazisképe, az egydimenzics stabilis és instabilis alterek
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18.11. abra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek
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18.12. abra. A rendszer fazisképe, az egydimenzics stabilis és instabilis alterek
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18.14. abra. A rendszer fazisképe, az egydimenzicos stabilis és instabilis alterek
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18.15. abra. A rendszer fazisképe, az egydimenzios stabilis és instabilis alterek

18.183. Megoldas (Feladat) Az egyenlet nulla megolddsa pontosan akkor
aszimptotikusan stabilis, ha a A? + 22 + 2\ + 3 = 0 karakterisztikus egyen-
let minden gyokének valds része negativ. A Routh-Hurwitz-kritérium (7.5.
Tétel) szerint ez akkor &ll fenn a A\* + asA? + a1\ + ag = 0 egyenletre, ha
as >0, ajas —ag > 0 és ag > 0. Esetiinkben as =2 >0, ajao —ag=1>0
és ag = 3 > 0, igy a nulla megoldas aszimptotikusan stabilis.

18.184. Megoldas (Feladat) Az egyenlet nulla megolddsa pontosan akkor
aszimptotikusan stabilis, ha a A* + 2X3 4+ 4)\2 + 3\ + 2 = 0 karakterisztikus
egyenlet minden gyokének valds része negativ. A Routh-Hurwitz-kritérium
(7.5. Tétel) szerint ez akkor all fenn a A* + azA3 + as\? + a1\ + ag = 0
egyenletre, ha az > 0, azay — a; > 0, az(asa; — apaz) — a? > 0 és ag > 0.
Esetiinkben az = 2 > 0, azas — a; = 5 > 0, az(asa; — agaz) —a? =7 > 0 és
ap = 2 > 0, igy a nulla megoldas aszimptotikusan stabilis.

18.185. Megoldas (Feladat) Az egyenlet nulla megolddsa pontosan akkor
aszimptotikusan stabilis, ha a A* + 2X3 4+ 3)\2 + 7\ + 2 = 0 karakterisztikus
egyenlet minden gyokének valds része negativ. A Routh-Hurwitz-kritérium
(7.5. Tétel) szerint ez akkor all fenn a A + azgA® + asA? + a1\ + ap = 0
egyenletre, ha az > 0, azay — a; > 0, az(aza; — agaz) — a? > 0 és ag > 0.
Esetiinkben agzas — a; = —1, igy a nulla megoldés instabilis.
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18.186. Megoldas (Feladat) Az egyenlet nulla megolddsa pontosan akkor
aszimptotikusan stabilis, ha a A* + aA? + b\ + 2 = 0 karakterisztikus egyen-
let minden gyokének valds része negativ. A Routh-Hurwitz-kritérium (7.5.
Tétel) szerint ez akkor all fenn a A3 + agA? + a1\ + ag = 0 egyenletre, ha
as > 0, ajas —ag > 0 és ag > 0. Esetiinkben ay = a, ajas — ag = ab — 2 és
ap = 2 > 0, igy a nulla megoldas pontosan akkor aszimptotikusan stabilis,
ha a > 0 és ab > 2.

18.187. Megoldas (Feladat) Az egyenlet nulla megolddsa pontosan akkor
aszimptotikusan stabilis, ha a A* + 2X\3 + 3\ 4 2\ + a = 0 karakterisztikus
egyenlet minden gyokének valos része negativ. A Routh-Hurwitz-kritérium
(7.5. Tétel) szerint ez akkor all fenn a A* + azgA® + axA? + a1\ + ap = 0
egyenletre, ha as > 0, azay — a; > 0, az(aza; — agaz) — a2 > 0 és ag > 0.
Esetiinkben a3 = 2 > 0, azay — a; = 4 > 0, az(aza; — apaz) — a? = 8 — 4a
és ag = a, 1igy a nulla megoldas pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha
0<a<?2.



19. fejezet

Nemlinearis rendszerek

19.1. Lokalis vizsgalat az egyensiilyi pontok ko-
riil

19.188. Megoldas (Feladat) A rendszer Jacobi matrixa az origéban

-1 1
()
tr(J) = —4, det(J) = 1, tr2(J) — 4det(J) = 12. Igy a 8.4. Tétel szerint
és a 7.1. diagrammot alkalmazva, az egyensilyi pont stabilis csomé (19.1.

abra).

19.189. Megoldas (Feladat) A rendszer Jacobi matrixa az origéban

-2 0
J= (_1 3) |
tr(J) = 1, det(J) = —6, tr2(J) — 4det(J) = 25. Igy a 8.4. Tétel szerint és
a 7.1. diagrammot alkalmazva, az egyensilyi pont nyereg (19.2. abra).

19.190. Megoldas (Feladat) A rendszer Jacobi matrixa az origéban

1 2
J= (2 _2) |
tr(J) = —1, det(J) = —6, tr2(J) — 4det(J) = 25. Igy a 8.4. Tétel szerint és
a 7.1. diagrammot alkalmazva, az egyenstlyi pont nyereg (19.3. dbra).

132
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19.3. abra. A fazistér az origd kornyezetében

19.191. Megoldas (Feladat) A rendszer Jacobi matrixa az origéban

-3 4
~(3)
tr(J) = —1, det(J) = 6, tr2(J) — 4det(J) = —23. Igy a 8.4. Tétel szerint

és a 7.1. diagrammot alkalmazva, az egyensulyi pont stabilis fékusz (19.4.
abra).

19.192. Megoldas (Feladat) Az egyenstilyi pontok (k7,0) minden k € Z
esetén. A rendszer Jacobi matrixa

/= (—C(?s(m) —13)

tr(J) = —3, det(J) = cos(z). Igy a 8.4. Tétel szerint és a 7.1. diagrammot
alkalmazva, paros k esetén az egyensilyi pont stabilis csomd, paratlan k
esetén pedig nyereg (19.5. dbra).

19.193. Megoldas (Feladat) Az els egyenlet alapjan az egyensilyi pontok
masodik koordinataja +1, majd a masodik egyenletbdl az elsé koordindta is
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19.4. abra. A fazistér az origd kornyezetében
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19.5. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

+1 az els6tél fiiggetleniil. Igy az egyensiilyi pontok: (1,1), (1,—1), (=1,1), (=1, —1).
A rendszer Jacobi matrixa

_ (0 2y
S = (Zx 2y> ’
ezért tr(J) = 2y, det(J) = —4dxy, tr*(J) — 4ddet(J) = 4y(y + 4x). Az (1,1)

és (—1, —1) pontban det(J) < 0, igy ezek nyeregpontok. Az (1, —1) pontban
tr(J) <0, det(J) > 0 és tr?(J) —4det(J) < 0, ezért ez stabilis fokusz. Végiil
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a (—1,1) pontban tr(J) > 0, det(J) > 0 és tr*(J) — 4det(J) < 0, ezért ez
instabilis fékusz (19.6. 4bra).

W
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19.6. abra. A fazistér és az egyensilyi pontok

19.194. Megoldas (Feladat) Az mésodik egyenletbdl y = 12/x. Ezt behe-
lyettesitve az elsd egyenletbe * — 2522 + 122 = 0, melybdl x = +3 vagy
x = +4. A megfelel§ y értéket az y = 12/x képlet adja. fgy az egyensulyi
pontok: (3,4), (—3,—4), (4,3), (—4,—3). A rendszer Jacobi matrixa

J— <2x 2y> ’
y x
ezért tr(J) = 3z, det(J) = 2(2* — y?), tr?(J) — 4det(J) = 2* + 8y* > 0.
A (3,4) és (—3,—4) pontban det(J) < 0, igy ezek nyeregpontok. A (4,3)
pontban tr(J) > 0, det(J) > 0 és tr?(J) — 4det(J) > 0, ezért ez instabilis
csomd. Végiil a (—4, —3) pontban tr(J) < 0, det(J) > 0 és tr?(J)—4 det(J) >
0, ezért ez stabilis csomé (19.7. dbra).

19.195. Megoldas (F elada@) Az els6 egyenletbol y = 0, majd a masodikbdl
x =0, x =1vagy x = —1. Igy az egyenstilyi pontok: (0,0), (1,0), (—1,0).
A rendszer Jacobi matrixa

0 —1
J_<3x2—1—|—y :17)’



19. FEJEZET. NEMLINEARIS RENDSZEREK 137

/\j/
\)/%

N =
N =
ip=

19.7. abra. A fazistér és az egyensilyi pontok

ezért tr(J) = z, det(J) = 32? — 1 +y, tr*(J) — 4det(J) = 4 — 1122 — 4y.
A (0,0) pontban det(J) < 0, igy ez nyeregpont. Az (1,0) pontban tr(J) >
0, det(J) > 0 és tr?(J) — 4det(J) < 0, ezért ez instabilis fékusz. Végiil a
(—1,0) pontban tr(J) < 0, det(J) > 0 és tr*(J) — 4det(J) < 0, ezért ez
stabilis fokusz (19.8. dbra).

19.196. Megoldas (Feladat) Az egyensilyi pontokra vonatkozé két egyen-
letet kivonva egymésbdl 2y — 4z = 0, azaz y = 2x. Ezt az elsé egyenletbe
helyettesitve z —2? = 0, melybdl z = 0 vagy = = 1. fgy az egyensulyi pontok:
(0,0) és (1,2). A rendszer Jacobi métrixa

2z -1 1
J:(3—2x —J’

ﬂ&@z(}lfJ.

Ezért tr(J(0,0)) = —2, det(J(0,0)) = —2, igy a (0,0) pont nyereg. Az (1,2)
pontban

mely a (0,0) pontban
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RO
-2 -1 0 1 2
x(1)

19.8. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

Ezért tr(J(1,2)) = —4, det(J(1,2)) = 2, tr*(J(1,2)) — 4det(J(1,2)) > 0,
igy az (1,2) pont stabilis csomé (19.9. dbra).

19.197. Megoldas (Feladat) Az egyensilyi pontokra vonatkozo elsé egyen-
letbol x = 1 vagy y = 1. Igy a masodik egyenletet felhasznalva az egyensulyi
pontok: (2,1) és (1,2). A rendszer Jacobi métrixa

J:(y—l x—l)’
Y x

7(2,1) = ((1) é) |

Ezért tr(J(2,1)) = 2, det(J(2,1)) = —2, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva,
a (2,1) pont nyereg. Az (1,2) pontban

J(1,2) = (; ‘1)) |

Ezért tr(J(1,2)) = 2, det(J(1,2)) =1, tr*(J(1,2)) —4 det(J(1,2)) = 0, igy a
a 7.1. diagrammot alkalmazva, az (1,2) pont instabilis csomé (19.10. dbra).

mely a (2,1) pontban
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19.10. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

19.198. Megoldas (Feladat) Az egyensiilyi pontokra vonatkozo els6 egyen-
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lethél y = 0, igy az egyenstlyi pontok (k7,0) minden k € Z esetén. A
rendszer Jacobi matrixa

1= () ot 1)

mely a (km,0) pontokban
A 1
C\EDE (DR

Péros k esetén det(J) = —1 < 0, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva, az
egyenstlyi pont nyereg. Pératlan k esetén tr(J) = —1, det(J) = 1, tr*(J) —
4det(J) < 0, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva, az egyenstlyi pont stabilis
fokusz (19.11. dbra).
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19.11. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

19.199. Megoldas (Feladat) Az egyensilyi pontokra vonatkozo elsé egyen-
lethdl = y? — 1, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve y?> —y — 2 = 0,
melyb8l y = —1 vagy y = 2. Igy az egyensilyi pontok: (0,—1) és (3,2). A
rendszer Jacobi matrixa

g (2 —2) 1y — )
(e )
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J(0,—1) = (_12 :D :

Ezért tr(J(0, —1)) = =3, det(J(0,—1)) = 3, tr*(J(0, —1))—4 det(J(0, —1)) <
0, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva, a (0, —1) pont stabilis foékusz. A (3,2)

pontban
4 -1
J(3,2) = (1 _1> )

Ezért tr(J(3,2)) = 3, det(J(3,2)) = —3, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva,
a (3,2) pont nyereg (19.12. ébra).

mely a (0, —1) pontban
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19.12. dbra. A fézistér és az egyensiilyi pontok (a kék tartomanyon a jobb
oldal nem értelmezett)

19.200. Megoldas (Feladat) Az egyensilyi pontokra vonatkozé els6 egyen-
letbél 2y = £, ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve 22 — 22 — 8 = 0 vagy
22 — 22 +8 = 0. A mésodik egyenletnek nincs valés megolddsa, az elsé meg-
olddsai pedig z = 4 és © = —2. Igy az egyenstilyi pontok: (4,2) és (=2, —1).
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(2 8y
J_(2y 2x—4>’

J(4,2) = <_48 146> .

Ezért tr(J(4,2)) = —4, det(J(4,2)) = —96, igy a 7.1. diagrammot alkalmaz-
va, a (4,2) pont nyereg. A (—2,—1) pontban

J(=2,-1) = (_42 :2) :

Ezért tr(J(—2,—1)) = —4, det(J(—-2,—1)) = —48, igy a 7.1. diagrammot
alkalmazva, a (—2, —1) pont nyereg (19.13. dbra).

A rendszer Jacobi matrixa

mely a (4,2) pontban

)\ \‘\\\\\?\\\?ﬁ

()
NN
i

x(1)

19.13. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

19.201. Megoldas (Feladat) Az egyensilyi pontokra vonatkozé els6 egyen-
letbdl y = 0, ezt a mdsodik egyenletbe helyettesitve 2 —1=0,1gyxz =1
vagy © = —1. Igy az egyenstlyi pontok: (1,0) és (—1,0). A rendszer Jacobi

matrixa
0 2
S = (Q:U —3y2> ’
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J(1,0) = (g g) .

Ezért tr(J(1,0)) = 0, det(J( ,0)) = —4, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva,
az (1,0) pont nyereg. A (—1,0) pontban

J(~1,0) = (_02 g) .

Ezért tr(J(—1,0)) =0, det(J(—1,0)) =4, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva
a (—1,0) tipusa nem donthetd el. A (—1,0) pont vizsgalatahoz vegyiik észre,
hogy a masodik egyenletbdl az y® tagot elhagyva Hamilton-rendszert kapunk.
Hatarozzuk meg ennek Hamilton-fiiggvényét, amely esetleg az eredeti rend-
szerhez Ljapunov-fiiggvényként hasznalhaté. Egyszeri integralds utan kap-
juk, hogy a keresett Hamilton-fiiggvény H(z,y) = y*+x—23/3. Ennek rend-
szer szerinti derivéltja Ly H(x,y) = 2y(2? —y® — 1)+ 2y(1 — 2?) = —2¢* < 0.
Mivel a (—1,0) pont a Hamilton-fiiggvény minimuma, azért Ljapunov stabi-
litasi tétele szerint ez az egyensilyi pont aszimptotikusan stabilis, és mivel a
trajektoriak ekoriil korbejarnak, azért stabilis fékusz (19.14. dbra).
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mely az (1,0) pontban

[a—

i)
()

x(r)

19.14. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok
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19.202. Megoldas (Feladat) Az egyensilyi pontokra vonatkozo els6 egyen-
letbdl y = x, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve 22? — 2 = 0, azaz z = 1
vagy © = —1. Igy az egyenstlyi pontok: (1,1) és (=1, —1). A rendszer Jacobi

matrixa
1 -1
S = <2x Zy) ’

J(1,1) = @ _21> :

Ezért tr(J(1,1)) = 3, det(J(1,1)) =4, tr*(J(1,1)) — 4det(J(1,1)) < 0, {gy
a a 7.1. diagrammot alkalmazva, az (1, 1) pont instabilis fékusz. A (—1,—1)

pontban
1 -1
= (1 ).

Ezért tr(J(—1,-1)) = —1, det(J(—1,—-1)) = —4, igy a 7.1. diagrammot
alkalmazva, a (—1, —1) pont nyereg (19.15. dbra).

mely az (1,1) pontban
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19.15. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

19.203. Megoldas (Feladat) Az egyensiilyi pontokra vonatkozo els6 egyen-
letbél y = —x—1, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve, majd azt négyzetre
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emelve 22— 2z = 0, azaz © = 0 vagy = = 2. Igy az egyenstilyi pontok: (0, —1)
és (2, —3). A rendszer Jacobi matrixa

1 1
/= (2:5/\/1 + 21 1> ’

J(0,—1) = ((1) }) .

Ezért tr(J(0,—1)) = 2, det(J(0,—1)) =1, tr*(J(0, —1)) — 4 det(J(0,—1)) =
0, igy a a 7.1. diagrammot alkalmazva, a (0, —1) pont instabilis csomé. A

(2, —3) pontban
3 1

Ezért tr(J(2,—-3)) = 2, det(J(2,—-3)) = —1/3, igy a 7.1. diagrammot alkal-
mazva, a (2, —3) pont nyereg (19.16. dbra).

mely a (0, —1) pontban

i)

-1 0 1
x(1)

19.16. abra. A fazistér és az egyenstlyi pontok
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19.204. Megoldas (Feladat) Az egyenstlyi pontokra vonatkozé mésodik
egyenletbol © = 2 vagy y = 2x, ezeket az els6 egyenletbe helyettesitve,
y = 1, illetve 222> — 2 = 0, azaz * = 1 vagy =z = —1. fgy az egyensulyi
pontok: (2,1), (1,2) és (—1,—2). A rendszer Jacobi matrixa

_ Yy z
/= (4x—y—4 2—:6)’

7(2,1) = (;) (2)) |

Ezért tr(J(2,1)) =1, det(J(2,1)) = —6, igy a 7.1. diagrammot alkalmazva,
a (2,1) pont nyereg. Az (1,2) pontban

J(1,2) = (_22 D .

Ezért tr(J(1,2)) = 3, det(J(1,2)) =4, tr*(J(1,2)) — 4det(J(1,2)) < 0, {gy
a 7.1. diagrammot alkalmazva, az (1,2) pont instabilis fékusz. A (=1, —2)

pontban
-2 -1
- (2 5)

Ezért tr(J(—1,-2)) = 1, det(J(—1,—-2)) = —12, igy a 7.1. diagrammot
alkalmazva, a (—1, —2) pont nyereg (19.17. 4bra).

mely a (2,1) pontban

19.205. Megoldas (Feladat) Az elsé két egyenletbdl y = 0 és z = 0, majd
a harmadikbdl x = 1 vagy x = —1. Igy az egyenstlyi pontok: (1,0,0) és
(—1,0,0). A rendszer Jacobi matrixa

0 1 0
J=10 0 1],
20 —z —y
amely a (£+1,0,0) pontokban
0 10
J=10 01
+2 0 0

Ennek karakterisztikus egyenlete A3 = +2. Az (1,0,0) pontban tehdt a
linearizalt rendszer sajatértékei (azaz a A\* = 2 egyenlet gyokei) A\ = /2,
Xos = v/2(cos(2n/3) + isin(27/3)). Igy dim(E,) = 2 és dim(E,) = 1. A
(—1,0,0) pontban a linearizalt rendszer sajatértékei (azaz a A3 = —2 egyenlet
gydkei) Ay = —/2, Ays = —/2(cos(2m/3) £ isin(27/3)). Igy dim(E,) = 1
és dim(F,) = 2.



19. FEJEZET. NEMLINEARIS RENDSZEREK 147

[a—
-

)
o

RS
) M%W@@

-2

1 0 1 2 3
x(1)

19.17. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

19.206. Megoldas (Feladat) Az utolsé egyenletbdl y = —z, majd a méso-
dikbél 2% + 22 = 0, azaz x = 0, vagy © = —2. Ebbdl y = 0, illetve y = 2,
valamint az els6 egyenlet alapjan z = 0 és z = —2. Igy az egyensilyi pontok:
(0,0,0) és (—2,2,—2). A rendszer Jacobi matrixa

0 1 1
J=|2x =2 0].
1 1 0

Ennek karakterisztikus egyenlete A\*+2\? —\(1+2z)—2(1+z) = 0. A (0,0,0)
pontban a karakterisztikus egyenlet A3 +2)\2 — X\ —2 = 0. Vegyiik észre, hogy
ennek egyik gyoke A\; = 1, fgy > +2 2 = A —2=(A—-1)(\> +3X+2). A
mésodfoki tag gydkei Ay = 1, Ay = 2. Igy a (0,0, 0) pontban a dim(E,) = 3.
A (—2,2,—2) pontban a karakterisztikus egyenlet A3 + 2X\% 4+ 3\ + 2 = 0.
Vegyiik észre, hogy ennek egyik gyoke \; = —1, igy A> + 202 + 3\ +2 =
A+ 1A%+ X+ 2). A masodfoku tag gyokei negativ valds résziiek, igy a
(—2,2,—2) pontban a dim(Fy) = 3.

19.207. Megoldas (Feladat) A rendszer Jacobi matrixa az origéban

-0 0 0

0 0 -5
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Ennek karakterisztikus egyenlete \> +\2(8+0+1)+ A (B(c+1)+a(1—p))+
Bo(1—p) = 0. Ennek egyik gyoke 5 (ezt a matrix blokk diagondlis alakjabdl
lathatjuk), igy a masik két gyok a masodfoki egyenlet megoldoképletének
segitségével

)\172:%<—1—0:i:\/(1+0)2—40(1—p)).

Konnyen lathato, hogy p < 1 esetén mindharom gyok negativ, azaz a stabilis
altér harom dimenziés. Ha p = 1, akkor az egyik sajatérték nulla, a mésik
ketto pedig negativ, ezért a stabilis altér kétdimenzids, a centralis altér pedig
egydimenziés. Ha p > 1, akkor A\; > 0, Ay, A3 < 0, azaz az instabilis altér
egydimenzids, a stabilis altér pedig kétdimenzios.

19.208. Megoldas (Feladat) Az els6 egyenletbdl y = x, majd az utolsébdl
z = 2%/. Ezeket a masodik egyenletbe helyettesitve z(p — 1)3 = 2°. Ennek
1 = 0 megolddsa a paraméterek barmely értékére, és p > 1 esetén xp3 =
++/(p — 1) is megoldasok. Tehét p < 1 esetén az egyetlen egyenstilyi pont
(0,0,0), mig p > 1 esetén ezenkiviil (zq, x9, p—1) és (x3, x3, p—1) is egyenstlyi
pontok. A rendszer Jacobi matrixa

—0 o 0
J=1p—2 -1 —x
y z —p

Az origéban felirt Jacobi-métrix karakterisztikus egyenlete A>*+\*(B+0+1)+
AMB(o+1)+0o(1—p))+Po(l—p)=0. Az origo stabilitdsdhoz tudnunk kell,
hogy az egyenlet minden megoldasa negativ valds részli. Ennek eldéntésére
alkalmazzuk most a Routh—Hurwitz feltételt (bar, mivel az egyenletnek az
egyik gyoke [, igy a masik két gyok is képlettel egyszertien megadhatd). Az
egyenlet bal oldalan all6 polinom egyiitthatéibol készitsiik el a 7.5. Tételben
szereplo matrixot:

B+o+1 1 0
Ba(l—p) Blo+1)+a(l—p) B+o+1
0 0 Bo(1l—p)

A matrix pontosan akkor pozitiv definit, ha a Ay, Ay, Az féminorok pozi-
tivak. Mivel Ay = 6+ 0+1 >0, és Ay = Ayfo(1 — p), ezért a stabilitas
Ag >0 és p < 1 esetén allhat fenn. A A, determinans

Ag=(B+o+1)(B(e+1)+a(l—p)—po(l—p)
= (B4 B+ 1) +0(1—p)(o+1)
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pozitiv, ha p < 1. fgy a Lorenz-rendszerben az origd aszimptotikus stabilis
p < 1 esetén, és instabilis p > 1 esetén. Az (z9,x9,p — 1) pontban felirt
Jacobi-matrix

—0 o 0
1 —1 —VBp—1)
VBlp—1) /Blp—1) —

Ennek karakterisztikus egyenlete

N X(B+o+1)+ M3+ p) +2B0(p—1) =0.

Az (9,19, p — 1) pont stabilitdsdhoz igazolnunk kell, hogy az egyenlet min-
den megoldasa negativ valés részli. Ennek eldontésére alkalmazzuk a Routh—
Hurwitz feltételt. Az egyenlet bal oldalan allé polinom egyiitthatoibdl ké-
szitsiik el a 7.5. tételben szereplé matrixot:

B+o+1 1 0
2B0(p—1) Blo+p) B+o+1
;0 0 2B0(p—1)

A matrix pontosan akkor pozitiv definit, ha a Ay, Ay, Az féminorok pozi-
tivak. Mivel Ay = f+0+1 >0, és Az = 200(p — 1)Aq, azért a stabilitas
Ag > 0és p > 1 esetén all fenn. A Ay determinans

By = B(B+ 0 +1)(o + p) +280(1 — p)
= B(o(B+0+3) — plo — B 1))

pozitiv, barmely p > 1 esetén, hao—f—1 < 0, illetve 1 < p < py := Jgfgff
esetén, ha 0 — f — 1 > 0. Ekkor tehat az (xq, 25, p — 1) pont aszimptotiku-
san stabilis. Megjegyezziik, hogy igazolhatd, hogy Ay < 0 esetén a Jacobi
matrixnak két pozitiv valds részii komplex sajatértéke van. A rendszer szim-
metridja miatt az (xs,x3,p — 1) egyensilyi pont stabilitdsdra ugyanazt a
feltételt kapjuk, mint az (xq, 2, p — 1) pont esetében.

19.209. Megoldas (Feladat) Keressiink kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt V (x,y) =
az? + by? alakban. Ennek rendszer szerinti derivéltja LV (z,y) = 2ax(z® —
y)+2by(x+y?) = 2ax* +20y* +2xy(b—a). Lithatjuk, hogy ez a = b esetén lesz
definit. Vélasszuk az a = 1 = b értékeket, ekkor L,V (z,y) = 22* 4+ 2y* > 0.

Ez azt jelenti, hogy a V(z,y) = 2 + y? fiiggvény értéke a trajektoéridk men-

tén szigoruan novekszik, tehat a megoldasok tavolsaga az origotol szigorian
novekszik, azaz az origd instabilis.
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19.210. Megoldas (Feladat) Keressiink kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt V(x,y) =
az? + by? alakban. Ennek rendszer szerinti derivaltja LV (z,y) = 2ax(y —
r+axy)+2by(z—y—22 —y3) = —2ax* —20y* + 2xy(a+b) +22%y(a —b) — 2by*.
Lathatjuk, hogy ez a = b esetén lehet definit, hiszen ekkor az x2y tag kiesik.
Vélasszuk az a = 1 = b értékeket, ekkor L,V (z,y) = 2(2zy —a? —y* —y*) =

—2(z —y)? — 2y* < 0. Ez azt jelenti, hogy a V(x,y) = 2% + y? fiiggvény tel-

jesiti a Ljapunov-féle stabilitasi tétel feltételeit, igy az origd aszimptotikusan
stabilis.

19.211. Megoldas (Feladat) Els6 kisérletként meg lehet prébélkozni kvad-
ratikus Ljapunov-fiiggvény keresésével, azonban ilyen alakit nem talalunk.
(Ez onnan sejthetd, hogy az egyenletben kevés linedris tag van.) Keressiink
tehat magasabb fokd V(z,y) = ax® + by’ alaki Ljapunov-fiiggvényt. En-
nek rendszer szerinti derivaltja LV (x,y) = kaz*1(2y® — 2°) + by~ (—z —
y3 + y°). Prébaljuk k és [ értékét elészor tigy valasztani, hogy V-re telje-
siiljenek a Ljapunov-féle stabilitasi tétel feltételei. Ekkor k és [ paros kell
legyen, L;V pedig negativ. Az L;V els§ tagjaban levd z*~1y® tag kies-
het az y'~'z taggal, ha k = 2 és | = 4. Ezzel a vélasztéssal L;V (z,y) =
x> (4a — 4b) — 2ax® + 4by® — 4by®. Az zy® tag eltiintetéséhez a = b elegendé.
Legyen a = b =1, ekkor L,V (z,y) = —22°% — 49%(1 — 4?), amely negativ, ha
—1 <y < 1. Tehat a V(z,y) = z* + y* fiiggvény teljesiti a Ljapunov-féle
stabilitasi tétel feltételeit (példaul az origd koriili egység sugaru korben), igy
az origd aszimptotikusan stabilis.

19.212. Megoldas (Feladat) Legyen a > 0 tetszéleges és D, := {(x,y) €
R?*: 0 < x < a,0 < y < 1/a}. Tovdbba legyen U az origd r := min{a, 1/a}
sugaru nyilt kornyezete. Ekkor a k = al, [ > 0 valasztassal a 8.11. Tétel
minden feltétele teljesiil, hiszen

1. 0 € 9D,,

2. minden (p,q) € 0D, NU C ((R§,0) U (0,Ry)) esetén V(p,q) = 0,

3. minden (p,q) € D,NU C RT x R* esetén V(p,q) > 0 és
LiV(p,q) = kp*'q' (pg — p* + @) + "¢ (0" — ¢°)

= p" 1 (PP (L= kq) + pg®(k — Ip) + kq*)
=p" ¢ (p*(1 - ag) + pg*(a — p) + ag*) > 0.

Tehat a 8.11. Tétel kovetkezményeként az origd instabilis.
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19.213. Megoldas (Feladat) Keressiink kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt V(x,y) =
az? + by? alakban. Ennek rendszer szerinti derivaltja LV (z,y) = 2ax(y —

3z — 23) + 2by (62 — 2y) = —6ax? — 4by® + 22y (a + 6b) — 2ax*. A kvadratikus

részt szeretnénk negativ definitnek valasztani. Irjuk fel ehhez a kvadratikus

alak matrixdnak determindnsat: 24ab — (a + 6b)> = —(a — 6b)2. Ez tehdt

a = 6b esetén lehet szemidefinit, kiilonben indefinit. Vélasszuk tehat az

a =6, b =1 értékeket, ekkor L;V(z,y) = —362* — 4y? + 24zy — 122* =
—(62—2y)?—122" < 0. Ez azt jelenti, hogy a V (z,y) = 6x*+y? fiiggvény tel-

jesiti a Ljapunov-féle stabilitasi tétel feltételeit, igy az origd aszimptotikusan
stabilis.

19.214. Megoldas (Feladat) Keressiink kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt V (x,y) =
az® + by* alakban. Ennek rendszer szerinti derivaltja L,V (z,y) = 2ax(2y —
x— 1)+ 2by(x — 2y) = —2az* — 4by* + 2wy (2a + b) — 2axy>. Mivel az utolsé
tag eldjelet valt, azért modositsuk tgy a Ljapunov-fiiggvényt, hogy ez a tag
kiejthetd legyen. Keressiik a Ljapunov-fiiggvényt V(z,y) = ax? + by* + y*
alakban, hiszen ekkor a rendszer szerinti derivaltban megjelenik egy zy3 ti-
pust tag. Ezen V fiiggvény rendszer szerinti derivéltja L,V (x,y) = —2az?* —
4by* 4 2xy(2a + b) — 2azy® + 4y3 (x — 2y) = —2ax? — 4by* + 2xy(2a +b) + (4 —
2a)zy® — 8yt. Az a = 2 vélasztassal az utolso el6tti tag kiejthetd, és uténa
mar csak a kvadratikus részt kell negativ definitnek valasztani. Irjuk fel ehhez
a kvadratikus alak matrixdnak determindnsdt: 8ab— (2a +b)? = —(2a — b)>.
Ez tehat b = 2a esetén lehet szemidefinit, kiillonben indefinit. Mivel a = 2,
azért b = 4 kell, hogy legyen. Ekkor LV (z,y) = —42? —16y*+ 162y — 8y* =
— (22 —4y)*—8y* < 0. Ez azt jelenti, hogy a V' (z,y) = 222 +4y*+y* fiiggvény
teljesiti a Ljapunov-féle stabilitasi tétel feltételeit, igy az origd aszimptotiku-
san stabilis.

19.215. Megoldas (Feladat) Keressiink kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt V(x,y) =
az® + by? alakban. Ennek rendszer szerinti derivéltja L,V (x,y) = 2ax(x —
y—23) + 2by(x +y +y3) = 2ax* + 2by? + 2xy(b — a) — 2azx* + 20y*. Lathat-

juk, hogy ez a = b esetén definit, hiszen ekkor az xy tag kiesik. Valasszuk az

a =1 = bértékeket, ekkor L;V (z,y) = 2(x*+y* —z*+y*), amely —1 < x < 1

esetén negativ. Ez azt jelenti, hogy a V(z,y) = 22 + 3 fiiggvény értéke az
egységkorben a trajektéridk mentén szigoruan névekszik, tehat a megoldasok
tavolsaga az origotdl szigoruan novekszik, azaz az origd instabilis.

19.216. Megoldas (Feladat) Keressiink kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt V(x,y) =
az? + by* alakban. Ennek rendszer szerinti derivaltja LV (z,y) = 2ax(xy? —
23) + 20y (—y3 — 22%y) = —2az* — 2by* + 22%y*(a — 2b). Lathatjuk, hogy ez
a = 2b esetén definit, hiszen ekkor az x%y? tag kiesik. Vélasszuk az a = 2,
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b = 1 értékeket, ekkor L;V (z,y) = —4a* — 2y* < 0. Ez azt jelenti, hogy a
V(z,y) = 22% + y? fiiggvény teljesiti a Ljapunov-féle stabilitdsi tétel feltéte-
leit, igy az origd aszimptotikusan stabilis.

19.217. Megoldas (Feladat) Els6 kisérletként meg lehet prébélkozni kvad-
ratikus Ljapunov-fiiggvény keresésével, azonban ilyen alakit nem talalunk.
(Ez onnan sejthetd, hogy az egyenletben nincs lineéris tag.) Keressiink tehat
magasabb fokd V (z,y) = ax® + by’ alakt Ljapunov-fiiggvényt. Ennek rend-
szer szerinti derivéltja LV (z,y) = —kaz* 'zy* + lby' 125y = —kazby* +
Iby'x®. Lathatjuk, hogy k = 6 és [ = 4 esetén ez a kifejezés azonosan nullét
adhat, igy V' els6 integrél lesz, ha 4b — 6a = 0. Legyen a = 2, b = 3, ekkor
LV (z,y) =0. Tehdt a V(z,y) = 22°+ 3y* fiiggvény konstans a megolddsok
mentén, azaz a trajektéridk ezen fiiggvény szintvonalain fekszenek. Ennek
a fliggvénynek globalis minimuma van az origoban, szintvonalai origd koriili
zart gorbék, igy minden palya periodikus, az origd pedig stabilis egyensulyi
pont.

19.218. Megoldas (Feladat) Keressiink V (z,y) = ax®+by' alaki Ljapunov-
fiiggvényt. Ennek rendszer szerinti derivaltja LV (x,y) = kax* ' (xy+2°%) +
Iy~ (—y + y?* — 2® + 2). Vegyiik észre, hogy k = 4 és | = 2 esetén az
2ty alaki tagok kiesnek. Ehhez vélasszuk az a = —1 és b = 2 értékeket.
Ekkor L,V (z,y) = —4a® — 4y* + 4y — dya® = —(22% — y)? — 3y* + 4y =
—(22® —y)* = 3y*(1 — 3y), amely negativ az origd egy kérnyezetében (példaul
a 3/4 sugari korben). Ez azt jelenti, hogy a V(x,y) = 2y* — z* fiiggvény
teljesiti a Ljapunov-féle instabilitasi tétel feltételeit, igy az origd instabilis.

19.219. Megoldas (Feladat) Keressiink V (z,y) = az*+by' alakd Ljapunov-
fliggvényt. Ennek rendszer szerinti derivéltja L;V (z,y) = kaz" 1 (2y° —2?) —
20by'try? = 2kartly® — kax**t? — 2lby' Tz, Vegyiik észre, hogy k = 2 és
[ = 4 esetén az elso és utolso tag kiejtheti egymast. Ehhez vélasszuk az a = 2
és b =1 értékeket. Ekkor L;V (z,y) = —4a*, amely az 2 = 0 tengelyen kiviil
mindeniitt negativ. Mivel ez az egyenes az origdn kiviil nem tartalmaz teljes
palyat, azért a Barbasin-Kraszovszkij-tételt alkalmazva a V(x,y) = 222 + y*
fiiggvényre azt kapjuk, hogy az origd aszimptotikusan stabilis.

19.220. Megoldas (Feladat) A mésodrendti egyenlet az & =y, y = — f(x)y—
g(x) elsérendii rendszerrel egyenértékii. Ennek az origd az egyetlen egyensi-
lyi pontja a g-re vonatkoz6 fenti feltétel miatt. Az origéban a rendszer Jacobi

matrixa
/= (—g9<o> —fl(0)>'
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Ha ¢'(0), vagy f(0) nulla, akkor linearizaldssal nem allapithaté meg az origd
tipusa, hiszen akkor a matrixnak nulla valds részi sajatértéke van. Az origd
stabilitdsdnak eldontésére alkalmazzuk a V(x,y) = y?/2 + G(z) fiiggvényt,
ahol G a ¢ primitiv fliggvénye, azaz G' = g. A V fiiggvénynek az origd
szigori minimuma, ugyanis mind az y — y?/2 mind a G fiiggvénynek a nulla
szigord minimuma, az utébbi az xg(z) > 0 feltételbdl kovetkezik, hiszen
x> 0 esetén G'(z) > 0, és © < 0 esetén G'(x) < 0. Mdsrészt a V figgvény
rendszer szerinti derivaltja LV (z,y) = —f(x)y? < 0, ha (z,y) # (0,0). gy
Ljapunov stabilitasi tétele miatt az origd aszimptotikusan stabilis.

19.221. Megoldas (Feladat) Keressiink pozitiv definit kvadratikus Ljapunov-
fliggvényt a Lorenz-rendszerhez

V(z,y,2) = ax® + by* + c(z — 2)?
alakban. Ezen fliggvény rendszer szerinti derivaltja

LiV(x,y,2) =2azx0(y — x) + 2by(pr —y — x2) + 2¢(z — 20)(zvy — B2)
= —2a02” — 2by* — 2c¢B2* + 2xy(oa + pb) + 2xyz(c — b) — 2czoxy + 2¢B20%2.

Vegyiik észre, hogy ¢ = b esetén kiesik az xyz tag, és oca + pb = czy esetén
kiesik az zy tag. Legyen b = ¢ = o (ekkor ¢ minden taghdl kiemelhetd),
és legyen a = p, zo = 2p. Ekkor L;V(z,y,2) = —2poa? — 20y* — 2032 +
4oBpz. AV figgvény S, = {(p,q,7) € R3 : V(p,q,7) = a} szintfeliiletei
(0,0,2p) kozéppontu ellipszoidok. Megmutatjuk, hogy van olyan ag > 0 és
v > 0 szdm, melyekre a > ay esetén az S, szintfeliilet minden pontjaban
LV (p,q,7) < —v. Ez azt jelenti, hogy egy pélya mentén V' értéke szigorian
csokken legalabb addig, amig a palya be nem 1ép az S,, ellipszoidba. Tehat
az Sg, ellipszoidon kiviilrdl indulé megoldasok befutnak ebbe az ellipszoidba,
onnan pedig nem jonnek ki a trajektéridk. Jelolje az L,V fiiggvény —v
értékhez tartozo szintfeliiletét E,. Ezek a szintfeliiletek (0,0, p) kozéppontu
ellipszoidok. Az E., ellipszoidon kiviil LV < —v. Legyen ay > 0 olyan,
melyre az S,, ellipszoid tartalmazza E.,-t. (Ilyen ag létezik, mivel aq értékét
névelve az Sy, ellipszoid novekszik.) Ekkor a > ag esetén S, O S,y DO E,,
tehdt V(p,q,r) = a esetén LV (p,q,7) < —7.

19.222. Megoldas (Feladat) Keressiink pozitiv definit kvadratikus Ljapunov-
fiiggvényt a Lorenz-rendszerhez

V(z,y,2) = ar® + by* + cz*

alakban. Ennek barmely pozitiv a, b, ¢ esetén szigori minimuma van az ori-
goban, tehat csak azt kell megmutatni, hogy rendszer szerinti derivaltja min-
deniitt negativ, ekkor ugyanis barmely pontbdl indulé megoldas mentén V'
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értéke szigoruan csokken, és Ljapunov stabilitdsi tétele miatt nulldhoz tart.
AV fiiggvény rendszer szerinti derivaltja

LiV(z,y,2) =2axo(y —x) + 2by(pr — y — x2) + 2cz(zy — [z)
= —2a02” — 2by* — 2¢B2* + 2zy(oa + pb) + 2xyz(c — b).

A negativ elgjelhez a vegyes szorzatokat kell megfeleléen kezelni. Célszert
a ¢ = b valasztas, hiszen ekkor az zyz tag eltinik, masrészt az a = 1,
b = o valasztas, hiszen ekkor a tébbi taghdl o kiemelheto. Nézziik meg,
hogy ekkor valéban negativ eldjelii kifejezést kapunk p < 1 esetén. Azt kell
igazolni, hogy —x? — y* + xy(1 + p) < 0. Ez viszont egyszeriien kivetkezik a
—2? —y? +ay(l+p) = —(z — y(1+ p)/2)* — y*(1 — (F2)*) egyenldséghdl,
hiszen p < 1 esetén a mésodik tag is negativ. Tehdt az &llitast bizonyitd
kvadratikus Ljapunov-fiiggvény V (z,y, 2) = 2® + oy + 022

19.2. Globalis vizsgalat a sikon

19.223. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg el6szor az egyenstilyi ponto-
kat. A két egyenletet Osszeadva 8¢ = 0, majd az elsébol y = £1. Igy az
egyensulyi pontok (0,1) és (0, —1). A rendszer Jacobi-matrixa

_(? %
()
A (0,1) egyensilyi pontban

7(0,1) = (2 _22> ,

melyre tr(J(0,1)) = 0, det(J(0,1)) = —16, igy (0,1) nyereg. A (0,—1)

egyensulyi pontban
2 =2

melyre tr(J(0, —1)) = 4, det(J(0,—1)) = 16, tr*(J(0, —1))—4det(J(1,2)) <
0, igy (0,—1) instabilis fékusz. Az N; nullavonal egyenlete z = (1 — y?)/2,
azaz ez a nullavonal egy fekve, balfelé nyitott parabola, mely két tartomanyra
osztja a fazissikot. A jobboldali tartomanyban jobbra, a baloldaliban balra
mozognak a trajektéridk. Az N, nullavonal egyenlete x = (y? — 1)/6, ez
tehat egy fekvo, jobbfelé nyitott parabola, mely két tartomanyra osztja a
fazissikot. A baloldali részen y < 0, tehat lefelé mozognak a trajektoridk,
a jobboldalin pedig y > 0, tehat felfelé mozognak a trajektoriak. A két
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3 B X)) = Oiy’(f) = 0—//((/}
\\\\\\ _ //777///
// N/ //

~R\\;
\\———
§E
.

i)
()

-3 -2 -1 0 1 2 3
(1)

19.18. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok

nullavonal egyiitt 6t részre osztja a fazissikot. A nyeregpontbdl kiinduld
palydk oo-hez tartanak. A nyeregpontba befuté egyik szeparatrix az instabil
fokuszbdl, a masik végtelenbél jon (19.18. dbra).

19.224. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg elészor az egyensilyi ponto-
kat. A masodik egyenletbdl y = 2, majd az elsobdl x = +1. Igy az egyensilyi
pontok (1,2) és (—1,2). A rendszer Jacobi-métrixa

(8T 2y
J= ( sr 2 4> |
Az (1,2) egyenstlyi pontban
-8 4

melyre tr(J(1,2)) = —12, det(J(1,2)) = 32, tr*(J(1,2)) —4det(J(1,2)) > 0,
igy (1,2) stabilis csomd. A (—1,2) egyensulyi pontban

J(=1,2) = (g _44> ,



19. FEJEZET. NEMLINEARIS RENDSZEREK 156

melyre tr(J(1,2)) =4, det(J(1,2)) = =32, igy (—1,2) nyereg. Az N; nulla-
vonal egyenlete (y — 2z)(y + 2x) = 0, azaz ez a nullavonal két egyenesbdl, az
{(z,y) € R%y = 22} és az {(x,y) € R%y = —2x} egyenesbdl 4ll. Ezek "X’
alakban négy tartomanyra osztjak a fazissikot. A felso és als6 tartomanyban
jobbra, a masik kettében balra mozognak a trajektéridk. Az Ny nullavo-
nal egyenlete y = 2, ez tehdt egy invaridns egyenes, hiszen y = 2 esetén
y = 0. Az egyenes feletti részen y < 0, tehat lefelé mozognak a trajektoriak,
alatta pedig y > 0, tehat felfelé mozognak a trajektériak. A két nullavo-
nal egyiitt hét részre osztja a fazissikot. A nyeregpontbdl kiindulé palyak
az {(x,y) € R*y = 2} egyenesen vannak (az egyik a csomépontba fut be,
a masik —oo-hez tart). A nyeregpontba befuté szeparatrix két részre osztja
a fazissikot, a jobboldali részbdl indulé palyak a stabilis csomopontba fut-

nak be, a baloldali részbdl pedig az y = 2 egyenes mentén —oo-hez tartanak
(19.19. ébra).

BYH=0m ynH=0

4
3
2
4
1
0
-1

x(f)

19.19. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensulyi pontok

19.225. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg elészor az egyenstlyi ponto-
kat. A masodik egyenletbol x = 0 vagy y = 0, majd ezeknek megfelel6en
az els6bdl y = 2, illetve x = 1. Igy az egyenstilyi pontok (0,2) és (1,0). A
rendszer Jacobi-métrixa
L)
J = )
y
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A (0,2) egyensilyi pontban

7(0,2) = (—24 —02) ,

melyre tr(J(0,2)) = —4, det(J(0,2)) = 4, tr*(J(0,2)) — 4det(J(0,2)) = 0,
igy (0,2) stabilis csomé. Az (1,0) egyenstlyi pontban

J(1,0) = (‘04 _12> ,

melyre tr(J(1,0)) = —4, det(J(1,0)) = —4, igy (1,0) nyereg. Az N; nullavo-
nal egyenlete y = 2 — 2x, azaz ez a nullavonal egyenes, mely két tartomanyra
osztja a fazissikot. A jobboldali tartomanyban balra, a baloldaliban jobbra
mozognak a trajektéridk. Az N, nullavonal a két koordindta tengelybdl &ll,
melyek négy tartoméanyra osztjak a fazissikot. A baloldali fels6 és jobboldali
alsé részen y < 0, tehat lefelé mozognak a trajektoriak, a jobboldali fels6 és
baloldali alsé részen pedig ¢ > 0, tehat felfelé mozognak a trajektoridk. A
két nullavonal egyiitt hét részre osztja a fazissikot. A nyeregpontbdl kiinduld
palyéak koziil az egyik a stabil csomoba fut be, a masik —oo-hez tart. A nye-

regpontba befutd szeparatrixok az = tengelyen fekszenek (mivel y = 0 esetén
g =0) (19.20. dbra).

19.226. Megoldas (Feladat) Hatarozzuk meg el6szor az egyenstilyi ponto-
kat. A masodik egyenletbdl x = 0, majd az elsébol y = +1. Igy az egyensulyi
pontok (0,1) és (0, —1). A rendszer Jacobi-matrixa

[ —2x 2y
J= ( S )
A (0,1) egyensilyi pontban

J(0,1) = (g _02) :

melyre tr(J(0,1)) =0, det(J(0,1)) =4, tr*(J(0,1)) —4det(J(0,1)) < 0, {gy
(0,1) tipusa a linearizalasb6l nem dontheté el (a sajatértékek tiszta képzete-
sek). Az (0, —1) egyenstilyi pontban

7(0,—1) = (g 3) ,

melyre tr(J(0,—1)) = 0, det(J(0,—1)) = —4, igy (0, —1) nyereg. Az N;
nullavonal egyenlete 22 +y? = 1, azaz ez a nullavonal origé kozepti kor, mely
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19.20. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok

két tartomanyra osztja a fazissikot. A kiilsé tartomanyban balra, a belsoben
jobbra mozognak a trajektoridk. Az N, nullavonal a fiiggdleges koordinéata
tengely, mely két tartomanyra osztja a fazissikot. A baloldali részen y < 0,
tehat lefelé mozognak a trajektoridk, a jobboldali részen pedig y > 0, tehat
felfelé mozognak a trajektoriak. A két nullavonal egyiitt négy részre osztja a
fazissikot. A nyeregpontbdl kiindul6 palyédk koziil az egyik megkeriili a (0, 1)
egyensulyi pontot, a masik —oo-hez tart. A nyeregpontba befuté szeparatri-
xok koziil az egyik az (0, 1) pontot megkeriilve érkezik a nyeregpontba, a ma-
sik —oo feldl jon. A palydk viselkedésének pontos megéllapitasahoz vegyiik
észre, hogy a faziskép a fiiggbleges tengelyre szimmetrikus, azaz a tengelyrol
idoben elére és hatra inditott megoldasok szimmetrikusan haladnak. Ezt az
bizonyitja, hogy P(—z,y) = P(z,y) és —Q(—=z,y) = Q(z,y) is fennall. Esze-
rint a (0, 1) egyensulyi pontot zart palyak veszik koriil, tehat ez centrum, és a
nyereghbol felfelé kimend és bejovo palya egybeesik, egy homoklinikus péalyat
formalva. A homoklinikus palyat megkeriil6 palyék is a fiiggéleges tengelyre
szimmetrikusak (19.21. abra).

19.227. Megoldas (Feladat) Hatarozzuk meg el6szor az egyenstilyi ponto-
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19.21. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok

kat. A masodik egyenlethdl x = 4 vagy y = x, majd ezeknek megfeleléen
az els6bol y = 1, illetve = +2. Igy az egyensulyi pontok (4, 1), (2,2) és
(—2,—2). A rendszer Jacobi-métrixa

_ Yy z
J= (y—2x+4 1;—4)'

A (4,1) egyensilyi pontban

san =[5 o)

melyre tr(J(4,1)) =1, det(J(4,1)) =9, tr*(J(4,1)) —4det(J(4,1)) < 0, igy
(4,1) instabilis fékusz. A (2,2) egyenstilyi pontban

2 2
o= (2 2).
melyre tr(J(2,2)) = 0, det(J(2,2)) = =8, igy (2,2) nyereg. A (—2,-2)

egyensulyi pontban
-2 =2
J(_27 _2) - ( 6 _6> )
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melyre tr(J(—2, —2)) = =8, det(J (=2, —2)) = 24, tr*(J(—=2,—-2))—4det(J (-2, -2)) <
0, igy (—2, —2) stabilis fékusz. Az N; nullavonal egyenlete y = 4/x, azaz ez a
nullavonal hiperbola, mely harom tartomanyra osztja a fazissikot. A kozép-
s6 (két hiperboladg kozotti) tartomanyban balra, a két széls6 tartoméanyban
pedig jobbra mozognak a trajektéridk. Az N, nullavonal az x =4 ésx =y
egyenesekbol all, melyek négy tartoméanyra osztjak a fazissikot. A baloldali
fels6 és jobboldali alsé részen y < 0, tehat lefelé mozognak a trajektoridk,
a jobboldali fels6 és baloldali alsé részen pedig ¢y > 0, tehat felfelé mozog-
nak a trajektoériak. A két nullavonal egyiitt 9 részre osztja a fazissikot. A
nyeregpontbdl kiindulé palydk a stabil fokuszba futnak be. A nyeregpontba
befuté szeparatrixok koziil az egyik az instabil fékuszbdl jon, a masik pedig
végtelenbol. Ezen palyakon kiviil minden més palya a stabil fokuszba fut be
(19.22. &bra).

HmO=0m)ynH=0

W)

x(1)

19.22. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok

19.228. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg elészor az egyenstlyi ponto-
kat. A elsé egyenletbdl z = 1 vagy y = 2, majd ezeknek megfeleléen a maso-
dikbol y = +£1, illetve z = £2. Igy az egyenstlyi pontok (1, 1), (1,—1), (2,2)
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és (—2,2). A rendszer Jacobi-matrixa

{2y —4 2x-2
/= ( —2x 2y ) '
Az (1,1) egyensulyi pontban

J(1,1) = (:; g)

melyre tr(J(1,1)) = 0, det(J(1,1)) = —4, igy (1,1) nyereg. Az (1,-1)

egyensulyi pontban
—6 0

melyre tr(J(1,—1)) = =8, det(J(1,—1)) = 12, tr*(J(1,—1))—4det(J(1,—-1)) >
0, igy (1, —1) stabilis csomd. A (2,2) egyensulyi pontban

J(2,2) = (_04 i)

melyre tr(J(2,2)) = 4, det(J(2,2)) =8, tr?(J(2,2)) — 4det(J(2,2)) < 0, {gy
(2,2) instabilis fékusz. A (—2,2) egyenstlyi pontban

J(-2,2) = (2 ‘46) |

melyre tr(J(—2,2)) = 4, det(J(—2,2)) = 24, tr*(J(—2,2))—4 det(J(—2,2)) <
0, igy (—2,2) instabilis fékusz. Az N; nullavonal az x = 1 és y = 2 egyene-
sekbdl all, melyek négy tartomanyra osztjak a fazissikot. A baloldali felsd és
jobboldali als6 részen @ < 0, tehat balfelé mozognak a trajektoriak, a jobb-
oldali fels6 és baloldali alsé részen pedig & > 0, tehédt jobbfelé mozognak a
trajektoriak. Az N, nullavonal az x = y és x = —y egyenesekbdl all, melyek
négy tartomanyra osztjak a fazissikot. A fels6 és alsé részen y > 0, tehat
felfelé mozognak a trajektoridk, a jobboldali és baloldali részen pedig y < 0,
tehat lefelé mozognak a trajektéridk. A két nullavonal egyiitt 11 részre osztja
a fazissikot. A nyeregpontbdl kiindul6 pélydk az x = 1 egyenesen haladnak,
mivel ez invarians egyenes. Az egyik pélya a stabilis csoméba fut be, a mésik
végtelenhez tart. A nyeregpontba befuté szeparatrixok az instabil fokuszok

felol jonnek. Ezen pélyakon kiviil minden més palya a stabil csomoéba fut be
(19.23. ébra).

19.229. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg elészor az egyenstlyi ponto-
kat. A els6 egyenletbdl x + y = +1. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
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19.23. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok

y =0, y==+1, illetve y = 2. gy az egyensilyi pontok (0,1), (0,—1), (—3,2)
és (1,0). A rendszer Jacobi-métrixa

7 <2($_J; v e ;Lyy)) .

A (0,1) egyenstlyi pontban

J(0,1) = <_21 _22> ,

melyre tr(J(0,1)) =0, det(J(0,1)) = —2, igy (0,1) nyereg. A (0, —1) egyen-

sulyi pontban
-2 =2
o= (2 2

melyre tr(J(0,—1)) = 0, det(J(0,—1)) = —6, igy (0,—1) nyereg. A (—3,2)

egyenstlyi pontban
-2 =2
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melyre tr(J(—3,2)) = —6, det(J(—3,2)) = 6, tr?(J(—3,2))—4det(J(-3,2)) >
0, igy (—3,2) stabilis csomd. Az (1,0) egyensilyi pontban

J(1,0) = (_21 (2)> ,

melyre tr(J(1,0)) = 2, det(J(1,0)) = 2, tr?(J(1,0)) — 4det(J(1,0)) < 0,
igy (1,0) instabilis fokusz. Az N; nullavonal az x +y = 1 és x +y = —1
parhuzamos egyenesekbol all, melyek harom tartomanyra osztjék a fazissikot.
A két egyenes kozotti részen & < 0, tehat balfelé mozognak a trajektoridk,
a masik két részen pedig © > 0, tehat jobbfelé mozognak a trajektéridk. Az
N, nullavonal az x = 1 — y? fekvd parabola, mely két tartomdnyra osztja a
fazissikot. A jobboldali részen y > 0, tehét felfelé mozognak a trajektoridk,
a baloldali részen pedig ¢y < 0, tehét lefelé mozognak a trajektoriak. A két
nullavonal egyiitt 8 részre osztja a fazissikot. A két nyeregpontbdl kiinduld
palyédk koziil az egyik a stabilis csoméba fut be, a masik végtelenhez tart. A
nyeregpontokba befuté szeparatrixok koziil ez egyik az instabil fékuszok feldl
jon, a masik végtelenbdl. Ezen (pirossal jelolt) szeparatrixoktdl balra fekvo
pontokbdl indulé minden pélya a stabil csoméba fut be (19.24. dbra).

HXO=0m)yn=0

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
x(1)

19.24. dbra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok
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19.230. Megoldas (Feladat) Hatarozzuk meg el6szor az egyenstilyi ponto-
kat. A elso egyenletbol 2z —y = +£3. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
y = £3, igy az egyensilyi pontok (3,3), (—3,—-3), (—1,1) és (1,—1). A
rendszer Jacobi-matrixa

_(AQ2z—y) 22z —y)
J = (—2(20 —2y) 4z —2y) ) :

A (3,3) egyensilyi pontban
12 -6
J(37 3) - (6 _12) )
melyre tr(J(3,3)) = 0, det(J(3,3)) = —108, igy (3,3) nyereg. A (—3,—3)
egyenstlyi pontban
—12 6

melyre tr(J(—3,—-3)) = 0, det(J(—3,—-3)) = —108, igy (—3, —3) nyereg. A
(—1,1) egyenstlyi pontban

(2 5).

melyre tr(J(—1,1)) = —24, det(J(—1,1)) = 108, tr*(J(—1,1))—4 det(J(—1,1)) >
0, igy (—1,1) stabilis csomé. Az (1, —1) egyenstlyi pontban

sa-0=(%5),

melyre tr(J(1,—1)) = 24, det(J(1,—1)) = 108, tr*(J(1, —1))—4 det(J(1,—1)) >
0, igy (1, —1) instabilis csomé. Az Ny nullavonal a 2z —y = 3 és 20 —y = —3
parhuzamos egyenesekbol all, melyek harom tartomanyra osztjék a fazissikot.
A két egyenes kozotti részen & < 0, tehat balfelé mozognak a trajektoridk,
a masik két részen pedig © > 0, tehat jobbfelé mozognak a trajektéridk. Az
N5 nullavonal az © — 2y = 3 és x — 2y = —3 parhuzamos egyenesekbdl &ll,
melyek harom tartomanyra osztjék a fazissikot. A két egyenes kozotti részen
y > 0, tehat felfelé mozognak a trajektoriak, a masik két részen pedig y < 0,
tehat lefelé mozognak a trajektoriak. A két nullavonal egyiitt 9 részre osztja
a fazissikot. A két nyeregpontbdl kiinduld palyak koziil az egyik a stabilis
csomoba fut be, a masik végtelenhez tart. A nyeregpontokba befuté szepa-
ratrixok koziil ez egyik az instabil csomé feldl jon, a masik végtelenbdl. Ezen
(pirossal jelolt) szeparatrixoktdl balra fekvé pontokbdl indulé minden péalya
a stabil csomdba fut be (19.25. dbra).



19. FEJEZET. NEMLINEARIS RENDSZEREK 165

YO =0m y{H=0

x(1)

19.25. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok

19.231. Megoldas (Feladat) Hatdrozzuk meg el6szor az egyenstilyi ponto-
kat. A elso egyenletbol 2z — y = +£3. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
y = £3, igy az egyensilyi pontok (3,3), (=3,-3), (=1,1) és (1,—1). A
rendszer Jacobi-matrixa

_ (42r—y) 22z —y)
J = (2(56 —2y) —4(x— 2y)) ’

A (3,3) egyensilyi pontban

s9=( 39)

melyre tr(J(3,3)) = 24, det(J(3,3)) = 108, tr*(J(3,3)) — 4det(J(3,3)) > 0,
igy (3,3) instabilis csomé. A (—3, —3) egyenstilyi pontban

(35

melyre tr(J(—3, —3)) = —24, det(J(—3,—3)) = 108, tr*(J(—3, —3))—4 det(J (-3, —3)) >
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0, igy (—3, —3) stabilis csomé. A (—1,1) egyensilyi pontban

J(=11) = (_—162 162) ’

melyre tr(J(—1,1)) = 0, det(J(—1,1)) = —108, igy (—1,1) nyereg. Az
(1, —1) egyenstlyi pontban

J,-1) = (162 —_162) ’

melyre tr(J(1,—1)) = 0, det(J(1,—1)) = —108, igy (1,—1) nyereg. Az
N1 nullavonal a 2x —y = 3 és 20 — y = —3 parhuzamos egyenesekbdl all,
melyek harom tartomanyra osztjak a fazissikot. A két egyenes kozotti részen
z < 0, tehat balfelé mozognak a trajektéridk, a masik két részen pedig x > 0,
tehat jobbfelé mozognak a trajektoridk. Az Ny nullavonal az x — 2y = 3 és
xr—2y = —3 parhuzamos egyenesekbdl all, melyek harom tartoméanyra osztjak
a fazisstkot. A két egyenes kozotti részen y < 0, tehat lefelé mozognak
a trajektéridk, a médsik két részen pedig y > 0, tehat felfelé mozognak a
trajektéridk. A két nullavonal egyiitt 9 részre osztja a fazissikot. A két
nyeregpontbol kiinduld palyak koziil az egyik a stabilis csomoba fut be, a
masik végtelenhez tart. A nyeregpontokba befuté szeparatrixok koziil ez
egyik az instabil csomo felél jon, a mésik végtelenbdl. Ezen (pirossal jelolt)
szeparatrixoktol balra fekvo pontokbdl indulé minden palya a stabil csoméba
fut be (19.26. abra).

19.232. Megoldas (Feladat) A rendszer egyenstlyi pontjai (0,0) és (1,0).
Az U fiiggvény U(z) = 23/3 — 2%/2, igy a rendszer elsd integralja V (z,y) =
y?/2 + 2%/3 — 2% /2. Az U fiiggvénynek maximuma van a 0 pontban és mi-
nimuma az 1 pontban, ezért (0,0) nyeregpont és (1,0) centrum. Készitsiik
el ezutan az U fiiggvény grafikonjat, majd a fent leirt modszer alapjan a V'
szintvonalait. A V = 0-hoz tartoz6 szintvonal tartalmazza az origdt, és a
jobb félsikban hurkot ir le. A hurok belsejében talalhatok a negativ V' ér-
tékekhez tartozd zart gorbék, az (1,0) pont a V' lokdlis minimuma. Szintén
negativ V' értékekhez tartoznak a bal félsikban fekvé, hiperbola agra em-
lékeztetd gorbék. Tehat a V' negativ szintjeihez tartozé szinthalmazok két
kiilonallé gorbébol allnak. A pozitiv értékekhez tartozd szintvonalak viszont
osszefiiggdek, ezek a hurkot megkeriil6 gorbék. A trajektoridk irdnyat az
els6 differencidlegyenletbdl kaphatjuk meg legegyszeriibben, ugyanis a felsé
félsikban, ahol y > 0, a trajektériak jobbra mennek, hiszen ott £ > 0, mig az
also félsikban & < 0, ezért ott a trajektéridk balra mennek (19.27. dbra).
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19.26. abra. A fazistér, a nullavonalak és az egyensilyi pontok
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19.27. dbra. Az U fiuggvény grafikonja (balra) és a Hamilton-fiiggvény szint-
vonalai (jobbra)

19.233. Megoldas (Feladat) A rendszer egyetlen egyenstlyi pontja a (0, 0)
pont. Az U fiiggvény U(z) = —a3, {gy a rendszer elsd integrdlja V(z,y) =
y?/2 — a3, Az U fiiggvénynek nincs szélséértéke a 0 pontban, ezért (0,0)
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elfajulé egyensilyi pont (det(J) = 0). Készitsiik el ezutdn az U fiiggvény
grafikonjat, majd a fent leirt modszer alapjan a V szintvonalait. A V = 0-
hoz tartozo szintvonal tartalmazza az origét, ahol cstcspontja van. A negativ
V' értékekhez tartozo szintvonalak a jobb félsikban fekszenek. A pozitiv érté-
kekhez tartozo szintvonalak viszont a bal félsikban metszik az = tengelyt. A
trajektoridk iranyat az elsé differencidlegyenletbdl kaphatjuk meg legegysze-
riibben, ugyanis a fels6 félsikban, ahol y > 0, a trajektéridk jobbra mennek,
hiszen ott & > 0, mig az alsé félsikban = < 0, ezért ott a trajektoriak balra

mennek (19.28. dbra).
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19.28. abra. Az U fiiggvény grafikonja (balra) és a Hamilton-fliggvény szint-
vonalai (jobbra)

19.234. Megoldas (Feladat) A rendszer egyetlen egyenstlyi pontja a (0, 0)
pont. Az U fiiggvény U(x) = x?/2, igy a rendszer els§ integralja V (x,y) =
y?/2 + x*/2. Az U fiiggvénynek minimuma van a 0 pontban , ezért (0,0)
centrum pont. Készitsiik el ezutan az U fiiggvény grafikonjat, majd a fent le-
irt médszer alapjan a V' szintvonalait. A V fiiggvénynek globalis minimuma
van az origoban. A V' = 0-hoz tartozo szintvonal csak az origdt tartalmazza.
Negativ értékeket nem vesz fel a V fiiggvény. A porzitiv értékekhez tartozo
szintvonalak az origét megkeriil6 zart gorbék, mivel V-nek globalis minimu-
ma van az origoban. A trajektéridk irdanyat az elsé differencidlegyenletbdl
kaphatjuk meg legegyszeriibben, ugyanis a felso félsikban, ahol y > 0, a tra-
jektoriak jobbra mennek, hiszen ott & > 0, mig az also félsikban & < 0, ezért

0
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ott a trajektoriak balra mennek, azaz a trajektoridk az oramutatod jarasa
szerint keriilik meg az origét (19.29. abra).
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19.29. dbra. Az U fluggvény grafikonja (balra) és a Hamilton-fiiggvény szint-
vonalai (jobbra)

19.235. Megoldas (Feladat) A rendszer egyensulyi pontjai (0,0), (1,0) és
(—1,0). Az U fiiggvény most U(z) = x*/2 — 22, {gy a rendszer elsd integrélja
Vi(z,y) =y?/2 +2*/2 — 2% Az U fiiggvénynek maximuma van a 0 pontban
és minimuma az 1 és —1 pontban, ezért (0,0) nyeregpont, (1,0) és (—1,0)
pedig centrum. Készitsiik el ezutdn az U fiiggvény grafikonjat, majd a fent
leirt médszer alapjan a V' szintvonalait. A V' = 0-hoz tartozd szintvonal tar-
talmazza az origét, és a jobb, valamint bal félsikban egy-egy homoklinikus
palyat (hurkot) tartalmaz. A hurkok belsejében taldlhaték a negativ V' érté-
kekhez tartozé zart gorbék, az (1,0) és (—1,0) pont a V' lokélis minimuma.
Tehat a V negativ szintjeihez tartozé szinthalmazok két kiilonallo zart gor-
bébdl allnak. A pozitiv értékekhez tartozo szintvonalak viszont dsszefiiggéek,
ezek a két homoklinikus palyat megkeriils zart gorbék. A trajektéridk ira-
nyat az els6 differencidlegyenletbdl kaphatjuk meg legegyszeriibben, ugyanis
a felso félsikban, ahol y > 0, a trajektoriak jobbra mennek, hiszen ott @ > 0,

mig az alsé félsikban & < 0, ezért ott a trajektéridk balra mennek (19.30.
abra).
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19.30. abra. Az U fiiggvény grafikonja (balra) és a Hamilton-fiiggvény szint-
vonalai (jobbra)

19.236. Megoldas (Feladat) A rendszer egyenstlyi pontjai a (km,0) pon-
tok k € Z esetén. Az U fiiggvény U(x) = cosz, igy a rendszer elsd integralja
V(z,y) = y?/2 + cosz. Az U fiiggvénynek maximuma van a 2km pontokban
és minimuma a (2k + 1) pontokban, ezért a (2km, 0) pontok nyeregpontok,
a ((2k + 17, 0) pontok pedig centrum pontok. Készitsiik el ezutan az U fligg-
vény grafikonjat, majd a fent leirt mddszer alapjan a V' szintvonalait. A
V' = 1-hez tartozd szintvonal tartalmazza a (2km,0) pontokat, valamint az
alsé és felso félsikban ezeket 6sszekoto heteroklinikus pélyakat. Két hetero-
klinikus palya altal képezett zart gorbe belsejében helyezkednek el a V' < 1
értékekhez tartozé szintvonalak, melyek a ((2k + 17, 0) pontokat, a V' lokélis
minimumait, tartalmazé zart gérbék. Tehdt a V' < 1 szintekhez tartozo szint-
halmazok végtelen sok kiilonallé zart gérbébol allnak. A V' > 1 értékekhez
tartozo szintvonalak viszont két gorbébol dllnak, az egyik az alsd, a masik a
fels6 félsikban fekszik. A trajektéridk iranyat az els6 differencidlegyenletbol
kaphatjuk meg legegyszeriibben, ugyanis a felso félsikban, ahol y > 0, a tra-
jektoriak jobbra mennek, hiszen ott & > 0, mig az also félsikban & < 0, ezért
ott a trajektéridk balra mennek (19.31. dbra).

19.237. Megoldas (Feladat) 0, P(z,y) + 0:Q(z,y) = —2z + 2z = 0, te-
hat a rendszer valoban Hamilton-tipusi. A P fiiggvényt y szerint integral-
va a Hamilton-fiiggvény H(z,y) = y — z*y — y3/3 + C(x) alakt, ahol C
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19.31. abra. A fazistér és az egyensulyi pontok

tetszoleges differencidlhatéd fiiggvény. A H fliggvényt x szerint derivalva,
a QQ = —01H egyenléségbdl a C'(z) = 0 Osszefiiggést kapjuk, tehat a C
fliggvény valaszthaté példaul a konstans nulla fiiggvénynek. fgy a Hamilton-
fiiggvény H(z,y) = y — x’y — y>/3. A szintvonalak dbrézoléasa elétt célszerti
meghatarozni az egyensulyi pontokat, illetve megrajzolni a nullklindkat és
néhany pontban az iranymezot. A masodik egyenletbol az egyensilyi pon-
tokra x = 0 vagy y = 0. Ezeket behelyettesitve az elsé egyenletbe y = £1
vagy © = +1. Igy az egyensiilyi pontok (0,1), (0,—1), (1,0) és (—1,0). Az
egyenstlyi pontok tipusat det(H”(x,y)) el6jele hatdrozza meg. Esetiinkben
det(H"(x,y)) = —4a® + 4y2. Igy (1,0) és (—1,0) nyeregpontok, (0,1) és
(0, —1) pedig centrum pontok. A H = 0 szinthalmaz két részbél all, egy-
részt tartalmazza az x tengelyt, masrészt a két nyeregpontot az alsé és felso
félsikban sszekotd 1 = 22 + y?/3 egyenletii ellipszist. A negativ H érté-
kekhez tartozé szintvonalak a két centrum pontot az alsé és fels6 félsikban
megkeriil6, az ellipszis belsejében fekvd gorbék. A pozitiv H értékekhez tar-
tozd szintvonalak az also és felso félsikban fekvo, az ellipszist megkeriil6, és
végtelenben az x tengelyhez hozzasimuld két gorbébol allnak. A trajektoériak
irdnyat az irdnymez6bol, a méasodik egyenlet alapjan kaphatjuk meg. Az els6
és harmadik siknegyedben, y > 0 miatt a trajektoridk felfelé mennek, mig a
masodik és negyedik negyedben y < 0 miatt lefelé (19.32. dbra).

19.238. Megoldas (Feladat) 0, P(z,y) + 02Q(z,y) = 1 — 1 = 0, tehdt a
rendszer valoban Hamilton-tipusi. A P fiiggvényt y szerint integralva a
Hamilton-fiiggvény H(z,y) = zy+2y—1y>/2+C(z) alaki, ahol C' tetsz6leges
differencialhato fiiggvény. A H fiiggvényt x szerint derivalva, a Q = —01H
egyenléséghdl a C'(z) = —a? Osszefiiggést kapjuk, tehat a C fiiggvény vé-
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19.32. abra. A Hamilton-fiiggvény szintvonalai

laszthaté példaul a C(x) = —z3/3 fiiggvénynek. [gy a Hamilton-fiiggvény
H(x,y) = zy + 2y — y*/2 — 23/3. A szintvonalak &brazoldsa elétt célsze-
rii meghatarozni az egyensulyi pontokat, illetve megrajzolni a nullklinakat
és néhany pontban az iranymezot. A masodik egyenletbdl az egyensulyi
pontokra y = 22, ezt behelyettesitve az elsé egyenletbe, az z-re kapott mé-
sodfoki egyenleth8l z = 2 vagy © = —1. lgy az egyenstlyi pontok (2,4) és
(—1,1). Az egyensilyi pontok tipusat det(H"(z,y)) el6jele hatdrozza meg.
Esetiinkben det(H”(z,y)) = —1 4 2z. Igy (—1,1) nyereg, (2,4) pedig cent-
rum. Vizsgédljuk el6szor a nyeregpontot tartalmazé szintvonalat. Fzen H
értéke H(—-1,1) = -1+2—-1/24+1/3 =5/6. A H = 5/6 szinthalmaz a
nyeregpontot tartalmazé hurok. A hurok belsejében talalhatok a H < 5/6
értékekhez tartozé zart gorbék, a (2,4) pont a V' lokdlis minimuma. Szin-
tén negativ H < 5/6 értékekhez tartoznak a hurok végtelenbe tart6 dgaihoz
simul6, hiperbola dgra emlékezteté gorbék. Tehat a H < 5/6 szintekhez tar-
tozo szinthalmazok két kiilonallo gorbébdl allnak. A H > 5/6 értékekhez
tartozo szintvonalak viszont Osszefiiggoek, ezek a hurkot megkeriils gorbék.
A trajektoridk irdnyat az elso differencidlegyenletbdl kaphatjuk meg legegy-
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szerlibben, ugyanis az y = x+2 egyenletii egyenes felett a trajektoriak jobbra
mennek, hiszen ott £ > 0, mig az egyenes alatt & < 0, ezért ott a trajektoriak
balra mennek (19.33. dbra).

19.33. abra. A Hamilton-fiiggvény szintvonalai

19.239. Megoldas (Feladat) A két egyenletet elosztva egymadssal, és felté-
telezve, hogy y megadhaté z fliiggvényeként (legalabbis bizonyos tartomé-
nyokban), a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk az x — y(z) fiiggvényre:

dy _y(z—1)
der  z(1—y)’

Ez szétvalaszthatd valtozdja egyenlet, ezért konnyen megoldhatd. Az y-t
tartalmazdé tényezoket a bal oldalra atvihetjiik:

l—ydy x-1

y dr  x
Integrélas utdn In(|y|) —y = x — In(|z|) + K, ahol K tetsz6leges konstans.
Tehdat a V(z,y) = In(|z|) — = + In(|y|) — y fliggvény elsé integrél, melyrdl



19. FEJEZET. NEMLINEARIS RENDSZEREK 174

most mar derivaldssal is meggy6z6dhetiink (ha esetleg az elébbi formélis
levezetést nem tartjuk megbizhaténak). Ugyanis LV (z,y) = (1/z—1)z(1—
y)+ (1/y — Dy(z — 1) = 0. Megjegyezziik, hogy az els6 integralt V (z,y) =
F(z) 4+ G(y) alakban keresve is eljuthatunk a fenti fiiggvényhez. Igazolhatd,
hogy az els6 integrél szintvonalai az els6 siknegyedben zart gorbék, ezért a
pozitiv koordinataju megoldasok periodikusak.

19.240. Megoldas (Feladat) A két egyenletet elosztva egymassal, és felté-
telezve, hogy y megadhaté = fiiggvényeként (legalabbis bizonyos tartomé-
nyokban), a kovetkez differencidlegyenletet kapjuk az x +— y(z) fliggvényre:

dy  2°(3—2y)
de  22—-1
Ez szétvalaszthato valtozdju egyenlet, ezért konnyen megoldhatd. Az y-t
tartalmazé tényezoket a bal oldalra atvihetjiik:
1 dy  a®
3—2ydr 22-—1

Integralds utan 2z +In(|z —1|) —In(Jz +1|) +In(|3 — 2y|) = K, ahol K tetszo-
leges konstans. Tehdt a V(x,y) = 2z + In(|z — 1|) — In(|z 4+ 1]) + In(|3 — 2y|)
fiiggvény elsé integral, melyrél most mar derivaldssal is meggy6zédhetiink (ha
esetleg az el6bbi formadlis levezetést nem tartjuk megbizhaténak). Ugyanis
LiV(z,y)=2+1/(z—1)—1/(x+1))(2* = 1) — 22*(3 —2y) /(3 — 2y) = 0.
Megjegyezziik, hogy az elsé integrélt V' (z,y) = F(x) + G(y) alakban keresve
is eljuthatunk a fenti fiiggvényhez.

19.241. Megoldas (Feladat) A 8.2.1. szakaszban ismertetett médszert ko-
vetve vezessiik be az r és ¢ fuggvényeket az x(t) = r(t)cos(p(t)), y(t) =
r(t) sin(p(t)) transzformacios képletekkel. Ekkor az ott megadott képleteket
felhasznalva az 1ij ismeretlen fiiggvényekre az 7 = r(1 —r?), ¢ = 1 differen-
cidlegyenleteket kapjuk. Mivel r = 1 esetén » = 0, azért az r = 1 korvonal
invarians, és ¢ = 1 miatt pozitiv irdnyban haladnak rajta a megoldasok. Ha
r < 1, akkor > 0, azaz a kor belsejében a sugar novekszik, a palydk az
r = 1 korvonalhoz kozelednek. Ha r > 1, akkor 7 < 0, azaz a koron kiviil
a sugar csokken, a palydk szintén az r = 1 korvonalhoz kozelednek. A fa-
ziskép tehdat az origdbdl, mint instabil fokuszbdl, az r = 1 kérvonalbdl, mint
stabil hatarciklusbdl, és ezen hatarciklusra (beliilr6l és kiviilrél) racsavarodd
péalyakbdl all (19.34. abra).

19.242. Megoldas (Feladat) A 8.2.1. szakaszban ismertetett médszert ko-
vetve vezessiik be az r és ¢ fiiggvényeket az x(t) = r(t) cos(¢(t)), y(t) =
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19.34. abra. A fazistér az origd kornyezetében

r(t) sin(p(t)) transzformaciés képletekkel. Ekkor az ott megadott képleteket
felhasznalva az 1ij ismeretlen fiiggvényekre az 7 = r(r — 1)(r — 2), ¢ =1
differencidlegyenleteket kapjuk. Mivel r = 1, illetve r = 2 esetén r = 0,
azért ez a két korvonal invaridns, és ¢ = 1 miatt pozitiv iranyban haladnak
rajtuk a megoldasok. Ha r < 1, akkor 7 > 0, azaz a kor belsejében a sugér
novekszik, a palyak az r = 1 kérvonalhoz kozelednek. Ha 1 < r < 2, akkor
7 < 0, azaz az r = 1 és r = 2 kor kozotti gylriiben a sugar csokken, a
palyak szintén az r = 1 korvonalhoz kozelednek. Ha r > 2, akkor 7 > 0,
azaz az r = 2 koron kiviil a sugar novekszik, a palydk az r = 2 korvonaltél
tavolodnak. A faziskép tehat az origébdl, mint instabil fokuszbdl, az r = 1
korvonalbdl, mint stabil hatarciklusbél, az » = 2 korvonalbdl, mint instabil
hatérciklusbdl, és az r = 1 hatédrciklusra (beliilrél és kiviilrél) récsavarodo,
az r = 2 hatérciklusrdl pedig (beliilr6l és kiviilr6l) lecsavarodé palyakbdl all
(19.35. dbra).

19.243. Megoldas (Feladat) A 8.2.1. szakaszban ismertetett modszert ko-
vetve vezessiik be az r és ¢ fliggvényeket az xz(t) = r(t) cos(p(t)), y(t) =
r(t) sin(p(t)) transzformdcios képletekkel. Ekkor az ott megadott képleteket
felhaszndlva az 1ij ismeretlen fiiggvényekre az 7 = r(1 — r)?, ¢ = 1 differen-
cialegyenleteket kapjuk. Mivel r = 1 esetén 7 = 0, azért az r = 1 korvonal
invarians, és ¢ = 1 miatt pozitiv irdnyban haladnak rajta a megoldasok. Ha
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19.35. abra. A fazistér az origd kornyezetében

r < 1, vagy r > 1, akkor 7 > 0, azaz a kor belsejében és rajta kiviil is a sugéar
novekszik, a palyak beliil az » = 1 kérvonalhoz koézelednek, kiviil pedig tavo-
lodnak tole. A faziskép tehat az origobdl, mint instabil fokuszbdl, az r = 1
korvonalbdl, mint beliilrél stabil, kiviilrol instabil hatarciklusbdl, és ezen ha-

tarciklusra beliilrol racsavarodo, kiviilrol pedig rola lecsavarodd palyakbol all
(19.36. &bra).

19.244. Megoldas (Feladat) A 8.2.1. szakaszban ismertetett mddszert ko-
vetve vezessiik be az r és ¢ fiiggvényeket az x(t) = r(t) cos(¢(t)), y(t) =
r(t) sin(p(t)) transzformaciés képletekkel. Ekkor az ott megadott képleteket
felhasznalva az 14j ismeretlen fiiggvényekre az 7 = rf(r), ¢ = 1 differenci-
alegyenleteket kapjuk. Ha f(ro) = 0, akkor r = ry esetén 7 = 0, ezért az
r = ro korvonal invarians, és ¢ = 1 miatt pozitiv iranyban haladnak rajta a
megoldasok. Tehat az egyenlet periodikus megoldasai az f gyokei altal meg-
hatarozott sugari korok. Ezen megoldasok stabilitasat az hatarozza meg,
hogy f hogyan valt eldjelet az adott gyokhelynél. Ha r < ry esetén f(r) > 0,
és r > rg esetén f(r) <0, azaz f csokken az ro gyoknél, akkor az r = rq kor
belsejében a sugar novekszik, rajta kiviil pedig csokken, igy az r = rg kor
stabil hatarciklus. Ha r < rq esetén f(r) < 0, és r > rg esetén f(r) > 0, azaz
f novekszik az ro gyoknél, akkor az r = ry kor belsejében a sugéar csokken,
rajta kiviil pedig névekszik, igy az r = rg kor instabil hatarciklus. Ha f nem
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19.36. abra. A fazistér az origd kornyezetében

valt elgjelet az ry gyoknél, akkor a hatérciklus félig stabil, azaz egyik oldalrél
kozelednek hozza, masik oldalon pedig tavolodnak téle a trajektoridk.

19.245. Megoldas (Feladat) Vezessiik be a z(t) = z(t) + iy(t) fiiggvényt.
Erre a differencidlegyenlet 2 = @ 4 iy = P(Re(z),Im(z)) +iQ(Re(z), Im(z)),
azaz ¢ = 2. Bz szétvalaszthaté valtozéju differencidlegyenlet, osszuk el z2-
tel, majd integraljuk. Ekkor az egyenlet megoldédsa z(t) = 1/(c — t), ahol
c € C tetszoleges komplex konstans. Hatarozzuk meg a fiiggoleges tengelyrol
indul6 megoldasokat. Ezekre z(0) = K, tehdt ¢ = 1/ K7, ahol K € R tetszo-
leges valés konstans. Azaz z(t) = Ki/(1 — tKi) = (Ki — tK?)/(1 + t*K?).
Igy mivel 2 és y a z val6s és képzetes része, azért z(t) = (—tK2)/(1+ t2K?)
és y(t) = K/(1 + t*K?). E két egyenletbdl a ¢ valtozét elimindlhatjuk (az
y segitségével kifejezziik ¢-t, majd ezt az x képletébe helyettesitjiik), ez-
zel az 12 = (K — y)y Osszefiiggést kapjuk. Ez az z° + (y — K)? = K?
egyenlettel egyenértékii, ami egy olyan kor egyenlete, amelynek kozéppont-
ja a fiiggéleges koordinatatengelyen van és athalad az origén (kozéppont-
ja a (0, K) pont, sugara K). Tehat a rendszernek az origd az egyensulyi
pontja, az x tengely invarians, rajta jobbra haladnak a megoldasok, a tob-
bi palyak pedig olyan korok (valéjaban homoklinikus pélyak), amelyeknek
kozéppontja a fliggdleges koordinatatengelyen van és athaladnak az origdn.
A fels6 félsitkban ezen korokon pozitiv iranyban haladnak a megoldasok, az
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alsé félsikban pedig negativ iranyban. Megjegyezziik, hogy amennyiben az
22+ (y— K)?— K? = 0 képlet mdr ismert, akkor derivaldssal azt kapjuk, hogy
ennek derivéltja 2z(z? + (y — K)? — K?), tehat ha 22 + (y — K)? — K* =0
fennall a trajektéria kezdépontjaban, akkor minden pontjaban fennall, azaz
ezen képlettel megadott korvonal invaridns gorbe (19.37. dbra).
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19.37. 4bra.

19.246. Megoldas (Feladat) Vezessiik be a z(t) = x(t) + iy(t) fiiggvényt.
Erre a differencidlegyenlet Z = @ 4 iy = P(Re(z),Im(z)) +iQ(Re(z), Im(z)),
azaz ¢ = 2°. Bz szétvdlaszthaté valtozdju differencidlegyenlet, osszuk el
z*-nal, majd integraljuk. Ekkor az egyenlet megolddsa 2?(t) = —, ahol
¢ € C tetszoleges komplex konstans. Az irdnymezot megrajzolva észrevehet-
jik, hogy az y = x és y = —x egyenesekrol induld megoldésokat célszeri
meghatérozni. Ezekre z(0) = K (1+41), melyb8l ¢ = 575, ahol K € R tetsz6-
leges valés konstans. Ezért 2%(t) = ﬁ reciprokat véve, és felhasznalva, hogy

z =z + 1y, azt kapjuk hogy - 21 o = ;22 2t. Ennek képzetes része
2xy

G vy 52, amely egyenerteku a dry(K? — xy) = (2* — y*)? Ossze-
fiiggéssel. Ezen osszefiiggésnek megfelelé gorbék adjdk (kiillonbozé K € R
értékekre) az elsd és harmadik siknegyedben a pélydkat. A maésik két sik-
negyedben fekvé palydkat hasonléképpen szamithatjuk ki a 2(0) = K (1 — 1)
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kezdeti feltétel felhasznaldsaval. A kapott gorbék olyan homoklinikus pa-
lyakat adnak, melyek a koordinatatengelyeket érintve futnak be az origéba.
Az els6 és harmadik siknegyedben a palyakon a megoldas pozitiv iranyban
halad, a mésik két negyedben pedig negativ irdnyban (ezt az irdnymezo-
bél egyszeriien lathatjuk). A rendszernek az origd az egyensilyi pontja,
az x és y tengely invarians, az = tengelyen tavolodnak, az y tengelyen pe-
dig az orihoz kozelednek a megoldasok. Megjegyezziik, hogy amennyiben a
(2* — y*)? — dzy(K? — 2y) = 0 képlet mdr ismert, akkor azt kapjuk, hogy
4(2% —y*)((2? —y*)? —day(K? —zy)), tehét ha (22 —y?)? —doy(K* —zy) = 0
fennéll a trajektoria kezdopontjaban, akkor minden pontjdban fennall, azaz
ezen képlettel megadott korvonal invaridns gorbe (19.38. dbra).

N
/ \
Q | K \\(( E\/ﬂ/ﬂ/)

//( < I ))\\\
RN J S

=2 -1 1
x(r)

19.38. 4bra.



20. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

20.247. Megoldas (Feladat) Az Gsszetett fliggvény derivalasi szabélya sze-
rint

do(t, r) o 0o(t, )
ot =

20.248. Megoldas (Feladat) A megoldést olyan kétszer folytonosan diffe-
rencialhaté fliggvények kozott keressiik, amelyek a sik valamely konver tar-
tomanyan vannak értelmezve. Ha az egyenletet igy irjuk: 01 (Osu(z,y)) =0,
akkor megallapithat6, hogy minden rogzitett y mellett dyu(.,y) allandd —
ugyanis Oyu(.,y) értelmezési tartomdnya minden rogzitett y mellett (nyilt)
intervallum, mivel D, konvex —, ezért alkalmas, nyilt intervallumon értelme-
zett folytonos fiiggvénnyel Osu(z,y) = c(y) teljesiil. Ez az Osszefiiggés azt
vonja maga utan, hogy

= —K'(t)go(x — K(t)) + K'(t)op(z — K(t)) = 0.

ule,y) = / "e(s)ds + Cu(z) = Cu() + Culy),

Yo

ahol (' és Oy nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények, yg € D,
pedig tetszoleges pont. Igy az altalanos megoldas

u(z,y) = Ci(z) + Ca(y), (v,y) €L,

ahol C] és Cy nyilt intervallumon értelmezett folytonosan differencidlhato
fiiggvények, Q2 C R? pedig (nyilt intervallumok Descartes-szorzata lévén)
konvex tartomany.

Megjegyzés. A [20] tankényvben hidnyzé konver jelz6 fontossagara mu-
tat a 20.248. &bra, amely példat mutat olyan v fliggvényre, amelynek elso
valtozd szerinti derivaltja nulla, mégsem adhaté meg a masodik valtozdé fiigg-
vényeként.

180
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0 y

20.1. abra. Példa olyan fiiggvényre, amelynek els6 valtozé szerinti derivaltja
nulla, mégsem adhaté meg a masodik véltozo fliggvényeként.

20.249. Megoldas (Feladat) Szamitsuk ki a vegyes parcialis derivéltakat
mindkét egyenletbdl, majd hasznaljuk fel ujra az eredeti egyenleteket:

Du(z,y) = u(z,y) + (1 + y)oou(z,y)

= u(w,y) + (1 +y)(u(z,y)* + 2zu(,y)),
Oou(z,y) = 2u(z,y)ou(x,y) + 2u(z,y) + 2z0u(x, y)

= 2u(z,y) + (2u(z,y) + 22)(u(z, y) + yu(z, y)).

Innen kapjuk, hogy

u(z, y)(1+ (1 +y)u(z,y)) =0,
vagyis ezek lehetnek a megoldasok:

1

ur(z,y) =0, us(z,y):= 11y

alkalmas Osszefiiggd nyilt halmazokon. Behelyettesités mutatja, hogy csak a
trivialis u; fiiggvény a megoldas, akar az egész stkon. Sokkal hosszabb szamo-
lasok utan hasonlé eredményre jutunk, ha megoldjuk kiilon a két egyenletet,
majd Osszevetjiik a kapott megoldasaikat.

20.250. Megoldas (Feladat) Mivel itt a 9.2. szakasz jeloléseivel f(a, b, c) =
(5,2),h(a,b,c) =0, ezért a karakterisztikus differencidlegyenlet:

r=5¢=21u=0;
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ennek megoldasai, azaz a karakterisztikus gorbék:
z(t) =5t + C, g(t) = 2t + Cy, u(t) = Cs.

A karakterisztikus gorbe paraméterezésének kezdetét ugy akarjuk megvélasz-
tani, hogy dtmenjen a megadott gérbén, tehat valamilyen §, € D, mellett
teljesiiljon:

Cy = #(0) = 2&), Cy = §(0) = =&, C3 = u(0) = 9¢;,
igy a 9.2. szakasz jeloléseivel
ri(t) = 5t + 260, m2(t) = 2t — &, Y(t) = 9€2.

Feladatunk most mar az, hogy keressiink olyan ¢ fiiggvényt, amelyre telje-
stil, hogy értelmezési tartoméanyanak minden (x, y) pontjdhoz van olyan (r, )
karakterisztikus gorbe, hogy r(0) = (z,y), és amellyel minden (z,y) € D,
esetén v(t) = ¢(r(t)) teljesiil, ahol r(t) := (ry(t),r2(t)). Nyilvan az (egyetlen)
megoldas:

(22 — 5y)?

9 ;
ez tehat a parcidlis differencidlegyenlet olyan megoldédsa, amely atmegy a
megadott gorbén, amint azt akar behelyettesitéssel verifikalhatja is az Olvasé.

Hogyan hataroztuk meg a ¢ fiiggvényt? Meghataroztuk az

R? 5 (z,y) — p(z,y) =

Rl(t, fo) = ot + 2&), Rg(t, 50) =2t — &)

fliggvénypar globdlis inverzét, ami egyértelmiien lehetséges,
Csaszar, A.: Valos analizis 1., Tankonyvkiadd, Budapest, 1983. 479. ol-
dal, 7.3. tétel

el DRt ) DuRult' )
141 3 240] 9 _
det ([ OR,(.62) DuRult”. E2) D =970

Mas szavakkal, megoldottuk az

r=Ri(t,&) yv=Ra(t, &)

egyenletrendszert a (t,&y) valtozoparra, majd az eredményiil kapott fligg-
vényt komponéltuk a v fiiggvénnyel. Pontosabban, ha tehat G(¢, &) := 92,
és R := (R, Ry), akkor G = p o R, vagyis p = Go R
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20.251. Megoldas (Feladat) Mivel itt a 9.2. szakasz jeloléseivel f(a, b, c) =
(1,2), h(a,b,c) =0, ezért a karakterisztikus differencidlegyenlet:

F=1,5=25=0

ennek megoldasai, azaz a karakterisztikus gorbék:

tt) =t +Cp,3(t) =2t + Cq, 0(t) = Cs.
A karakterisztikus gorbe paraméterezésének kezdetét igy akarjuk megvélasz-
tani, hogy dtmenjen a megadott gorbén, tehat valamilyen {, € D, mellett
teljesiiljon:

C1=1(0) = 0,0y = 2(0) = &, C3 = 8(0) = 00(&o);
igy a 9.2. szakasz jeloléseivel

T1(t) = t,?"g(t) =2t +€0,’}/(t) = QD(&D)-

Feladatunk most méar az, hogy keressiink olyan ¢ € C'(R? R) fiiggvényt,
amellyel minden (z,y) € R? esetén v(t) = ¢(r(t)) teljesiil, ahol r(t) :=
(r1(t),m2(t)). Nyilvan az (egyetlen) megoldas:

R? > (t,2) v @(t,7) := go(x — 2t),

ez tehat a parcidlis differencidlegyenlet olyan megoldédsa, amely atmegy a
megadott gérbén.

Vegyiik észre (lasd a [206] 9.1.1. szakaszdnak 9.1. példdjat), hogy amit
megoldottunk, az a transzportegyenlet specidlis esete: a gy kezdeti tomeg-
stirtiségli anyag 2 sebességgel halad, ennek az eredménye az lesz, hogy a
t € R id6pontban az x € R helyen a sirliségét o(t,x) = go(x — 2t) adja
meg. Amennyiben éppen tomegsiriségrol van szé, akkor fel kell tenniink,
hogy a kezdeti stirliséget megadd fiiggvény csak nemnegativ értékeket vesz
fel. A megoldasrdl pedig megallapithatjuk, hogy megorzi ezt a fizikailag fon-
tos tulajdonsagot. A feladat alapjan azt is latjuk, hogy a kezdetben jelenlévo
Ossztomeg, azaz gy integralja a szamegyenesen megmarad: tetszoleges t € R
idépontban megegyezik o(t, ) integraljaval. Végiil pedig érdemes még azt is
megemliteni, hogy a slirliség a folyamat sordn a {(t, ) € R?|z—2t = allandd}
2 meredekségii egyenesek mentén nem valtozik, igy a folyamat egy tomegpont
2 sebességli mozgasa altalanositasanak tekintheto.

Megjegyzés. Tanulsdgos megvizsgalni a transzportegyenlet megoldasit
bonyolultabb sebességfiiggvények esetén vagy akar a legaltalanosabb

do(t, r) dolt, z)

5 +m(t, z, Q(t,l’))T =0 (meC'(R*R)) (20.1)
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alakban.

Megjegyzendo, hogy a fizikailag fontos tulajdonsiagok éppugy teljesiilnek,
mint a fent targyalt legegyszeriibb esetben. Végiil pedig megemlitjiik, hogy
az elsérendii homogén kvézilinearis parcidlis differencidlegyenletek (azaz ame-
lyeknél a jobb oldal nulla) alkalmas tartoményon valamelyik egytitthatéfiige-
vénnyel valo osztassal nyilvan a transzportegyenlettel azonos alakra hozha-
tok.

20.252. Megoldas (Feladat) Mivel itt f(a,b,c¢) = (ba,2b),h(a,b,c) = 0,
ezért a karakterisztikus differencidlegyenlet:

T =5%,19 =2y u=0;
ennek megoldasai, azaz a karakterisztikus gorbék:
i(t) = Cre™, §(t) = Coe, u(t) = Cs.

A karakterisztikus gorbe paraméterezésének kezdetét gy akarjuk megvalasz-
tani, hogy atmenjen a megadott gorbén:

Cy = #(0) = 260, C2 = §(0) = —&o, C5 = u(0) = 9,

tehat
r(t) = 2&e™, 12 (t) = —&oe™, () = 9.

Keressiink olyan ¢ € C!(R?, R) fiiggvényt, amellyel minden (z,y) € R? esetén
v(t) = @(r(t)) teljesiil, ahol r(t) := (ry(t),r2(t)). Nyilvan csak ezt taldljuk:

Yy’ 52y
(RA{0}) xR > (z,y) = o(z,y) := 18;\/;,
ez tehat a parcidlis differencialegyenlet olyan megoldasa, amely atmegy a
megadott gérbén, amint azt akar behelyettesitéssel verifikdlhatja is az Olva-
s0. Ha 0sszefiiggd nyilt halmazon értelmezett fiiggvényeket szeretnénk meg-
oldasnak tekinteni, akkor ennek a ¢ fiiggvénynek a bal és a jobb félsikra vett
megszoritasait (vagy azok sszefiiggd nyilt halmazra vett megszoritasait) va-
laszthatjuk.

20.253. Megoldas (Feladat) Most f(a,b,c) = (¢, —1),h(a,b,c) = 1, ezért
a karakterisztikus differencidlegyenlet:

r=a,§=—1,u=1;
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ennek megoldasai, azaz a karakterisztikus gorbék:
2

14

Viélasszuk meg a karakterisztikus gorbe paraméterezésének kezdetét tugy,
hogy atmenjen a megadott gérbén:

C1 =%(0) = =&, Cy = 3(0) = &, C5 = u(0) =1,

tehat
2

) =5+t omlt) =t &)=t +1

Feladatunk most méar az, hogy keressiink olyan tartomanyon értelmezett,
folytonosan differencialhaté ¢ fliggvényt, amelyhez minden (x,y) € D, ese-
tén van olyan karakterisztikus gorbe, amelyre r(0) = (z,y) és v(t) = p(r(t))
teljestil, ahol r(t) := (r1(t), ro(t)). Két megoldést kapunk:

{(z,y) eR*|lz+y >0} 3 (z,y) —~ @(z,y) = 1£/2(x +y),

ezek tehat a parcialis differencidlegyenlet olyan (maximélis) megolddsai, ame-
lyek atmennek a megadott gorbén; a tobbi megoldas ezek lesziikitéseként
adodik.

20.254. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus differencidlegyenlet:
i=g,§=—%u=23u

ennek megoldasai, azaz a karakterisztikus gorbék:

z(t) = Cy cos(t + Cy),

g(t) = —Csin(t + Cy),
2 a2
a(t) = Cs exp C7 cos ét + C'Q)‘

A karakterisztikus gorbe paraméterezésének kezdetét alkalmasan megvalaszt-
va:
C1 = #(0) = &V2, 0 = §(0) = —7/4,Cy = a(0) = &e ™,
tehat
I’Q + y2 302 —y2
4
1T ¢

R? 5 (z,y) — u(z,y) =

az egyik megoldas.
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20.255. Megoldas (Feladat) A karakterisztikus egyenlet alkalmas kezdeti
feltételek melletti megoldasa:

nt) =t+&mt) =€, ()=

tehat

T3> 5 — ; - ’
(z,y) = u(z,y) Y32 fyl2 g

ahol T := {(z,y) € Ry 2 +¢'/* < x}.
20.256. Megoldas (Feladat) A szokésos médon eljutunk oda, hogy
r(t) =t+&, ml)=t+&, () =t+ &,

amibdl az kovetkezik, hogy a megoldas csak olyan folytonosan differencidl-
haté, tartoményon értelmezett ¢ fiiggvény lehet, amelyre

plz,z) = (20.2)

teljesiil, példaul R? > (z,y) — o(x,y) = pz+(1—p)y, ahol p € R tetszdleges.

Megjegyzés. A megoldéds tehat nem egyértelmi. Tovéabba: a (20.2)
feltétel nem elegend6 ahhoz, hogy megoldast kapjuk, amint azt az elsé ne-
gyedben értelmezett (z,y) — x(y/x)? fiiggvény mutatja.

20.257. Megoldas (Feladat) A szokédsos médon eljutunk oda, hogy

T(t) = £0€t7 7,2(15) = éoeta 7(t) = 507
amibdl kovetkezik, hogy a feladatnak nincs megolddsa.

20.258. Megoldas (Feladat) A szokédsos médon eljutunk oda, hogy

ri(t) =goe',  ra(t) = &l = 1), () =t — &e' + 2,

amibSl u(z,y) = In(x) —In(x —y)+z—2y, (z,y) € {(z,y) € R?|x >0,z >
Y}

20.259. Megoldas (Feladat) A szokdsos mddon eljutunk oda, hogy

ri(t) = &el,  ra(t) = ety rs(t) = et A(t) = &,

amib8l RT x R? > (x,y,2) — u(z,y,2) = f(y/x,z/x), ahol f tetszOleges
olyan fiiggvény, amelyre f(p,p) = p?, példaul f(p,q) = pg>.

Megjegyzés. Az egyvaltozos fiiggvényekre vonatkozd kvazilinearis par-
cidlis differencidlegyenlet altalanos alakja a(z,u(x))u'(x) = b(z,u(x)) lehet-
ne, ami a hanyados jobboldali egyenlet ([20], 3.5. szakasz) altalanositasanak
tekintheto.
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20.260. Megoldas (Feladat) Ha (9.1) fennéll, akkor

Vx € Dy : (A f(Ax)) (1) = ) 2,0 f(x) = 0. (20.3)

Forditva: ha (20.3) fennéll, akkor ennek a (homogén, linedris) parcidlis dif-
ferencidlegyenletnek a karakterisztikus differencidlegyenlete

melynek, megoldasa

Ty T3 TN
SO ) MARERE
1 1 I

alaku, vagyis teljesiti (9.1)-et.
Megjegyzés.

1. Ismeretes, hogy a bels6 energia homogén elséfok fliggvénye az entrépi-
anak, a térfogatnak és a (mélban mért) anyagmennyiségnek: U(AS, A\V, AN ) =
MA(S,V, N). Az Euler-egyenlet ebben az esetben:

N N N

5 S ov ON

=U(S,V,N),

és ha a szokasos mdédon bevezetjiik a homeérséklet, a nyomads és a maol-
szam elnevezési intenziv mennyiségeket:

7(s.v,N) o= ML
oUuS,v,N

ou(s,v.N
(S, Vo N) = —(aN )

akkor a fenti Osszefiiggést igy is frhatjuk:

U(S,V,N) =T(S,V,N)S — p(S,V, N)V + u(S,V,N)N  (20.5)
S
N

2. Szokds még haszndlni egy (az eddigiekhez képest csekély tobbletin-
forméciét add) osszefiiggést, a Gibbs—Duhem-reldciot is. Derivaljuk
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a (20.5) osszefiiggést:

OT(S,V,N) &T(S,V,N) 8T(S,V,N) S\\
ul(Sa‘/aN) = _alp<S7V7N) _aQP(Sav;N) —03p(S,V,N) ’ 4
(S, V,N)  duu(S,V,N)  dsu(S,V,N) )\
100
+(T(S,V,N) —p(S,V,N) p(S,V,N))-{0 1 0],

0 01
ahonnan a (20.4) definicié alapjan adédik a nevezetes Gibbs—Duhem-
relacié:

OT(S,V,N) &T(S,V,N) &T(S,V,N) S 0
_alp(sa‘/aN) _62p(57 V>N) —83]?(8,‘/,]\[) [V ]=1{0 ’
Opu(S,V,N)  Ou(S,V,N)  Osu(S,V,N) N 0

(20.6)
vagy egészen roviden: U”idrs = 0, ami azt mutatja, hogy a beveze-
tett intenziv mennyiségek derivaltjai egymassal linedrisan 6sszefiiggnek,
kettd ismeretében a harmadik kifejezheto.

3. Ismertetiink még két szokasos definicidt. Az
A(S,V,N) :=U(S,V,N) +p(S,V,N)V —T(S,V,N)S

képlettel értelmezett Gibbs-féle energia (amire régebben a G jelet
és a Gibbs-féle szabadenergia elnevezést hasznaltak) a fentiek szerint:
A(S,V;N) = u(S,V, N)N. Amennyiben tobb — M szdmu — kémiai
anyagfajta van jelen, a

A(S,MN17N2,...7NM): [l,m<S,V',N1,N2,...,NM)Nm

1=

altalanosabb alakhoz jutunk.

A fizikdban inkdbb az F Helmholtz-féle (szabad)energia hasznéla-
tos, amelynek definicidja: F(S,V,N) :=U(S,V,N)+ p(S,V, N)V.

4. Ismeretes, hogy az entrépia is homogén elséfoki fiiggvénye a belsé ener-
gidnak, a térfogatnak és a (mélban mért) anyagmennyiségnek: S(AU, AV, AN ) =
AS(U,V, N). Ha a fajlagos (azaz egy molra jutd) bels6 energiét, térfo-
gatot és entrépiat rendre u := %,v = %,s(u,v) = S(u,v,1) jeloli,
akkor a homogenitds miatt S(U,V, N) = Ns(u,v).
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20.261. Megoldas (Feladat) Az egyiitthatéfiiggvények az egész sikon értel-
mezeve vannak. Irjuk fel az egyenlet diszkriminansat:

r—y Ty

d(z,y) = -y oy

= (z —y)(2y — ).

Az egyenlet nyilvan az elsé és a harmadik siknegyed szogfelez6 egyenesén
és az {(x,y) € R?|2y = 1} egyenes pontjaiban parabolikus. Megjegyzendd
azonban, hogy ez a halmaz nem tartomany.

20.262. Megoldas (Feladat) Az egyiitthatéfiiggvények az egész sikon értel-
mezeve vannak. Irjuk fel az egyenlet diszkriminansat:

2

(02 B
22 ay| = x(y” + °).

d(z,y) ==

Az egyenlet nyilvan az {(z,y) € R}z =0V y* + 2° = 0} halmaz pontjaiban
parabolikus. Megjegyzend6 azonban, hogy ez a halmaz nem tartomany.
Elliptikus ott, ahol a diszkrimindns pozitiv, azaz az {(z,y) € R%*lz =
0V y?+ 2® > 0} halmazon, amely két diszjunkt tartomény egyesitése, végiil
pedig hiperbolikus ott, ahol a diszkriminans negativ, azaz az {(z,y) € R?|z =
0Vy?+2® < 0} halmazon, amely szintén két diszjunkt tartomany egyesitése.

20.263. Megoldas (Feladat) Legyen a diffeomorfizmus ¢ : R? — R?, az
4j ismeretlen fiiggvény pedig U(((z,y)) := u(x,y). A kozvetett fiiggvény
derivélasi szabdlyabdl kapjuk: u' = U'o(- (', ésu” = ('U"o(- (') +U"o(-
(", tehat — ha az U fliggvényre vonatkozé egyenlet egyiitthatéit a megfeleld
nagybetiikkel jeloljiik, akkor —

(3 8)=c-G )

Mivel a két sz€élso tényez6 determinansa egymassal azonos, de nullatél kiilon-
bo6z6, a transzformalt egyenlet tipusa azonos az eredetiével.
Megjegyzés. Az Olvasora hagyjuk a fenti képletek részletes értelmezé-
sét.
20.264. Megoldas (Feladat) A szorzatalakot az egyenletbe behelyettesitve
kapjuk, hogy
X'(x)Y (y) + X(2)Y"(y) = AX(2)Y (y).

A nulla figgvénytél kiilonboz6 és folytonos (s6t, kétszer folytonosan differen-
cidlhatd) megoldas az egységnégyzet valamely pontjanak kornyezetében nem
veszi fel a nulla értéket, ezért ott

X"(x)  Y"(y)

X(x) — Y(y)

=A
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teljesiil. (Alabb kideriil, hogy az ebben a kiérnyezetben taldlt megolddsok az
egész () halmazon megolddsai az egyenletnek.) Ez azonban csak ugy allhat
fenn, ha a bal oldalon all6 mindkét 6sszeadandé dlland6. A peremfeltételeket
is figyelembe véve tehét az

X"(z) = aX(z), X(0)=X(r)=0, (20.7)
Y'(z) = (A —a)Y(y), Y(0)=Y(r)=0 (20.8)

peremérték-feladatokat kell megoldanunk. A (20.7) feladatnak csak akkor
van megolddsa, ha « = —k* (k € N) alak, és ekkor a [0, 7] 3 2 — Xi(x) =
Crsin(kz) (Cr € R) fliggvények a megoldasok. Hasonléan, [0,7] 5 y —
Yi(y) = Dysin(lz) (I € N, Dy € R). [gy tehdt a szorzatalaki sajatfiiggvé-
nyek:

Q3 (x,y) = uw(x,y) == Eysin(kz) sin(ly), (20.9)
a hozzajuk tartozd sajatértékek pedig a —(k* +12) (k,l € N) alakd sza-
mok. Mivel a (20.9) fliggvények alkalmas Ej; egyiitthaték mellett teljes or-
tonormadlt rendszert alkotnak, az Osszes sajatfiiggvény eloall ezek végtelen
soraként.

20.265. Megoldas (Feladat) Ismeretes (verifikdlhatd), hogy a (9.3) Ossze-
fiiggésbol az

2 Au(r cos(g), rsin(y)) = rd.(rd,U(r, ) + afoU(r, ©)
relacié vezetheto le, tehat a Helmholtz-egyenlet az U fiiggvényre nézve:
rO(roU(r, ) + 02U (r, ) = ArU(r, ).
A szorzatalakot ebbe az egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy
r®(o) (R (r) + rR"(r) + R(r)®" () = Ar*R(r)2(¢).
Innen adédik, hogy
rR'(r) +r*R"(r) ()

R(r) " T T ()

teljesiil. Ez azonban csak gy teljesiilhet, ha mindkét oldalon konstans all.
A peremfeltételeket is figyelembe véve tehdt meg kell oldanunk a

() = —ad(p), B(0) = d(2r) =0 (20.10)
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peremérték-feladatot. Ennek megoldasai a [0,7] 5 ¢ +— Cpcos(ky) (k €
Z,Cy € R) alaku fuggvények. A masik tényezére ezek utan a kovetkezd
egyenlet all fenn:

r?R'(r) +rR'(r) — (P +EHR(r) =0 R(1)=0 (20.11)
peremérték-feladatot kell megoldanunk. Bevezetve a Q(r) := R(r/v/\) fiigg-

vényt és figyelembe véve o értékét, a Q(x) := R(z/v/)\) fiiggvényre a k-adik
Bessel-egyenletet kapjuk:

22Q" (z) + 2Q'(z) + (2* — K*)Q(z) = 0, (20.12)

amelynek két fliggetlen megoldasa az els6faju és a méasodfaju k-adrendi
Bessel-fiiggvény. Altaldnos megoldéasa ezek linearis kombindcidja, a masod-
fajinak 0 nincs az értelmezési tartomanydban. Hasonléan, [0,7] > y +—
Yi(y) = Dysin(lz) (I € N, Dy € R). [gy tehdt a szorzatalaki sajétfiiggvé-
nyek:

Q3 (x,y) = uw(x,y) ;== Eysin(kz) sin(ly), (20.13)
a hozzajuk tartozé sajatértékek pedig a k2412, k,1 € N alaki szdmok. Mivel
az (20.13) figgvények alkalmas Ej; egyiitthaték mellett teljes ortonormdalt
rendszert alkotnak, az Osszes sajatfiiggvény el6dll ezek végtelen soraként.

20.266. Megoldas (Feladat) Keressiik a megoldast ilyen alakban: uz(x,y) =
ax® + bx?y + cxy?® + dy> + ex® + fay + gy? + ha +iy + k, ahol az a,b, ..., k
egyiitthaték valés (vagy akar komplex) szdmok. Behelyettesitéssel adédik,
hogy ¢ = —3a b = —3d g = —e, viszont f,h,i1 és k értéke tetszoleges,
tehat az altalanos harmadrendi polinom-alaki megoldas
us(z,y) = ax(z® = 3y®) + dy(y® — 32%) + e(a® — ¢?)
+ fry+hx+iy+k  ((z,y) € R?). (20.14)

Innen leolvashaték az us méasod- és az u; elsofoki megoldasok:

uy(w,y) = e(x® —y?) + fry +hr +iy + k  ((z,y) € R?),

ui(z,y) =hr+iy+k ((2,y) €R?).
Hasonléan, tehat egyiitthato-osszevetéssel lehet meghatarozni polinom-alaki

megoldasokat kettonél tobb valtozé esetén is. Jegyezziik meg, hogy ezek a
megoldasok altaldban nem szorzatalakuiak.

20.267. Megoldas (Feladat) Az (20.14) alak egyiitthat6it a peremfeltéte-
lekbdl meghatarozva ezt a megoldast kapjuk:

7
0,3] x [0,2] > (z,y) — u(z,y) := —gacy—i- 2¢ + 4y + 1.

A kapott megoldas nyilvan nem szorzatalakd.



21. fejezet
Variacioszamitas

21.268. Megoldas (Feladat) Nyilvdnvals, hogy sup J = 1, ezt az értéket
viszont a megadott fiiggvényhalmaz elemein nem veszi f6l.

21.269. Megoldas (Feladat) Itt kiilonosen az lesz tanulsigos, hogy az al-
kalmazand6é moédszerekhez menet kézben szamos szigoritd feltevést kell ten-
niink, majd a megoldésrol ki fog deriilni, hogy egészen altalanos feltételek
mellett is megfelel6. El6szor is: nyilvan csak olyan fiiggvények kozott keres-
hetjiik a megoldasokat, amelyek csak pozitiv értékeket vehetnek fel, vagyis
Vt € D, x(t) > 0. Ezek korében egyenletiink egyenértékii (azaz azonos meg-
olddsokkal bir) a kovetkezdvel:

—2xi+it+1=0.

Tegyiik fel, hogy a megoldés kétszer folytonosan derivalhaté, és elsé két de-
rivaltja sem veszi fel sehol a nulla értéket:

v €C*R,R) és Vte€D,:it)#0és i(t) #0. (21.1)

Ekkor a megoldés és derivaltja is invertalhato, és létezik olyan y : R; — R
fliggvény, amellyel

x(t) = y(i(t)) (€ D). (21.2)
Tegyiik fel, hogy y differencidlhato, akkor
(1) =y ((1)E(t) (t € D), (21.3)

ebbdl a (21.1) feltétel felhasznalasaval adédik, hogy minden t € D, esetén
y(x(t)) # 0. Az eredeti egyenlet (21.3) felhasznalasaval igy irhato:

+i*(t)+1=0 (teD,),

192



21. FEJEZET. VARIACIOSZAMITAS 193

amibdl viszont — & invertalhatésaga miatt — kapjuk

_ ST |
vagyis ©
y'§ 2% .
wo “er1 CERe)
tehat
y(§) =a(e®+1) (€ RsaeRY),
kovetkezésképpen
z(t) = a(@®(t) + 1) (t € D,),
ahonnan
#(t) = 5@%@ (teD,),
legvégiil pedig )
x(t):a—i-(;w—i-c) (t € R)

a (10.1) egyenlet teljes megoldasa. Ez az x fiiggvény csak pozitiv értékeket
vesz fol, de példaul derivaltja folveheti a nullat, tehat a levezetés érvényessé-
géhez le kellene sziikiteni.

21.270. Megoldas (Feladat) A 10.269. Feladat (21.1) feltevésével, a (21.2)
bevezetésével felhasznalva a (21.3) azonossagot:

i) 2120 (teD,)

y'(&(t))
amibdl viszont — 2 invertalhatésaga miatt — kapjuk
§ 2
y(€ —&-1=0 (f€Rs),
vagyis
y'E 2%
2 = §E€R:),
o ~er1 R
tehat
v () = al§®+1) (£ € Rya €RY),
kovetkezésképpen

22(t) = a(i*(t) +1) (t € D,),
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ahonnan
2(t) - (Va)®
z(t) = 7 (t € D,),
legvégiil pedig
t+b
(t) = \/Ech( :}) (t€R,a € R*,b € R)
a

a (10.2) egyenlet teljes megoldédsa. Ez az x fliggvény csak pozitiv értékeket
vesz f6l, de példaul derivaltja folveheti a nullat, tehat a levezetés érvényessé-
géhez le kellene sziikiteni.

21.271. Megoldas (Feladat) A 10.269. Feladat (21.1) feltevésével, a (21.2)
bevezetésével felhasznélva a (21.3) azonossagot:

: Et) o
20(x(t) ———=+2°(t) +1 =0 (te€D,),
)y (teD,)
amibol viszont — 2 invertalhatésaga miatt — kapjuk
£ 2
2y§ +§+1=O fERx’,
vagyis
y'(€) 2¢
WO~ er1 CER
tehat a
= . Rt
y(&) ] (£ € Rs,a € RY),
kovetkezésképpen
a
t)y=—— (teD
I(> $2(t)+1 ( € x)a
ahonnan
—x(t
i) = /=" (e,

legvégiil pedig a kovetkezd implicit Osszefiiggést kapjuk a (10.2) egyenlet
teljes megoldasara

garcsin (1—2x(t)/a) +%T —Vaz(t)—22(t) =t+b (teR,ae R beR)

Ez az x fiiggvény csak pozitiv értékeket vesz fol, azonban a derivéltja miatt fol
kell tenniink, hogy minden ¢ € D, esetén x(t) # 0ész(t) #a. A0 < z(t) < a
feltételt kielégité megoldasok értelmezési tartoménya D, =] — b, aw/2].
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21.272. Megoldas (Feladat) Mivel ez az alapfiiggvény nem fiigg sem az
els6, sem a masodik valtozéjatol, ezért az Euler—Lagrange-egyenlet igy egy-
szerlisodik:

O3 f(t,z(t),2(t)) = allandd, (21.4)

azaz esetiinkben a kovetkez6, még egyszeriibb alakot kapjuk:

T

———— = allando.
viz+1
Ennek teljes megoldésa:
Rot—ao(t) =at+8 (a,0€R). (21.5)

Ugyan alapfiiggvényiinkre teljesiil a regularitas
Os3.f(t, (1), (1)) > 0 (21.6)

feltétele, hiszen Oss f(t, x(t), 4(t)) = 1/(1 + (t)% + 1)*? > 0, ez még mindig
nem elegendé ahhoz, hogy az extremélisok (relativ gyenge) minimumot ad-
janak. A [20] konyv 10.6. Tételét alkalmazva viszont meg tudjuk mutatni,
hogy az extremaélisok valéban relativ gyenge minimumot adnak.

e Az alapfiiggvény haromszor folytonosan differencialhato.
o Az extremalisok kétszer folytonosan differencialhatéak.

e A (21.6) regularitds miatt Os3f az extremdlisok mentén is szigorian
pozitiv.

e Megmutatjuk, hogy az extremdlisok kielégitik az erds Jacobi-feltételt.
Ehhez el6szor irjuk fol a Jacobi-féle differencidlegyenletet, amelynek
altaldnos alakja:

(0050t 20(8) 0(0)) +7(6) 3 B (), 0(0) +

00) (@ 0208, 00)) = O, 20(0) (0 ) =0,

ami esetiinkben (14 a?)7j = 0, vagyis R o ¢t — n(t) = vt +6 (7,6 € R).
Ha megkoveteljiik, hogy 1(0) = 0,7(0) = 1, akkor az R > t — n(t) =t

fiiggvényhez jutunk, amely tetszoleges b > 0 szam esetén teljesiti az
er6s Jacobi-feltételt, mert nincs gyoke a |0, b] intervallumban.
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Az
/ V14 &(t)2dt

funkciondl (a 0 és a b abszcisszaju pontokat 6sszekotd — fiiggvény képeként
megadhaté — gorbék ivhossza) tehat az egyenesszakasz esetén relativ gyenge
minimumot vesz fel.

21.273. Megoldas (Feladat) A 10.272. Feladat megoldési mddszerét kovet-
ve most az ¥ = x Euler-Lagrange-egyenletet kapjuk vagy integralva z%(t) +
r?(t) = allandd. Ennek teljes megolddsa

R >t~ z(t) :==acos(t) + bsin(t) (a,b € R). (21.7)

A probléma reguléris, hiszen Os3f(t,z(t),#(t)) = 1 > 0. Az alapfiiggvény
haromszor folytonosan differencidlhaté, az extremalisok kétszer folytonosan
differencidlhatéak. A Jacobi-féle differencidlegyenlet ebben az esetben 7 +
n = 0, s ennek az n(a) = 0,7 = 1 kezdeti feltételt kielégité megoldasa
R > ¢ +— —sin(a — t), amelyik nem tiinik el az |a,a + 7 — £] intervallumon,
ahol 0 < € < 7, tehat egy ilyen intervallumon teljesiil az erés Jacobi-feltétel,
igy a [20] 10.6. Tétel miatt az (21.7) extemalisok az

a+m—¢€
/ 1/2(2(t)* — x(t)*)dt

integral relativ gyenge minimumat adjéak.

21.274. Megoldas (Feladat) Most az Euler-Lagrange-egyenlet @(t)(2t% +
#(t)) = 0, ennek megoldasai

Rt a(t):=a (@€R) é RE>tw a(t):=avEt+8 (a,f €R).
Mivel Os3f (¢, z(t), 2(t)) = 6ti, a probléma csak bizonyos tartoményon értel-
mezett bizonyos fliggvények korében regularis. Az alapfiiggvény haromszor
folytonosan differencidlhato, az extremalisok kétszer folytonosan differenci-

alhatoak. A Jacobi-féle differencidlegyenlet ebben az esetben az allandotél
kiilonb6z6 megoldasokon

atij(t) + o/2i(t) = 0,

s ennek az n(a) = 0,1 = 1 kezdeti feltételt kielégité megolddsa Rt > ¢t —
2(v/at — a), amelyik nem tiinik el az ]a, b] intervallumon, ahol b € R tetsz6-
leges, tehat egy ilyen intervallumon teljesiil az erés Jacobi-feltétel, igy a [20]
10.6. Tétel miatt az RT > ¢ — x(t) := av/t + 3 (a, B € R) extemalisok az

/ () (1) — 3a(t))dt

integral relativ gyenge minimumat adjak.
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21.275. Megoldas (Feladat)

81f(l’,i?,y,y) = _—____+C>
4
dt

(62f(w,x',y,y)) - 31
0uf (x, i,y §) = — o - YD) @y

d . .
&(a4f(x7xayvy)) = a<_

A fentiek Oszevetésével

i) g b, g #h)
22 2oy T Ty 222
&g e, & ()
22y 212 Y 22y 22

vagyis ¢ — b/z = y/(zy), ©/(zy) = a/y — d, amibol kovetkezik (10.4).
21.276. Megoldas (Feladat) A funkciondlhoz tartozé alapfiiggvény legyen:
0, T[xRT xR > (t, K, P) + f(t,K, P) := (bK — P — C*)?

ennek parcialis derivaltjai:
Oof(t, K, P)=2b(bK — P —C"), 0s3f(t,K,P)=—-2(bK — P —C"),
ezért t — 93(t, K(1), K(t)) = —2(bK — K). Igy a
—bC* = K (t) — B> K (t) (21.8)

Euler—Lagrange-féle differencidlegyenlet most masodrendi allandé egyiittha-
tos linedris differencidlegyenlet. A homogén egyenlet megoldasai

Ki(t)=¢e" Kyt)=e™" (t €]0,T7).

A (21.8) egyenlet egy partikuldris megolddsa a t — Ky(t) = C*/b konstans
fiiggvény. Igy a (21.8) egyenlet altaldnos megolddsa

*

K(t) = % + e’ + e (t €]0,T),

ahonnan C(t) = C* + 2ce™® (t €]0,T|). Feltehetd, hogy a Cy := C(0)
mennyiséget ismerjiik, amivel C(t) = C* + (Cy — C*)e™® (t €]0,T).

A Jacobi-egyenlet: 27j — 2b*n = 0, ennek az n(0) = 0 és 1(0) = 1 feltételt
kielégité megoldésa: t — sin(bt)/b, ami kielégiti az erds Jacobi-feltételt, tehat
a fenti C fiiggvény valéban maximum.



22. fejezet

Ko6zelito megoldasok

22.277. Megoldas (Feladat) Legyen z(t) := 1 ésaz xp41(t) = 1—|—f(f(2mk(s)—
s) ds iterdciot kell elvégezniink (22.1. abra):

¢
1
xl(t)—l—i-/(2—5)d8—1+2t—§t2,
0

t
3 1
562(75):1—1-/(2+3s—82)ds:1+2t+§t2—§t3,
0

¢ 2 3 1
xg(t):1+/ (2+3s+352—§s3>ds:1+2t+§t2+t3—gt4.
0

22.278. Megoldas (Feladat) Legyen zo(t) := 1 és az xx11(t) = 1—|—f0t zk(s)(3—
xi(s)) ds iteraciot kell elvégezniink (22.2. 4bra):
t
x1(t) = 1+/ 2ds =1+ 2t,
0

t
4
xz(t)=1+/(2+25—432)ds:1+2t+t2——t3,
0

3
t 16 13 8 16
x3(t) = 1+/0 (2+23—332 — 5534—?544— §s5 — 536) ds

4 13 4 16
=142 +t2 13— —tr 4+ =5+ 16 — —¢7,
et 3 + 15 + 9 63

22.279. Megoldas (Feladat) Legyen zo(t) := 0 és az xp41(t) = fg(—xk(s)+

198



29. FEJEZET. KOZELITO MEGOLDASOK 199

.
0
5

m xn
4

W x ()
3 ()
7 B ()

B xs(r
| 3(1)
0 ‘ ‘ . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

!

22.1. abra. A pontos megoldés és a kozelité megoldéasok (fokozatos kozelités)

4

3
W x(
b W ()
X ()
W ()
! B x3(0)

22.2. abra. A pontos megoldés és a kozelité megoldéasok (fokozatos kozelités)
cos(s)) ds iterdcidt kell elvégezniink (22.3. dbra):

x1(t) = /Ot cos(s) ds = sin(t),

xo(t) = /Ot(— sin(s) + cos(s)) ds = cos(t) + sin(t) — 1,

x3(t) = /Ot(l —sin(s)) ds = —1 4+t + cos(?),

z4(t) = /Ot(l —t)ds =1 — %tQ
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x(7)

Xo(7)
x1(7)
X2(1)
x3(7)
x4(7)

H B

!

22.3. dbra. A pontos megoldés és a kozelité megolddsok (fokozatos kozelités)

22.280. Megoldas (Feladat) Az alkalmazandd iteraci6 xy, 1 = xp+h-trx, =
(1+h%k)xy, ahol g = 1, tg = 0. A numerikus eredmények a 22.1. tdbldzatban
talalhatok, a 22.4. abrén pedig a pontos megoldés grafikonja (kék, folytonos)
és az Euler-féle torottvonal (piros, szaggatott) lathato.

k0 1 2 3 4
tx  0.000 0.250 0.500 0.750 1.000
xr 1.000 1.000 1.062 1.195 1.419

22.1. tablazat. Numerikus eredmények

22.281. Megoldas (Feladat) Az alkalmazandé iteracié xpi 1 = zx + h -
3xp(l — xy), ahol g = 0.1, tg = 0. A numerikus eredmények a 22.2. téb-
lazatban talalhatok, a 22.5. dbran pedig a pontos megoldas grafikonja (kék,
folytonos) és az Euler-féle torottvonal (piros, szaggatott) lathato.

22.282. Megoldas (Feladat) Az alkalmazand$ iterdcié zx,1 = xx + h -
(—2xy +4) = (1 — 2h)xy, +4h, ahol g = 0, o = 0. A numerikus eredmények
a 22.3. tablazatban talalhatdk, a 22.6. abran pedig a pontos megoldas grafi-
konja (kék, folytonos) és az Euler-féle torottvonal (piros, szaggatott) lathatd.
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2.0

L5

= 1.0

s

0.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
t

22.4. abra. A pontos és a kozelité megoldas (Euler-féle torottvonal)

E 0 1 2 3 4 5
tr  0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500
zr 0.100 0.235 0.505 0.880 1.038 0.979

22.2. tablazat. Numerikus eredmények

1.2

1.0

0.8

= 0.6

0.4

22.5. dbra. A pontos és a kozelité megoldas (Euler-féle torottvonal).
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k0 1 2 3 4 )
tx  0.000 0.400 0.800 1.200 1.600 2.000
zr 0.000 1.600 1.920 1.984 1.997 1.999

22.3. tablazat. Numerikus eredmények

22.6. abra. A pontos és a kozelité megoldas (Euler-féle torottvonal).

22.283. Megoldas (Feladat) Az alkalmazandé iteracié xpyq = xp+ h- xi =
hxzk(1 + xy), ahol zy = 1. A numerikus eredmények a 22.4. téblazatban
talalhatdk, a 22.7. dbran pedig a pontos megoldés grafikonja (kék, folytonos)
és az Euler-féle torottvonal (piros, szaggatott) lathato.

E 0 1 2 3 4 5
tr  0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000
xr 1.000 1.200 1.488 1.931 2.676 4.109

22.4. tablazat. Numerikus eredmények



29. FEJEZET. KOZELITO MEGOLDASOK 203

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

22.7. abra. A pontos és a kozelité megoldas (Euler-féle torottvonal)

22.284. Megoldas (Feladat) Az egyenlet tobbszori derivalasaval:

y' () = y(a)? -z,
y"(x) = 2y(x)y'(z) — 1,
() = 2y()y" (x) + 2y (x)?,
(@) = 2y(2)y™ (x) + 6y (2)y" ().
A kezdeti értéket figyelembe véve az x = 0 helyettesités utdn: ¢; = 2,

co = 2coc1 — 1, c3 = 20% + 2¢co, ¢4 = 6¢109 + 2¢9c3. Szamszeriien: ¢ = ¢ =
ca =1, c3 =4 és cqy = 14, vagyis (22.8. abra)

1 2 7
y(:p):1+x+§x2—l—§x3+ﬁx4—l—...

22.285. Megoldas (Feladat) Az egyenlet tobbszori derivaldsaval:
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22.8. dbra. A pontos és kozelité megoldds (Taylor-polinom)

A kezdeti értéket figyelembe véve az x = 0 helyettesités utan: c¢; = ¢o + €,
Co = €Pci+cq, 3 = €@ (ci4cy) + o, ¢q = €°(c3 +3cac1 +c3) + 3. Szadmszeriien
co=0,c1=1, cg =2, c3 =5 és ¢y = 17, vagyis (22.9. dbra)

3 17
y(x):a:—l—x2+6x3+ﬂm4+...

22.286. Megoldas (Feladat) Az egyenlet tobbszori derivaldsaval:

Y (z) = cos(y(x)) + 2,
y'(x) = 2 = y'(x) sin(y(z)),
y(3)( ) = —y/(2)*(cos(y(2))) +y"(x) sin(y()),
y(x) = sin(y(2)) (v (2)° — yP(2)) = 3y (2)y" (2) cos(y(x)).

A kezdeti értéket figyelembe véve az x = 0 helyettesités utan: ¢; = cos(co),
co = 2—cysin(cg), 3 = c3(—cos(cp)) — e 8in(cy), ¢4 = ¢ sin(cy) — ez sin(cp) —
3cacq cos(cg). Szamszertien: ¢g = 0, ¢ = 1, ¢ = 2, ¢3 = —1 és ¢4, = —6,
vagyis (22.10. &bra)

1, 1

y(a:):a:+x2—6:1: —Za:4+...



29. FEJEZET. KOZELITO MEGOLDASOK

4 53
| JEICMFRRE IR  IEVEY
24 6

250 e  EIEE| EEEERREE B
N A U
15 ‘ ‘ ‘
1.0

0.5

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

22.9. dbra. A pontos és kozelité megoldés (Taylor-polinom)

4 3
- —"T+x2+x Ho(x)
4
3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

22.10. abra. A pontos és kozelité megoldas (Taylor-polinom)

205
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22.287. Megoldas (Feladat) Az egyenlet tobbszori derivalasaval:

y'(x) = 2* + y(2)®,
y"(x) = 3y(x)*y (x) + 2z,
Y@ (x) = 3y(x)*y" (z) + 6y(z)y'(x)* + 2,
yW(2) = 3y(x)?y® (x) + 6y (2)* + 18y(x)y/ (2)y" (x)

A kezdeti értéket figyelembe véve az x = 1 helyettesités utdn: ¢; = ¢§ + 1,
Cy = 3clcg+2, Cc3 = 30203+60%CO+2, cy = 663 +18chcacy +3c(2)03. Szamszerlen:
co=1, c; =2, cg =8, ¢3 =50 és ¢y = 486, vagyis (22.11. dbra)

25 81

y(m):1+2(x—1)+4(a:—1)2—|—€(x—1)3+Z(x—1)4+...

Y-+ 2D 4D 26D+ 1 W)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

X

22.11. abra. A pontos és kozelité megoldas (Taylor-polinom)

22.288. Megoldas (Feladat) Az egyenlet tobbszori derivalasaval:

y'(x) = zy(z) — y(z)?,
y

y ¥ (z) = 2y’ (z) — 2y(2)y (2) + ¥ (2),
"(z) + 2y (x) — 29/ (2)*.
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A kezdeti értéket figyelembe véve az x = 0 helyettesités utdn: c; = —c2,
c3 = ¢ — 200C1, €4 = =262 — 2¢oCy + 209, Szdmszerlien: ¢g =1, ¢ =2, ¢y =
—1, cg = =2 és ¢y = —8, vagyis (22.12. 4bra)
1 1 1
= 1420 — 2% — 2% — 2"+ ...
y(x) +2 -2 3%~ 3% +
,‘C4 .‘53
- - ——+2x+1 H (x)
: D\
0 1 2
X
22.12. dbra. A pontos és kozelité megoldas (Taylor-polinom)
22.289. Megoldas (Feladat) Az egyenlet tobbszori derivalasaval:
y'(2) = y'(2)* + ay(2),
y(x) = y'(l’)+2y( W' (@) + (@),
y () = 2" (2)” + ay"(2) + 24/ (2) + 2y (2)y' ().
A kezdeti értéket figyelembe véve az x = 0 helyettesités utan: co = 3,
c3 = ¢o + 2c10, ¢4 = 263 + 2¢1 + 2c103. Szdmszerlien: ¢y =4, ¢ = —2, ¢y =

4, cg = —12, ¢4 = 76, vagyis (22.13. dbra)

19
y(x):4—295—1—291;2—21'3—1—?954—1—...
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m 2 G2 2y44
T—x+ x*=2x+4 W y(x)

5

22.13. abra. A pontos és kozelité megoldas (Taylor-polinom)
22.290. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén
“+o0o

n=2
—+00

= 2ay + 6azw + Z ((n+3)(n+4)ania — ay)z"*?

n=0

amibdl kapjuk, hogy:

a2 07 as ) a ’I’L(TZ _ 1) (TL - )
A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:
1 1 1 1
=1+ — 54 = — 204 ...
Bo(@) = Lok g b s e (o) =@ gaat o et

amivel y(z) = aoyo(z) + ar1y:1 ().

208

+00 +oo
Zn(n — Dayx x? Z anx" Z n+1)(n+ 2)a,pa" — Z a,z"+?
n=0 n=0

=0,
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22.291. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén

“+00 “+00 —+o00
E nin —Daz" -z E na,x" ' —2 E anx"

+oo +o00 +00
= (4 D)+ 2ans0a” =Y naua" — Y 2a,2"
n=0 n=1 n=0

+oo
= 2ay — 2a9 + Z (n+1)(n+2)anis — (n+2)a,)z™ =0,

n=0

amibol kapjuk, hogy:

Uy
as = ag, Qp = n—21 (n > 2).
A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:
2 14 Ly, 15
yo(x) =14z +§:1: +..., yl(:v):x+§x +§x +...,

amivel y(z) = apyo(x) + a1y1(z).

22.292. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén

400 +o00 +00
(1—2?) Z n(n — 1a,a"? — 4 Znana:”’l -2 Z apx"
n=2 n=1 n=0

400 +o0 +o0 400
= Z(n + 1)(n+ 2)ap 22" — Z n(n — 1a,z" — Z dna,x™ — 2 Z apx"
n=0 n=2 n=1 n=0

+o0o
= 2ay — 2ag + (6az — 6a;)r + Z (n+1)(n+2)anis — (n* +3n+2)a,)z" = 0,

n=2

amibol kapjuk, hogy:
as = apg, az=aj, a,=a,2 (n>2).
A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:
ywE)=1+z"+2'+..., p@)=c+2>+2°+...,

amivel y(z) = apyo(x) + a1y1(z).
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22.293. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén

~+o00 +o00 400
(14 2?) Z n(n —1)a,a" 2 + b Z na,z" ' 43 Z anx"
n=2 n=1 n=0
“+o00 —+00 —+00 —+00
= Z(n + 1)(n + 2)apio2™ + Z n(n — 1)a,z™ + Z Sna,x™ + 3 Z anx"
n=0 n=2 n=1 n=0
“+o00
= 2612 + 3&0 + (6&3 + 8&1)1’ + Z ((n + 1)(n + 2)an+2 =+ (n2 +4n + B)Gn)x" = O,
n=2
amibdl kapjuk, hogy:
-3 4 1
ay = —~Qg, a3 = —5a1, Gp= e an—o (n>2)
2 3
A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:
3 15 4 8
y0<l’):1—§$+§$4+, yl(x):x—§x3+gx5—|—,

amivel y(x) = aoyo(z) + a1y ().

22.294. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén

400 —+o00 +oo
(1—2) Z n(n — Dayz"? — 2 Z na,x" ' + Z a,x"
n=2 n=1 n=0
+oo +00 +0o +oo
= Z(n + 1)(n + 2)ap0z"™ — Zn(n + Dapq2" — Z 2(n + Dapp12"™ + Z anx"
n=0 n=1 n=1 n=0
+oo
= 2ay — 2a1 + ag + Z (n+1)(n+2)anis — (n* +3n + 2)az41)2" =0,
n=1
amibdl kapjuk, hogy:
1 Ap—2
— —— n — n—-1— —F——< > 2 .
az = a; — 5ag, @ 1 nn—1) (n>2)
A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:
1 1 )
yo(x):1—§x2—§x3+..., yl(a:):x+x2+6x3+...,

amivel y(x) = aoyo(z) + a1y ().
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22.295. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén

400 “+00 +0o0
(22 —x+1) Z n(n — 1)a,2" 2 + (4 — 2) Z na,z" '+ 2 Z apz"
n=2 n=1 n=0
+oo +oo +oo
= Z n(n — 1a,z" — Z n(n+ 1)a, 12" + Z(n + 1)(n + 2)an 22"
n=2 n=1 n=0
+oo +oo +o0
+ Z dna,z"™ — Z 2(n+ 1)ap12"™ + Z 2a,2z"
n=1 n=0 n=0
+oo
= 2(ay —ay + ag) + 6(as — az + a1)x + Z (n+1)(n+2)anis — (n° + 30+ 2)a,41)z" =0,
n=2
amibdl kapjuk, hogy:
Gy =a; — g, Ap=dp_1—ang (N 2>2).
A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:
yE)=1-2> -2 +2°+..., yp@) =+ —2*—2°+.. .,
amivel y(z) = apyo(x) + a1y1(z).
22.296. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén
+oo +oo +oo
Z nn —Daz™? — 2 Z na,x" '+ x Z a,x"
n=2 n=1 n=0
400 +o00 “+o0o
- Z(n + 1)(n + 2)ap 2™ — Z na,x" + Z apa"
n=0 n=1 n=0
+o00
= 2ay + Z (n+2)(n+3)ants — (0 + 1)ans +a,)2" =0,
n=0

amibdl kapjuk, hogy:

n—2 1
Ap—2 —
)

:0 n=—-—"=
2=5 n(n —1

man,g (n > 3).

A két linearisan fiiggetlen megoldés igy:

1 1 1
yo(z) =1— 2 — —2°+ ..., yl(x):x+6x3—ﬁx4+4—0x5+...,

amivel y(z) = apyo(x) + a1y1(z).
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22.297. Megoldas (Feladat) A behelyettesités utén

—+o00 —+oo —+oo
Zn(n—l)(n—2an —:L‘Z (n — Da,z™ 2+ (m—Q)Znan:c"’1+Zan:c”
n=3 n=1 n=0
+oo
= Z n+1)(n+2)(n+ 3)a,i32" — Z n(n+ 1)a, 12"
n=1
+o0o +oo +o0
+ Z na,x" — Z 2(n+ 1)ap 2™ + Z a, "
n=1 n=0 n=0
+oo
= 6az — 2a; + ag + Z (n+1)(n+2)(n+3)anss — (n° + 30+ 2)an+1 + (n+ 1)a,)z",
n=1
amibdl kapjuk, hogy:
1 1 1 1
ot . S )
as 3a1 6a0, a n(n—l)a 3+na 2 (n )
A harom linedrisan fiiggetlen megoldas igy:
1 1 1 1 1 1 1
yo(z) = 1—=a——a+. .., y(2) = a+-2®——a*+—2°+. .., wpr) =22+ at——a"+. ..

6 30 3 12 15 4 20

amivel y(z) = apyo(x) + a1y1(z) + agyz(x).
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