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A jegyzet a BME gépészmérnoki mesterszak hallgatéi szdmdéra késziilt a matematika M1
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Kozonséges differencidlegyenletek, Parcidlis differencidlegyenletek, Valoszinliségszamitds,
Komplex fliggvénytan, Fourier-sorfejtés é€s Laplace-transzformacio — targyalja a gépészmér-
noki mesterképzésben sziikségesnek itélt matematika tananyagot.

A terjedelmi és idobeli korlatok ellenére igyekeztiink egy matematikailag pontos, ugyanakkor
mérnokok szdmdra is szemléletes targyaldsmodot kialakitani. Ennek megfeleléen a mate-
matikai elmélet ismertetését helyenként mérnoki magyarazatokkal egészitettiik ki. Kiemelt
fontossagunak tartottuk az ismeretek alkalmazdsat a gyakorlatban, igy a problémamegoldé
képesség fejlesztését is.

Az 6t témakor, jollehet tartalmaz kozos pontokat, egymadstdl fiiggetleniil is olvashatd. Az
atadni kivant ismeretek adott esetben eltérd absztrakcids szintje, valamint az alkalmazasuk
moédjdban mutatkozo kiilonbség némiképp eltéré szerkesztést tett sziikségessé. Minden rész-
ben ko6z6s, hogy az elméleti 6sszefoglaldst boséges kidolgozott példaanyag koveti. Minden
témakorhdz megadunk tovabbi gyakorld feladatokat is. Az elméleti 6sszefoglalokban a
BSc-s szigorlatokon elvart szinthez igazodtunk, ugyanakkor arra is torekedtiink, hogy a
leirtak mélyebb megértése képessé tegye az olvasét a szakirodalom késdbbi, esetleges onélld
tanulmdnyozdsara.

A jelenleg a tavaszi félévben oktatott matematika M1 targy anyagédba tartozik a val6-
szinliségszamitasrol, a komplex fiiggvénytanrdl, illetve a Fourier-sorfejtés és Laplace-
transzformdacioérol frott els6 hdrom rész, mig az 6szi félévben tartott matematika M2 targy
anyaga a kozonséges €és parcidlis differencidlegyenletek. Ennek megfeleléen az 6t részt két
— kozel azonos terjedelmii — nagyobb egységbe csoportositottuk. Azok a hallgatdk, akik
a tavaszi félévben kezdik meg tanulmdnyaikat, a fejezetek sorrendjében haladnak végig az
anyagon, mig az G6sszel kezddk a jegyzet méasodik nagy egységében taldlhaté témakoroket
tanuljdk el6szor.

Kulcsszavak: Kozonséges differencidlegyenletek, Parcidlis differencidlegyenletek, Valoszi-
nliségszamitas, Komplex fiiggvénytan, Fourier-sorfejtés és Laplace-transzformacio.
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Valoszinliségszamitas
Balint Péter

BME Differencidlegyenletek Tanszék

Konzulens: Halasz Gabor
BME Hidrodinamikai Rendszerek Tanszék



1. fejezet

Valosziniiségi mezo, feltételes
valosziniiség, fiiggetlenség

1.1. Elméleti 6sszefoglalo

1.1.1. Véletlen és valoszintiség

Mérnoki bevezeto a véletlen fogalmahoz

A mérnoki tudds nagy része a kiilonboz6 viéltozok kozotti kapcsolatok ismeretét jelenti,
€s a véltozok tobbnyire a klasszikus newtoni fizika véltozéi. A kozottik 1évé kapcesolat
egy része mérnoki kozelitésben determinisztikus kapcsolat, abban az értelemben, hogy egy
Osszefliggés ,,bemend” valtozoi egyértelmlien meghatirozzak a ,.kimend” véltozok értékeit.
Példaul, ha ismerjiik egy belsé égésti motor fordulatszamat és a ,,gdzpedal” helyzetét, akkor
a motor jelleggorbéje egyértelmiien meghatdrozza a motor nyomatékat és teljesitményét. A
valtozok kozotti kapesolatok masik részében a bemend véaltozok nem hatdrozzak meg ilyen
egyértelmlien a kimend valtozd értékét, ugyan ahhoz a bemend valtozéhoz esetrdl esetre
kiilonboz6 kimend valtozo értéket tapasztalhatunk. Ez azért lehetséges, mert a figyelembe
vett bemend véltozok mellett még sok mas, nehezen vagy alig figyelembe vehetd hatés is
befolydsolja a kimend valtozé értékét. Ezek a hatdsok esetrdl esetre véltozhatnak. Tudjuk
példaul, hogy a villamost szigorti menetrend szerint inditjak a végallomasrol, de a 3-4.
megdlld utdn mar jelentds eltérést is tapasztalhatunk a beérkezés tényleges és a menetrend
szerinti id6pontja kozott. Nyilvanvald, hogy a tobbi jarmi forgalma, a le- és felszall6 utasok
szdma, a jarmi vezetdjének pillanatnyi vezetési ,stilusa”, az id6jards, stb. befolydsolja
az érkezési 1d6t, de e tényezOk hatdsa nehezen szdmszer(sithetd. A figyelembe nem vett,
de befolydssal bir6 paraméterek hatdsat nevezziik véletlen-nek, és mondjuk azt, hogy a
villamos beérkezési idejét a menetrend és a véletlen egyiittesen hatdrozzak meg. Ugyanilyen
értelemben mutat ingadozdst egy automata gépsorrdl lekeriild darab mérete, egy termék
élettartama, egy azonos koriilmények kozott megismételt mérés eredménye is.

8



Val6szinliségszamitds 9

Mérnoki bevezeto a valosziniiség fogalmahoz

Tekintsiik az utas szdmara kedvezd V eseménynek azt, ha a villamos a megalléba a menetrend
szerinti idGponthoz képest a [0,+3] perc intervallumban érkezik. Tegyiik fel, hogy rendsze-
resen, minden nap ugyanakkor kozlekediink, és megfigyeljiik, hogy e kedvezé V esemény
bekovetkezik, vagy sem. Mondjuk, hogy n napon keresztiil végezziik a megfigyelést, €s
ebbdl k alkalommal kovetkezett be a szdmunkra kedvezd esemény. Ez a k szdm az esemény
bekovetkezésének gyakorisdga, a k/n hanyados pedig a relativ gyakorisdga. Abrézoljuk
grafikonban a k/n relativ gyakorisdgot az n fiiggvényében (ldsd 1.1 dbra). Természetesen
az dbra diszkrét pontsort mutat, csak azért kotottilk 0ssze a pontokat, hogy a tendencia jol
lathato legyen. Tegyiik fel, hogy a V esemény bekovetkezését befolydsold tényezdk naprol
napra hasonléak, akkor feltételezhetjiik, hogy a relativ gyakorisag is bizonyos foku stabilitast
mutat: n ndvekedésével k/n értéke egyre kevésbé ingadozik. Ha n elegendGen nagy, és
igy az ingadozds kicsi, akkor j6 mérnoki becsléssel berajzolhatunk az dbrdba egy étlagot:
e koriil ingadozik a relativ gyakorisag. Ezt az atlagot tekintheti a mérnok a V esemény p
valdszintiségének, és tgy jelolik, hogy : P(V) = p. Tekintve, hogy 0 < k/n <1, ezt a
tulajdonsagot 0rokli a valoszintiség is: 0 < p < 1. E magyarazat 1ényeges eleme, hogy hogyan
definidljuk a V eseményt. Ha az automata gépsoron gyartott darab valamely méretét figyeljiik
meg, akkor a szdmunkra az a V esemény kedvezd, ha a gyartott darab mérete beleesik a
névleges méret & tliréshatar intervallumba. Hasonléképpen fogalmazzuk meg a kedvezd
eseményt a termék €lettartam vagy a mérési eredmény értékelése esetén is. A valoszinliség
fogalmanak szemléletes bevezetése azt is sugallhatja, hogy ha n — oo, akkor k/n — p. Ez a
kozonséges konvergencia, amelyet a soroknal ismertiink meg, a jelen esetben ilyen szigordan
nem igaz. Hogy mégis milyen értelemben beszélhetiink konvergencidrdl, az a 4 fejezetben
fog kideriilni.

500,8

3

£0,6 .\-

2,

2 \/" \ o oo

204 [\ e e 00000 s00000000000%0% 0000
3

20,2

0 5 10 15 20 25 30 35 40
események szdma

1.1. abra. Val6szinliség, mint a relativ gyakorisag ,.hatarértéke”

Alapfogalmak.

A valdszinliségszamitasban egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek hivjuk.
Az elemi események Osszessége az eseménytér, altalaban Q-val jeloljik. A kisérlet
kimenetelével kapcsolatos kijelentéseinket £ bizonyos részhalmazaival azonosithatjuk —
ezeket eseményeknek hivjuk, €s nagybetiivel jeloljiik — az A esemény, mint részhalmaz, azokat

Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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(és csak azokat) az elemi eseményeket tartalmazza, amelyek az esemény bekdvetkezését
maguk utdn vonjak.

Néhdny jelolés: @ a lehetetlen esemény — az iires halmaz — ami sohasem kovetkezik be, Q
a biztos esemény — a teljes eseménytér — ami biztosan bekovetkezik; és néhany mivelet: A+ B
jeloli azt az eseményt, hogy az A és a B események koziil legalabb az egyik bekovetkezik —
halmazelméleti szempontbdl ez a két halmaz A U B unidja, AB pedig azt, hogy az A és a
B esemény egyszerre bekovetkezik — halmazelméleti szempontb6l ez a két halmaz AN B
metszete, végiil A az A esemény komplementere, amely pontosan akkor kovetkezik be,
amikor A nem — halmazelméleti szempontbdl ez A Q-ra vonatkozé komplementere, Q \ A.
Hasonl6képpen definidlhaté pl. események egy Aj,A,... sorozatdhoz az A| + Ay + ...
esemény, ennek jelentése, hogy a sorozatban szereplé események koziil legaldbb az egyik
bekovetkezik. Itt is érvényesek a halmazmiiveleteknél mar megszokott dtalakitasok, pl. az
tin. de Morgan azonossdgok: A+B=A-B,ésAB=A+B.
1.1.1. MEGJEGYZES A szdba jovO események Osszességét altaldban .7 -fel jeloljik. Mé-
lyebb matematikai oka van annak, hogy .%-be — a diszkrét Q esetétdl eltekintve — nem
vessziik be Q Osszes részhalmazat. % azonban mindig tartalmazza 0-t, Q-t, és zart a fenti
miiveletekre, pl. ha A|,A;,--- € F, akkor (A| +A,+...) € Z.

Még a valosziniiség fogalmdra van sziikségiink, ez egy P : .# — R hozzarendelés,
amely tehdt minden széba jové A eseményhez hozzarendel egy P(A) szdmot, az esemény
bekovetkezésének valdszinliségét. A valdszinliséget minden kisérletben mashogy kell
meghatdrozni, intuicionk alapjén is posztuldlhatjuk azonban a kdvetkezd axiomdkat, amelyek
mindig teljesiilnek:

(I) minden A eseményre 0 < P(A) <1,
dn P(Q) =1,

(III) ha az A1,A,... események egymast paronként kizdrjak — azaz A;A; = 0 minden i # j
esetben — akkor P(A| +Ax+...) =P(A1)+P(A2) +....

1.1.2. PELDA (KLASSZIKUS VALOSZINUSEGI MEZO) Ha
(1) Qegy véges halmaz,

(i1) intuicionk alapjan az elemi eseményeket egyenld valészintiséglieknek tekintjiik. Ilyen-
kor tetsz6leges A esemény valoszinliségét a P(A) = % képlettel hatarozhatjuk meg, itt
a nevezd a teljes eseménytér elemszama — ,,0sszes lehetdség”, a szamlalo pedig az A-t

megval6sito elemi események szama — ,.kedvezd lehetdségek™.

1.1.3. PELDA (GEOMETRIAI VALOSZINUSEGI MEZO) Ha (i) Q C R? valamely sikbeli
tartomdny, és (ii) intuicionk alapjdn ezen a ,,valdsziniiség egyenletesen oszlik el”. Ekkor

minden széba jovo A C Q eseményre P(A) = %, azaz A teriilete (kedvezd teriilet) osztva Q

teriiletével (teljes teriilet).

tankonyvtar.ttk.bme.hu Balint Péter, BME
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1.1.2. Feltételes valosziniiség, fiiggetlenség.

Mérnoki bevezeto a feltételes valosziniiség fogalmahoz

Folytassuk a megfigyeléseinket a villamosmegalléban, ahol esetenként taldlkozunk egy
cimbordnkkal, akivel egyiitt szoktunk utazni. Legyen tovdbbra is ugy, hogy az n napon
keresztiil folytatott megfigyelésbdl k alkalommal érkezik villamos a szdmunkra kedvezd
intervallumban. Ebbdl a k alkalombdl m alkalommal cimbordnk is megérkezik, €és egyiitt
utazunk. A cimborédnk beérkezésének relativ gyakorisdga, ha mdr beérkezett egy villamos:
m/k. Ez a mennyiség egy feltételes relativ gyakorisdg, hiszen feltételiink volt, hogy villamos
mdr beérkezett a szimunkra kedvez§ intervallumban. Az m/k tort bovithets: (m/n)/(k/n)
alakdra. Itt a szdmlal6 a villamos és cimbordnk egyiittes beérkezésének relativ gyakorisaga,
a nevez$ a villamos beérkezésének relativ gyakorisdga. Ez a hdnyados magyardzza a
feltételes val6szintiség fogalmat: Legyen C esemény a cimborank beérkezése, P(C|V) jelolje
cimborank beérkezésének valdszinlis€gét, feltéve, hogy a villamos is megjott. Ez a feltételes
valdsziniiség (a relativ gyakorisdgok példdja alapjan) egyenld az egyiittes bekovetkezés
val6szintisége osztva a villamos beérkezésének valdszintiségével: P(C|V) =P(CNV)/P(V).

Mérnoki bevezeto a fiiggetlenség fogalmahoz

Altaldban azt gondoljuk, hogy az el6z6 példdban a villamos beérkezése és cimborank
beérkezése nincs kapcsolatban egymadssal, fiiggetlenek egymast6l. Vagyis cimbordnk be-
érkezésének valOszintisége, feltéve, hogy a villamos is beérkezett, ugyan akkora, mint
cimbordnk beérkezésének valdszintisége a feltétel nélkiil: P(C|V) = P(C). Ezt beirva a
feltételes valoszintiség definicidjaba, azt kapjuk, hogy P(C)-P(V) = P(CNV). Szavakban: az
egylittes bekovetkezés valdszinlisége egyenld a valdszinliségek szorzatdval, ha a két esemény
fiiggetlen.

Alljon itt még egy példa a feltételes valdszintiség és a fiiggetlenség fogalmanak szem-
1éltetésére. 365 reggelen keresztiil figyeljik meg az id6jarast Budapesten és Didsdon.
Legyen B illetve D az az esemény, hogy Budapesten, illetve Diésdon esik az es6 (az adott
reggelen). A 365-bdl rendre kg, illetve kp alkalommal figyeliink meg es6t Budapesten,
illetve Didsdon; ennek megfelelden az egyes valdszintiségeket P(B) =~ kp/365, illetve
P(D) =~ kp/365 kozeliti. Ha kpp-vel jeloljik azon reggelek szamat, amikor Budapesten
€s Didsdon egyarant esik az esd, akkor nyilvan kpp < kg, de nem lehet kpp sokkal kisebb
kp-nél, hiszen ha Budapesten esik az esd, akkor dltaldban Didsdon is esni szokott. Ennek
megfelelGen azt tapasztaljuk, hogy kg - kp < kpp, tikkrozve, hogy P(BN D) > P(B) - P(D),
illetve P(D|B) > P(D) — ez a két esemény nem fiiggetlen egymastdl. Ha D helyett azt az M
eseményt tekintenénk, hogy Melbourne-ben esik az es6 (ugyanazon a reggelen, ami ott estét
jelent...) — akkor az M és a B eseményeket fiiggetlennek taldlnank, kp - kys ~ kpps teljesiilne,
hiszen Budapest és Melbourne id6jarasat nagyjabodl fiiggetlennek tekinthetd koriilmények
alakitjak, és igy P(BNM) = P(B) - P(M)-re, a két esemény fiiggetlenségére szamithatunk.

1.1.4. DEFINICIO (FELTETELES VALOSZINUSEG, FUGGETLENSEG — MATEMATIKAI
TARGYALAS) Tegyiik fel, hogy P(B) # 0, egyébként legyenek A és B tetszdleges események.

Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Ekkor A feltételes valoszintisége B bekovetkezése mellett:

P(A|B) = %15))'

A fogalom jelentése: ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, mi a valdsziniisége, hogy (B mellett

még) A is bekovetkezett.

1.1.5. DEFINICIO Az A és B események fiiggetlenek, ha

P(AB) = P(A)P(B).

1.1.6. ALLITAS Tegyiik fel most, hogy P(A) # 0 és P(B) # 0. Ekkor

A és B fiiggetleneck <= P(A) = P(A|B) és P(B) = P(B|A).

Ezek alapjan: A és B fiiggetlenek, ha A bekovetkezése nem befolydsolja B valdsziniiségét.
Maisképp fogalmazva, ha tudjuk, hogy A bekovetkezett, semmi plusz informdciét nem
nyeriink B esélyére vonatkozdan (hiszen B valészinliségét A bekovetkezése mellett pontosan
ugyanannyinak szdmolndnk, mint ezen informacié nélkiil).

1.1.7. MEGJEGYZES A kizdré események €s a fiiggetlen események fogalmat ne keverjiik
Ossze! Ha A és B kizar6 események, azaz AB = 0, akkor P(AB) = 0 — vagyis a fiiggetlenség
semmiképp sem teljesiilhet, ha pozitiv valdszinliségli eseményekrdl van sz6. Mdasképp
megfogalmazva: ha A és B kizaréak, A bekovetkezésével nagyon sok informéciét nyeriink
B esélyeire vonatkozdlag...

Bayes tétel

Sokszor bizonyos feltételes valdszintiségeket konnyebb kiszdmolni, mint magukat a val6-
szinliségeket. Egy a gyakorlatban el6forduld szitudcié: a B eseményt kiilonbozd okok
el6zhetnek meg. A kivalté okokat tekinthetjiik egy teljes eseményrendszer elemeinek:

1.1.8. DEFINICIO Az A{,A,...A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
(i) Ay +Ar+--+A, =Q,
(ii) AjA; =0 minden i # j pdrra.
Szavakban kifejezve, az A; események koziil legaldbb egy biztosan bekovetkezik, de
egyszerre kett6 semmiképp sem kovetkezhet be. Ha konnyen ki tudjuk szdmolni a P(A;)-

ket (az egyes okok valdszintiségeit), illetve a P(B|A;)-ket (B esélyét az egyes megel5z6 okok
bekovetkezése mellett) akkor kézenfekvd a reljes valosziniiség tétele néven ismert képlet:

tankonyvtar.ttk.bme.hu Balint Péter, BME
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1.1.9. TETEL (TELJES VALOSZINUSEG TETELE)
n n

P(B) = | )_ P(BA;) = | Y P(B|A;)P(A;).
i=1 i=1

Az alkalmazdsok szempontjabol legaldbb ennyire fontos a kovetkezd kérdés. Az
Ay,..., A, teljes eseményrendszer egyes elemeinek a valdszinliségére vagyunk kivdncsiak,
de azon informdcié birtokdban, hogy a B esemény bekovetkezett. Masképp fogalmazva:
az Ay, ..., A, lehetdségek esélyeit miképp véltoztatja meg az a tény, hogy B bekovetkezett?
Vagyis P(Ai|B)-re vagyunk kivancsiak. Némi szamoldssal adédik:

1.1.10. TETEL (BAYES TETELE)

P(A¢|B) = (P (BAY) :) P(B|AY)P(Ar)

P(B) i1 P(B|Ai)P(A;)

1.1.11. MEGJEGYZES Miel6tt elszornytilkodnénk ezeken a képleteken, egy tanacs a teljes
vszg. tétele/Bayes tétel feladatok megolddsdhoz. Készitsiink dgrajzot, ezen dbrdzolva a B-t
megvaldsité n lehetdséget. Az egyes dgakra irjuk ra feliilre az el6zmények valdszintiségeit
(P(A;)), alulra pedig B esélyét az adott el6zmény mellett (P(B|A;)). Az egyes dgak sulyat
ezen szamok szorzata adja. A teljes vszg tétel jelentése: mi az dgak silya 0sszesen? A Bayes
tétel jelentése: mi a k-adik 4g relativ stlya az Osszes ag suilydhoz képest?

1.2. Kidolgozott példak

1.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT A valosziniiségszamitds egy fontos miiszaki alkalmazdsa,
amikor egy tobb részbol dllo rendszer megbizhatosdagdt vizsgdljuk, ismerve az egyes
alkotéelemek miikodési valosziniiségeit, valamint kapcsoloddsi hdlojukat — gondolhatunk
példdul egy elektromos dramkorre.

(a) A sorba kapcsolt A és B kapcsolokat az idd 65, illetve 75 %-ban zdrjuk. Feltételezve,
hogy a kapcsolok mitkodtetése fiiggetlen, az idd hdany szdzalékdban folyik dram a teljes
rendszeren?

(b) Helyezziik most el az Ay, Ay és Az kapcsolokat az 1.2 dbra szerint, és tartsuk
zdrva ezeket egymdstol fiiggetleniil rendre P(A1) = 0,9, P(A2) = 0,8 és P(A3) = 0,7
valosziniiségekkel. Mi a teljes dramkor zdrdsdnak valosziniisége?

MEGOLDAS

(a) A kovetkez6képp gondolkodhatunk:

P(4ramkor zarva) = P(A zérva és B zarva) = P(A zarva) - P(B zarva) =
= 0,65-0,75=0,4875,
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(b)

ahol az els6 egyenl6ségnél a kapcsoldk soros kapcsolédsat, a masodikndl fiiggetlenségiiket
hasznaltuk. Tehat az aramkor az id6 48,75 szazalékaban van zarva.

Haszndlni fogjuk az aldbbi, tetszdleges A és B események unidjdnak valdszintiségére
vonatkozo6 formulét (az Un. szita formula legegyszeriibb esete):

P(A+B) =P(A)+P(B)—P(A-B). (1.1)

Visszatérve a feladathoz, az dramkor akkor van zdrva, ha vagy az A kapcsolot zdrjuk,
vagy az A; és Az kapcsolokat egyszerre zarjuk. Ezt a tényt, majd az (1.1) formulat, végiil
pedig a kapcsoldk fiiggetlenségét hasznalva:

P(4ramkor zarva) = P(A; vagy (A és A3)) =
= P(A])+P(AyésA3) —P(A] és (A és A3)) =
= P(A1) +P(A2)P(A3) — P(A1)P(A2)P(A3) =
— 0,94+0,8-0,7—0,8-0,8-0,7 = 0,956.

Ellendrzésképp: a kapott valdszinliség nagyobb 0,9-nél, A zardsanak valdsziniliségénél,
megfelelen annak, hogy ha A1-t zarjuk, akkor az d&ramkor is biztosan zérul.

1.2.2. MEGIEGYZES Az (1.1) formula levezetéséhez csak annyit kell haszndlnunk,
hogy kizdr6 események unidjdra a valdszinliség dsszeadodik:

P(A+B) = P( +P(A-B)+P(A-B)

P(A-B)
= (P(A-B)+P(A-B))+ (P(A-B)+P(A-B)) —P(A-B) =
= P(B)+P(A)—P(A-B).

1.2. abra. Az 1.2.1.. kidolgozott feladathoz

1.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Feldobunk két szabdlyos dobokockdt, egy pirosat és egy
kéket. Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:

A = { A piros dobdkockdn pdros szdm dll. }

B

= { A két dobds Osszege tiz. }

C = { A két dobds eredménye azonos. }
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D = { A piros dobdkockdn pdratlan szdm dll. }
E = { A kék dobokockdn pdratlan szdm dll. }
(a) P(B)=?, P(C)=?

(b) P(A|B)=?

(c) AB, C, D és E események koziil melyiktol fiiggetlen A, és melyiktol nem?

MEGOLDAS A kisérlet eredményét megadhatjuk, ha megmondjuk, milyen szam 4ll az egyes
kockdkon. Ennek megfelel6en az eseménytér:

Q={@Gjli=1,....6;j=1,...,6}

ahol i, illetve j a piros, illetve a kék kocka eredménye. Tehat klasszikus valdszindiségi
mezGvel van dolgunk, és a valésziniiségek szdmoldsandl a nevezé minden esetben |Q| =
6-6=36.

(a) B={(4,6),(5,5),(6,4)} tehdt |B| =3 ésigy P(B) =3/36=1/12. C={(1,1),...,(6,6)}
igy |C|=6¢és P(C) =1/6.

(b) Mivel P(A|B) = % és itt a nevezGt mar az imént kiszamoltuk, ezért a szamlalét kell
meghatdrozni. Ehhez AB = { A piros kockén péros szdm dll, és a dobdsok dsszege 10.} =

{(4,6),(6,4)}. Tehdt P(AB) =2/36 = 1/18 és P(A|B) = }j% =2/3.

Masképp gondolkodva: a B-t megvaldsité 3 elemi esemény koziil pontosan 2 valdsitja
meg A-t is, igy A esélye, ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, 2 /3.

(c) Ehhez el6szor A = {(1,2),...,(6,2),(1,4),...,(6,4),(1,6),...,(6,6)} tehat
P(A)=1/2.
Az el6z6 részfeladatok alapjan P(A)P(B) # P(AB) tehdt A és B nem fiiggetlenek.
Ugyenez latszik abbdl is, hogy P(A|B) # P(A) — pozitiv valészintiségli eseményekrdl
van sz6. (Ha B-r6l tudjuk, hogy bekovetkezett, inkdbb fogadnink A-ra, mint ha nem
tudnank semmit).

AC ={(2,2),(4,4),(6,6)} és igy P(AC) = 1/12, amib8l P(AC) = P(A)P(C), tehdt A és
C fiiggetlenek.

P(D)=1/2és P(E) = 1/2 ugyanigy adddik, mint P(A). Ugyanakkor nyilvin AD = 0,
tehat P(AD) = 0, vagyis A és D nem fliggetlenek (emlékeztets: pozitiv vszg-t kizar6
események nem lehetnek fiiggetlenek). Masrészt

Al =18 és

AE ={(1,2),(3,2),(5,2),(1,4),(3,4),(5,4),(1,6),(3,6),(5,6) } O

és igy P(AE) = 1/4, vagyis P(A)P(E) = P(AE), tehét A és E fliggetlenek.
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1.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy urndban tapintdsra megkiilonboztethetetlen, 1-t61 90-
ig szamozott céduldk vannak, ezek koziil a 8,19,23,64 és 74 szdmiiak feketék, a tobbi fehér.
Belenyulunk az urndba, és kihiizunk (visszatevés nélkiil) 5 céduldat. Mi a valosziniisége,
hogy a kihiizottak kozott pontosan k fekete (k =0,1,...,5)? (Hogy hivjdk ezt a jdtékot mds
néven?)

MEGOLDAS Eldszor el kell donteniink, mik legyenek az elemi események. Kézenfekvs

vdlasztds, ha azt tekintjiik egy elemi eseménynek, hogy megmondjuk, melyik a kihdzott
ot cédula. Ezzel a konvencioval eltekintiink a céduldk hiizdsdnak sorrendjétol. 1Lényeges,

hogy ezt végig tartsuk észben. Az elemi események tehdt az {1,2,3,...,90} halmaz Stelemd
részhalmazai, azaz
Q=1{{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},...,{86,87,88,89,90} }. O

Fontos létni, hogy pl. {1,3,6,8,10} és {6,10,3,8,1} ugyanaz az elemi esemény.

Jeloljiik Ag-val azt az eseményt, hogy pontosan k talalatunk van (k =0,1,...,5).

Az Osszes lehetdségek szama, ahanyféleképpen ki lehet valasztani 90 elembdl 5-t, tehét
Q| = (%?). Minden esetben ez lesz a nevezd.

A szamlalok szamoldsdhoz |Ax|-t kell meghatdrozni. Nyilvdn As = {{8,19,23,64,74}}
és igy |As| = 1, P(As) = (°)"". A tobbi |A¢|-hoz azt kell kiszamolni, hany olyan
részhalmaza van az {1,2,...,90} halmaznak, amely a {8, 19,23,64,74} halmazbdl pontosan

k elemet tartalmaz, ennek komplementerébdl pedig pontosan (5 — k) elemet. Mivel egy
otelem(i halmaz k elemi részhalmazainak szdma (2), egy 85 elemt halmaz (5 — k) elemd

részhalmazainak szdma pedig (5875,{), adodik

Al = (2) <58_5k>; P(Ay) = %

5

1.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Vidlasszuk az
a 1
A=t

szimmetrikus mdtrix a és d elemeit egyenletes eloszldssal, egymdstdl fiiggetleniil az [1/2,2]
intervallumbol. Mi a valosziniisége, hogy detA > 0?

MEGOLDAS Mivel az a és a d elemeket fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal valasztjuk,
geometriai valészintiségi mezdvel van dolgunk, az eseménytér:

Q=[1/2,2] x[1/2,2]; aholaz (a,d)ecQ
pér elsd és masodik tagja az A véletlen matrix (1/2 <)a(< 2) illetve (1/2 <)d(< 2)
diagonalis elemeit jeloli. Jeloljik C-vel a detA > 0 eseményt. P(C) szdmoldsdhoz a teljes

teriilet nyilvan: #(Q) = (2 — 1/2)? = 2,25. A hasznos teriilethez a

C={(a,d) € Q|detA > 0} = {(a,d) € [1/2,2] x [1/2,2] | ad > 1}
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tartomdny teriiletét kell kiszdmolni, egyszer(ibb azonban C teriiletének szdmoldsa, ugyanis ezt
ahalmazt az 1/2 <a <2;1/2 <d < 1/a egyenlGtlenségek jellemzik, és igy integralassal:

2
_ 1
t(C) = /—da— 1,5-1/2=2In2-0,75.
a
0,5
Végiil

_ 21n2—0,75

P(C)=1-P(C)=1 ~0,7172.

2,25 0

A feladat megolddsat az 1.3 dbra is szemlélteti.

d

I a

1.3. dbra. Az 1.2.5. kidolgozott feladathoz

1.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy kikotohoz 24 ords idotartamon beliil véletlen ido-
pontban két hajo érkezik. Az elobb érkezon rogton megkezdik a rakoddst, amely két ordig
tart. Ha a mdsodik hajo akkor érkezik, amikor az elsén még rakodnak, akkor vdrakoznia
kell a rakodds befejezéséig. Mi a valoszinitisége, hogy sziikség lesz vdrakozdsra?

MEGOLDAS Geometriai valészintiségi feladatrél van most is szé: jeloljik x-szel és y-
nal (6ra egységekben) az egyes hajok érkezésének id6pontjat. Ekkor az elemi események
lefrhat6k, mint (x,y), 0 <x < 24,0 <y < 24 pontparok: az Q eseménytér egy 24 egységnyi
oldalhosszusdgu négyzet. Jeloljiik A-val azt az eseményt, hogy sziikség van varakozésra. Ez
akkor és csak akkor fordul el, ha a két hajo érkezési id6pontja kozott kevesebb, mint 2 6ra
a kiilonbség, vagyis ha |x — y| < 2. Kénnyen l4thatd, hogy a komplementer tartomény el6all,
mint két diszjunkt, derékszogii egyenld szrd, 22 egységnyi befogéji hdromszog. Igy:
222
P(A):l—ﬁz0,1597. O

1.2.7. KIDOLGOZOTT FELADAT 6 doboz mindegyikében 6 cédula van, ezek koziil rendre
1,2,...,6 fekete, a tobbi fehér. Feldobunk egy szabdlyos dobékockdt, ha a dobds eredménye
k, a k-adik dobozbol hiizunk egy céduldt.

(a) Mi a valosziniisége, hogy a kihiizott cédula fekete?
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(b) tegyiik most fel, hogy fekete céduldt hiiztunk, és a szomszéd szobdban levé bardtunknak
csak ennyit drultunk el a kisérletrél. Bardtunk szerint mi a valdsziniisége annak, hogy
hatost dobtunk?

MEGOLDAS Vezessiik be a kovetkezd eseményeket:

Ay = { a kockdval k-t dobunk } = {a k-adik dobozbdl hizunk}; k = 1,...,6; tovabba
B := {a kisérlet végén fekete céduldt hizunk. }

Az Ay k=1,...,6 események teljes eseményrendszert alkotnak, és nyilvan P(A;) =
1/6 mindegyikiikre. P(B|A;) annak valdszintisége, hogy a k-adik dobozbdl fekete cédulat
huzunk: mivel az ebben a dobozban taldlhaté 6 cédula koziil pontosan k fekete, konnyen
ad6dik P(B|Ay) = £.

(a) A teljes valoszintiség tétele szerint:

o .
P(B) = Y P(BlA)P(A) = 2T H6 66+ 1) T

i=1

36 2-36 12°

(b) A feladat kérdése: P(Ag|B) =? Ezt Bayes tételével szamolhatjuk:

P(B|A¢)P(P(Ag)) 1-1/6 2
P(Ag|B) = ;(B) o0 = 72 =7 .

1.2.8. KIDOLGOZOTT FELADAT Magyarorszdgon minden tizezredik lakos HIV fertozott.
A fertozottség sziirésére AIDS tesztet haszndlnak, ami az esetek kis Yo-dban sajnos téved.
Konkrétan, az egészséges emberek tesztjeinek 1%-a pozitiv, illetve a fertdzott emberek
tesztjeinek 1,5%-a negativ. Jancsi Bdcsi tesztje sajnos pozitiv. Mi a valdsziniisége, hogy
Jancsi Bdcsi valoban fertézott?

MEGOLDAS Vezessiik be a kovekezd eseményeket:

Ay = { Jancsi bacsi HIV fertézott. }, Ay = A; = { Jancsi bacsi nem HIV fert6zott. }

B = {Jancsi bécsi tesztjének eredménye pozitiv.} Végiil B = {Jancsi bdcsi tesztjének
eredménye negativ. }

A feladat kérdése: P(A||B) =? Bayes tételét fogjuk haszndlni.

Nyilvan A; és A, teljes eseményrendszert alkotnak. Mivel Jancsi bécsirdl (a teszt
elvégzése elbtt) semmi informécionk nincsen, igy 6 a magyar tarsadalom egy véletlenszeriien
véalasztott tagjanak tekinthetd, €s igy:

P(A;) =0,0001;  P(A;) =1—P(A;) =0,9999.

Meg kell még hatarozni P(B|A)-t és P(B|A2)-t. P(B|A;) annak valdszintisége, hogy egy
egészséges embert fertdzottnek mutasson a teszt, a feladat szovege alapjan P(B|A;) = 0,01.
A masik, feladat szovegébdl kozvetleniil kiolvashaté valészintiség P(BJA) = 0,015, annak
esélye, hogy egy fert6zott embert egészségesnek mutat a teszt. EbbOI:

P(B|A;) = 1—P(B|A;) = 0,985.
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Most alkalmazhatjuk Bayes tételét:

P(B|A))P(A)) 0,985-0,0001

- ~ 0,00975;
(BJA|)P(A1) +P(B|A2)P(A7)  0,985-0,000140,01-0,9999

P(A1|B) = 2

tehat kevesebb, mint 1 %! O

1.3. Gyakorl6 feladatok

1.3.1. FELADAT Egy medencét egy hideg- és egy melegvizes csapon keresztiil lehet feltolte-
ni. A H esemény jelentse azt, hogy a hidegvizes csapon keresztiil folyik a viz, az M pedig azt,
hogy a melegvizes csapon keresztiil. Irjuk le mtveletekkel, melyik az az esemény, amikor

(a) csak a hidegvizes csapon keresztiil folyik a viz;

(b) egyik csapon keresztiil sem folyik viz;

(c) pontosan egy csapon keresztiil folyik a viz;

(d) legalabb az egyik csap el van zarva. (Esetenként tobb ekvivalens alak is lehetséges.)

1.3.2. FELADAT Tekintsiik az 1.4 dbra dramkorét. A kapcsoldkat egymadstodl fiiggetleniil O, 8
valészindséggel zarjuk. Milyen valdszintiséggel van zarva az dramkor?

oo

o o

o o—o 0—]

R

1.4. abra. Az 1.3.2. feladathoz

1.3.3. FELADAT Feldobunk 3 szabdlyos érmét: egy 20, egy 50 és egy 100 Ft-ost. Tekintsiik
a kovetkez6 eseményeket:

A ={ A 20 Ft-os Fej oldalra esik. }
B = { Az eredmények kozott pontosan kettd fras. }
C ={ A 100 Ft-os és az 50 Ft-os érme azonos oldaldra esik. }

(a) P(A) =? (b) P(A|B) =? (c) Fuggetlen-e egymastdl az A és a C esemény?
1.3.4. FELADAT 32 lapos magyar kértyabdl hizunk két lapot.

(a) Feltéve, hogy a két lap egyike sem piros, mi a valdszinlisége, hogy szerepel koztiik a tok
asz?
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(b) Fiiggetlenek-e az alabbi események? Indokoljuk a vélaszt!

A = {A két lap kozott szerepel piros.} B = {A két lap kozott szerepel a tok dsz. }

1.3.5. FELADAT 5 napos szabadsdgunk alatt a hiitoszekrény akkor és csak akkor miikodik,
ha az A és B akkumulétorok koziil legalabb az egyik be van kapcsolva. Az A akkumulator
a szabadsdg kezdetétdl folyamatosan miikodik, majd a 3. napon 0 és 12 6ra kozott
véletlen id6pontban kikapcsol. A B akkumulator ugyanebben az idéintervallumban véletlen
id6pontban bekapcsol, és hazatértiinkig folyamatosan miikodik. A hiit6ben tarolt hiis akkor és
csak akkor romlik meg, ha legalabb 6 6rdig nincs hiités. Mi a valdszintisége, hogy hazatérve
romlott hust taldlunk a hiitében?

1.3.6. FELADAT Zabhegyezéstanbol — mint minden targybol — a puskazas csak rontja a
vizsgdzok esélyeit: akik csalnak, 30 % eséllyel mennek at a vizsgédn, a becsiiletesek 60
% eséllyel sikeresek. Ennek ellenére a vizsgdzoknak pontosan a fele puskdzik. Kukutyin
Kazmérrol csak annyit tudunk, hogy dtment a vizsgan. Mi a valdszintisége, hogy puskazott?
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2. fejezet

Valoszintiségi valtozok

2.1. Elméleti osszefoglal6

2.1.1. Valésziniiségi valtozok.

Mérnoki bevezeto a valosziniiségi valtozo fogalmahoz

A véletlen fogalmanak mérnoki megfogalmazdasakor példaként hasznéltuk azt az id6pontot,
amikor egy villamos beérkezik egy megélloba. A kozvetlen megfigyelés alapjan azt a
kovetkeztetést vontuk le, hogy ezt az idOpontot a véletlen és a menetrend egyiittesen
hatdrozzdk meg. A mérnoki gyakorlat sok ilyen tipust valtozot ismer: példaul egy szerkezeti
anyag szakitdszilardsdga azonos gyartastechnolégia mellett is ingadozik, szigord mindség-
biztositasi feltételek mellett eldéllitott termék élettartama is valtozik, azonos koriilmények
kozott végrehajtott mérés eredménye is esetrdl esetre kiilonboz6 lehet. Az olyan véltozokat,
ahol a véltozo6 értékét a figyelembe vett koriilmények nem hatdrozzak meg egyértelmien,
valdsziniiségi véaltozoknak nevezziik. A kordbban felsorolt véltozok egy intervallumon beliil
barmilyen értéket felvehetnek, ezeket folytonos valdszinliségi véltozoknak hivjuk. De a
miszaki gyakorlatban gyakoriak az olyan valdszintiségi valtozok is, amelyek csak diszkrét
értékeket vesznek fel. Egy mihelyben egy adott id6szak alatt meghibasodé gépek szama,
egy széllitasi tételben a selejtes darabok szdma, egy telefonkdzpontba percenként befutd
hivasok szdma, egy weblapot idoegység alatt felkeresdk szama, stb. ilyen diszkrét valtozo.
Ahhoz, hogy a véletlenszerlien ingadoz6 valdszintiségi valtozokbol a mérnoki gyakorlatban
hasznalhat6 kovetkeztetéseket tudjunk levonni, mds mddszereket kell haszndlnunk, mint a
determinisztikus valtozok esetén. Ehhez sziikséges megismerniink az eloszlas- €s stirliség-
fliggvény, tovabba a vérhato érték és a szords fogalmat.

Mérnoki bevezeto az eloszlasfiiggvény fogalmahoz

Vegyiink egy L hosszisagi, homogén, prizmatikus rudat, és a két végére hat6é huzéder6vel
szakitsuk el. Most ne foglalkozzunk a befogéds kornyezetében torvényszerlien fellépd
fesziiltségtorzulasokkal, és tekintsiik ugy, hogy a rid minden keresztmetszete ugyanolyan
fesziiltségi allapotban van. A tett feltételek miatt minden keresztmetszet egyformédn veszé-
lyes, igy a szakadds helye véletlenszeri. A rud egyik végpontjatél mérjiik meg a szakadas
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helyét, legyen ez a & jeld, tdvolsdg mértékegységli valdsziniiségi véltoz6. Hajtsunk végre
n szakitasi kisérletet, a szakaddsi helyek sorozata: &1,&;,...¢&,. Rajzoljuk meg a kovetkezd
grafikont: az x fiiggetlen véltozot mérjiik a rid hossztengelyének irdnydban: 0 < x < L.
Rogzitsiink egy tetszOleges x értéket, és szamoljuk Ossze, hogy héany rdd szakadt el a
[0,x) intervallumban (vagyis az x-t6l ,,balra”), jelolje ezt a szdmot k,. Minden x fiiggetlen
valtozéhoz mérjiik fel a k, /n relativ gyakorisdgot. Nyilvan, hogy ha x < 0, akkor k,/n =0,
ha x > L, akkor k,/n = 1. Egy adott méréssorozat ismeretében megrajzolhatjuk ezt az abrat
(lasd a 2.1 4brat), amely nyilvanvaléan 1épcsds fliggvény lesz, minden szakadasi helyen
athaladva k, értéke ugrik. Feltételezhetjiilk, hogy ha a mérések szdma novekszik, akkor
a 1épcsts fiiggvény egy folytonos fiiggvény felé tart. Ha n — oo akkor k,/n kozeliti a p,
valészintiséget: annak az eseménynek a valdszinliségét, hogy a szakadas helye kisebb, mint
x, ezt ugy jeloljik, hogy P(§ < x). Az elGbbiek alapjan nyilvanvald, hogy ez az érték x-
t6l fiigg, tehdt P(& < x) = F(x). Ezt az F(x) fiiggvényt hivjuk eloszldsfiiggvénynek. Az
eloszlasfiiggvény fontos tulajdonsdga, hogy ismeretében meg tudjuk mondani egy adott [a, D]
intervallumba esés valészintiségét: P(a < & <b)=F(b) — F(a).

1
0,9 .
CD()’S // -
20,7 :
0.6 e
~ Y
£.0.5 -
o
=04 =
503 o
£02 -
0,1 -
0 )
0 1 2 3 4 5

2.1. dbra. Az eloszlasfiiggvény szemléletes szarmaztatdsa.

Mérnoki bevezeto a siirtiségfiiggvény fogalmahoz

Az eloszlasfiiggvény grafikonja nem nyujt szemléletes képet a valoszintiségi valtozé ,,eloszla-
sarol”: példaul ranézésre nem konnyl megallapitani, hogy azonos hosszusagu intervallumok
koziil, melyik intervallumba esik nagyobb valoszintiséggel a valtozé. Szemléletesebb képet
kapunk, ha stiriségfiiggvényt szerkesztiink az alabbi médon. Egy megfigyelés-sorozat végén
rendelkezésiinkre all a &1, &, ... &, szamsorozat, mint a £ val6szintiségi valtozé megvaldsult
értékei (példaul a radszakadas helyei). Nevezziik ezt a szdmsorozatot mintanak. A legkisebb
€s a legnagyobb mintaeclemmel hatarolt intervallumot osszuk fel Ax,Axs,...,Axg részin-
tervallumokra. Szdmoljuk meg, hogy a &;,&;,...¢&, elemekbdl hdny darab esik az elsd, a
madsodik, stb. a K-adik részintervallumba. Ezeket a szdmokat, az egyes a részintervallumokba
esés gyakorisdgait, a tovabbiakban vy, v;,. .. Vg -val jeloljiik. Rajzoljunk a részintervallumok
folé olyan lépcsds fliggvényt, hogy minden részintervallum feletti teriilet legyen egyenld a
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részintervallumba esés relativ gyakorisdgaval (1asd a 2.2 dbrat). Egy-egy teriilet nagysaga
vj/n, a Ax; alaphossz f6l¢ igy v;/(nAx;) magassagu 1épcsét kell rajzolnunk. Az igy kapott
1épcsos fiiggvényt nevezziik tapasztalati strtiségfiiggvénynek, jele f,(x). Ha mintaelemek
szamat noveljiik és a Ax részintervallumok hosszat csokkentjiik, akkor a 1épcsds fiiggvény egy
folytonos fiiggvényt kozelit. Nevezziik ezt a fiiggvényt siirliségfiiggvénynek. Ez a fiiggvény
olyan tulajdonsdgu, hogy [a,b] intervallum feletti integrdlja egyenld az intervallumba esés
valészintiségével. Ezt Osszevetve az eloszlasfiiggvény definicidjaval, lathatjuk, hogy a
stiriségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltfiiggvénye. El6nye, hogy szemléletes képet ad
a valészindiségi valtozo eloszldsardl: ha egyenld hosszisagu részintervallumokra osztjuk fel
a valoszinliségi valtozo értékkészletét, akkor a valtozé abba az intervallumba esik nagyobb

valészintiséggel, amely feletti teriilet nagyobb.

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0 2 —1 0 1 2

7 7

2.2. dbra. A stirliségfiiggvény szemléletes szarmaztatasa

Matematikai értelemben valésziniiségi valtozoknak hivjuk az X : Q — R (mérhets)
fliggvényeket. A gyakorlatban ez véletlen szdmot jelent. Természettudoméanyos vagy miisza-
ki hattérrel pedig gy is gondolhatunk rd, mint egy mérési eredményre — egy mennyiségre,
aminek az értéke fiigg a kisérlet kimenetelétsl, és igy a véletlent6l. A valdszindségi
valtozokat éltaldban latin nagybetiikkel (X,Y,Z,...) vagy gorog kisbettikkel (§,1,¢,...)
szoktuk jelolni.

2.1.1. DEFINICIO Az eloszldsfiiggvény egy minden valdsziniiségi viltozora értelmezhetd,
azt jol jellemzo F : R — R fiiggvény, melyet a kovetkezoképp definidlunk:

F(x)(=Fg(x)) := P(& <x), Vx € R,
ahol & a szoban forgd valdsziniiségi viltozo.

Fontos létni a & és az x kozti kiilonbséget: & egy véletlen szam, x pedig egy (tetszGleges
modon) rogzitett, véletlentdl nem fiiggd érték. Az eloszlasfiiggvény aldbbi tulajdonsigai
intuici6 alapjian konnyen végiggondolhatéak:

(F1) 0<F(x) <1, VxeR;
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(F2) F(x) monoton novo fiiggvény: Vx; <xp: F(x1) < F(x);

(F3) lim F(x)=0, lim F(x) = I;

X—r—0o0 X—>+o0

(F4) F(x) balrdl folytonos: lim F(x)=F(a), VYacR.

x—a—0

2.1.2. MEGJEGYZES Bizonyithat6 az is, hogy minden (F1)-(F4) tulajdonsagokkal rendelke-
26 F : R — R fiiggvényhez taldlhat6 valészintiségi véltozd, amelynek F'(x) eloszlasfiiggvé-
nye. Tehdat ezek a tulajdonsdgok pontosan karakterizdljak az eloszlasfiiggvényeket.

Az eloszlasfiiggvény jelentdsége, hogy segitségével megfogalmazhatdk a valdszintiségi val-
tozéra vonatkozd kijelentések, példdul annak valésziniisége, hogy & egy adott intervallumba
essen:

P(a <& <b)=Fg(b)—Fe(a), Va < b.

2.1.3. DEFINICIO (DISZKRET VALOSZINUSEGI VALTOZO) Olyan véletlen mennyiség,
amely csak véges vagy megszamldlhatoan végtelen sok kiilonbozo értéket vehet fel.

Legyenek ezek az értékek rendre az xi,x,,... valos szdmok. Diszkrét valdszinliségi
véltoz6 fontos jellemzdje a valdsziniiség-eloszlds:

pri=PE=x), k=1,2,...
melynek alaptulajdonsagai:

oo n
(p2) Y pr =1 (véges sok — n —kiilonbozd érték esetén persze Y pr = 1).
i=1 i=1

Diszkrét val6szintiségi valtozo F : R — R eloszlasfiiggvénye 1épcsds fiiggvény: azaz F(x)
a véges (vagy megszamlalhat6 végtelen sok) x; értéktdl eltekintve konstans, az x; pontokban
pi nagysagu pozitiv ugrdsai vannak, és persze a fenti (F4) értelmében itt is balrdl folytonos.
Abszolit folytonos valésziniiségi valtozé esetén ezzel szemben nemcsak hogy F(x) foly-
tonos Vx € R-re, hanem (esetleg néhdny kivételes ponttdl eltekintve) differencidlhat6 is.
Pontosabban, 1étezik egy f : R — R fiiggvény, a valoszinliségi valtozo siriiségfiiggvénye,

hogy:
nm:/j@mmmeR

A stirliségfiiggvény ugyanazt a szerepet tolti be abszolut folytonos esetben, mint a valoszintliség-
eloszlas diszkrét esetben. Alaptulajdonsigai:

(1) 0< f(x), Vx e R;

2) [ fx)dx=1.
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2.1.4. MEGIEGYZES Erdemes megjegyezni, hogy vannak olyan valészinliségi valtozok,
amelyek se nem diszkrétek, se nem abszolit folytonosak. Ez nem csupdn matematikai
absztrakcid, ilyen véletlen mennyiségek el6fordulnak a természettudoményos és a miiszaki
alkalmazasokban is — szoros kapcsolatuk van példaul a fraktdlokkal — targyaldsuk azonban
meghaladja ennek az 6sszefoglalonak a kereteit.

2.1.2. Varhato érték, szoras.

Mérnoki bevezeto a varhato érték fogalmahoz

Amint a pontos matematikai megfogalmazasbdl kideriilt, egy valdszintiségi valtozé minden
jellemzgje kiszamithaté az eloszlasfiiggvénybdl (vagy a stirliségfiiggvénybdl). Sajnos e
két fliggvény megismerése, vagy statisztikai adatokbdl val6é becslése sok kisérletet és (az
eloszlasra vonatkozo) ellendrizendd feltevést kivan. Szdmos esetben meg kell elégedniink
ennél kevesebb informdcidval. Bizonyos esetekben elegendd, ha meg tudjuk mondani, hogy
mely érték koriil ingadozik véletlenszertien a szoban forgd véltozo, és tudunk értéket mondani
az ingadozas mértékére. Az ingadozas kozepeként természetes médon a megfigyelt értékek
atlagét szokas tekinteni. Az itt kovetkez6 mérnoki gondolatmenet megmutatja, hogy hogyan
juthatunk el az dtlagtdl a varhat6 érték fogalmahoz.

A stirGiségfiiggvény bevezetdjében mondottakhoz hasonléan, mondjuk, hogy rendelkezé-
siinkre dll a &;,&,,. .. &, szdmsorozat (minta). Ennek szdmtani dtlaga:

éa - %i‘,éz
i=1

Egy Ax; intervallumba es6 mintaelemek Osszegét kozelitleg ugy is kiszamithatjuk, hogy
az intervallum x; kozépértékét szorozzuk az intervallumba es6 mintaelemek V; szdmaval.
Ezeket a szorzatokat Osszegezziik az Osszes intervallumra, igy a mintaelemek O0sszegének
kozelitését kapjuk.

K

n 1 K Vi K
ga:_Z&’%—ZVij:ZXj A;.AXj:ijfn(xj)ij.
i3 nia j=1 NAXj j=1

2

A tortet bovitjiik Ax;j-vel, az dsszefiiggésben felismerhetS az f,(x) tapasztalati stirtiség-
fliggvény. A kapott Osszefiiggés egy improprius integral kozelité Osszege, ezt az integralt
hivjuk a valoszintliségi véaltoz6 varhato értékének. A varhato érték ebben a megfogalmazasban
az atlag altaldnositdsa, fizikai szempontbdl ugyanolyan jellegli mennyiség, mint maga a
valészintiségi viltoz6, ugyanazzal a mértékegységgel. Ertéke egy adott valésziniiségi
véltozora allandd, nem fiigg a véletlentdl.

Mérnoki bevezeto a szoras fogalmahoz

A val6szintiségi valtozo ingadozdsat a pillanatnyi érték és a varhato érték kiilonbsége mutatja.
Ez is véletlen mennyiség, kérdés, hogy hogyan tudjuk ezt egyetlen szimmal jellemezni.
Kézenfekvd, hogy vegyiik e kiilonbség varhat6 értékét. Beldthatd, hogy ez minden valtozéra
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z€rus (a pozitiv €s negativ kiilonbségek ,.kiegyenlitik” egymast), ezért ez nem j6 jellemzo.
Ha a kiilonbség négyzetét, vagy abszolut értékét vessziik, akkor a vérhatd érték pozitiv
lesz. A gyakorlatban a négyzet mutatkozott hasznosabbnak, ezért a valdszintliségi véltoz6
ingadozasat az atlagos négyzetes eltéréssel jellemezziik: vessziik a valtozo és a varhaté érték
kiilonbségét, ezt négyzetre emeljiik, és ennek vessziik a varhat6 értékét. Ezt a mennyiséget
nevezziik a valészinliségi valtozé szérasnégyzetének, és pozitiv négyzetgyokét szorasnak. A
varhato értéknél tett megdllapitdsaink a szordsra is vonatkoznak: adott valészintiségi valtozé
szorasa allandd, nem fiigg a véletlentdl, mértékegysége megegyezik a valdszinliségi valtozd
mértékegységével. Megfigyelési értékekbdl (mintdbdl) becsiilhetd a szords értéke, a becslést
tapasztalati szérasnak hivjuk. Ismerjiik a &1, &, . .. &, szdmsorozatot, ennek 4tlaga &,, ezekbdl
az adatokbdl az sé tapasztalati szordsnégyzet igy szdmithato:

F=1 Y (-8

=1

A varhaté érték és a szoras valoszintiségi valtozok tovabbi fontos jellemzdi, szokdsos
jelolésiik EE (expectation) illetve D& (deviation). Gépészmérnokként hasznos analdgia
lehet: ha egy diszkrét, illetve folytonos eloszldsra, mint egydimenzios pontrendszerre, illetve
folytonos inhomogén siirliségli anyagra gondolunk, akkor a véarhat6 érték a sulypontnak,
a szordsnégyzet pedig a (sulypontra vonatkoztatott) tehetetlenségi nyomatéknak felel meg.
Misképp szdlva, a varhatd érték az eloszlas ,kozepét”, a szords annak ,,szétkentségét”
jellemzi. Szamolasuk:

diszkrét folytonos

varhat6 érték, EE Y xipk [ xf(x)dx
k=1

—00

szérasnégyzet, D>E f (xx —EEpr | [ (x—EE)?f(x)dx
k:1 —o0

Definidlhatjuk a & val6szindiségi valtoz6tol (determinisztikusan) fiiggd 7(&) mennyiség
varhat6 értékét is, E(t(E)) = ¥ t(xx)px illetve [ #(x)f(x)dx alapjdn. A szérdsnégyzetre
k=1 —oo
konnyen adédik a D?E = EE? — (EE)? hasznos alternativ képlet (vessiik 6ssze a Steiner
tétellel!). Végiil pedig a széras: DE = \/D?E.

2.1.5. MEGJEGYZES Amennyiben az E&-t, illetve D?E-t definidlé végtelen sor/improprius
integrdl nem abszoluit konvergens, azt mondjuk, a varhat6 érték, illetve a szords nem létezik.

2.1.3. Egyiittes eloszlasok.

Mérnoki bevezeto a korrelacios egyiitthato fogalmahoz

A mérnoki gyakorlatban ritkdn fordul eld, hogy egyetlen véltozo6t figyeliink meg, gyakran
a véltozok kozotti kapcsolatot vizsgdljuk: egyszerre figyeliink meg tobb véltozot. Egyes
esetekben a vizsgélt jelenség fizikai héttere nyilvanvalva teszi, hogy a megfigyelt valtozok
kozott kapcsolat van: példdul a gépkocsira hat6é légellendllds fiigg a gépkocsi haladasi
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sebességétol. Mds esetekben a kérdés éppen a kapcsolat 1étezése: egy 6tvozd anyag mennyi-
ségének valtozdsa maga utdn vonja-e az acél szilardsdgi tulajdonsdgainak valtozasat, vagy
egyetemi hallgatokndl osszefiigg-e a felvételi pontszdm és a késébbi félévek gorgetett dtlaga.
Ilyen tipusu kérdés eldontéséhez készitsiink megfigyeléssorozatot, amelynek végén rendelke-
zésiinkre all az sszetartozé véltozé-parokbol alkotott minta: (Ey,11), (E2,12),- - -, (En, ).
Szamitsuk ki mindkét valtozé (&,,1n,) dtlagét, és megfigyeléseinket dbrazoljuk olyan grafi-
konban, ahol a tengelyekre a valtozok dtlagtdl valo eltérését rakjuk fel (1asd 2.3 dbra). Minden
abrazolt pontra szamitsuk ki ezeknek az eltéréseknek a c; szorzatat:

ci = (&a—&)(Ma— ).

Ez a szorzat az els6 és a harmadik siknegyedben pozitiv, a masik két siknegyedben
negativ. Osszegezziik ezeket a szorzatokat minden pontra.

n
G = Zl(éa —&)(Ma—m)-

i=
Ha a pontok az elsd és a harmadik negyedben helyezkednek el, akkor C; > 0, ha a
masik két negyedben, akkor C; < 0. Ha pedig a pontok rendezetleniil helyezkednek el
az egész sikon, akkor C; ~ 0 (lasd 2.4 dbra). Vagyis C, értéke informaciot tartalmaz a
pontok elhelyezkedésére vonatkozéan. C, nagysdga fiigg attél, hogy hany pontra végeztiik
az Osszegzést, és mennyi a valtozok szérdsa. Az Osszehasonlithatosdg érdekében szokds C,

értékét a pontok szamaval €s a két valtozo szordsaval normalni.

P X (G &) —m)

SéSn

Cn —

Az eredményiil kapott mennyiség a tapasztalati korrelacids egyiitthatd, altaldnositdsa
pedig a korrelacios egyiitthato.

;

'Y f' L]
\
gi_ga

Ni—MNa

2.3. abra. Negativ korrelacio

Ha a (&,7n) véletlen mennyiségeket egyszerre szeretnénk vizsgélni, a két valészintiségi
valtoz6 kozos eloszlasat kell tekinteniink. Itt is megkiilonbodztethetiink diszkrét és abszolut
folytonos eseteket. Diszkrét esetben & illetve n lehetséges értékei az xi,x,... illetve
Y1,Y2,... szamok, az egyiittes valdsziniiségeloszlds, p; j = P(& = x;,n = y;) értékeit sokszor

tablazatba osszefoglalva adjuk meg. Abszoliit folytonos esetben az f : R? — R kdzdis siiriiség-
fiiggvény jellemzi a kozos eloszldst, segitségével (mérhetd) T C R? tartomanyokra megadhatd
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Ni—MNa

gi_ga

2.4. abra. Nincs korrelacio

annak valdszintisége, hogy a (&,1n) véletlen szdimpéar a T halmazba essen: P((§,m) €
T) = [[; f(x,y)dxdy. Ha csak 6nmagédban & (vagy 1) viselkedésére vagyunk kivancsiak, a
peremeloszldsokat kell tekinteniink, ha pedig valamilyen, a (&, 1) partdl (determinisztikusan)
fiigg6 1 (&, n) mennyiség varhato értéke érdekes, értelemszerdi szummazasokat/integraldsokat
kell elvégezniink. A kozos eloszlas/strliségfiiggvény alaptulajdonsdgai mellett ezeket a
képleteket foglalja Ossze az alabbi tdblazat:

diszkrét folytonos
pij>0,Ypij=1 f(x,y) >0, fsz(x,y)dxdyzl
iJj R
peremeloszlasok: peremstiriség-fiiggvények:

P =pE=x)=Xp, | f()= ] f(ry)dy
, I

P =pm=y)= Lpij fay) = Z fx,y)dx
E(t(&,n)) = ith(xz-,yj)pi,j Hgt(x,y)f(x,y) dxdy

Amennyiben csak &-t81 (vagy n-tdl) fiiggd mennyiségeket, kijelentéseket akarunk vizsgélni,
szamolhatunk a peremeloszldsok alapjin, igy pl. pusztin a peremeloszlasokbdl meghata-
rozhatéak az EE (Em) vérhatd értékek és a DE (Dn) szérasok. Altaldban a kozos eloszlds
lényegesen tobb informéciét hordoz, mint a peremeloszldsok; fontos specidlis eset azonban
a kovetkezd: ha p;; = pgl)pgz) minden i, parra, illetve f(x,y) = fg(x)fy(y) minden
(x,y) € R? pontra, akkor azt mondjuk, & és 1 fiiggetlenek. Konnyen ellendrizhets, hogy
fiiggetlenség esetén tetszbleges a < ¢ és b < d szdmpérokra az A = {a < § < ¢} és a
B = {b <n < d} események fiiggetlenek.

Kiilonbozé mennyiségek varhato értékének, szordsanak szamitdsakor hasznos, konnyen
ellendrizhet6 Osszefliggések:

e E(E+1n)=EE+En tetszbleges (&,n) valésziniiségi valtozokra;
e Ha & és n fiiggetlenek, akkor D?(& + 1) = D*E 4+ D*n;
e Ha & és n fiiggetlenek, akkor E(En) = EE -EN.
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Az utobbi Osszefiiggés motivdlja a Kkovariancia fogalmat tetszGleges valdszinliségi

véltozok esetén:

C(&,n)=E(En)—ES-En.
Amennyiben C(&,1) = 0, azt mondjuk, & és n korreldlatlanok. A fentiek alapjan: ha &
és n fliggetlenek, akkor korreldlatlanok. Ennek megforditdsa azonban nem igaz: éltaldban
a korrelélatlansédgb6l nem kovetkezik a fiiggetlenség. C(&,m) # 0 azt jelenti, hogy & és n
kapcsolatdban van valamilyen tendencia: ha C(&,n) > 0, ,,& novelésével 7 is ndni szeret”,
ha C(&,m) <0, ,,& novelésével n csokkenni szeret”.

A |C(&,m)| < D(&)-D(n) egyenldtlenség mindig teljesiil (megjegyezhetjiik, ha felirjuk
az EE = En = 0 specidlis esetben, ilyenkor ltszik konnyen, hogy a linedris algebrabdl és
a fiiggvényterek elméletébdl jol ismert Cauchy-Schwartz egyenl6tlenségrdl van szd). Ez
motivélja a korreldcios egyiitthato bevezetését:

REm = D

Egyszerii szdmoldssal ellendrizhetd, hogy amennyiben & és ) pontosan linedris kapcso-
latban éllnak, |[R(&,m)| = 1, vagyis a korreldci6 abszolit értéke a lehets legnagyobb.

melyre  [R(E,m)| < 1.

2.2. Kidolgozott példak

2.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Bemegyek a kaszinoba, és elkezdem a rulettporgetéseket
figyelni." Addig maradok, amig elsé alkalommal fekete nem lesz a porgetés eredménye.

(a) Mi a valosziniisége, hogy pontosan 5 porgetést fogok megfigyelni?
(b) Mi a valosziniisége, hogy pdros sok porgetést fogok megfigyelni?

(c) Mia megfigyelt porgetések vdarhato szama?

MEGOLDAS Vezessiik be a £ valdszintiségi valtozot, amelynek értéke a sziikséges porgeté-
sek szdma. Ez a diszkrét valdszintiségi valtozo tetszGleges pozitiv egész értéket felvehet. &
val6sziniiség-eloszldsdhoz a {& = k} esemény valdszintiségét kell meghatérozni (k € Z™1); ez
pontosan akkor kovetkezik be, ha k — 1 nem fekete porgetést egy fekete porgetés kovet. A
rulettkeréken 37 mezd van, ezek koziil 18 piros, 18 fekete és egy zold (a nulla). Tehat minden
egyes porgetésre a fekete eredmény valdszintisége (p :)%, annak valdszintisége, hogy az
eredmény nem fekete, (g =1—p =) ;—2. Itt a p és a g paramétereket az egyszer(ibb leirasmaod,
illetve az 4dltalanosithatésag kedvéért vezettiik be. Mivel az egyes porgetések fiiggetlennek
tekinthetdk, adodik:

19\ "18
pk=PE=k)=q 'p <37> 37 2.1)
(a) A feladat kérdése éppen ps, amit (2.1) alapjan konnyen szdmolhatunk:
ps = (19/37)*18/37 ~ 0,034.
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(b) Ismét (2.1) alapjan szamolhatunk:

P(E piros) = pr+pa+tps+---=

1
= ap+apHa Pt =ap =

q
18 19/37
= —— 1= ~(0.327.
371—(18/37)2 ’

Felhasznéltuk a mértani sor 6sszegképletét is.

(c) A kérdés a (2.1) eloszlas varhato6 értéke, tehat
EE=Ykp=Y kpd" ' =pY kg "
k=1 k=1 k=1
Ennek az 6sszegnek a kiszamolasdhoz tekintsiik a

> 1
k
glg)=) ¢ =—
k=1 I—¢q

figgvényt. Mivel g < 1, ez a mértani sor konvergens, a tagonkénti derivdldssal kapott sor
is konvergens, és éppen a g’(g) derivaltfiiggvényt éllitja elS. EbbS:

= 1
kg ' =4¢'(q) = :
kgl (1—q)?
Osszefoglalva tehat az eddigieket:
p 1 37

= - =22 x2.056.
(1-¢g)> p 18

Ennek a kérdésnek a megvialaszoldsiahoz kiilonosen érdemes volt a feladatot a p
parméterrel altaldnositani. O

EE=pg(q) =

2.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Kor alaku, 10 cm dtmérdjii tablaba pontszerii lovedék
csapddik, a becsapddds helye egyenletes eloszldsi a tdbldn. Jeloljiik &-vel a becsapddds
helyének tdavolsdgdt a tdbla kozéppontjdtol.

(a) Adjuk meg & eloszldsfiiggvényét!
(b) Szdmoljuk ki a P(2 < & < 7) valésziniiséget!

(c) EE=?
MEGOLDAS
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Fix)}t I /

— ;

2.5. dbra. A 2.2.2. kidolgozott feladathoz.

(a) Fg(x) meghatdrozdséhoz (a tovdbbiakban az alsé & indexet elhagyjuk) elsd 1épésként
megallapithatjuk, hogy F(0) = P(§ < 0) = 0, hiszen tdvolsag csak pozitiv értéki lehet,
valamint F(10) = P(§ < 10) = 1, hiszen a tdblat a 16vedék biztosan eltaldlja. F(x)
alaptulajdonsdgai miatt adodik:

0 hax<O0,
F(x)=<¢? ha0<x<10,
1 hax>10;

ahol mdr csak a k6zéps6 dgat kell meghatdrozni. A P(& < x) esemény valdszintiségére
van sziikség (0 < x < 10), és mivel a becsapddds helye egyenletes eloszlasu, geometriai
valdszintiségi feladatrol van sz6. A teljes teriilet egy 10 cm sugaru korlap, a kedvezd
teriilet egy x cm sugarud korlap. Tehat:

F(x) = ha 0 <x < 10.

102z~ 100
Az igy ad6do eloszlasfiiggvényt a 2.5 dbra szemlélteti.

(b) Az eloszlasfiiggvény alapjan konnyen szamolhato:

PR<E<T)=P2<E <7):F(7)—F(2):%:0,45.

Kihaszndltuk azt is, hogy folytonos eloszlasrdl van sz6, P(& = 2) valdszintisége 0.

(c) A vérhat6 érték szamolasdhoz sziikség lesz a stiriségfiiggvényre:

0 ha x <0,
fx)=F'(x)=¢2& ha0<x<10,
0 ha x > 10;
ebbdl:
o 10 10
x x3
EE = /xf(x)dx: x—dx=|—| =20/3~6,607.
50 150, .
oo 0
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2.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen a & valdsziniiségi vdltozo siiriiségfiiggvénye
A
S hax>1,
fa)=4x .y
0  egyébként.
(a) A=7?
(b) P(10< &) =2

(¢) Szdmoljuk ki & vdrhato értékét és szdrdsdt.

MEGOLDAS

(a) Az A paraméter meghatdrozasahoz ki kell haszndlnunk, hogy f(x) strdiségfiiggvény, és
igy:

t= [ rar= [ x:%ﬂ/ﬁdx_%ﬂlﬁ}le/3’
—o0 1
tehat A = 3.

(b) Abszolut folytonos eloszlas esetén, kihasznélva az eloszlasfiiggvény és a stirliségfiigg-
vény kozti kapcsolatot:

T —o0 10

. o
P(10<§):1—F(1O):/f(x)dx:Tlim/x4dx— lim {F} —0,001.
10

(c) A definicidk alapjan:

EE = /f )d hm/ dx = lim | — T3
M= P o) B

o0 T T

EE? = /xzf(x) x = hm . —dx= lim [_—3} =3;
x T —>o0

—o0 1

D*(E)=EE*—(EE)?=3-(3/2)>=0,75; =  D(&)=/D*(&)~0,866.

2.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT A (§,M) valdsziniiségi vdltozo-pdr egyenletes eloszldsi a
D C R? sikbeli tartomdnyon, ha az egyiittes stiriiségfiiggvény:

1

Flry) = const. = ;- ha (x,y) €D,
o ha (x,y) ¢ D.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Balint Péter, BME



Valoszinliségszamitas 33

2.6. dbra. A 2.2.4. kidolgozott feladathoz.

Itt tp a D tartomdny teriilete, ezzel a vdlasztdssal érjiik el, hogy [[g2 f(x,y)dxdy = 1.
Szdmoljuk ki a peremsiiriiség-fiiggvényeket, a kovariancidt, a korreldcios egyiitthatot, és
ezek alapjdn dontsiik el, & és 1 fiiggetlenek, illetve korreldlatlanok-e, ha

(a) Da (0,0), (1,0), (1,1), (0, 1) csiicspontii négyzet;
(b) D a (0,0), (4,0), (0,1) csicspontii hdromszog.
A két esetet a 2.6 dbra szemlélteti.

MEGOLDAS

(a) A fenti képlet alapjan

I ha0<x<1é0<y<lI,
fxy) = .y
0 egyébként.

Igy a peremstiriiség-fiiggvények:

- 0 hax <0,
i@ = [ fendy=1 fray=1 mao<x<1,

- ?) hax>1.

- 0 hay <0,
fn()’)Z/f(X,y)dx: flldx:l ha0<y<1,

- 8 hay > 1.

Kénnyen ellendrizhetd, hogy f(x,y) = fg(x) - fy(y) minden (x,y) € R? esetén, és igy &
és 1 fiiggetlenek. Igy & és 1 korreldlatlanok is, tehat C(€,1) =0 és R(E,1) = 0.
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(b) Ezuttal
1/2 ha0<x<4é0<y<1-—x/4,
fley) = /2 0= /
0 egyébként.

Igy a peremsiirtiség-fiiggvények:

0 ha x <0,
1—x/4
:/f(x,y)dy: [ 1/2dy=1/2—x/8 ha0<x<4,
0
0 ha x > 4.
0 hay <0,

4—4y

:/f(x,y)dx: [ 1/2dx=2-2y ha0<y<I,
0
0 hay>1.

Mivel példdul f(3,1/2) =0de f¢(3) = 1/8 és fy(1/2) = 1, & és 1 nem fiiggetlenek.

A kovariancia szamolasahoz:

4 1—x/4

E(&n) = // xyf(x,y)dxdy = // yda’ —/(I_dex:
1 1

4¢3
= /4t2—4t3dt: [——14] =1/3;
3 0

0

o 4
EE = /xfg(x)dXZ/x(l/Z—x/S)dx: [x2/4—x3/24]g=4/3;
—oo 0

En=/wyfn(y) /1 (2—2y)dx = {y —2%]0—1/3;
—oo 0

és ezekbdl adodik:

C(&,n)=E(En)—ESEN=1/3-4/9=—-1/9.

A korrelécids egyiitthatohoz sziikségiink van a szérdsokra is:
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2.7. dbra. A 2.2.5. kidolgozott feladathoz.

4
EE2 — /xﬁ3 / (1/2—x/8)dx = [¥*/6 —x* /32] s = 8/3;

—o0 O

D*(§)=E&* —(E§)*=8/3-(4/3°=8/%; = D(&)=1/D*£)~0,943.

o)

En?= [ yfa(3)dy = /1 (2 —2y)dx = {%f—y“/z}l = 1/6;
0

0

—o0

D’(n)=En*—(En)*=1/6—(1/3)>=1/18; — D(E) =1/D2(E) ~0,553.

Mindezek alapjan:

__den) ),

C(&,n)
)D(n)  /D*(E)D*(n) 0

l’e(fi,n):D(g

2.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen a (§,M) valdsziniiségi vdltozo-pdr egyiittes siirii-

ségfiiggvénye:

) AP 4+y?) halx|<1ésly| <1,
xX,y) =
Y 0 egyébként.

Ahogyan azt a 2.7 dbra is szemlélteti, az eloszlds eziittal nem egyenletes, a négyzet sarkai
felé novekszik a siiriiségfiiggvény értéke.

(a) A=?
(b) Fiiggetlen-e & ésn?
(c) Korreldlatlan-e & és 1?
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MEGOLDAS

(a) Ismét a stirliségfiiggvény alaptulajdonsdgat hasznaljuk fel:

1 _
2A 248 24x]5 8A
x=—1

ésigy A =13/8.

3 3 3

(b) A kérdés megvilaszoldsdhoz hatdrozzuk meg a peremsliirliség-fiiggvényeket:

0 hax < —1,
1
= /f(m)dy: [+ dy=1-¥ ha-1<x<1,
~1
0 hax> 1.
(0 hay < —1,
1
/fxy fl%()cz—I—yz)dx:}l—i%2 ha —1<y<l1,
0 hay> 1.

& és 1 nem fiiggetlenek, mert példdul f(0,0) = 0, de fz(0) = f5(0) = 1/4.

(c) Az alébbi integralok mindegyike O, mert paratlan fiiggvényt integralunk origéra szim-
metrikus intervallumon:

E(En)

Igy tehdt C(E,n)
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://szyf(x,y)dxdy //lg 2 dydx = 0;
~1

1

EE = /Doxfg(x)dx:/%x(1—3x2)dx20;

-1

™~ 1
1
En= [ yfa()dy= [ 3(1-3%)dy=0.
oo 21

=E(&n)—(EE)(EN) = 0, vagyis & és 1 korrelalatlanok. O
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2.3. Gyakorlo feladatok

2.3.1. FELADAT Feldobunk két szabédlyos dobdkockat. Jeloljikk &-vel a dobott szamok
osszegét. Hatdrozzuk meg a & valGszintiségi valtoz6 varhaté értékét és szorasat!

2.3.2. FELADAT A & folytonos valdszintiségi véltozé strtiségfiiggvénye:

Bsinx ha 0<x<Z,

0 egyébként.
(a) Mennyi B értéke? (b) Szdmoljuk ki a P(0 < & < §) val6szintiséget!
(¢c) Mennyi & vérhat6 értéke? (d) Mennyi & szérasa?

2.3.3. FELADAT A (&,n) diszkrét valésziniliségi véltozé—par kozos eloszldsat az aldbbi
tablazat irja le.

[E=—1 £=0 &=1
n=0 0,1 p 02
=1

n p 03 2p
(a) p =2 (b) Fiiggetlen—e & és n? (c) Szédmoljuk ki az R(&,n) korreldcids
egylitthat6t!

2.3.4. FELADAT A (&,n) val6sziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat az

Flry) B(x*+y%) ha —1<x<1és —1<y<I,
X, =
Y0 egyébkeént.

kozos stirtiségtiiggvény firja le.

(a) B=? (b) Szamoljuk ki a peremstriiség-fiiggvényeket! (c) Fiiggetlen-e & és
n?
2.3.5. FELADAT A (&,n) val6sziniiségi véltoz6-pér egyenletes eloszlasi az origé kozéppon-
tu, egységnyi sugaru korlapon.

(a) Hatarozzuk meg a peremstirtiség-fiiggvényeket!

(b) Szamoljuk ki a korreldcids egyiitthatot!
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3. fejezet

Nevezetes eloszlasok

3.1. Elméleti osszefoglalo

A természetben és a miiszaki életben leginkabb el6forduld valészintiségi valtozok sokszor
valamilyen ismert, egy-két paraméterrel jellemezhet6 eloszlast kovetnek. Az aldbbiakban
néhdny ilyen nevezetes eloszlés tulajdonsagait foglaljuk ossze.

A diszkrét eloszlasok koziil csak a két legfontosabbat vizsgédljuk meg. Legyen n € Z* és
p € (0,1) rogzitve.

3.1.1. DEFINICIO A & diszkrét valosziniiségi vdltozo (n, p) paraméterii binomidlis elosz-
lasu, ha lehetséges értékei a k =0, 1...n szdmok, valosziniiségeloszldsa pedig:

pP =P =k) = (Z)p"(l—p)(”") (k=0,1...,n).

A binomidlis eloszlas jelentése: elvégezziik n-szer ugyanazt a kisérletet, az egyes
probalkozdsaink fiiggetlenek. Minden egyes kisérletet sikeresnek tekintiink, ha az egy
bizonyos eredménnyel végzddik. Tegyiik fel, hogy az egyes kisérletek kiilon-kiilon p eséllyel
adhatjdk ezt az eredményt. £ jeloli a sikerek szdmat: azt a (véletlentd] fiiggs) szdmot, ahdny
alkalommal (az n fiiggetlen kisérletbdl) a kivant eredmény adddott. Péld4ul: feldobunk 10-
szer egy szabélyos dobdkockdt, & jeldlje a hatos dobédsok szamét (n = 10, p = 1/6).

A binomidlis tétel alapjan ellendrizhetd, hogy valoban valdszinliség-eloszlast adtunk meg:

S (n o (n n— n
ZP;(JP)ZZ(,{)pk(l—p)( H=(p+1-p) =1
k=0

k=0

A binomialis eloszlas varhato értéke:

! n “nn—1)...(n—k ne1)— (k—
EE=Y k" = ¥ (n—1) (‘ )pk(l_p)(( D-(k-1)) _
k=0 k=1 (k—1)!

n—1 n—1 ) L
= an( . )p’(l—p)(” =) = np.
=0\ J
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(Ez szemléletesen is érthetd: a sikerek varhaté szama a probédlkozasok szdmanak €s az egyedi
kisérletben a siker valészinliségének a szorzata.) Hasonld szdmoldssal kaphatjuk meg a

szorast: DE = \/np(1 —p).

3.1.2. DEFINICIO Legyen most A > 0 rogzitett: az M valdsziniiségi vdltozé A paraméterii
Poisson eloszldsu, ha értéke tetszoleges k =0,1,2,. .. természetes szdm lehet, és valdszinii-

ségeloszldsa:
k

A
o) b == A

A Poisson eloszlast a binomiélis eloszlds hatdreseteként is megkaphatjuk, amennyiben
n — oo, p — 0, Ugy, hogy np — A. (Beldthatd, hogy ekkor tetszdleges rogzitett k-ra
p,(cn’p N p,((/l).) Szavakban kifejezve a Poisson eloszldsu valdszintiségi valtozé jelentése:
nagyon sok, egymadstdl fiiggetlen, kiilon-kiilon nagyon kis valdszintiségli eseménybdl ahany
bekovetkezik. Ilyen véletlen mennyiségek a természetben és a miiszaki életben is gyakran
el6fordulnak: pl. anyaghibak szdma térfogategységnyi mintdban, téves kapcsoldsok szdma
egy nagy telefonk6zpont napi forgalméban, egy év alatt ahany baleset el6fordul egy forgalmas
utkeresztez6désnél, stb.

Ezittal az exponencidlis fliggvény 0 koriili Taylor sorara hivatkozva ellendrizhetd, hogy
tényleg valdszintiség-eloszlast adtunk meg:

[%S) oo k
W aawer
Zpk =e o =1.

A varhato értékre:

C ) Ay '
En=) kp, "' =e A = ,
kg;) k k; (k—1)! =01

Hasonl6 szdmoldssal adodik D = VA
Térjiink 4t a nevezetes folytonos eloszldsokra.

3.1.3. DEFINICIO Legyenek a < b valés paraméterek, ekkor & az [a,b] intervallumon
egyenletes eloszldsu, ha siiriiségfiiggvénye:

b—a

0 egyébkent.

f(x):{L haa<x<b,

Egyenletes eloszldsok leginkdbb geometriai jellegli problémdk sordn szoktak eldkeriilni.

3.1.4. MEGJEGYZES Az intervallumon egyenletes eloszldsok mellett érdemes megemliteni
az adott tartomdnyon egyenletes (tobbdimenzids) eloszldsokat, 1d. a 2.2.4. kidolgozott
feladatot.
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Konny integrédldssal adodik az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye:

x 0 ha x < a,
F@ = [ f0di={ 5t mas<x<h,
—oo 1 hax > b.

A varhat6 érték pedig:

oo b
b? —a? B a+b

Eé:/Xf(x)dx:a/biadxzz(b—a) -2

—o00

b—a
2v/3°
3.1.5. DEFINICIO Legyen paraméteriink ismét A > 0; ekkor a T valdsziniiségi viltozé A
paraméterii exponencidlis eloszldsu, ha siiriiségfiiggvénye:

fr(x):{o ha x < 0,

Ae ™ hax>0;

ami intuiciénknak megfelel&en az intervallum felezGpontja. Hasonlé szamoldssal: DE =

és ebbdl integrdldssal eloszldsfiiggvénye:

Ff(x):/ff(t)dt:{o N ha x <0,

ha x> 0.

Az exponencidlis eloszlds élettartamok, varakozdsi id6k, dltaldban egy esemény beko-
vetkezéséig elteld véletlen idotartamok hosszdnak jellemzésekor szokott eldkeriilni. Ezzel
Osszefiigg, hogy értéke csak pozitiv lehet (F(0) = 0). Az exponencidlis eloszlas legfontosabb
tulajdonsdga az ugynevezett orokifjisdg. Legyenek Ty és T, tetszdleges pozitiv szamok,
és tekintsik az A = {t > T1}; B={1t > Tp}; C = {1t > T} + T} eseményeket. Egyrészt
P(A) = P(t > Ty) = 1 — F(Ty) = e *"i, és P(B)-t és P(C)-t szdmolhatjuk hasonl6an.
Masrészt BC = C, és igy

P(B —A(T1+12)
Pt>Ti+Dlt>D) = P((BC)) e e
Szavakban kifejezve: annak valdszintisége, hogy 7> id6 varakozds utdn még tovabbi 77 ideig
varnunk kell, ugyanannyi, mint a virakozas kezdetében volt annak valdsziniisége, hogy T;
id6t kell varnunk. Ugy is mondhatnank, hogy az exponencidlis eloszldsnak nincs memoéridja,
a tovdbbi varakozasi esélyeket nem befolydsolja az, hogy mar valamennyi id6t vartunk.
Az exponencidlis eloszlas varhat6 értékét parcidlis integralassal kaphatjuk meg:

ZP(T > Tl).

[e)

[ L
Et= /xf(x)dx: Axe ™dx = lim [—xe_ x} +/e_ Ydx | =
T —oo 0
0 0

—o0

o T
eflx 11
= 1 —_ = .
Hm | —— ] /
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A szérashoz kétszer kell parcidlisan integrdlni, DT = 1 /A adédik.

3.1.6. DEFINICIO A nevezetes eloszldsok koziil kétségkiviil a normdlis eloszldssal lehet
leginkdbb taldlkozni a természetben és a miiszaki életben. A standard normalis eloszlds

s 2

suriiségfiiggvénye:

a jol ismert haranggorbe, eloszldsfiiggvénye pedig ®(x) = [ @(t)dt.

—o0

Ez az integrél elemi fiiggvényekkel nem fejezhetd ki, ezért ®(x) értékeit tdblazatban
szoktak megadni pozitiv x értékekre (fontos tudni, hogy ®(—x) = 1 — ®(x)). A kovetkezs

ol

szamitas mutatja, hogy a haranggorbe valdban siirliségfiiggvény:

27 o

- 2
1 242 1
/qo(x)dx :E//f_ ¥ dxdyzﬁ//e_rz/zrdrdq): L.
R
—° 00

A standard normédlis eloszlds vérhaté értéke 0, szordsa pedig 1 (a megfeleld integrdlok
konvergencidja konnyen latszik, a varhat6 érték esetén egy pdratlan fiiggvényt integralunk
a teljes szamegyenesre, a szorasnégyzet pedig parcidlis integraldssal szdmolhato.)

3.1.7. MEGIEGYZES Altaldban azt mondjuk, egy & valdsziniiségi valtozé standard, ha
vérhato értéke 0, szordsa pedig 1.

Legyenek m € R és ¢ > 0 paraméterek; azt mondjuk, X m vdrhato értékii és ¢ szordsi
normdlis eloszldst kovet, ha a megfeleld linedris atskalazottja, ¥ = %, standard normalis

eloszlasd. Ennek megfeleléen X eloszlas- €s stiriségfiiggvénye ilyenkor:

xX—m 1 _Gm?
; =/ = 202,
o ) (pm70(x) m,G(x) /_271'0'6

D, 5(x) =P (
Azt, hogy X m vdrhato értékii és ¢ szordsu normadlis eloszldst kovet, roviden igy is szoktuk
jelolni: X € A4 (m,0). A normdlis eloszlas fontos tulajdonsaga az Un. stabilitds: ha
X1 és X, fiiggetlen, normalis eloszlasu valdszinliségi véltozok, akkor osszegiik, X; + Xp is
normadlis eloszlasd (és a 2 fejezetnek megfelelGen a varhatd értékek és a szordsnégyzetek
osszeadddnak). Pontosabban, legyen X| € A4 (my,01) és X, € A (my, 03), valamint a € R és
b € R tetszSleges, ekkor aX| +bX, € A (am; +bmy, /a*6? + b*>63). Fontos, hogy negativ
a és/vagy b esetén is ezt a képletet kell alkalmazni.
Mint emlitettiik, a normdlis eloszlds rendkiviil gyakran el6fordul a természetben és
a miszaki életben: a mérési eredményekben, miiszaki adatokban jelentkezd ingadozdsok
is jellemz&en normilis eloszlast kdvetnek. Ennek elsddleges oka a 4 fejezetben targyalt
centralis hatareloszlés-tétel.

3.1.8. DEFINICIO Tovdbbi, a miiszaki alkalmazdsokban elbkeriild eloszldsok:
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o A & valdsziniiségi viltozo (m, o) paraméterii lognormalis eloszldsd, ha In& normdlis
eloszldsi ugyanezekkel a paraméterekkel. Siiriiségfiiggvénye:

(lnxfm)2

1 - )
Fx) =4 xovam € 202 hax>0;
0 egyébként.

A természetben és miiszaki alkalmazdsokban a logonormadlis eloszlds gyakran elo-
keriil, ha egy véletlen mennyiség csak pozitiv értékeket vehet fel, és vdrhato értéke
viszonylag kicsi a szordsdahoz képest.

e Az (n,B) paraméteri Weibull-eloszlas (1 és B pozitiv paraméterek) siiriiségfiiggvé-

nye:
B(x\P! —(2)F .
Flx) = n(n> e \n hax>0;
0 egyébkent.

A B =1 specidlis esetben az 1/n paraméterii exponencidlis eloszldst kapjuk vissza.
Ezt az eloszldst is élettartamok leirdsdra haszndljdk, abban az esetben, ha az
orokifjusdgi feltevés nem dllja meg a helyét (a B paraméter jellemzi, hogy mennyire
tériink el az orokifjusdgtol).

e Az (n,A) paraméterii Gamma eloszlds annak a véletlen mennyiségnek az eloszldsa,
amelyet n fiiggetlen, egyardnt A > 0 paraméterii exponencidlis eloszldsi valdsziniisé-
gi vdltozo osszegeként kapunk meg. Siiriiségfiiggvénye:

An n—1 ~2 .
Fl) = ﬁe * hax>0;
0 egyébként.

Nevezetes eloszlasok szemléltetése, alkalmazasok.

A kozismert Excel program a legtobb nevezetes eloszlast beépitett fiiggvényként isme-
ri, melyek egyszeri fliggvényutasitdsokkal kezelhetéek. Példaul a binomidlis eloszlds
valészintiség-eloszldsanak és eloszlasfiiggvényének szdmitdsara szolgél a

— BINOM.ELOSZLAS (k; n; p; IGAZ/HAMIS)

utasitds. Itt k a kedvez6 esetek szdma, n az Osszes esetek szdma, és p az esemény
valdszintisége. A logikai véltoz6 IGAZ értékénél az eloszlasfiiggvény, a HAMIS értékénél a
valészintiségeloszlds értékét kapjuk vissza. A program hasznélatdval konnyen dbrazolhatjuk
ezeket a fliggvényeket (1asd 3.1 dbra).

Lassunk két példat a binomiélis eloszlas alkalmazasara.

Egy tizemben 50 gép dolgozik egymastdl fiiggetleniil. Annak a valdsziniisége, hogy egy
gép dolgozik: p = 0.6. Ha az tizemvitelt 100%-os biztonsdggal akarjuk biztositani, akkor az
50 gép egyiittes teljesitmény-felvételére kell kiépiteni az elektromos halézatot. Kérdés, hogy
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3.1. dbra. A binomiélis eloszlds szemléltetése. A monoton, ugré fiiggvény az eloszlasfiigg-
vény. A pontok a konkrét ért€kek valoszinliségei. A paraméterek n = 20 és p=0, 3.

ha elegend6 99%-os biztonsag, akkor legfeljebb hiany gép dolgozhat egyszerre? A binomidlis
eloszlas eloszlasfiiggvényét az Excel programmal szdmolva azt kapjuk, hogy 38 gép egyiittes
miikodésének valdsziniisége mar 99% feletti:

— BINOM.ELOSZLAS(38;50;0.6; IGAZ) = 0.9943.

Vagyis, ha 99%-os biztonsag elegendd, akkor az 50 helyett csak 38 gép egyiittes teljesitmény-
felvételére kell méretezniink az elektromos halézatot.

Mindségellendrzés teriiletén is gyakran hasznaljdk a binomidlis eloszldst. Egy soro-
zatgyartasban legyen a selejtes termék gyartasanak valészindisége p. A selejtaranyt id6rdl
id6re ugy ellendrzik, hogy n elemi mintat vesznek a gyartmanybdl, €s minden mintaelemet
megvizsgilnak. Annak a P valdszinlisége, hogy az n elemli mintabdl legfeljebb k selejtet
taldlnak, feltéve, hogy a gyartdsban valéban p a selejtszdzalék, a binomidlis eloszlds
segitségével kiszamithat6. Ha P értékét elég nagyra vdlasztjuk (példaul P = 99,9%), és a
mintdban tobb mint k darab selejtet taldlunk, akkor joggal feltételezhetd, hogy a gyartasban a
selejtardny p-nél nagyobb. Szdmokkal bemutatva a fentieket: tegyiik fel, hogy a gyartasban
p = 3% a selejtarany. Megvizsgalunk egy n = 100 elem( mintdt. Annak a valdszinlisége,
hogy a mintaban legfeljebb 9 selejtes darabot taldlunk 99,91%:

— BINOM.ELOSZLAS(9;100;0.03;IGAZ) = 0.99912

Vagyis, ha a 100 elem{ mintdban tobb mint 9 selejtet taldlunk, akkor feltehetjiik, hogy 3%-nél
nagyobb a gyartds selejtardnya (a varhato selejtszam a mintdban np = 3 darab).

v 7

A normalis eloszlas siirliség- és eloszlasfiiggvényének szamitasara szolgdl a
= NORM.ELOSZL (x;m; 6;IGAZ/HAMIS)

utasitds az Excel programban. Itt m a varhat6 érték, o a szords, és a logikai valtoz6 IGAZ
értékénél az eloszlasfiiggvény, a HAMIS értékénél a siirliségfiiggvény értékét szdmolja ki
az utasitds. Mondjuk, hogy egy 80 mm névleges atmérGjli darabot sorozatban gyartanak,
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a gyartott atméré normaélis eloszldsu valdszinliségi valtozd, szérdsa 0,5 mm. A mellékelt
abran bemutatjuk az 4tmérd eloszlés- és siiriségfiiggvényét. Konnyen kiszdmithatjuk, hogy
mekkora a valdszinlisége annak, hogy a gyéartott darab dtmérdje az m + 20 intervallumba
essen:

= NORM.ELOSZL(79;80;0.5;IGAZ) = 0.02275
= NORM.ELOSZL(81;80;0.5;IGAZ) = 0.97725

A két érték kiilonbsége 0,9545, vagyis annak valdszintisége, hogy a gyartott D 4tmérd a
79 — 81 mm intervallumba essen:

P(79 <D < 81) = 0.9545.

1

e

0,8

0,6

0,4 ]

. N
\
\
0,2 , \

P \
. \
L N
P ~
i ~

4 3 2 -1 0 1 2 3 14

0

3.2. dbra. A standard normélis eloszlés siirliség- (szaggatott) és eloszlasfiiggvénye

Hasonl6 beépitett fiiggvény van az exponencidlis, a lognormalis, a normdlis, a standard
normélis és a Poisson eloszlésra is.

3.2. Kidolgozott példak

3.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Reggelente az Operenciai Kizlekedési Villalat 13-as
buszdval jdarok dolgozni. Ezen a vonalon a buszok harmada légkondiciondlt. Mi a
valosziniisége, hogy a hét ot munkanapjabol legfeljebb egyszer kell légkondiciondlads nélkiili
busz miatt bosszankodnom?

MEGOLDAS Jeldlje &-vel azon reggelek szamat, amikor 1égkondicionélt buszhoz van sze-
rencsém. Az egyes napokat tekintsiik fiiggetlennek, ezért & megmutatja, hogy 5 fiiggetlen
prébélkozasbél hanyszor kovetkezik be egy 1/3 val6szintiségii esemény. Igy & binomialis
eloszldsd, p = 1/3, n =5 paraméterekkel.
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3.3. dbra. A lognormalis eloszlas stirtiség- (szaggatott) és eloszlasfiiggvénye m =0, 0 =0,5

paraméterekkel

A feladat kérdése: P(E > 4) =? A vdlaszt a binomidlis eloszlds képlete alapjdn

hatdrozzuk meg:
1 2 (1

PE>4)=P(E=5+PE=4) = (§>5+5§ (§>4z0,0453. .

3.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT A kertiinkben dllo meggyfdt sok kukac tamadja meg, de
szerencsére bd a termés: tapasztalataim szerint egy kosdr meggyben  ~ 0,37 eséllyel

egydltaldn nincs kukacos szem.

(a) Mi a valésziniisége, hogy egy adott kosdr meggyben pontosan két kukacos szemet fogok

taldlni?
(b) Mi a valosziniisége, hogy egy adott kosdr meggyben legaldbb két kukacos szemet fogok

taldlni?
MEGOLDAS Jeldlje & az egy kosdr meggyben talalhaté kukacos szemek szdmat. Eszrevéte-
lek:

e a fit sok kukac tdmadja meg,

e az egyes kukacok viselkedése fiiggetlennek tekinthetd,

e egy konkrét kukacra (a sok tdmado koziil) annak valdszintisége, hogy ez a kukac épp az
én kosaramban kosson ki, nagyon kicsi, hiszen az én kosaram a teljes meggytermésnek

csak toredéke.

A & valészintiségi valtozé megmutatja, hogy sok, fiiggetlen, kis valészintiségii esemény koziil
— az egyes kukacok épp az én kosaramba jutnak — hdny kovetkeztik be. Tehat £ Poisson
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eloszldsdnak tekinthetd. Meg kell hatdroznunk a A paramétert. A tapasztalatok szerint P(& =
0) L 'masrészt a Poisson eloszlds képlete szerint P& =k)= et ),;—:( igy

:E’

é:p(gzo):e—’L — A=l

(a) A feladat kérdése: P(E =2) =? A Poisson eloszlds képlete alapjén:

2
At 037 =0,185

PE=2)=e 57~

Q

(b) A feladat kérdése: P(§ > 2) =? A komplementer esemény valdszintiségét érdemes
szamolni:

PE>2)=1-PE=1)—PE=0)=1—e*—2e*~1-0,37-0,37=0,26.
O

3.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT A HOMALY villanykorték élettartama 1000 éra — valdjd-
ban az élettartam véletlen mennyiség, exponencidlis eloszldssal, 1000 ora vdrhato értékkel.

(a) Veszek egy HOMALY kortét a boltban. Mi a valésziniisége, hogy 1500 dra haszndlat
alatt nem ég ki?

(b) HOMALY kortémet mdr 1000 drdn dt haszndltam. Mi a valésziniisége, hogy még
tovdabbi 1500 ordig fogom tudni haszndlni?

(c) Az alagsori mosdo ldmpdjdba, melyet folyamatosan bekapcsolt dllapotban tartanak,
hétfén 0.00-kor szerelnek be egy HOMALY villanykirtét. Mi a valdsziniisége, hogy
valamikor hétvégeén fog kiégni?

MEGOLDAS Jeldlje Ta HOMALY villanykdrte (6rdkban mért) élettartamét. T exponencidlis

ol

eloszldsd, tehdt stiriség- és eloszlasfiiggvényét ismerjiik, csak a A paramétert kell még
meghatdroznunk. Tudjuk, hogy exponencidlis eloszldsra ET = 1/A. Igy:

1000=E7t=1/A — A =0,001.
(a) A feladat kérdése: P(7 > 1500) =? Az eloszlasfiiggvény képlete alapjan:
P(T > 1500) = 1 — F(1500) = e #1590 = ,=15 ~ 0,0223

(b) A feladat kérdése: P(t > 2500|7 > 1000) =? Az exponencidlis eloszlds orokifjisaga,
valamint az el6z6 részfeladat eredménye alapjén:

P(7 > 2500|t > 1000) = P(7 > 1500) ~ 0,0223. 0
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(c) Probéljuk meg 7-ra vonatkozé egyenlGtlenségekre dtfogalmazni a feladat kérdését. A
villanykorte a (beszerelését kovetd) elsd hétvégén ég ki, ha egyrészt T > 5 -24 (kibirja
az elsdé 5 munkanapot), viszont T < 7-24 (a 7. nap végét mar nem €li meg). Hasonld
okoskoddssal, a villanykorte a (beszerelését kovets) k. hétvégén ég ki, ha (k—1)- 168 +
120 < 7 < k-168.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a villanykorte éppen a (beszerelését kovetd) k. hétvégén
égki(k=1,2,...). A fenti érvelés, valamint 7 eloszlasfiiggvénye alapjan:

P(Ay) = P((k—1)168+120 < T < k168) = F(k168) — F((k—1)168 + 120) =
o~ MI68(k=1)+120) __ ,~A168k _ 670,168(k71)(670,12_670,168).

Ugyanakkor az A, események paronként diszjunktak, igy:

P(A korte hétvégén ég ki) = Y P(Ay) = ) e 168D (7012 _ o ~0.168) —
k=1 k=1
e 012 _ ,—0,168

= [ ,0,168 ~ 0,269.

3.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Nagymamdm egy fazék levest fozott, ennek mennyisége
vdarhatoan 4,5 1, 4 cl szordssal. Unokatestvéreim, Andrds, Béla és Cili mdr vettek beldle
egy-egy tanyérral, vdarhatoan fejenként 0,5 litert; a szords a filik esetében 2 cl, Cilinél 1 cl.
A szerepld véletlen folyadékmennyiségek fiiggetlennek és normadlis eloszldsvunak tekinthetok.
Mi a valosziniisége, hogy 2,9 liternél kevesebb leves maradt a fazékban?

MEGOLDAS Vezessiik be a kovetkez valoszinlségi valtozokat: X a nagymamam altal f6zott
leves, Y1, Y» és Y3 rendre az Andrés, Béla és Cili 4ltal kivett, Z pedig a fazékban maradt

mennyiség, centiliterben kifejezve. Nyilvan:
Z=X-Y1-1H—-)"

és mivel X, Y, Y» és Y3 fiiggetlenek €s normadlis eloszlasuak, igy Z is normélis eloszlsu.

Tovabba:
EZ=EX—FEY|—EY, — EY; =450—50—50—-50=300

D>Z =D*X +D*Y,+D*Y, +D*Ys =16 +4+4+1=25 — DZ =5,

tehat Z € .47(300,5). A feladat kérdése: P(Z < 290) =? Z eloszlasfiiggvényét visszavezet-
hetjiik a standard normadlisra, majd haszndljuk az arra vonatkozé tédbldzatot:

=P(—2)=1-D(2) =1-0,9772 = 0,0228.

290 — 300
5

P(Z < 290) = CI)3()()75 (290) =o (
O
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3.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy X véletlen mennyiség normdlis eloszldsi m vdrhato
értékkel és o szordssal. A mennyiség érteke nagy valosziniiséggel kevéssé tér el m-tél: a o-
ndl lényegesen nagyobb eltéréseknek kiilonosen kicsi az esélye. Hatdrozzuk meg, legaldbb
mennyinek kell o-t vdlasztani, hogy teljesiiljon: a vdarhato értéktél valé o - 6-ndl nagyobb
eltérés valosziniisége kisebb, mint egy szdzalék!

MEGOLDAS A feladat kérdése: legaldbb mennyi o, ha P(|X —m| > - 0) < 0,01? Ehhez
eloszor hatdrozzuk meg, mennyinek addodna ez a valdszinliség, ha ismernénk o-t. A
komplementer esemény valészintiségét tudjuk kozvetleniil szamolni. Mivel X € A4 (m,0):

P(|X—m|<a-0) = Pm—a-c<X<m+oa-0)=P,s(m+a-0)—Py,s(m—a-o)=

_ q)(m+oc-6—m) _cb(m—oc-c—m)
(e} (e}

= P(a)—P(—a)=2d(a)—1.
Keressiik, legaldbb mennyi ¢, ha P(|X —m| > o.- 0) < 0,01, vagy ami ezzel ekvivalens:
0,9 <P(X—m|<a-c)=20(a)—1 = P(ar) > 0,995.

Mivel & szigorian monoton ndvekvd fiiggvény, és a standard normélis eloszlds tdblazata
szerint ®(2,58) = 0,995, o > 2,58 adddik. O
3.2.6. MEGJEGYZES Gyakorlati szempontbdl: normdlis eloszldsra a szérds haromszorosa-
ndl nagyobb kilengéseknek mar elenyészden kicsi a valdszinlisége.

3.2.77. KIDOLGOZOTT FELADAT A TRAGACS személyauto csomagtartoja szabvdny szerint
70 cm széles, a REMALOM gyerekdgyakat lapra szerelve, szabvdnyosan 65 cm széles
csomagban druljdk. Valojaban mindkét szélesség normdlis eloszldsu valosziniiségi vdltozo,
a csomagtato esetében 3, a lapra szerelt csomag esetében 4 cm szordssal (a két szélesség
fiiggetlennek tekinthetd). Veszek egy REMALOM gyerekdgyat, és szeretném a TRAGACSom-
mal hazavinni. Mi a valosziniisége, hogy bele fog férni a csomagtartoba?

MEGOLDAS Vezessiik be a kovetkezd valdszinlségi valtozokat: X a TRAGACSom csomag-
tartéjanak, ¥ a REMALOM 4gy lapra szerelt csomagjdnak a szélessége. A feladat szvege
szerint X € 47(70,3),Y € 4(65,4) és fiiggetlenek. A feladat kérdése: P(Y > X) =? ehhez
vezessiik be még a Z = X — Y val6dszintiségi valtozot, ez is normdlis eloszldsu, tovabba:

EZ=EX—-EY =70—-65=5

D*Z=D’X+D*Y =3>+4%*=25 s DZ =5,

tehat Z € 47(5,5). A kérdést Z eloszldsara, azt pedig a standard normalis eloszlasfiiggvényre
visszavezetve:

P(Y >X)=P(Z < 0)=ds55(0) =P (%5) =P(—1)=1-®(1)=1-0,8413 =0, 1587.

O

tankonyvtar.ttk.bme.hu Balint Péter, BME



Val6szinliségszamitds 49

3.3. Gyakorlé feladatok

3.3.1. FELADAT Magyarorszagon nyéri éjszakdkon rengeteg a hulldcsillag, de a teraszunk-
0l ezeket elég rosszul lehet észrevenni: tapasztalataim szerint a nydri €jszakdk eiz ~ 0.135
részében egydltaldn nem latok hulldcsillagot a teraszrol.

(a) Mi a valdszinlisége, hogy egy adott éjszaka pontosan egy hulldcsillagot fogok 1atni?
(b) Mi a valészindsége, hogy egy adott éjszaka legaldabb harom hullécsillagot fogok 14tni?

3.3.2. FELADAT Az 100 km hosszua telefonkabel valahol a 30 km-nél és 65 km-nél levs
ellendrz6 pontok kozott meghibdsodott. Tegyiik fel, hogy a meghibasodds helye egyenletes
eloszlasu ezen a 35 km hosszu szakaszon.

(a) Mi a valdszinlisége, hogy a meghibdsodas a 100 km hosszi kabel els6é 50 km-re esik?
(b) Szdmoljuk ki a meghibdsodas & helyének varhat6 értékét és szordsét!

3.3.3. FELADAT Ellendrizziik az (n,p) paraméterd binomidlis, a A paraméterd Poisson,
a A paraméterdi exponencidlis, valamint a standard normdlis eloszlds szdrdsara vonatkozo
képletet.

3.3.4. FELADAT A hivatalosan 50 grammos RANDOM csokoladé szeletek sulya valdjdban
normdlis eloszlast, 49 gramm varhaté értékkel és 3 gramm szorassal. A 60 perces
valdszintiségszamitas vizsgara 6 RANDOM szeletet viszek magammal, és szellemi teljesi-
téképességem novelésének érdekében 10 percenként ezek koziil egyet-egyet elfogyasztok.
Atmenni a vizsgan csak akkor van reményem, ha a 6 alkalombél legaldbb négyszer sikeriil
legaldbb 45 gramm csokit juttatnom a szervezetembe. Mi ennek az esélye?
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4. fejezet

Nagy szamok torvénye és centralis
hatareloszlas-tétel

4.1. Elméleti osszefoglalo

A mérnoki munkdban is igen fontos feladat lehet olyan mennyiségek ingadozdsainak
pontos megértése, amelyek sok, egymdsra rakodd, és egymdstol fiiggetlennek tekinthetd
véletlen jelenség hatdsara alakulnak ki. Ennek a fejezetnek a célja az ilyen ingadozasok
megértése. Bevezetésiil nézziink két fontos egyenl6tlenséget, amelyek valdszintiségi valtozok
ingadozasait éltaldban jellemzik.

4.1.1. TETEL (MARKOV EGYENLOTLENSEG) Legyen & egy nemnegativ valdsziniiségi
vdltozo (azaz P(E < 0) = 0). Ekkor tetszbleges a > 0 szdmra:

PEza <o

Az egyenlGtlenség persze semmitmondo, ha a < EE. Masrészt a > E& esetén érthetjiik
meg igazadn a szemléletes jelentését: igen kicsi annak az esélye, hogy egy pozitiv véletlen
mennyiség a varhat6 értékénél Iényegesen nagyobb legyen.

A bizonyitds igen egyszerd, tekintsiik pl. az abszolit folytonos & esetét. Ekkor &
nemnegativitdsa miatt f(x) = 0 tetszSleges x < 0 esetén, igy

[

E& :/ooxf(x)dxz/xf(x)dxza/wf(x)dx:aP(& >a);
0 a

a

ahonnan atrendezéssel adédik a Markov egyenl6tlenség.
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4.1.2. TETEL (CSEBISEV EGYENLOTLENSEG) Legyen & egy tetszdleges (véges szordsii)
valdsziniiségi vdltozo, és a jelilés egyszeriisitésének céljabol vezessiik be az m := E&, ¢ :=
DE jeloléseket. Ekkor tetszbleges € > 0 esetén:

o2
P(&—-ml2¢€)< .

A Csebisev egyenlGtlenség szemléletes jelentése (€ > o vdlasztds esetén): a véletlen
mennyiségek a varhato értékiik koriil ingadoznak, a sz6rdsndl 1ényegesen nagyobb kilengések
azonban csak kis valdszinliséggel fordulnak eld. Példdul a szords tizszeresét meghaladd
ingadozasoknak legfeljebb 0,01 lehet a valoszintisége.

A Csebisev egyenlétlenség konnyen adédik, ha bevezetjiik az 1 := (€ —m)? valészintiségi
véltozét, hiszen ekkor En = D*E = 2. Ha n-ra felirjuk a Markov egyenl6tlenséget a = &2
valasztdssal, éppen a &-re vonatkoz6 Csebisevet kapjuk vissza.

Nagy szamok torvénye

Az aldbbiakban valdszinliségi véltozoknak egy fontos tipusit fogjuk vizsgalni: végezziik
el n-szer ugyanazt a kisérletet, probalkozdsaink fiiggetlenek, és jeloljik X-szel, hogy az n
probalkozasbol osszesen hanyszor adddott egy bizonyos eredmény, amelynek esélye minden
egyes kisérletben p. Erre az eredményre ugy is gondolhatunk, mint ,sikerre” az egyes
kisérletekben, igy X azt méri, hdny prébalkozasunk volt sikeres. n jellemz8en nagyon nagy
szam (sokszor probdlkozunk), (0 <)p(< 1) pedig valamilyen rogzitett paraméter. Néhany
konkrét feladat: feldobunk sokszor egy szabalyos pénzérmét, és megszamoljuk, hanyszor
esett a Fej oldaldra (p = 1/2) vagy egy szabdlyos dobdkockat, és X a hatos dobdsok szdma
(p =1/6). Egy amiiszaki alkalmazédsokhoz kozelebb 416 példa: egy gépsor gydrt valamilyen
alkatrészeket, a legyartott termékekbdl mindségellendrzés céljabol nagy elemszamui mintat
vesziink, és 0sszeszamoljuk, hany alkatrész selejtes. Itt p-t nem ismerjiik, s6t, éppen p-t — a
gépsor hibaszdzalékat — szeretnénk minél jobban megbecsiilni mintavételiinkkel.

Matematikai szempontbdl X valészintiségi valtozo, hiszen értéke fiigg a véletlentdl. X
eloszlasat ismerjiik — emlékezziink vissza a 3 fejezetre, ezen beliil a binomidlis eloszlésra,
X ezt az eloszlast koveti — igy varhato értékét €s szordsat is meg tudjuk allapitani: EX =
np, DX = /np(1 — p). Mindig tartsuk szem elGtt, hogy X-re most abban a hataresetben
gondolunk, amikor n nagyon nagy. Fontos észrevétel, hogy n ndvelésével a varhato érték és a
szoras is n8, de EX novekedésének iiteme nagysdagrendben nagyobb, mint DX novekedésének
liteme.

Tekintsiik X /n-t, vagyis a sikerek ardnydt, ez a mennyiség szintén val6szintiségi viltozd,
intuicionk alapjdn azt vérjuk, hogy ez p-t, az egyedi kisérletben a siker esélyét fogja
megkozeliteni n novelésével. Alapvetéen ezt az intuicidt formalizdlja a Nagy szdmok
torvénye:
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4.1.3. TETEL (NAGY SZAMOK TORVENYE) Legyen & > 0 tetszdleges(en pici) rogzitett
szdm, ekkor:

——p‘25> — 0, han — oo.
n

(1

A bizonyitds egyben a konvergencia gyorsasagérol is informdaciot ad. Egyszer( atalaki-
tdsok mellett a Csebisev egyenlGtlenséget hasznéljuk az X valGszindiségi véltozora, € := nd

valasztassal (emlékeztetésképp EX = np, DX = \/np(1 — p)):

X B D*(X) np(l—p) p(l—p)
P(‘;—p‘ Z5> = P(|X —np|[>nd) < 282 T 282 ne? (4.1)

és az utolso kifejezés n novelésével mindenképp 0-hoz tart.

A nagy szdmok torvénye szavakban kifejezve: a kisérletek szdmdnak novelésével a
sikerek ardnya egyre pontosabban, egyre nagyobb valosziniiséggel megkozeliti p-t. Persze
akdrmilyen sokszor dobok fel egy dobdkockat, elképzelhetd, hogy a hatosok ardnya lénye-
gesen el fog térni 1/6-t6] (mondjuk 1/2-nél is nagyobb lesz), de ennek rendkiviil kicsi a
valészintisége. A (4.1) becslés harom mennyiség kozott teremt kapcsolatot: a kisérletek
szdma (n), a pontossdg (8, tehdt a sikerardny és p eltérése), valamint a biztonsdg (legaldbb
p(l—_f) valészintiséggel lesz 6-ndl kisebb az eltérés) kozott. A feladatokban (és a mérnoki
gyakorlatban is!) jellemz&en a hirom mennyiség koziil kettd adott, és a harmadikat kell
kiszamolni.

4.1.4. MEGJEGYZES A konvergencidnak ezt a valdszinliségi valtozokra felirt alakjat a
matematikdban sztochasztikus konvergencidnak hivjdk, a nagy szdmok torvényének ezt
az alakjat pedig a nagy szdmok gyenge torvényének, vagy a nagy szdmok Bernoulli-féle
torvényének is szoktdk mondani. A nagy szdmok térvényének tovabbi vdltozatai is 1éteznek,
a mérnoki alkalmazdsok szempontjabdl azonban az itt targyalt valtozat a legfontosabb.

Egy fontos altalanositas

A fenti X valdszinliségi valtozéra vonatkozo becsléseinket annak binomidlis eloszldsa alapjan
kaptuk. X-re azonban egy kicsit masképp is gondolhatunk. Legyeni = 1,2,...,n esetén
g = 1 haazi. kisérlet sikeres,
l 0 haazi. kisérlet nem sikeres.
Tehét példdul kockadobdsra & = 1, ha a médsodik kockadobds hatos, és & = 0, ha a méasodik
kockadobds eredménye hatostdl kiilonb6zd. Ezeket a véletlen mennyiségeket indikdtor
valészintiségi valtozoknak is szoktdk hivni. Konnyen kiszamolhatd, hogy EE; = p és D*E; =
p(1 — p), minden i-re. mdsrészt a kisérletek fiiggetlensége miatt a &; valdszintiségi valtozok

fiiggetlenek, tovabbd X = &) + & + -+ + &, a sikerek szdma a teljes kisérletsorozatban.
Felidézve a 2 fejezetben mondottakat:

EX =E& +E& + - +E&, =np,
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D2X:D2§1+D2§2+---+D2§n:np(l—p) = DX = +/np(1—p),

ahol a szords szamoldsanal kihasznéltuk a &;-k fiiggetlenségét. Az észrevétel ravilagit arra,
hogy a nagy szdmok torvénye nem X binomidlis eloszldsdn milik (a torvény levezetésénél
a varhato6 érték és a szords novekedésének iiteme volt meghatdrozd). Egyben megkapjuk a
kovetkezd éltaldnositast:

Legyenek 1y,n2,...,N, fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, m = En;
varhat6 értékkel és o = Dn; szérassal. Ez a mérnok szdmadra a kovetkez6t jelenti: mérjitk
meg ugyanazt a (véletlentdl is fliggd) mennyiséget n-szer egymdstol fiiggetlen mérésekkel,
azonos koriilmények kozott. Képezziik a mérési eredmények ¥ = ny + 1+ - - - + 1, 0sszegét,
illetve Y /n étlagéat. Ekkor tetszGleges(en kicsi) 6 > 0 szdmra:

——m‘ZS) — 0, han — oo,
n

p(Y

amit a nagy szamok torvényével azonos modon vezethetiink le, kihasznélva, hogy
EY =Em+En+---+En, =nm,

DY =D’ + D’y +---+D*Ny =n6 = DY =/no.

A kapott altalanositds jelentdségét atlathatjuk a kovetkezd, miiszaki jellegli alkalmazasnal:
kivancsiak vagyunk valamilyen mennyiség tényleges értékére (pl. egy anyagfajta szakito-
szildrdsdgara), amelyre azonban a gyakorlatban szdmos, véletlennek tekinthet6é fluktuicio
rakodik ré (pl. a hdmérsékletbdl, a paratartalombdl vagy més hasonld tényez6kbdl adéddan).
Ha a mennyiséget sokszor megmérjiik, egymastol fiiggetlen mérésekkel, akkor a mért értékek
atlaga egyre pontosabban, egyre nagyobb biztonsidggal meg fogja kozeliteni a mennyiség
tényleges értékét.

A centralis hatareloszlas-tétel.

A nagy szamok torvényének fenti alakjai agy is értelmezhetéek: ha az n fiiggetlen mennyiség
Osszegeként kapott Y (illetve X) valdszinliségi valtozobdl kivonjuk a vérhato értékét (igy egy
0 vérhat6 értékd valdszintiségi valtozé adodik), majd leosztjuk az Y szordsdndl lényegesen
nagyobb n-nel, akkor a kapott mennyiségbdl (nagy n-re) kiskalazédnak a véletlen fluktuéciok.

Természetes mdédon vetddik fel a kérdés, hogy mi torténik, ha n helyett éppen Y
széraséval, \/no-val osztunk. Ezzel a linedris atskdldzéssal

_ Y —nm
= \/567

egy 0 varhat6 értékd, 1 szordsu valdsziniiségi valtozd, Y ugynevezett standardizdlja (1d.
a 3.1.7. megjegyzést) adodik.

zZ

4.1.5. TETEL A centrdlis hatdreloszlds-tétel szerint asszimptotikusan (nagy n-re) a fiig-
getlen, azonos eloszldsu valosziniiségi valtozok Osszegének standardizdldasdval kapott Z
valosziniiségi viltozo standard normadlis eloszldsiinak tekinthetd.
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A centrélis hatareloszlas-tétel bizonyitdsa meghaladja ennek az 6sszefoglalonak a kereteit
(az érdekl6do olvasé megtaldlhatja a valdszinliségszamitést részletesen targyald tankonyvek-
ben), azonban valéban centrilis jelent6ségli eredményrdl van sz6, az alkalmazdsok szempont-
jabol is. A centrdlis hatareloszlas-tétel értelmében ugyanis a Z-re (€s ezaltal az igazan fontos
dtlagra, Y /n-re) vonatkozé becsléseinket szimolhatjuk a standard normélis eloszlasfiiggvény
segitségével. Igy a nagy szdamok torvényébdl adédénal lényegesen pontosabb valaszokat
kapunk ugyanazokra a kérdésekre. Tekintsiik példdul a mintavétel esetét, azaz n; := &,
Y := X — persze igy X is fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszegeként

all eld, és standardizaltja Z = X%’l”’). Legyen & > 0 rogzitett, és vizsgaljuk meg, ezittal
np(l—p
a centrélis hatdreloszlas-tétel segitségével, a sikerek ardnydnak p-hez képesti eltéréseire

vonatkoz6 kérdésiinket (most a komplementer esemény valdsziniiségét konnyebb szdmolni):

p(X

;—p’ﬁ) - P<\X—np\gn6>:P<

: P<|Z| < L)

p(1—p)

CoEs s\
P( mfzgm> 42

“(57) (i) (i)
p(1-p) p(1—p) p(1-p)

A kidolgozott példdk és a gyakorlé feladatok megolddsa sordn latni fogjuk, hogy (4.2)

lényegesen jobb becsléseket ad, mint (4.1). Példaul a centrdlis hatareloszlas-tétel ravilagit,

hogy a nagy szdmok torvényébdl addédondl 1ényegesen kisebb mintavétellel is elérhetjiik

ugyanazt a pontossagot, ugyanolyan biztonsdggal. Hasonl6képp a centrélis hatdreloszlés-

tétel alapjdn érdemes szdmolni altaldnos Y esetén (ha tetszGleges mennyiség fiiggetlen

mérésekbdl adédé 4tlagdt tekintjilk). Eppen ezért alapulnak a matematikai statisztika
modszerei is a centrdlis hatareloszlas-tételen.

X —np
Vnp(1—p)

no
< —
- \/np(l—p))

Q

A centralis hatareloszlas-tétel szemléltetése.

A centralis hatdreloszlds tétel llitdsat a 4.1 dbrasor szemlélteti: legyen & egyenletes eloszlasi

val6szintiségi véltozé [0, 1]-ben. Ennek f(x) stirtiségfiiggvénye [0, 1]-ben egységnyi magas-
sagu, egyébként nulla (legfels6 abra). Ha 6sszeadunk két fiiggetlen, ilyen eloszlasu véltozot,
akkor az f,(x) stiriségfiiggvény kiszamithaté (1asd [4]; p.195), grafikonjét a feliilr8l masodik
abran mutatjuk be, ,,hdromszog” alaki. Ha harom illetve négy fiiggetlen ilyen eloszlasu
valtoz6t adunk 6ssze, akkor az f3(x) és fi(x) stirliségfiiggvények grafikonjét az alsé két dbra
mutatja. Az dbrasorozat alapjan vizudlisan érzékelhetjiik, hogy az 0sszeg stirliségfiiggvénye
az Osszeadott valtozok szaménak novekedésével egyre jobban hasonlit a normalis eloszlas
stiriségfiiggvényéhez.

Az abrasorozaton tehat azt l1atjuk, hogy az Osszeadott fiiggetlen véaltozok n szdmédnak

v 2

novekedtével a stiriségfiiggvény alakja egyre jobban hasonlit a haranggorbére. Ugyanakkor
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0,5

v N

0 1 2 3 4

2

4.1. dbra. [0, 1]-n egyenletes, fiiggetlen valtozok Osszegeinek siirtiségfiiggvényei.

az is megfigyelhetS, hogy n novekedtével a siiriségfiiggvény egyre szélesebb tartomédnyra
huzédik szét. Ahhoz, hogy a szokasos haranggorbe alakot kapjuk meg, a kiszamolt véletlen
mennyiséget /n-nel kell osztanunk.

Ezt a jelenséget szemlélteti a 4.2 dbra. A kék, piros illetve z6ld hisztogramok rendre
azokhoz a vidltozokhoz tartoznak, amelyeket a szovegben (Y —nm)-mel, (Y /n— m)-mel,
illetve Z-vel jeloltiink. Normalas nélkiil (kék hisztogram) az eloszlas egyre inkdbb szétteriil,
n-nel osztva (piros hisztogram) a nagy szamok torvényének megfelel6en rahtizddik egyetlen
pontra, \/n-nel osztva (zold hisztogram) pedig a centrélis hatdreloszléds-tételnek megfelelGen
egyre pontosabban kirajzolddik a standard normélis eloszlés stirliségfiiggvénye.
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14

W

12 Sas/2

10

Sas/5

> ]

O,

-2 -1 0 1 2

4.2. dbra. S5 hisztogramja kiilonboz6 normaldsokkal 25kisérletbdl. A hisztogram téglalapjait
a jobb lathatosag kedvéért huztuk szét, valdjdban egymds mellett kellene alljanak, mint
a 2.2 dbran. A fiiggbleges tengelyen az adott 1/2 hosszi intervallumba esé kisérletek szamat
tiintettiik fel. A kék téglalapok folytatddnak az abrazolt tartomédnyon tdl is.
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4.2. Kidolgozott példak

4.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT A kristdlycukrot 1kg-os zacskokban druljdk: egy zacsko
cukor tomege m = 1000 g, 0 = 2 g szordssal. Legalabb mekkora valosziniiséggel (a
forgalomba keriilé zacskok legaldbb mekkora hdnyaddra) esik a tomeg 995 g és 1005 g
kozé? Vidlaszoljunk a feladat kérdésére ha a tomeg eloszldsa (a) ismeretlen; (b) normadlis.

MEGOLDAS Jeloljiik &-vel egy zacské cukor tomegét, mint valdsziniiségi véltozot, gramm

egységekben. Ekkor EE = m = 1000, DE = 6 = 2. A feladat kérdése: legaldbb mennyi
P(995 < & < 1005) ?

(a) Mivel & eloszldsa ismeretlen, a komplementer valdsziniiséget szdmoljuk a Csebisev
egyenltlenséggel (€ = 5):

22
P(I§ —1000] > 5) < 55 = 0,16

igy
P(995 < £ < 1005) = 1 —P(995 < £ < 1005) > 0, 84. O

(b) Felidézve az m véarhat6 értékii, ¢ szérdsu normalis eloszlasrdl tanultakat a 3 fejezetbdl:

P(995 < é < 1005) = @100072(1005) —@100072(995) = @(2,5) —@(—2,5)
= 2.9(2,5)—1=2-0,9938 — 1 = 0,9876.

4.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Feldobunk 10000-szer egy szabdlyos pénzémét, (leg-
aldabb) mekkora a valosziniisége, hogy a Fejek ardnya 0,49 és 0,51 kozé esik? Vilaszoljunk
a feladat kérdésére (a) a Nagy szdmok torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel
segitségével.

MEGOLDAS Az elméleti dsszefoglal6 jel6léseit hasznélva: p = 1/2 a fej val6szintisége egy
érmedobdsra, n = 10000 az érmedobasok szdma, X jeloli ebbdl a fej eredmények szamat,
0 = 0,01 pedig a relativ gyakorisag és p eltérése.

(a) A (4.1) formulaval a komplementer esemény valdszintisége becsiilhetd:

X p(1—p) 1
Pl|==p|>6)< = =0,2
(‘n p‘ —5> =787 T 4-10000-0,02 0P

tehdt legaldbb 0,75 a keresett valdszintiség.

(b) Most a (4.2) formulét hasznéljuk:

X

P(‘——p‘ 23) ~ 2P VL —1=20(2)—1=2-0,9772—1 = 0,9544.
n p(1—p)

O
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4.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Hdnyszor kell feldobni egy szabdlyos dobokockdt, hogy
99% valosziniiséggel a hatosok ardnya 0,1 és 0,2 kozé essen? Vilaszoljunk a feladat kér-
désére (a) a Nagy szdmok torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel segitségével.

MEGOLDAS Most tudjuk, hogy p = 1/6 ~ 0,1667, és az a kérdés, hogy mennyinek kell
vdlasztanunk n-t, hogy P(0,1 < X /n < 0,2) legaldbb 0,99 legyen.

(a) Egy kicsit el kell gondolkodnunk, mert a Csebisev egyenlStlenséggel (és ennek meg-
feleléen a nagy szdmok torvényével) a varhaté értékre szimmetrikus intervallumok
valdszintiségei becsiilhetdk, és a [0, 1;0,2] intervallum nem ilyen. Ezért a kovetkezSképp
jarunk el:

P(0,1<X/n<0,2)>P(0,1333<X/n<0,2)=P(|X/n—1/6| < 1/30),

igy ha P(|X/n—1/6] > 1/30) > 0,99, akkor nyertiink. Masrészt az utébbi esemény
komplementerének val6szintségére a (4.1) formulabol:
1/6-5/6 125

PUX/n—1/6]21/30) < FETE = =5

tehat 1%5 < 0,01-t kell biztositani, vagyis n > 12500.

(b) Most is ugyanaz a gondolatmenet, mint az el6z6 részfeladatndl, csak a (4.2) formulat
hasznaljuk. Igy:
30
P(0,1<X/n<0,2)>P(X/n—1/6]>1/30) ~ 2& _vn/30 )
1/6-5/6

- on()

tehat elegendd ZQD(%) — 1 > 0,99-t biztositani. Mivel ®(2,58) ~ 0,995, és D(x)

monoton novo fliggvény, ez \/ﬁ >2,58- 5\/§—tel ekvivalens, tehat n > 833. O

4.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Magyarorszdg lakossdgdnak szdmunkra ismeretlen p hd-
nyada dohdnyzik. Felmérést készitiink p meghatdrozdsdra: megkérdeziink n magyar
dllampolgdrt, koziiliik X mondja magdt dohdnyosnak: ez alapjdn p-t X /n-nel becsiiljiik.
Persze X valosziniiségi valtozo, hiszen fiigg a véletlentol, hogy milyen dllampolgdrokat
sikeriilt megszolitanunk. Feltételezve, hogy a felmérés résztvevdit egymastol fiiggetlen
koriilmények kozott vdlasztjuk, hatdrozzuk meg, legaldbb mennyi legyen n, ha azt szeretnénk,
hogy X /n legfeljebb 0,01-gyel térjen el p-t6l, 98% valdsziniiséggel. Vilaszoljunk a
feladat kérdésére (a) a Nagy szamok torvénye, illetve (b) a Centrdlis hatdreloszlds-tétel
segitségével.
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MEGOLDAS Ezt a feladatot pontosan ugyantigy kell megoldani, mint az el6z6t — adott
biztonsag €s pontossig eléréséhez keressiik a megfeleld n-t — egy kiilonbség van csupdn, nem
ismerjiik p-t (hiszen épp p felmérése a célunk!). Igy olyan becslésre van sziikség, amely 0,98
val6szintiséggel biztositja a 6 = 0,01 pontossdgot, akarmennyi is legyen p. Ehhez mindkét
részfeladatndl a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenségbdl kovetkezd

N e e L O R Tt

elemi becslést fogjuk hasznélni.
(a) Célunk n meghatarozasa, ha
0,02 > P(|X/n—p| >0,01).
A (4.1) és (4.3) formulak alapjén:

pll—p) . 1
né? ~4-n-107%’

P(|X/n—p|>0,01) <
tehdt n > (0,02-4-10~%)~! = 125000.

(b) Célunk 0,98 < P(|X/n— p| <0,01). Kihaszndlva a (4.2) és (4.3) formuldkat, valamint
®(x) monoton novekedését:

0,01
P(IX/n—p| <0,01) ~ 2P 0.01ym |y _ 2-®(0,02y/n) — 1.
Vp(l—=p)
Ugyanakkor ®(2,34) = 0,99, tehét 0,02+/n > 2,34 sziikséges a cél eléréséhez, vagyis
n > 13689. O

4.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy fémotvozet fajhdjét 100 fiiggetlen, azonos koriilmé-
nyek kozott elvégzett mérés segitségével szeretnénk megdllapitani, a mérések dtlaga 293
kg%c. Hatdrozzuk meg azt az intervallumot, amelybe az otvozet fajhdje 95% biztonsdggal
beleesik, ha a fajhd szordsa 15 kgL”C

4.2.6. MEGJEGYZES A statisztikdban ezt ugy is mondjdk, hogy hatdrozzuk meg a fajhé
95%-0s megbizhatosdgi (konfidencia) intervallumdit.

MEGOLDAS Jeldljiik az n = 100 mérési eredmény Osszegét Y-nal, dtlagit Y /n-nel (ez
utobbirdl tudjuk, hogy 293). A minden egyes mérésre azonos m varhato értéket nem ismerjiik,
tudjuk viszont, hogy a szérds o = 15. A centrdlis hatdreloszlas-tétel alapjan Z = Y\;{?
eloszlasat tekinthetjiik standard normalisnak. Lemadsolva a (4.2) formuldnal l4tott levezetést,

tetszGleges 0 > 0O-ra:

Y Y —nm no
P( , m‘ < 5> P(|Y —nm| <né) =P (‘ ‘ < \/_G)

= P Zg*/ﬁ‘s =P(- <Z<\/_5
(=33) =r( 5 <7<3")
o (225) () aa(58) "y (195)

Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Célunk annak a (minimadlis) 8-nak a meghatarozasa, amelyre ez a valdszintiség legalabb 0,95.
Ekkor ugyanis 95% valészintiséggel: Y /n beleesik az m koriili 6 sugard intervallumba, tehat
a kimért érték és m eltérése legfeljebb § lehet. Ehhez:

105
0,95 > 2& (F) —1 = 0,975>®(25/3),

tovdbba ®(1,96) = 0,975, és ®(x) monoton né, tehdt § = 1,4625. Osszefoglalva, 95%
biztonsaggal allithatjuk, hogy kgL"C egységekben az 6tvozet fajhGje a 293 — 1,4625;293 +
1,4625] = [291,5375;294,4625] intervallumba esik. O

4.2.7. MEGIEGYZES A feladat fenti megfogalmazasaban az a valdszertitlen, hogy a szdrast
eleve ismerjiik: jellemzden az dtlaghoz hasonldan a szérast is a mérésekbdl becsiiljiik meg
a tapasztalati szordsnégyzet segitségével (lasd a 2.1.2 fejezetben a mérnoki bevezetést.)
Ilyenkor egy kicsit masképp kell szamolni (a standard normalis eloszlds helyett az un.
Student eloszlést kell hasznélni, err6l bévebben olvashatunk barmilyen bevezetd statisztika
konyvben). Kelléen nagy minta esetén azonban (s n = 100 mar feltétlen elég nagy)
szamolhatunk a fent leirt médon akkor is, ha a szérdst a mért adatokbdl becsiiljiikk meg.

4.3. Gyakorlé feladatok

4.3.1. FELADAT A TV-t véletlenszerlien bekapcsolva az esetek }l-ében latunk éppen rek-
lamot. Szazszor bekapcsolva a TV-t, mi a valdszinlisége, hogy legaldbb 22 és legfeljebb
28 alkalommal megy éppen reklam? Becsiiljiik meg ezt a valdszinliséget a centrélis
hatareloszlés-tétel alapjan.

4.3.2. FELADAT Egy oltdéanyag hatékonysagat allatkisérletekkel teszteljiik: egy emlSs szer-
vezete ismeretlen p valdszinlis€ggel vdlik a betegséggel szemben rezisztenssé az oltdanyag
hatdsdra. n patkdnyon elvégezve a kisérletet, p-t a rezisztenssé val6 patkdnyok n-hez képesti
ardnydval becsiiljiik. Legaldbb hdny patkdnyon kell a kisérletet végrehajtani, hogy 97%
valészintiséggel becslésiink p tényleges értékétdl legfeljebb 0,02-vel térjen el? Valaszoljunk
a kérdésre (a) a Nagy szamok torvénye, illetve (b) a Centralis hatareloszlas-tétel alapjan.

4.3.3. FELADAT Egy automata gépsor fogaskerekeket gyart, melyek atmérdjének varhatéd
értéke m = 20 mm, szérdsa o = 0,5 mm. A varhat6hoz képest legaldbb & mm eltérést mutaté
fogaskerekeket selejtesnek mindsitik. Mennyi lehet &, ha tudjuk, hogy a selejtarany 4%?
Vilaszoljunk a feladat kérdésére, ha az 4tmérd eloszldsa (a) ismeretlen; (b) normalis.

4.3.4. FELADAT Tekintsiik a 4.3.3. feladat gépsorat: felmeriilt, hogy a gépsort djra kell
kalibrdlni. Erre akkor van sziikség, ha a legyartott fogaskerekek dtmér6je mar nem 20 mm,
hanem valamilyen attdl 1ényegesen, legaldbb 0,1 mm-rel eltérd érték. Ennek eldontésére
megmérjiik n legyartott fogaskerék atmérgjét, €s megnézziik, a mérések mm-ben vett atlaga
beleesik-e a [19,9;20, 1] intervallumba. Persze egy ilyen eljaras csak akkor megbizhat6, ha a
mérések atlaganak és a fogaskerék-atmérd varhato értékének az eltérése nagy valdszintiséggel
nem haladja meg a 0,1 mm-t. Hany mérést kell elvégezni, ha azt szeretnénk, hogy ez a
valdszintiség legalabb 94% legyen? Szamoljunk a 4.3.3. feladat ¢ = 0,5 mm szorasaval, és

becsiiljiink a centralis hatdreloszlas-tétel alapjan.
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Gyakorlo feladatok numerikus
eredményei

Feladat szama Megoldas
1.3.1. (a) HM, (b) H-M, (c) HM +HM, (d) HM.
1.3.2. 0,9856.
1.3.3. (a) P(A) = 1/2, (b) P(A|B) = 1/3, (c) igen.
1.3.4. (a) 1/12, (b) nem.
1.3.5. 1/8.
1.3.6. 1/3.
23.1. EE=17.DE = /¥ ~2,415.
2.3.2. (@)B=1,(b)1/2,(c) EE =1, (d) Dé = V& —3~0,3763.
2.3.3. (a) p=0,1, (b) nem, (¢c) R({,n) =~ —0,4138.
2.34. (@B = 32, (b) fz(x) = 33 (2x* + 2) ha |x| < 1, egyébként 0,
fa(¥) =32(2y°+ 2) ha|y| < 1, egyébként 0, (c) nem.
2.3.5. @ f¢(x) = 2= ha|x] < 1, egyébként O,
fay) = 2 ha |y| < 1, ceyébkent 0, (b) R(E.1) = 0.

61



62 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

3.3.1. (a) 2e72 =~ 0,27, (b) 1 —5¢72 ~ 0,325.

3.3.2. (a)4/7,(b) EE =47,5, D& ~ 10, 104.

3.3.3. Ld. az elméleti Osszefoglalot.

3.34. ~ 0,9875.

4.3.1. ~0,51.

4.3.2. (a) n > 20834, (b) n > 2944.

4.3.3. (a) 6 <2,5,(b) 6 ~ 1,03.

4.34. n > 85.
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6. fejezet

Komplex fiiggvények
differencialhatosaga,
Cauchy—-Riemann-egyenletek

6.1. Mérnoki bevezetés

Tekintsiink egy mozg6 pontot a sikon. A pontot meghatarozoé (fiiggetlen) ketts, id6tol fiiggd
x(1),y(t) koordinita egy id6tdl fiiggd (x(t),y(r)) sikvektort hatiroz meg. Igy ezen pont
mozgasa matematikailag egy ¢ valds valtozos z(r) = x(t) + iy(r) komplex fiiggvénnyel is
leirhat6, ahol y(r) = r(t)e'®"). Tekintsiik a pont mozgésit kinematikai szempontbdl teljesen
meghatarozo

z=2(1)

valds valtozés komplex fliggvényt a ¢t id6 fiiggvényében. Célszerl feltenni, hogy a fenti
fiiggvény kell6en sima, azaz legalabb kétszer differencidlhato.
Ertelmezhetd a helyzetvektor id6 szerinti derivélt vektora, azaz a mozg6 pont ¢ idSpont-
beli sebességvektora:
. z(t+dr) —z(1) . dz .
t)= lim ——= = lim — =z(¢
V) dtgo dt dzgo dt &)
A gondolatsort folytatva definidlhatjuk mozgé pont idSpontbeli gyorsuldsvektordt, mint a
helyzetvektor id6 szerinti mdsodik derivaltjat.
Ertelmezhet$ a z(¢) segitségével az un. tthosszmérd s(r) figgvény a kovetkezd ivhossz
képlettel:

s(t) = t: |z'|dt:/tot|v(t)|dt:/tot\/(x)z—k(y)zdt:/toty/(r')2+r2((p)2dt

Az integralt a felsd hatdra szerint derivdlva addédik az un. pélyasebesség. Definidlhat6 a
palyagorbe gorbiilete is a szokdsos mddon. stb.

A legegyszeriibb esetben ismeretes a mozgé pont z(¢) helyzetfiiggvénye.

Ekkor felirhaté minden idSpontban mind z(¢), mind a v(¢) = % pont sebessége, ami szintén
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valds viéltoz6ji komplex fiiggvény, igy ismert a v(z) komplex fliggvény is, amelynek
fiiggetlen véltozdja és ért€éke egyardnt komplex szdm. Ez a komplex fiiggvény tehdt
leirja a mozgést a hely és az id6 fiiggvényében, egyenértékii egy kétvaltozés vektor-vektor
fliggvénnyel.

Tekintsiik példaként a kormozgast:

Ebben az esetben a pont helyzete polaris alakban

(1) = roe'® (Itt a @ a t fiiggvénye.)

Igy a sebesség: v =z = rg@ie®") = jwz és ¢ = w, a gyorsulds pedig a = v = roPie'? —
(9)*roe'®

Az el6z6ekben felirt v(z) = iwz komplex fiiggvény példaul leirja egy fiiggbleges korhenger
alakd, az edény fiiggbleges szimmetriatengelye koriili @ szogsebességli forgdsa esetén a
folyadék sebességét az edényben. Az is vildgos, hogy a v sebesség(vektor) merdleges a
mozg6 ponthoz hizhaté z helyvektorra, mert az i-vel vald szorzds az déramutatd jardsaval
ellentétes - pozitiv - 90°-os forgatdst jelent.
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6.2. Matematikai bevezetés

Jelolje C a komplex szdmok halmazdt és 7 C C valddi részhalmazt. Tekintsiik az f: T —
C fiiggvényt. Ekkor tehdt az f véltozdja és értéke is komplex szadm, ezért f-et komplex
fiiggvénynek nevezziik.

A valo6s fliggvényeknél latott definiciokat értelemszertien kiterjesztve definidlhatjuk a

komplex fiiggvények hatarértékét, folytonossdgat ill. differencidlhatésagit. Megmutathato,
hogy az igy kiterjesztett fogalmakra ugyanazok az algebrai tulajdonsdgok, szamolasi szaba-
lyok teljesiilnek, mint azt valds esetben lattuk.
A komplex z szam valos és képzetes részét jeloljiik x ill. y-nal, azaz a szokdsos jelolés szerint
legyen z = x + iy a komplex z szdm normadl alakja. Jelolje u ill. v az f fliggvény valos ill.
képzetes részét. Ekkor u és v is komplex valtozods, de valos értéki fiiggvények, viszont a
komplex fiiggvénytanban szokdsos jelolés szerint tekinthetjiik a fiiggvényeket is, hogy azok
az x és y valos valtozoktol fliggnek, azaz a kdvetkezd jelolést hasznaljuk:

f(z) =u(x;y) +iv(x;y), ahol u és v kétvéltozos valds fuggvények. (6.1)

Legyen zo a T halmaz torldédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a zp-ban

1étezik a hatarértéke, ha barmely olyan z, € T sorozatra, amelyre z,, # zo (n = 1,2,...-re) és

Zn — 20, kovetkezik, hogy a En f(z,) hatarérték 1étezik, és értéke fiiggetlen a (z,) sorozat
n oo

vélasztdsatol.
A hatérérték jelolése: lim f(z).
Z—20

Az f figgvényt folytonosnak nevezziik a zy € T pontban, ha

f(z0) = lim f(z)

Z—20

Ha az f fiiggvény folytonos minden z € T pontban, akkor az f fiiggvényt folytonos a T
halmazon. Az f fiiggvényt a zg € T pontban differencidlhatonak nevezzik, ha a

i £~ f@)

Z—20 Z—20

(komplex) hatarérték 1étezik. Ezt a hatarértéket az f fliggvény zo helyen vett derivéltjanak
(differencidlhdnyadosdnak) nevezziik. Jele: f’(z9). Ha f differencidlhaté a T halmaz
minden pontjdban, akkor azt mondjuk, hogy f differencidlhaté a T halmazon. Hasznélatos
a differencidlhatosdgra a reguldris, illetve a holomorf elnevezés is. Ha az f fiiggvény egy
tartomdnyon a belsejében 1évd zg pont kivételével mindeniitt differencidlhatd, akkor az f
fliggvénynek a zo pontban izoldlt szingularitdsa van.

Szemléletesen ez a kovetkezdt jelenti ez: Megmutathatd, hogy a komplex szdmok kozott
a szorzds geometriailag forgatva nyujtas, valamint dltaldban a differencialas lineéris alakzattal
val6 linedris kozelitést jelent. fgy a komplex differencidlhatésdg sokkal erdsebb feltétel, mint
a valésban megismert differencidlhatésag. A komplex analizisben azok a fiiggvények lesznek
differencidlhatdk, amelyek ’kicsiben’ forgatva nyudjtanak. Nevezetesen igaz az alabbi tétel:
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6.2.1. TETEL Ha f differencidlhato zo = xo + iyo-ban, akkor u és v valds fiiggvények
parcidlisan is differencidlhatok a (xo;Yyo)-ban, tovdbbd

d d
a—l;(xo;yo) = a—;(xo;yo) (6.2)
d d
a—Z(xo;yo) = —a—;(XO;yo) (6.3)

A (6.2) és (6.3) egyenleteket Cauchy—Riemann-egyenleteknek nevezziik.

Az allitds egyszertien kovetkezik a fenti komplex valtozés fliggvény zo-beli (1étezd)
kiilonbségi hanyados limeszének a valds és a képzetes tengely menti dsszehasonlitasabol.

6.3. A Cauchy-Riemann-egyenletek mérnoki bevezetése

Az édramldstanban nagyon fontos szerepet jatszanak a komplex véltozos fiiggvények. A
sikdramlasok természetes mddon leirhatok ilyen fiiggvények segitségével.

Bevezethet$ az tin. aramfiiggvény fogalma:

Tekintsiink az (x,y) sikban két dramvonalat.

<

Vx

Az igy kapott v (x és y valtozos) fliggvényt nevezziik dramfiiggvénynek. Tekintsiink a két
aramvonalon egy-egy pontot. E két pont kozotti tdvolsagot felbontva dx, dy Osszetevokre, a
dy ataraml6 folyadék térfogatdramat ki lehet fejezni a sebesség x és y irdnyd komponensei-
vel:

dy = vydy —vydx

Mivel a y(x,y) fiiggvény teljes differencidlja

ay dy
dy = —dx+ —=—d
L4 ox X+ dy Y
igy a sebesség Osszetevlire adodik:
d . d
8_1/ = —Vy és 8_1311/ =V
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Ezeket Osszevetve a @ sebességi potenciallal nyerhetjiik a fent mar megismert Cauchy—
Riemann-egyenleteket:

_Jde _dy . . Jd¢ _ dy
vX_&x_8y esvy_8y__8x

Egy kétdimenzids forrds- és 6rvénymentes v(z) vektor-vektor fiiggvény leirhaté komplex
fliggvénytani modszerekkel.

A forrdsmentesség:

dvy OJv
divv="—-"4+-2=0
YT ox * dy
Az O0rvénymentesség:
" (8vy 3vx>
ot = (—w—,——=—) =

(Itt helytakarékossagi okokbdl értiink sorvektort.) Az els6 egyenletet minden kétszer
folytonosan derivélhaté tgynevezett w(x,y) dramfiiggvény, a méasodik egyenletet minden
kétszer folytonosan derivalhat6 ¢(x,y) potencidlfiiggvény kielégiti.

Bizonyos egyszeriisitésekkel staciondrius sikdramlasok sebességtere, a magneses térerds-
ség vektora dlland6 mégneses peremabilitdsi tér azon részén, melyen nem folyik dram,
elektromos erdtér a tér azon részein, amelyekben nincsenek toltott részecskék, kozelithetd
forras- és orvénymentes vektortérrel.

A kovetkezo példa azt mutatja, hogy a Cauchy—Riemann-egyenletek teljesiilésébol
altalaban nem kovetkezik, hogy az f fiiggvény differencialhato.

6.3.1. PELDA Legyen f: C— C, f(z) = +/|xy|, ahol z = x+iy. Ekkor f val6s értéki
fiiggvény, igy u(x;y) = \/|xy| és v(x;y) =0 ; x;y € R. Konnyen ellendrizhets, hogy az
origbban

u du v v
Z(O’O) = 8_y(0’0) = 5(0,0) = 8_y(0’0)

igy a Cauchy—Riemann-egyenletek teljesiilnek ebben a pontban. Viszont az f fiiggvény nem
differencidlhat6 a z = 0 pontban, ugyanis z = x + iy # 0 esetén

f&)=f0) _ Vvl

z—0  x+iy

Tekintsiik a hatdrértéknek azt a specidlis esetét, amikor z a valds tengely mentén tart az
origdba, azaz z = x. Ekkor
f(z)=f(0) _0

z—0 X
Masrészt, ha z = x+ix, x > 0 (azaz, ha az y = x félegyenes mentén tartunk az origéba), akkor

fi@)—f0) _ x 1
z—0 CoxHtix 141

ezért a kiilonbségi hdnyadosnak nem létezik a hatarértéke az origéban, tehat az f fiiggvény
nem differencidlhat6 a O pontban.
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Megmutathatd, hogy ha u és v parcidlis differencidlhatdsdga helyett erdsebb feltevéssel
éliink és az u és v (valds) differencidlhatésdgat tesziink fel, akkor a Cauchy—Riemann-
egyenletek teljesiilésébdl kovetkezik az f fiiggvény differencidlhatdsaga is, azaz

6.3.2. TETEL Legyen f (6.1) alaki. Ekkor az f fiiggvény pontosan akkor differencidlhato
a zo = xo +iyg pontban, ha az u valos rész és a v képzetes rész fiiggvények differencidlhatok
az (x0;y0) € R? pontban, tovdbbd az u és v derivdltjaira teljesiilnek a (6.2 és 6.3) Cauchy—
Riemann-egyenletek. Ebben az esetben f'(z) = % + ig—;

6.4. Mérnoki megjegyzések

Az f(z) = @(x,y) +iy(x,y) fiiggvény f'(z) deriviltja

f’(z):a—(p ia—wz—a—(p—l—ia—w:vx—ivy

ay = (vy,vy) sebességvektor komponenseibdl felépitett v, + ivy, komplex szdm konjugéltja:
Vy — [Vy.

Osszefoglalva tehit a holomorf fiiggvény - amit az dramldstanban komplex potencidlnak
hivnak - derivéltja egy forrds és drvénymentes kétdimenzids sebességtér konjugalt sebesség-
vektorat irja le (masként megfogalmazva a komplex potencidl konjugéltja a sebességvektor).

(a) Parhuzamos dramlas komplex potencidlja: w = Cbz , ahol C egy valds konstans.
(b) Orvény komplex potencidlja: w = il'lnz , ahol I a valds 6rvényintenzits.
(c) Forras komplex potencidlja: w = Qlnz , ahol Q a forrasb6ség, Q < 0 nyel&t jelent.

(d) Elben csatlakozé két sik fal menti dramlds komplex potencidlfiiggvénye w = (C%n , ahol a
sikok dltal bezdrt szog Z.

(e) Dipo6lus komplex potencidlja: w = %’ , ahol M a dipdlus forrds-nyel6 bdsége.

(f) Tompa test torlopontja kornyezetének dramképét a w = cz+ % komplex potencidl irja le,
a tompa test kontdrjat a C és QQ konstansok értékiinek bedllitdsdval lehet megkozeliteni.

(g) Henger koriili dramkép komplex potencidlja, a henger sugarit és a hengertdl tdvoli
parhuzamos aramlas sebességét a két konstans szabja meg.

6.4.1. KIDOLGOZOTT FELADAT A komplex szamsik mely részhalmazdn differencidlhato az
aldabbi komplex valtozos f fiiggvény?

f(2) =x2+y2+i(xy+x2+y2)
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MEGOLDAS Léthaté, hogy az f komplex fiiggvény valds és képzetes része (mint valds
kétvéltozos fiiggvény) differencidlhatd. Megvizsgéljuk, hogy a (6.2 és 6.3) Cauchy—
Riemann-egyenletek a komplex szdmsik, mely részhalmazan teljesiilnek.

Ezek szerint vizsgdlandé az alabbi egyenletrendszer

du av

o Ty Y
illetve

du _, _ ov_ .,

oy T o A

Konnyen ldthat6, hogy a fenti két egyenlet kozos megolddsa az x =0 és y = 0. Igy a
feladatban megfogalmazott komplex fiiggvény csak a (0,0) pontban lesz differencidlhatd. [

6.4.2. KIDOLGOZOTT FELADAT A komplex sik, mely tartomdnydn differencidlhato az
alabbi leképezés?

fl2)=2%(2) z€C)
MEGOLDAS Irjuk fel az f fiiggvényt (6.1) alakban. Ekkor
flz)= x> —xy? + 2x%yi

Lathatd, hogy az f komplex fliggvény valds és képzetes része differencidlhatd. A 6.3.2. tétel
szerint elegend6 megvizsgélni, hogy a (6.2 és 6.3) Cauchy—Riemann-egyenletek a komplex
szamsik, mely részhalmazan teljesiilnek.

Megmutathatd, hogy

814 2 2 81/ 2

— =3 =—=2

ox 7 dy *
illetve 3 3

u v

o ogy=—2t— 4

dy Y dx Y
Konnyen ldthat6, hogy a fenti két egyenlet kozos megolddsa az x =0 és y = 0. Igy a
feladatban megfogalmazott komplex fiiggvény csak a (0,0) pontban differencidlhat6. O

6.4.3. PELDA Tekintsiik az f(z) = €* fiiggvényt. Erre
f(z) =& = = ¢"e” = ¢*cosy +ie*siny,

ezért
u(x;y) = e*cosy és v(x;y) = e*siny.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az u és a v teljesitik a Cauchy—Riemann-egyenleteket. Mdsrészt
lathat6. hogy az u és v valds fiiggvények a teljes szdmsikon differencidlhaték, ezért
a 6.3.2. tétel miatt az f holomorf az egész komplex szamsikon és a 6.3.2. tétel miatt:

f'(z) = €' cosy+ie“siny = &
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6.4.4. PELDA Legyen T tetszbleges z = 0-t nem tartalmaz6 nyilt halmaz, és tekintsiik az
f:T—C f(z) = % fiiggvényt. Ennek nyilvdn a zo = O pont izolélt szinguldris pontja,
hiszen ebben nincs is definidlva a fiiggvény, igy itt nem is lehet differencidlhat6. Az f valos
€s képzetes részEt kiszamitva kapjuk

X . y
= —1i
x2+y2 x2+y2

f(z)

Az u és v fiiggvények az orig6tél megfosztott valds sikon differencidlhatok mindkét
véaltozdjuk szerint és

Y

valamint v(x,y) = Ry

X
u(x,y) = 212

ezért a Cauchy—Riemann-egyenletek teljesiilnek minden (xp;yg) # (0,0)-ra. Ezért az f
fiiggvénynek a z = 0 izolalt szinguldris helye, és barmely z # 0-ra

v —x2 . 2xy 1

f(&)= 222 Er T 2

(Formalisan ugyanaz, mint valésban.)
6.4.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Differencidlhato-e a teljes komplex szamsikon az aldabbi
f(z2) =7R(2) (z€ C)

fiiggvény?

MEGOLDAS Kiszdmolhatd, hogy az f fiiggvény valds és képzetes része:
u(x,y) = x%, valamint v(x,y) = —xy.

Ellendrizziik, hogy a Cauchy—Riemann-egyenletek teljesiilnek-e a teljes komplex szdmsikon.
Lathato, hogy

du_, dv_

ox 0 dy o
és

du v

a—y:ojyx:—y

igy a (6.2) és a (6.3) egyenletek csak a z = 0+ i0 pontban teljesiilnek, azaz a feladatban
kitGizott fliggvény csak itt lesz differencidlhato. a

6.4.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Mutassuk meg, ha egy T C C tartomdnyon értelmezett
valos értékii fiiggvény holomorf, akkor sziikségképpen dllando a T -n.

MEGOLDAS Mivel a fiiggvény valds értékd, ezért a képzetes része nulla. A Cauchy-
Riemann-egyenletek teljesiilésének kovetkeztében a valds része dllandd, ugyanis a parcidlis
derivaltjai eltinnek a T-n. a
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6.4.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Mutassuk meg, ha f és f komplex viltozds fiiggvények
holomorfak egy T komplex tartomdnyon, akkor az f fiiggvény dllando.

MEGOLDAS Konnyen megmutathatd, hogy a Cauchy—Riemann-egyenletek teljesiilésének
kovetkeztében az f fliggvény valos és képzetes része dllando, azaz az f fiiggvény konstans.[]

Megmutathatd, hogy a valds fiiggvényekre levezetett 6sszeg, szorzat, hdnyados, dsszetett
fliggvényekre vonatkozé differencidldsi szabdlyok és az elemi fiiggvények derivaltjaira
vonatkoz6 azonossdgok mind teljesiilnek a megfeleld komplex fiiggvényekre is.

Példaul

(2" =nz""!, (cosz) = —sinz, (sinz)’ =cosz, (&) = ¢

Viszont a komplex analizisben (a komplex derivalt sajatossdgai miatt) a valds analizisben
jartas olvasé szamara meglepd tételek €s tulajdonsiagok teljesiilnek. A teljességre torekvés
nélkiil példaul, ha itt egy fiiggvény egyszer differencidlhatd, akkor mar végtelen sokszor
is differencidlhaté. Vagy, ha a fiiggvény mindeniitt differencidlhaté és korlatos, akkor
sziikségképpen dlland6. Nevezetes eredmény az is, hogy ha egy fiiggvény egy tartomdnyon
differencidlhat6, akkor a fiiggvény analitikus is, azaz a tartomdny minden pontja koriili
konvergens hatvanysor Osszegfiiggvényeként éllithaté el6. (A valds analizisben ehhez a
derivaltak egyenletes korlatossaga kellett.) Megmutathatd, hogy egy komplex analitikus
fliggvény zé€rushelyei nem torlodhatnak az értelmezési tartomany belsejében. A komplex
valtozos fiiggvények a lényeges szingularitasi pont kornyezetében ,.érdekesen” viselkednek:
az itt felvett fliggvényértékek halmaza siiri, sot egy kivételtdl eltekintve minden értéket
felvesznek. Lényeges kiilonbségek vannak a valds és a komplex vonalintegral tulajdon-
sagaiban is. A komplex analizisben bonyolultak és sokszor furcsanak tlinnek a valds
analizisben megismert egyszeri fliggvények 1s. Megmutathatd, hogy példdul a szinusz és
koszinuszfiiggvények itt nem korlatosak, az exponencidlis fliggvény periodikus, ezért példaul
nem invertdlhato stb.
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7. fejezet

Komplex tortlinearis leképezések

Legyenek a, b, ¢ és d olyan komplex szamok, amelyekre ad — bc # 0. Az

_az+b d

" cz+d (27 _E)

f(2)

komplex valtozos fiiggvényt komplex tortlinedris fiiggvénynek nevezziik.
Megmutathat6 a kovetkezd alapvetd

(7.1)

7.1.8. TETEL Komplex tortlinedris leképezés kort vagy egyenest korbe vagy egyenesbe visz.

Meggondolhatd, hogy a (7.1) komplex linearis leképezés invertalhaté a z # _%l halmazon

és az inverz leképezés itt differencidlhaté. (Allitsuk el6 az inverz fiiggvényt!)

7.1.9. KIDOLGOZOTT FELADAT Hovd képezi le az f(z) = 2z+ 3 fiiggvény (z € C) a

T={(xy) € R?: 2 +y? < 1} tartomdnyt?

MEGOLDAS Felhaszndlva, hogy a komplex szdmokkal valé szorzds forgatva nyujtas, ezért
egyszerlen lathatd, hogy a feladatban szerepld f komplex linedris fiiggvény a T egységsuga-

ru origd kozéppontu (nyilt) korlemezt a

{(u,v): (u— 32417 < 4} korlemezre képezi.

7.1.10. KIDOLGOZOTT FELADAT Hovd képezi le az f(z) = 1 fiiggvény (z #0) a

T ={z€C: R(z) > 0} rartomdnyt?

MEGOLDAS
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/\ f(T)

ffl
Léathato, hogy
_ 1
f@) = #0).

Legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).
Mivel R(f~!(u+iv)) > 0, ezért R(-—) > 0. Mivel

u+iv

ffl(u+iv): igy %(f*I(LH—iv)):

—i L
M2—|—V2 M2+V2 M2—|—V2

gy az f~! fiiggvény az (u,v) sik azon tartoményéra képez, amelyre MZL-FVZ > 0. Léthato,
hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha u > 0. Kovetkezésképpen az f fiiggvény a megadott T

tartomanyt az (u,v) komplex szamsik u > 0 félsikjara képezi. O
7.1.11. KIDOLGOZOTT FELADAT Hovd képezi le az f(z) = gi—;ﬁt‘ggve’ny (z#—-2)a

T ={z€ C: R(z) > 0} rartomdnyt?

MEGOLDAS Megmutathatd, hogy

1-2z

— (z#1).

@)

A 7.1.10. feladat megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).
Mivel R(f ! (u+iv)) > 0, ezért R(L=5) > 0. Mivel

—2u2—2v2—|—3u—1+, %
i
(u—1)2 412 (u—1)2 412

N u+iv) =

ezért az f~! fiiggvény az (u,v) sik azon tartomanydra képez, amelyre

—2u? =2 +3u—1

> 0.
(u—1)2+2

Megmutathat6, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha (u — %)2 +? < 11—6. Ezek szerint a
feladatban szerepld f fiiggvény a megadott T tartomdnyt az (u,v) komplex szdmsik azon
tartomdanydra képezi le, amelyre teljesiil, hogy (u — %)2 +1? < %. O
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7.1.12. KIDOLGOZOTT FELADAT Hovd képezi le az f(z) = =1 fiiggvény (z# —3) a

T ={(x,y) eR*: x>1,0<y< 1} tartomdnyt?

MEGOLDAS Az el6z6 feladatok megolddsahoz hasonldan kiszamitjuk, hogy az f fiiggvény
inverze a komplex sik mely tartomanyat képezi le a 7' tartomdnyra. A tortlinedris leképezés
bijektiv voltabdl kovetkezden erre a tartomdnyra fog képezni az f fiiggvény. A komplex
tortlinedris leképezések tulajdonsdgabdl kovetkezden az f fliggvény inverze létezik a T

tartomanyon €s
z—1

1
1 _ 1
A 7.1.10. feladat megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).
Mivel R(fH(u+iv)) > 1és0 < I(fHu+iv) <1, ezért f~! fiiggvény az (u,v) sik
azon tartomdnydra képez, amelyre

2+ 202 —3u+1
(Qu+1)2+4v2

> 1

és .
<
2u+1)2 4402

Ebbdl szamoldssal adddik, hogy egyidejiileg teljesiilnek az alabbi egyenl6tlenségek:

1.

0<(

T 5 49
(u+1) +V < ¢

v>0
és
1

1
2 N2
(Qu+1)"+(2v 4) > 16 0
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8. fejezet

Komplex fiiggvények gorbe menti
integralja

8.1. Mérnoki bevezetés

Tekintsiink a kovetkez6 mechanikai feladatot: A valés vagy komplex sikon egy pontszerd
test er6tér ellenében egy

{o(): 1€ a.Bl}

folytonos gorbe mentén mozog tgy, hogy az o <t < f pillanatban a

pontban van. A ¢(¢) tehdt a mozgd pont pillanatnyi helyzetének - a pont palydjanak -
helyvektora. A test mozgésa kozben viltozé erd hat rd, az (x,y) pontban haté vektor legyen
o(x,y) = (u(x,y),v(x,y)). Hatdrozzuk meg az erd dltal végzett munkat, mikdzben a test
befutja a @(¢) gorbét! A fizika tanitdsa szerint, ha a test dllando (u,v) vektord er$ hatdsédra

a Py(x1,y1) pontbdl a Py(xy,y2) pontba mutatd egyenes szakaszon mozog, akkor a munka
értékiit az er6 vektoranak és az elmozdulas vektoranak a

u(xy —x1) +v(y2 —y1)

skaldris szorzata adja.
Tekintsiik az [o, B]-nak
a=fr<h<.<t, <P

osztopontu felosztasat és tegyiik fel, hogy a mozgas a ¢ gorbe helyett a beleirt poligon mentén

torténik, valamint tegyiik fel, hogy a poligon @(z;_1) és @(t;) szakasza mentén dllandé erd

hat, amely a ¢ gorbe valamely #;_; < 7; < t; paraméter p; = @(7;) pontjinak felel meg.
Ekkor a végzett munka: -

Y {upi) e(t) —x(tz—1)] 4+ v(p)y(a) — 3611}

i=1
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Lathato, hogy megfeleld feltételek esetén a fenti 6sszegek a felosztas finomitdsaval a

B B
| uto)axty+ [ vip)ay)

[0

integrdlhoz tartanak, igy jogos ezt tekinteni a végzett munka értékiinek.

Tomor jeloléssel a végzett munka az f£ w(®)d @ vonalintegrallal szdmithaté ki. Ugyan-
ilyen vonalintegrilra vezet a v sebességvektor ¢ vonal menti integrdlja, ami - ha a zart gorbe

vy 2

- az dramldstani cirkuldciot eredményezi (v.0. Zsukovszkij tételével a felhajtéerdrol).

8.2. Matematikai bevezetés

Legyen T C C tartomédny, G egy rektifikdlhaté (véges ivhosszi) irdnyitott gorbe a T
tartomanyban, amelynek kezdSpontja a, végpontja b, és legyen

g: [a,B]—C

a G gorbe egy paraméterezése. Legyen f: T —— C folytonos fiiggvény.
Tekintsiik a G gorbe egy

P={a=z2<7u<2.<z,=>}

felosztasat, azaz olyan véges sok pontot a gorbén, amelyek az irdnyitds szerinti rendezés
értelmében monoton novekvd. A gorbe z; és zx4; pontja kozotti ivet a Zxzx1 1 jeloli, beosztds
finomsdga alatt a

’P| = Sup(d((Zka_H): k=0,1,...,n

szdmot értjiik. Valasszunk ki minden egyes fvdarabbdl egy kozbiilsé ¥, € Zxzrs1 pontot,
ezeket roviden jeldlje Y = (1,71, ---Yu—1) Tekintsiik az

(ngE

S(fs7:P) = ) (%) 2k — zks1)

=1

kozelité Osszeget. Ha létezik olyan I szam, hogy barmely € > 0-hoz 1étezik olyan & > 0,
hogy ha |P| < &, akkor barmely kozbiils6 y pontrendszerre |S(f;y;P) —I| < € , akkor az f
fliggvény a G gorbe mentén integralhatd, és az I szamot az f fliggvény G gérbe mentén vett
integraljanak nevezziik. A fenti esetben az f fliggvény G gorbén vett vonalintegraljit

/ f(z)dz - vel
G
jeloljiik. Ha a G gorbe zért, akkor az integrélra a

fG f(z)dz

jelolést is haszndljuk. A G gorbe mentén integrdlhaté komplex fiiggvényeket L(G)-vel
jeloljik.
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8.2.1. PELDA Tekintsiik az f(z) = ¢ konstans fiiggvényt. Legyen a és b a G gorbe kezdd ill.
végpontja. Ekkor tetsz6leges P beosztasra és kozbiilsd pontrendszerre

S(fs1sP) = cif(}/]()(Zk_Zk+1) =c(b—a), azaz

i=1
/Gf(z)dz =c(b—a)
A Riemann-integralndl (vonalintegrdlnal) latottakhoz hasonldan igaz az alabbi

8.2.2. TETEL Legyen T C C tartomdny, G egy véges ivhosszi (rektifikdlhatd) irdnyitott
gorbe a T tartomdnyban és f: T — C folytonos fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény a G gorbe
mentén integradlhato.

A komplex gorbementi integrdl néhany tulajdonsaga:

8.2.3. TETEL Legyen T C C tartomdny, G,G és a Gy rektifikdlhato gorbék T-ben,
f,f1,fo: T —— C, valamint c,c, € C.

1. Ha f1; f> € L(G), akkor c1 fi + cafa € L(G), és
Leh@+efaa= [ afi@dz+ [ e
G G G

2. Legyen G| és G, olyan gorbék, hogy a G| végpontja megegyezik G, kezddpontjdval.
Tegyiik fel, hogy f € L(Gy) és f € L(G). Ekkor f € L(G| + G3), és

/ f(2)dz = / f@)dz+ | f(z)dz.
G1+Gy Gy Gy
3. Ha f € L(G), akkor f € L(—G), ahol —G jeloli a G gorbét az ellentétes irdnyitdssal
és
/ f(2)dz = —/ f(z)dz.
-G G

4. Ha f € L(G) és |f(z)| < M minden z € G-re, akkor |/ f(z2)dz] < MI(G), ahol I(G)
G

a G gorbe ivhossza.

5. Legyen
f(2) = u(x,y) +iv(x,y); ahol z = x + iy;

legyen GaG komplex sikbeli gorbe valos sikbeli megfeleltetése, azaz ha G paraméte-
rezése

8(r) = x(t) +iy(r), € [a, B ,

akkor legyen G az (x(2),y(t)), t € [a,B] paraméterezéssel meghatdrozott sikbeli
gorbe. Ekkor

/Gf(z)dz:/,Gv(udx—vdy)—ki/é(vdx—udy),

ahol a jobb oldalon dllo integrdlok valos vonalintegrdlok.
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A kovetkezd eredmény moddszert ad arra, hogyan szamithatjuk ki a komplex integral
értékiit.
8.2.4. TETEL Legyen T C C tartomdny, G gorbe T-ben, amelynek paraméteres elddllitdsa
ag: [a, B] — C folytonosan differencidlhatd fiiggvény, f: T — C integrdlhaté a G gorbe

mentén. Ekkor
B
| r@dz= [ )¢ @)t
G o

A kovetkezd tétel a valds esetben ismert Newton-Leibniz-formula komplex integralokra
vonatkozé megfeleldje.

8.2.5. TETEL Legyen f: T —— C holomorf a T tartomdnyon, amelynek létezik az F
primitiv fiiggvénye T-n, azaz F: T — C ,amelyre F'(t) = f(t), t € T. Legyen G gorbe,
amelynek az a és b pont a kezdd'ill. végpontja. Ekkor

/f@&zF@%F@)
G

A tétel kozvetleniil kovetkezik a 8.2.4. tételbdl és a komplex fiiggvény differencidlasi
szabalyabol.

8.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

1
]{ dz
GZ_ZO

integrdlt, ahol G a zqo koriili r sugari kor pozitiv (azaz az oramutato jdardsdval ellentétes)

irdnyitdssal.
MEGOLDAS Mivel az egységsugart origé kozépponti kor paraméterezése cost +isint, t €
[0,27], ezért G egy lehetséges paraméterezése g(t) = zo + r(cost +isint), t € [0,27].

A 8.2.4. tétel szerint tehat

1 2 1
/ dz:/ ————————r(—sint +icost)dt =
GZ—Zo o r(cost+isint)

27 (—sint +icost t—isint 2m
/ ( +'zc‘:os )(cos 'z.sm )dt :/ i — 2ix
0o (cost+isint)(cost—isint) 0 O

8.2.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az
/G(z2 +z+1)dz

integrdlt, ahol G paraméteres elddllitdsa g(t) = cost +isin3t, t € [0, 7]
MEGOLDAS A gorbe kezdGpontja g(0) = 1, végpontja pedig g(m) = —1. Ezért primitiv

fliggvényt szamitva kapjuk, hogy
8
/ (+z+1)dz=—=.
G 3
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Mivel az f(z) = z> +z+ 1 integrandus holomorf fiiggvény, ezért az 14 i0, —1 + i0
végpontokon dtmend tetszéleges masik gorbe esetén az integral értéke azonos. Példaul a

z=g(t) =cost +isint, t € [0, 7]

félkor menti integral értéke is -%. O

8.3. A Cauchy-féle integraltétel és kovetkezményei

Feltessziik, hogy T C C egy tartoméany, f: 7 —— C holomorf fiiggvény a 7-n. Nagyon fontos
a komplex analizisben az egyszeresen 0sszefiigg6 tartomény fogalma.

Azt mondjuk, hogy egy T C C tartomany egyszeresen osszefiiggd tartomdny, ha a T hatara
Osszefiiggd. Megmutathatd, hogy ez a tulajdonsag példdul azzal a szemléletes tulajdonsiaggal
ekvivalens, hogy a T-ben nincsen lyuk illetve, hogy minden 7-ben fekvd zart gorbe belseje
is a T-ben van.

Elsének tekintsiik a komplex fiiggvénytan egyik alaptételét, a Cauchy-féle integraltételt:

8.3.1. TETEL (CAUCHY-FELE INTEGRALTETEL) Legyen T C C egyszeresen dsszefiiggd
tartomdny, f: T —— C holomorf fiiggvény, G a T belsejében halado zdrt rektifikdalhato
gorbe. Ekkor

}I{Gf(z)dz =0

Megjegyezziik, hogy ha T nem egyszeresen Osszefiiggd tartomany, akkor a zart gorbe
menti integral dltaldban nem 0.(Lsd. a 8.2.6. Kidolgozott Feladat.)

8.3.2. KOVETKEZMENY Az egyszeresen Osszefiiggd T tartomdnyban holomorf fiiggvény
T-ben halado gorbék menti integrdljanak értéke csupdn a kezdd és végpontoktol fiigg, az
integrdcios utat kozottiik szabadon vdlaszthatjuk a T-n beliil, minden esetben ugyanazt az
integrdl értéket kapjuk.

8.3.3. TETEL Legyenek G,Gy,...G, rektifikdlhato egyszerii (azaz nem onmagdt metszd) és
zdrt gorbék. Tegyiik fel, hogy a Gi,...G, gorbék mindegyike a G belsejében halad, de
egymdsnak a kiilsejében vannak. Tegyiik fel, hogy az a halmaz, amely pontjai a G zdrt
gorbe belsejének és a Gy, ..., Gy, zdrt gorbék kiilsejének metszetébdl dll, része az f: C— C
fiiggvény holomorfitdsi tartomdnydnak. Ekkor

]{Gf(z)dz: fGl f(z)dz—i-]{sz(z)dz-l—...—i—]{an(z)dz.

Az el6bbi allitds specidlis eseteként megfogalmazhatjuk a komplex integrdl kovetkezd
tulajdonsagat:
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8.3.4. KOVETKEZMENY Legyen Gy és Gy két egyszerii, azonos irdnyitdsi zdrt gorbe T -
ben, amelyre G, kozrefogja G-et, és a két gorbe kozotti tartomdny egyszeresen Osszefiiggo.

Legyen f: T — C holomorf fiiggvény. Ekkor

]{ f(z)dz = f f(z)dz.
G G,
A komplex analizis egyik alaptétele a kovetkezd

8.3.5. TETEL Ha f: T —— C holomorf fiiggvény a T tartomdnyon, akkor

f(z0) = : /)

= = dz
2it J6 72— 20

minden olyan egyszerii, pozitiv irdnyitdsi zdrt G gorbére, amely belsejével egyiitt benne van
T-ben, és amely a 7y pontot a belsejében tartalmazza.

B1ZONYITAS A feltétel szerint f fiiggvény differencidlhaté zp-ban, ezért annak egy kornye-

zetében az
f(2) = f(z0)
Z—20

differenciahdnyados fiiggvény korlatos lesz. Legyen C, a zg kozépponti r sugard kor pozitiv
irdnyitdssal, amely szintén benne van a 7' tartomanyban. A differenciahdnyados korldtossaga

miatt
- 1
Y FICES (PR RN (VRN [ WA g
G 2—20 GZ—20 GZ—20 GZ—20 C, Z2— 20
amibdl kovetkezik az allitds, hiszen a 8.2.6. kidolgozott feladat szerint
1
dz =2ir.
7{G Z—2o g

Igaz a Cauchy-féle integraltétel kissé altalanosabb forméban is:

8.3.6. KOVETKEZMENY Ha az f komplex fiiggvény holomorf a zo ponttol megfosztott T
tartomdnyon, és van a zo pontnak van olyan s sugari K € T kornyezete, hogy

If@)I <M, zeK

Ekkor
j{ f(2)dz=0

G

teljesiil minden olyan egyszerii zdrt rektifikdlhato G gorbére, amely belsejével egyiitt T-ben
fekszik (fiiggetleniil attol, hogy G megkeriili-e zo-t vagy sem).
B1ZONYITAS Legyen 0 < p < s, és legyen C a zo kozéppontd p sugard kor. Ekkor

a 8.3.4. kovetkezmény miatt:

|j46f(Z)dZ| = |}1({Cf(z)dz\ < M2pm. -
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Az allitas kovetkezik, ha p-vel tartunk 0-hoz.

8.3.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

sinz
]{ —dz
GZ—IT

integrdlt, ahol G az i pontot a belsejében tartalmazo pozitiv irdnyitdsu egyszeri zdrt gorbe!

MEGOLDAS Az integrandusnak a zp = im pont az egyetlen szinguldris pontja, ezért a
Cauchy-féle integralformula szerint

sinz .
j{ dz = 2imsini.
GZ—IT O

8.3.8. KIDOLGOZOTT FELADAT Hatdrozzuk meg a f: T — C f(z) = Zzﬁ fiiggvénynek

az im pont koriili % sugaru pozitiv irdnyitdsiu gorbén vett vonalintegrdljdt!

MEGOLDAS Az integrandusnak a zop = i pont az egyetlen szinguldris pontja, ezért a
Cauchy-féle integralformula szerint

< 2
dz = -2m".
?{GZ2+1 ¢ O
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9. fejezet

Komplex Taylor-sor és Laurent-sor

Alapvetden fontos a kovetkezd

9.0.9. TETEL Legyen T C C tartomdny, f: T —— C holomorf fiiggvény. Ekkor f
akdrhdnyszor differencidlhato a T tartomdnyon és barmely zo € T-re az f fiiggvény zo koriili
hatvdanysorba fejthetd, azaz

f(Z):f(ZO)+f/(ZO)(Z_ZO)+%!ZO)(Z—ZO)Z‘F---—F !( (z—2z20)" + ... 9.1)

z € K(20), ahol r > 0 olyan, hogy K,(z0) ={z€ C: |z—z| < r}.

Az el6z6 tételbdl (is) kovetkezik:

9.0.10. TETEL (ALTALANOS CAUCHY-FELE INTEGRALFORMULA) Ha f: T — C
holomorf a T tartomdnyon, akkor f akdrhdnyszor differencidlhato T -n, és

f(")(ZO)_ . ]{G(Ldz

- 2in z—zp)*t1
minden olyan egyszeri , pozitiv irdnyitdsi zdrt G gorbére, amely belsejével egyiitt benne
van T-ben, és amely a 7o pontot a belsejében tartalmazza.

9.0.11. MEGJEGYZES A 9.0.10. tétel ,,igazi” komplex analizisbeli allitast takar. A valds
analizisbeli tanulményaink alapjan a differencidlhatésdg meglepd tulajdonsigat tarja fel,
ugyanis a fenti allitds a valds analizisben nyilvanval6an nem teljesiil.

9.0.12. KOVETKEZMENY (LIOUVILLE-TETEL) Ha f korldtos és az egész komplex szdm-
stkon differencidlhato fiiggvény, akkor az f sziikségképpen konstans.

BI1ZONYITAS A 9.0.10. tétel miatt:

f(z0) = : %Gﬂdz-

"~ 2im J6 (z—20)?

Trividlis becsléssel adddik, hogy

1 1 M
! <|=—12arM— = —
17/ (@0)| < = 2w 5 ==
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ahol M az f fiiggvény felso korlatja és G: = (z: [z—2z0| =)
Mivel ez minden r > 0 esetén igaz, ezért r-rel 0-hoz tartva adédik, hogy

f'(z0) = 0 minden zg € G esetén

azaz az f fiiggvény konstans. O

9.0.13. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

integrdlt, ahol G pozitiv irdnyitdsu egyszerii zdrt gorbe, amely a i pontot a belsejében
tartalmazza!

MEGOLDAS Legyen f(z) =z . Ekkor f'(z) = 1, ezért az altaldnos Cauchy-féle integralfor-

mula szerint
Z .
f T 2T,
G (z—im) O

A val6s hatvanysorokra ismert allitdsok (kivéve a monotonitési feltételeket hasznalé ered-
ményeket) trividlis médon kiterjeszthet6k komplex hatvanysorokra is, mégpedig a bizonyitast
trividlisan megismételve ugy, hogy komplex abszolut értéket hasznalunk valés abszolut érték
helyett. Igy példaul a valds esethez teljesen hasonléan definidlhaté a komplex hatvénysor
konvergencia tartoménya €s teljesiil a Cauchy-Hadamard-tétel. A valds analizishez teljesen
hasonléan a hatvdnysor egyenletesen konvergens a konvergenciatartomédnydnak minden
korldtos, zért részhalmazan. Igy példdul itt az dsszegfiiggvénye folytonos fiiggvény.

Megmutathat6, hogy izolalt szinguléris pontok kornyezetében is végtelen sorba fejthetd
egy komplex fiiggvény, de ekkor negativ kitevd hatvanyok is szerepelhetnek a végtelen
sorban.

9.0.14. TETEL Legyen T C C tartomdny, zo € T, f holomorf a zo ponttol megfosztott T
tartomdnyon. Ekkor

f@) =+ +cn(z—20) " +eopr1(z—20) "+ eci(z—20) T +eo+ei(z—20) +-.
cotep(z—z0)"+ ..,

ahol 0 < |z—zo| < r és r > 0 olyan szdm, amelyre
{z: |z—z0| <r} CT,

valamint

Cn= ! é(&dz 9.2)

n— ﬁ 7 — Zo)n+l )
ahol G olyan T-ben halado egyszeri zdrt gorbe, amely a zo pontot pozitiv irdnyban
megkeriili.

Az f figgvény (9.2) alaki sorfejtését az f fiiggvény Laurent-sordnak hivjuk. A Laurent-
sor fogalmédnak segitségével osztdlyozhatjuk a szinguldris pontokat. Legyen zp izolalt
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szinguldris pontja f-nek. Ekkor zg egy kornyezetében Laurent-sorba fejthet6 az f fiiggvény.
Hérom esetet kiilonboztetiink meg:

1. A Laurent sorban minden ¢, = 0, ha n negativ, azaz
f(2)=co+ci1(z—z0)+ea(z—20)>+ ... 4 cnlz—20)" +...; alakd 0 < |z —z0| < r esetén

Ekkor f kiterjeszthetd zo-ra az f(zo) = co értékkel, és a kiterjesztett fiiggvény holomorf
lesz zo egy (kis) kornyezetében. Ebben az esetben a zp pontot megsziintethetd
szinguldris pontnak nevezziik. (Az elnevezést indokolja, hogy ebben az esetben a
szingularitds valéban megsziintethetd.)

2. A Laurent-sorban csak véges sok negativ indexi egyiitthaté nem nulla, azaz
f(2) =c_plz—z0) *+...4co+c1(z—z0)+c2(z—20)* +enlz—20)"+..; 0< |z—z0| < 7
alaku. Ekkor a zg pontot k-adrendd pélusnak nevezziik.

3. A Laurent-sorban végtelen sok negativ indexi tag egyiitthatgja nem nulla. Ekkor zp-t
lényeges szinguldris pontnak hivjuk.

A definiciobdl konnyen igazolhato:

9.0.15. TETEL Az f fiiggvénynek a zg izoldlt szinguldris pontja k-adrendii polus akkor és

csak akkor, ha . .
gz g(z
&)= (z—z0)* * (z—20)

alaku, ahol g holomorf fiiggvény a zg egy (kis) kornyezetében.

— + ..t

9.0.16. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

_z+3i
241

f(z)

fiiggvény zo = —i koriili Laurent-sordt!
MEGOLDAS Parcidlis tortekre bontassal kapjuk, hogy
430 7+ 3i A B

= = ; ~ = .+ -
241 (z+i)(z—i) z+i z—i

f(2)

Szamolassal adédik, hogy
A=—1éB=2

A geometriai sor 0sszegképletét alkalmazva kapjuk, hogy

_-: -_ -: . Z+i .
z—1 z+i—2i = !

2 2 I 1 i(z_—i—z

ahol a sor konvergens, ha
lz+i] <2
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igy a fliggvény zo = —i koriili Laurent-sora:

7+ 3i 1 R ] )
= + Z(—‘)”, ha |z+i| < 2.

f(z)_z2+1__z+i li:O 2i

A Laurent-sorban a c_ egyiitthato kitiintetett jelent6ség(i, ugyanis

/ f(z)dz =2ime_4
G

igy a fliggvény gorbe menti integralja a fenti képlettel kiszamithato, ha ismerjiik a Laurent-
sorban a c_ egyiitthatét. O

A c_; szémot az f fliggvény zo pontjdhoz tartozé reziduumdnak nevezzik és Res(f;20)-
lal jeloljiik.

A 8.3.3. tétel szemléletesen azt jelenti,hogy ha egy egyszert zart G gorbe az f fliggvény
Z1,..-,Zn 1z0lalt szingularis pontjait tartalmazza, akkor a z; pontot egy ,.kis” r; sugaru pozitiv
irdnyitasi C; korrel korbevessziik, ugy, hogy C; benne van a G belsejében és a C; kor
belsejében mar csak z; az egyetlen szingularis pont, akkor a G gorbe menti integral egyenld
a C; gorbe menti integrdlok Osszegével. Ezek viszont a fenti képlet szerint a fiiggvény

v

reziduumai segitségével is kiszamithatok. Kapjuk tehat a kdvetkezd tételt:

9.0.17. TETEL Legyen f: T —— C holomorf fiiggvény a T-n a z,...,z, pontok kivételével,
G egy egyszerii pozitiv irdnyitdsu zdrt gorbe T-ben, amely belsejében tartalmazza a zy,...,2,
szinguldris pontokat. Ekkor

/G f()de = 2in Y Res(f:2).
i=1

9.0.18. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

2430, . .
2—dz integrdlt,
cz-+1

ahol G a —1, —2i és az 1 pontokat dsszekotd pozitiv irdnyitdsu zdrt gorbe!
MEGOLDAS Jelolje

z+3i
T&=2n

Lathato, hogy a G gorbe belsejében tartalmazza a zo = —i pontot, az f fliggvény (egyik)
szinguldris pontjt. Igy a reziduum tétel miatt:

+3i . .
]{G ; n ldz = 2inRes(f;—i)
Lattuk a 9.0.16. kidolgozott feladatban, hogy

Res(f;—i) = —1
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z

12y

9.0.19. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki

f(2) :zsinl

%
fiiggvény zo = 0 pontbeli reziduumdt!

MEGOLDAS Most célszerlinek latszik kiszamolni az f fiiggvény zo = O pontbeli Laurent-

SOrat.
(Tulajdonképpen elegendé lenne a Laurent-sor ¢_; egyiitthat6jat kiszamitani.) Felhasznédlva

a szinuszfiiggvény komplex 0-koriili hatvénysorat:

1 ! 1 1
sin-=1——5+—5—...
o 3122 51
Igy lathat6, hogy az f fiiggvény zo = O pontbeli Laurent-sordnak ¢_; egyiitthatéja 0. O

9.0.20. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az
1

f(z) =zcos—
z

fiiggvény zo = 0 pontbeli reziduumdt!

MEGOLDAS A (9.0.18.) Példa megoldasahoz hasonléan most is célszerlinek latszik ki-
szdmolni az f fliggvény zg = O pontbeli Laurent-sordt. Felhaszndlva a koszinuszfiiggvény
komplex 0-koriili hatvanysorat:

1 1 1 1

f(z) =zcos— =z—

T T as e Tt

igy lathatd, hogy az f fiiggvény zo = 0 pontbeli Laurent-sordnak c_; egyiitthatdja —%. O
A kovetkezd specidlis alaku fiiggvényekre a reziduum egyszer(ien kiszdmolhat6:

9.0.21. TETEL Legyen g,h: T — C holomorf fiiggvény a T-n és zo € T olyan, hogy
/’l(Z()) =0és ]’l/(Z()) 7§ 0

Ekkor

Res(%,ze) _ £) :

B1ZONYITAS Legyen f(z) = (z —zg)%. Megmutathatd, hogy ekkor

fny S = i (&m0l =
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azaz az f fiiggvénynek megsziintethetd szingularitdsa van zp-ban. De ekkor a % fliggvény-

nek zg elsérendd polusa, igy az éllitas teljesiil. O
9.0.22. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

_ z+3i

f(2) 211

fiiggvény reziduumdt a zo = —i pontban!
MEGOLDAS A 9.0.21. tételt alkalmazva a

gz) =z+3iésh(z) =22 +1

fiiggvényekre kapjuk:
8 8(20)
Res(=,z0) = =—1.
(Természetesen 6sszhangban a 9.0.16. kidolgozott feladat megoldadséaval.) O

A fenti allitdshoz hasonld képlet segitségével kiszamithaté a reziduum értéke, ha a
fiiggvénynek k-adrend( pdlusa van :

9.0.23. TETEL Tegyiik fel, hogy zo k-adrendii polusa az f fiiggvénynek. Ekkor

g"(z0)
k—1)!

Res(f;z0) =

ahol
g(2) = (z—20)"f(2)-

B1ZONYITAS Ha zg k-adrendd pélusa az f fiiggvénynek, akkor

f(2) =cklz—z20) "+ ..+ cotci(z—20) +ca(z—20)* +cnlz—20)" + ...

alakq, ezért
g(z) =c_p+cpy1(z—20) + .. —I-C,I(Z—Zo)k_l + ...

Ebbdl viszont kdvetkezik az 4llitds a fentiek alapjan. O
9.0.24. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az

sinS5z
(z—i)*

f(z) =

reziduumdt a 7 = i-ben!

MEGOLDAS Az i pontban f-nek negyedrendd p6lusa van, ezért legyen

g(z) = (z—i)*f(z) = sin5z.

Ekkor
g™ (i)  625sin5i
31 4 O

Res(f;i) =
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9.1. Konform leképezésekrol

Egy holomorf ¢ = f(z) fiiggvény a z = x+ iy sikot a ¢ = & 4 in sikra képezi le szog-
és ardnytartd6 moédon, azaz a z sik tetszbleges kis elemi sokszogének és e sokszdg ¢
sikbeli leképzettjének szogei azonosak, oldalainak ardnya egyenld. A leképezés szinguldris
pontjaiban a szog €s ardnytartds nem teljesiil.

Gyakori alkalmazds, hogy megkeressiik a z komplex szdmsik valamelyik - pl. 3(z) >0
- félsikjat egy adott tartomdnyra leképezd fiiggvényt, ekkor a z sik x = dllandd, illetve y
= 4lland6 vonalainak z = f~'(¢) képe a tartomdny belsejében (vagy kiilsejében) haladé -
egymdsra merdleges - vonalhdlézatot eredményez, feltéve hogy 1étezik az inverz fiiggvény.
Ez a vonalhdl6zat alkalmas példdul gérbe vonald koordindtarendszer eldéllitasara.

A legéltaldnosabb ilyen konform leképezést a ¢ sik valds tengelyét, illetve annak egy
szakaszat az

x=F(t),y = G(1)

paraméteres alakban adott z sikbeli zart G gorbére leképezd
z=F(g)+iG(g)
fliggvény adja.
9.1.1. PELDA Egy origd kozéppontu ellipszis paraméteres egyenlete
x =acost;y = bsint;t € [0,27]

igy a z = acos¢ +ibsing fiiggvény az in) = 0 helyettesitéssel leképezi a valés & tengelyt az
ellipszisre. Valéban, z = x+iy = acos& + ibsin& éppen az ellipszis paraméteres egyenlete
a z komplex sikon. A valds tengellyel parhuzamos, de alatta haladé ¢ = & — i egyenes képe
a z sikon egy az eredetinél kisebb tengelyviszonyu zart gorbe. Minél nagyobb a ¢ egyenes
tavolsdga a val6s tengelytdl, anndl ,,kerekebb” a képgorbe, fokozatosan korbe megy ét.

A képen a=2, b=1. A piros ellipszis a ¢ = & — i egyenes képe. A valds tengely képe a
legbelsé ellipszis.

Nigel Arpad, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



10. fejezet
Gyakorlo feladatok

10.1.2. FELADAT Vizsgélja meg a derivélt definicidja alapjin, hogy differencidlhaték-e az
alabbi fliggvények!

@ f(z)=2
(b) w=2z2

10.1.3. FELADAT A Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenletekkel vizsgdlja meg
a kovetkezd fliggvények differencidlhatdsdgat!

(@) w=z+2z

b)) w=z*—7

1

(C) W:;

d) w=2z3z

10.1.4. FELADAT Hol differencidlhaté a w = z>3z fiiggvény?
10.1.5. FELADAT Hol differencidlhaté a w = z>%Rz fiiggvény?
10.1.6. FELADAT Hol differencialhat6 a

w = x2y? +i(y? +x?) fiiggvény
10.1.7. FELADAT Valassza meg a ¢ szdmot ugy, hogy a
v(x,y) = ex? + 2xy — 2y°

fiiggvény egy, az egész komplex szamsikon regularis w = f(z) fiiggvény képzetes része
legyen! Szdmoljuk ki a f'(—i)-t !

10.1.8. FELADAT
Hatarozza meg M értékdit ugy, hogy a

v(x,y) = Mx* —y* +2y

kétvaltozods fiiggvény egy reguldris komplex véltozos fiiggvény képzetes része legyen!
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(b) Hatarozza meg a komplex véltozds fiiggvény derivéltjat a zo = 1+ 2i helyen!
10.1.9. FELADAT Van-e olyan reguldris w = f(z) fiiggvény, amelynek valds része:

u(x,y) = & cos 2xy

Ha igen, akkor szdmitsa ki f/(i) értékdit !

10.1.10. FELADAT Igazolja, hogy az aldbbi fiiggvények harmonikusak, azaz létezik olyan
reguléris komplex véltozds fliggvény, amelynek valds ill. képzetes része! Hatdrozza meg
ezen fliggvények harmonikus tdrsat és frja fel a f(z) = u + iv médon képzett reguldris
fliggvényt!

10.1.11. FELADAT Legyen adott egy komplex fiiggvény valds része:

u(x,y) = p(y) cosx
(a) Milyen u(y) fiiggvényre lesz ez egy differencidlhato fiiggvény valos része?
(b) Ebben az esetben allitsa el6 az f(z) = u(x,y) + iv(x,y) differencidlhaté fuggvényt!

10.1.12. FELADAT Mutassa meg, hogy a f(z) = az+ b leképezés egy nydtjtas vagy zsugori-
tas, egy forgatds €s egy eltolds szuperpozicidja! Szamitsa ki a leképezés fixpontjait! Mikor
lesz a leképezés invertalhat6?

10.1.13. FELADAT Mutassa meg, hogy a f(z) = iz + i fliggvény éltal létesitett leképezés az
Sz > 0 félsiknak a Rz < 0 félsikot felelteti meg!

10.1.14. FELADAT Hatdrozza meg a w siknak azt a tartomdnyat, amelyet a kovetkez6
fliggvények altal l1étesitett leképezés feleltet meg a z sik adott tartomédnyédnak!

(@ w=(14+i)z 3z>0
b) w=1+iz Rz>06s0<3z<?2

c)w=—iz—1|z7] <1

10.1.15. FELADAT Mibe viszi &taw = % leképezés a kovetkezd gorbéket?
1. x>*+y*—4y=0
2. 24y +6x=7

3. y==06x
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4. y=—x+2
10.1.16. FELADAT Mibe viszi at a |
T zti
leképezés az ((x,y): x> 0,0 <y < 1) tartoményt?
10.1.17. FELADAT Mibe viszi at a

w

d—z
w=1 -
Z+1
leképezés az x = 0; y = 0 egyeneseket és az x> +y> = 1 kort?
10.1.18. FELADAT Mibe viszi 4t a

2z—4
w =
z
fiiggvény a Rz > 0, 3z > 0 tartomdnyt?
10.1.19. FELADAT Hatdrozza meg a
z—1
w =
z+a

fiiggvényben az a konstans értékiit igy, hogy a fiiggvény a |z —i| = 1 kort egyenesre képezze
le!

10.1.20. FELADAT Mibe viszi at az adott w = f(z) fiiggvény az adott tartomanyt?
(@ w=iz+1 |z—1|<2

(b) w=2z+i+1 Rz>3Jz

©) w=(14+i)z |z+2|>3

d w=:% 3z>0

(&) w= 5 lz] <2

() w=5ERe+1< 3z

(@) w= 32> 0ill. 2] < 1

10.1.21. FELADAT Bizonyitsa be a kdvetkezd azonossagokat!
(a) €412 = gfleR2

(b) €27 — o7

(c) sinz+cos’z=1

(d) sin(z; +z2) = sinzj coszp +cosz) sinzy

(e) cos(z] +22) =coszcoszy —sinzy singy
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(f) sh(zy +z2) = shzichzy + chzyshzp
(g) ch(z1 +z2) = chzychzy + shzyshzp
10.1.22. FELADAT Mutassa meg, hogy
(a) siniz =ishz

(b) cosiz=chz

(c) shiz=1isinz

(d) chiz =cosz

10.1.23. FELADAT Trja fel w = u(x;y) + iv(x;y) alakban az aldbbi fiiggvényeket!
(a) w=sinz

(b) w=cosz

(c) w=shz

(d) w=chz

10.1.24. FELADAT Széamitsa ki a kovetkezd komplex vonalintegral értékiit!

sinz ,
s N

1
aholy: ={ze€C:|z—-1|= E} pozitiv irdnyitdssal.

10.1.25. FELADAT Széamitsa ki a kdvetkez6 komplex vonalintegral értékiit!

cosz
/y(—z(z— N(z=2) +2zc0sz) dz,

1
aholy: ={ze€C:|z—-1|= 5} pozitiv irdnyitdssal.
10.1.26. FELADAT Széamitsa ki a kovetkezd komplex vonalintegral értékiit!
z €
-+ —dz,
y< <
ahol y: = {z € C: |z| = 1} pozitiv irdnyitassal.

10.1.27. FELADAT Szémitsa ki a kovetkez6 integral értékiit!

@) -
Sin

/3 szz,
y2Z°+2
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(b)

c0S27
/3 2dz,
vz’ +2

1
y: ={zeC: |z|:§}.

ahol

10.1.28. FELADAT Szédmitsa ki a kovetkez6 integral értékiit!

(a)

1
/ - sinzdz,
Y <
(b) .
— coszdz,
Y<
ahol

1
y: ={z€C: |7 = 5} pozitiv irdnyitdssal.
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11. fejezet

Megoldasok és eredmények

MEGOLDAS (10.1.2. FELADAT)

(a) A val6s analizishez hasonl6an, elemi azonossagot felhaszndlva kapjuk:

3 3

.=z )
lim O = lim (22 +zz0 +z3) = 3z(2),
Z—20 T— 20 Z—20

azaz a fiiggvény tetszbleges z, pontban differencidlhaté és f/(zg) = 3z%.

(b) A val6s analizishez hasonléan, elemi azonossagot felhaszndlva kapjuk:

Z2 - Z2
lim 0 = lim (z+4z0) = 220,
Z—20 T— X0 Z—20

azaz a fiiggvény tetszdleges z, pontban differencidlhaté és f/(zo) = 2zo. O

MEGOLDAS (10.1.3. FELADAT)
(a) A fiiggvény valods és képzetes részét kiszdmitva kapjuk
u(x,y) = x> = 3xy* + 2x illetve v(x, y) = 3x%y — y> 4 2y.

Lathat6, hogy a fenti u és v fliggvény differencidlhat6 valds fiiggvény. Felirva a megteleld
Cauchy—Riemann-féle-parcialis differencidlegyenleteket, kapjuk:

d d
932 32 42=20 232 3242

dx dy
illetve P 5

u v
= _bxy=—— = —6

azaz a Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenletek teljesiilnek, igy a fliggvény
differencidlhat6é a komplex sikon.
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(b) A fiiggvény val6s €s képzetes részét kiszamitva kapjuk

©)

(d)

u(x,y) = x> —y? —x illetve v(x,y) = 2xy —y.

Lathato, hogy a fenti u és v fliggvény differencidlhaté valés fiiggvény. Felirva a megfeleld
Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket, kapjuk:

%—2x—1—@:2x—1
ox dy
illetve 5 5
u %
— = -2y=——=-2
dy y ) Y,

azaz a Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenletek teljesiilnek, igy a fiiggvény
differencidlhat6 a komplex sikon.

Mivel a fiiggvény nincs értelmezve a z = 0-ban, igy itt természetesen nem is lehet
differencidlhaté. A fiiggvény valos €s képzetes részét kiszamitva kapjuk:

x y
M(X,y) = m illetve V(.X',y) = —m

Lathat6, hogy a fenti u és v fiiggvény differencidlhaté a valés szdmsikon, ha (x,y) #
(0,0). Konnyen ellendrizhetjiikk, hogy a Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencial-
egyenletek teljesiilnek az orig6tdl megfosztott komplex sikon, azaz a fenti fiiggvény az
értelmezé€si tartomanyaban mindeniitt differencidlhato.

A fentiekhez hasonléan képezve a fiiggvény valos és képzetes részét:

u(x,y) = xy illetve v(x,y) = y*.

Lathat6, hogy a fenti u és v fiiggvények differencidlhatok a valés szamsikon, de a
Cauchy-Riemann féle parcidlis differencidlegyenletek nem teljesiilnek mindenhol:

Ju  dv 5
ox 2T dy Y
illetve
du adv 0
_— == ——— =
dy ox
azaz a fenti egyenletrendszer csak x = y = 0-ban teljesiil, igy a fiiggvény csak a z = 0-ban
differencidlhato. O

MEGOLDAS (10.1.4. FELADAT) A fliggvény valds és képzetes részét kiszamitva kapjuk

u(x,y) = x’y —y> illetve v(x,y) = 2xy>.
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Lathatd, hogy a fenti u és v fiiggvény differencidlhaté valos fiiggvény. Felirva a megfeleld
Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket, kapjuk:

du dv
ox dy v
illetve 5 5
u_ 2 2 v 2
— =X -3y =——=-2
dy o Y ox Y
Megmutathatd, hogy a fenti egyenletrendszert csak x = y = 0 teljesiti, igy a fliggvény csak a
z = 0-ban differencidlhato. O

MEGOLDAS (10.1.5. FELADAT) A fliggvény val6s és képzetes részét kiszamitva kapjuk

3

u(x,y) = x> —xy? illetve v(x,y) = 2x%y.

Lathato, hogy a fenti u és v fiiggvény differencidlhat6 valds fiiggvény. Felirva a megfeleld
Cauchy—-Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket, kapjuk:

du dv
U _32_ 29V _,52
ox Y dy *
illetve 5 3
u %
dy 4 ox 2
Megmutathatd, hogy a fenti egyenletrendszert csak x = y = 0 teljesiti, igy a fiiggvény csak a
z = 0-ban differencidlhatd. O

MEGOLDAS (10.1.6. FELADAT) A fiiggvény valds és képzetes része:
u(x,y) = x%y? illetve v(x,y) = x> +y°.

Lithat6, hogy a fenti u és v fiiggvény differencidlhaté valds fiiggvény. Irjuk fel a megfelels
Cauchy—-Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket. Ekkor

du

==L =2
ox Y dy 4
illetve 3 3
u 2 1%
dy *Yy dx o
A fenti egyenletrendszert megoldva lathatd, hogy a a fiiggvény csak (0,0) pontban differen-
cidlhato. a

MEGOLDAS (10.1.7. FELADAT) Felirva a megfelel6 Cauchy—Riemann-féle parcidlis diffe-
rencidlegyenleteket, kapjuk:
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illetve

3—1; = —% = —2¢cx—2y.
Az egyenleteket még egyszer x illetve y-szerint derivalva, majd 6sszeadva kapjuk: 2¢c —4 =0
(Itt felhasznaltuk, azt a valés analizisben megismert allitast, hogy ekkor a vegyes parcidlis
derivaltak felcserélhetSk.) Igy ¢ = 2 esetén a v az egész komplex szdmsikon reguldris w =
f(z) = u—+iv fuggvény képzetes része lesz. Visszafejtve megoldva a Cauchy—Riemann-féle
parcidlis differencidlegyenleteket

Ju Jdv
woay W
lletve 3 Py
u \%
oy ox BT

Az elsét integrélva x-szerint (rogzitett y esetén) és behelyettesitve a masodik egyenletbe:
u(x,y) = 2% —dxy +g(y) illetve —4x+g'(y) = —dx —2y,

azaz
g(y) = —y? valasszuk a konstanst 0-nak az egyszer(iség miatt.

Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:
F(@) = u(x,y) +v(x,y) = —dxy =y +i(22 + 2xy — 7).

Lathatd, hogy a fenti f fliggvény mindeniitt differencidlhaté és

du du
/ _ow  .ou
f (Z) - ax+lay7
azaz specialisan:
f(—i)=4+2i.
Ezzel a feladatot teljesen megoldottuk. O

MEGOLDAS (10.1.8. FELADAT) A 10.1.7. feladat megolddsdhoz hasonléan: frjuk fel a
megfelel6 Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket:

Ju Jdv
Ty R
illetve 3 3
u %

Az egyenleteket még egyszer x illetve y-szerint derivdlva, majd 0sszeadva kapjuk: 2M —
2 = 0 (Itt ismételten felhaszndltuk, azt a valés analizisben megismert dllitast, hogy ekkor a
vegyes parcidlis derivaltak felcserélhet6k.) Igy M = 1 esetén a v az egész komplex szamsikon
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reguldris w = f(z) = u+ iv fuggvény képzetes része lesz. Visszafejtve megoldva a Cauchy—
Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket

Ju Jdv

oy T
illetve

du_ v _

dy  dx o

Az els6t integralva x-szerint (rogzitett y esetén) és behelyettesitve a mdsodik egyenletbe:
u(x,y) = —2xy+2x+g(y) illetve —2x+g'(y) = —2x,

azaz g(y) = C (valasszuk 0-nak az egyszeriiség miatt).
Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:

f(2) = u(x,y) +v(x,y) = —2xy+2x +i(x* + 2y — ",
Lathatd, hogy a fenti f fliggvény mindeniitt differencidlhat6 és

Ju Jdu
/ _ouw .ou
f(Z)— ax+lay7

azaz specidlisan:
f(142i)=-2-2i.
Ezzel a feladatot teljesen megoldottuk. g

MEGOLDAS (10.1.9. FELADAT) Felirva a megfelel6 Cauchy—Riemann-féle parcidlis diffe-
rencidlegyenleteket ellentmonddsra jutunk, azaz nincs olyan komplex véltozds differencidl-
hat6 fiiggvény, amelynek a valos része az u. a

MEGOLDAS (10.1.10. FELADAT)

(a) Irjuk fel a megfelelé Cauchy—Riemann-féle parcilis differencidlegyenleteket:

d d
8—;’ - a—;‘ — 25h2xsin2y
illetve 3 3
a—: = _8_;t = —2ch2xcos2y.
Az egyenleteket y illetve x-szerint derivdlva, majd 6sszeadva kapjuk:
9% N 9% _o
oxz  dyr

azaz létezik olyan komplex valtozés differencidlhaté fiiggvény, amelynek a valds része
az u.
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Az els6t integrélva y-szerint (rogzitett x esetén) €s behelyettesitve a masodik egyenletbe:
v(x,y) = —sh2xcos2y+ g(x) illetve —2ch2xcos2y+ g'(y) = —2ch2xcos?2y,

azaz g(y) = C (vélasszuk 0-nak az egyszer(iség miatt).

Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:
f(z) = u(x,y) +v(x,y) = —ch2xsin2y — ish2xcos2y.
Lathato, hogy a fenti f fliggvény mindeniitt differencidlhato.

(b) Irjuk fel a megfelels Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket:

Jdv _ du

—==—=2
dy 0Ox o
illetve
adv du
— =—= =2y
ox dy
Az egyenleteket y illetve x-szerint derivalva, majd 6sszeadva kapjuk:
0%v N v 0
ox2  9yr

azaz létezik olyan komplex valtozos differencidlhato fliggvény, amelynek a valos része
az u.

Az elsot integralva y-szerint (rogzitett x esetén) és behelyettesitve a masodik egyenletbe:
v(x,y) = 2xy+g(x) illetve 2x + g’ (x) = 2x,

azaz g(y) = C (vélasszuk 0-nak az egyszer(iség miatt).

Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:
f(2) = ulx,y) +v(x,y) = x* =y + 2xyi.
Lathato, hogy a fenti f fliggvény mindeniitt differencidlhato.

(c¢) Irjuk fel a megfelelé Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket:

Jdv _ du

gV _ o8 _32_ 32
dy OJx x Y
illetve
dv du 6
— = ——= = 6xy.
dx dy Y
Az egyenleteket y illetve x-szerint derivalva, majd dsszeadva kapjuk:
0%v n v 0
ox2  9yr
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(d)

azaz létezik olyan komplex valtozos differencidlhaté fiiggvény, amelynek a valds része
az u.

Az elsét integralva y-szerint (rogzitett x esetén) és behelyettesitve a masodik egyenletbe:
v(x,y) = 3%y —y> + g(x) illetve 6xy + g’ (x) = 6xy,

azaz g(y) = C (vélasszuk 0-nak az egyszertiség miatt).

Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:
f(2) = u(x,y) +v(x,y) = x> = 3xy> +i(3x>y — ).
Lathato, hogy a fenti f fiiggvény mindeniitt differencidlhato.

[rjuk fel a megfelel Cauchy—Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket:

du dv
— =—=-2y+2
dx dy yt
illetve
du Jdv
- == —2x.
dy dx
Az egyenleteket x illetve y-szerint derivdlva, majd 6sszeadva kapjuk:
9% N 9% _o
ox2  dyr 7

azaz létezik olyan komplex valtozos differencidlhaté fiiggvény, amelynek a valds része
az u.

Az elsét integrélva x-szerint (rogzitett y esetén) és behelyettesitve a masodik egyenletbe:
u(x,y) = —2xy++2x +g(x) illetve —2x+¢'(x) = —2x,

azaz g(y) = C (vélasszuk 0-nak az egyszertiség miatt).

Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:
f(2) = ulx,y) +v(x,y) = —2xy 4+ 2x +i(x> — y* +2y).

Lathat6, hogy a fenti f fliggvény mindeniitt differencidlhato. a

MEGOLDAS (10.1.11. FELADAT) A megfelel6 Cauchy—Riemann-féle parcidlis differenci-
alegyenletek teljesiilése miatt sziikséges, hogy

0%v 9%y
+ —_

oy ay

Ebbdl a u(y)-ra a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk

uy)" —uy)=0
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A fenti differencidlegyenletnek kett6 1ényegesen kiillonbozé megolddsa van:

mi(y)=e"és(y)=e.
[rjuk fel a megfelel Cauchy—Riemann-féle parcialis differencidlegyenleteket:

av ,
3 = H(y)cosx

illetve
adv .
5= —m)sin,
Az els6t (szokdsos moédon) integrdlva x-szerint (rogzitett y esetén) és behelyettesitve a
masodik egyenletbe:

v(x,y) = —e’sinx + g(x) illetve — e’ sinx+ g'(x)6xy + g’'(x) = —e” sinx,

azaz g(y) = C (vélasszuk 0-nak az egyszertiség miatt).
Igy kapjuk, hogy a keresett f fiiggvény:

f(x,y) =€’ cosx —ie’ sinx.

A megfeleld p,(y) = e eset is teljesen hasonldan targyalhato. O
MEGOLDAS (10.1.12. FELADAT) Jelolje

a

fi(z) = lalfa(z) és fa(z) = T

azaz az f fuggvény az origd koriili arca szoggel valé elforgatds, az |a| : 1 ardnyd nagyitds és
egy eltolds szuperpozicidja.

A leképezés fixpontja az+ b = z, igy z = %, (a # 1). Léathat6, hogy a leképezés
kiilonbozé elemekhez kiilonbozd elemeket rendel, ezért invertalhatd, éspedig

=2 .

a

MEGOLDAS (10.1.13. FELADAT) Léthatd, hogy

_ z—i
f ) = —
Legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).

A feltétel miatt: ny
S (u+iv)) > 0 ezért S (= : %y >o.

Mivel
fFlu+iv)=v—1—iu

z

12y
S(f M utiv) =—u

gy 3(f~"(u+iv)) = —u. Kovetkezésképpen, az f~! fiiggvény az (u,v) sik azon tartoma-
nyara képez, amelyre u < 0, amit bizonyitani kellett. O
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MEGOLDAS (10.1.14. FELADAT)
(a)

<

-1 .
f (Z)_1+i

Legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T). A feltétel miatt:

S(FHutiv)) > Oezérti’s(”l“,v) > 0.

+1

Mivel

F Nt iv) = MT—H—i(V—u) iy S(f utiv) =u—v.

Kovetkezésképpen, az f~! fiiggvény az (u,v) sik azon tartoményara képez, amelyre u <
v. Megjegyzés: Ugyanerre az eredményre jutunk, ha felhasznéljuk, hogy a komplex
szadmok korében a szorzds forgatva nyujtas.

(b)

o

@

Az (a) feladat megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).
A feltétel miatt:

R(F N utv)>06s0<3(fF Hutiv)) <2.
Mivel
Flu+iv)=v+i(l—u)
igy a feltételek miatt:

v>0,0<1—u<?2,
azaz
v>0, —l<u<l

Megjegyzés: Ugyanerre az eredményre jutunk, ha felhasznaljuk, hogy a komplex szamok
korében a szorzas forgatva nyujtés.

(©)

i) =0

—1

Az (a) feladat megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).
A feltétel miatt:

| u+iv)l <1
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Mivel
Y u+ivy=v—i(1+u)
igy a feltételek miatt:
(u+1)2+v?* < 1,
azaz a leképezés a (z: |z] < 1) korta ((u,v)(u+1)% +v? < 1) korre képezi.
Megjegyzés: Ugyanerre az eredményre jutunk, ha felhasznaljuk, hogy a komplex szamok
korében a szorzds forgatva nyujtas. O

MEGOLDAS (10.1.15. FELADAT)
(a)
)=
z
A fenti feladatok megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) €

f(T).

Mivel " .

—1 LN .

folutiv) = u? +12 luz-l—vz’

ezért a feltételek miatt:

u 2 \% 2 1%

4——-=0
(u2~|—v2) +(u2~|—vz) + u? 4?2
azaz igy kapjuk, hogy
1
V= _Z

Kovetkezésképpen az f(z) = % fiiggvény a feladatban szerepl kort az ((u,v): v = —7)
egyenesre képezi le.

(b)
==
z
A fenti feladatok megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) €

J(T).

Mivel " .
—1 LN .
f (M+W)_u2-|—v2_lu2+v2’
ezért a feltételek miatt:
u 2 \% 2 \%
6——-==7
(u2~|—v2) +(u2~|—vz) + u? 42

azaz igy kapjuk, hogy , )
Tu +7Tv"—6u—1=0.

Kovetkezésképpen az f(z) = % fiiggvény a feladatban szerepld kort az
((u,v): Tu* +7v? —6u—1=0)

korre képezi le.
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(c)
I
==
<

A fenti feladatok megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) €
F(T).

Mivel
v

1 N .
folutw) u?+v2 lu2+v2’

ezért a feltétel miatt:
% u

u2+v2 - I/t2—|—V2

azaz igy kapjuk, hogy
v = —6u.

Kovetkezésképpen az f(z) = % fiiggvény a feladatban szerepld kort az ((u,v): v = —6u)
egyenesre képezi le.

(d)

)=

1
Z

A fenti feladatok megolddsdhoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u +iv) €

F(T).

Mivel " v
—1 . .
u+tiv)= —1
F i) = i,
ezért a feltétel miatt:
v u 49
u? +v? u? 4?2

azaz igy kapjuk, hogy
—v=—u+2(u*+1?).

Kovetkezésképpen az f(z) = % fiiggvény a feladatban szerepl$ kort az

((u,v): 2u® +2v* —u+v = 0) korre képezi le. O

MEGOLDAS (10.1.16. FELADAT)

A fenti feladatok megolddsahoz hasonléan legyen (u,v) olyan elem, hogy (u+iv) € f(T).
Mivel
u ‘uz + V2 +v

1 LN _
f (u+lv)_u2+v2 T2

Y
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ezért a feltételek miatt: 5 s
u-+v-+v
>00< —7F——5—<1

2 42 2 412

azaz igy kapjuk, hogy
2, .2 . 2, .2
u>0, u"+v-+v <0, illetve u+v-+v+1>0.

Kovetkezésképpen az f(z) = % fliggvény a feladatban szerepld kort az a fenti egyenlStlen-

ségnek eleget tevo tartomanyra képezi. O
MEGOLDAS (10.1.17. FELADAT) Az el6z6 feldatok megoldasa alapjan. O
MEGOLDAS (10.1.18. FELADAT) Az el6z6 feldatok megoldasa alapjan. O

MEGOLDAS (10.1.19. FELADAT) Utmutatds: Meghatdrozunk 3 pont képét. Mivel tortline-
aris leképezés kort vagy korre vagy egyenesre képez, ezért elegendé megvizsgalnunk, hogy
ezek a képpontok mikor lesznek egy egyenesen. O

i

MEGOLDAS (10.1.20. FELADAT) Egyszertien megoldhatdk az el6z6 feladatok mintdjara. [l
MEGOLDAS (10.1.21. FELADAT) A bizonyitandé tulajdonsidgok egyszertien kovetkeznek a

. et — it el e
sing= —— illetve cosz= ——
21 2

azonossagokbol. O
MEGOLDAS (10.1.22. FELADAT) A bizonyitandé tulajdonsdgok egyszertien kovetkeznek a

. el —e % el e
sing = ——— illetve cosz = ——
2i 2

azonossagokbol. O

MEGOLDAS (10.1.23. FELADAT) Egyszertien kovetkeznek a megfeleld fiiggvények un.
addicids tételei alapjan. O
MEGOLDAS (10.1.24. FELADAT) Mivel az f(z) = zsinz fuggvény differencidlhat6 az egész
komplex sikon, ezért az integralja 0. Lathato, hogy a gérbe a z = 1 pontot tartalmazza, amely
a fiiggvény izolalt szingularitdsi pontja. A Cauchy-féle integrilkritériumot felhasznalva,

atalakitva az integrandust:
sing
2(z—2)

Y <

dz = —2zmisin1

igy a keresett integral értéke: —2misin 1 O

MEGOLDAS (10.1.25. FELADAT) Mivel a f(z) = zcosz fuggvény differencidlhaté az egész
komplex sikon, ezért az integrdlja 0. Lathatd, hogy a gérbe a z = 1 pontot tartalmazza, amely
a fiiggvény izoldlt szingularitasi pontja. A Cauchy-féle integralkritériumot felhaszndlva,

atalakitva az integrandust:
COSZ

/Mdz = —2micos1
Yy Z— 1

igy a keresett integral értéke: —2micos 1 O
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MEGOLDAS (10.1.26. FELADAT) Célszerlinek latszik az integrandust két részre bontani:
yg + %Zdz = /7/§dz+ yezzdz.
Az origé kozépponti egységsugart korvonal egy lehetséges paraméterezése:
z(t) = cost +isintt € [0,27]
igy z(t) = —sinr +icost, t € [0,27|, azaz
(cost —isint)(—isinz +icost) i

Z . .
- = — = —— = 1COS! + sInf,
Z Ccost +isint COSt +1sInt

azaz _
Sdz = (isint —cost)(2m) — (isint — cost)(0) = 0.
y<
A médsik integralra alkalmazhat6é a Cauchy-féle integriltétel. Az integrandusnak egyetlen
szinguldris pontja a z = 0. Igy
eZ

—dz = 2ine" = 2in

Y <
igy végeredményképpen kapjuk:

7z € .
-+ —dz=2in.
Y< Z O

MEGOLDAS (10.1.27. FELADAT)

(a) Lathatd, hogy a gorbe a z = 0 pontot tartalmazza, amely a fiiggvény izolalt szingularitasi
pontja. Igy az dltalanositott Cauchy-féle integrdlformula szerint (n = 1):

/ﬂ_zlzd 27132 (0) — 4
- = l = 1
y Z2 z+1

(b) Lathato, hogy a gorbe a z = 0 pontot tartalmazza, amely a fliggvény izolélt szingularitasi
pontja. Igy az dltalanositott Cauchy-féle integralformula szerint (n = 1):

cos2z

| .,cos2z., .
dz =2mi 0) = —mi.
= (250

MEGOLDAS (10.1.28. FELADAT)

(a) A reziduumtételt alkalmazzuk. Ehhez célszerlinek latszik kiszdmolni az f fiiggvény
zo = 0 pontbeli Laurent-sorat. (Tulajdonképpen elegendd lenne a Laurent-sor c_ egyiitt-
hat6jat kiszamitani.) Felhaszndlva a szinuszfiiggvény komplex 0-koriili hatvanysorat:

sing 1 Z

A TR

Igy lathaté, hogy az f fiiggvény zo = 0 pontbeli Laurent-sordnak c_; egyiitthatéja 1, azaz

I . .
= sinzdz = 2mi.
V&4
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(b) A reziduumtételt alkalmazzuk. Ehhez kiszdmoljuk az f fiiggvény zo = 0 pontbeli
Laurent-sorat. (Tulajdonképpen most is elegendd lenne a Laurent-sor c_; egyiitthat6jat
kiszdmitani.) Felhasznélva a koszinuszfiiggvény komplex 0-koriili hatvanysorat:

cosz 1 1
=

z 2 2!

Igy lathat6, hogy az f fiiggvény zo = 0 pontbeli Laurent-sordnak c_; egyiitthatéja 0, azaz

1
/ = sinzdz = 0.
r< O
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Jelolések, definiciok

Ebben a lefrdsban szokés szerint N := {0,1,2,...} a természetes szdmokat, N* a pozitiv
egészeket, mig R a valés szdmokat jeloli. A zart intervallumokat [a,b]-vel (a < b, a,b € R),
a nyiltakat (a,b)-vel jeloljikk. A komplex szimok halmazit C, a komplex képzetes egységet
pedig 1 (1> = —1) jeloli. Egy z = a+ b1 (a,b € R) komplex szdm valds részére a Re(z) = a,
mig képzetes részére az Im(z) = b jelolést fogjuk haszndlni.

Az exponencidlis- és az identitdsfiiggvény vdltozomentes jelolésekor a megszokott
exp(x) := e ésid(x) := x jeloléseket alkalmazzuk.

Az irodalomban szokdsos médon jeldlje

| 1, hate]0,+4e0),
1(t) '_{ 0, hate (—,0)

az egységugras- (angolul unitstep), mas néven Heaviside-fiiggvényt.
Egy g, : R — R fiiggvénysorozat n — oo esetén egyenletesen konvergdl egy g : R — R
fiiggvényhez a H C R halmazon, ha

sup|gn(x) —g(x)| =0 (n—o0).

xcH
Az egyenletes konvergencia tehat azt jelenti, hogy a g fiiggvényt a g, fiiggvénysorozat elemei
a H halmazon egyenletesen jol kozelitik. (Figyeljiik meg, hogy ez tobb anndl, mintha csak
azt kovetelnénk meg, hogy minden x € H esetén pontonként lim,_,. g,(x) = g(x) legyen:
a H := (0,1) vélasztas mellett a g,(x) := x" fiiggvénysorozat példdul minden x € H esetén
pontonként konvergal a g(x) := 0 fiiggvényhez, 4m a konvergencia sup,c g 1y gn(x) —g(x)| =
1 miatt nem egyenletes.)

Emlékeztetiink végiil arra, hogy egy g : R — R fiiggvénynek valamely x € R pontban

ugrdsa van, ha a g fiiggvény x-beli bal oldali hatarértéke, g(x—) 1étezik és véges, hasonldan,
az x-beli jobb oldali hatarértéke, g(x+) 1étezik és véges, de g(x—) # g(x+).
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12. fejezet

A Fourier-sorfejtés

A sorfejtések elmélete arra keresi a valaszt, hogy egy adott fiiggvényt hogyan lehet bizonyos
szempontbdl egyszerlibb fiiggvényekkel kozeliteni: a Taylor-sorok elméletében a kérdés
példaul az, hogy egy (elegend6en sokszor differencidlhatd) fiiggvény hogyan kozelithetd
polinomokkal, vagyis hogyan irhato fel a fliggvény megfelel6 x-hatvanyok 6sszegeként.

Fourier-sorfejtés esetén egy adott (nem feltétleniil folytonos, de) periodikus fiiggvényt
trigonometrikus fiiggvények segitségével szeretnénk kozeliteni: egy periodikus fiiggvényt a
»legegyszeriibb” periodikus fiiggvények Osszegeként felirni. Bebizonyithatd, hogy ezt a célt
teljes dltalanossdgban nem lehet megoldani, 4m ha a kiindulési periodikus fiiggvények osz-
talyat alkalmasan vélasztjuk meg, akkor ezek korében a Fourier-sorfejtés mar elvégezhetd.
Az 1d6k folyamén a Fourier-sorfejtés (illetve a sorfejtés kiilonféle altaldnositdsait tartalmazo
Fourier-analizis) az alkalmazott matematika rendkiviil hatékony mddszercsaladjava valt.

Az aldbbiakban el6szor definidljuk egy fiiggvény Fourier-sordnak fogalmat, majd meg-
vizsgaljuk, hogy milyen feltételek mellett konvergal a Fourier-sor az eredeti fiiggvényhez,
ezutan pedig a Fourier-sorfejtés legfontosabb geometriai tulajdonsdgaira mutatunk rd. A
fejezetet kidolgozott feladatok zarjak.

12.1. A Kklasszikus Fourier-sorfejtés és a pontonkénti konver-
gencia kérdése

Legyen p > 0 rogzitett szam és jelolje .# az olyan f : R — R mindeniitt értelmezett, véges
értékdi, 2 p-periédusi fiiggvények halmazat, amelyekre az [ o(f (x))2dx Lebesgue-integril is
véges értéki. (A Lebesgue-integralrdl itt csak annyit jegyziink meg, hogy a Riemann-integral
egyik lehetséges altalanositisa.) . elemeit a tovabbiakban megengedett fiiggvényeknek
fogjuk hivni.

Ismert, hogy

e a2p-periddust folytonos vagy szakaszonként folytonos fiiggvények,
e a 2p-periddusu szakaszonként monoton fiiggvények, vagy példiul

e a2p-periédusi és a [—p, p] intervallumon Riemann-integralhaté fiiggvények
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112 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

mindegyike . -beli: a megengedett fliggvények .# halmaza tehét elegendéen b6 ahhoz,
hogy az alkalmazdsokban el6fordulé valamennyi 2 p-periodikus fiiggvényt tartalmazza.

12.1.1. DEFINICIO (A FOURIER-SORFEJTES n-EDIK SZELETE) Valamely f € ./ fiigg-
vény, n € N1 és x € R esetén jelolje

yyﬂn(x) = @ + Z (akcos (kﬂ> + by sin (@))
2 S p p

az f fiiggvény Fourier-sorfejtésének n-edik szeletét (mds néven n-edik részletosszegét), ahol

k € N esetén . L
p
ag = —/ f(x)cos (E) dx
pPJ—p p

1 [P . [ knx
by := E/_pf(x) sin (7) dx.

Az imént definidlt a; és by szdmokat az f fliggvény Fourier-egyiitthatéinak nevezziik.
Figyeljikk meg, hogy az f fiiggvény és a trigonometrikus fiiggvények periodikus volta miatt
a Fourier-egyiitthat6k kiszdmitasakor az [” » integrdlok helyett tetszbleges, 2p-hosszisagu

intervallumon vett fo?ﬂp integrdlokat (@ € R) is haszndlhatunk, gyakran példdul a [0,2p]

intervallumon integralunk.

és

12.1.2. DEFINICIO (FOURIER-SORFEJTES) Az f fiiggvény Fourier-sorfejtésén az

F L ¢(x) = lim F L ,(x) = % + Z (akcos (?) + by sin (%))

n—o0 =1

osszeget értjiik, minden olyan x € R esetén, amelyre a limesz létezik és véges.

12.1.3. MEGJEGYZES Egyszeriien belathat6, hogy a fenti a; és by egyiitthatok definicidja
miért éppen a fenti formuldkkal tortént: ha az f fiiggvény trigonometrikus sor alakjaban

egyéltalan el6dllithatd, akkor a sor egyiitthatdi csak ay := % J?, f(x)cos <k%) dx és by =

1% JE, f(x)sin (l% dx lehetnek. Tegyiik fel ugyanis, hogy az f fiiggvény valamely A; és By,
valés szamokkal (k =0, 1,...) el64ll

- () ()

alakban. Ezt a feltételezett egyenlGséget valamely rogzitett ¢ € N mellett szorozzuk be
Lecos (%) -vel és integréljuk x-szerint —p-tdl p-ig. A bal oldalon nyilvan

p
1 [P lrx
l;/—pﬂX) cos (7) dx
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addodik. A jobb oldal kiszdmitidsahoz tegyiik fel, hogy a végtelen szummat szabad tagonként
integralni, valamint hasznéljuk fel a kozvetlen szdmoldssal igazolhat6

, ) | , 2, hak=/(=0
/cos(ﬂc)-—cos(ﬂ)dx: I, hak=(+#0
r p7r P 0, hak/(

és

P 1
/ sin (k—m) - —COSs (@) dx=0
-p p p V4

formulédkat. Ekkor a jobb oldalbdl a beszorzas és integralds utdn az ¢ = O esetben csak 2A,
mig az ¢ > 0 esetben csak A, marad. Ezzel belattuk, hogy a fenti két feltevés mellett Ay = “70
€s £ > 0 esetén Ay = ay.

Teljesen hasonléan érvelve (11) sin <%> -vel beszorzas és — p-tdl p-ig valé integralds utdn)

kapjuk, hogy ¢ > 0 esetén By = by. (Mivel sin(0) = 0, ezért a By és by egyiitthatok eleve
érdektelenek.) Itt csak azt kell még felhasznalni, hogy

. o 0, hak=/¢=0
/ sin(ﬂ)-—sin(ﬂ)dx: I, hak=(+#0
o NP AP 0, hak+L.

Ezzel megmutattuk, hogy az a; és b Fourier-egyiitthatok 1ényegében csak a 12.1.1. definici-
oban megadott médon nézhetnek ki.

12.1.4. MEGJEGYZES Tudjuk, hogy egy paros fiiggvény Taylor-sorfejtése csak paros ki-
tev6jl x-hatvanyokat tartalmaz, mig paratlan fiiggvény Taylor-sordban csak pératlan fok-
szamu x-hatvanyok taldlhatok. Analdg 4llitas igaz a Fourier-sorfejtésekre is: egyszertien
bizonyithat6 ugyanis, hogy ha az f fiiggvény 2p-szerint periodikus pdros fliggvény (vagyis
f(x) = f(—x) minden x-re), akkor az .. ; Fourier-sorfejtésben minden by (k = 1,2,...)
nulldval egyenld, vagyis a sorfejtés csak az a; egyiitthatokat és a koszinuszfiiggvényeket
tartalmazza. Hasonl6an, ha f pdratlan periodikus fiiggvény (vagyis f(x) = —f(x) minden
x-re), akkor minden a; (k =0, 1,2,...) nulla, és a sorfejtés csak a by egylitthatokkal stlyozott
szinuszfiiggvényekbdl 4ll.

A Taylor-sorfejtések elméletébdl ismert, hogy egy fiiggvény Taylor-sora bizonyos pon-
tokban divergalhat, illetve a Taylor-sor valamely x pontbeli konvergencidja nem feltétleniil
vonja maga utdn, hogy a Taylor-sor dsszege f(x) lenne.

Hasonl6 jelenséggel a Fourier-sorok elméletében is taldlkozhatunk: el6fordulhat, hogy
akdr végtelen sok olyan x € [—p, p] pont van, amelyre az f fiiggvény 7.7 ¢(x) Fourier-sora
divergens, s6t, ez még akkor is bekdvetkezhet, ha a fliggvény mindeniitt folytonos.

Masrészt, ha valamely x pontban a Fourier-sor konvergens, akkor sem biztos, hogy
F . 1(x) = f(x) lenne, azaz a Fourier-sor nem mindig dllitia el a fiiggvényt. A gyakorlati
alkalmazdsok szempontjabdl nagyon fontos annak eldontése, hogy az 7.7 f(x) = f(x)
egyenldség mely x pontokban igaz. Az aldbbiakban elégséges feltételeket fogalmazunk meg
arra vonatkozdan, hogy a Fourier-sor 0sszege az eredeti f fiiggvény legyen.
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12.1.5. TETEL Ha f € .#, tovdbbd
i.) f folytonos x-ben és F .7 r ,(x) konvergens (ha n — ), akkor F .7 r(x) = f(x).
ii.) f folytonos x-ben és ¥';°_o(|ax| + |bk|) konvergens, akkor F .7 ¢(x) = f(x).

iii.) f differencidlhato x-ben, akkor F .7 y(x) = f(x).

iv.) a[—p,p] intervallum feloszthato véges sok szakaszra, amelyekre lesziikitve f monoton
és a |—p,p| intervallumon f véges sok ugrdsi hely kivételével folytonos, akkor

tetszoleges x € R esetén F .7 r(x) = w

v.) f folytonos a [—p, p] intervallumon és Y ;> (|ax| + |bx|) konvergens, akkor az egész
szdmegyenesen n — oo esetén ./ ¢, egyenletesen konvergdl f-hez.

vi.) f kétszer folytonosan derivdlhaté a [—p, p] intervallumon, akkor az egész szdmegye-
nesen n — oo esetén . r , egyenletesen konvergdl f-hez.

Megjegyezziik, hogy a tétel valamennyi 4llitdsa érvényben marad akkor is, ha a [—p, p]
intervallumot tetszdleges masik, 2p-hosszisagu intervallummal helyettesitjiik.

12.2. Fourier-sorfejtés Hilbert-terekben

A Fourier-sorfejtés alapvetd tulajdonsagai koziil az aldbbi két allitast emeljiik ki.
12.2.1. TETEL (PARSEVAL-FORMULA) Ha f € ., akkor
2 &
a 1 [P
DiY @)= [
2 = -

— xzx.
> (f(x)7d

p

12.2.2. TETEL (A FOURIER-SORFEJTES MINIMUMTULAJDONSAGA) Ha f € .# ésn €
N rogzitett, akkor tetszoleges A, € R és i € R (k=0,1,...,n) szdmok esetén az

/_I; (f(x) —%—kil (lkcos <%) + Wy sin (%)))2@

integrdl értéke akkor a legkisebb, ha Ay = ay és W, = by a 12.1.1. definicioban megadott
Fourier-egyiitthatdk, vagyis a minimum értéke [ (f(x)=F L n (x))2 dx.

A fenti két tétel mondanivaldja rogton szemléletessé valik, ha az .# fiiggvényhalmazt
geometriai struktdraval ruhdzzuk fel: az .# halmaz Hilbert-térré tehetS. ElSkészitésképpen
1dézziik fel a kozonséges haromdimenzids euklideszi tér idevago tulajdonsagait.

Ha szokds szerint (a,b) jeloli két térvektor (a,b € R¥) skaldris szorzatdt, | a| az a vektor
hosszat, valamint ¢; (k = 1,2,3) a hdrom kanonikus bazisvektort (azaz ¢; = (1,0,0), ey =
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(0,1,0) és e3 = (0,0,1)), akkor tudjuk, hogy minden v = (v{,v2,v3) € R? esetén

o [v]2=(nv),
o v = (ver) (k=1,2,3), vagyis v =Y3_, (v,ex)es,

e a bazisvektorok egységnyi hossziisdgiiak és merGlegesek egymadsra, igy nyilvan (e, ey)
értéke 1, ha k = 7, egyébként a skaldris szorzat nulla,

e a Pitagorasz-tétel most |v|2 = Y3_, (v, ¢;)? alakban is felirhatd.

Tekintsiik tovdbba az e és e, vektorok altal generélt E, kétdimenzids alteret R3-ban, azaz
E; = {Aey + ey : A,u € R}. Felmeriil a kérdés, hogy valamely adott v € R? vektor esetén
melyik lesz az az E, altérbeli vektor, amelyik a legjobban kozeliti a v vektort, vagyis milyen
A € R és u € R vilasztds esetén lesz a |v — (Aey + pey)|? tavolsdgnégyzet a legkisebb? A
legjobban kozelitd E,-beli vektor nyilvdn nem mds, mint a v vektor E; sikra vett merdleges
vetiilete, ami tehdt a A = (v,e1) és u = (v,ey) vdlasztas esetén adédik.

Térjiink most vissza az .# fiiggvényhalmazhoz. Egyszeriien bizonyithatd, hogy az .#
halmaz a szokdsos fiiggvényOsszeadassal és szam-fliggvény szorzassal vektortér, igy A
elemeire gondolhatunk vektorokként is. (Az .# vektortér dimenzidja azonban végtelen.)
Belathatd, hogy adott f € .# és g € ./ tiiggvény esetén az

1 rp
)=, [ rs(a

képlet skaldris szorzdst értelmez .# -en, igy az .4 vektorteret euklideszi térré tettik: a
merdlegesség, a hossz, a tavolsag és a szog fogalma értelmezhetévé valik .4 -ben. Igazolhatd,
hogy ez a tér teljes is, ezért .# -re azt mondjuk, hogy Hilbert-tér.

Ha egy f € .# vektor hosszét ||f|| (olvasd: ,,f norma”) jeloli, akkor fenndll, hogy
(f. ) =|IfI> = [l) J?,(f(x))*dx. (A vektor hosszdt, mint nemnegativ szdmot most nem
jelolhetjiik az |f| szimb6lummal, mivel |f| szokds szerint azt a fiiggvényt jeloli, melynek
értéke minden x pontban |f(x)|.) Az .# vektortérben az

kT km
e1:=1/V2, ey :=cos (_x) , €41 = Ssin (_x)
p p

definiciéval (k = 1,2,...) egy bézist vezethetiink be, amely ortonormdlt, azaz (ej,e;) = 0, ha
k # ¢, mig (e, er) = 1 (lasd a fenti 12.1.3. megjegyzést is). Figyeljik meg, hogy k= 1,2,...
esetén (f,ex) = ay és (f,exs1) = by, valamint (f,e) = ag//2. Ebbdl az kovetkezik, hogy
egy f € . figgvény (ap,ay,by,an,by,...) Fourier-egyiitthatdi éppen az f vektor koordindtdi
az {ex}y_, bdzisban (ap esetében egy szamszorz6tdl eltekintve). Az is ldthatd, hogy a
Fourier-sorfejtés n-edik szelete (n € NT)

FSL pn={fe1)e1+ )Y, <<f762k> e+ <f782k+1>32k+1)
=1

alakban irhat6 fel. A béazisvektorok ortogonalitdsit haszndlva egyszerli megfontolasokkal azt
kapjuk, hogy

o)

AP =Y (f.e).

k=1
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Ez a képlet vilagosan mutatja, hogy a 12.2.1. tételbeli Parseval-formula nem mds, mint
Pitagorasz tétele az .# Hilbert-térben.

Végiil a 12.2.2. tételbeli minimumtulajdonsag geometriai szemléltetéséhez rogzitett f €
A ésn € NT esetén tekintsiik az {ey,ez,...,e,e,+1 + bzisvektorok altal kifeszitett (2n +
1)-dimenzids Ep,+1 C . alteret. Ha Ey, 1 1-et az

Exnp1 ={(Mo/V2)e1+ Y (Aeok + preri1) + Atk € R,k=0,1,...,n}
k=1

alakban irjuk fel, akkor azt 1atjuk, hogy a 12.2.2. tételbeli integral az f vektor és az Ey, 1 altér
tavolsagét (pontosabban tavolsdgnégyzetének p-szeresét) méri. A tétel megallapitja, hogy az
Osszes lehetséges Ey,1-beli g vektor koziil éppen a g = F /¢, € Ep,y vilasztds esetén
lesz az || f — g||? tavolsagnégyzet minimalis. Ez més szavakkal azt jelenti, hogy az f vektor
Eny1 altérre esd merdleges vetiilete az F .y , vektor.

12.3. Néhany konkrét fiiggvény Fourier-sorfejtése

Az aldbbi kidolgozott feladatok mindegyikében a sorbafejtendd f fiiggvényt csak egy [
intervallumon adjuk meg képlettel, f periodikus kiterjesztését I-r6l a teljes szdmegyenesre
kiilon nem irjuk fel az egyes esetekben. (Az el6zd jelolésekkel tehat az I alapintervallum
hossza 2p, és a tovabbiakban mindig gy értjiik, hogy az f fiiggvény 2p-periodikus, azaz
f(x+2p) = f(x), tetszSleges x € R esetén.) A megolddsok utdni megjegyzésekben példakat
mutatunk arra, hogy néhdny egyszer(i, nevezetes sor 0sszegét hogyan hatarozhatjuk meg
alkalmas fiiggvények Fourier-sorfejtésébdl.

12.3.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [—x,x). Irjuk fel az

. X, ha x € [Oyﬂ:)?
fx) = { x+2m, haxe[-n,0)

fiiggvény Fourier-sordt és dllapitsuk meg, elddllitja-e a sor az f fiiggvényt.

MEGOLDAS Nyilvdn most p = & és az a; Fourier-egyiitthatokat az % J7 . f(x)cos (kx) dx
integralok adjak meg. Az f fliggvény esetszétvalasztassal van megadva, ezért az integralokat
is két részre bontva kellene kiszamolni. Az esetszétvalasztds azonban most elkeriilhetd és a
szamitdsok némileg lerdvidithetdk, ha megfigyeljiik, hogy a feladatbeli fiiggvényt a [0,27)
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alapintervallumon egyszer(ien az f(x) = x képlettel értelmezhetjiik (lasd a 12.1.1. definicid
utdni megjegyzést is). Ha k = 0, akkor az el6bbi észrevétel alapjan tehat ag = % ()andx =

11x%/2] (2)7: = 27. Ha k > 0, akkor parcidlisan integrdlva

e 1 [ sin(kx)]** 1 2% sin(k
ak:—/ xcos (kx)dx = — XM ——/ l‘sm( x)dx:
7 Jo T kK 1o mJo k

l(zﬂ.M_())_l{Mr”:O,

n k n k> 0

hiszen tetszSleges k egész szam esetén sin(27k) = 0 és cos(2nmk) = cos(0) = 1.
Nyilvan by = 0. (Ez egyébként mindig igaz.) A tobbi by (k = 1,2,...) egyiitthaté
kiszamitasahoz integraljunk ismét parcidlisan:

1 2« 17 — 2n 1 27 _
by = _/ xsin (kx) dx = — [XM] __/ 1. cos(kx) dx —
T Jo T k o TJo k

1 2n.—cos(27rk)_0 1 [—sin(kx) 2”: 2’
n k n k], k

felhaszndlva ismét, hogy k € N esetén cos(2mk) = 1 és sin(2wk) = 0.
Sikertilt f Fourier-sorat meghatdroznunk, azt kaptuk tehat, hogy

750 = a2y S0k
k=1

k

(Figyeljiink arra, hogy az ag egyiitthatét 2-vel el kellett osztani.) Térjiink most rd a
konvergencia kérdésére. Az eddigiekbdl kozvetleniil nem ldthatd, hogy az imént felirt
végtelen sor mely x € I pontokban konvergens, €s ahol konvergens, mi a sor dsszege. Hivjuk
segitségiil a 12.1.5. tételt. Mivel f szakaszonként folytonos fiiggvény, ezért f megengedett
fiiggvény, azaz f € .#. De f monoton is a [0,27) intervallumon, ezért a 12.1.5. tétel
iv.) pontja szerint .#.% (x) = w Mivel f folytonos [0,27) belsejében, vagyis a
(0,27) nyilt intervallumon, ezért ezekben a pontokban nyilvan f(x—) = f(x+) = f(x), azaz
w = f(x). Ha viszont x = 0, akkor f(0—) =2z, f(0+) = 0, vagyis w =
7. Az eddigieket 0sszefoglalva, f Fourier-sora az aldbbi fiiggvényt dllitja elo:

o sin(kx) [ x, haxe (0,27),
”_2,;1 X _{n, ha x = 0. -

12.3.2. MEGJIEGYZES AT—2Y5, Sm,(ckx) sor konvergencidjdt és 6sszegfiiggvényéta 12.1.5.
tétel i.) pontja alapjan nyilvdn nem tudjuk eldonteni, illetve meghatdrozni. Nem segit a
ii.) ésv.) pont sem, hiszen Y (lax| + |bk|) = 2w+ X7 2 = co. A vi.) pont azért nem
alkalmazhatd, mert f nem derivalhat6 a 0-ban (hiszen ott még csak nem is folytonos). Viszont
f derivélhat6 a (0,27) intervallumon (hiszen linedris), ezért itt iii.) alapjan .# ./ r(x) = f(x),
hax € (0,2m). (A iii.) pont nem alkalmazhat6 x = 0-ban, dm itt a sor konvergencidja és a sor
Osszege kozvetleniil megéllapithato.)
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12.3.3. MEGJEGYZES A 12.3.1. kidolgozott feladat eredményének felhaszndldsdval konnyen
kiszdmithatjuk példaul a

sin(1) = sin(2) = sin(3) = sin(4)
R R s

sor Osszegét, hiszen ez a végtelen 0sszeg nem mds, mint a };” ; % sor értéke az x = 1

helyen. A 12.3.1. feladatban ldttuk, hogy ha x € (0,27), akkor 7 — 2y | 2k — . Fpbgl
egyszer( dtrendezéssel kapjuk, hogy Y7o, % ==Ll AxYy, Smk(k) sor konvergenciajat
egyébként nem tudjuk megdllapitani sem a hdnyados-, sem a gyok-, sem a Leibniz-kritérium
segitségével. Az un. Dirichlet-kritérium viszont alkalmazhatd, és azt mutatja, hogy a sor
konvergens. A sor 0sszegét persze egyik konvergenciakritérium sem adja meg.)

12.3.4. MEGJEGYZES A 12.3.1. kidolgozott feladat segitségével az

11 111
T3ts—stg Tt

3+5 7 9 11

sor Osszege szintén egyszerien meghatarozhat6. A Leibniz-kritérium alapjan vilagos, hogy
Y .
a szoban forgd Y ;° % sor konvergens (de nem abszolut konvergens). Lathatjuk, hogy

a 12.3.1. feladatban most az x = /2 helyettesités a célravezetd, hiszen w =1,hak
sin(km/2)
k

olyan pdratlan szdm, amely 4-gyel maradékosan osztva 1-et ad maradékul, tovabba
—1, ha k olyan pdratlan szdm, amely 4-gyel maradékosan osztva 3-at ad maradékul, mig

(=D*

w =0, ha k paros szam. Emiatt }\° o 57 = Y Sin(lzr/ 2 Mivel 2 €(0,27), ezért
: k
a 12.3.1. feladat szerint 7 — 237>, w = Z.vagyis Y1 (2;—21 =z
12.3.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I =[x, x). Irjuk fel az
f ox+1, ha x € [0, 1),
i) = { x+2x+1, haxe[-n,0)

fiiggvény Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.

MEGOLDAS Vegyiik észre, hogy ez a fiiggvény nem mds, mint a 12.3.1. feladatbeli fiiggvény
1-gyel felfelé eltolva. Jeloljik a 12.3.1. feladatbeli fiiggvényt f-mal, Fourier-egyiitthat6it
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pedig ay, Ek—mal (k=0,1,...). Ekkor f = f+ 1. Ebbdl a Fourier-egyiitthatok definicidja
alapjan egyszertien lathatjuk, hogy ao/2 = ap/2+ 1, ay = a (k=1,2,...) és by = by (k =

2,...), vagyis .S ¢(x) = F S f(x) + 1. Ez a tulajdonsdg dltaldnosabban is igaz: ha ¢
tetszSleges valds konstans, akkor . 7.7 r . (x) = F .7 ¢(x) +c. O

12.3.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [0,21). Fejtsiik Fourier-sorba az

[ x hax € [0,r],
f(x) ‘—{ 2m—x, hax e |m,2m)

fiiggvényt és dllapitsuk meg, hol dllitja eld a sor f-et.

T

(5 2|7r

MEGOLDAS Az f fiiggvény pdaros, ezért minden b, egyiitthaté zérus. A kidolgozott
feladatban p = . Mivel f esetszétvdlasztassal van megadva, igy az integrdlokat is két részre

bontjuk:
1 r2= 1 (7 1 r2=
ap = ;/0 fx)dx = %/0 xdx—l—E/7r (2w —x)dx = g—I—g =,
tovabba k € N esetén

1 21T 1 T 1 21
ay = — / f(x)cos (kx)dx = — / xcos (kx)dx+ — (27 — x) cos (kx)dx =
T Jo T Jo Tz

cos(k sin(kx) 1"
() wointi] "
k ko,

1
= (parcidlisan integralva) = p [

= (felhasznélva, hogy sin(¢7) =0

1 [ —cos(kx) n 2msin(kx)  xsin(kx) 2n
T k2 k k

T
1 cos(km) —1—1+cos(k7)

k? '
tehat a k =2m és k =

és cos(2¢m) = 1, tetszSleges ¢ egész szam esetén) =

Ez utébbi kifejezés paros k esetén 0, pdratlan k esetén pedig —
2m+ 1 (m € N) eseteket kettébontva azt nyerjiik, hogy

el

s((2m—+1)x)

4 [ee]
TS ( - =
T Z;’ 2m+1)

N|>~I

A 12.1.5. tétel iv.) pontja szerint f imént felirt Fourier-sora minden x € [0,27) pontban
konvergens és elGdllitja a fuggvényt, vagyis .7 .7 r(x) = f(x). O
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12.3.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [0,2x). Irjuk fel az

|1, haxel0,m),
fx) '_{ —1, haxé€ [r,27)

fiiggvény Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.

MEGOLDAS Az f fiiggvény a (—m, )\ {0} intervallumon pératlan, ezért Fourier-sordban
minden a; = 0. (A paritasvizsgélatkor f periodikussidga miatt az I intervallumot nyilvan
eltolhatjuk, illetve véges sok pontjatdl eltekinthetiink, hiszen egy filiggvény integrdlja nem
véaltozik meg, ha az integrdldsi intervallumbdl véges sok pontot kihagyunk.) Tetszbleges
k € N esetén

21 1 T 1 2=
b=~ [ F(x)sin(kx)dx = — / sin (kx) dx + — / _ sin (kx) dx =
T Jo T Jo TJn

e

Ebbdl az alakbdl lathatjuk, hogy paros k esetén by = 0, mig pératlan k esetén by = %{, igy

o 4 & sin((2m+1)x)

F L y(x) = ”m;o 2 i 1)

A 12.1.5. tétel iv.) pontja szerint f Fourier-sora minden x € [0,27) pontban konvergens
és f folytonossdgi pontjaiban elGdllitja a fiiggvényt, vagyis ha x € (0,7) U (7,27), akkor
F 7 t(x) = f(x), mig a szakaddsi pontokban, vagyis ha x = 0 vagy x = &, akkor .. ¢(x) =
0. O
12.3.8. MEGJEGYZES Ezen az egyszert példan jol szemléltethets az tn. Gibbs—Wilbraham-
jelenség. Eleinte — az 1800-as évek mésodik felében, amikor a Fourier-sorok konvergencia-
kérdései még szamos ponton tisztdzatlanok voltak — tévesen azt gondoltdk, hogy az .. ¢,
Fourier-részletosszegek egyenletesen konvergdlnak az f fiiggvényhez annak folytonossigi
pontjaiban, vagyis az n-edik részletosszeg és a fiiggvény legnagyobb eltérése pl. a (0,7)
intervallumon 0-hoz tart, ha n — oo. Noha numerikus szamitdsaik nagyon pontosak voltak,
meglepetésiikre mégis azt tapasztaltdk, hogy a (0,7) intervallumon elkovetett maximalis
hiba, sup,¢ (o z) [-#-7 .n(x) — f(x)| nem tart 0-hoz n — oo esetén, pedig minden rogzitett x €
(0,7) esetén .# .7 7 ,(x) = f(x), han — co. Grafikusan ez a jelenség tgy nyilvanul meg, hogy
az F .y, figgvény pl. az x = 0 ponttdl jobbra legkdzelebb es6 lokdlis maximumhelyén
felvett értéke nem tart 1-hez, amint n — c. Masképp fogalmazva, a szakad4si hely kozelében
a Fourier-részletosszegek ,,talhulldimoznak™ az f fiiggvényen és ezek az oszcillaciok nem
halnak el n — o esetén sem.
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1 1 V N
" \/\/\A/\/J "
i &l
(a) Az els6 hat nemnulla tag 6sszege (b) Az els6 huszonhat nemnulla tag dsszege

A numerikus szdmitdsok azt mutatjdk, hogy ebben a példdban az .7 .7 f , részletosszeg
maximélis eltérése az f fiiggvénytdl a (0,7) intervallumon egy konstanshoz, kb. 0, 17898-
hoz tart, amint n — oo. Gibbs bebizonyitotta, hogy a példiankban a legnagyobb tullengés
értéke

2 [7sin(t
lim sup |F.7f,(x)—f(x)]= —/ mdt—l =0,17897974 ...
0

n% ve(0,7) T 4

Megjegyezziik, hogy a Gibbs-jelenség altalanos: minden, szakaszonként folytonosan
derivalhat6 fiiggvény ugrasi helyének kozelében hasonld oszcillaciot tapasztalunk, vagyis
a Fourier-sor konvergencidja ezekben az esetekben sosem egyenletes.

12.3.9. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [—m, ). Irjuk fel az f(x) := x* fiiggvény
Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.

MEGOLDAS Az f fuggvény paros, ezért by = 0 (k € N), tovabba nyilvan ag = %ffnxzdx =

2%. A tobbi a; egyiitthat6t kétszeres parcidlis integralassal szamitjuk ki:

1 (7 1 in(kx)]™ 1 (7 _ sin(k
ay = —/ x% cos (kx) dx = — {ﬁ.M} ——/ 2xsm( x)dx:
TJ)-n T k | . ®)-=z k

bo-o & ([l )
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2 ,r 2 [sin(kx)]” 2 B
2 [xcos(kx)|Z . — 2 { . }_n 2 [xcos(kx))* . —0 =
4cos(k 4.(—1)k
2 (meos(km) + weos(—km)) = CO;§ 7) = (k2 ) :
Azt kaptuk tehdt, hogy
FL(x) = % g cos(kx),

tovabba a 12.1.5. tétel iv.) pontja szerint f Fourier-sora minden x € [—7m,7) pontban
konvergens és .7 . ¢(x) = f(x). O

12.3.10. MEGIEGYZES Mivel Y (ax| +|bx|) = 27”2 +4yY 7, kiz és ismert, hogy ez utGbbi
sor konvergens, ezért (figyelembe véve f folytonossdgat is) a 12.1.5. tétel v.) pontja szerint
f Fourier-sora az egész szdmegyenesen egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez: ebben a
feladatban tehat nem 1€p fel a Gibbs-jelenség.

12.3.11. MEGJEGYZES Az

1 1 1 1 1 1
Pt gty et
sor Osszegét a feladatbeli fiiggvény Fourier-sorfejtésével ki tudjuk szdmitani, csupdn az
x = 0 pontban kell azt kiértékelni. Mivel igazoltuk, hogy minden x € [—m, ) esetén
k
F S 1(x) = f(x), ezért specidlisan . 7.7 ;(0) = f(0), Vagyis %2 +4):2° ] (_ki) =07 is igaz.
)k 1

—— Osszeg ——Vel egyenld.

Ebbdl dtrendezéssel azt nyerjiik, hogy a kérdéses } ;" ]

12.3.12. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [0,%). [Irjuk fel az f(x) := x(w — x)
fiiggvény Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.

T +

MEGOLDAS Az f fliggvény péros, tehdt b = 0 (k € N). Most p = 7, ezért

2 [T 2 [ 31" #?
== de=2 |2 _ X &
@0 n/o X7 —x)dx = n{z 310 3’

tovabba k > 1 esetén

T
ax = / x(7 — x) cos(2kx)dx = (két parciélis integrdlds elvégzése utdn) =
0
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cos(2kx) xcos(2kx)  sin(2kx) = xsin(2kx) x2sin(2kx)]"

2k2 k% 2k k km 0
cos(2km) mcos(2km) cos(0) 1
2Kk? k21 2k k%

amibdl azt kapjuk, hogy

A 12.1.5. tétel iv.) pontja szerint f Fourier-sora minden x € I esetén konvergens és
FSLr(x) = flx). O
12.3.13. MEGIEGYZES Az

1 1 1 1 1 1

ettt tatet

sor dsszegének meghatdrozasahoz értékeljiik ki a feladatban nyert 7.7 r(x) = f(x) egyenld-
séget x = 0-ban, ekkor

y |
(g[y = — — _— =
s LE 0
s igy megkaptuk a nevezetes ) ;° k% = % Osszefliggést.

12.3.14. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [0,27). [rjuk fel az

| x(m—x), ha x € (0,7),
flx):= { (r—x)(2x —x), haxé€ [rm,2m)

fiiggvény Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.

T +

/

/\
0 vmr\/

MEGOLDAS Az f fuggvény pdratlan, igy a; =0 (k € N), tovdabba k > 1 esetén az integralokat
az esetszétvilasztisnak megfelelden két részre bontva és a részeket kétszer parcidlisan
integralva az alabbi Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

o /0 () sin (for) dx =

T
1 T ) 1 21 .
E/o x(yt—x)sm(kx)dx—i—;/7r (m—x) (27 — x) sin (kx) dx =
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~ 2cos(kx)  xcos(kx) n x? cos (kx) N sin(kx) ~ 2xsin(kx) g
k3w k km k> kKr o |,

2cos(kx)  2mcos(kx) n 3xcos(kx) x? cos (kx) _ 3sin(kx) n 2xsin(kx) 2 B
KB k k km k> I
_ 2cos(km)  mcos(km) n n? cos(km) N 2cos(0)
k3w k km k3w
<200$(2k7r) 2mcos(2km) n 61 cos(2km) (27)?cos(2km)  2cos(km)

BT k k km Bz

2ncos(km)  3mcos(km) N n? cos(kn)) _ 4(1 —cos(km))
k3 ’

k k km

vagyis ha k € N péros, akkor b, = 0, ha viszont k paratlan, akkor b, = ig Meghatéaroztuk

tehat f Fourier-sorfejtését:

8i' 2m—i—1))
T~ (2m+1)3

ami—a 12.1.5. tétel pl. iv.) pontja szerint — elGéllitja f-et az I intervallumon, azaz % . r(x) =
f(). O
12.3.15. MEGIEGYZES Az

1 1 1 1 1 1

LI S L I
B BTy pATe s

sor Osszegének kiszdmitdsdhoz felhaszndlhatjuk a most bebizonyitott .. ¢ (x) = f(x)
egyenlséget. Ezt az x = % helyen felirva a

% i in((2m+1)7/2) _g(ﬂ_ 72r)

(2m+1)3 2

osszefiiggést kapjuk. Atrendezéssel lathatjuk, hogy

= sin((2m+1)w/2) 7
mzo em+13 32

Am m € N esetén sin((2m + 1)1/2) = (—1)™, tehét a bal oldali sor épp a kiszdmitandé
kifejezéssel azonos.

12.3.16. MEGIEGYZES Bebizonyithatd, hogy az (%) (%) (%)3 + (%)3 + (%)3 +
(L)’ +...=1,05179...vagyaz (1)* + (1) + (1)’ + (1) + (1)’ +... = 1,20205 ... sorok
il

Osszege nem adhato meg a fentiekhez hasonld, egyszerii képlettel.

12.3.17. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = (0,1]. [rjuk fel az f(x) := % fiiggvény
Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.
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)

MEGOLDAS Mivel az fol (f(x))*dx= fol édx integral divergens, ezért f nem megengedett
fiiggvény, tehat f Fourier-sorat nem értelmezziik. O

12.3.18. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [0,1). [Irjuk fel az f(x) := \/x fiiggvény
Fourier-sordt és dllapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.

1

MEGOLDAS Most p = 5 és nyilvan ag = 5 [ \/xdx =2 [%x3/2]; = 3. A tobbi ay és by, (k=
1,2,...) Fourier-egyiitthat kiszdmitdsakor azonban olyan integrdlok 1épnek fel, amelyeket
elemi képlettel (tehat pl. az alapmiiveletekkel, a hatvany-, a trigonometrikus- és exponencialis
fiiggvények, valamint ezek inverzeinek véges sokszori alkalmazdsaval) nem tudunk kifejezni:
az [ \/xcos(2mkx)dx, illetve [ +/xsin(2mkx)dx alakd primitiv fiiggvényeket az Gn. Fresnel-
integrdlokkal lehet felirni. A Fourier-egyiitthatékat most tehat csak numerikusan tudjuk
kiszdmitani, a megfeleld integrilkozelit6-osszegek segitségével. Az elsé néhany egyiitthatéra
azt kapjuk, hogy a; ~ —0,0546563, a; ~ —0,0218309, a3 ~ —0.012506, b; ~ —0.240602,
by, ~ —0,131267, b3 ~ —0,0908625. Mindenesetre a 12.1.5. tétel iv.) pontja alapjan a
Fourier-sor 0sszegfiiggvénye x € (0,1) esetén megegyezik f(x)-szel, mig 7.7 ¢(0) = % O

12.3.19. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen I = [0,27). Mutassuk meg, hogy az

flx):= { (;’ln (2Sin (%)), ZZii%O,Zn),

fiiggvény Fourier-sora Y ;. Cosl(ckx). Allapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fiiggvényt.
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(5 2ljt

MEGOLDAS (1. MEGOLDAS) Mivel f nem korlatos, az sem nyilvdnvald, hogy f egyaltalan
megengedett fiiggvény-e. Lathat6 viszont, hogy f az intervallum végpontjaitdl eltekintve
folytonos, igy az f € ./ relaci6 igazoldsdhoz elegend6 megmutatni, hogy az fozn( f(x))?dx
integral véges. Az integrandus szimmetridja miatt f; 27 (f(x))2dx =2 JoF(f(x))?dx. Mivel

€ [1,7] esetén 2sin (%) két rogzitett pozmv szdm (sin(1/2) és 1) kozott fekszik, az

integral végességéhez elegendd beldtni, hogy fo In?(2sin(x/2))dx véges. Hasznaljuk most
fel, hogy a (0,1] intervallumon az In’ fiiggvény monoton fogyd, és x € [0,1] esetén
sin(x/2) > 7, igy 0 < fol In?(2sin(x/2))dx < fol In? (2") dx. Parcidlis integralasok utin
azt nyerjiik, hogy [In? (2x) dx = 2x — 2xIn (Zx) + xIn? (Zx). Az fol In? (2—;) dx improprius
integrdl végességének igazoldsdhoz csak azt kell figyelembe venniink, hogy a L'Hospital-
szabdly értelmében a primitiv fliggvény jobboldali hatarértéke a 0-ban 0, azaz véges. Ezzel
megmutattuk, hogy a feladatbeli f fiiggvény megengedett fiiggvény.
Ezek utan probédljuk meg kiszamitani f Fourier-egyiitthatéit. Mar az

ag = —%/Omln <2s1n <2>)dx

egyiitthatd kiszdmitdsakor problémaba iitkoziink: az integrandus ugyanis (az 12.3.18. kidol-
gozott feladathoz hasonléan) ismét nem elemi fiiggvény, a primitiv fiiggvény nem adhaté
meg egyszer( zart alakban. A primitiv fliggvény kiszamitasa nélkiil azonban trigonometrikus
és logaritmikus azonossdgok, valamint helyettesitéses integrélds segitségével bebizonyithato,
hogy ap = 0. A tobbi a; (k= 1,2,...) egyiitthat6 kiszamitdsakor fellépS primitiv fiiggvény
elemi fliggvény ugyan, azonban dltaldnos k esetén nehéz 6ket konkrét alakban felirni. A
komplex exponencidlis fiiggvény és parcidlis integrdlds felhasznédldsdval némi szdmolds utdn
megmutathat6, hogy k = 1,2,... esetén a; = % (Az érdekl6dd Olvasénak javasoljuk, hogy
probalja meg kiszdmitani az ay egyiitthatokat.) Mivel f paros fiiggvény, minden by egyiitthato
nyilvéan 0. Ezzel igazoltuk, hogy f Fourier-sora ¥, Coslgkx)

A 12.1.5. tétel iii.) pontja szerint x € (0,27) esetén . 7.7 r(x) = f(x), az pedig kézvetleniil

ldtszik, hogy a Fourier-sor x = 0-ban divergens, hiszen .Z.%7,,(0) = ¥4_, <% _ o ha
n— oo, O
MEGOLDAS (2. MEGOLDAS) Kozelitsilk most meg forditva a feladatot és prébaljuk meg
P oo cos(kx) .. A . . <t o .
eldszor a )7 | —— sor Osszegét meghatdrozni. A komplex exponencidlis fiiggvényre

vonatkozé j6l ismert Euler-formula szerint x € R esetén e = cos(x) + zsin(x). Ebbdl azt

kapjuk, hogy Y;° , cos( kx) nem mds, mint a ;> ;
pontokban, ahol ez utobb1 sor konvergens.

tkx . 2 z .
- Osszeg val6s része, mindazon x € R
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A konvergenciahalmaz meghatarozdsahoz tekintsiik a komplex logaritmus Taylor-sorfej-

k—1
tését: az analizisb6l ismert, hogy tetsz6leges |z| <1 (z€ C)eseténIn(1+z) =Y, %zk :
(Itt In természetesen a komplex logaritmusnak azt az dgdt jeloli, amelyre In(1) =0.) Az Abel-
tétel segitségével megmutathatd, hogy az imént felirt sor minden |z| < 1, de z # —1 esetén
is konvergens és 6sszege szintén In(1 + z). Ebbdl azt nyerjiik, hogy |z| < 1 és z # 1 esetén
Zle% = —In(1 — z), vagyis (a z = e helyettesitéssel) tetszSleges x # 0 (x € R) esetén

Y 48 = —In(1—e).

Hasznéljuk most fel, hogy a komplex logaritmus valds része az argumentum abszolut
értékének valds logaritmusa. Itt |1 —e”| = 24/sin*(x/2). Ha x € (0,2x), akkor tehat
|1 —e™| = 2sin(x/2), vagyis —In(1 — ) valds része —In(2sin(x/2)).

Ezzel beldttuk, hogy x € (0,27) esetén ¥, <*0) — _1n(2sin(x/2)). (Ha x = 0, akkor
nyilvan mindkét oldal +e0.) Mds szavakkal, x € (0,27) esetén az f figgvény a Y, Coslgkx)
sor Osszegeként 4ll eld.

Utols6 1épésként mar csak azt kell tisztdznunk, hogy a Y7, % Osszeg az [ fligg-

vény Fourier-sorfejtése-e. Az /. megolddsban lattuk, hogy f megengedett fiiggvény, tudjuk
tovabba, hogy a parossidg miatt minden b egyiitthat6 0. Elegendd tehat azt megmutatni, hogy
ag=0ésk=1,2,...esetén q; = %

Ismét a 12.1.5. tétel iii.) pontjdra hivatkozva lathatjuk, hogy f-et a (0,2x) intervallumon
eldallitja Fourier-sora, vagyis a 12.1.1. definicidja édltal meghatdrozott a; (k € N) egyiittha-
tokkal x € (0,27) esetén

a0

flx)= 5 + y agcos(kx).
k=1

Am az elbb lattuk, hogy ha x € (0,27), akkor

Py = i COS]EkX)-
k=1

Atrendezve ezeket megdllapithatjuk, hogy x € (0,27) esetén

0 v

> + k;l crcos(kx) =0,

aholcp =apésk=1,2,... esetén ¢y = a; — % A trigonometrikus sorok 0sszegfiiggvényének
egyértelmiiségére vonatkoz6 Cantor-tétel szerint azonban ha egy tetszdleges ci,d;r € R
egyiitthatokkal felirt 3 + Y77 | (cxcos(kx) 4 disin(kx)) alaki trigonometrikus sor Gsszege
véges sok x € [0,2x] kivételével 0, akkor minden ¢y, és dj, egyiitthaté kiilon-kiilon is 0. Mivel
esetiinkben csak két kivételes x pont (t.i. az intervallum két végpontja) van, ezért a Cantor-

tétel értelmében valéban ag = 0 és ax = 1 (k=1,2,...). O
12.3.20. MEGJIEGYZES Az 12.3.1. kidolgozott feladat utdni 2. megjegyzésben lattuk, hogy
Yo % = ”T_l Most (tobbek kozott) meghataroztuk, hogy Y | % =—1In (2 sin (%))
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12.4. Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel

Az alabbi néhany gyakorlofeladat részletes megoldasit nem kozoljiik, csak a végeredménye-
ket adjuk meg.

12.4.1. FELADAT Legyen I = [—7,m). Irjuk fel az f(x) := x fiiggvény Fourier-sorat és
allapitsuk meg, hol dllitja el6 a sor az f fliggvényt.

L

1
1
i
i
1
1
1

T

/

VEGEREDMENY Ha x € I, akkor

_ 0o (_l)k—l '
FSpx)=2Y, . sin(kx).
k=1

A Fourier-sor a teljes / intervallumon konvergens. Ha x € (—x, ), akkor .#.7 (x) = f(x),
mig ha x = —m, akkor ?5@(—%)202%#]‘(—%). O
12.4.2. FELADAT Legyen I = [—%,37”) Irjuk fel az

fliggvény Fourier-sorat és dllapitsuk meg, hol 4llitja el6 a sor az f fiiggvényt.

+ 7

—7/2 3m/2

VEGEREDMENY Ha x € I, akkor

4 (—1)k!
vagyis a Fourier-sor a teljes / intervallumon konvergens és el6dllitja az f fiiggvényt. O

12.4.3. FELADAT Legyen I = [0,2). Irjuk fel az

(1, haxe[o,1),
f(x)'_{ —1, haxell,2)

fliggvény Fourier-sorat és allapitsuk meg, hol allitja el6 a sor az f fliggvényt.
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R

VEGEREDMENY Most p = 1. Ha x € I, akkor

n((2k — 1)7x)

; (2k—1)

A Fourier-sor az [ intervallumon konvergens és ha x € I, de x # 0 vagy x # 1, akkor

F.S 1(x) = f(x). Hax=0vagy x = 1, akkor Z. ;(0) = F.7 (1) = 0 = LOIH/OH) _
1-)+f(1

TSI 2 £(0) = £(1). :

12.4.4. FELADAT Legyen I = [0, 7). Irjuk fel az f(x) := cos(x) fiiggvény Fourier-sorét és

allapitsuk meg, hol allitja el6 a sor az f fiiggvényt.

1

\0

VEGEREDMENY Most p = Z. Ha x € I, akkor

_4 i 2k sin(2kx)
T k=) (2k+1)

A Fourier-sor az I intervallumon konvergens és ha x € (0,7), akkor .#.%;(x) = f(x). Ha
x:0,akkorﬁ5ﬂf(0):f()¢ 0# £(0). =
12.4.5. FELADAT Legyen I = [0,27). Irjuk fel az

[ sin(x), haxe|0,m),
o) = { 0, ha x € [1,27)

fliggvény Fourier-sorat és dllapitsuk meg, hol allitja el6 a sor az f fiiggvényt.

o~

{O 2n
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VEGEREDMENY Ha x € I, akkor

I 1 2 &
ﬁﬂf(x):E+§sm _EZ ok

cos(2kx)
“D)(2k+1)

= f(x).

A Fourier-sor az [ intervallumon tehat konvergens €s el6allitja az f fiiggvényt. O
12.4.6. FELADAT Legyen I = [0, 7). Irjuk fel az f(x) := sin|x| fiiggvény Fourier-sorat és
allapitsuk meg, hol allitja el6 a sor az f fiiggvényt.

DR

VEGEREDMENY Ha x € I, akkor

2 cos(2kx)
FS =———
7 T 7rkZ 4k2 —1 -
A Fourier-sor az [ intervallumon konvergens és el6dllitja az f fliggvényt. O

12.4.7. FELADAT Legyen I = [0, 7). Irjuk fel az f(x) := sin®(x) fiiggvény Fourier-sorat és
allapitsuk meg, hol allitja el6 a sor az f fliggvényt.

VEGEREDMENY Ha x € I, akkor

1 cos(2x
ﬁ’ff(x):z— é)

A Fourier-sor az [ intervallumon konvergens és elddllitja az f fliggvényt. (Vegyiik észre, hogy
a 12.3.19. kidolgozott feladat 2. megolddsdnak végén idézett Cantor-féle egyértelmiiségi
tétel miatt az itteni feladatban szerepld f fiiggvény Fourier-sordnak kiszamitdsa a trividlis

sin?(x) = I—%S(Zx) azonossaggal egyenértékii.) O
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13. fejezet

Integraltranszformaciok: a
Laplace-transzformacio

Matematikai feladatok (példaul differencidl- vagy integrdlegyenletek) megolddsa soran
gyakran fordul el6, hogy a problémat az eredeti kornyezetében nehéz megoldani, viszont egy
masik ,,tartomédnyba” (példaul az ,,idStartomanybdl” a ,,frekvenciatartomdnyba”) dttranszfor-
malva mar konnyebben lehet a kérdést kezelni. Az attérést gyakran integraltranszformacié
segitségével valositjuk meg (amelyik példaul egy differencidlegyenletet algebrai egyenletté
alakit). A transzformdlt feladat (példankban tehat az algebrai egyenlet) megoldasa utdn az
integréltranszformécié inverzét alkalmazva kapjuk az eredeti feladat megoldésat.

Az egyik leggyakrabban hasznalt integraltranszformacio a Fourier-transzformdcio: egy f
fiiggvény .7 ; Fourier-transzformaltjt az

Fr(o):= \/%_ﬂ/:mf(t)e“‘”dt

improprius Riemann-integrallal értelmezziik, ha az integral konvergens. (A t és w véltozone-
vek esetén megtartottuk a hagyoményos betlivilasztast.)

Megjegyezziik, hogy a (,,folytonos id6tartomanybdl” ,folytonos frekvenciatartomdny-
ba” képezd) Fourier-transzformacié kapcsolatba hozhaté a 12 fejezetben targyalt Fourier-
sorfejtéssel: a Fourier-sorfejtés a megengedett 2p-periodikus fiiggvényeket a ,,folytonos
id6tartoméanybodl” a ,.diszkrét frekvenciatartomdnyba” képezi. A p — oo hatdresetben
kapjuk a nemperiodikus fiiggvényeket €s az ilyen fiiggvényekre a Fourier-transzformacio6 al-
kalmazhat6. (A 12 fejezet képleteit komplex exponencidlis alakban felirva még konnyebben
szemléltethetd a ,,Fourier-transzformdci6 a Fourier-sorfejtés hataresete” kijelentés.)

Megemlitjiik a Fourier-transzformacié két tovdbbi varidnséat: a diszkrét idejl Fourier-
transzformdciot, amely ,,diszkrét id6tartomanybdl” ,,folytonos frekvenciatartomanyba” ké-
pez, valamint a diszkrét Fourier-transzformaciot, amely ,,diszkrét idStartomanybdl” ,,diszkrét
frekvenciatartoményba” visz. (Ez utébbi transzformécidt a gyakorlatban sokszor az tin. gyors
Fourier-transzformacidval (FFT) valdsitjak meg.)

A klasszikus Fourier-transzformaci6 alkalmazési korét korldtozza, hogy a még viszonylag
egyszerl fliggvényeknek (példaul az azonosan 1 fiiggvénynek) sincs mindig értelmezve a
Fourier-transzformaltja (a konstans 1 fiiggvény Fourier-transzformdltjat definidlé integral
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ugyanis nem konvergens). A kiutat ebbdl a helyzetbdl vagy az n. altaldnositott fliggvények
— mds néven disztribiciok — bevezetése jelenti (ez komolyabb matematikai appardtust
igényelne), de megkisérelhetjiik médositani maganak a Fourier-transzformdacionak a képletét
is, ugy, hogy a transzformacié elényos tulajdonsagai (példaul a linearités, a derivéltakra és a
konvolucidra vonatkoz6 azonossdgok) megmaradjanak.

Ha a Fourier-transzformdciot exponencidlis sulyozdassal valtoztatjuk meg, akkor a Lapla-
ce-transzformdciohoz jutunk el. A jelen fejezetben e transzformacié legfontosabb tulajdon-
sagait €s tipikus alkalmazdsait mutatjuk be.

Az exponencidlis sulyozas hatdsat az aldbbi abran szemléltethetjiik (v.6. a kdvetkezd rész
13.1.4. definicidjaval). Nyilvanvalo, hogy az f0+°° 1dt integrél értéke +oo, viszont egyszeriien
belathatd, hogy tetszdleges, rogzitett pozitiv o > 0 szam esetén az exponencidlisan silyozott
f0+°° 1-e~%'dt integrdl mar véges (és értéke egyébként é).

A Laplace-transzformécié haszna tobbek kozott abban rejlik, hogy ez a transzformdcio
is linedris, a konvoluciét szorzatba képezi (gondoljunk csak a szabdlyozds-, miiszer-,
hiradds- és méréstechnikdban hasznalt atviteli fiiggvényre), €s édlland6 egyiitthatés ko-
zonséges differencidlegyenleteket (vagy bizonyos tipusu integrodifferencidl-egyenleteket)
komplex véltozos algebrai egyenletekké alakit: az ,,idGtartoméanybdl” itt is a ,.komplex
(kor)frekvenciatartomdnyba” jutunk.

Megjegyezziik, hogy a valésdgban kézvetleniil nem 1étezik komplex frekvenciatartomany,
ez csak matematikai absztrakcid, amely azonban a targyaldst nagymértékben megkonnyiti.
A miszaki gyakorlatban az idétartomanybdl a komplex frekvenciatartomanyba vald attérés
f6 oka az, hogy (pl. Bode-diagramon) képszerlien bemutassdk a rendszerek vagy 4atviteli
tagok amplitido- és fazisitvitelének frekvenciafiiggését. Ez a szemlélet (melyet gyakran
I/0-szemléletnek is neveznek) a szabdlyozdsok stabilitdsdnak tervezésénél komoly miiszaki
segitséget jelent. Fontos tudni, hogy a hdlézatok szdmitdsandl a villamosmérnokok és a
mechatronikai mérnokok eldszeretettel alkalmazzak az impedancia-médszert olyan rend-
szerekre, melyeknek matematikai modellje dlland6 egyiitthatds lineéris vagy linearizdlhat6
rendszer.

A Laplace-transzformécié képleteit és a megfeleld inverz transzformdcidkat (ha azok
léteznek) tdbldzatok tartalmazzak, amelyekre mi is hivatkozni fogunk. Az interneten
fellelhetd szamos tablazat koziil 1asd példaul a

http://mathworld.wolfram.com/LaplaceTransform.html

vagy a

http://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform
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oldalakat. Az egyszerliség kedvéért a kovetkezd rész végén mi is kozliink egy minimadlis
Laplace-transzformacios tdblazatot.

E bevezetd rész lezardsaként megjegyezziik, hogy a Laplace- és Fourier-transzformécion
kiviil az alkalmazéasok — példaul a jel- és képfeldolgozas — szdmos mads integraltranszforma-
ciot is életre hivtak. Ezek nagy része a Fourier- vagy Laplace-transzformacié varidnsanak
tekinthetd (ahogyan szoros kapcsolat van maga a Laplace- és a Fourier-transzformécio
kozott is). Ide sorolhatd példdul a kétoldali Laplace-, véges Laplace-, Laplace—Carson-, az
egyoldali Fourier-, tortrenddi Fourier-, véges Fourier-, Fourier-koszinusz- vagy a Fourier-
szinusz-transzformacid, a wavelet-, a Walsh-Hadamard-, a Gabor-, a Mellin-, a Hankel-
transzformdcid, a Radon-, Abel-, illetve a Hilbert-, a Hartley- vagy a Stieltjes-transzform4cio.
A felsorolt transzformaciok koziil tobbnek definidlhat6 az inverze, illetve a diszkrét, a gyors
vagy tobbvaltozos megfeleldje is. A Laplace-transzformacio diszkrét megfelelje példaul az
(egyoldali vagy kétoldali) Z-transzformadcio.

Megemlitjiik, hogy a http://math.uni-pannon.hu/~hartung/okt/ma6116a/ oldalon to-
vabbi elméleti ismertetéseket és szamos kidolgozott feladatot taldlunk tobbek kozott a
Fourier-sorok, a Fourier-transzformdcio, a Laplace-transzformaci6 és a Z-transzformécio
témakorébol.

13.1. A Laplace-transzformacio tulajdonsagai

A 12 fejezethez hasonléan el6szor itt is értelmezziik a megengedett fiiggvények halmazat:
ezen fliggvények korében fogjuk a Laplace-transzformaciot definidlni.

13.1.1. DEFINICIO Egy f: [a,b] — R fiiggvény (a < b valds szdmok) szakaszonként folyto-
nos az |a,b| intervallumon, ha az [a,b] intervallum feloszthato véges sok részintervallumra
gy, hogy a részintervallumok belsejében f folytonos és a részintervallumok végpontjaiban
f-nek véges egyoldali hatdrértéke van.

13.1.2. DEFINICIO Az f:[0,4o0) — R fiiggvény legfeljebb a-adrendben exponencidlisan
nové, ha létezik olyan a valds szdm és K > 0 pozitiv szdm, hogy mindent > 0 esetén | f(t)| <
Ke“.

13.1.3. DEFINICIO Valamely adott a € R valds szam esetén jelolje M, az olyan f :
[0,+00) — R mindeniitt értelmezett, véges értékii fiiggvények halmazdt, amelyek minden
[0,b] (b > 0) intervallumon szakaszonként folytonosak, tovdbbd f legfeljebb a-adrendben
exponencidlisan nové. M, elemeit a-adrendii megengedett fiiggvényeknek, vagy egyszeriien
megengedett fiiggvényeknek hivjuk.

13.1.4. DEFINICIO Egy f :[0,4o0) — R fiiggvény Laplace-transzformdltjdn az

Lr(s) = /(foof(t)e_”dt

fiiggvényt értjiik, minden olyan s € C komplex szdm esetén, melyre a fenti improprius
Riemann-integrdl konvergens.
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Megjegyezziik, hogy az f értelmezési tartomanyaban szerepld félegyenes természetesen
barmelyik masik félegyenes is lehetne; a szokasos vélasztas azonban a [0, 4-oo) intervallum.

13.1.5. ALLITAS (ELEGSEGES FELTETEL A LAPLACE-TRANSZFORMALT LETEZESERE)
Legyen [ € .#, valamely a € R szdmmal. Ekkor az £ fiiggvény értelmezve van minden
olyan s € C pontban, amelyre Re(s) > a. Az {s € C : Re(s) > a} félsikot konvergencia-

félsiknak nevezziik.
Megjegyezziik, hogy az f-re kirétt f € .#, feltétel enyhithetd lenne: az f(t) ;= 1/y/t
(t > 0) és f(0) := 0 definici6val értelmezett fiiggvény példdul nem megengedett fiiggvény,

de az .Z Laplace-transzformalt a Re(s) > 0 félsikban értelmezhetd és £ (s) = /7/s. A
megengedett fiiggvények halmaza azonban elegendGen bd: az alkalmazdsok szempontjabdl

fontos fiiggvények mind beletartoznak.

13.1.6. ALLITAS (A LAPLACE-TRANSZFORMALT HATARERTEKE A VEGTELENBEN)
Ha f € M, valamely a € R szdmmal, akkor imge(s)—, 10 Z¥(s) = 0.

13.1.7. ALLITAS (A LAPLACE-TRANSZFORMALT LINEARITASA) Ha f € M, g € M)
(alkalmas a,b € R szdmokkal) és A € R tetszoleges szdm, akkor Ly ,(s) = ZLy(s) +
A Zy(s), tetszdleges Re(s) > max{a, b} esetén.

13.1.8. DEFINICIO Az f:[0,400) — R és g: [0,+) — R fiiggvények f x g konvoliicidjdin
az

t
(r28)(0):= [ 12l =)z
fiiggvényt értjiik, minden olyan t > 0 pontban, ahol ez a Riemann-integrdl létezik.

Bebizonyithat6, hogy a konvolicié kommutativ €s asszociativ miivelet, azaz fxg =g f
és (fxg)xh=fx(gxh)=fxgx*h.

13.1.9. ALLITAS (A KONVOLUCIO LAPLACE-TRANSZFORMALTIA) Ha f € .#, és g €
M), (alkalmas a,b € R szamokkal), akkor Re(s) > max{a,b} esetén

Lyugs) = Z1(5) - Z4(s).

Az dllitds tehdt azt mondja ki, hogy a konvergencia-félsikok metszetén a konvoliicio
Laplace-transzformdltja a Laplace-transzformdltak szorzatdval azonos.

13.1.10. ALLITAS (DERIVALTFUGGVENY LAPLACE-TRANSZFORMALTJA) Ha vala-
mely a € R esetén f € M, olyan derivdlhaté fiiggvény, melyre f' folytonos a [0,+oo)
intervallumon, akkor tetszéleges Re(s) > a szdmra

Zy(s) =s-Z5(s) = f(0).
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13.1.11. ALLITAS (MAGASABB RENDU DERIVALT LAPLACE-TRANSZFORMALTJA)
Tegyiik fel, hogy valamely n > 1 egész szdm és a € R esetén f € .#, n-szer derivdlhato, és
£ folytonos a [0, o) intervallumon. Ekkor tetszéleges Re(s) > a szdmra

() = 5" Z1(5) = £(0) =" 2F1(0) =" f1(0) = .. = " 0),

13.1.12. ALLITAS (AZ INTEGRALFUGGVENY LAPLACE-TRANSZFORMALTIJA)
Ha alkalmas a € R szdmmal f € .M, folytonos fiiggvény, ést > 0 mellett g(t) := [; f(7)dT,
akkor Re(s) > max{0,a} esetén

13.1.13. ALLITAS (A LAPLACE-TRANSZFORMALT DERIVALTJAI) Ha valamely n € N*
és a € R szdmmal f € My, ést > 0 mellett g(t) :=1t"f(t), akkor Re(s) > a esetén

Zy(s) = (=1)" (L) "(s).

13.1.14. ALLITAS (HASONLOSAGI TETEL) Valamely A > 0 és a € R esetén legyen f €
My, ést > 0 mellett tekintsiik a g(t) := f(At) fiiggvényt. Ekkor tetszéleges Re(s) > Aa
szamra fenndll, hogy

ao-a(3)

13.1.15. ALLITAS (A LAPLACE-TRANSZFORMALT ELTOLTJA) Valamely A € R és a €
R esetén legyen f € My, ést > 0 mellett tekintsiik a g(t) := eM f(¢) fiiggvényt. Ekkor
tetszéleges Re(s) > A +a szdmra

Lo(s)=ZLp(s—1).

13.1.16. ALLITAS (AZ EREDETI FUGGVENY ELTOLTJA) Valamely A > 0 és a € R esetén
legyen f € M, ést > 0 mellett tekintsiik a

_J fe=A), hat>A,
8(1) '_{ 0, hat <A

fiiggvényt. Ekkor tetszbleges Re(s) > a szdmra fenndll, hogy

Zo(s) =M Zp(s).

A legutolsé 4llitds természetesen véltozatlan formdban igaz marad, ha a g fiiggvényben
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szereplG esetszétvalasztasban t > A ést < A helyettr > A ésr < A4 4ll

Alljon itt végiil egy tabldzat a leggyakoribb fiiggvények Laplace-transzformaltjardl. (Az
f fiiggvény értelmezési tartomdnya mindig a t > 0 félegyenes. Az « és @ paraméter
tetszleges valds, mig n tetszdleges természetes szamot jelol.)

f() Zs(s) Z5(s) értelmezési tartomanya
1 ! Re(s) >0
1" 2 Re(s) >0
e™ o Re(s) > o
cos(wr) o Re(s) >0
sin(ct) oy Re(s) >0

13.2. Az inverz Laplace-transzformacio

Az elbz6ekben felsoroltuk a Laplace-transzformacié legfontosabb miiveleti tulajdonsagait,
amelyekkel a feladatunkat az ,,id6tartomdnybdl” a ,,komplex frekvenciatartomanyba” vihet-
juk at. Természetesen sziikség van a Laplace-transzformacié megforditottjara is, hogy végiil
ismét az ,,id6tartomdnyba’ jussunk vissza. Erre szolgdl az inverz Laplace-transzformdcio.

Ebben a részben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy milyen feltételek mellett 1étezik a
Laplace-transzformécidnak inverze, hogyan lehet azt kiszdmolni és milyen tulajdonsdgokkal
rendelkezik.

Tekintsiik a kovetkezs két fiiggvényt. Legyen f1(¢) := e~ ' (r > 0), illetve legyen

T hate0,1)U(1,+o),

ahol A € R tetsz0leges rogzitett szam. Konnyen ellendrizhetS, hogy f1 € A4 és fr € M
mindketten megengedett fiiggvények. A Laplace-transzformaciot definialé integrél kozvetlen
kiszdmitdsa azt mutatja, hogy Re(s) > —1 esetén Ly, (s) = L, (s) = HL] (Az egybeesés
oka nyilvdn az, hogy egy Riemann-integrdl értéke véltozatlan marad, ha az integrandust
egy pontban megvaltoztatjuk.) Ez az egyszeri példa tehat azt mutatja, hogy a megengedett
fiiggvények korében nem beszélhetiink a Laplace-transzformdacié inverzérdl, hiszen példaul
az 94+1 figgvénynek végtelen sok 6se van. Ha azonban a Laplace-transzformacio értelmezési
tartomanyat alkalmas médon megszoritjuk, példaul a folytonos fiiggvények halmazara, akkor

a leszikitett transzforméacié mar invertalhat6. Erre vonatkozik az alabbi tétel.

13.2.1. TETEL (LERCH) Tegyiik fel, hogy valamely a € R és b € R szammal [ € 4,
és g € My, tovdbbd, hogy mind f : [0,+) — R, mind g : [0,+%) — R folytonos. Ha
Re(s) > max{a,b} esetén L (s) = Z,(s), akkor f(t) = g(t) mindent > 0 mellett.

Lerch tétele szerint tehdt ha valamely a € R szdmmal [ € .#, folytonos fiiggvény,
akkor az f fliggvény és a Laplace-transzformaltja kolcsondsen meghatarozzak egymast.
Természetes modon felmeriil a kérdés, hogy hogyan lehet a Laplace-transzformaltbdl az
eredeti fiiggvényt visszaszamolni.
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A rovidség kedvéért jeloljiik az f fliggvény Laplace-transzformaltjat F-fel, azaz legyen
F := Zy. Masképp fogalmazva, az F fiiggvény inverz Laplace-transzformdltja f, amit az
Ly I'= £ jelsléssel fogunk kifejezni. (A késGbbiekben is gyakran alkalmazzuk ezt az egy-
szerlisitést: a nagybetis fliggvény a megfeleld kisbetds fiiggvény Laplace-transzformaltjat
jeloli.) A kovetkezd tétel képletet ad az inverz Laplace-transzformadltra.

13.2.2. TETEL (INVERZIOS INTEGRAL) Ha valamely a € R szdmmal f € .#, folytonos
fiiggvény és Re(s) > a esetén F (s) := Ly (s), akkor minden t > 0 szdmra

L) = f(t) = — - lim /MBZ Ye''ds,

27'Cl B—y+o0

ahol A > a (A € R) tetszdlegesen vdlaszthato.

13.2.3. MEGJEGYZES Az inverziés integralban az integracids ut tehdt egy tetszSleges
fliggdleges egyenes lehet a konvergencia-félsikban.

A Laplace-transzformdltbdl az eredeti fiiggvényt a fenti szimmetrikus improprius komp-
lex vonalintegrallal visszaszamolni dltaldban meglehet6sen koriilményes feladat. A gyakor-
latban ehelyett legtobbszor ugy jarunk el, hogy az invertalandé kifejezést alkalmas algebrai
atalakitdsokkal olyan alakra hozzuk, amelyeket a tdblazatok mar tartalmaznak. Ezekhez az
atalakitdsokhoz az inverz Laplace-transzformacié miveleti tulajdonsdgaira is sziikségiink
van. Az inverz Laplace-transzformdcié miveleti tulajdonsagai a Laplace-transzformécio
megfeleld miiveleti tulajdonsagaibdl olvashatok ki, a 13.1-es fejezet dllitasait kell csak
,visszafelé” kiolvasni, igy azokat itt kiilon nem soroljuk fel; minddssze a konvoldcidra
vonatkoz6é — és a gyakorlatban is hatékonyan hasznalhaté — allitadst emeljiik ki: szorzat-
alakban adott fiiggvény inverz Laplace-transzformaltja konvoliciéként kaphat6 meg.

13.2.4. ALLITAS (SZORZAT INVERZ LAPLACE-TRANSZFORMALTIA) Ha valamely a €
R és b € R szdmmal f € M, és g € M), folytonos fiiggvények, és Re(s) > max{a,b} esetén
F(s) := Z5(s), valamint G(s) 1= Z,(s), akkor tetszdleges t > 0 mellett

Lrlt)=(f+2)).

13.3. A Laplace-transzformacio néhany alkalmazasa

A most kovetkezd pér kidolgozott feladatban néhédny elemi fiiggvény Laplace-transzformaltjat
szamoljuk ki kétféleképpen: a.) elOszor kozvetleniil a definidlé integrélképletbdl, b.)
majd pedig a transzformdcids tdblazatok segitségével. Az a.)-megolddsok sordn pontosan
megadjuk a megengedett fiiggvények novekedési nagysdgrendjét €s a Laplace-integralok
konvergenciahalmazit. A b.)-megolddsokban a 13.1 fejezet miiveleti szabdlyaira és tételeire,
valamint az eldre kiszamolt tdbldzatokra timaszkodunk (és nem toreksziink mindig a pontos
értelmezési tartomdanyok meghatarozasdra).

Az a.)-megoldésok sordn latni fogjuk, hogy az integrélok és a becslések végigszamoldsa
mdr a legegyszeriibb fiiggvények esetén is faradsdgos — €s a gyakorlati alkalmazdsokban
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nem is mindig sziikséges. A kétféle megoldas 0sszehasonlitdsabdl kitlinik, hogy a Laplace-
transzformdcios tablazatok osszedllitdsa — a pontos értelmezési tartomanyok feltiintetésével
— sok munkat igényl6 feladat.

13.3.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen f(t) :=t> +12t+5 (t > 0). Megengedett
fiiggvény-e f? Ha igen, szamoljuk ki a Laplace-transzformadltjdt.

MEGOLDAS (A.) Vegyiink egy tetsz6leges € > 0 szamot. Mivel a L’Hospital-szabdly értel-

mében

2
=412t +5
lim rAlato =0,

t—oo ett

ezért alkalmas 7y > 0 szammal minden ¢ € (fy, +-o0) mellett

ﬂﬂ#‘ < 1, vagyis |t + 12t +
5| < ef. A [0,1o] intervallumon viszont t> 4 12¢ 4 5 korl4tos, tehat alkalmas K > 1 szdimmal
itt [t> 4 12¢ + 5| < K. Azt kaptuk tehat, hogy minden ¢ € [0, 4+-0) esetén |t> 4 121 + 5| < Ke®,
ami — figyelembe véve f folytonossagat is — azt jelenti, hogy barmely € > 0 mellett f € .Z;.

A Laplace-transzformaltat a definidlé képletbdl kétszeres parcidlis integrdldssal hatdroz-
zuk meg:

~+oo
Zr(s) = /0 (412t +5)edt =

_efs[ =00 +o0 _efsl
(?+12t+5)- } —/ (2t4+12)- dt =
S t=0 0 S

—[(t2+12t+5)e_“];7§ +—/ (2t +12)e *'dt =
S -
—1 2 —st t=-+o0 1 _St f=teo
T[(r +12t45)e™] _, +§ ({(ZI—FIZ) / =
—1 12 5 —st ~+oo l 2 12 —Stt ~+oo 2 _Std
s [(t +12t+5)e Lfo 2 [( 1412)e L 0 +_2 r=
: 1204 5)e )07 L[+ 12)e) T - 2 ] T =
S[( +12t+5)e ]_0 §2 [( t+12)e ]t() __3[ ]tO -
1 1 2 5 12 2
— lim (—(T2+12T—|—5)eST+—2(2T+12)eST—I——3eST)+—+—2 5.
T—+oo \ S S S S S S

Némi szdmoldssal — felhasznélva tobbek kozott az |e”| = eRe™) (w € C) azonossdgot —

beldthatd, hogy ez a limesz csak Re(s) > 0 esetén 1étezik és véges, és ilyenkor az értéke
—a L’Hospital-szabdly alapjan — 0-val egyenl8. Azt nyertiik tehat, hogy
5 12 2

gf(s):;+s—2+s—3. 0

MEGOLDAS (B.) A 13.1.7. allitas és a transzformécios tdblazatok megfeleld képletei alapjan

2 1 1
Zf(s)zpiﬂtz(s)—i—lZZ(s)—i—Sfl(s):s—3+12-s—2+5-;. O
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13.3.2. MEGJEGYZES Az a.)-megolddsban elmondott érvelés valtoztatds nélkiil alkalmaz-
hat6 barmely, a [0, +oo) intervallumon értelmezett p polinomra: minden ilyen p polinom tehat
megengedett fiiggvény, és tetszéleges € > 0 mellett p € e, vagyis az .Z)(s) transzformalt
konvergencia-félsikja a Re(s) > 0 félsik.

13.3.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen f(t) := e’ (t > 0). Megengedett fiiggvény-e f?
Ha igen, adjuk meg a Laplace-transzformdltjdt. (Figyelem: e’ = () # (' )2 =e%)

MEGOLDAS Ha valamely a valds és K > 0 pozitiv valés szammal minden ¢ > 0 mellett
\e’zl < Ke® volna, akkor 4tosztdssal ¢~ < K adédna. Am a bal oldali kifejezés hatdrértéke
t — +oo esetén +oo. Ez az ellentmondds azt mutatja, hogy f nem megengedett fiiggvény,
mert t — 400 mellett tul gyorsan novekszik, igy Laplace-transzformaltjat sem értelmezziik.

13.3.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen f(t) :=¢€" (t > 0). Szdmitsuk ki az f x f konvoli-
ciot, f Laplace-transzformdltjdt, valamint f x f Laplace-transzformdltjdt.

MEGOLDAS (A.) Az f fiiggvény folytonos és pl. a = 1-gyel |f(t)| < e* (t > 0), tehdt f
megengedett fiiggvény. Az f* f konvolicidt a definiciobdl szamitjuk ki: ha ¢t > 0O tetszSleges,
akkor

(f*f)(t):/of(r)f(t—r)dr:/o e’e’_fdr:e’/o ldt=¢'t,

amibdl az is 1atszik, hogy f* f is megengedett fiiggvény (a = 14 €-nal, ahol € > 0 tetszdleges
pozitiv szdm, ldsd az 13.3.1. kidolgozott feladat megolddsa utdni megjegyzést). Az f
fliggvény Laplace-transzformaltja

1 t=T

~+oo
F(s):=Z5(s) = /0 e ¥dt = lim [—

e—st—i—t
T—+eo |1 —s§

t=0

Mivel |7 (1-9)| = ¢TRe(1=5) ‘ami T — 400 esetén csak akkor véges, ha Re(1 —s) < 0, vagyis,
ha Re(s) > 1. Egyszeriien lathat6 azonban, hogy az F fiiggvényt meghatdrozé improprius
integrdl Re(s) = 1 esetén sem konvergens, tehdt az F fiiggvény pontos értelmezési tartomanya
aRe(s) > 1 félsik, tovabba Re(s) > 1 esetén limy_, 1o (e (179 — 1) = 0— 1, vagyis a keresett
Laplace-transzformdlt F(s) = S_Ll
A konvoliicié Laplace-transzforméltja
Lrif(s) = /0 " te' e dt = t-szerint parcialisan integrdlva =

=T
e_StH(—l—st—I—t)] =
=0

1
I
T oo [(s —1)2
1
——z fim (70 (14T (1= )+ 1),
GoTr A (T 1T -0
A limeszrdl — tobbek kozott a L'Hospital-szabdly felhaszndldsaval — beldthatd, hogy csak
Re(s) > 1 esetén létezik és véges, és ilyenkor az értéke 0+ 1. Igy Re(s) > 1 mellett %}, (s) =

1
(s—1)%" O
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MEGOLDAS (B.) Az a.)-megoldasban kiszdmoltuk az f x f konvolicidt, €s azt is lattuk,
hogy f és f * f mindketten megengedett fiiggvények. A tdbldzatok alapjan .Zr(s) = 11,
ami a Re(s) > 1 félsikban biztosan értelmezve van. A konvoliicié Laplace- transzformaltjat
a 13.1.9. dllitas alapjdn szamoljuk ki: Re(s) > 1 mellett

MEGOLDAS (C.) A g(t) := (f * f)(tr) = te' fuiggvény Laplace-transzforméltjdhoz egyéb-
ként egy harmadik tdton is eljuthatunk, ha megfigyeljilk, hogy most g(¢) = 7f(¢) alaka:
a 13.1.13. allit4s szerint ekkor

76 =-#0=- () =5 )

s—1

MEGOLDAS (D.) A g fiiggvény Laplace-transzforméltja egy negyedik médon a 13.1.15. dl-
litasa alapjan adhaté meg: legyen f(r) :=1 és A = 1, ekkor g(r) = e f(¢). A tabldzatok
szerint .ff(s) = siz, a 13.1.15. allitas felhaszndldsdval tehat

L) =ZLHs—1) =

f (s—1)% O

13.3.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen f(t) := cos?(t) (t > 0). Megengedett fiiggvény-e
f? Ha igen, szamoljuk ki Laplace-transzformdltjdt.

MEGOLDAS (A.) Az f fiiggvény korlatos és folytonos, és minden korlatos folytonos
fiiggvény nyilvdn megengedett fiiggvény (a = 0-val). Az f fiiggvény Laplace-transzformaltja

F(s):=%L(s) = /O+Doc0s2(t)e_”dt.

A primitiv fiiggvény meghatdrozasihoz haszniljuk fel a cos?(t) = H%S(ZI) linearizalo for-

muldt és integraljunk 7-szerint parcidlisan kétszer, ahogyan szokdsos, amikor az integrandus
egy trigonometrikus és egy exponencidlis fiiggvény szorzata.

1 2
/COSZ(I)e_Stdt = /%S(t)e_”dt =

d

2s

(14 cos(2t)) — i (sm (2t) -

—st

2s

)

—st —st

e
1 2t 2t 2t)-e dt.
(14cos(2t))+ 2 sin(2¢) — SZ/COS( )-e

2s
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Bevezetve az I := [ cos(2t)e % dt roviditést, azt kaptuk tehdt, hogy

1 2t
/cosz(t)e”dt = /%s()e“dt =

_e—st I _e—sl e—sl ] 2]
> +5: > (I +cos(2t)) + 3 s1n(2t)—s—2.

Az als6 sorbdl, mint linedris egyenletbdl I kifejezhet6:

25%¢* (—cos(2t) | sin(2
;257 ( cos( t)+s1n( t)),

244 2s 52

efst
2s

/COSZ(I)e_“dt _ %ﬂ (1 n SCOS(2t) 2sin(2t)) .

amit visszahelyettesitve az [ cos>(t)e *dt = + £ 6sszefiiggésbe, megkapjuk, hogy

s 2+4  S2+4

Most mar visszatérhetiink az F' fliiggvényhez:

2 \s ' $2+4 244

FO)= i

t=0

. —eT (1 N scos(2T)  2sin(2T) N 1 LS

1 - — —t .
Totoo \ 2 s 5244 5244 25 2(s?+4)

Megmutathaté (a részleteket itt szintén mellézziik), hogy a limesz csak Re(s) > 0 esetén
1étezik €s véges, €s ekkor a L’Hospital-szabdly alapjdn az ért€ke 0. Azt kaptuk tehdt, hogy a
keresett Laplace-transzformalt

Fls) — 1 s

&) =5t amray o
MEGOLDAS (B.) Mivel a tibldzatok nem tartalmazzdk a cos® fiiggvény Laplace-transz-
formaltjat, alakitsuk 4t a fiiggvényt a szokdsos linearizalé képlettel (ahogyan azt az a.)-
megoldasban is tettiikk), majd alkalmazzuk a Laplace-transzformécié linearitdsat és a tab-
lazatokat:

1 1
"gcosz(t)@) = $1+c<;(2t) (S) = g% (S) +$%(2f) (S) = 5 A (S) + E '-chos(Zt)(s) =
11 1 S
2 s 2 s242% .

13.3.6. MEGJEGYZES Az eddigi feladatokban pontosan megmondtuk a megengedett fiigg-
vények novekedési nagysdgrendjét, a Laplace-integralok konvergenciahalmazat, valamint a
transzformdcidkat a definicié szerint (is) kiszdmitottunk. Az ezutini példdkban a Laplace-
transzformdltakat mar csak a tabldzatok és miveleti szabdlyok alapjan fogjuk meghatdrozni,
hogy az érdekesebb alkalmazasokban a technikai részletek ne vonjdk el a figyelmet.
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13.3.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg az

[ 1, hate[1,2),
f(@) ~—{ 0, hat€[0,1)U[2,+o)

fiiggvény Laplace-transzformadltjat.

MEGOLDAS A Jeldlések, definiciok részben bevezetett egységugras fiiggvényre nyilvan
Al(s) = % Az egységugrds fiiggvénnyel kényelmes alakban felirhatok az esetszétvilasz-
tasok: a jelen feladatban egyszer(ien l4thatd, hogy r > 0 esetén

fOy=1(t—1)—1(t —2).

Mivel f megengedett fiiggvény, ezért Re(s) > 0 mellett alkalmazhatjuk a Laplace-transzfor-
macio linearitdsat és a 13.1.16. allitast:

s 1 Y 1 e—s_e—Zs
Zp(s) = L) (8) = L) (s) = e —e H o= 0
13.3.8. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg az
Flt) = (t—1)%, hate€ll,2),
0, hat € [0,1)U[2,+oo)

fiiggvény Laplace-transzformdltjdt.

MEGOLDAS Irjuk at most is f-et az egységugrés fiiggvény felhasznaldsaval:
fO)=(—1)*1A(t—1) =1t —2)) = (r—1)*1(t — 1) — (t — 1)*1(r — 2).
A madsodik tagot célszert tovabb alakitanunk és (1 — 2) polinomjaként felirnunk
f@)= (=110 —1)—((t—2)*+2(t—2)+ D1(t - 2),
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hogy hasznalhassuk a 13.1.16. allitast A = 1, illetve A = 2-vel, valamint a tdblazatokat a
polinomok Laplace-transzformaltjarol:

Ly(s) = g(t—l)Zl(t—l) (s) — "E/ﬂ(t—Z)zl(t—2) (s) — 224 210-2) (s) — A-2) (s) =

2 52 e L 501 2 —e T B(2425+5°)
52 s 53

Mivel f korlatos megengedett fiiggvény, ezért f € .4, igy a Laplace-transzformalt értel-
mezési tartomdnya a Re(s) > 0 félsik. O

13.3.9. KIDOLGOZOTT FELADAT (PERIODIKUS FUGGVENY LAPLACE-
TRANSZFORMALTIJA)

Legyen f(t) :=t, hat € |0,1), majd terjessziik ki f-et 1-periédusii periodikus fiiggvénnyé
a [0,4o0) intervallumon az f(t+ 1) = f(t) (t > 0) definicioval. Szdmitsuk ki f Laplace-
transzformdltjdt.

MEGOLDAS Hak € N, akkor 7 € [k,k+ 1) esetén nyilvan f(r) =t —k, igy

oo oo rk+1
Zy(s) = /0 f(t)e_s’dtzkzb /k (1 —k)edr =

= t-szerint parcidlisan integrilva =

e (145 —k) ™ = —e B ((1+s)e 1)
| o h

2 2
s —k s

1— (1 +S)eis = —ks
2 Z ¢ =
k=0
= a mértani sor Osszegképletét a ¢ = ¢~ * vdlasztassal alkalmazva =

1—(1+s5)e”* 1
52 l—es

A mértani sor dsszegképlete csak akkor alkalmazhatd, ha |e™%| = e Rels) < 1, vagyis, ha
Re(s) > 0, ami 6sszhangban van azzal, hogy most nyilvan f € .. a

13.3.10. MEGJEGYZES A fenti otlettel tetsz6leges szakaszonként folytonos, korldtos perio-
dikus fiiggvény Laplace-transzforméltja kiszdmithato, ha a Laplace-transzformdlt a f6peri6-

duson ismert.
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A kovetkez6 néhdny feladatban inverz Laplace-transzformaltakat szamitunk ki parcidlis
tortekre bontdssal, konvoluiciététellel, vagy inverzids integrallal.

Raciondlis tortfiiggvények (azaz polinomok hdnyadosainak) inverz Laplace-transzfor-
maltjara gyakran sziikség van olyankor, amikor differencidlegyenleteket Laplace-transzfor-
macidval oldunk meg, illetve, amikor lineéris rendszerek atviteli fliggvényeit vizsgaljuk.

13.3.11. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg azt az f : [0,+e) — R folytonos fiiggvényt,
amelynek Laplace-transzformdltja F (s) = ﬁ. Az alkalmazdsokban az f (t) fiiggvény egy
els6rendii instabil rendszer kimendjele, ahol a gerjesztés az egységugrds fiiggvény, az F (s)
fiiggvény pedig a kimend jel Laplace-transzformadltja.

MEGOLDAS (A.) Mivel az F fiiggvényt kozvetleniil nem taldljuk meg a Laplace-transz-
formdltak tdblazataban, a jol ismert parcidlis tortekre bontds modszerével kiséreljiik meg
egyszerlibb tortek Osszegeként felirni a fiiggvényt. A feladatbeli F raciondlis tortfiiggvény
szamléldja alacsonyabb fokd, mint a nevezdje, ezért nincs sziikség polinomosztisra. A
nevez$ szorzatfelbontdsa (legfeljebb mdasodfokd, tovdbb mdr nem bonthaté tényezdkre)
szintén adott, kereshetjiik tehét F' felbontasat az aldbbi alakban:

1 A B

Az A és B val6s szdmok meghatdrozasdhoz hozzuk k6zos nevezdre a jobb oldalt:

A, B _—4A+(A+B)s
s os—4 s(s—4)

Ez ut6bbi kifejezés éppen F kell legyen, tehat a szamlaloik is megegyeznek: 1 = —4A +
(A + B)s. Két polinom akkor azonos, ha a megfeleld egyiitthatok megegyeznek: a
konstans tagokbdl 1 = —4A, illetve s egyiitthat6jat egyeztetve 0 = A + B adddik. A kapott
egyenletrendszer megolddsa A = —}1 és B = }‘. Azt kaptuk tehat, hogy

F(s) :—%—l— /4

s s—4°

Ezek a tortek mar szerepelnek az inverz Laplace-transzformaltak tdbldzatdban, a linearitdst
haszndlva a két tortet kiillon-kiilon kereshetjiik vissza:

A 13.2.1. tétel értelmében ez az egyetlen folytonos fiiggvény, melynek Laplace-transzfor-
maltja a megadott F. O

MEGOLDAS (B.) Mivel F felirhaté, mint az Fy (s) := 1 és

a 13.2.4. allitast felhasznélva azt kapjuk, hogy f(z ) = (fixfo)(t ) ahol f; (i = 1,2) Laplace-
transzforméltja F;. A tdbldzatok alapjan fi(t) = 1 és fo(t) = e¥, igy f(t) = 5 f1() fa(t —
T)dt = [} dr = ¥ (5 —%e7%). O

F(s) = — L — figgvények szorzata,
>|<
) =
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MEGOLDAS (C.) Illusztraljuk végiil a 13.2.2. tételt is, és szamitsuk vissza f-et az inverzids
integral segitségével. Mivel F értelmezve van a Re(s) > 4 félsikban, ezért az inverzids
integralban pl. A =5 vélaszthat6, és igy r > 0 esetén

1 5+B1 o
t)=—-li F ds.
0= [0
Alkalmazzuk a reziduumtételt. Ehhez — tetszGleges B > 0 mellett — zarjuk be az I := [5 —
B1,5 + Bi] fuggdleges, felfelé iranyitott utat egy pozitiv irdnyitasu, origé kozept Cp korivvel,
amelynek kezd6pontja az 5 + Br pont, mig végpontja az 5 — Bi pont.

5+ B

&
»

Ip

I E—

N

— B

13.1. dbra. Az dbran B = 2-vel szerepel az integraldsi ut.

A reziduumtétel szerint rogzitett 1 > 0 mellett az F(s)e” fiiggvény Ig U Cp zart gorbe

belsejébe es6 reziduumainak 0sszege megegyezik az ﬁ J, ey F (s)e* ds integréllal.
est

Mivel az So=4) fiiggvénynek s = 0 és s = 4 elsdrendd polusa, ezért az s = 0-beli reziduum
0t 4t
fdlom €0 1 4 ‘o Mo
értéke g—; = —y, mig az s = 4-hez tartoz6 reziduum <, igy
1 e 1

L F(s)e ds.
177 Tom /,BUCB (s)e”ds

Masrészt nyilvan

1 1 1
— F(s)e'ds=— [ F(s)e''ds+— [ F(s)e'ds.
27 /IBUCB (5) 21 Ji (5) + 211 Jcy ()
Belathat6 (a részszamitasokat itt nem kozoljiik), hogy a Cp koriven vett integral hatarértéke
B — 4o esetén 0. Az inverzios integral szerint viszont az Ip szakaszon vett integral limesze
B — oo esetén éppen f(1).

Mindezeket figyelembe véve azt kaptuk, hogy
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13 3 12. KIDOLGOZOTT FELADAT A folytonos fiiggvények kirében adjuk meg az F(s) :=
(s2 +1 5 fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjdat. (Az egyszeriibb tdbldzatok nem tartal-
mazzak ugyanis a fenti fiiggvényt.) Az F(s) fiiggvény miiszaki értelmezése a siilyfiiggvény
Laplace-transzformdltja. A karakterisztikus polinomon mdr ldtszik, hogy ez a rendszer

instabil.

MEGOLDAS (A.) Az F fiiggvény parcidlistort-felbontdsa 6nmaga (a nevezdnek kétszeres
konjugélt komplex gyokei vannak), F tehat egyszer(ibb alakban nem irhat6 fel. Figyeljiik

/
meg azonban, hogy (s* 4 1)’ = 2s, s igy a lancszabaly miatt — <L> =F(s). Az ﬁ fligg-

s2+1
vény inverz Laplace-transzformadltjdt (sin(7)) mdr az egyszer{ibb tdbldzatok is tartalmazzak,
a 13.1.13. allitas szerint ezért az f(¢) = tsin(¢) fiiggvény Laplace-transzformaltja F. O

MEGOLDAS (B.) A tédbldzatokbdl latjuk, hogy cos( ) Laplace transzformdltja %, sin(t)

transzformaltja pedig ﬁ, és nyilvan F(s) =2- A konvoluciotétel szerint tehét F

s2+1 s2+1
inverz Laplace-transzformaltja megkaphat6, mint f(¢) = 2(cos sin)(¢) = 2 [; cos(7) sin(t —

7)dt = tsin(r). (Az integral kiszamitdsanak részleteit elhagytuk.) O

13.3.13. KIDOLGOZOTT FELADAT A folytonos fiiggvények korében adjuk meg az F(s) :=

Szr;:‘ ;) fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjdt.

MEGOLDAS Az F fiiggvény nevezdje a valds szdmok korében tovdbb mar nem bonthat6 (a
diszkrimindns negativ), igy F egyszer(ibb tortek 0sszegeként nem irhat6 fel. A nevezdnek
egyszeres konjugdlt komplex gyokei vannak, egészitsiik ki tehat teljes négyzetté: F(s) =
ﬁ. A 13.1.15. allitast, az eltolasi tételt szeretnénk alkalmazni. Alakitsuk tovabb
figgvényiinket:

s+1 1

F(s) = .
(s) (S—|—1)2—|—1+(s—|—1)2—|—1
Itt mdr felismerjiik, hogy a 13.1.15. dllitds a A = —1 specidlis esetben alkalmazhat6 a cos(t

és sin(r) fiiggvények transzformaltjaira: a keresett inverz Laplace-transzformalt tehét f(¢) =
e 'cos(t)+e "sin(r). O

13.3.14. KIDOLGOZOTT FELADAT A folytonos fiiggvények kirében adjuk meg az F(s) :=

% fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjdt.

MEGOLDAS Az F fiiggvény nevezdje a valds szdmok korében tovabb mér nem bonthat6.
A nevezOt teljes négyzetté kiegészitve, és a szdmlalot az eltoldsi tétel (13.1.15. 4llitas)
alkalmazdasahoz célszertien 4talakitva azt kapjuk, hogy

F(s) s+2+5 s+2 n 5 3
S) = = e —

(s4+2)2+9  (s+2)2+32 3 (s42)2+3%
igy ugyanis az eltoldsi tételt A = —2-vel alkalmazhatjuk a cos(3t) és a 3 2 sin(3t) fiigg-
vények transzformdltjaira: az inverz Laplace-transzformdlt tehat f(t) = e~ cos(3t) +
2e 2 sin(3t). O
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13.3.15. KIDOLGOZOTT FELADAT Van-e olyan [ megengedett fiiggvény, amelynek
247
T s244s+13 ?

Laplace-transzformdltja F (s)

MEGOLDAS Hailyen f létezne, akkor a 13.1.6. allitds értelmében F hatarértéke a +oo-ben 0
volna, ami most nyilvdn nem teljesiil, tehat az eredeti kérdésre a vilasz tagado. O

13.3.16. KIDOLGOZOTT FELADAT A folytonos fiiggvények korében adjuk meg az

s+4
F(s)i=—5——F7—
(s) (s2+55+6)2
fiiggvény inverz Laplace-transzformadltjat.
MEGOLDAS Az F fiiggvény nevezdje tovabb bonthaté: F(s) = —54——. Ismert,

(s+2)%(s+3)2"
hogy a tobbszoros gyokoket a tobbszorosségnek (multiplicitisnak) megfeleld szamban kell

felsorolni, ezért F parciélistort-felbontdsat az

A B C D

F =
(s) s+2+ (s+2)2 +s+3 + (s+3)2

alakban keressiikk. A jobb oldalt kozos nevezdre hozva a kapott tort szamlalgjat s-
hatvanyonként hasonlitjuk Ossze F szdmlal6javal, amibdl az 184 + 9B + 12C 4D = 4,
21As+6Bs+ 16Cs+4Ds = s, 8As” + Bs?> +7Cs?> +Ds*> = 0 és As® 4 Cs® = 0 egyenletrendszer
nyerjiik. Az s-hatvanyokat elhagyva a négy ismeretlen meghatarozhat6: A=—-3,B=2,C=3
€s D = 1 addédik. Az els6 és harmadik elemi tort inverz Laplace-transzformadltja a tabldzatok
alapjan —3e=% és 3. A 2 _ tort inverz transzformaltja példdul a 13.1.13. 4llitasbol kap-

(s+2)
hat6 meg egyszeres derivaldssal. Hasonl6an jarunk el az @ tort esetén is. Végeredményiil
az
f(t) = =3¢ 2 +2te H 43¢ 4 1o
fliggvényt kapjuk. a

13.3.17. KIDOLGOZOTT FELADAT Szdmitsuk ki az f(t) := [isin(t)e!""dt fiiggvény
Laplace-transzformadltjdt.

MEGOLDAS (A.) A leggyorsabban ugy jarhatunk el, ha észrevessziik, hogy f nem mas, mint
a szinuszfiiggvény és az exponencidlis fiiggvény konvolicidja. A konvolucidtétel szerint

tehdt L5 (s) = o5 - 547 O
MEGOLDAS (B.) Az f fiiggvényt definidlé integrélt kiszdmitva f(z) = %(et — cos(t) —
sin(7)) adodik. A tdbldzatok alapjan f Laplace-transzformaltja % (sl_l — o0 ﬁ), ami

természetesen ugyanaz, mint az 1. megoldas eredménye.

A Laplace-transzformdcié gyakran felhasznélhaté konvolucié-tipusu integralegyenletek
megoldasdra. A kovetkezd két kidolgozott feladat ezt szemlélteti.

Loczi Lajos, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



148 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

13.3.18. KIDOLGOZOTT FELADAT Keressiik meg azt az x : [0,4o0) — R folytonos megen-
gedett fiiggvényt, melyre tetszoleges t > 0 esetén teljesiil a

t
t:/ x(t)e' Fdt
0

integrdlegyenlet.

MEGOLDAS (A.) Figyeljitk meg, hogy a jobb oldal nem mds, mint az (x*exp)(¢) konvolicid
(ahol exp(t) := €' az exponencidlis fiiggvény). Ekkor az egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-
transzformaltjat véve a konvolucidtétel alapjan azt nyerjiik, hogy

1 1

S2 (S) S—l’

ahol természetesen X = %,. Ezt az algebrai egyenletet X-re megoldhatjuk:

—1 1 1
X(s) = =

S2 - h) S2
Az x fiiggvényt ebbdl tgy kapjuk meg, ha vessziik mindkét oldal inverz Laplace-transzfor-
maltjat:

=2 =27 -2 ) =11,

ST 5 2 O

MEGOLDAS (B.) A megolddshoz Laplace-transzformdacié nélkiil is eljuthatunk. Derivalva
ugyanis az egyenlet mindkét oldalét 7-szerint, a lancszabdly és az integrilfiiggvény derivalasi
szabdlya alapjan azt kapjuk, hogy

- (ef /0 tx(r)e_fd’c>/=et /0 M(De~TdT+ex(t)e =1 +x(1),

ahol az utolsé egyenl&ségnél felhaszndltuk magét az eredeti egyenletet is. EbbSl x(7) =
=1-1. O

13.3.19. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg azt az x : [0,4o0) — R folytonos megenge-
dett fiiggvényt, melyre tetszoleges t > 0 esetén fenndll az

x(1) = 1(¢) /0 (¢ — D)x(t)de

integrdlegyenlet.

MEGOLDAS Az integral ismét egy konvolicié: (id x x)(¢), ahol id(¢) := ¢ az identitasfiigg-
vény. Az egyenletet Laplace-transzformadlva az alabbi algebrai egyenletet kapjuk:

I 1
X(s)=-—=X(s).
(5) =+~ X (s)
Ebbdl P
X(s) = ——
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vagyis, inverz Laplace-transzforméci6 utan,
x(t) = cos(t). O

A fejezetet lezard feladatokkal végiil azt illusztraljuk, hogy a Laplace-transzforméci6
hogyan haszndlhaté differencidlegyenletek megolddsara. Figyeljiilk meg, hogy a moédszer
akkor hatékony, ha a differencidlegyenletek kezdeti feltételei meg vannak adva.

13.3.20. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az

{ X(t)—4x(t) =1,
x(0) =1

linedris differencidlegyenletet.

MEGOLDAS Vegyiik az elsd egyenléség Laplace-transzformaltjat. A 13.1.10. allitds alapjan

$X(s) —x(0) —4X (s) = %

algebrai Osszefiiggést kapjuk. (Figyeljiink a x és X kozti kiilonbségtételre!) Az x(0) =1
kezdeti feltételt a nyert sszefliggésbe behelyettesitve X (s) kifejezhetd:

s+1 s 1 1 1

(S): s(s—4) - S(S—4) +s(s—4) N S—4+S(S_4).

X

Az legutolsé tag inverz Laplace-transzformaltjat a 13.3.11. feladatban mér kiszdmitottuk (a
mdsik tag a tdblazatokban szerepel), igy

1 e 5e%—1

4
[ = — — _— =
x(t)=e 7] + 7] 7]
(Utdlag latjuk, hogy x megengedett fliggvény, €és a kezdetiérték-probléma egyértelmi
megoldhatésidgara hivatkozva azt kaptuk, hogy a differencidlhaté fiiggvények korében csak
az iménti x a megoldas.) 0

13.3.21. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az

xX'(t)+2x (1) + 10x(¢) =37cos(3r)+9e~ ",
x(0)=1,X¥(0)=0

mdsodrendii differencidlegyenletet.

MEGOLDAS A 13.1.11. allitds alapjan az egyenlet Laplace-transzformaltja

£X(5) = $3(0) — ¥ (0)+ 2(5X (5) ~(0)) + 10X(5) = 555+,

amibdl a kezdeti feltételeket figyelembe véve X (i) kifejezhetS, mint

s+ 353 + 5752 + 645+ 99

X(s)= (s+1)(s2+9) (s> +25+10)°
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A jobb oldal parcidlistort-felbontdsa most

A +BS—|—C+ Ds+E
s+1 s249  s24+25+10

alakban kereshetd. A k6z0s nevezdre hozds €s egyiitthato-egyeztetés utdn adodo dtismeretle-
nes egyenletrendszert megoldva azt kapjuk, hogy

1 18 —s—1
X(s) s+ s—19

R RN R N F T
Ez alapjan — és az el6z06 kidolgozott feladatok megolddsdban bemutatott célszer( atalakitdsok
utdn — az inverz Laplace-transzformécié meghatarozhaté. Végeredményiil azt nyerjiik, hogy

x(t)=e"+ (1 —e ") cos(3r)+ (6 — 6e ") sin(31). O

13.3.22. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az

differencidlegyenlet-rendszert.

MEGOLDAS A két egyenlet Laplace-transzforméltja a kezdeti feltételt is figyelembe véve

sX(s)—1 =

sY(s)—0 =X(s),
amibdl azt kapjuk, hogy s(1 —sX(s)) = X(s), vagyis X(s) = 75, illetve Y (s) = 1J+Sz A
tablazatokbdl latjuk, hogy a folytonos fiiggvények korében ez csak ugy teljesiilhet, ha x(r)

cos(t) és y(t) = sin(z).

ol

13.3.23. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg a

{ tx(t) + (4t —2)xX' (t) — 4x(¢) =0,
x(0)=1

polinom-egyiitthatos mdsodrendii linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdt.

MEGOLDAS Vegyiik az egyenlet Laplace-transzforméltjat. Az elsd tag, tx”(¢) transzforméa-
lasahoz hasznaljuk fel a 13.1.13. ésa 13.1.11. allitast:

/

Loy (5) = = (L)) (5) = — (X (s) — 5(0) ~¥(0)) =

— (25X (s) + 52X (s) —x(0)) = —52X"(5) — 25X (5) +x(0) = —s°X"(s5) — 25X (s) + 1,

a kezdeti feltételt is figyelembe véve. A masodik tag Laplace-transzformaltja
Lia—2)x(1)(8) = 4L (1) () = 2Ly (5) =
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4( L) () — 2K (5) — x(0)) = —4(sX(5) — 1) (s) —2(sX(5) 1) =
—4 (X (s) +5X'(s)) — 25X (s) +2.

Osszefoglalva, az egyenlet Laplace-transzformaltja
—5?X'(5) — 25X (s) + 1 —4X (s) — 4sX'(s) — 25X (s) +2 —4X (s) =0,

vagyis
(—s? —45)X'(s) + (—4s—8)X(s) +3 =0.

Figyeljik meg, hogy X-ben ez mar csak egy els6rendl egyenlet, amit integraldssal meg
lehet oldani. A homogén egyenlet (—s> —4s)X, _(s) + (—45—8)Xhom(s) = 0 szétvélaszthat6

valtozoju, hiszen ;2‘/1"—“‘53 = — 448 glaki. Integraldssal ebbdl

~ s2+4s
4548
In(Xhom () = — [ 3 ds+e
adodik, ahol c¢ tetszdleges valds konstans. Mivel ‘ésjf = ﬁ = ‘% + S% = %4— H%, ezért

J B ds =2 (In(s) +In(s+4)) = In(s*(s +4)?), amibS]
e
s2(s+4)2

Mivel c tetszbleges dllando, az egyszeriiség kedvéért e helyett a tovdbbiakban ismét c-t irunk,
vagyis a homogén egyenlet altalanos megoldasa > alaku.

Xhom (S) =

(s +4)
Az inhomogén (—s= —45)X’(s) + (—4s —8)X (s) + 3 = 0 egyenlet partikuléris megolddsa

— az dllando varidldasa modszerének értelmében — megtaldlhat6 (C(+)4)2 alakban. Ezt a

probafiiggvényt az inhomogén egyenletbe visszahelyettesitve és egyszerusuve a

),
s(s+4)
egyenletet kapjuk, amibSl c(s) = s> + 6s%, vagyis egy partikuldris megoldds az Si?;‘ﬁ;

fliggvény.
Az X-re felirt elsérendd egyenlet dltalinos megolddsa tehat a homogén és inhomogén
megoldas Osszege:

X(s) c+s°+6s%
§)= ———
s2(s+4)2

Mar csak annyi van hatra, hogy az X (s) fliggvény inverz Laplace-transzformaltjat
meghatdrozzuk. Ehhez a szokdsos mddon keressiik a parcidlistort-felbontdsat
A B D E
X(s) =

STET A T Grap

alakban, melyre az

c/32+c/16 1+¢/32 2+4c¢/16

X(s)=— s 52 s+4 (s+4)2
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képletet kapjuk. Ebbdl az inverz Laplace-transzformadlt, azaz a feladat megoldasa

x(1) = —3%+1—C6t+(1+c/32)e‘4‘+(2+c/16)re—4l. .

13.3.24. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az

{ x(t) 42X (1) — 4x(r) =1,
x(0) =x'(0)=0

polinom-egyiitthatés masodrendii inhomogén linedris differencidlegyenletet.

MEGOLDAS Az el6z6 feladat megolddsdhoz hasonldéan jarunk el. Az egyenlet Laplace-
transzformaltjat véve azt kapjuk, hogy
1
$2X(s) —s5-0—0+2(=X(s) —sX'(s)) —4X (s) = —,
s
azaz |
—25X'(s)+ (s —6)X (s) = —.
s
Ennek az elsérendii egyenletnek a megoldésa is két részbdl adédik 6ssze. A homogén,
szétvédlaszthat6 valtozdjd —2sX, (s) + (s> — 6)Xnom(s) = O egyenlet 4ltaldnos megoldédsa

C 2
Xhom(s) - S_3€s /4.

Az dlland varidldsdval ebbdl a —2sX’(s) + (s> —6)X (s) = I inhomogén egyenlet partikuldris

megoldasara S% adédik. Az X-re felirt egyenlet dltaldnos megoldésa tehét
S_3.
A 13.1.6. éllitas értelmében ha X egy megengedett fiiggvény Laplace-transzforméltja, akkor
limg_, 4 X (s) = 0. Ez most csak dgy lehet, ha ¢ = 0, vagyis X(s) = %3 Az inverz
transzformdcié szerint viszont ekkor )
t
x(t) = —
(=5
lehet csak az eredeti feladat megolddsa, amint ez visszahelyettesités utdn megerdsitést is

nyer. O

13.3.25. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg a

Oxxt(X,1) = du(x,1),
u(x,0)0=1 (x>0),
u(0,6)=e* (t>0)

linedris parabolikus parcidlis differencidlegyenletet. (Az egyenlet egy egydimenzios végtelen
riid homérséklet-eloszldsdt modellezi: a rudat az x > 0 félegyenes reprezentdlja. Az
u(x,0) = 1 kezdeti feltétel szerint a riid hémérséklete a t = O iddpillanatban mindenhol
1, az u(0,t) = e~" peremfeltétel szerint pedig a rid x = 0-ndl 1évé végének hémérsékletét
1-r6l exponencidlisan 0-ra csokkentjiik. Az egyenlet megolddsa, u(x,t) irja le a rid x > 0
pontjanak homérsékletét at > 0 idopontban.)
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MEGOLDAS Vegyiik az egyenlet 7-szerinti Laplace-transzformaltjat, vagyis a z-valtozo s-sé
transzformdalddik, x-et pedig paraméternek tekintjiik: legyen tehat

~+o0
Ul(x,s) ::/ u(x,t)e "dt.
0

A fizikai kép alapjan feltehetjiik, hogy u korlatos és folytonos (s igy megengedett fiiggvény),
€s — a tovabbi atalakitdsok érdekében — azt is, hogy az x-szerinti parcidlis derivdlasok
felcserélhet6k az integréldssal, vagyis, hogy

oo oo
/ et (x,1)e " dt = D / u(x,1)e " dt = dul (x,5).
0 0

(E feltevések jogossagat — az egyértelmii megoldhatdsagra hivatkozva — utélag lathatjuk be.)
Az egyenlet Laplace-transzformaltja — a kezdeti feltételt is figyelembe véve, és a
peremfeltételt is transzformalva —

{ Il (x,5) = sU (x,5) — 1

U(0,s) = ﬁ

Figyeljiikk meg, hogy ha s-et paraméternek tekintjiik, akkor ez U-ra x-ben egy masodrendi
kozonséges differencidlegyenlet, egy kezdeti feltétellel. A hidnyz6 masik feltétel potlasaként
tegylik fel azt, hogy rogzitett s mellett az U fiiggvény x-ben korldtos. A homogén egyenlet
altaldnos megolddsa

Upom (%,5) = c1(s)e V5 + ¢y (5)e"V>,

tetszdleges ¢ és ¢y, csak s-t6l fiiggd fiiggvényekkel. A korldtossagi feltevés miatt viszont
c2(s) = 0 kell legyen, igy

Unom (x,5) = c1(s)e V5.
Az is egyszertien lathat6, hogy az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsa 1/s, igy a
kozonséges differencidlegyenletet az

U(x,s) = ci(s)e ™V + %

fiiggvény megoldja. Az U(0,s) = HIL—I kezdeti feltétel nyilvan akkor teljesiil, ha —— =

s+1
c1(s)e 0Vs 4 % =ci(s)+ %, amibdl azt kapjuk, hogy c|(s) = s4+1 - %, vagyis
1 1 1
Ux,s)=—-—( -— A
(x,5) s (s s—l—l)e

Az u(x,t) figgvényt most mdr az U (x,s) fliggvény (s-szerinti) inverz Laplace-transzformalt-
jaként kapjuk meg. A tortek visszatranszformaldsa egyszer(, a szorzat inverz transzformaltja-
hoz a konvoluciotételt hasznédljuk. Az egyediili kérdés az, hogy mi az eIVs fiiggvény (x > 0)
inverz Laplace-transzformaltja. Az 4tfogébb transzformdcids tdbldzatok megadjdk a védlaszt:
x> 0 esetén az

X 1 x2
—_— e — . eX [ —
2y 132 P\l
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fliggvény Laplace-transzformaltja eIV,
Ezek alapjan azt nyertiik, hogy x > 0 és ¢+ > 0 mellett a parcidlis differencidlegyenlet
megolddsa
t'1—exp(t

u(x,t) =1- 2\/_/ 3 )exp (—%) dr.

Az egydimenzids hdvezetési probléma u(x,t) megolddsa. A vizszintes tengelyeken x € [0,2]
és t € [0,3] kozott van feltiintetve, mikozben a fiiggleges tengelyen a rid u hGmérséklete az
1d6 muldséaval a kezdeti 1-r6] fokozatosan 0-ra csokken

Els6re nem latszik, hogy a fent megadott u(x,?) fiiggvényre teljesiil a dyu(x,t) = dyu(x,t)
Osszefiiggés. (Parcidlis integraldssal és a sziikséges hatarértékek kiszamitasaval ellendrizziik
ezt! Megjegyezziik, hogy az u fliggvényben szerepld integrilt elemi fiiggvényekkel nem
lehet kifejezni.) Az sem nyilvanval6, hogy az u fiiggvény miért teljesiti az u(x,0) =1 (x >
0), illetve u(0,¢) = e~" (r > 0) kezdeti-, illetve peremfeltételt. (Figyeljiink arra, hogy az
integralképlet csak x > 0 és r > 0 esetén érvényes.) Megmutathaté azonban, hogy x > 0
esetén

lim u(x,t 1
t—07t ( )

és t > 0 mellett

lim u(x,t?
x—0t ( ) O

13.4. Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel

13.4.1. FELADAT Szémitsuk ki az f(t) := [{ t%e~"dt fiiggvény Laplace-transzform4ltjat.
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UTMUTATAS Az f fiiggvényben szerepld integral kiszamitdsa nélkiil is elindulhatunk, ha
a 13.1.12. 4llitast alkalmazzuk:

Z(s) = % Lai(s).

A tablazatokbdl kikeresve 12 transzformaltjat és felhasznalva példdul a 13.1.15. llitast A =
—1-gyel, azt kapjuk, hogy %>, «(s) = ﬁ A végeredmény tehdt Zs(s) = ﬁ O
13.4.2. FELADAT A folytonos fiiggvények korében adjuk meg az F(s) := ﬁtslﬂ) fiigg-
vény inverz Laplace-transzformdltjat. (Ha az F(s) fiiggvényt dtviteli fiiggvényként interpre-
taljuk, akkor azonnal lathatd, hogy a feladat instabil rendszerre utal. Ez az f(¢) stlyfiggvény
végeredményként kiszamitott alakjabdl valéban leolvashatd.)

UTMUTATAS Az F fiiggvény nevezGje magasabb foki polinom, mint a szamlals, igy
polinomosztasra nincs sziikség. A nevez$ szorzat-alakban adott, F' tehat kereshetd az
2 + 7+ + —7 parcidlis tortek sszegeként. Az ismeretlen egylitthatokra A = —1 B=3/2¢s
C = —1 /2 adédik. A tdblazatok alapjdn az inverz transzformalt f(z) = —1 —I— 1 e’ O
13.4.3. FELADAT Adjunk meg egy olyan szakaszonként folytonos f : [0 ,+oo) — ]R megen-
gedett fliggvényt, amelynek Laplace-transzformaltja

e*SS + se73s

F(s):= S

(Itt is megfigyelhetd a 13.4.2. feladat instabil rendszerre vonatkozé megjegyzése.)

UTMUTATAS Az F fiiggvény nevez6jének szorzatfelbontdsa (s —1)(s+ 1), ezért F-et
parcilis tortek osszegeként az F(s) = e™>° ( 5+ er1) e 3 ( =+ s+1) alakban keressiik.
Az ismeretlen egyiitthatékra A = C = D = 1/2 és B = —1/2-et kapunk. A tébldzatok és
a 13.1.16. éllitas szerint (a A = 5, illetve A = 3 vélasztassal) az

_ l 175_1 —(t=5) i 1 t—3 l —(r=3) o _
f(t)-(ze 5¢ 1(r—5)+ ¢ tae 1(t—-3) =

sh(t —5)1(t —5) +ch(r —3)1(t — 3)
figgvény példdul olyan, melyre .Z(s) = F(s). (Az esetszétvélasztdssal torténd lefrds helyett
itt is az egységugras fiiggvényt hasznaltuk.) O
13.4.4. FELADAT Oldjuk meg az

{ X'(t) +4x(r) = cos(t),
x(0)=x'(0) =0

masodrendi differencidlegyenletet.
UTMUTATAS Az egyenlet Laplace-transzformaltja s>X (s) — s - x(0) — x'(0) +4X (s) =
vagyis (a kezdeti értékeket is figyelembe véve) X (s) =

S
s s . 241
TS ) A jobb oldal
amibdl inverz Laplace-transzformacié utdn x(z) =

o1 e z S N
parcidlistort-felbontasa 35T 31

co;(t) cos(2t) adédik. 0
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13.4.5. FELADAT Oldjuk meg az

X'(t)+y(r) = —cos(2t),
¥/ (1) +x(t) =cos(2t),
x(0)=1,  ¥(0)=1,
y(0)=-1, y(0)=

differencidlegyenlet-rendszert.

UTMUTATAS Az egyenletrendszer Laplace-transzformaltja a kezdeti feltétel alapjan

s?Y(s) —s-(—=1) = 14+X(s)

=5
s2+4°

{ $?X(s)—s-1—1+Y(s) =—2"7

Az elsS egyenletbdl Y (s)-et kifejezve és a masodikba helyettesitve az

2 § 2 s
s (—s2+4—s X(s)+s+1> +s—14+X(s)= R

egyenletet kapjuk, amibdl

X(s) —44 354352 +457 + 51+ 5
S)=
(F= 1) (2 +4)

Mivel s* — 1 = (s —1)(s4 1)(s?> + 1), ezért a jobb oldal parcidlistort-felbontasat

A n B +Cs—FD Es+F
s—1 s+1 5241 s2 44

alakban keresve

2/5 2/5 1 s/5
= + +3 +

s—1 s+1 sc4+1 s°+4
adddik. Visszahelyettesités utan azt kapjuk, hogy

X(s)

—4— 2_43 4_ 5 2 2 1
Y(s) 3s+3s"—4s” 45" —s /5 /5 s/5

1) (21 4) TS0 sl 211 244

a résztortekre bontast is elvégezve. Az inverz Laplace-transzforméltak a tdblazatokbol mar
egyszertien kiolvashatok. A megoldas

2! 2e! 2t
x@:%+2-ﬂﬂﬁﬁ%)
és . z
2 2e” 2
y(t) = ——g — 65 +sin(t) — COSS( t).

(A 13.4.2. (vagy 13.4.3.) feladathoz hasonldan itt is instabil viselkedést mutat a rendszer.) [
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13.4.6. FELADAT Oldjuk meg az

integrodifferencidl-egyenletet.

UTMUTATAS Az egyenlet Laplace-transzformaltjat véve — a konvoluciétételt is felhaszndlva

—az
N

sX(s)—lzX(s)-m

algebrai egyenletet nyerjiik. Atrendezés utén azt kapjuk, hogy X (s) = ler—fz = s% + % Az

inverz Laplace-transzformacio az
2
t

x(t)=§+1

megoldast szolgaltatja. a
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14. fejezet

Bevezetés

Ez a jegyzet a BME gépészmérnoki MSc szak hallgatéi szamdra késziilt a matematika
M2 targy kozonséges differencidlegyenletek részéhez segédletként. Célunk az ismeretek
alkalmazdsa a gyakorlatban, a problémamegold6 képesség fejlesztése. Igyeksziink — a
terjedelmi és id6beli korlatok ellenére — egy matematikailag pontos, ugyanakkor mérnokok
szdmdra is szemléletes tirgyaldsmédot kialakitani. Igy minden fejezet négy alfejezetbdl
all. A feladatok megolddsdhoz sziikséges elméleti Osszefoglalast kidolgozott mintapélddk
kovetik. Minden témakorh6z megadunk gyakorléfeladatokat is. Végiil a matematikai héttér
részben olyan definicidk, tételek, konstrukcidk taldlhatdk, amelyekrdl igy gondoljuk, hogy
szemléletformald erejliek, de a feladatok megolddsdhoz nem nélkiilozhetetlenek.
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15. fejezet

Elsorendi kozonséges
differencialegyenletek

15.1. Elméleti osszefoglalo

Mechanikdban, hétanban, szildrdsdgtanban szdmtalan differencidlegyenlettel taldlkoztunk,
amelyek egy-egy j6l meghatdrozott determinisztikus folyamatot modelleznek. Kozonséges
differencidlegyenletr6l (KDE) beszéliink, ha az ismeretlen fiiggvény egy skalarvaltozo6tol
fligg. Ez a vdltozd lehet az id6, ha egy pont pdlydjara vagy barmilyen fizikai mennyiség
véaltozdsdra vagyunk kivancsiak (lasd a 16.2.1. kidolgozott feladatot). KDE-t kapunk
1dofiiggetlen egydimenzids problémdk vizsgélatakor, valamint gyakran kor- vagy gdbmbszim-
metrikus problémdk esetén is (lasd a 16.2.9., a 16.2.10. és a 16.2.5. kidolgozott feladatot).
Az egyenletben szereplé legmagasabb rendd derivalt adja meg az egyenlet rendjét. A
magasabbrendii differencidlegyenletek mindig visszavezethetdk elsérendii rendszerre (1asd
pl. a 15.2.2. kidolgozott feladatot), ezért a tételeket elsérendli egyenletekre mondjuk ki.
Az egyenlet explicit, ha a legmagasabb rendl derivaltat kifejeztiikk az alacsonyabbrendd
derivaltak segitségével. Egy explicit elsdrendl kozonséges differencidlegyenlet tehat ugy
néz ki, hogy az egyik oldalon szerepel az ismeretlen fiiggvény derivaltja, ami a véltozonak és
az ismeretlen fliggvénynek egy fliggvényével egyenld. Ha példaul y-nal jeloljiik a fiiggvényt,
és t-vel a véltoz6t, akkor az explicit elsérendl kozonséges differencidlegyenlet:

Y(t) = f(t.y(t)). (15.1)
Egyszeriinek tiinik, de ha
y:U—=R" UCR,
f:D—R", DCRxR"
akkor a (15.1.) egyenlet tartalmazza az al4bbit:
Y(6) = fi(t,y1(0),y2(8), -, ya(1))
Ya(t) = fa(t,31(£),32(), -, yn(1))

Yut) = falt.31(6),32(0), - ya(t)).
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Emlitettiik, hogy a magasabbrendii egyenletek is visszavezethetdk elsdrendil rendszerre, igy
azok is a (15.1.) alakra hozhatdk.
Ha egy kezdeti feltétel, y(tg) = yo is adott, akkor az

Y(t) = f(t,y(1)) (15.2)
¥(to) = Yo (15.3)

egyenletrendszert kezdetiérték-problémanak nevezziik.

Felmeriilhet a kérdés, hogy a (15.1.) egyenletnek mi a megolddsa. Sajnos ilyen
altalanossdgban nincs megolddképlet, hiszen az azt jelentené, hogy minden magasabbrendd
egyenletrendszert is meg tudunk oldani. Ahhoz, hogy a kezdetiérték-probléma (vagy
altaldnosabban, a differencidlegyenlet az esetlegesen megadott tovabbi feltételekkel egyiitt)
jOl haszndlhaté modell legyen, sziikséges, hogy

1. legyen megoldasa;
2. amegoldas legyen egyértelm;
3. amegoldas fliggjon folytonosan f-tdl és a kezdeti feltételtdl,

hiszen ezek részben pontatlan mérésekbdl is szdrmazhatnak. Ha mindhdrom kovetelmény
teljesiil, akkor a kezdetiérték-probléma korrekt kitlizést. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd tétel,
és az elbtte 1évE definicio:

15.1.1. DEFINICIO Az f: [a,b] x R" — R”" fiiggvény a mdsodik vdltozdjdban Lipschitz-
tulajdonsdgii (MVL), ha létezik olyan L konstans, amellyel t € [a,b] és y,z € R" esetén
|f(l7y) _f(t,Z)| < L!y—z\.

Fontos észrevétel, hogy ha f(¢,y) y szerint derivdlhatd, és az y szerinti derivalt folytonos
vagy korlétos, akkor f MVL.

15.1.2. TETEL Legyen f : [a,b] x R" — R" folytonos és MVL akkor a (15.2.)-(15.3.)
kezdetiérték-problémdnak létezik egyértelmii megolddsa az |a,b] intervallumon.

15.2. Kidolgozott példak

15.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy tartdlyban 10 liter viz van, melybe literenként 0,2 kg
sot tartalmazo oldat folyik be 2 l/perc sebességgel. A befolyo oldat azonnal osszekeveredik
a tartdlyban 1évé folyadékkal, és a keverék szintén 2 l/perc sebességgel kifolyik a tartdlybol.
Irjunk fel differencidlegyenletet arra, hogy a t idépontban mennyi sé lesz a tartdlyban.

MEGOLDAS Jeldlje y(¢) a tartdlyban 1év6 s6 mennyiségét a kisérlet kezdetétSl szamitott ¢
id6 elteltével. 1 perc alatt 2 liter folyik be = Ar id6 alatt 2Az liter, ebben 0,4Ar kg s6 van.

A tartdlyban 10 liter folyadék van, ez y(r) kg sét tartalmaz, ezért 1 liter yl(—(t)) kg sot tartalmaz,
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azaz Ar 1d6 alatt 2Aty1(—6) kg s6 folyik ki. y(7) megvaltozasa egyenls az elGbbi két mennyiség
kiilonbségével:

y(t+At) —y(t) = 0,4Ar — 0,2Ary(t)
Y'(1) =0,4—0,2y(r).

Ezt a differencidlegyenletet meg tudjuk oldani, y(t) = 2 4 ce~%?%, de végtelen sok megoldds
van, ezért egy tovabbi feltételt is kell adnunk. Tudjuk, hogy a + = 0 id6pontban - a kisérlet
kezdetén - a tartdlyban tiszta viz van, azaz y(0) = 0. A kezdeti feltétellel egyiitt a kezdetiérték-
probléma megoldasa: y(t) =2 —2¢~ 0%, O

15.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Modellezziik elsérendii differencidlegyenlettel egy csil-
lag koriil keringd bolygo mozgdsdt! Tegyiik fel, hogy a csillag helyben marad, a mozgds
sikbeli, és a testek tomegkozéppont koriili forgdsdt is hanyagoljuk el (Kepler-feladat).

15.1. abra.

MEGOLDAS A Newton-féle graviticids torvény szerint |F| = }/";—]2"’, azaz a tengelyek irdnya-
1

ban Fy, = —y”ﬁ—g/“f, F,= —}/”i—é”% (15.1. dbra). r = (x> +y?)2-et felhaszndlva a mozgésegyenlet

tehat:

"o M
X' =—y——x
(x2+y2)2
y' = —YLy
(2 +%)}

Ez masodrendi egyenlet, de az u = x’ és v =y j valtozokkal elsSrendiivé alakithatjuk:

X =u
'=v
, M
U =— 3
(¥ +y?)2
M
V= —yp—.
(2 +2)2
Ez mar explicit els6rendl kozonséges differencidlegyenlet. a
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15.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjunk meg olyan kezdeti feltételt az yy' = x egyenlethez,
hogy a megoldas egyértelmii legyen!

N——r
N7/
AU

N

15.2. dbra. Az yy' = x egyenlet megoldésai

MEGOLDAS Ha az y' = f(x,y) egyenlet jobb oldala folytonosan differencidlhaté y szerint,
akkor teljesiil a Lipschitz-feltétel, tehat l1étezik és egyértelmi a megoldds. Ha y # 0, akkor
3 akdrhanyszor differencidlhatd, tehdt barmilyen y(xo) = p # 0-ra egyértelmd a megoldds.
Egyébként az egyenlet szétvilaszthaté, megolddsa x> —y> = ¢ (15.2. 4bra). Lathat6, hogy
az y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett y = x és y = —x is megoldds. Bdr az x tengely tobbi
pontjdn pontosan egy megolddsgorbe halad at, az y(xg) = 0 kezdeti feltételhez mégsem
tartozik megoldés, mert ezek a gorbék egyrészt nem y(x) fiiggvények (egy x-hez két y is

tartozik), mdsrészt merdlegesen metszik az x tengelyt, azaz sem y = /x2 —x% (az (xo,0)
ponton dthaladé megolddsgorbe ,felsd” fele), sem y = — 4 /x2 —x% (a megoldasgorbe ,als6”
fele) nem differencialhaté xp-ban. O

15.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg a p paraméter értékét iigy, hogy a megoldds
Y =2y/ly—pl }
y(p) =0

MEGOLDAS Ha a jobb oldal folytonosan differencidlhaté y szerint, akkor teljesiil a Lip-
schitz-feltétel, tehat 1étezik és egyértelmdi a megoldds. Ha |y — p| # 0, akkor /|y — p|
akarhanyszor differencidlhat6, tehdt p # O-ra egyértelmti a nulla kezdeti értékbdl induld
megoldas. Egyébként az egyenlet megolddsa az y = p egyenes, és az azt érintd y =
p = (x+¢)? parabolaivek novekvs darabjai (15.3. dbra). O

egyértelmii legyen: {

15.3. Gyakorlé feladatok

15.3.1. FELADAT Vezessiik le a kotélsurlodas differencidlegyenletét (I1asd a 16.3.2. feladat
kiindul6 egyenletét)!
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15.3. dbra. Az y =2+/|y — p| egyenlet megolddsai p = 1 esetén

15.3.2. FELADAT Ellendrizziik, hogy a megadott fiiggvények valoban a kovetkezd differen-
cidlegyenletek megolddsai. Abrazoljuk a megolddsokat! Milyen kezdeti érték mellett 1étezik,
illetve egyértelmi a megoldds? Vessiik 0ssze a vélaszt a 15.1.2. tétel dllitasaval.

y =y+2x—2, megolddsa y = —2x+ ce”.
/ 2 2
Yy =2+/]yl, megolddsa y =0 és az
y = +(x+ c¢)? parabolaivek novekvé darabjai.

xy +y =0, megolddsa y = )—i ésy=0.

15.4. Matematikai hattér

A Banach-féle fixponttétel

15.4.1. DEFINICIO (X,d) metrikus tér, haad : X x X — R tdvolsdgfiiggvény vagy metrika
rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1, d(x,y) >0¢ésd(x,y) =0<=x=y,
2, d(x,y) = d(y,x),
3, d(x,y) +d(y,2) = d(x,2).

15.4.2. DEFINICIO Az a, sorozat konvergdl a-hoz az (X,d) metrikus térben, ha
lim,,_, 1 d(ay,a) =0, vagyis Y& > 0-ra AN, hogy ha n > N, akkor d(ay,a) < €.

15.4.3. DEFINICIO Az ay, sorozat Cauchy-sorozat, ha V€ > 0-ra 3N, hogy m,n > N esetén
d(am,an) < €.

15.4.4. ALLITAS Ha a, konvergens, akkor Cauchy-sorozat.

15.4.5. DEFINICIO Az (X,d) metrikus tér teljes, ha minden Cauchy-sorozat konvergens.
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Ellenpélda: Q a szokdsos tdvolsdggal (d(x,y) = |x —y|). Legyen a,,| = %(an + ;—n) Vn-re
an € Q, lim,,  a, = V/3, tehét a, Cauchy. Viszont V3 ¢ Q.

15.4.6. DEFINICIO Egy k: X — X leképezés kontrakcio, ha van olyan 0 < g < 1 szdm,
hogy minden x,y esetén

d(k(x),k(y)) < qd(x,y).

15.4.7. TETEL (BANACH-FELE FIXPONT TETEL) Ha (X,d) teljes metrikus tér, k X — X
kontrakcid, akkor k-nak létezik egyértelmii fixpontja (3'x € X : k(x) = x).

Bi1ZONYITAS Legyen xy € X tetsz8leges, és legyen x; = k(xg), xo = k(x1), - -, Xut1 = k().
Nyilvan d(xp41,%,) < qgd(x3,%—1) < ... < ¢"d(x1,x0). Az x, sorozat Cauchy, mert ha n >
m > N, akkor

m—1 m—1
d(xmaxn) < Z d(Xk+1,Xk) < Z qkd(xlaxo) <
k=n k=n
= y Neses
< d(x1,x0) = ——d(x1,x9) — O.
_k;\/q (x1,%0) - (x1,X0)

Mivel (X,d) teljes metrikus tér, azért x, konvergens is, jelolje a hatarértéket x*. k(x*) =
limy,—y 4 oo k() = limy, 4 X1 = X%, tehdt ez fixpont. Mdsik fixpont nem lehet, mert ha pl.
x** is fixpont, akkor d(x*,x**) = d(k(x*),k(x™)) < gd(x*,x*"). O

A megoldas létezése és egyértelmiisége

15.4.8. ALLITAS Azy: [a,b] — R" folytonos fiiggvény pontosan akkor megolddsa az

Y (t) = f(t,y(1)) (15.4)
y(a) = yo (15.5)

kezdetiérték-problémdnak, ha megolddsa az

t
y(t)=yo+ [ f(s,y(s)) ds (15.6)
Iy
integrdlegyenletnek.

15.4.9. TETEL Ha f: [a,b] x R* — R" folytonos és MVL,'akkor a (15.4.)-(15.5.) kezdeti-
érték-problémdnak létezik egyértelmii megolddsa az [a,b) intervallumon.

B1ZONYITAS Legyen Cla,b| az [a,b] zart intervallumon folytonos fiiggvények tere a ||h|| =
max;c(q p) [7()] norméval.” Ez a tér teljes.” Definidljuk a k : Cla,b] — C[a,b] operitort a

'mésodik valtozéjaban Lipschitz, 1dsd a 15.1.1. definiciot.

’Ha || - || norma egy vektortérben, akkor d(x,y) = ||x — y|| metrika.
3Folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens sorozatdnak hatérfiiggvénye folytonos.
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kovetkezSképpen:

t

k:y(t) = yo+ [ f(s,y(s)) ds. (15.7)

Tegyiik fel elszor, hogy L(b —a) < 1. Ekkor k kontrakcid, mert

t

d(k(y),k(z)) = [|k(v) = k(z)|| = sup | f(say(S))ds—/totf(&Z(S))dS\

t€la,b] o
< [ 1765550~ s, (5] as
b
< [ L) ~2(s)] s

a

<L(b—a) :l[lpb] y(s) —z(s)| = L(b—a)ly—z|.

Tehat a Banach-féle fixponttétel szerint k-nak van egyetlen fixpontja, ami megolddsa a (15.6.)
integralegyenletnek, tehat a kezdetiérték-problémanak is. Ha tehdt b —a < %, akkor a
kezdetiérték-probléma megoldédsa 1étezik és egyértelmd. Ha L(b —a) > 1, akkor mdr
tudjuk, hogy a megoldds 1étezik és egyértelmd az [a,b| intervallum minden %—nél rovidebb
részintervallumdn, emiatt pedig az egész [a,b]-n is. O
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16. fejezet

Analitikus megoldasi modszerek

16.1. Elméleti osszefoglalo

Analitikus megolddson azt értjiik, hogy a keresett fiiggvényt képlettel fel tudjuk irni. Néhany
fontos specialis esetben (egzakt, linedris, stb., 1dsd a kidolgozott feladatokat) ez viszonylag
egyszerlien megtehet6. Ha az egyenlet nem tartozik egyik altalunk ismert tipushoz sem,
iteracioval vagy sorfejtéses modszerekkel kereshetjiik a megoldast. Hirom ilyet ismertetiink;
az elsé moédszer akkor miikodik, ha az egyenlet jobb oldala MVL,! mig a masik kettS ennél
szigorubb feltételek mellett.

1. Szukcessziv approximécio:

n——+oo

Yolt) =y0,  yuer(t) = yo+ llf(s,yn(S))dséSy()— i yu(t).

2. Taylor-sorfejtés: y'(t9) = f(t0,y(fo)), majd

n n

d
dtnf(la)’(tmt 1o €s y(t Z

Y (1) = (t—t0)* +o((t —10)"),

vagy ha y végtelen sokszor differencidlhatd, és megegyezik a Taylor-sordval (mds
néven analitikus), akkor

iy l‘—t()

k=0

3. Hatérozatlan egyiitthatok modszere:

Keressiik a megoldast y(t) = Y5 cx(t — 1o)* alakban. Az y'(t) = f(t,y(t)) egyenletet
(t —tp) hatvéanyai szerint rendezziik, és az azonos hatvanyok egyiitthatéjat a két oldalon
0sszehasonlitjuk.

'mésodik valtozojaban Lipschitz, 14sd a 15.1.1. definiciét.
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16.2. Kidolgozott példak

16.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy folyadékkal telt tartdly aljdhoz L hossziisdgu dllan-
do keresztmetszetii, vizszintes csovet csatlakoztatunk. Hatdrozzuk meg a tartdalybol kiomlé
folyadék sebességét az ido fiiggvényében az egyenes cso végén 1évd csap hirtelen kinyitdsa
utdan! Haszndljuk fel, hogy
1
/ 2
V+—vi=c

+ 2L
(ahol ¢ = gh + %(pl — Pp2), g a nehézségi gyorsulds, h a folyadék kezdeti magassdga a
tartdlyban, py és py a folyadék nyomdsa a szabad felszinen és a csd végén, p a folyadék
siriisége). Elegendben hosszu ido elteltével mekkora lesz a folyadék sebessége?

MEGOLDAS A bal oldal masodik tagjat atvissziik, majd osztunk a jobb oldallal:

vl

— =1,
c— ﬁvz
ezért az egyenlet szétvalaszthatd. Mindkét oldalt (z szerint) integrélva, és felhasznélva, hogy
arthx’ = + L2
—X

2L 1

—arth(\/ z==—v) =t

ar (1/ 2ch> +cy,
azaz

v=+V2Lcth( < +c2).
2L

x — +oo esetén thx — 1, ezért nagy r-re v(t) ~ v/2Lc. O

16.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT (EGZAKT DIFFERENCIALEGYENLET) Oldjuk meg a
kovetkezd differencidlegyenletet:

(2x+2) dx+4y dy = 0.

MEGOLDAS Mivel 5 5
5y (2¥=2)=0=5.(4).

az egyenlet egzakt (egyébként szétvalaszthaté is). Tehat az F(x,y) = (x — 1)% + 2y?
fiiggvénnyel (amelynek x és y szerinti parcidlis derivdltjai 2x — 2 és 4y) a megoldés F'(x,y) =
C. O

16.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT (MULTIPLIKATOROS DIFFERENCIALEGYENLET) Old-
Jjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

(x> +y?4x) dx+xy dy = 0.

Matematika tanulmanyaink sordn az ilyen fiiggvényeket parcidlis tortekre bontassal integraltuk. De igy
rovidebb, és jobban latszik a megoldas viselkedése is.
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170 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

MEGOLDAS Az M(x,y) = (x> +y* +x) és az N(x,y) = xy jeloléssel ez az egyenlet
M(x,y) dx+ N(x,y) dy = 0 alakd; akkor lenne egzakt, ha %’ és ’3—1;’ egyenls lenne. Sajnos

ez nincs igy. Ilyenkor iigyesen meg kell szagroglli az egyenletet valamivel ugy, hoga%; egaf/akt

21 e dy dx
= @(x) csak x-t6l fiigg, vagy ha == =

-szel illetve e~/ ¥() &_nal szorozva egzaktta

dJdy  Jx
N

x) dx

legyen. Két specidlis esetet tanultunk: ha
w(y) csak y-t6l fiigg, akkor az egyenlet e/ 9
M _ 9N

valik. Most % = % csak x-t6l fiigg, ezért ha mindkét oldalt el ¥ = x-szel szorozzuk,
egzakt egyenletet kapunk. A Bolyai példatar [3] 110. oldaldn megtaldlhaté egy masik

levezetés is. O

16.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT (LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET) Oldjuk meg a
kovetkezd differencidlegyenletet x > 0 esetén:

xy =y+x+1.

MEGOLDAS Az a(x)y' 4 b(x)y+ c(x) = 0 alakd linedris egyenlethez tartozé a(x)y' +b(x)y =
_blx)
J=@9. Ha a linearis

b(x)
egyenletet osztjuk a(x)-szel, majd yj,(x)-szel (a mdsodik osztds helyett szorozhatunk el .

szel), akkor az y-t és y'-t tartalmazo kifejezésekbdl teljes derivaltat kapunk, és egy integra-

0 homogén linedris egyenlet megoldasat konnyd folirni, y,(x) = e

lassal megoldhatjuk az egyenletet.> Most tehét x-szel osztunk, majd e I3 =y = %—szel

szorzunk:
1 1 1 1

/__ — E—
xy _x2y+x+x2’

az y-tol fliggd tagokat a bal oldalra rendezve teljes derivaltat kell kapnunk.

Val6ban, a bal oldal 1y derivaltja. Mindkét oldalt integrdlva

1 1
—-y=Inx——+c¢,
x x

ahonnan

y=xlnx—1+4cx. O
16.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Hatdrozzuk meg az Ry belsd és Ry kiilsd sugarii gombhéj
alakii testben kialakulo (radidlis irdnyii) staciondrius homérsékleteloszldst Q dllando
héforrds siiriiség és A hévezetési tényezd mellett, ha az R; sugarii gomb felszinét (i = 1,2)
dllando T; homérsékleten tartjuk.

MEGOLDAS Az allanddsult hdmérséklet egyenlete:

AAu+ f(x) =0,

3Vagy az tn. ,dlland6k varidldsa” médszerét alkalmazzuk, azaz y(x) = c(x)ys(x) alakban keressiik a
megoldast.
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ahol A a hGvezetési tényezG, f(x) pedig a héforrasok stirtisége. Gombszimmetrikus esetben
(ha f és igy u csak |x| = r-t6l fiigg):

Au=u"(r)+=u(r),
r
igy f(x) = Q éllando esetén az
2 0
!/ /
It 2 _0
)+ )+ 5

egyenletet kapjuk. Ez egy linedris egyenlet u/(r)-re. r’-tel val6 szorzés utn

(P () =22,

A
mindkét oldalt integralva, majd r>-tel osztva
/ . ) C1
u(r)= —ﬁr-l— 2
Ismét integralva
u(r) = —%rz - 671 +cs.
A peremfeltételekbdl u(Ry) = T1, u(Ry) = Tr, azaz
Q. 5 5 1 1
u(Ry) —u(R) = —= (R —R}) —ci(5——)=Th—T1 =
¢ — (-1) +&(RI-R}) _ (—T)+ %(R%—R%)RIRZ
ot Bh
és
0
Rou(Ry) — Riu(Ry) = —a(Rg—R{’) +c2(Ry—Ry) =Rz — R\ Ty =
 (B-T)-4R®-R)
) = . U
R, — R,

16.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT (BERNOULLI-FELE DIFFERENCIALEGYENLET) Old-
Jjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

y—y=1y.

MEGOLDAS Az egyenletben y, y és egy masik y-hatvdny szerepel, ezt Bernoulli tipustinak
nevezik. Ha osztunk y>-nel, akkor lathaté, hogy az u = y! = = y~* helyettesités vezet célhoz:

1
)/)F5 —)F4 =1, azaz — Zu'—u =t<=u +4u=—4t.

Ez linedris, ¢¥-vel kell szorozni mindkét oldalt a megoldashoz. O
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16.2.7. KIDOLGOZOTT FELADAT (ALLANDO EGYUTTHATOS MASODRENDU HOMOGEN
LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET) Oldjuk meg a kivetkezd differencidlegyenletet:

y" +4y' + 3y =0.

MEGOLDAS Ez egy dlland6 egyiitthatés masodrendd homogén linedris egyenlet. A megol-
dasty = e** alakban keressiik. Behelyettesités és 0 £ e*-szel val6 osztds utdn a

A2 +41+3=0
karakterisztikus egyenletet kapjuk, ahonnan A; = —1, A; = —3. Homogén lineéris egyenlet
megoldésainak Osszege és szdmszorosa is megoldds, ezért a megolddsok:* y = cje™ +
—3x
che . O

16.2.8. KIDOLGOZOTT FELADAT (ALLANDO EGYUTTHATOS MASODRENDU INHOMO-
GEN LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

y' +4y' +3y = 8e".

MEGOLDAS Ez egy éllandé egyiitthatés mdsodrenddi linedris egyenlet. Két megoldas
kiilonbsége kielégiti a homogén linedris egyenletet. Ezért az 6sszes megoldast ugy kaphatjuk
meg, hogy vdlasztunk egy (idegen széval partikuldris) megoldast, most pl. az e* ranézésre
jO, és ahhoz hozzdadjuk a homogén egyenlet megoldasait. Ezeket az el6bb kiszdmoltuk, igy
a megolddsok: y = e +cje ™ + cre 3. O

16.2.9. KIDOLGOZOTT FELADAT Az dllando @ szogsebességgel forgo rugalmas tdrcsa
pontjainak sugdrirdnyu elmozduldsa az
1

1
/" Loy 4 Kr=0
u'(r)+ ~u (r) rzu(r) +Kr

egyenlettel hatdrozhato meg, ahol K = 1%# pw? (p a tdresa siiriisége, v a Poisson-tényezd,
E a Young-modulus). Oldjuk meg ezt a differencidlegyenletet!

MEGOLDAS Ez egy un. Euler egyenlet, amibdl az r = ¢* helyettesitéssel (vagy ha r < 0

lenne, akkor az r = —¢e* helyettesitéssel) adllandé egyiitthatés masodrendi linedris egyenletet
kapunk. Valéban, ha y(x) = u(r) és r = ¢*, akkor x = Inr és u/'(r) = -Sy(Inr) = y/(Inr)1,

u'(r) = -2 ('(Inr) L) =y (Inr) rlz —y(In r)ri2 Ezeket behelyettesitve:

1 I 1 I 1
"(nr)— —y (Inr) = + -y (Inr)— — — (1 Kr=0
Y'(1nr) =y (Inr)5 +—y/(Inr)- — —y(Inr) + Kr =0,

r helyett e*-et irva és rendezve

Y (x) = y(x) + Ke™ = 0.

4Az n-edrend linedris egyenletet n-valtozés elsérendt rendszerré irhatjuk 4t. A kezdeti feltételek n darab
linedris egyenletet jelentenek a konstansokra, amelyekkel egyiitt a megoldas egyértelmd. Ezért egy n-edrendii
linedris egyenletnek n darab fiiggetlen megolddsa van, nem lehet tobb megoldas.
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A homogén linedris egyenletet megolddsa y, = cje* + cope ™, egy partikularis megoldas
K. 3

K j3x 4 £ _ X —x _ K 3x _ 1
—ge*. Ezért a megoldds: y(x) = cre* +coe ™ — g€, azaz u(r) = cir+c2, — gr’. A

kozéppont nyilvan nem mozdulhat el, ezért u(r) = c;r — §r3. O

16.2.10. KIDOLGOZOTT FELADAT A linedrisan rugalmas korlemez deformdlt alakja a

lemez sikjdra merdleges p(r) nyomds hatdsdra az

1
W///(r)+_wll(r)_ r
r
egyenlettel hatdrozhaté meg, ahol D a lemez anyagdra jellemzd dllando. Oldjuk meg ezt a
differencidlegyenletet p(r) = ar (a > 0 dllando) esetén!

MEGOLDAS Az u(r) =w'(r), majd y(x) = y(Inr) = u(r) helyettesitéssel az

Y/(x) = y() = e

egyenletet kapjuk. Innen y(x) = cie* + cre ™ + ﬁe“, azaz u(r) = cjr+ cz% + ﬁlﬁ és

w(r) = c3r? +crlnr+ %ﬂ + c4. Mivel az elmozdulés korlatos kell, hogy legyen, ezért
w(r) = c3r* + 551" + 4. O
16.2.11. KIDOLGOZOTT FELADAT (ALLANDO EGYUTTHATOS LINEARIS DIFFERENCI-
ALEGYENLET-RENDSZER) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszert:

X=2x+2y

y=x—-Jy

MEGOLDAS Derivélhatnank pl. a masodik egyenletet, és x-et és x-ot kiejtve egy allandé
egylitthatés masodrendii linedris egyenletet kapnank y-ra. A meglévd szamoldsi rutinra

jobban épitd megoldds, ha beirjuk a jobb oldal egyiitthatéit egy matrixba: A = ( ? _21 )

//////

A sajétértékei, S oszlopaiban A sajatvektorai taldlhaték. S~!-re nem is lesz sziikségiink, csak
a sajatértékeket és a sajatvektorokat kell kiszamolni. Most

D:<M > S:(3+\/ﬁ 3—\/ﬁ)_

> 0
0 1—55 2 2

A megoldas pedig
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/ 2
y=y—r1*+2t } o
kezdetiértékfel-
¥(0)=0 J

adatot szukcessziv approximdcioval vagy valamelyik sorfejtéses modszerrel!

16.2.12. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az

MEGOLDAS Haromféle mdédszert tanultunk:

1. Szukcessziv approximéciéval: Most tg = 0, yg = 0 és f(t,y) =y —t> +2t, ezért

t
yo(t) =0, )’n+1(f):/0yn(S)—s2+2sds,

azaz yi(t) = — 33 +12, yu(t) = — (nfz)!t"“ +12 =12
2. Taylor-sorfejtéssel:
y":y'—2t+2:y—t2—|—2, ym:yl—2t:y—tz,

innentSl y =y — 2t = y — 2. Behelyettesitiink 7o = 0-ban:

y(0)=0, y(0)=0, y'(0)=2, y"(0)=yY0)=...=0,
ahonnan o ,
- y " (O) n t 2
= = 2— =
Y Z;) T TR

3. Hatérozatlan egyiitthatok moédszerével:
_ 2 3
y=cotcit+cyt"+cezt+...,
azaz
C1 +202t+303t2—|—464t3—|—... = C()—l-(cl —|—2)t—|— (Cz— 1)t2—|—03t3 + ey

a kezdeti feltétel miatt pedig co = 0. Azaz

¢t = ¢ = a=U
200 = c1+2 = =1, O
3cs = -1 = ¢3=0,
dcy = c3 = ¢4 =0,

és innentdl a tobbi egyiitthaté nulla. Tehét y = £2.

16.2.13. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet szuk-
cessziv approximdcioval vagy valamelyik sorfejtéses modszerrel:

Y () =ty(t), »(0)=2.
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MEGOLDAS 1. Szukcessziv approximdacidval:

Most 1o = 0, yo = 2 és f(t,y) = ty, ezért

yo(t) =2, yus1(2) =2+/Otsyn(s) ds.

Innen

t t 1
yl(t):2+/ 25 ds =2+12, yz(t):2-|-/s(2+s2) ds:2+t2+zt4,
0 0

i 1 1 1
=2 2457+ ds=247+ -+ —15,...
y3(1) +/0s( +s +4s)ds ~|—t+4t +24t,

k

t2
1 2 no2 " (7) 2
_ 2 4 2n __ 2k 5
y”(”—“f+zf+~-'+m’"—k2_ozk—w —ZkZ_O 27

mivel

2. Taylor-sorfejtéssel:

V(1) =1y(1),y"(t) = y(6) +1y'(t) = (% + D)y(e), y" (t) = 2ty (t) + (2 + 1)y (1) = (° +
31)y(r). Elég nehéz lenne 4ltalanosan felirni y")(¢) alakjat, igyhogy ne dolgozzunk
tovabb; ha mindenképpen a pontos megoldast akarjuk megkapni, valtsunk a masik két
médszer valamelyikére. A derivéltak értékére a o = O-ban van sziikségiink: y'(0) =

y"(0) =0,y"(0) = 2, és igy

y(t) =241 +o().

3. Hatérozatlan egyiitthatok médszerével:

A megoldasty(r) =Y cxt® alakban keressiik, mert y a fo = 0-ban adott; innen tudjuk,
hogy co = 2. Az y-t el4llit6 sort tagonként derivalva y'(t) = Y5, keyt* !, mig az
egyenlet jobb oldalan ry(t) = Y.;° etk = Yo Crnt* 1. Innen ke, = cj_n (k > 2),

2%k 2
L :2@7, \:‘

c1 = 0. co = 2-t felhaszndlva ey, = 57, ks = 0, tehdt y(1) = 2 X7 4

16.3. Gyakorlé feladatok

16.3.1. FELADAT Staciondrius suirléddsos dramlds esetén a cs6ben dramlé folyadék cséfal
kozeli sebességprofilja a kovetkezd egyenletbdl hatarozhaté meg:

yu'(y) =k,

ahol u(y) a csGben dramlé folyadék sebességprofilja a cs6fal kozelében (y a csdfaltél mért
tdvolsdg), k pedig dllandé (a surlédési sebesség és egy empirikus ardnyossdgi tényezd
hanyadosa). Oldjuk meg az egyenletet!
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16.3.2. FELADAT Egy korongra felcsavart kotél egyik végét Fy erdvel hiizzuk. A korong €s
a kotél kozti surlodasi egyiitthaté (. Ha korongra felfekvd kotél ivének kozépponti szdge (az
un. atfogdsi szog) a, akkor legalabb mekkora F' er6vel kell tartanunk a kotél masik végét,
hogy ne csisszon meg? Az F-re o fliggvényében felirhaté differencidlegyenlet (kis o szogek
esetén):
F'(a) = —uF(a).

16.3.3. FELADAT A korongra felcsavart kotél egyik végét most is Fy erdvel huzzuk, am
a korong kertileti sebessége v. Legaldbb mekkora F er6vel kell tartanunk a kotél masik
végét, hogy ne csisszon meg? Forgd henger esetén az F-re o fliggvényében felirhatéd
differencidlegyenlet (kis o szogek esetén):

F'(a) = —pu(F () — pAV?),

v 22

ahol A a kotél keresztmetszete, p a slrlisége.

16.3.4. FELADAT Egy L hosszi rudat keresztirdnyban terhel megoszl6 erd p(x) = (0 < x <
L). Szamitsuk ki a nyiréerSket és a hajlitonyomatéki fiiggvényt. A V(x) nyiréerSkre és az
M (x) hajlitényomatéki fiiggvényre felirhaté differencidlegyenlet:

Vi(x) = plx), M'(x)=-V(x).

16.3.5. FELADAT Hatdrozzuk meg az egyik végén rogzitett L hosszu rid kihajlott alakjat, ha
a rud szabad végét F erdvel nyomjuk a rogzitett vég felé. Kis lehajlds esetén a rad alakjara
az y'(x) = —A% egyenlet irhat6 fel, ahol I a keresztmetszet masodrenddi nyomatéka, E a
Young-modulus, M (x) = Fy(x) pedig a hajlitényomatéki fiiggvény.

16.3.6. FELADAT Hatdrozzuk meg a mindkét végén befogott, de az egyik végén szabadon
elmozdul6é L hosszud rid alakjat, ha a rid két végét az Euler-féle kritikus erével nyomjuk
egymas felé!

16.3.7. FELADAT Hatarozzuk meg az R sugaru cs0 falaban kialakul6 radidlis irdnyu stacio-
narius hémérsékleteloszlast Q dllandé hoforras stiriség és A hévezetési tényezd mellett, ha a
kiils6 hémérséklet T'.

16.3.8. FELADAT Vezessiik le a hvezetés egyenletébdl (lasd a 16.2.5. kidolgozott feladat
megoldasdban) a 16.3.7. feladat egyenletét!

16.3.9. FELADAT Egy linedrisan rugalmas, kiils6/belsé egyenletes nyomdssal terhelt cs6
faldban ébredd o (r) radiélis fesziiltség az

2 2A
/
_Zo(r)+ 2L =0
o' (r) rG(r) ;.

egyenlet segitségével hatarozhaté meg, ahol A a terheléstdl (peremfeltételtdl) fiiggd konstans.
Oldjuk meg az egyenletet!

16.3.10. FELADAT Ha a Kepler-egyenletben (15.2.2.. kidolgozott feladat) az r, ¢ polarkoor-
dindtdkra tériink 4t, akkor beldthat6, hogy i = r*¢ 4llandé (fajlagos szogsebesség), valamint
azu = % valtozoéra a szogvaltozo fiiggvényében felirhaté az

u" (@) +u(p) =K

madsodrendd linedris differencidlegyenlet, ahol K = %/I Oldjuk meg ezt az egyenletet!
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16.3.11. FELADAT Egy linedrisan rugalmas, kiils6/belsd egyenletes nyomadssal terhelt cs6
falaban az u(r) sugdriranyd elmozdulas az

egyenlet segitségével hatarozhaté meg. Oldjuk meg az egyenletet!
16.3.12. FELADAT [3] Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

(1+2y) dx+ (4—x*) dy=0.
16.3.13. FELADAT Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
y =2y+x+1!

UTMUTATAS Vagy megoldjuk linedris egyenletként (mindkét oldalt megszorozva e* -szel),

vagy helyettesitiink u(x) = 2y + x+ 1-et, és akkor egy szétvdlaszthat6 egyenletet kapunk. [
16.3.14. FELADAT (F143)° Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

(xy/ —1)Inx = 2y.
16.3.15. FELADAT (F144) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
xy' 4+ (x4 1)y =3x% "
16.3.16. FELADAT (F146) Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenletet:
(2¢¥ —x) dy = dx.

16.3.17. FELADAT (F66) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

X2y —cos2y =1, y(4oo)= %n
16.3.18. FELADAT (F195) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
(x> +y*4x) dx+y dy =0.
16.3.19. FELADAT (F192) Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
(1 +y? sin2x) dx — 2ycos?x dy = 0.

16.3.20. FELADAT Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszert:

x = —35x+25y—5z
y = —43x+33y—5;
7 = —110x+90y — 10z.

3 A jelolés arra utal, hogy ez a Filippov példatér [2] 143. feladata.
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17. fejezet

Numerikus megoldasi modszerek

17.1. Elméleti osszefoglalo

Az y'(x) = f(x,y) differencidlegyenlet (ahol y vektormennyiség is lehet) y(x) megolddsat
szeretnénk meghatdrozni egy egész [a,b| intervallumon, vagy csak egy adott b pontban.
A legtobb esetben valamilyen kezdeti érték, példaul y(a) = yo adott. Vagjuk fel az [a,b]
intervallumot & = l% hosszusdgu darabokra (h-t 1épéshossznak vagy 1épéskoznek nevezziik).
Legyenek az egyes szakaszok végpontjai az a = xo,x1,...X, = b pontok (azaz x; = a + kh).
Egymads utdn minden x; pontban meghatdrozzuk a pontos y(x;) megoldds kozelito értékét,
amit yg-val jeloliink, és végiil a megoldas b-beli értékének, y(b)-nek a kozelitése y, lesz. Az
vk értékek természetesen fiiggnek attol, hogy milyen mddszert valasztunk.

A legegyszerlibb és id6rendben is a legkordbbi mddszer azon a felismerésen alapul,
hogy minden differencidlhatd fiiggvény jol kozelithetd az érintdjével, marpedig a derivalt
(amit a differencidlegyenletbdl ismeriink) pont az érinté meredekségét adja meg. Ezért ugy
konstrudljuk meg a kozelitd megoldast, hogy az (a,yo) pontbdl az érintd irdnydba mozdulunk
el az (a+ h,yo + f(a,yo)) pontba, majd minden (x;,y;) pontbdl az ottani érintd irdnydba
megyiink tovabb az (x; + h,yx + hf (x, v )) pontba. Ez azt jelenti, hogy a megoldas x;, 1-beli
kozelitd értéke,

Vir1 = Yk +hf (Xe, i) (EE)

Ez az explicit Euler-mddszer (EE).

17.1. dbra. Az y' = iﬂ y(0) = 1 kezdetiérték-probléma EE mddszerrel kapott kozelitd

_x’

megoldasa. A 1épéskoz 0,1
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17.1.1. PELDA Az Y = 3= Y y(0) = 1 kezdetiérték-probléma pontos megolddsa y(x) =
x+V1I+2x2 Az y =2 +§ , ¥(0) = 1 kezdetiérték-probléma tiz 1épéses, 0,1 1épéskozi

EE modszerrel kapott kozehto megoldésa lathaté a 17.1 dbran. y; = yo + hf(x0,y0) =
140,148 = 1,1, yy =yi +hf(xi,3) = 1,140, 11557 = 1,22, stb. Az y(1)-et kozelits

y1o értéke kozelitleg 2,69165. A feladat pontos megolddsa egyébként y(x) = x+ /1 +2x2,
azaz y(1) ~ 2,73205.

Mekkora a hiba? y(x+h) = y(x) +hy'(x) + %y’ '(&), azaz minden 1épésben const - h* hibat
kovetiink el. Osszesen n = b%“ 1épés van, tehdt a hiba Osszesen const - h lesz.

Egy masik lehetdség, ha mindig oda 1épiink tovdbb, ahonnan az (ottani) érintd irdnyédba
visszalépve az jelenlegi pontunkat kapjuk, azaz yp; — hf(Xks1,Ykr1) = Yr» Szokdsosabb
formdjéban

Vi1 =Yk HAf (X1, Vit1)- (IE)

Ez az implicit Euler-médszer (IE).

Az EE mdédszernél csak ki kellett szamolni f értékét egy adott pontban, most viszont yj, |-
re egy egyenletet kell megoldanunk, ami f-tdl fliggden bonyolult is lehet. Ez a kiilonbség az
explicit és az implicit médszerek kozott. Akkor hivunk egy modszert explicitnek, ha minden
Ujabb fiiggvényérték kiszamitdsdhoz csak a kordbbi, meglévs értékek valamilyen fiiggvényét
kell kiszdmolnunk, egyenletmegoldds nélkiil, kiilonben a médszer implicit.

Az (IE) egyenlet megolddsat kereshetjuk fixpont-iteracioval. Legyen Yk[ +]1 = Vi, Yk[flrl] =
Vi + hf (xks1,Y, k[ le) ]Yk"H] f +1’ < t, ahol ¢ el6re adott pontossdg, tin. tolerancia,

akkor megallunk, és y; | = Yk[ JH.

Latszolag az implicit médszerek bonyolultabbak, tobb szamitdst igényelnek. Az explicit
moédszerek nagy hitranya azonban, hogy ,,nem latnak a jovdbe”, azaz elegendden kis 1épés-
hossz esetén konvergdlnak ugyan, de nagyobb 1épéshosszakra teljesen rossz eredményeket
adnak — azt pedig nem mindig lehet el6re tudni, hogy mi az elegendden kicsi. Egy példa
a 17.2 4abran lathato.

Az Euler-médszer hibdja a h 1épéshosszal ardnyos, azaz a modszer elsérendii. Egy
modszer rendje az a legnagyobb k egész szdm, amelyre teljesiil, hogy (k-szor folytonosan
differencidlhat6 jobb oldal esetén) a hiba i — 0 esetén h*-nal osztva korldtos. A magasabb-
rendd médszerek sokkal gyorsabban konvergalnak: ha a 1épéshosszt a tizedére csokkentjiik,
az elsérendli modszerek hibdja a tizedére, a masodrendlieké a szdzadara, a harmadrendtieké
az ezredére csokken.

Hogyan juthatunk magasabbrendi moédszerekhez? Az elsé otlet, hogy ne csak a
kiinduldsi vagy a végpontbeli érintd meredekségét haszndljuk fel, hanem mindkettst, és
ezeket 4tlagoljuk, vagy silyozzuk. Igy kapjuk a Crank—Nicholson-mddszert:

1h[f(xk,yk) + f (X1, Y1) (CN)

Vik+1 =Yk + 5

'Ha h < L, ahol L f Lipschitz -konstansa, akkor ez kontrakci6 lesz, mert |Yk[i+11] Y["]1| =h|f (ka,Yk[ +]1)

f(ka, k+1 )| < hL| k+1 — Ykil ]| tehdt egyértelmd fixpontja van.
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A Crank—Nicholson-médszer masodrendli. A rend tovabbi novelésére két lehetGségiink
van. Az egyik, hogy az (xi,yr) pontbdl nem egy adott irdnyd szakaszt hizunk, hanem
tobb lépcsében kozbiilsd értékeket szamolunk ki, és az ottani derivaltakat is figyelembe
vessziik ygi 1 értékének a kiszdmitdsdhoz. A még ma is haszndlt tobblépcsés mddszerek
az un. Runge-Kutta mddszerek. 1895-ben Runge egy negyedrendli moédszert talalt, hat
évvel késobb Kutta egy otdodrendlit. Ez a két mdodszer egy rendkiviil bonyolult dltalanos
sémadba illeszkedik, amellyel tovdbbi magasabbrendli médszerek nyerhetdk; ma ezeket hivjak
osszefoglal6 néven Runge—Kutta médszereknek, és ezen beliil Runge-mddszerére rendszerint
az RK41, Kuttdéra RKS5 néven hivatkoznak. Mindkett6 explicit médszer; ezek képletét is 1asd
a matematikai hattérnél.

A masik lehetdség magasabb rend elérésére, hogy nem tobb kozbiilsé értéket haszndlunk
fol, hanem a kordbban kiszdmolt y értékek koziil haszndlunk fel tobbet; igy kevesebb
szamitéssal is elérhetjiik a kivant pontossagot. Tobblépéses mddszereknek nevezziik azokat,
amelyek tobb el6z8 (xi,yx) pontbeli fiiggvényértéket haszndlnak fel. Ilyenek az Adams—
Moulton és az Adams—Bashforth-mddszerek (lasd a matematikai hattérnél).

Ahhoz, hogy egy tobblépéses mddszer konvergens lehessen, két egyszerl feltételnek
meg kell felelnie. Az egyik ilyen a konzisztencidja: akkor hivjuk konzisztensnek a
modszert, ha két nagyon egyszerii egyenlet esetében pontos kiinduldsi értékekbdl tovabbra
is pontos értékeket szolgéltat. Egy mésik feltétel a stabilitds (vagy z€rd-stabilitds): a lehetd
legegyszer(ibb, y'(x) = 0 egyenletnél a hibak nem ndének végtelen nagyra. Ami érdekes, hogy
ez a két tulajdonsdg mar garantdlja a konvergenciét.

17.2. Kidolgozott példak

17.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Kozelitsiik az y'(x) = x — y(x), y(0)=1 kezdetiérték-

probléma megolddsdnak 1-beli értékét az explicit Euler-modszerrel. Legyen h = %.

MEGOLDAS Az explicit Euler-médszer ugy miikodik, hogy felosztjuk az (a,b) (jelen esetben
a (0,1)) intervallumot az a = xg,x1, ..., X, = b osztépontokkal & hossziisagui szakaszokra. A
megadott kezdeti értékbdl indulunk, és ha az y(x) megoldas xi-beli értékét yy-val kozelitettiik,
akkor az (xg, yx)-beli érintd irdnydba 1épiink tovabb, azaz yi, | = yx +hf (xe, i) = yi +h(xx —
yk)- Ezért

1 3
ylZyo-l-hf(xo,yo)Zyo-l-h(xo—yo)z1-1-;1(0—1)221
3 1.1 3 5
— Bt —vi) == (2 2y=2
y2 =y1+h(x; —y1) 4+4(4 4) 3
5 1.1 5 19
Y3—y2+h(x2—y2)—§+z(§—§)—3—2
3 1.3 19 81
_ )= (D 2y = S 0
ya=y3+h(x3—y2) 4+4(4 32) o8

Ez y(1) kozelitése.
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17.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Kozelitsiik az y'(x) = x — y(x), y(0)=1 kezdetiérték-
probléma megolddsdnak 1-beli értékét az implicit Euler-modszerrel. Legyen h = zlt'

MEGOLDAS Az implicit Euler-mddszer dgy mikodik, hogy felosztjuk az (a,b) (jelen
esetben a (0,1)) intervallumot az a = xo,xi,...,x, = b osztépontokkal h hosszisigi
szakaszokra. A megadott kezdeti értékbdl indulunk, és ha az y(x) megoldas x;-beli értékét yy-
val kozelitettiik, akkor az yj, | pontot ugy vélasztjuk, hogy onnan az (x;.1,yxr1)-beli érintd
irdnydba visszalépve pont (xi,yi)-t kapjuk, azaz ygr1 = yx + hf (e 1, V1) = Ve +h(xr1 —
Y1) EbbSL i1 = 13 (0 + hxi1). Ezért

11, 17
yl——1+h(yo+hxl)—§(1+zz>—%
1 417 11, 39

h G G
=1 0rtn) =55+ 15 =5

439 13 19
 (yythr) = o(2 4y —
T thne) =5+ =3;
! 4387 1. 512
va= W) = (555 3 = 55

Y3 =

Ez y(1) kozelitése.
17.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Keressiik meg az

y' = —100y,
y(0)=1

kép. kozelito megolddsdanak 1-beli értékét az explicit és az implicit Euler-modszerrel is, ha
h= %.’ Mit tapasztalunk? Aztdn mutassuk meg, hogy h = % és n — oo esetén a kozelités a
pontos értékhez tart.

MEGOLDAS Ha y(t) egy rezg6 test adott pontjanak a kitérése az id6 fiiggvényében, akkor
minél merevebb a test, anndl gyorsabban hal el a rezgés, azaz anndl gyorsabban tart y a
nulldhoz. Az olyan egyenletet, amelynek van gyorsan nullahoz tart6 megolddsa, merev (stiff)
egyenletnek nevezziik. Ez az egyenlet is merev, hiszen a pontos megoldas y(t) = e~ 10,
rettentd gyorsan tart a nulldhoz.

Az EE mddszerrel yiy1 = yx — 100hy, = (1 — 100h)yy, azaz h = %—nél Yer1 = —19y;.
Ezek szerint y; = —19, yp = 361, és nulldhoz tartds helyett egyre nagyobb szdmokat kapunk.
Ez azért lehetséges, mert az érintd annyira meredek, hogy bar a ¢ tengelyen csak h = %—bt
1épiink, az y tengelyen joval tobbet. Megjavul-e a modszer, ha kisebb 1épéskozt valasztunk?

Altaldban y, = (1 — 100h)y, | = ... = (1 — 100h)"yo, azaz h = E és yo = 1 esetén y(1)
kozelitése, y, = (1 — 199)". Ha n tart a végtelenhez, akkor (1 — 199)" — ¢=100 ami a pontos
megoldas.
Az IE mddszerrel yx1 = yr — 100hyi,1, ahonnan yk+1myk. EszerinE h = % esetén
Ykt1 = 37Vk» AZA4Z Y1 = 37, Y2 = 317, - .. ezek az értékek nulldhoz tartanak. Altaldban y, =
n
m)’nq =...= (m)nyo, azaz h = % ésyp=1esetény, = (H%) ,ezis e 10 hogz,
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a pontos megoldéshoz tart.
Tehat elég kis 1épéskozt valasztva mindkét mddszer a pontos megoldashoz kozelit. Mégis,

féleg az in. merev egyenleteknél, nem mindig l4thatd, hogy elég kis 1épéskozt valasztottunk-
e, ezért az implicit médszernek is megvannak az elényei (nem szall el), még ha nehezebb is
]

szamolni vele.

17.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT

—16y; + 12y, + 16cosx — 13 sinx
yh = 12y; — 9y, — 11cosx + 9sinx

y1(0) =1, y(0)=0.

Probdljuk meg megoldani az explicit Euler-modszerrel n lépésben, h = % lépéshosszal. Mi

i
(17.1)

torténik? A pontos megoldds y(x) = cosx, y2(x) = sinx.
MEGOLDAS Az el6z6 feladat mintdjara tekintsiik az

= —Ny(x)

Y (x)

Y1)

egyenletet! A pontos megoldds y(x) =c-e AR
(1 —hN)y,. Ha 1 —Nh < —1, azaz h > ]%, akkor |y, 1| novekedni fog! Ilyenkor vagy a

1épéshosszt valtoztatjuk, vagy implicit médszereket alkalmazunk.

~NX azaz =e N deyr g =y +h(—Ny) =

1072 loflAS 1071 1070,3

L)
S, 10° 10°
10°

1072 107*° 107t

10703

107?

1072

1015 107t

10703

10°

1072

10743

17.2. abra. Az explicit és az implicit Euler-mddszer hibdja a 1épéshossz fiiggvényében

a (17.1.) egyenlet esetén

Ilyenkor tobbnyire a megoldds és a derivéltja kozotti

A feladat egyenlete lineéris.
nagysdgrendet a homogén rész matrixdnak a legnagyobb abszolutértéki sajatértéke hatarozza

meg, ez most —25. Tehat h > 22—5 esetén szamithatunk rd, hogy a hiba novekedni fog, mig elég
kis h-ra a hiba h-val ardnyosan csokken. Valéban ez a helyzet, 1dsd a 17.2 dbrat [1]. O
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17.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Egy y(x) fiiggvény értékeit numerikusan hatdroztuk meg
az x £ h, x+2h, stb. pontokban. Jelilje y(x + kh) értékét y;. Milyen nagysdgrendii hibdt
kovetiink el, ha y'(x) értékét a

-3 —16y_4+7y_s
2h

képlettel szamitjuk ki?

MEGOLDAS Az y(x+h) = y(x) +hy'(x) + %y”(x) + %y’”(x) + O(h*) sorfejtés alapjan

/ 9h2 " h3 " 4
yo3 = () =30y (¥) + " () = 273" (x) + O(h*),
16h> n
-4 = y(x) —4hy'(x) + Ty” (x) — 64gy’” (x)+0(n%),

! 25h2 " h3 " 4
y—s5 =y(x) = 5hy (x) + Y (x) — 1253)’ (x) +O(h").

A megadott képlet szamldlgja 9-szer az elsd sor - 16-szor a masodik sor + 7-szer a harmadik
sor, azaz 2hy'(x) — 94h3y" (x) + O(h*). Ezt 2h-val osztva y'(x) — 47h%y" (x) + O(h?)-ot
kapunk, vagyis a hiba h-tel ardnyos, a képlet masodrendben kozeliti a derivaltat. a

17.3. Gyakorlo feladatok

17.3.1. FELADAT Kozelitsiik y(1) értékét az implicit Euler-mddszer segitségével, ha y az

Yy =—4y, y(0)=3

kezdetiérték-probléma megoldésa. Legyen 4 = 0,05.
17.3.2. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy 53— az y'(x) masodrendii kozelitése!
17.3.3. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy (az y; = y(x + kh) roviditéssel élve)

—y-1+3y0—3y1+ym
h3

az y'" (x) harmadik derivalt elsérendd kozelitése!

17.4. Matematikai hattér

Tobblépcsos modszerek

Tobb lépcsoben (nem ugyanaz, mint ,tobb 1€pésben”!!) szamitjuk ki a kdvetkez6 értéket.
Példaul
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e Heun-mddszer, vagy egyszerisitett Runge—Kutta-mddszer:

Vie1 =Yk +hf(xe,yk), majd
1
Yi+1 = Yk + Eh[f(xkv)’k) + (k15 Ve1)]-

e Moddositott Euler-mddszer:

h )
Yerd = Vit 5 f (i), majd

h
Vi1 =Yk +hf (xe + E’yH%)'

e Runge-moddszere:

h
Vik1 = Yk + g(kl + 2k + 2k3 + ky),
ahol

ky = f (o, yx)

h h
ky = T etk
2 f(xk+zaYk+2 1)

h h
k3 = f(oxx+ >kt Ekz)

ky = f(xx+h,yx + hk3).
e Kautta (egyik) moddszere ([1], 174. old):

h
Vit1 = Yk + ——=(48k + 125k3 — 81ks5 + 100k ),

192
ahol
kl = f(xk7yk)
1 1
ky = f(x+ §h>)’k + §hk1)
2 4 6
ks = “hoyi k- —k
3 f(xk+5 Vet 5skit oo 2)
1 15
ky = f(xp+h,yp + thl — 3hky + Zh/@)
2 2 10 50 8
ks = f (xx + §h7Yk + ﬁh/q + ghkz - ahh + ﬁhlq)
4 7 3 1 2
ke = f(xk + gh,ykyk + %hkl + ghkz — ghkg, + E/’lk4).

(RK21)

(RK22)

(RK41)

(RKS5)
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Tobblépéses moédszerek

7 7z

v kiszdmitdsdhoz tobb el6z6 értéket haszndlunk fel:

Yn =01 Yn—1+0Yn—2+ ...+ Oy, (+ (17.2)
+ h(ﬁOf(xnayn) + ﬁlf(xnfly))nfl) +.o+ ﬁk(xn—kayn—k»'

Speciélis esetek:

e Adams—Moulton-mddszer: o =1, 0p = ... = oy = 0.
e Adams-Bashforth-mdédszer: az elézbeken feliil By = 0.
Néhany ,természetes” elvaras:

e prekonzisztencia: y'(x) = 0-t j6l oldja meg, ha az els§ k érték pontosan adott, azaz
l=a+o+...+ 0.

e konzisztencia: ha prekonzisztens, és y'(x) = 1, y(0) = 0-t j6l oldja meg, azaz
nh=oh(n—1)+owh(n—2)+...+ogh(n—k)+h(B1+ ...+ Br),
o +200+...+koy =B +...+ Br.

o (zér6-)stabilitds: y'(x) = 0 kozelitd megoldasai korldtosak maradnak pontatlan yg, yq, ..., yx_1
esetén is.

e konvergencia: Tegyiik fel, hogy az yo,y1,...,yr_1 kezdeti értékek y(xg) és h fiiggvé-
nyében adottak gy, hogy & — 0 esetén mindegyik y(xp)-hoz tart. Ebben az esetben
barmilyen m > k-ra y,, — y(x,), ha h — 0.

17.4.1. TETEL ([1], Theorem 406D) A (17.2.) tdbblépéses modszer pontosan akkor
konvergens, ha konzisztens és (zéro-)stabil.
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18. fejezet

A megoldasok abrazolasa

18.1. Elméleti osszefoglalo

Tegyiik fel, hogy tetszbleges ty,yo kezdeti érték esetén a (15.2.)-(15.3.) kezdetiérték-
probléma megolddsa 1étezik és egyértelmd az |a,b] intervallumon. Jeldlje ezt a megoldast
y(t,t0,y0); azaz, ha adottak a mdsodik és a harmadik valtozéban szerepld kezdeti értékek,
akkor y(t,19,y0) a hozzdjuk tartozé (¢-t6l fiiggd) megoldasfiiggvény.

18.1. dbra. Az y(t) = e~ cos 10z fiiggvény grafikonja és az y(t) =
_1p 1 L .
(e~ 10" cos 10t,e 10" sin 10¢) fiiggvény grafja

Hay: [a,b] — R, akkor a {(t,y(t)) € R?|t € [a,b]} halmaz az y(¢) fiiggvény grafikonja
(18.1. dbra). Ehhez hasonléan dbrdzolhatjuk az y : [a,b] — R”" fiiggvény grdfjat (ilyenkor
a graf sz6t szokds hasznélni grafikon helyett) az R"*! térben (18.1. dbra). Egy differen-
cidlegyenlet megoldésait gy dbrdzolhatjuk, hogy elegendden sok kezdeti értékhez tartozé
megolddsfiiggvényt dbrazolunk. Példaul az y = y+ 2r — 2 egyenlet megoldésa y = —2¢ + ce'
(1asd a 15.3.2. feladatot). Néhdny kiilonb6z6 c-re ezek lathatdk a 18.2 dbrén.

A megolddsgorbék derivéltja y'(¢) = f(¢,y(t)). A derivdlt, mint tudjuk, az érintd
meredekségét adja meg. Ha tehdt a 18.2 dbrdn a sik minden (z,y) pontjdba berajzoljuk az
(1,f(t,y)) vektort, a megolddsgorbék a nyilak irdnydba haladnak. A nyilakat természetesen
a megoldds ismerete nélkiil is berajzolhatjuk, igy kapjuk az egyenlet irdnymezdjét. Az
iranymezd alapjan képet alkothatunk a megolddsokrol.

Ha f t-t8] fiiggetlen, azaz y'(r) = f(y(¢)), akkor az egyenletet autondmnak hivjuk. Ilyen
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18.2. dbra. Az y' = y+ 2t — 2 egyenlet megolddsai

példaul a rugé egyenlete, hiszen a rugd az id6ben valtoztatja ugyan az alakjat, de maga a
folyamat mindig ugyanugy jatszédik le. Autoném egyenleteknél a ¢ valtozo tobbnyire az id6t
jeloli, ezért a derivéalast sokszor ponttal jeloljiik.

Ha az id6tengelyt kivessziik, az eggyel alacsonyabb dimenzidju fdzisteret kapjuk. Pontjai
a rendszer egy-egy lehetséges allapotdnak felelnek meg. A rugd helyzetét példaul a
kitérés és a sebesség hatdrozza meg, ezért a rugd fazistere kétdimenzids. Az autoném
egyenletek megolddsgorbéit a ¢ tengely mentén mozgatva szintén megolddsokat kapunk;
ezeknek a t irdnyu vetiilete a fazistérre ugyanaz. Az autondm egyenletek megolddsait
(pontosabban: a megolddsok vetiileteit) a fazistérben szokas dbrazolni. Ha y(r) egy megoldds,
akkor a neki megfelels {y(r) € R"|t € [a,b]} halmaz egy gérbe az R" fazistérben. A
gorbén ¢ novekedésének irdnyat nyillal szokds jelezni. Az irdnyitott gorbét pdlydnak vagy
trajektoridnak nevezziik; ezek egyiitt alkotjak a fdzisképet vagy fdzisportrét. A faziskép arrol
ad informécidt, hogy a rendszer melyik allapotbdl melyikbe keriilt, hogy milyen gyorsan,
arrl nem. Minden y € R” pontbdl mérjiik fel az y'(r) = f(y(¢)) vektort, igy kapjuk az
irinymez6t a fazistérben. Az y'(t) vektor az y ponton dtmend pélya derivdltja, tehdt a palyak
mindeniitt a nyilak irdnydba haladnak. Az irdnymez6t a megolddsok ismerete nélkiil fel
tudjuk rajzolni, és kovetkeztethetiink a palyak alakjara.

18.2. Kidolgozott példak

18.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel az aldbbi differencidlegyenletek irdnyme-
zojét:

y’ =siny,

y = tsiny.

MEGOLDAS Az (1, f(t,y)) vektor minden (¢,y) pontban a megoldas érintGje irdnydba mutat.
Az elsé esetben f(t,y) = siny, ez t-t6l fiiggetlen. Az y = km egyeneseken siny = 0, tehdt ott
csupa jobbra mutat6 nyilat rajzolunk. 0 és 7 kozott siny pozitiv, méghozza 7-ig novekszik,
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18.3. dbra. Az y' = siny DE irdnymezsje

ott 1, utdna csokken, tehat ha y-t 0 és 7 kozott mozgatjuk, akkor 7-ig egyre jobban folfelé
mutaté vektorokat kell rajzolnunk. A Z-ben a nyil éppen 45 fokban jobbra folfelé mutat,
onnantol csokken a meredeksége. Hasonldan rajzolhatjuk fel a nyilakat 7 barmely két
szomszédos tobbszorose kozott, lasd a 18.3 abrat.

P N NS
P N I R NN
L N & I WEENEEN
AU W W BN AR A 4
NN N I
LN A
E R
RN S
BN P
-~ et

Pt N I N

IS
P R G U D BN NG

~
™,
IS

VS 2N I RN NN
“Nvyror o
NN N LA S
. NP s s s
-~ A s o
e SN
e A [ e e
———aA S

e & N m—aalae— e s A —a—a

P i RN
P A R R
x & 2|4 a m Al

18.4. dbra. Az y' = tsiny DE irdnymezdje

A maésodik esetben f(¢,y) = tsiny 7-t8l is fiigg. A r = 1 fiigglleges egyenesen ugyanazt
latjuk, nagyobb ¢-re a nyilak ardnyosan egyre meredekebbek, mig kisebb z-re egyre kevésbé.
At = 0 egyenesen minden nyil jobbra mutat. Negativ ¢-re pont forditott a helyzet: ami folfelé
mutatott, az lefelé mutat, és forditva. At = a és at = —a egyenesen a nyilak Osszegének a
fiiggbleges komponense zérus (18.4. dbra).

18.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel az 1D fdazisképet:
/ .
y =Sy,

y = tgy.

MEGOLDAS Az egydimenzids fazistérben az y koordindta valtozdsat kell dbrdzolni. Ha y' >
0, akkor az ezen az y értéken athaladé megoldasok ¢-t6] fiiggetleniil novekednek, tehat az
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_—

18.5. dbra. Az y' = siny DE megoldésai és az 1D féziskép

y koordinata folfelé mozdul, és folfelé mutatd nyilat rajzolunk. Ha valahol y' < 0, akkor y
lefelé mozdul, lefelé mutaté nyilat rajzolunk. Végiil ha y' = 0, akkor ez az y érték egy dllandé
megoldasnak felel meg; az dbrén ezt egy ponttal jelezziik. Az y' = siny DE fazisképén tehat
T tobbszoroseinél latunk pontokat, kozben pedig a nyilak irdnya siny el6jelének megfeleld
(18.5. abra).

18.6. dbra. Az y' = tgy DE megolddsai és az 1D faziskép

Az y' = tgy egyenletnél a helyzet egy kicsit bonyolultabb, mert a tangens nem mindeniitt
értelmes. A 18.6 dbra bal oldaldn l4thaték az egyenlet megolddsai. A megoldés érintGjének a
meredeksége tgy. Ha y értéke példdul 0 és J kozott van, akkor, mivel itt a tangens pozitiv, a
megoldds egyre meredekebb lesz, mig y = 7 esetén mdr fiiggSleges az érintGje. Haegy 5 és
kozotti y értéket néziink, azt taldjuk, hogy a tangens negativ, a megoldds egyre meredekebben
csokken, mig y = 7 esetén mir fiiggdleges az érintGje. A megolddsgorbéknek az y = 5
koordinatdji pontokat tartalmazé darabjai nem frhatdk fel ¢ fiiggvényeként.! A fazisképen

'Ha a differencidlegyenlet jobb oldaldnak olyan szakaddsa van, hogy a két oldali hatirérték ellentétes
végtelen, akkor a megoldasok ,yvisszafordulnak”, mig ha azonos elGjeld végtelen, akkor a megoldas tgy
monoton, hogy az érint6 egy pontban fiiggbleges. Ilyenkor a gorbe az adott pontban nem derivalhat6, mert
a differencidlhdnyados definicid szerint véges. Valamilyen altaldnosabb értelemben azonban a gorbét joggal
tekinthetjiik megolddsnak.
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ennek az felel meg, hogy a 0 és 7 kozotti y pontok egyre gyorsabban mozognak a 7 felé, és
ott , felrobbannak”. Ezért az y = 7 pontba egy kort rajzolunk. A tangens 7 szerint periodikus,
ezért T barmely két tobbszordse kozott a megoldasok és a faziskép is gy néz ki, mint 0 és
kozott. O

18.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel az alabbi egyenlet irdnymezojét:
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18.7. dbra. Az y'(r) =t —y(r) egyenlet irinymezdje. Az y =t egyenesen a nyilak vizszintesek.

MEGOLDAS Az (1, —y) vektort kell berajzolnunk minden (¢,y) pontban. 7 —y minden
1 meredekségli egyenes mentén dllandd, és ért€ke ,jobbra lefelé” novekszik. Tehat az
y =t egyenes mentén vizszintesek a nyilak, att6l jobbra lefelé egyre meredekebben folfelé
mutatnak, att6l balra fol pedig egyre meredekebben lefelé, 1asd a 18.7 dbrat. O

18.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a fdzisképet:

X =3x

y=>5y.

MEGOLDAS A két egyenletet kiilon-kiilon konnyen megoldhatjuk, x(¢) = c1e¥, y(t) = ce”.
A fazisképen x-et és y-t kell dbrdzolnunk, ezért a két egyenletbdl 7-t kiejtjiilk. Ha a rendszer
egy olyan vektorbdl indulé megoldasat nézziik, ahol mindkét konstans pozitiv, akkor az x €s

. . e e Z 5 5 27 pd . .e pe
y kozotti 0sszefiiggés ;% = % = ¢ > 0. Ha a konstansok el6jelére nem tesziink megkotést,
2

5
akkor az % = ¢ Osszefiiggést kapjuk, ahol ¢ tetszSleges nemnegativ konstans.” Ezt kicsit
5 .
dtrendezve nemnegativ c-re az [y| = c|x|3 gorbéket kell egyszerre dbrazolnunk. Mivel 3 > 1,
ezek az |y| = c|x|* paraboldkhoz hasonlitanak (18.8. dbra), és a két koordinatatengely is két-

két palya. Ez még nem a faziskép, ezek csak a palydk, amelyek mentén az (x,y) allapotban

ZVagy végtelen, ha ¢, nulla volt.
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18.8. abra. Csomo

1évS rendszer véltozni tud. Kérdés, hogy merre. A fazisképen a palydk irdnyitdsat nyilakkal
jeloljiik. Ha ¢-t noveljiik, akkor e¥ és e is novekszik, azaz |x| és |y| is novekszik. Vagyis a
rendszer allapotdt megadé (x,y) pont a palydk mentén az origétdl tavolodik; a pélydk kifelé

irdnyitottak. a

18.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a fdazisképet:

X =3x

y = —5.

18.9. abra. Nyereg

MEGOLDAS Az el6z6 feladathoz hasonléan a megoldas eziittal x(¢) = cje™, y(t) = coe ™"

amibdl az |y| = c|x|’% osszefliggést kapjuk (c > 0). Ezek az |y| = |x|~! hiperbolikhoz
hasonlitanak (18.9. dabra), és a két koordinatatengely is két-két palya. Az iranyitdst ugy
kaphatjuk meg, hogy megvizsgaljuk, hogyan valtoznak a koordindatak ¢ fiiggvényében. Ha
t-t noveljiik, akkor e¥ novekszik, e csokken, azaz |x| novekszik, |y| csokken. Vagyis
a rendszer dllapotit megadd (x,y) pont a hiperbolaszerd pédlydk mentén az x tengelyhez
kozeledik, az y tengelytdl tadvolodik. g
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18.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a fdzisképet:

X =2x+3y
y=—3x+2y.

18.10. abra. Fokusz

MEGOLDAS A masodik szakaszban felirtuk az dllandé egyiitthatds linedris rendszer élta-
lanos megoldasat. Mégis, a fazisképet konnyebb tgy elkésziteni, ha poldrkooordinatikra
tériink at. Legyen x = rcos ¢, y = rsin ¢. Ekkor az egyenleteink:

7Fcos @ —rsin @@ = 2rcos @ + 3rsin @
Fsin@ +rcos ¢ = —3rcos ¢ + 2rsin Q.

Adjuk hozz4 az els6 egyenlet cos @-szereséhez a mdsodik egyenlet sin -szeresét, hogy ¢
kiessen:

F=2r.

i kiejtéséhez pedig az els6 egyenlet sin @-szeresébdl vonjuk ki a mdsodik egyenlet cos ¢-
szeresét:

—r¢ =3r= ¢ =-3. -

Ebbdl a két egyenletbdl lathatjuk, hogy r novekszik (mert 7+ = 2r > 0), ¢ pedig csokken (mert
¢ = —3 <0). rndvekedése azt jelenti, hogy az (r, @) pont helyvektora egyre hosszabb, a pont
tavolodik az orig6tol. ¢ csokkenése pedig azt jelenti, hogy az (r, @) pont helyvektora az origd
koriil negativ irdnyba (jobbra) forog (18.10. dbra).

18.2.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a fdazisképet:

X =15x

y=x-+5)y.
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18.11. abra. Elfajult v. egytengelyii csomé

MEGOLDAS Az elsé egyenlet megolddsa x(¢) = c1e”, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
egy inhomogén linedris egyenletet kapunk, amelynek a megolddsa y(1) = (¢t +c2)e>. Ha
c1 = 0, akkor x = 0 és |y| novekszik, ezért az y tengely pozitiv és negativ félegyenese egy-
egy kifelé iranyitott palya. Ha c¢; # 0, akkor |x| novekszik, x és c; elGjele azonos, tovabba
t= %(ln\x| —1In|cq|), ahonnan
= (erglini —nfe]) +e2) - = (G lnl-+cl).

Ez a fiiggvény paratlan, elég x > O-ra vizsgdlni, amikor az abszolutértékek elhagyhatok. Az
y= %xlnx + cx fiiggvény hatdrértéke a nullaban nulla. Derivaltja monoton névekvd, x — 0
esetén —oo-hez, x — +oo esetén +oo-hez tart, ezért a fiiggvény konvex, kis x-re negativ ugy,
hogy a 0-ban érinti az y tengelyt, majd ndvekedni kezd. Tehat a palyédk tényleg ugy néznek
ki, mint ahogy az a 18.11 dbran ldthat6, és (mivel a megolddsok mentén |x| novekszik) kifelé
irdnyitottak. O

18.3. Gyakorlo feladatok

18.3.1. FELADAT Rajzoljuk fel az aldbbi egyenletek irdnymezgjét:

V() =2t +y(t); ¥(t) =1>cosy(r).
18.3.2. FELADAT Rajzoljuk fel az egydimenzids fazisképet:

1
y+1)(+3)(y+5)

Y(t)=cosy(t); Y=+ +3)+5): ¥= (
18.3.3. FELADAT Rajzoljuk fel az y' = ctgy differencidlegyenlet irdnymezgjét €s az 1D

fazisképet!
18.3.4. FELADAT Rajzoljuk fel a fazisképet:
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18.3.5. FELADAT Rajzoljuk fel a fazisképet:

xX=—-3x
y =5y

18.3.6. FELADAT Rajzoljuk fel a fazisképet:

Xx=2x

y=x+2y.
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19. fejezet

Stabilitas

19.1. Elméleti 6sszefoglalo

A stabilitas fogalma

Tegyiik fel, hogy az y'(¢) = f(¢,y(¢)) DE-nek minden y(zy) = p kezdeti feltétel esetén 1étezik
egyértelmd megoldasa. Jelolje ezt a megoldast y(¢,1, p). A stabilitds leggyakrabban hasznalt
definicidja:

19.1.1. DEFINICIO A t — y(t,t0, p) megoldds stabil, ha minden t > ty-ra értelmezett, és
minden € > 0-ra és t| > to-ra létezik 0 > 0, hogy |q—y(t1,t0, p)| < O esetén y(t,t,q) minden
t > t-re értelmes és mindent > t|-re

|y(l7t07p) _y(lyt],Q)| < €.

A megoldas aszimptotikusan stabil, ha stabil és
Jdm [y(t,10,p) =y(t,11,9)| = 0

is teljesiil; instabil, ha nem stabil.

Az x(t) = f(x(¢)) autoném DE esetén x(f + fo,t9,X0) = x(t,0,x9), mert mindketts azt
jelenti, hogy xo-bdl inditottuk a megolddst, és azéta ¢ idG telt el. Ezt jelolhetjiik x(¢,x)-lal
is. | Ha f(p) = 0, akkor p egyensiilyi helyzet. Az x(t, p) = p megoldds stabilitdsa (a p e.h.
stabilitdsa) azt jelenti , hogy Ve > O-ra létezik 6 > 0, hogy |xo — p| < & esetén |x(¢,x0) — p| < €
minden ¢ > 0-ra, azaz a p-hez 6-ndl kozelebbi pontokon 7 = 0-ban dthaladé pélyat > 0 fele a
p koriili € sugard gomb (két dimenzidban kor) belsejében marad. Az aszimptotikus stabilitds
azt jelenti, hogy az elézGeken feliil lim,_, 1 x(¢,Xx9) = p, azaz a pédlya a gomb kozepéhez tart
(19.1. abra).

Az egyensulyi helyzet stabilitdsit tehdt a szemléletiinknek megfeleléen definidltuk, de

"Ekkor x(t +s,x9) = x(¢,x(s,x)). Val6ban, a bal oldal azt a pontot jelenti, ahol az x,-bél inditott megoldas
lesz s+t id6 milva. Ugyanebbe a pontba masképp ugy is eljuthatunk, ha ismét xp-bdl inditjuk a megoldast, ami
5 1d6 mulva x(s,xp)-ban lesz; innen tovébbindulva ¢ idé mdlva x(¢,x(s,xo))-ba jutunk.
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19.1. abra. Instabil, stabil €s aszimptotikusan stabil egyenstlyi pont

nézziik az alabbi kétdimenzids rendszert:

x=—y(1+x*+y%)
y=x(1+x"+)%).

Polarkoordinatdkra attérve az i = 0, ¢ = 1 + r? egyenletrendszert kapjuk, tehdt a palydk
origd kozéppontd korok (mert 7 = 0), amelyeken a megoldds balra halad (mert ¢ > 0), de
kiilonboz6 szogsebességel! Két kozeli pont koziil a ,kiilsé elhagyja a bels6t”, ezért a 19.1.1.
definici6 szerint egyik palya sem stabil, pedig a 19.1 dbra k6z€ps6 képe alapjan azt mondhat-
juk, hogy ezek a korpdlydk, mint halmazok, igenis rendelkeznek egyfajta stabilitassal. Ezért
autoném rendszerek periodikus (onmagaba zar6dd) palydi esetén bevezetjiik a pdlyamenti
vagy orbitdlis stabilitas fogalmat. A fazistér egy tetszOleges x pontjanak tavolsdgit a I’
gorbétdl, mint halmaztdl a d(x,I') = infycr |x — y| képlettel adjuk meg.

19.1.2. DEFINICIO Tegyiik fel, hogy az x(t) = f(x(t)) autoném DE x(t,p) megolddsa egy
zdrt T gorbe a fazistérben (fdzissikon). Az x(t,p) megoldds orbitdlisan stabil, ha minden
€ > 0-ra létezik 8 > 0, hogy d(q,I") < 8 esetén x(t,q) minden t > O-ra értelmes és minden
t>0-ra

d(x(t,q),T) < &.
Ha még

lim d(x(t,q),T)=0

100

is teljesiil, akkor a megoldds orbitdlisan aszimptotikusan stabil. Végiil a megoldds
orbitdlisan instabil, ha nem (orbitdlisan) stabil.

Linearis altalanos egyiitthatos DER stabilitasa

19.1.3. MEGJEGYZES Az y(t) = f(t,y(t)) egyenletben sokszor kiilon jelolés nélkiil y-
t (és igy f-et) vektornak tekintjilk. Ha az egyenleteket koordindtinként kiirjuk, akkor
egyenletrendszerrdl beszéliink, ha a tomorebb y(7) = f(¢,y(¢)) frasmédot hasznéljuk, akkor
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csak egyenletrSl. A linedris differencidlegyenletrendszert példdul egyetlen x(7) = A(2)x(¢)
linedris differencidlegyenletként is felirhatjuk. Nincs kiilonbség tehat differencidlegyenlet-
rendszer (DER) és differencidlegyenlet (DE) kozott; a megnevezést azerint valasztjuk meg,
hogy ugyanazt az egyenletrendszert kiilonall6 egyenletek alakjdban, vagy egy vektoregyenlet
alakjiban képzeljiik-e el, illetve, hogy hangsilyozni szeretnénk-e, hogy tobb egyenletrdl van
(vagy lehet) sz0.

19.1.4. LEMMA Az X(t) = A(t)x(t) linedris DE bdrmely megolddsa pontosan akkor
(aszimptotikusan) stabil, ha az azonosan 0 megoldds (aszimptotikusan) stabil. Ezért
beszélhetiink a linedris DE stabilitdsdrol.

BIZONYITAS Legyen y(t,t9, p) és y(t,11,q) két tetszSleges megoldds. Ekkor 5 (v(t,t0, p) —
y(t,t1,q)) = A(t)(y(t,t0,p) — ¥(t,t1,q)), vagyis két megoldds kiilonbsége is megoldas. To-
vabba két megoldas pontosan akkor van kozel, ha a kiillonbségiik kozel van a nullihoz. [

19.1.5. TETEL Legyen A adott mdtrix. Az
x(t) = Ax(r)
dllando egyiitthatos linedris DE

1. pontosan akkor aszimptotikusan stabil, ha A minden A sajdtértékére RA < 0 (a
sajdtértékek valos része negativ).

2. pontosan akkor stabil, ha ha A minden A sajdtértékére RA < 0, és a 0 valds részii
sajatértékekhez kiilon - kiilon sajdtvektor tartozik.

B1ZONYITAS Linedris algebrai bonyodalmak miatt csak abban az esetben bizonyitunk, ami-
kor az A matrixnak van n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora. Ilyenkor diagonalizalhato,
azaz A = SDS~!, ahol a D diagondlis métrix f&atl6jaban A sajatértékei vannak, S oszlopaiban
pedig A megfeleld sajatvektorai. Ilyenkor a megoldas:

n
x(t) = SeDC = Z c,-e’l"tsi,
i=1
lil‘| — ecﬁlﬂ‘

amibdl |e alapjan kovetkezik az éllitas. a

Egyensiilyi pont stabilitisanak meghatarozasa linearizalassal

Legyen y' (1) = f(t,y(1)), és f(t,p) = 0, azaz p egyensilyi pont. A differencidlegyenlet jobb
oldalét helyettesitsiik a linedris kozelitésével. Ha a linedris rész nem nulla, akkor a p pont
kozelében az elhanyagolt tagok a megmaraddkhoz képest kicsik, ezért azt varhatjuk, hogy ez
a kozelités nem valtoztatja meg a p pont stabilitdsat.

Részletesebben, ha f differencidlhatd, akkor

ft,p+q) = f(t,p) +f(t,p) q+E&t,q),
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ahol lim,_, % = 0. Azaz kis g-ra f(t,p+q) ~ drf(t,p) - q a linedris kozelités. Az x(t) =
y(t) — p jelolést bevezetve X' (t) = f(t,p+x(t)) = o f(t,p)x(t). Azaz az eredeti egyenlet p
egyensilyi pontja helyett az X' (t) = d» f (¢, p)x(¢) linedris egyenlet origdjét vizsgéljuk:

19.1.6. TETEL Tekintsiik az y' (t) = f(y(t)) autoném DE-t és tegyiik fel, hogy f(p) =0,
azaz p egyensiilyi pont, és f € C (f folytonosan differencidlhato).

1. Ha az f'(p) mdtrix minden A sajdtértékére RA < 0, akkor a DE y(t) = p megolddsa
aszimptotikusan stabil.

2. Haaz f'(p) mdtrixnak van olyan A sajdtértéke, amelyre RA > 0, akkor a DE y(t) = p
megolddsa instabil.

Egyensilyi pont stabilitasvizsgalata Ljapunov-fiiggvénnyel

Tudjuk, hogy a V (x) = ¢ szintvonalakra gradV merGleges, és arra mutat, amerre a V fiiggvény
a leggyorsabban novekszik. Ha az irdnymezd gradV-vel 90 fokndl nagyobb szdget zar be,
akkor a megolddsok (autoném esetben a palydk) V szintvonalait a nagyobb értékek feldl a
kisebbek felé haladva keresztezik. Azaz a megoldasok mentén V csokken. Ez megforditva is
igaz: ha V értéke csokken a megoldasok mentén, akkor a megoldasoknak a nagyobb értékek
feldl a kisebbek felé haladva kell dthaladniuk V' szintvonalain, ezért az irdnymez6 gradV -vel
90 foknal nagyobb szoget zar be.

T
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SN TS
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19.2. dbra. A V(x) = ¢ szintvonalak és gradV

Ezt ki is tudjuk szdmolni. V' = gradV a V derivaltjaibdl 4ll6 sorvektor, %X(t,xo) =
f(x(t,%0)) pedig oszlopvektor. Szorzatukat irhatjuk matrixosan sor-oszlop szorzatnak, vagy
skalaris szorzatnak. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya alapjan

Ly (x(r.30)) = VVx(r.30)) - (0

= V'(x(t,x0) f(x(t,%0)) = V'(x) f(x) = (V/(x), f(x)).
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Ha a legels6 képlet negativ (vagy nulla), akkor V csokken (nem novekszik) a megoldasok
mentén. Ha a legutolsé negativ (vagy nulla), akkor V/(x) és f(x) (az irdnymez3) tompaszoget
(vagy derékszoget) zér be.

Azért fontos ennek a két dolognak az ekvivalencidja, mert ezek szerint a megolddsok
ismerete nélkiil el tudjuk donteni, hogy egy adott fiiggvény értéke a megolddsok mentén
hogyan véltozik, hiszen ehhez csak az irdnymez6t kell ismerniink. A kovetkezd tételek olyan-
kor segitenek a stabilitds eldontésében, amikor van egy olyan V fiiggvény (az un. Ljapunov-
fiiggvény), példaul az 6sszenergia, amirdl azt gondoljuk, hogy csokken a megolddsok mentén.
Ezt a megoldasok ismerete nélkiil ellendrizhetjiik (a tételekben ez a 2. szamu feltétel). Ha
V tényleg csokken a megolddsok mentén (tehdt a tételek 2. szamu feltétele teljesiil), akkor a
megoldasok V szintvonalain keresztiil az egyre kisebb értékek felé haladnak, azaz V' lokalis
minimumai felé torekednek. Ha az egyensulyi helyzet egybeesik a minimummal, akkor
stabil, hiszen (valamilyen értelemben) kozelednek a megolddsok. Ha nem esik vele egybe,
akkor viszont az egyensulyi helyzethez barmilyen kozeli megoldas is eltdvolodik a minimum
kozelébe, tehit az egyensulyi helyzet nem lehet stabil. Tehét az 1. feltétel donti el a stabilitdst:

19.1.7. TETEL (LJAPUNOV STABILITASI TETEL) Ha a p egyensiilyi pont valamely nyilt
U kornyezetében megadhato olyan'V : U — R folytonosan differencidlhato fiiggvény, melyre

1. V(p) <VI(q), ha q # p (azaz p V szigorii minimumhelye U-ban),

2. V'(q) f(q) <0, haq# p,

akkor a p egyensuilyi pont aszimptotikusan stabil. Ha 2. helyett csak V'(q) - f(q) < 0 teljesiil,
akkor p stabil.

19.1.8. TETEL (LJAPUNOV INSTABILITASI TETEL) Ha a p egyensiilyi pont valamely
nyilt U kornyezetében megadhato olyan V : U — R folytonosan differencidlhato fiiggvény,
melyre

1. p nem lokdlis minimumhelye a 'V fiiggvénynek, és

2. V'(q) f(q) <0, ha q# p,

akkor a p egyensiilyi pont instabil.

Figyeljiink fol arra, hogy ha a 2. feltétel helyett a gyengébb V'(q) - f(q) < 0-t tessziik
fel, akkor a megoldasok nem feltétleniil kozelednek V' minimuméhoz, hanem csak annyit
mondhatunk, hogy nem tdvolodnak. Ez garantdlja a stabilitdst, de az instabilitast és az
aszimptotikus stabilitdst nem! Ugyanakkor a V'(g) - f(gq) < O feltétel nem mindig teljesiil,
ezért hasznos a kovetkez6 tétel:

19.1.9. TETEL (BARBASIN-KRASZOVSZKII) Ha a p egyensiilyi pont valamely nyilt U
kornyezetében megadhato olyan V : U — R folytonosan differencidlhato fiiggvény, melyre

1. V(p) <V(q), ha q # p,

2. V'(q)- f(q) <0, ha q # p,
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3. azR >t — p megolddson kiviil az U halmaz nem tartalmaz olyan teljes x(t,xo) pdlydt,
amely mentént — V (x(t,x9)) dllandod,

akkor a p egyensiilyi pont aszimptotikusan stabil.

19.2. Kidolgozott példak

19.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT (F791) Vizsgdlja meg az y'(t) = t — y(t) egyenlet
v(0)=1 feltételt kielégité megolddsdnak stabilitdsdt!

MEGOLDAS Az dltaldnos megoldds y = ¢ — 1 4 ce™’, minden megoldds minden ¢-re értelme-
zett. Jeloljik a (71,y;)-bol indulé megoldast y(¢,71,y;)-gyel. Az ehhez a megoldashoz tartozé
konstans ¢ = (y—r+1)e' = (y; —11 + 1)€"t, ezért

y(t,t1,31) = y(2,0,1)| =[t =1+ (i —t1 + 1) "= (t—1+2e7")| =
=e |(yy —t; + 1) —2| = 0,

tehat két tetszdleges megoldds tdvolsdga 0-hoz tart. Ez egy kicsit tobb anndl, mint hogy
,mds kezdeti feltételbdl inditva a megoldést, a kiilonbség nulldhoz tart”. Ha mindenképp
meg akarjuk fogalmazni, akkor azt jelenti, hogy ,ha mas kezdeti feltételbdl egy kicsit maskor
inditom a megoldast, akkor is a kiilonbség 0-hoz fog tartani”.

Azt is lehet mondani, hogy a lineéris rendszer barmely megolddsa pontosan akkor stabil,
ha a homogén egyenlet 0 megolddsa stabil. Az meg stabil, mert a homogén megoldés e,

tehdt az egy szem sajatérték a —1 (ami kisebb mint 0). O

19.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT (F799) Vizsgdljuk meg az egyensiilyi pontok stabilitd-
sat:

i=5—x>—y?

y= 1—|—y2—x.

MEGOLDAS Az egyensilyi pontok: (2,—1), (2,1). A jobb oldal derivéltja: ( __21x _22yy )

—4
-1 -2
rész{i komplex konjugélt sajatértéke van (—3 +1i). A (2,1) pont instabil (nyereg), mert a

A (2,—1) pont stabil (fokusz), mert a Jacobi-matrixnak két negativ valds

-1 2

19.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Keressiik meg a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszer
egyensiilyi pontjait, és vizsgadljuk meg a stabilitdsukat:

( -4 =2 ) Jacobi-matrixnak egy pozitiv és egy negativ sajatértéke van (—1 4 V11 ). O

x=sin(x+y)
y=y
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MEGOLDAS Az egyensilyi pontok: (km,0). A jobb oldal derivaltja:

cos(x+y) cos(x+y) \
(5 =)

A (2km,0) pont instabil (csomd), mert a ( (1) i ) Jacobi-matrix mindkét sajatértéke pozitiv

(I). A ((2k+1)m,0) pont instabil (nyereg), mert a < _01 _11 ) Jacobi-matrix egyik

sajatértéke pozitiv (1), a masik negativ (—1). O

19.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Tekintsiik a poldrkordindtdkban felirt

F=r(l—r)
¢=1+coso

DER-t, és rajzoljuk fel a megolddst a Descartes-féle koordindtarendszerben. Mit mondha-
tunk az egyensiilyi pontok stabilitdsdrol?

MEGOLDAS 2 Az egyenlet jobb oldala folytonosan derivilhatd, ezért 1étezik és egyértelmd a
megoldds. A két egyensulyi helyzet a (0,0) ésa (—1,0) pont. Az 1 sugard, origé kézépponti
korvonalon halad megoldds, méghozzd az Sramutatd jdrasdval ellenkezd iranyban, mert
¢ <0, és egyenlGség csak @ = m-re van. A kor belsejében 7 > 0, kiilsejében 7 < 0, tehat
a megolddsok a korhoz kozelednek. A ¢ = 7 félegyenesrdl nem mennek le a megoldédsok,
x > —1 esetén balra, x < —1 esetén jobbra haladnak. Ez alapjan: A (—1,0) pont hatérértéke

19.3. dbra. A (—1,0) minden hozza kézeli pontbdl indulé palyét vonz, mégsem stabil

a valamely kornyezetébdl indulé megolddsok mindegyikének (kivéve a (0,0) megoldést),
ez alapjan vonzonak hivjuk. Ugyanakkor a (—1,0) pont mégsem stabil, ugyanis hozzd
akdrmilyen kozel indul olyan megoldas, ami 2 tavolsdgra eltavolodik; € < 2-h6z nem tudunk

O-t vélasztani. O

19.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Vizsgdljuk meg az origo stabilitasat alkalmasan vdlasz-
tott Ljapunov-fiiggvény segitségével!”

%a [4] konyv 7.6. példdja nyoman
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= 2xy5 — 4,

y=—3x*—2y.

MEGOLDAS Keressiink a Ljapunov-fiiggvényt V (x,y) = ax® + byP alakban.

: d aV . Vv

V= V) 5(0)) = 50 + 550

= 2a0x®y° — daox®t* —3bBx>yP 1 —2b6yP.

Négy tagot kaptunk. A mdsodikban csak x hatvidnyai, a negyedikben csak y hatvédnyai
szerepelnek, de az @ = 2,5 = B — 1 valasztéssal az els6 és a harmadik tag ugyanolyan tipusu
lesz; ezutdn ha a-t és b-t ligyesen vdlasztjuk, az els6 és a harmadik tag 6sszege nullav4 tehetd,
amit érdemes megprobalni, mert V jéval egyszer(ibbé vélik. Tehat o = 2, B = 6 valasztdssal

V = (4a— 18b)x*y° — 8ax® — 12by°.

Az a = 18, b = 4 vélasztassal V = —144x° — 48y6 < 0, tehat a 19.1.7. és 19.1.8. tételek
masodik feltevése teljesiil. Vilasztott egyiitthatéinkkal V(x,y) = 18x> + 4y°. Ennek
(globdlis) minimuma az origd, ezért a 19.1.7. tétel elsd feltevése is teljesiil, az origd
aszimptotikusan stabil. O

19.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Vizsgdljuk meg az origo stabilitdsdt alkalmasan vdlasz-
tott Ljapunov-fiiggvény segitségével!
X = 3y4 — 2t

y= 5yx2 + 3y.

MEGOLDAS Ismét V (x,y) = ax® 4 byP alakban keressiik a Ljapunov-fiiggvényt. Ezittal

V= SV0).00) = G0+ G500

dr
=3aax® "'yt = 2a0x®t3 + 517[3)62)7[3 + 3b/3yB.
Megint négy tagot kaptunk, amelyek koziil az elsd és a harmadik vagy az elsé és a negyedik
tag lehet ugyanolyan tipusi. Ha o = 3 és B = 4*, akkor az els6 és a harmadik tag lesz
ugyanolyan, ezzel

V = (9a+20b)x*y* — 6ax® + 12by".

), ennek pedig 0 az egyik

3Linearizaldssal nem tudjuk eldonteni, mert a jobb oldal derivaltja < 0 (12

sajatértéke. Lasd még a 20.2.7. és a 20.2.12. kidolgozott feladatot.
4aV(x,y) = 4x —y* figgvény nem bizonyitand az instabilitdst, mert V nem kisebb, csak kisebb vagy egyenls
0.
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Az a =20, b = —9 vilasztdssal V = —120x° — 108y4 <0, tehata 19.1.7. és 19.1.8. tételek
masodik feltevése teljesiil. Valasztott egyiitthatéinkkal V (x,y) = 20x> — 9y*. Ennek nem
lokélis minimuma az origé, hiszen x>, mint paratlan hatvény értéke a nulla kozelében pozitiv
és negativ is lehet’, ezért a 19.1.8. tétel elsG feltevése is teljesiil, az origd instabil. O

19.2.77. KIDOLGOZOTT FELADAT Vizsgdljuk meg az origé stabilitdsdt alkalmasan vdlasz-
tott Ljapunov-fiiggvény segitségével!

X=-2y— 2xy6 —|—4xy4,

y=x—xty—y.

MEGOLDAS Keressiik V (x,y) = ax® 4 byP alakban a Ljapunov-fiiggvényt.

V = SV 00) = Ssl0)+ G300

X
= —2aax* 'y —2a0x*y0 + daax®y* + bﬁx3yﬁ_1 — bﬁx“yl3 — bﬁyﬁ.
Hat tagot kaptunk, amelyek koziil az els6 hdrom barmelyike olyan tipusu tud lenni, mint a
negyedik vagy az 6todik. Prébaljuk ki, ha az elsd és a negyedik tag ugyanolyan, azaz o« = 4
és B = 2 (hatost dobtunk, mert ez j6 lesz). Ahhoz, hogy kiessenek, legyen a = 1 és b = 4.
Ekkor
V = —8xy0+16xHy* — 8xty? —8y? = —8y* (xhy — My +xt 1) =
= -8’(x*(’— 1)’ +1) <0,

A tételek mésodik feltételei csak a gyengébb valtozatban teljesiilnek. V (x,y) = x* + 4y?-nak
(globdlis) minimuma az origd, ezért a 19.1.7. tétel els6 feltevése is teljesiil, az origd stabil.
Aszimptotikusan stabil-e az origé? A 19.1.9. tétel szerint igen, ha a V szintvonalai nem
tartalmaznak teljes trajektéridt. Ha egy pdlya mentén V allandé lenne, akkor V nulla lenne,

azaz y is nulla lenne. Az y = 0 egyenesen azonban y = x> # 0 (az origét kivéve), azaz a
palydk lemennek az y = 0 egyenesrdl, az origd aszimptotikusan stabil. O

19.3. Gyakorlé feladatok

19.3.1. FELADAT (F795) Vizsgaljuk az origé stabilitisat:
X = —cos3u,
y=+V4+8x—2¢.

19.3.2. FELADAT (F798) Vizsgaljuk meg az egyensulyi helyzetek stabilit4sat:

x=@x-1D-1),
y=xy—2.

3a Hesse-matrixbdl ez nem jon ki!
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19.3.3. FELADAT [4] Tekintsiik a polarkordindtdkban felirt

F=r(l—r)
5 — | cos >
¢ = |cos > |
DER-t, és rajzoljuk fel a megoldést a Descartes-féle koordindtarendszerben. Mit mondhatunk

az egyensulyi pontok stabilitdsar6l?
19.3.4. FELADAT [4] Vizsgéljuk az origoé stabilitasat:

X = —y—xyz—xz’,

y=x—y —x%.
UTMUTATAS Polarkoordinétakkal i = —r3, ¢ = 1. O

19.3.5. FELADAT Vizsgéljuk meg az origd stabilitdsat alkalmasan vdlasztott Ljapunov-
fliggvény segitségével!

X = 2)(3)/3 —4x,

y=—3x*—y.

19.3.6. FELADAT Vizsgéljuk meg az origd stabilitdsat alkalmasan valasztott Ljapunov-
fliggvény segitségével!

X = 4xy2 — 2,
y =y +3x%.

19.3.7. FELADAT [4] Vizsgaljuk az origé stabilitdsat alkalmasan véalasztott Ljapunov-fiigg-
vény segitségével:

x:xy+x3

y=—y+y"—x +xt.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Kiss Mdrton - Nagy Katalin, BME



20. fejezet

Kétdimenzios autonom rendszerek
fazisképe

20.1. Elméleti osszefoglalo

A kétdimenziés autoném rendszerek viselkedése jol leirhaté.! A rendszer lehet a fazistér
egy pontjdban, egy egyensulyi helyzetben, ilyenkor a miikodése dllandod. Az is lehet, hogy a
rendszer allapotat leird vektor egy zart gorbén, egy periodikus pdlydn mozog, azaz a rendszer
miikddése periodikus. Egy fokkal bonyolultabb, amikor a rendszer + = —oo-ben az €l6z0
két tipusti miikodés valamelyikétdl tavolodott el, €s t — +oo esetén ismét egy allando, vagy
periodikus miikodéshez kozelit. A palydk természetesen nem kell, hogy korlatosak legyenek,

igy t = —oo vagy t = +oo-ben a hatdrérték a végtelen is lehet. Korlatos palyanél is el6fordulhat
azonban, hogy t = —oo vagy t = +4oo-ben a hatarérték nem egy allando, vagy periodikus

miikodés, hanem egy egyensiilyi pontokbél és az Sket dsszekotd palyakbdl 4116 lanc.” Tlyen
lancra példa a 20.1 dbrdn a négyzet négy cstcsa, mint egyensulyi helyzet, és a négyzet oldalai,
mint ket 0sszekotd palyak. 1 = +oo esetén a négyzet belsejébdl kicsavarodé palydk ehhez a
lanchoz tartanak. Ha megtaldljuk az allandé illetve a periodikus miikodést leird egyenstlyi
helyzeteket és periodikus pédlyédkat, akkor a tobbi palyét is felrajzolhatjuk, és a fazisképrdl
leolvashatjuk, hogy ha rendszer egy adott allapotban van, akkor milyen dllapotbdl indult, és
hova érkezik.

A legegyszeriibb kétdimenzids rendszerek a kétdimenziés homogén linedris rendszerek.
Esetiikkben a megolddst konnyen szdmithaté képlettel tudjuk felirni. Mégis, a linedris
rendszerek fazisképeinek ismerete alapvetd, mert a nemlinedris (és nem feltétleniil konnyen
megoldhatd) rendszerek fazisképe lokdlisan hasonl6 a linedris rendszerek fazisképéhez.

A megoldasok abrazoldsakor mar felrajzoltuk néhany egyszeri linedris DER fazisképét
(lasd a 18.2.4.-a 18.2.7. kidolgozott feladatot). Linedris transzformdcidéval minden linedris
rendszer attranszformalhaté ezek valamelyikébe®. A faziskép annyiban viltozik, hogy a
tengelyek a rendszer matrixdnak sajatirdnyaiban fognak 4llni. Rdaddsul az 4j rendszer

'Harom dimenziéban ez mar nincs igy: megjelenhet a ,k4osz”.

2Az itt lefrtakat a Poincaré-Bendixson tétel fogalmazza meg precizen az ®-hatirhalmaz fogalmanak
bevezetésével.

3ha az egyenletrendszer métrixdnak determindnsa nulltél kiilonbozé
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O

20.1. dbra. A kicsavarod6 megoldds nem egyensulyi helyzethez és nem is periodikus palydhoz
tart

matrixdnak ugyanazok les,znek a sajatértékekei, ezért a sajatértékek alapjan osztilyozhatjuk
a keletkezd fazisképeket. Ime:
20.1.1. DEFINICIO Tekintsiik az
x(t) = Ax(t)

dllando egyiitthatos linedris DE-t, ahol A 2x2-es mdtrix. Az origo egyensiilyi pont tipusa

- instabil csomd, ha A mindkét sajdtértéke pozitiv;

- stabil csomo, ha A mindkét sajdtértéke negativ,

- nyereg, ha A-nak két kiilonbozd eldjelii valos sajdtértéke van

- instabil fokusz, ha A-nak két pozitiv valos részii komplex konjugdlt sajatértéke van;

- stabil fokusz, ha A-nak két negativ valos részii komplex konjugdlt sajatértéke van,

- centrum vagy orvénypont, ha A-nak két nulla valos részii komplex konjugdlt sajdtér-
téke van.

Végiil, ha A valamelyik sajdtértéke zérus, akkor egy origon dtmend egyenes minden pontja
egyensiilyi pont.

Az egyes tipusok fazisképe tehat ,igy néz ki”’, mint az emlitett kidolgozott feladatokban.
Pontosabban megfogalmazva,
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- ha A sajatértékei azonosak, akkor valdsak, igy az origd egyensulyi helyzet csomd.
Ekkor két eset lehetséges: ha van két linedrisan fiiggetlen sajatvektor, akkor A az
egységmatrix szdmszorosa, és a palydk az origd kezddpontd félegyenesek. Ha A-
nak a két azonos valés sajatértékhez csak egy sajatvektora van, akkor az egyensulyi
helyzet elfajult vagy egytengelyii csomo, és a palydk érintik a sajitvektor irdnydban
all6 tengelyt, mint a 18.11 &bran.

- ha A sajatértékei kiillonbozdk, akkor a csomé tengelyei az A matrix sajatirdnyaiban
allnak, és a palyak parabolaszeri gorbék, mint a 20.3 4bran, amelyek a kisebb
abszolutértéki sajatértékhez tartozo tengelyt érintik.

- a nyereg tengelyei az A matrix sajdtirdnyaiban allnak, és a palydk hiperbolaszeri
gorbék, mint a 20.4 dbrén.

a fokusz esetében a palyak korbejarnak az origd koriil, mint a 18.10 dbran.

Nemlinedris rendszerek esetében is definidlhaté a nyereg, a csomé és a fokusz fogalma
(20.4.1.. definicid). Természetesen egy nemlinedris rendszer esetén csak az egyensulyi
helyzet kozelében fognak ugy kinézni a pdlydk, mint ahogy leirtuk, hiszen tdvolabb a
magasabbrendii tagok hatdsat nem lehet elhanyagolni. Amit a lineéris és a nemlinedris
rendszerek kapcsolatardl tudni kell:

20.1.2. TETEL Tekintsiik az %(t) = f(x(t)) kétdimenzios autoném DE-t. Ha f € C* (f
kétszer folytonosan differencidlhaté) és az A = f'(p) madtrix egyik sajdtériéke sem nulla
valosrészii, akkor a p egyensulyi pont ugyanolyan tipusu, mint az x = Ax rendszerben az
origo.

Térjlink 4t a periodikus (6nmagéba zar6dd) palydk vizsgdlatara. Emlitettiik, hogy minden
palya t — +oo esetén vagy egy egyensulyi ponthoz, vagy egy periodikus palydhoz kozelit.
Ha tehat taldlunk egy olyan halmazt, amelybe mindeniitt befelé mennek a palyak (azaz egy
pozitivan invaridns halmazt), €s nincs benne egyensulyi pont, akkor kell, hogy legyen benne
periodikus pélya, amihez ezek a palyadk kozelednek (Poincaré-Bendixson tétel, 1asd a 20.4.2.
definiciot és a 20.4.3. tételt).

Ha van egy olyan fizikai mennyiség, ami szigorian csokken, akkor a rendszer nyilvan
nem miikddhet periodikusan, nem 1étezhet periodikus pdlydja (20.4.5.. tétel). Két tovabbi
moédon igazolhatd, hogy egy rendszernek a fazistér egy adott tartomanydban nincs periodikus
palydja. Egyrészt annak a segitségével, hogy periodikus pdlya belsejében van egyensulyi
pont (20.4.4.. tétel), masrészt a Bendixson kritériummal:

20.1.3. TETEL (BENDIXSON KRITERIUM) Ha a D C R? tartomdnyon divf dllandé
eldjelii, akkor az x = f(x) kétdimenzids autonom rendszernek nincs olyan periodikus
pdlydja, ami a belsejével egyiitt D-ben fekszik.

A bizonyitast 1dsd a matematikai hattérnél.
Végiil pedig nézziink egy példat paraméteres kétdimenzids rendszerre. A gyakorlat
szempontjabol (és az elmélet szempontjabdl is) az az érdekes kérdés, mikor a paraméter
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értéke gy valtozik, hogy egy egyenstlyi helyzet, vagy egy periodikus pdlya stabilitdsa
megvdltozik. Ezzel a témdval foglalkozik a bifurkdciok elmélete.
Tekintsiik az

X=y+xf(r)
y=—x+yf(r)

egyenletrendszert! Polarkoordindtdkra ugyanez egyszertibben is felirhato:

F=rf(r)
¢=—1.

A legegyszeriibb példa stabilitdsvesztésre az f(r) = u % 1 fiiggvény, amikor u < O-ra az
origé stabil, y > O-ra instabil, és az r* el6jelétdl fiiggden kétféle dolog jtszédhat le: ha
f(r) = u —r?, akkor az origé még u = O-ra is stabil, u > O-ra pedig megjelenik egy VHE
sugart periodikus pdlya, amire kiviilr8l és beliilrdl is racsavarodnak a megoldasok. f(r) =
i+ r? esetén azonban p < O-ra van egy \/—M sugart periodikus pdlya, amit6l tdvolodnak a
megolddsok; p > 0-ra a periodikus pdlya eltlinik, és a palydk az egész sikon tdvolodnak.
Képzeljiik azt, hogy az egyenletrendszer egy mosdgép miikodését irja le centrifugdlas
kozben, és pu a ruhdk mennyiségétdl fiigg. Az origd, mint pélya felel meg a normadlis
miikodésnek, hogy ti. a mos6gép egyhelyben all. Az elsd esetben egy kozeli periodikus
palyara keriil a rendszer, azaz a mos6gép kicsiket fog ugralni, és remélhetdleg egyben marad.
A mdsodik esetben mar y < O-ra egy kis perturbéci6 is kibillentheti a rendszert a cikluson
kiviilre, és akkor, csakigy, mint u > 0O-ra, az origétdl végtelen tavolsdgra keriil, azaz a
mosogépiink egyre nagyobbakat ugrik, mig darabjaira nem hullik szét. Az els6 esetben ezért
lagy, a méasodikban kemény stabilitdsvesztésrol beszéliink. Aszerint kiilonboztetjiikk meg a két
esetet, hogy amikor a paraméter athalad a kritikus értéken (ahol az egyensilyi pont instabilla
valik), akkor a megoldas az egyensulyi helyzet kbzelében marad-e.

20.2. Kidolgozott példak

20.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel az x = AX egyenlethez tartozo fdzisképet,

ha
-1 2
A_[_z 1]

MEGOLDAS A det(A — AE) = A? +9 = 0 karakterisztikus egyenletb6] kiszdmitjuk a sa-
jatértékeket, A;, = ++/3i. A 20.1.1. definici6 szerint a origdé centrum (20.2. dbra). Az
elsé egyenletbdl l4thatd, hogy ha példaul x = 0 és y > 0, akkor X > 0, ezért a palydk az
Oramutato jardsaval megegyezd irdnyba forognak. A (komplex) sajatvektorokat ilyenkor nem
kell kiszdmolni. O
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20.2. abra. Centrum

20.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel az alabbi 2D autonom egyenlet fdazisképét:

X=4x—y
y=—x+y.

\
\\

\\

AN

~ —

'\‘\\
S

~
T~

20.3. dbra. Instabil csomd. A sajatértékek %(5 ++/13), a sajatvektorok (—%(3 +v13),1) és
(5(=3+V13),1)

MEGOLDAS A det(A — AE) = A2 — 5A + 3 = 0 karakterisztikus egyenletbdl kiszamitjuk a
sajatértékeket, A1 » = %(5 ++/13). A 20.1.1. definicié szerint az origé instabil csomé (20.3.
abra). A csomo tengelyei a sajatvektorok irdnydban dllnak. A det(A — A, E)sy = 0 egyenletbdl
kiszamitjuk a A;-hez tartozé sajatvektort:

446V IHEEE

~1 1-1(5+V13) 0
_1 v/
A két egyenlet 0sszefiiggd, példdul s; = { 23 T 13) j6 lesz. Hasonl6an kiszamitjuk a
masik sajatvektort is. A palydk a kisebb sajatértékhez tartozo sajitvektor egyenesét érintik,
kifelé iranyitottak (lasd a 20.3 dbrat). O
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20.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel az aldbbi 2D autoném egyenlet fdazisképét:

X=2x+2y
y=x—).
TR
’) \\ N
—
.
- _

20.4. dbra. Nyereg. A sajdtértékek 3(1++/17), a sajdtvektorok (14 5(1++v/17),1) és (1+
$(1—=V/17),1)

MEGOLDAS Az egyenlet matrixdnak két kiilonbozd elGjeld valds sajatértéke van, ezért
a 20.1.1. definici6 szerint az origé nyereg (20.4. dbra). A nyereg tengelyei a sajatvektorok
iranydban édllnak. A pozitiv sajatértékhez tartozé (most a ,,vizszintesebb”) tengely irdnydban
kifelé haladnak a megoldasok. O

20.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Keressiik meg a kovetkezo differencidlegyenlet-rendszer
egyensulyi pontjait, és hatdrozzuk meg a tipusukat:

x=y3 2%
y=@x+1)(x—1)y

MEGOLDAS Az egyensilyi pontok: (—1,1), (0,0), (I,—1). A jobb oldal derivéltja:

( 21xy xfy_z | ) . A (—1,1) pont instabil fékusz, mert a ( _12 (3) ) Jacobi-métrixnak két

pozitiv valés részii komplex konjugélt sajatértéke van (% (1 + i\/ﬁ)). A (0,0) pont nyereg,

mert a (1) _01 Jacobi-matrixnak egy pozitiv €s egy negativ sajitértéke van (£1). Az

(1,—1) pont is instabil fékusz, mert a Jacobi-matrix ugyanaz, mint a (—1, 1)-ben. O

20.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Adjuk meg az egyensiilyi pontok tipusdt és stabilitdsdt:
F=x>— y

Yy = COSX.
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MEGOLDAS A mdsodik egyenletbdl x = 7 + k7, ezért az egyensiilyi pontok az y = x?

parabola 7 + k7 abszcisszaji pontjaiban vannak.

2x —1
r_
f= ( —sinx 0 ) ’
azaz az x = % + k7 roviditéssel

flx,x) = ( (_f;CIH—l _01 )

A karakterisztikus polinom: A2 —2xA + (—1)**! ennek a gyokei x £ 1/x2 + (—1)*. Pdros k-
ra ez két ellentétes el6jeld szdm, azaz a megfelel egyensilyi pont nyereg, instabil. Paratlan
k-ra ez két azonos eldjell szdm, ilyenkor a megfeleld egyensilyi pont tipusa csomd, pozitiv
x-re instabil, negativ x-re stabil. O

20.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Keressiik meg a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszer
egyensiilyi pontjait, és hatdrozzuk meg a tipusukat:

X% = sin (x+y)e>

y=y

MEGOLDAS Az egyensiilyi pontok: (k7,0). A jobb oldal deriviltja:
e*(cos(x+y) +2sin(x+y)) e*cos(x+y)

0 1 '

2x

0
pozitiv (e** és 1). A ((2k+ 1)x,0) pont nyereg, mert a

_eZX _eZX
(0 1)

Jacobi-matrix egyik sajatértéke pozitiv (1), a masik negativ (—e?). O

2x
. . ) e e N
A (2km,0) pont instabil csomd, mert az < 1 ) Jacobi-mdtrix mindkét sajatértéke

20.2.7. KIDOLGOZOTT FELADAT (TOMEGPONT KONZERVATIV EROTERBEN) Legyen az
erotér potencidlja U. A tomegpont mozgdsegyenlete:

mi = F(x),

ahol F = —gradU. A legegyszeriibb esetben, amikor U egyvdltozos fiiggvény, ez a kovetkezd
rendszerrel egyenértékii:

X =,

1
)= —F(x).
Y m (x)

Rajzoljuk fel és értelmezziik a fdzisképet, ha U(x) = x> —3x ésm = 1!
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MEGOLDAS 4 Az egyensilyi pontok azok a < 1(; ) pontok, amelyekre F(p) =0. A

0 1

(g ) egyensulyi pontban a jobb oldal derivaltja ( Flo) g ) A sajatértékeket a
m

A2 — %F '(p) = 0 egyenletbdl kapjuk. Ha F’(p) > 0 (ilyenkor p maximumhelye az

U fiiggvénynek), akkor A;, = £/ %, azaz a ( 1(; ) egyensulyi pont nyeregpont. Ha

F'(p) <0 (ilyenkor p minimumhelye az U fiiggvénynek), akkor A » = +iy/ #. Ezek a
sajatértékek azonban nulla valdsrésziiek, igy ez alapjan a pontok tipusa nem hatarozhat6 meg.
Probaljuk meg Ljapunov-fiiggvénnyel! Irjuk fel a rendszer 0sszenergidjat: £ = Ey;, + Epo; =

%mv2 +U(x). E derivaltja a megolddsok mentén,
E=mw—F(x)i=0.

Tehét az energia allandd, a megolddsok az E fliggvény szintvonalain haladnak. Hogyan néz

ki egy adott E energidji palya? E = %mv2 +U(x)-bdl v-t kifejezve v =+ / %(U (x)—E), ezt

kell abrazolnunk (20.5. abra).

A~ e
N JRE

20.5. dbra. Az U(x) = x> — 3x potencidl és az 4ltala meghatdrozott térben mozgé m = 1
tomeg( pont fazisképe

Ha U-nak xgp-ban lokélis minimuma van, akkor ennek a fazisképen egy E = U(xo)
enerigdju stabil egyensilyi helyzet felel meg. Jelen esetben az x = 1-ben van az egyetlen
lokdlis minimum. Amig az energia U(—1) = 4 alatt van, addig a tomegpont csak az 1
koriili potencidlgodorben mozog. A palydk irdnyitdsa az dramutaté jarasanak megfeleld,
hiszen pozitiv sebességnél a helykoordindta novekszik. 4 folotti energidk esetén a palyak
tilmehetnek az x = —1 egyenesen. Végiil, ha az energia éppen négy, akkor a (—1,0) pont
négy részre vagja az %mv2 +U(x) =4 gorbét: a (—1,0) instabil egyensilyi helyzetre, egy
oda befut6 és egy onnan kiindulé nemkorlatos palyara, és egy belSle induld és t — o esetén
ugyanoda visszaérkezd korlatos palyara. O

4a [4] konyv 8.32 példdja nyoman
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20.2.8. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a fdzisképet poldrkoordindta-transzformd-
Ccio segitségével:

x=—y+x +x°

y :x—i—y3 +x2y.

20.6. dbra. Az i = r*,¢ = 1 rendszer palydi. Bal oldalt egy palya az origé kozelében, jobb
oldalt a faziskép egy kicsit nagyobb kdrnyezetben.

MEGOLDAS Az x = rcos @, y = rsin @ helyettesitéssel

FCOsSQ —rsin® ¢ = —rsing0+r3cos3 (p—i—r3cosq)sin2g0
Fsin@ +rcos@ ¢ =rcos @ + 7 sin’ (0] + 17 cos? Qsin Q.

Ebbdl

F=r, =1
Tehét a palyak tdvolodnak az orig6tdl, és balra forognak. Ezzel egyiitt nem egy szokvanyos
fokusz-szerti fazisképet latunk (20.6, dbra). Ennek az oka, hogy ha az r-re vonatkozé
. P . o 1 N . .
egyenletet megoldjuk (szétvélaszthatd, r(t) = —\/m), kideriil, hogy minden megoldas

véges, ﬁ id6 alatt végtelenné valik, igy a fazisképen gyakorlatilag egyeneseket latunk. [

20.2.9. KIDOLGOZOTT FELADAT A 20.7 dbrdn ldthaté irdnymezo alapjan mit mondha-
tunk az egyensiilyi pontok tipusdrol?

MEGOLDAS Ldasd a 20.7 dbrét. A parabola mentén X = 0, a két egyenes mentén y = 0. A (-1,
-1) pont nyereg, mert két irdnyban kozelednek hozza, két irdnyban tavolodnak tdle a palyak.
A (-1, 1) pont nyereg, mert két irdnyban kozelednek hozza, két irdnyban tdvolodnak tdle a
palyak. A (0, 0) pont instabil csomd, mert mind a négy irdnyban tdvolodnak t6le a palyak. [
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20.8. abra.

20.2.10. KIDOLGOZOTT FELADAT A 20.8 dbrdn egy ,,kézi” rajzoldsu irdnymezd ldthato.
Mit mondhatunk az egyenstilyi pontok tipusdrol?

MEGOLDAS Ldasd a20.8 abrat. A harmadfoku gorbe mentén x = 0, az kék egyenesek mentén
y=0. A (—1,1) pont fékusz, mert a palyak forognak koriilotte. A (0,0) pont pont nyereg,
mert két irdnyban kozelednek hozz4, két irdnyban tavolodnak t6le a palydk. Az (1,—1) pont
fokusz, mert a palydk forognak koriilotte. A fokuszok (esetlegesen centrumok) stabilitdsa az
irdnymezd alapjan nem donthet6 el. O

20.2.11. KIDOLGOZOTT FELADAT A p egyensiilyi pont tipusa (két dimenzioban) fokusz.
Mit mondhatunk f'(p) determindnsdrdl?

MEGOLDAS Akkor lehet p fokusz, ha f’(p)-nek két komplex konjugalt sajtértéke van, vagy
ha van nulla val6s részii sajatérték. Ez utdbbi esetben vagy az egyik sajatérték nulla, és akkor
nulla a determindns is, vagy ismét csak két — ezittal tiszta képzetes — konjugalt sajatérték
van. A determindns a sajatértékek szorzata, azaz, ha z és 7 voltak a sajatértékek, akkor a
determindns értéke z7 = |z|2. Tehdat annyi allithat6 réla, hogy nemnegativ. O
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20.2.12. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a fazisképet az |x| < %, |y| < T tartomdny-

ban!

X = cosxsiny
y = —cosysinx.

e
N

L

-
20.9. dbra. A palydk a V (x,y) = cosxcosy fiiggvény szintvonalai

MEGOLDAS Az egyensilyi pontok az origéban és a megadott négyzet csicsaiban vannak
(20.9. éabra). A négyzet minden oldala egy-egy palya. Az iranyitast megnézve beliil fokusz
kell legyen. Linearizdldssal nem donthet6 el, hogy stabil, vagy instabil, de a cosxcosy

Ljapunov-fiiggvény> mutatja, hogy centrum. O
20.2.13. KIDOLGOZOTT FELADAT Rajzoljuk fel a Lotka-Volterra (predator-prey) modell-

hez tartozo fazisképet:©

X=X—Xxy, y=xy—).

MEGOLDAS A két egyenletet elosztva egymassal szétvalaszthat6 egyenletet kapunk:

S B
L A AN A
X x—xy X —Xxy

Ez egy Hamilton-rendszer, cosxcosy pedig a Hamilton fiiggvény.
Az egyenlet értelmezésével kapcsolatban lasd a [4] konyv 7.17. példajat.
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Ebbol x —Inx+y—Iny = c adédik. Legyen V(x,y) =x—Inx+y—Iny. Ez a fiiggvény konvex,
mert V" pozitiv definit, ezért a szintvonalak konvex zart gorbék. A pozitiv siknegyedben csak
az (1,1) az egyensilyi pont, ezért ezt a gorbék meg kell keriiljék. Ha példaul x > 1 ésy > 1,
akkor x csokken, y novekszik, tehét az irdnyitds az éramutaté jarasaval ellenkezd. O

20.10. dbra. AV (x,y) =x—Inx+y+ % fiiggvény szintvonalai és az irdnymezs

20.2.14. KIDOLGOZOTT FELADAT (BRUSSZELATOR-MODELL)

x=x(1-y%
y=ylxy—1),

feltessziik, hogy x,y > 0. Rajzoljuk fel a fdazisképet a nemnegativ siknegyedben a 'V (x,y) =
x—Inx+y+ % Ljapunov-fiiggvény segitségével!’

7 Az egyenlet értelmezésével kapcsolatban l4sd a [4] konyv 7.18. példdjat.
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MEGOLDAS A V(x,y) kétvaltozds fiiggvény konvex, mert a masodik parcidlis derivéltakat
tartalmaz6 Hesse-féle matrix pozitiv definit. Ezért a szintvonalak az (1,1) minimumhelyet
megkeriils konvex zart gorbék. V = (1 —y)?(1 + %) > 0, tehat a megolddsok a nagyobb
értékek felé, azaz kifelé haladnak a szintvonalakon. Az irdnymez6t nagyjabdl fel tudjuk
rajzolni, hiszen az y = 1 egyenes alatt jobbra, folotte balra mutatnak a nyilak, mig az y =
)l—c hiperbola folott folfelé, alatta lefelé mutatnak (20.10. abra). A pozitiv siknegyedben a
megoldédsok az éramutatd jarasaval ellenkezGen kicsavarodnak az (1, 1) pont kozelébdl, de a
tengelyeket nem érintik. Két tovabbi palya az x és az y tengely pozitiv félegyenese. O

20.2.15. KIDOLGOZOTT FELADAT Bizonyitsuk be, hogy a {6 < 2x* + 3y* < 12} halmaz-
ban van periodikus pdlya:

%= —x>+6x—6y
y:4x—2x2y

MEGOLDAS Az egyetlen egyensilyi pont az origé. A V(x,y) = 2x* + 3y? Ljapunov-
fiiggvénnyel®

V = 4x(—x> 4 6x — 6y) + 6y(4x — 2x%y) = x*(24 — 4x* — 12y%).

Ha 2x? +3y? = 6, akkor V = x?(24 — 4x> — 12y?) > x?(24 — 8x%> — 12y?) = 0, ha pedig 2x* +
3y? = 12, akkor V = x?(24 — 4x> — 12y?) < x*(24 — 4x> —6y°) = 0, és egyenlSség csak x = 0-
ra vagy y = O-ra lehet. Ezért a megadott halmazba befelé mennek a megolddsok. Korlétos,
zart, nem tartalmaz egyensulyi pontot, igy a Poincaré-Bendixson tétel értelmében van benne
periodikus pélya. a

20.2.16. KIDOLGOZOTT FELADAT Van-e periodikus pdlya?

X=x-—38,

y :4y2 — x>

MEGOLDAS Ha van periodikus pdlya, akkor a belsejében kell, hogy legyen egyensilyi pont.
Két egyensiilyi pont van, az x = 8 egyenes és az 4y> — x> = 0 egyenespar két metszéspontjiban
(8,+4). Az x = 8 egyenes darabjai is egy-egy palyat alkotnak (az egyenesrdl nem mennek
le a megolddsok, mert X = 0), és a pdlydk nem metszhetik egymadst, tehat nem létezhet olyan
palya, ami megkeriili valamelyik egyensulyi pontot, vagy mindkettét. O

20.2.17. KIDOLGOZOTT FELADAT Van-e periodikus pdlya?
X=v,

mv = —Dx — pAv|v|.

8E16szor kiprobaljuk, hogy a feladatban megadott halmaz pozitivan invaridns-e, marpedig azt ennek a
fiiggvénynek a szintvonalai hatdroljak. Persze el6fordulhatna, hogy a megadott halmaz maga nem pozitivan
invarians, de egy korlatos és zart részhalmaza igen. Akkor olyat kellene keresni — igy a feladat jéval nehezebb
volna.
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MEGOLDAS Itt x az m tomegd test kitérése, amit a kitéréssel ardnyos er6 huiz vissza, illetve
a kozegellendllds a sebesség négyzetével ardnyos. Az Osszenergia nyilvdn csokken, ha
kozegellendllds van, tehdt nem lehetnek periodikus pélydk. Valéban, E = %sz + %mv2
(,yugdéban tarolt”+mozgasi), és E < 0. O

20.2.18. KIDOLGOZOTT FELADAT Milyen tipusii és a | paraméter mely értékénél kovet-
kezik be a (0,0) pont stabilitdsvesztése?

g

x=y+x{p(l+x*+y*) —x* —y

\\\\X\\\@\&U Wy SN

NN
=\

s
NN
MR

20.11. abra. A faziskép u = —0,4, u =0, u =0,4, u = 0,8 és u = 1,2 esetén

MEGOLDAS Az 4ltaldnosabb

X=y+xf(r)
y=—x+yf(r)
egyenletrendszer polarkoordindtidkban
F=rf(r)
o=—1
alakid. Most f(r) = u — (1 — u)r? (20.11. dbra), tehat u < O-ra mindeniitt 7 < 0, u > l-re
mindeniitt 7 > 0. 0 < @ < 1-re van egy ﬁ sugart hatérciklus (periodikus pélya), amire
racsavarodnak a palydk. Tehat, ha a u paraméter dthalad a 0-n, akkor a megoldés egy kozeli
periodikus pélyéra kertil, ez 14gy stabilitdsvesztés. O

20.3. Gyakorl6 feladatok

20.3.1. FELADAT Rajzoljuk fel az x = Ax egyenlethez tartoz6 fazisképet, ha

A:[—ll ﬂ
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20.3.2. FELADAT Rajzoljuk fel az x = Ax egyenlethez tartoz6 fazisképet, ha

2 1
“[14]
20.3.3. FELADAT A p egyensulyi pont tipusa (két dimenziéban) csomé. Mit mondhatunk

f'(p) determindnsarél?
20.3.4. FELADAT Rajzoljuk fel a fazisképet:

X=v,
v=—3x+1.
20.3.5. FELADAT [4] Rajzoljuk fel az aldbbi differencidlegyenlet-rendszer fazisképét:
X =Xx—Xxy,
y= X’ — y.

UTMUTATAS Csak irdnymez6t rajzoljunk a nullavonalak segitségével, utdna tippeljiink az
egyensulyi pontok tipusdra és a palyakra. O
20.3.6. FELADAT Rajzoljuk fel a fazisképet az 5 < x <7, 3 <y < 5 tartomanyban!

x=(x*—12x+35)(y—4)

y=(y*—8y+15)(x—6).
20.3.7. FELADAT Mutassuk meg, hogy az

X =y (1 —dx* —y)

3

y=—x

differencidlegyenlet-rendszernek van periodikus megoldésa az }1 < x*+y* < 1 halmazban!

20.3.8. FELADAT [4] Bizonyitsuk be, hogy az origd koriili 2 sugard koéron beliil nincs
periodikus pélya:

x:x—xy2+y3
y= 3y—x2y+x3.

20.4. Matematikai hattér

Az egyensiilyi pontok osztalyozasa két dimenziéban

20.4.1. DEFINICIO [rjuk fel az

kétdimenzios rendszer megolddsait a p egyensiilyi pont koriil poldrkoordindtdkban! A p

pont
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- instabil csomd, ha lim;_;, _or = 0, lim;_, _o || < +o00;
- stabil csomd, ha limy_, ;o r = 0, lim;_, 1o |@| < +o00;

- nyereg, ha létezik p-nek olyan U kornyezete, amelyen beliil taldlhato két olyan pdlya,
amelyeken a megoldds t — +oo esetén p-hez tart, két olyan pdlya, amelyeken a
megoldds t — —oo esetén p-hez tart, és a tobbi pdlya t — +oo és t — —oo esetén
is elhagyja az U halmazt.

- instabil fokusz, ha lim;_, oo r =0, lim;_, _o || = —oo;
- stabil fokusz, ha lim;_, oo r =0, lim;_, 4 o0 | @] = +o0;

- centrum vagy drvénypont, ha p valamely kérnyezetében minden pdlya periodikus.’
Periodikus palyak létezése

20.4.2. DEFINICIO A K halmaz pozitivan invaridns, ha x(ty) € K esetén minden t > ty-ra
x(t) eK.

20.4.3. TETEL (POINCARE-BENDIXSON TETEL GYENGE ALAKJA) Ha K korldtos, zdrt,
pozitivan invaridns halmaz, és nem tartalmaz egyensiilyi pontot, akkor a K halmazban van
periodikus pdlya.

Periodikus palya nemlétezésének igazolasa

20.4.4. TETEL Periodikus pdlya belsejében van egyensiilyi pont.

B1ZONYITAS A koriilforduldsi szdm periodikus palya mentén 1, folytonosan véltozik, ha a
gorbe nem halad at egyensilyi ponton, elegendden kicsiny, egyensilyi pontot nem tartalmazé
gorbékre pedig nulla. Ha egy palya belsejében nem volna egyenstlyi pont, elkezdhetnénk
,J0sszehuzni” a pélyat egyre kisebbre. Ekdzben a koriilfordulédsi szam, ami kezdetben 1 volt,
nem véltozna, majd egyszer csak nullava védlna. Ez lehetetlen. O

20.4.5. TETEL Ha megadhato olyan ¢ : U — R folytonosan differencidlhato fiiggvény,
melyre ¢'(q) - f(q) <0, q € U, akkor U-ban nincs periodikus pdlya.

B1ZONYITAS Ha volna egy 7y(t) periodikus pdlya U-ban, akkor a ¢(y(¢)) fuggvény peri-
odikus lenne, azonban a tétel feltétele szerint a ¢ fiiggvény szigordan monoton csokken a
megoldasok mentén. O

20.4.6. TETEL (GREEN) Legyen a v : R* — R? leképezés folytonosan differencidlhaté
egy, a T halmazt és hatdrdt tartalmazo osszefiiggd nyilt halmazon. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
a hatdr folytonosan differencidlhato fiiggvénnyel paraméterezhetd. Ekkor

dvo  dvg B
/] (%‘aT) acdy= [ vas

9Ez nem feltétleniil teljes osztalyozds, ha f ¢ C2.
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B1ZONYITAS Terjessziik ki a v leképezést a v(x,y,z) = v(x,y) formuldval. A Stokes-tétel

szerint
// rotv dA = v ds.
T oT
dvy  dvy

rotv = (W — a—y)k és dA = dAK miatt ez éppen a tétel allitasa. O

A Bendixson-Kkritérium (a 20.1.3. tétel) bizonyitasa.
Ha volna egy y periodikus pdlya D-ben, akkor a T = int(y) tartoményra és a v(x,y) =

( _f2(x7y)
S (xay)

) leképezésre felirva a Green-tételt:

//imm divfdxdyz/y( _f{Z ) ds.

A jobb oldali vonalintegral nulla, mert az integraland6 leképezés mindig merdleges a y gorbe
érintdjére, tehat a bal oldal is nulla, de akkor divf nem lehet dllandé eldjeld.
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21. fejezet
Variacioszamitas

21.1. Elméleti osszefoglal6

Legyen X vektortér!, F : X — R fiiggvény, aminek a széls6értékét keressiik. Ha x € X-ben
sz€1s6érték van, akkor tetszbleges 0 # v € X-re a Jy(t) = F(x+1v) valés-valds fiiggvénynek
sz€ls6értéke van a t = 0-ban. Ez az un. varidcids elv, amelynek segitségével tetszdleges
vektortéren értelmezett fiiggvény (mas néven funkciondl) szélsdértékeinek a megkeresését
visszavezethetjlik valds-valos fiiggvények szEéls6értékeinek a megkeresésére. Ha tehat F-nek
sz€IsGértéke van x € X-ben, akkor J;(0) = 0 minden v-re. Ha ebbdl az egyenletsokasagbdl
ki tudom kiisz6bolni v-t, akkor a kapott egyenletet az F fliggvény (vagy funkciondl) Euler—
Lagrange-egyenletének nevezziik.

A varidcidés elvet alkalmazva, az eredeti funkciondltdl fiiggben az Euler—Lagrange-
egyenlet lehet algebrai egyenlet (21.2.1.. kidolgozott feladat), lehet kozonséges differen-
cidlegyenlet (21.2.3.. kidolgozott feladat), és lehet parcidlis differencidlegyenlet (21.2.4..
kidolgozott feladat). Forditva, ha egy egyenlet varidcids tipusu, azaz valamilyen funkciondl-
nak az Euler-Lagrange-egyenlete, akkor az egyenlet megolddsdhoz dgy is eljuthatunk, hogy
a funkciondl szE€ls6értékeit megkeressiik.

A variacios elv leggyakoribb alkalmazésa a kovetkezd:

Keressiik az F(y) = ff f(x,y,y") dx funkciondl szélséértékeit, ahol f adott folytonos
fiiggvény, és az y(x) : [a,b] — R keresett fiiggvény folytonosan differencidlhaté. (Fizikus
jeloléssel ugyanez: ha L a Lagrange fiiggvény, g altaldnos koordindta, akkor keressiik azt a
q(t) fuggvényt, amelyre az S(L) = flz L(t,q,q) dt hatdsintegralnak staciondrius pontja van.)
Ha F-nek szE€ls6értéke (vagy csak staciondrius pontja) van y-ban, akkor legyen

b
L(t)=F@+1tv) = / f,y+vy +0/)dx veCla,b).
a
t szerint differenciélva (lancszabdly)

b
J (1) :/ Sy vy 00w+ £ (e y v,y 1V )V dx,
a

Thelyesebben: affin tér
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Mivel t = 0-ban a J,(t) fiiggvénynek szélsGértéke (vagy staciondrius pontja) van, a derivaltja
nulla, azaz

b
5O = [ v+ fyey W de =0,
a

A masodik tagban egy parcidlis integréaldssal

b d
| A = Sty )]y de =0 v e Chla,b.

Ez csak ugy lehet, ha’

d ,
Fwny') = 1 fy(eyy') = 0. 2L.1)

v-t kiejtettiik, megkaptuk a funkciondl Euler—Lagrange-egyenletét.

21.1.1. ALLITAS Ha f = f»,Y') nem fiigg explicite x-t6l, akkor az Euler-Lagrange-
egyenlet egyszeriibb alakra hozhato:

fO.y) —y/fy// (v,y') = konstans. (21.2)
B1ZONYITAS Derivédljuk a (21.2.) egyenletet (x szerint):

d
KON + R0 = 00)) =y ) =

d
Y (H0,) - afy’f (%)) =0. O

21.2. Kidolgozott példak

21.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen A szimmetrikus n X n-es mdtrix, F(X) = %{X;:?,

keressiik F maximumdt!

21.2.2. MEGIEGYZES (X,y) = x'y két vektor skaldrszorzatit jeloli. Azért hasznaljuk ezt
a jelolést, mert hosszi tdvon egyszerlibb vele szdmolni, és a kovetkezd példaval vald
hasonlésagot is lathatébba teszi.

MEGOLDAS Ha F(x) maximalis,® akkor
F(x+1tv)<F(x) VreR, VveX.
Beszorozva

(A(X+1v),x+1v) (x,X) < (AX,X) (X +1v,x+1v) ViR VveX.

2Cé definicigjat és a bizonyitast ldsd a matematikai hattérnél (21.4.3.. definici6 és 21.4.5. Lemma).
3 A maximum biztosan 1étezik, mert |(Ax,x)| < [|A]]2(x,x).
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t hatvényai szerint rendezve
0 < r2((Ax,X) (v, V) — (Av, V) (x,X)) + 21 ((AX, X) (X, V) — (AX, V)(X,X))
Ez csak akkor lehet igaz minden ¢-re, ha ¢ egyiitthat6ja 0, azaz
(Ax,X)(x,v) = (AX,V)(X,X) VveEX.
Az (Ax,x) és (x,Xx) szdm szorz6t bevihetjiik a skaldrszorzat belsejébe:
((Ax,x)x,V) = (AX(X,X),V) VvEX,
azaz
((Ax,x)x —AX(x,X),V) VveX,
azaz az (AX,X)X — AX(x,X) vektorra az 9sszes v € X vektor merGleges! Ez csak tigy lehet, ha

(Ax,x)x — AX(x,X) =0,

vagy masképp
A
Ax = < X’X>X.
(x,x)
Azt kaptuk tehat, hogy x sajatvektora A-nak az %{X;(’? = F(x) sajatértékkel. Ez az Euler—

Lagrange-egyenlet. Ebbdl az is kijon, hogy F(x) maximuma A legnagyobb sajatértéke, mini-

muma A legkisebb sajatértéke, és F mindkét szEls6értékét a megfeleld sajatvektorokon veszi
fel. Jegyezziik meg, hogy a levezetés sordn csak a skaldris szorzat miiveleti tulajdonsdgait
hasznaltuk (Iasd a 21.4.1. definiciéban). O

21.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen X = {u € C?[0,n],u(0) = u(xw) =0}, ¢: [0, 7] —

T2 2
R folytonos fiiggvény. Keressiik az F (u) = % funkciondl minimumadt.
0

MEGOLDAS Vezessiik be a kovetkezs skaldris szorzatot X-en:
T
(.80 = [ (o ax

A 21.4.1. definicioban megkdovetelt tulajdonsdgok teljesiilnek, tehat ez skaldrszorzat (lehet
vele dgy szamolni). Egy parcidlis integraldssal:

4) 2 T 2 "
/ U +qu :/ —u'u+qu- = (—u" +qu,u),
0 0

azaz az Au = —u" + qu linedris operator bevezetésével

(Au,u)
(u,u) -

F(u) =
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Ez formalisan ugyanaz a feladat, mint az el6z8. Au = Au-nél lesz a minimum, azaz az Euler—
Lagrange-egyenlet:*

—u" (x) + q(x)u = Au(x), (21.3)
u(0) =u(m) =0. (21.4)
U

21.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen X = {u: Q — R 2-szer folytonosan differencidl-
haté, u|yo =0}, Q CR" és f € C*(Q) adott, a cél pedig az

F(u):/g(%]Vu|2+fu>

MEGOLDAS Ha F(u) minimélis, akkor F(u+tv) > F(u), azaz

/<1|V(u+tv)|2—|—f(u+tv)>2/ <1|Vu|2+fu> VieR, WveX.
a\2 o\2

funkciondl minimalizdldsa.

t hatvényai szerint rendezve:
1
t2/ —|Vv]2+t/ (Vu-Vv+fv) >0 VteR, VveX.
Q2 Q

Ez csak akkor lehet igaz minden 7-re, ha ¢ egyiitthat6ja 0, azaz

/ (Vu-Vvt fr) =0 WveX.

Q

,Parcidlisan integrdlunk” ( valgjdban Green-formulédkat alkalmazunk)

/Q(—Au—i—f)v:O YveX,

ahonnan —Au+ f = 0. O

21.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT (Brachistochron-probléma):  Irjunk fel differencidl-
egyenletet arra az y(x) fiiggvényre, amelynek grafikonja mentén a gravitdcio hatdsdra a
lehetd legrovidebb idd alatt jut el a tomegpont A(0,0)-bol B(by,by)-be (b > 0,b, <0, g
lefelé mutat).

MEGOLDAS Az energiamegmaradas torvénye szerint:

1
Emv2 +mgy =0, (21.5)

4A szamolasi szabdlyok ugyan nem viéltoztak, de megviltoztattuk a merSlegesség értelmét. Ezért be kell
bizonyitani, hogy az dj értelmezés mellett is csak a nullvektor (az azonosan nulla fiiggvény) lehet minden mas
fiiggvényre merdleges. Lasd a 21.4.5. Lemmat.
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ahonnan v = \/—2gy. ds ut megtételéhez % 1d6 kell, ezért a teljes uthoz
bl d bl 1+y/2
/ " = / Yy (21.6)

/ 12
id6 sziikséges. Minimalizaljuk tehdt az F(y) = (f ! % dx funkciondlt az y(by) = b,
feltétel mellett. A (21.2.) egyszerlibb Euler—Lagrange-egyenlet alapjan

12

I+y o1 1 ,
V= -y Ve —=2'=c¢,
y y 2./1 _|_y/2
ahonnan
2
D= =—y(1+y7)
a megoldand6 kozonséges differencidlegyenlet. O

21.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen v = (2,4,6). Alkalmazzuk a varidcids elvet az
F(x)= x> = (wx) (R’—=R)

funkciondl minimumdnak megkeresésére.

MEGOLDAS Legyen x-ben a minimum. Akkor minden ¢ € R-re és minden u € X-re F(x+
tv) > F(x), azaz

et ul? — (v 110) > [|x]|> = (),
rendezve
£2{|u]| + 2t (x,u) — t (v,u) > 0.
Ez csak akkor lehet igaz minden ¢-re, ha az els6foku tag egyiitthatdja 0, azaz
(2x—wv,u) = 0.
Ez pedig csak akkor lehet igaz minden u-ra, ha 2x —v = 0, azaz x = (1,2,3).” O

21.2.7. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen f : [0,1] — R folytonos fiiggvény. Alkalmazzuk
a varidcios elvet a

= [ £&-2276)

Sfunkciondl minimumdnak megkeresésére.

Ez a kezdeti képletbdl is nyilvanvald, de az a cél, hogy a varidcids elvet és hasznalatat megértsiik.
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MEGOLDAS © Legyen f-ben a minimum. Akkor minden ¢ € R-re és minden g € X-re F(f +
tg) > F(f), azaz
1 1
| (70 +18(0) =2x(7(0) +18(0) dr = |20 = 26/(0) i,

rendezve

/01 l2g2<x) +2l‘(f(x) —x)g(x) dx > 0.

Ez csak akkor lehet igaz minden ¢-re, ha az els6foku tag egyiitthatdja 0, azaz

1
JRUCESEOEE
Ez pedig csak akkor lehet igaz minden g-re, ha f(x) —x =0, azaz f(x) = x. O

21.2.8. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen y : [0,1] — R differencidlhato fiiggvény, y(0) =
0, y(1) = 1. Forgassuk meg az y(x) gorbét az x tengely koriil. Irjunk fel differencidlegyenletet
arra az y fiiggvényre, amelyre a kapott forgdstest paldstjdnak felszine minimdlis. Oldjuk is
meg ezt a differencidlegyenletet! (A forgdstest paldstjdnak felszine:

1
A:27r/ y/14+y? dx.)
0

A minimalizdlandé funkcional, f(y,y') = y1/1+)%> nem fiigg explicite x-t3l, ezért
hasznélhatjuk a (21.2.) Euler-Lagrange-egyenletet:

1
vy 142 —y’y§(1 +yH) 2y =,

Beszorzas utan

v 14y =y =445 1
C

Ezt az ﬁ—i = chu helyettesitéssel lehetne megoldani, de a bal oldali alakon ranézésre latszik,
hogy a megoldds y = cch (% +d).

21.3. Gyakorl6 feladatok

21.3.1. FELADAT Keressiik meg az

F(y) = 11 %y'z(x) —5y(x) dx

funkciondl minimumat az y(—1) = —68, y(1) = 12 feltétel mellett.

®Ez a szokdsos L>-beli skaldrszorzattal ugyanaz a feladat, mint az el6z6. A triikkos megoldasok is ugyantigy
miikddnek; s6t, a (21.1.) Euler-Lagrange-egyenlet, amit egybdl felirhatnank, az itteni megoldas utolsé eldtti
képlete!
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21.3.2. FELADAT Keressiik meg az

11/2

FO)= | 300 2y (x) dx

funkciondl minimumadt az y(—4) = 6, y(4) = 6 feltétel mellett.

21.3.3. FELADAT Legyen az A madtrix pozitiv definit, b adott vektor. Alkalmazzuk a
varidcios elvet az

1
F(x)= EXTAX —bTx

funkciondl minimumdanak megkeresésére.

21.3.4. FELADAT Egy vizparti telek keritése L hossziisagi. Mekkora lehet a telek, ha a part
egyenes?

21.4. Matematikai hattér

21.4.1. DEFINICIO [Skaldris szorzat tulajdonsdgai]
(i) (u,v) = (v,u).
(ii) (u,vq+va) = (u,vq) + (u,vz).
(iii) (Au,v) =A(u,v).

21.4.2. DEFINICIO CY(Q)-val jeloljiik az Q-n értelmezett, k-szor folytonosan differencidl-
haté fiiggvények terét. Pontosabban: f € C (Q), ha f k-szor folytonosan differencidlhaté
az Q halmaz belsejében, és ezek a derivdltak folytonosan kiterjesztheték Q-ra. C*(Q)-val
jeloljiik az akdrhdnyszor differencidlhato fiiggvények terét.

21.4.3. DEFINICIO Cf(Q)-val jeldljiik az olyan C"(Q)-beli fiiggvényeket, amelyek egy
Q belsejében fekvd korldtos és zdrt halmazon kiviil nulldval egyenldk: C’é(Q) ={fe€
CH(Q)|3Q C int(Q) korldtos és zdrt, flava, =0}

21.4.4. MEGJIEGYZES Ha Q korlatos és zart, akkor az || f|| = Z]](':o max,cq | £ (x)| norma-
val CK(Q) és C5(Q) is teljes normdlt tér.

21.4.5. ALLITAS Ha [a,b] — R folytonos és minden v € C[a,b)-re [Jf uv =0, akkor u=0.

B1ZONYITAS Tegyiik fel, hogy u # 0, akkor 1étezik xo € (a,b) gy, hogy u(xg) # 0, legyen
példaul u(xo) > 0. Ha u(xo) = h, akkor %-hoz létezik & > 0, hogy |x — x| < & esetén [u(x) —
u(xo)| < %, azaz u(x) > % (és [xo — 8,x0 + 8] C (a,b)). Ha van olyan v(x), amire x € (xo —
8,x0+ 8) esetén v(x) > 0, mdshol v(x) = 0, akkor azzal [j uv = fx°+§ uv > 5 fx0+5v > 0,
kész vagyunk.
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Legyen r > O-ra

‘P(r): ellr har<1
0 har>1

Y Osszes derivéltja e T p(l%r) alaku, ahol p polinom. Ezek hatarértéke r — 1— azaz %r —
+o0 esetén 0, tehat W akarhanyszor derivdlhat6 az 1-ben is. Legyen példaul

).

ez |x —xp| > d-ra 0, egyébként pozitiv és akarhdnyszor derivalhato. O

X — X0

)

w@:w<
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L. rész
Parcialis differencialegyenletek direkt targyalasban
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22. fejezet

Bevezetés

Ez a jegyzet a BME gépészmérnoki MSc szak hallgatéi szdmara késziilt a matematika M2
targy parcidlis differencidlegyenletek részéhez segédletként. Célunk a modern matematikai
részletek emlitése nélkiil dtadhaté ismeretek rendszerezett 6sszefoglaldsa. A bevezetSben
leirjuk és példdkkal tdmasztjuk ald, hogy a targyalt témakoroket miért tartjuk fontosnak.
Igyeksziink gyakorlati szempontbdl fontos éllitdsokat kimondani, és ezeket érthetéen, ugyan-
akkor a mélyebb matematikai szempontokkal 6sszhangban megindokolni.

fgy minden fejezet négy alfejezetbdl all. A feladatok megolddsdhoz sziikséges elméleti
Osszefoglalast kidolgozott mintapéldak kovetik. Minden témakorhoz megadunk gyakorlo-
feladatokat is. Végiil a matematikai héttér részben olyan definicidk, tételek, konstrukcidk
talalhatok, amelyekr6l ugy gondoljuk, hogy el6segitik a témakor esetleges mélyebb tanulma-
nyozasat, de a feladatok megolddsahoz nem nélkiilozhetetlenek.'

Az 1. rész Kiss Mérton, a II. rész Garay Barna munkdja.

22.1. A parcialis differencialegyenlet fogalma; példak

A parcialis differencidlegyenlet (PDE) ismeretlen fiiggvénye rendszerint a ¢ id6t6l €s n szamu
térkoordinatatol, vagyis az x = (x1,x2,...,X,) vektor koordindtditdl fiigg. Az ismeretlen
fliggvényrdl feltessziik, hogy skalarértéki. Nem foglalkozunk vektorértéki fiiggvényekre
felirt parcidlis differencidlegyenletekkel, sem pedig tobb parcidlis differencidlegyenletbdl alld
rendszerrel.

Az egyenlet m-edrendd, ha a benne szerepld legmagasabb rendd derivélt(ak) rendje m.
Ha az ismeretlen fiiggvényt u-val, a valtozdit ¢t-vel és x = (x1,x2,...,x,)-szel jeloljiik, akkor
egy altalanos m-edrendd parcidlis differencidlegyenlet a kovetkez6képpen irhato fel:

F(t,%,u, Ao, 01, . ..., Ot ..., 0w, O3 ' yut, ..., 0Mu) = 0, (22.1)

ahol dy a t valtoz6 szerinti parcidlis derivdlast, d; pedig (i = 1,...,n) az x; viltozo szerinti
parcidlis derivalast jeloli. Az egyenlet kvdzilinedris, ha a F a legmagasabb rend(i derivéltak

ITehdt ebben a részben sem toreksziink arra, hogy minden, matematikai szempontbél sziikséges részletet
megemlitsiink.
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linedris fiigvénye, linedris, ha F' u-tdl és az 6sszes derivaltjatdl linearisan fiigg, azaz

Y foiin X000 O = £(2,X). (22.2)

iotig Lo din<m

A tovabbiakban példdkat sorolunk fel parcidlis differencidlegyenletekre. Ezek tobbsége
masodrendii linearis, illetve els6rendii kvazilinearis.
A kis rezgések leirdsa (hir, membran, transzverzdlis és longitudindlis egyardnt) a

2%u

P3a = div(pgradu) — qu+ F(t,x) (22.3)

masodrend(i linedris hiperbolikus egyenletre vezet. Ahogy mar emlitettiik, az ismeretlen u

2 2

fiiggvény a t id6tdl és az x = (x1,x7,...,x,) vektor (n = 1,2, 3) koordinat4itol fiigg.
A diffuzi6 egyenlete, a hdvezetés egyenlete dltaldanosan a kovetkezd alaku:

p% = div(pgradu) — qu+ F(t,x). (22.4)

Ez egy masodrendii linedris parabolikus egyenlet.
Idéfiiggetlen esetben mindkét el6zd tipus az a

div(pgradu) —qu+ F(t,x) =0 (22.5)

elliptikus egyenletre egyszerlisodik. Ez is mdsodrend linedris.
Idedlis folyadék dramldsat a kontinuitasi egyenlet €s az Euler egyenlet irja le:

P 4 div(pv) = . (226)
av , 1
3 +Vv+ > gradp =F. (22.7)

Ha a kontinuitési egyenletben v-t adottnak tekintjiik, akkor ez egy elsdrendd linedris egyenlet
p-ra. Ha p fiigghet v-tdl is, akkor az egyenlet kvazilinearis. Ha a sebességtérnek van
potencidlja, azaz v = — gradu, akkor u a (22.6) egyenlet alapjan kielégiti a (22.4)-hez hasonlé

d

a—’t’ _ div(p gradu) = f (22.8)

egyenletet. A (22.7)-ben felirt Euler egyenlet kvézilinedris, de a v'v tag miatt nem linedris.
Skaldrmennyiség, példdul szennyezés transzportja az dramlasi térben:

de

ot

ahol ¢ a szennyez0 anyag koncentricidja, D, a diffizios tényezd, F,. pedig egy forrastag. Ez
az egyenlet (22.4)-hez hasonlé. Bar nem fogalmazzuk meg kiilon, a (22.4) egyenlettel kap-
csolatban megemlitendd elméleti eredmények megfelel6 modositadsokkal erre is érvényesek
lesznek.

+ vgradc = div(D, gradc) + F, (22.9)
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Transzportegyenlet diffizi6 nélkiil:

de

Y +vgradc = F,. (22.10)

Ez is egy els6rendii linedris egyenlet.
Amennyiben az elektromos térer6sség orvénymentes, az u potencial kielégiti a (22.5)-hoz
hasonl6

div(e gradu) = 4zp (22.11)

egyenletet, ahol € a kozeg dielektromos allanddja, p a toltéssirliség.

Végiil szintén mésodrend linedris, de egyik eddigi csoportba sem tartozik a Schrodinger
egyenlet:

oy n?
h— = ———Ay+Vy. 22.12

A példék alapjan el6szor az elsérendli egyenleteket targyaljuk, majd a mdsodrendd
linedris egyenletek koziil hosszabban foglalkozunk az elliptikus egyenletekkel. Kitériink ezek
kapcsolatara a varidcioszamitassal is. A két utolso fejezetben nevezetes fliggvényrendszerek
tulajdonsagaival ismerkedhetiink meg.

22.2. Kezdeti és peremfeltételek; korrekt Kitiizés

A kozonséges differencidlegyenleteknél az egyenlethez meg kellett adnunk egy kezdeti
feltételt. A parcidlis differencidlegyenleteknél sokkal Osszetettebb mellékfeltételeket, idSbeli
kezdeti feltételeket és térbeli peremfeltételeket kell megadnunk, ezt részletesebben az adott
egyenleteknél fejtjiik ki.

Akarcsak a kozonséges differencidlegyenleteknél, a PDE-bdI és a mellékfeltételekbdl allo
feladatot korrekt kitlizéstinek nevezziik, ha

1. van megoldas;
2. egyértelmi a megoldas;
3. amegoldas folytonosan fiigg az 0sszes bemend adattol.

Ezek a magétdl értet6donek tlinG matematikai feltételek megkovetelik, hogy meghata-
rozzuk, hogy milyen fiiggvények korében keressiik a megoldést, és hogy mikor tekintiink
egy fiiggvényt megoldasnak. Ezek a kérdések a modell érvényessége kapcsdn amugy is
felvetddnek. A folytonos fiiggés értelmezéséhez pedig sziikség van arra is, hogy mérni tudjuk
fliggvények tdvolsagat. Gyakorlati oldalrél azért sziikséges ez, hogy el tudjuk donteni, hogy
mikor taldltuk meg ,.elég j6 kozelitéssel” a megoldast. Err6l is majd az adott egyenlettipusnal
olvashatunk.
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23. fejezet

Elsorendi parcialis differencialegyenletek

23.1. Elméleti osszefoglalo

Induljunk ki a kontinuitasi egyenletbdl:
p; + div(pv) = 0.
div(pv) = gradp - v+ p divv alapjdn édtrendezve:
p; + gradp - v = —p divv. (kontinuitdsi egyenlet)
Ha itt v-t ismerjiik és p-ra vagyunk kivancsiak, akkor
e Ha divv = 0, akkor ez egy elsérendli, homogén, linedris PDE (EHL PDE);
e Ha v még konstans is, akkor dlland6 egyiitthatds;

e Ha v fiigghet p-tdl is, akkor az egyenlet kvazilinedris (EKL PDE).

EHL PDE
Az EHL PDE éltaldnos alakja:
iy, (X) f1(X) + 10, (X) fo(X) + ... + 1, (%) fu(x) =0, (EHL PDE)

ahol f;-k adott R" — R fiiggvények, és u a keresett R” — R fiiggvény. Ha f)(x) =1, f2(x) =
... = fa(x) = 0, akkor az egyenlet u; = 0. Ennek a megolddsa u(x) = ®(x2,...,x,), ahol
tetszbleges, azaz annyit tudunk, hogy u dlland6 az x; = ¢ hipersikra merdleges egyenesek (az
Xy = C2,X3 =C3,...,X, = C, €gyenesek) mentén.

23.1.1. DEFINICIO Az EHL PDE karakterisztikus egyenlet(rendszer)e az

%= /(%)

kozonséges DER, a karakterisztikus egyenlet(rendszer) megolddsai pedig a karakterisztikdk.
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23.1.2. TETEL u megolddsa az EHL PDE-nek < u a karakterisztikdk mentén dllando.

B1ZONYITAS Tekintsiink egy x(¢) karakterisztikat!

%M(X(I)) =ty (X(1))%1 (1) + 10, (x(2))32(1) + - .. + 3, (X(1)) i (1) =

=, (X(1)) f1 (%) + 1, (x(0)) f2.(X) + ...+ 14, (x(£)) f (X).

Ha u megolddsa az EHL PDE-nek, akkor a jobb oldal 0, azaz u dlland6 a karakterisztikak
mentén. Ha pedig u dllandé a karakterisztikdk mentén, akkor %u(x(t)) =0, azaz a jobb oldal
értéke is 0, ami €pp azt jelenti, hogy u megoldasa az EHL PDE-nek. O
EKL PDE
Az EKL PDE altaldnos alakja:

u;lfl (x,u)+ M;sz(x, u)+...+ u;nfn(x, u) = fo(x,u), (EKL PDE)

ahol fi-k adott R"*! — R fiiggvények, és u a keresett R” — R fiiggvény. Ha a bal oldali
tagok nem filiggnek u-tdl, akkor inhomogén linedris egyenletet kapunk.

23.1.3. DEFINICIO Az EKL PDE karakterisztikus egyenlet(rendszer)e:

Xp = fl (X,I/l)
fcn.: fn(x,u)
U= fO(Xvu)‘

23.1.4. TETEL u megolddsa az EKL PDE-nek < (X,u) megolddsa a karakterisztikus
egyenletrendszernek.

B1zONYITAS Ugyanugy Osszetett fliggvényt kell derivalni itt is. O
Az EKL PDE megolddsfiiggvényét az (n+ 1) dimenziés (x,u) koordindtarendszerben

képzeljiik el. Ebben a koordindtarendszerben az u(x) fiiggvény grafjanak a normélvektora

(1l -1ty ,—1).

Ha u megolddsa az EKL PDE-nek, akkor ez éppen merdleges az (x,u) ponton dthaladé
karakterisztika érintGvektorara, ami

(X,Ll) = (fl (x,u),fz(x,u),...,fn(x,u),fo(x,u)),

hiszen az EKL PDE szerint skaldris szorzatuk 0. Ez egyrészt azt jelenti, hogy az (x,u(x))
feliileten beliil haladnak a karakterisztikdk. Madsrészt pedig azt, hogy az EKL PDE
megolddsakor olyan u(x) fiiggvényt keresiink, amelynek a grafjat minden pontban érinti
egy el6re adott vektormez$ (az (f1(X,u), fa(X,u),..., fu(X,u), fo(X,u)) vektormezs). Ez a
kozonséges differencidlegyenlet dltaldnositdsa. Annak akkor megolddsa egy fiiggvény, ha a
grafikonjat minden pontban érinti az irdnymezd.
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23.2. Kidolgozott példak

23.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az aldbbi elsérendii homogén linedris par-
cidlis differencidlegyenletet:

—yuy + xuy = 0.

MEGOLDAS A karakterisztikus egyenletrendszer:

x:_y7
y=ux.

A kett6t elosztva egymassal

d
& Y dytxdi=0= 24y =
dx y

u pontosan akkor megolddsa az EHL PDE-nek, ha dlland¢ a karakterisztikdk mentén, azaz az
x%+y? = c korok mentén. Ez pontosan akkor van, ha u x>+ y? fiiggvénye, azaz u = CI)(x2 + y2)
valamilyen ® differencidlhat6 fiiggvénnyel. a

23.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az aldbbi elsérendii homogén linedris par-
cidlis differencidlegyenletet:

Uy Cosx +uytgy = 0.

MEGOLDAS A karakterisztikus egyenletrendszer:

X = cosux,
y=1gy.
A kettdt elosztva egymadssal
ey
dx cosx’

szétvalaszthat6 egyenletet kapunk. Egy oldalra rendezve az azonos véltozokat és integralva:

1 dx t= sulx/ cosx dx dr 11 1+t 4
nsiny= | — = = —+tc
Y= COSX 1—51n2x 1—1‘2 21—t
1. 1-+sinx
= — - C
27 1—sinx
ahonnan e¢ = C = S = 2siny =8I0 ezért u(x,y) = P(siny ). O
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23.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az aldbbi elsérendii homogén linedris par-
cidlis differencidlegyenletet:

xux+yuy:07 u(17Y):y2

MEGOLDAS A karakterisztikus egyenletrendszer:

X =ux,
A kettSt elosztva egymdssal!
Y_y_ v
dx x x

A karakterisztikdk tehdt: ¥ = ¢, ezért u = ®(3) az altaldnos megoldds, ahol @ tetszSleges

differencidlhat6 fiiggvény. A kezdeti feltételbe behelyettesitve

2
y Y
u(lay):q)(y):y2:>u(x7y):q)(;):; 0
23.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:
11 2
(x4+6)(x—5)uy — ity = 0, u(3,y) = —§y6.
MEGOLDAS A karakterisztikus egyenletrendszer:
= (x+6)(x—5)
.1
y - 2 y'
Ebbdl
;. 11 y
Y= (x+6)(x—5)
Ez egy szétvalaszthaté differencidlegyenlet. Megoldasa
X — 5 X — 5
= == @ .
Y iTe == ulxy) (y x+6)
A kezdeti feltételbdl
2 2 81
3y)=®(—=y? | = - = () = —2,
u(3,y) ( 9y) 57 (2) =z
és igy
81 [ ,x—5)\°
E——— O

I'A két egyenlet kiilon-kiilon is meg tudjuk oldani, x(¢) = cie’, y(t) = c2¢', ahonnan ugyanezt kapjuk.
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23.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az aldbbi elsérendii homogén linedris par-
cidlis differencidlegyenletet:

1
;ux + (1 +xy")u, =0.

MEGOLDAS A karakterisztikus egyenletrendszer:

o1
X=-,

y
y:1+xy4.

A kett6t elosztva egymadssal a

d
Eyc =y+x’ &Yy =yt +x

Bernoulli-tipust egyenletet kapjuk. Legyen v = y~*, ekkor % = 4y

dy

> Zaz
1, N

——V =v+ax.

4

EbbSl v = ce™™ — x + %. Ha a kozonséges differencidlegyenletet akarndnk megoldani, akkor
az y-t kellene kifejezniink ebbdl az egyenletb6l. Most azonban azt keressiik, hogy mikor
alland6 u a kozonséges differencidlegyenletrendszer megolddsai mentén, ezért c-t fejezziik
ki:

1

1
c=e*(v4x— 4_1) =Myt x— 4_1)’

és igy u(x,y) = (e (y ™ +x—1)). m

23.2.6. KIDOLGOZOTT FELADAT Oldjuk meg az alabbi elsdrendii kvdzilinedris parcidlis
differencidlegyenletet:

ue+2uy =14u, wu(x,3x+1)=sinx.

MEGOLDAS A karakterisztikus egyenletrendszer:

x=1,
y=2,
u=1+u.

Szerencsére mindharom egyenletet kiilon-kiilon is konnyen megoldhatjuk:”

X=t+cy,
y=2t+co,

u=cze —1.

ha nem igy volna, akkor is sok esetben fel tudnank frni a megoldést harom konstans segitségével. Példaul,
ha az egyenletrendszer linedris.
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240 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

Héarom egyenletet kaptunk. Az elsd egyenlet segitségével + = x — c-et egyszeriien
kiejthetjiik:*

y=2x—2ci+c,

u=cze'e ' —1.

Ezek szerint y — 2x = ¢4 és (u— 1)e™™ = ¢5 dllandé a megolddsok mentén, és nyilvan
az is igaz, hogy ha ez a két mennyiség édllandd, akkor (x,y,u) megolddsa a kozonséges
differenciadlegyenletrendszernek. Tehat az EKL PDE éltaldnos megolddsa implicit alakban

P(y—2x,(u—1)e ™) =0, (23.1)

ahol & tetszbleges differencidlhaté fiiggvény. A megoldast gy kapjuk, hogy ebbdl az
egyenletbdl u-t kifejezziik. A kezdeti feltétel szerint

u(x,3x+1) =sinx Vx<= P(x+1,(sinx—1)e ) =0 Vx
— &(x,(sin(x—1)—1)e "Dy =0 Wvx

Azaz a ®(x,y) = 0 egyenletrendszer megolddsa y = (sin (x— 1) — 1)e~®~1). Emiatt (x és y
helyébe a (23.1)-ben szerepld értékeket helyettesitve)

(u— 1)e_x — (sin (y—2x— 1) _ 1)6—(y—2x—1),

azaz u(x,y) = 1+ (sin(y —2x — 1) — 1)e3*+1, 0

23.3. Gyakorl6 feladatok

23.3.1. FELADAT Oldjuk meg az aldbbi elsérenddi homogén linedris parcidlis differencidl-
egyenletet:

Xty +yuy =0, u(2,(y—1)°) = cosy.
VEGEREDMENY u(x,y) = cos (1 + ¢/27). O

23.3.2. FELADAT Oldjuk meg a kovetkez§ differencidlegyenletet:*

(x=3)*  (x+2)

(x+2)(x = 3)ux — (y+2)(y — 3)uy = 0,u(x,x) = e e
VEGEREDMENY u(x,y) = —2833813% + Eﬁjggﬁ% -

23.3.3. FELADAT Oldjuk meg az aldbbi elsdrenddi kvazilinedris parcidlis differencidlegyen-
letet:

uy+uy=1—u, u(x,x+x2) = sinx.

VEGEREDMENY u(x,y) =1+ (cos y—xTH — 1)erHL, .

3 Altaldban is annyi egyenletiink maradna  kiejtése utdn, ahany valtozés a keresett fiiggvény.
4Elég csak egy megoldast megadni. Van-e tobb megoldas?
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23.4. Matematikai hattér

A kontinuitdsi egyenlet levezethet6 a transzportegyenlet integrdl alakjdbol. Legyen f egy
F extenziv mennyiség siirisége. Ha egy V térfogati rendszer F jellemzdjére vagyunk
kivancsiak, akkor:

F(1) :/ f(t,x) dx.
V()
Ezt t szerint differencidlva® a transzportegyenlet integral alakjat kapjuk:

dpn_ [ O
SF0=[ o Rt [ V() aa, (TI)

V(t

ahol v(¢,x) a mozg6 halmaz sebessége. Ha most F = m tomeg, f = p slirliség, akkor, ha a
tomeg megmarad,

0 :/ p!(2,%) dx—i—/ p(1,x)v(1,x) dA.
V(t) av(r)
A Gauss-Osztogradszkij-tétellel:
0= / p!(t,x) dx+ / div(p (1, )v(t,x)) dx.
40 V()
Ha V(t) az x(¢) pontra zsugorodik, akkor a

0 =p/(t,x) + div(p(t,x)v(t,x))

kontinuitasi egyenletet kapjuk.

Tlyen Osszetett fiiggvényt nem tanultunk differencidlni. A bizonyitds példdul vigy torténhetne, hogy
attranszformdlndnk az integrdlt egy 4116 V(#p) halmazra. Kézben a Liouville-formuldt és a KDE megoldédsanak
a kezdeti feltételtdl valé differencidlhaté fiiggését kellene felhasznalni.
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24. fejezet

Az elliptikus egyenletekre vonatkozo
peremértékfeladat és a variacioszamitas
kapcsolata

A tovéabbiakban végig Q C R”" legyen egy ,,sz€p” hatarud korldtos tartomény. (Lehet a hatarban
torés, de az nem fordulhat el6, hogy két olyan darabot ragasztunk 6ssze, amelyeknek kdzos
érintésikja van. Precizebben: Q darabonként gy paraméterezhetd, hogy a paraméterezd
fiiggvény folytonosan differencidlhatd, egy téglatesten van értelmezve és dQ a téglatest egy
lapja vagy néhany lapjdnak unidja.)

Vezessiik be az alabbi roviditést:

Lu = div(pgradu) — qu, (24.1)
ahol p GCI(E), geC(Q),p>0,4>0.

24.1.1. DEFINiCIO (ELSO PEREMERTEKFELADAT (PEF)) Olyan u € C*(Q) N C(Q)
fiiggvényt keresiink, ami kielégiti az Lu = f egyenletet az Q tartomdnyban és eleget tesz
az u|yq = g tn. elsd peremfeltételnek, ahol g € C(IQ).

24.1.2. DEFINICIO (HARMADIK (MASODIK) PEF) Olyan u € C2(Q)NC(Q) fiiggvényt
keresiink, ami kielégiti az Lu = f egyenletet az Q tartomdnyban és eleget tesz az dyu +
h(ulyq) = g un. harmadik peremfeltételnek (h = 0 esetén mdsodik peremfeltételnek), ahol
v a dQ kifelé mutaté normdlvektora.

Az elliptikus egyenletek varidcids tipusdak abban az értelemben, hogy megadhatok
egy varidcios feladat Euler-Lagrange egyenleteként is. Ha ez sikeriilt, akkor a perem-
értékprobléma megolddsa a varidcids feladatnak is megolddsa és viszont, feltéve, hogy
az Euler-Lagrange egyenlet levezetésekor elvégzett szamitdsok jogosak, azaz a megoldds
C2(Q)NC'(Q)-beli. A varidciés feladatnak természetesen sokkal enyhébb feltételekkel is
lehet megolddsa, ami a szokdsos értelemben nem megoldasa a peremértékfeladatnak. Ezt
a peremértékfeladat gyenge vagy dltaldnositott megolddsdnak szokds nevezni. Klasszikus
megoldast mondunk, ha hangsilyozni szeretnénk, hogy nem gyenge megoldésrdl van szo.
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Mélyebb matematikai szempontbdl nyilvanvald, hogy a varidcios feladatnak (két specidlis
esetet kivéve) van megoldasa, és az egyértelmd. Ezért a peremértékprobléméknak is (ezeket
az eseteket kivéve) létezik (esetleg gyenge) megolddsa, és az egyértelmd.! Az elsd pe-
remfeltétel esetében részletesebben kimondjuk a megoldds 1étezésérdl és egyértelmiiségérdl
sz616 tételt, s6t, homogén peremfeltétel (g = 0) esetén be is bizonyitjuk. Ehhez el6szor egy
absztrakt eredményre van sziikség.

24.1.3. DEFINICIO A H vektortér Hilbert tér, ha

o clemei kizott értelmezett egy (_,_) skaldris szorzds (a skaldris szorzat tulajdonsdgait
lasd a 21.4.1. definicioban), és

e a skaldrszorzatbdl szdrmaztatott tavolsdggal teljes metrikus tér”.

24.1.4. DEFINICIO Legyen X vektortér. Az F : X — R (vagy F : X — C) funkciondl linearis,
ha F(u+cv) = F(u) +cF(v).

24.1.5. DEFINICIO Legyen X normdlt tér. Az F : X — R (vagy F : X — C) linedris

funkciondl korlatos, ha ||F|| = sup,y % < oo,

24.1.6. TETEL (RIESZ REPREZENTACIOS ~ ) Legyen H Hilbert tér, F : H — R (vagy
F : H — C) korldtos linedris funkciondl. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan f € H, hogy
minden x € H-ra F (x) = (f,x).

A tétel bizonyitdsa sok helyen megtaldlhat6 ([4], 6.15. tétel, [1], 4.12. tétel), ezért itt nem
kozoljik.
Tekintsiik a H Hilbert térben az F korlétos lineéris funkciondl segitségével felirt

E(x) = |[x||* = 2F (x)
funkcionalt.

24.1.7. TETEL Egyértelmiien létezik egy olyan x € H, melyre E(x) minimdlis, és ekkor
(x,v) = F(v) minden v € X-re. Ha xj olyan sorozat, hogy E(x;) — E(x), akkor
lim;_, o |jx; — x| =0.

B1ZONYITAS A Riesz reprezentacios tétel szerint az F Korlatos linedris funkcional felirhato,
mint a H Hilbert tér egy elemével vett skaldris szorzat. Legyen ez az elem x, azaz (x,v) =
F(v) minden v € X-re. gy

2 2 2 2 2
E(u) = [lull” = 2F (u) = [lul|" = 200, ) = [Juel|” = 2(x, 1) + [|x][* = [|x]

= =]l = [lx[|* > —lx]1?,

'Legalabbis a harmadik (mésodik) peremértékproblémaé. Az eddig mondottak alapjan eléfordulhatna, hogy
egy gyenge megoldds mellett egy olyan C%(Q) N C(Q)-beli megoldasa is van az els6 peremértékprobléménak,
ami nincs C?(Q) N C'(Q)-ban, és a varidciés problémanak sem megolddsa. Ez azonban a megfelels
differencidloperatorra érvényes maximum-elv miatt nem fordulhat el8.

2azaz minden Cauchy-sorozat konvergens
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és egyenl8ség csak u = x esetén van.
Ha az x; sorozat olyan, hogy E(x;) — E(x), akkor az el6bb kiszdmoltak alapjan

o =] = [lell* = — 1], (24.2)
azaz ||x; —x||* — 0. O

24.1.8. TETEL (i) Az
E(u) :/ (p\gradu|2+qu2+2fu) — min U =g
Q

varidcios feladat Euler-Lagrange egyenlete Lu = f.

(ii) Ha van olyan Q-n értelmezett, differencidlhatd’ fiiggvény, amely az Q halmaz hatdrdn
g-vel egyenld,* akkor a varidcids feladatnak van megolddsa,” és az egyértelmi.

(iii) Ha u € C*(Q)NCY(Q), akkor u pontosan akkor minimalizdlja az E funkciondlt, ha
megolddsa az elsd peremértékproblémdnak.

(iv) Ha van olyan Q-n értelmezett, differencidlhatd® fiiggvény, amely az Q halmaz hatdrdn
g-vel egyenld,* akkor az elsé peremértékproblémdnak pontosan egy u (esetleg gyenge)
megolddsa van.> Ha u € C*(Q)NC(Q), akkor u klasszikus megoldds.

Bi1zONYITAS Csak homogén els§ peremfeltétel, azaz u|yq = ¢ = 0 mellett bizonyitunk.
Szorozzuk be Lu = f egyenletet egy v € C(l) (Q) fiiggvénnyel, azaz egy olyan folytonosan
differencidlhat6 fiiggvénnyel, ami nulla Q hatédran, és integrdljuk mindkét oldalt:

/ div(p gradu)v — quv = / 1.
Q Q
A szorzat derivaltja alapjan
/ div(pgradu -v) — p gradu gradv — quv = / fv.
Q Q

Az els§ tagot a Gauss-Osztrogradszkij-tétellel 4t tudjuk alakitani a dQ halmazon vett
integrall,® ahol v nulla, ezért

—/ pgradugradv+quv:/fv, Y e CH(Q). (24.3)
Q Q

Tekintsiik a C} (Q) fiiggvényteret az

(f.8) = /Q (pgradf gradg+qfg)

3pontosabban: H' (Q)-beli

“4Ha nincs ilyen, akkor ,rosszul adtuk meg a peremfeltételeket”

Sa H'(Q) Szoboljev-térben; ha pedig g = 0, akkor a bizonyitdsban X-ként szerepld H] () Szoboljev-térben

6 feltéve, hogy u € C*(Q), azaz gradu és igy pgradu-v folytonosan differencidlhaté, valamint gradu
folytonosan kiterjeszthets dQ-ra, azaz u € C'(Q) is.
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skaldrszorzattal. Sajnos ez nem teljes, tegyiik teljessé (vegyiik hozza a hidnyz6 fiiggvénye-
ket’), és amit igy kapunk, az legyen X. Legyen az F : X — R funkcional a kdvetkezd:

Fo) == [ f
Q
korlétos és linedris. Azt a feladatot kell megoldanunk, hogy
(u,v) =F(v)

minden v-re. Ennek a megolddsa az el6z& tétel szerint az E(u) = ||u||?> — 2F (u) funkciondl,
azaz a tétel (i) részében megadott funkciondl egyértelm{ minimuma, jelolje x. Tehét a bvebb
X térben létezik, és egyértelmii a megoldas. Ha x € C?(Q) NC(Q), akkor az eredetileg adott
feltételekkel is van megoldds. Ha nem, akkor csak gyenge megoldds 1étezik. a

7tobbféle matematikai konstrukcié is 1étezik, ami megmondja, hogy ezt pontosan hogyan kell megtenni. Itt
csak annyi a fontos, hogy ezt meg lehet tenni.
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25. fejezet

Ritz-Galjorkin modszer

25.1. Elméleti osszefoglalo

Eredetileg a Ritz mddszer a variacios probléma megolddsara szolgalt, a Galjorkin modszer
pedig a PDE megolddsdra. Nem csak az igaz azonban, hogy minden elliptikus egyenlet
egy variaciés feladat Euler-Lagrange egyenlete, tehdt a megolddsuk ugyanaz', hanem a
két moédszer végrehajtdsa sordn ugyanazokat a szamitdsokat kell elvégezni, €s ezeknek az
eredménye a megolddsnak ugyanaz a kozelitése lesz mindkét esetben!

A matematikai hattér részben levezetjiik, hogy az

Uy =c1Q1+c20r+ ...+ ¢, @y

alaku kozelité megoldas kiszamitdsdhoz egy

alaku linedris egyenletrendszert kell megoldani, ahol a;; = (¢;, ¢;) valamilyen — a diffe-
rencidloperatortdl és a peremfeltételektd] fuggd — skaldrszorzattal, és d; = — [ f¢;. Han
végtelenhez tart, akkor u, u-hoz tart egy olyan konvergencia szerint, ami erésebb, mint az
egyenletes konvergencia, de gyengébb, mint a derivaltak egyenletes konvergencidja.

A mérndki gyakorlatban a @; bazisfliggvények megfeleld felvétele az els6 1€pés. Mi most
csak a megoldds kiszdmitasdra dsszpontositunk, ezért a feladatokban a bazisfiiggvényeket is
mindig megadjuk. A

=" +q(x)y=f(x), x€(a,b)

specidlis egydimenzids egyenlet esetén az els6 és a masodik peremfeltételt vizsgédljuk
részletesebben.

1dsd a 24.1.8. tételt
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Els6 peremfeltétel (y(a) = y(b) = 0) esetén’

alyly ... aAip b
A=t Lar=(ee) = | el0e +aWe e dr

apl ... dpp

d= , d,-:/abf(x)(p,-(x) dx.

d
dy
Masodik peremfeltétel (y'(a) = y'(b) = 0) esetén célszerdi az A métrix és a d vektor

elemeit nullatdl indexelni:

apy --- Qaop b
A=l = (ene) = | o060 +an e d

ano ... dpp

b
d= L di= / F)@i(x) d,

do
dn
és? itt persze
Up = CoQPo+C1P1+ ...+ Cn Py
Az integrdlok gyors kiszamitasdhoz felhasznaljuk az aldbbi 6sszefiiggéseket:

cos(a+ ) =cosocosfB —sinasinf, (25.1)
cos (ot — PB) = cosocos B+ sinasin f3. (25.2)

Ha ezeket 0sszeadjuk, illetve az als6bdl a felsét kivonjuk, akkor

%(cos(a—kﬁ)—l—cos(a—ﬁ)):cosacosB, (25.3)
%(cos(a—ﬁ)—cos((x+[3)):sinasinﬁ. (25.4)

Ez utébbiak segitségével egy trigonometrikus fiiggvények szorzatabdl allo kifejezést ki
tudunk cserélni két, egyenként eggyel kevesebb fliggvény szorzatdbol all6 tag Osszegére vagy
kiilonbségére. Ha pedig mdr csak két fiiggvény szorzatdt integréljuk, akkor a {sinnx|n > 1}
illetve az {cosnx|n > 0} ortogonalitdsa miatt

T : 0, han#m
= ’ >
/0 sinnxsinmx { T han = m, (n,m>1), (25.5)
T 0, han#m
= ’ >
/0 COS X COS MX { T han = m, (n,m>0), (25.6)

2d; képletében a minusz el6jel nem kell, mert a méasodik derivélt elGjele forditott a tobbdimenziés Laplace-
operator el6jeléhez képest.
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specialisan
T
/ cosnx=0 (n>1). (25.7)
0

Két kiilonb6zd tipusu trigonometrikus fiiggvény szorzatintegraljat a

sin(a+ ) =sinacos B +cos asin B, (25.8)
sin (ot — ) = sinacos B —cos o sin f3. (25.9)

Osszegfliggések atlagaként adodo
I . . .
E(sm(a—f—ﬁ)—f—sm(a—ﬁ)):smacosB. (25.10)

képlet segitségével atirhatjuk két szinusz 0sszegévé vagy kiilonbségévé, végiil pedig

T [ cosnx)® [ O, ha npdros,
/0 sinnx d = [_ n }0 _{ 2, ha n pératlan. (25.11)

25.2. Kidolgozott példak

25.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen q(x) = 2+ cos2x, f(x) = cos®x. Keressiik a
' +q)y=£(x) x€(0,m), ¥ (0)=y(m)=0

peremértékprobléma kizelité megolddsdt y,(x) = co + c1 cosx + c¢; cos 2x alakban.

MEGOLDAS A prébafiiggvények most ¢p(x) = 1, @,(x) = cosnx. ¢ az Ac = d egyenletrend-
szer megoldésa, ahol

apo 4ol 4oz T
A={ an an an |ay=(900) = [ 0/00)(0) +a(0R ()00 dr
azp d21 a4
dy T
a=| a | di= [ r@e
dy 0
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A megadott adatokkal

T
aopo = (o, Qo) :/ 2+cos2x dx =2,
0

V3
aor = (Qo, @1) :/0 (2+cos2x)cosx dx =0,

i T
ao2 = (o, P2) :/0 (24 cos2x)cos2x dx = 5
aip = aoi,

T
ary = (@1, 1) :/0 sin®x + (2 + cos 2x) cos” x dx

T1—cos2 1 2 7
:/ %—F(Z%—cosh)w dx = il

T
aip = (@1, ) :/0 2sinxsin2x + (2 + cos2x) cosxcos 2x dx

COSX — COS 3x

T
:/ (0053x+cosx)+(2+cos2x)fdx:0,
0

asp = an2,
az) = daiy,

/a
ay = (02, @) :/0 4sin® 2x + (2 + cos 2x) cos 2x dx

T 1 —cos4 1 +cos4
:/ 4#—1—(2—#6052@%@:37@

kiszamoltuk az A matrix elemeit.

cos’ x —1 tcos2x COSX ! cosx + ! Ccos2xcos ! cosx + ! COS2xCOoSs
= = — X - X X = = = X
2 2 2 2 2
= 1cos —l—l(cos cos3 )—3cos 1cos3
— > X 1 X X —4 X 4 X,
ezért
:/ cosdx dx = / —cosx——cos3xdx 0,
1 3w 3
—/ cos’ xcosx dx = / Z cos?x — Zcos3xcosxdx— 12 gn,
1
:/ cos> xcos2x dx = / —cosxcost—Zcos?»xcostdx 0.
Azaz a
2 0 % co 0
0 Ir 0 a |=| in
% 0 3&m ) 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A k6zéps6 egyenletbdl ¢ = %, a két masikbol pedig
co = ¢ = 0, tehét a kozelité megoldas y,(x) = 13—4 COSX. O
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25.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Legyen g(x) =2+ cos3x, f(x) = cos2xsin4x. Keressiik
a

- +qx)y=f(x) x€(0,m), y(0)=y(r)=0

peremértékprobléma kozelité megolddsdt y3(x) = ¢y sinx + ¢; sin2x + c3 sin3x alakban.

MEGOLDAS A prébafiiggvények ezittal ¢,(x) = sinnx. Ismét ¢ az Ac = d egyenletrendszer
megolddsa, ahol most

app app as n
A= ax axn ax ,aij:<<Pi=<Pj>:/0 ‘Pi/(x)(P;(x)+61(x)<Pi(x)‘Pj(x)dx
as; az ass

d, .
d=| & |, a= / £ @i(x) dx.
d 0

A megadott adatokkal

T
ar = (@1, 1) :/0 cos?x + (24 cos3x) sin® x dx

T 1+ cos2x I —cos2x 3
= _— 2 _— = —
/0 3 + (2+cos3x) 5 dx 5T
T
ap ={(Q1, Q) = /0 2cosxcos2x+ (2 + cos3x) sinxsin2x dx
7 —cos3
:/ (2+cos3x)—cosx O8N 4y = —E,
0 2 4

T
a3 ={(Q1,Q3) = /0 3cosxcos3x+ (2 + cos3x) sinxsin3x dx

x 2x — cosd
:/ (2+cos3x)%dx:0,
0

azy = aia,
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T
azn = (¢2,¢2) :/0 4c0s? 2x + (2 +cos 3x) sin® 2x dx

T 14 cosd 1 — cos4
:/ 4$+(2+c0s3x)¥dx:3n,
0

T
axy = (@2, 3) :/0 6c0s2xcos3x + (2 4 cos 3x) sin 2xsin 3x dx

m —cos5
:/ (24 cos 3x) 22X EO 4 g,
0 2
as) = a3,
azy = ass,
T
aszs = (@3, Q3) :/0 9cos? 3x + (24 cos 3x) sin? 3x dx
T 1 6 1 —cosb6 11
:/ 9—+COS x+(2—|—0053x)—cos xdx:—n,
0 2 2 2

kiszdmoltuk az A matrix elemeit. A jobb oldalon szerepld f(x) fliggvény egyszertibben

1
cos2xsindx = 5 (sin6x + sin2x),

ezért
T T
dy = / cos2xsin4xsinx dx = / E(sin6x+ sin2x) sinx dx =0,
0 0
T T 1 T
dr = / cos2xsin4xsin2x dx = / E(sin6x—|—sin2x) sin2x dx = 7
0 0
T T
dy = / cos2xsin4xsin3x dx = / E(sin6x—|— sin2x) sin3x dx = 0.
0 0
Azaz a
i -2 0 c1 0
—% 3 O (&) = %
0 0 LYnx c3 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A harmadik egyenletbdl ¢z = 0, mig az elsd kettdbdl

c1= 7% éscy = %, ezért a peremértékfeladat kozelité megolddsa y3(x) = 7% sinx+ % sin2x.0]

25.3. Gyakorl6 feladatok

25.3.1. FELADAT Legyen g(x) = 6 —5cos2x, f(x) = cos’>x + 1. Keressiik a

—"+q(x)y=f(x) xe€(0,m), Y(0)=y(x)=0

peremértékprobléma kozelité megoldasat y,(x) = co + ¢ cosx + ¢ cos 2x alakban.
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25.3.2. FELADAT Legyen g(x) =5, f(x) = sin2x. Keressiik a
=" +ql)y=fx) xe(0,7), y(0)=y(®)=0

peremértékprobléma kozelité megoldasat y3(x) = c¢; sinx + ¢; sin2x + ¢3 sin 3x alakban.
25.3.3. FELADAT Legyen g(x) = 6 — 5cos2x, f(x) = 2sin2x. Keressiik a

=" +qx)y=f(x) x€(0,m), y(0)=y(r)=0

peremértékprobléma kozelité megoldésat y3(x) = c¢; sinx + ¢; sin2x + ¢3 sin 3x alakban.

25.4. Matematikai hattér

Legyen Q € R", p(x) > 0, g(x) > 0, f adott (az Q halmazra, valamint a fiiggvények
folytonossdgra és a differencidlhatésdgra vonatkoz6 feltételeket lasd az el6z6 részben).
Az egyszerliség kedvéért a modszert homogén elsé peremfeltétel esetén (u|q = g = 0)
ismertetjiik. Ekkor az alébbi feladatokat szeretnénk megoldani:

E(u) = / P|gradu|2—qu2+2fu—>min, (Ritz)
Q

div(pgradu) —qu = f. (Galjorkin)

Mindkett6 ugyanannak a feladatnak a megoldasédra vezet (lasd (24.3)-at a 24.1.8. tétel
bizonyitdsdban):

/quVv+quv:—/fv
Q Q

minden v € C}(Q)-ra.

25.4.1. DEFINICIO A {@1,02,...,Qy,...} fiiggvényrendszer teljes (vagy zdrt) az X fiigg-
vénytérben, ha minden x € X tetszblegesen kozelithetd a @ fiiggvények linedris kombindcio-
javal, azaz minden € > 0-ra létezik N és c1,ca,...,cn konstansok tigy, hogy

x— (c191 + 202 +... +enow)|| < &.

Vegyiik C}(Q)-t, az (f,g) = [o PV Vg + qfg skaldrszorzattal, tegyiik teljessé, legyen ez
X. Legyenek a ¢1,¢2,...,¢,,... € X fuggvények adottak dgy, hogy a {@1,¢2,...,@,,...}
fliggvényrendszer teljes X -ben. Legyen

X, = {Cl(pl—FCz(pz—l—...—l—Cn(Pn’Cn ER}

az Q1,Qa,...,Q,, ... figgvények altal generdlt altér X-ben. Ezekkel a jelolésekkel az el6zo
feladatot a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

Keressiik u € X-et, amelyre (u,v) = — [, fv minden v € X-re.
Ennek a kozelité megoldasat az aldbbi mdédon vdlasztjuk meg: Legyen u, € X, olyan,
hogy (un,v) = — [o fv minden v € X,-re.
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25.4.2. MEGJEGYZES A Galjorkin médszer otlete az, hogy keressiink
Up=c1Q1+c2@0r+ ... +c, @y

alakud kozelitd megoldast, azaz keressiik meg az elsd peremértékprobléma kozelité megolda-
sit az X, térben. A Ritz mddszer 6tlete az, hogy probaljuk E (u)-t minimalizalni az

11+ ... +CnPn

alaku fliggvények kozott, azaz megint csak az X, térben. Ahhoz hasonléan, ahogy
a 24.1.8. tétel bizonyitdsaban a (24.3) egyenletet levezettiik, belathatd, hogy mindkét esetben
azt az u, € X, elemet kell kiszimolnunk, amelyre (u,,v) = — [, fv minden v € X,-re.

Nézziik akkor, hogyan szdmithat6 ki az u, € X, kozelité megoldds, és mekkora a hibdja.
Ha

Up=c1Q1+c202+ ...+ ¢ Py

alaku, akkor

(clg01+cz(p2+...+cn(pn,v>:—/Qf(pk Vk.

Azaz

ahol a;j = (¢;, 9;), di = — o f .
25.4.3. TETEL

Jim_ i, —ux =0,

ha u a varidcios probléma megolddsa vagy a PDE gyenge megolddsa.

BIZONYITAS A 24.1.7. tétel szerint, ha E(u,) — E(u), akkor ||u, —u||x = 0, ezért elég az
el6bbit belatni. A {@y, @2, ..., @y, ...} fliggvényrendszer teljessége miatt € = %—ra 1étezik vy,

Ny és cy,ca, .-+ CN 1’1gy, hogy Vp=c1QP1+c2Pr+ ... —l—CNk(ka és
lu—wi|| < €.

Mivel vy — u, ezért E(vy) — E(u), mikozben E(vi) > E(u), hiszen E(u) minimalis.
Ugyanakkor u, minimalizdlja E-t az X,, altérben, az alterek tartalmazzdk egymadst, ezért
E(u,) monoton csdkken, és minden n > Ny-ra E(v) > E(u,), azaz minden rozitett k-ra
limsupE (u,) — E(u) < E(v¢) —E(u) — 0, azaz E(u,) — E(u). O

Az, hogy ||u, —ul|x — 0, korldtos Q halmaz esetén jéval erGsebb, mint az egyenletes
konvergencia. A konvergencia sebessége és az egyes 1€pések sordn sziikséges szamitasok
mennyisége a ¢ fliggvényektdl fiigg. Ezeket ugy célszerli megvalasztani, hogy A ritka matrix
legyen.
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25.4.4. PELDA egy dimenzidoban ha a

—'+qy=f
egyenletet oldjuk meg (g > 0), akkor X a C}(a,b) teljessé tétele, (u,v) = f u'v + quv.
1_Xhax<1, (1 ) . — ja+(n—j)b
Legyen @(x) = { O’ki’ilén{)cln. Az dbran lithaté @;(x) = @(Z4(x — %))
fuggvényekkel (¢;, @;) =0, ha i és j nem szomszédos. Ebbdl kovetkezik, hogy az A mdtrix
tridiagonalis lesz.

25.1.ébra.a=0,b=4,n=09.
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26. fejezet

Ortogonalis rendszerek

26.1. Elméleti osszefoglalo

Két vektor merdleges, mas szdval ortogondlis, ha a skalarszorzatuk nulla. Ha egy halmazon
tudunk skaldris szorzast értelmezni, akkor a mer6legességnek is lesz értelme. Ez azért
hasznos, mert igy sok esetben a geometriai szemléletiinket is segitségiil hivhatjuk.

Szimmetrikus matrix sajatirdnyai merdlegesek. Ehhez hasonldéan igaz, hogy vannak
szimmetrikus' operdtorok, adott esetben differencidloperatorok, és ezek sajatfiiggvényei is
ortogonalisak.”

Ortogondlis rendszerre példa a {sinnx|n > 1} halmaz a [0, ]-n értelmezett, négyzetesen
integralhat6 fiiggvények korében,® vagy az {I,cosnx,sinnx|n > 1} halmaz a [—7,7]-n
értelmezett, négyzetesen integralhatd fliggvények korében. Ezek a rendszerek feljesek is:
nem lehet olyan nemnulla fiiggvényt taldlni, ami a rendszer Osszes elemére merdleges.
Hiszen, ha volna ilyen fiiggvény, annak a Fourier-sordban minden egyiitthat6 nulla lenne.

26.2. Kidolgozott példak

26.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT (HERMITE-FUGGVENYEK)
Legyen y,(x) az

—" +x’y = (2n+1)y
egyenlet végtelenben nulldhoz tarté megolddsa,*y,, (x) pedig az
—" +x’y = 2m+1)y

egyenlet végtelenben nulldhoz tarto megolddsa. Bizonyitsuk be, hogy

~+oo
| () dx=o,

'komplex esetben hermitikus, vagy nadjungalt
2 A bizonyitést és a szimmetrikus operétor definicigjat 1sd a matematikai hattérnél.
3ha a skaldrszorzat a szokdsos (f,g) = [ f§
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ha n # m.
MEGOLDAS Az y,-re vonatkoz6 egyenletet felhaszndlva

+oo +o0
| ) o))

(2n+1)/w

Az els6 tagban kétszer parcidlisan integralunk. A peremfeltétel (y(£ee) = 0) miatt a

Vi (X)ym(x) dx =

—00

megvaltozasok nullak.

| lom) dv= [ i)+ @) o

~+oo
= @n1) [ () dx,
ahol a mésodik egyenl&ségben az y,,-re vonatkoz6 egyenletet hasznaltuk fel. Azt kaptuk,
hogy
oo oo
@) [ () dx = @mt1) [ ()

ami n # m-re csak akkor teljesiilhet, ha [*° v, (x)y,(x) dx = 0. 0

26.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT (LEGENDRE-POLINOMOK)
A P,(x) Legendre-polinomok az aldbbi differencidlegyenlet +1-ben korldtos megoldd-

sait.

:x [(1 —xz)yl} +n(n+1)y=0.

Bizonyitsuk be, hogy ha n # m, akkor
1
/ Po(x)P(x) dx = 0.
-1

MEGOLDAS A P,-re vonatkoz6 differencidlegyenletet felhaszndlva

n(n+ 1)/_11 Py (x)Py(x) dx = —/_11 [(1 —x2)P,;(x)}/Pm(x) dx.

Parcidlis integralassal ez a

_ —_2\p 1 ! _2\p/ /
(1= PP Pa0)] "+ [ (1= PP () dx

4A megadott egyenlet a harmonikus oszcilldtor egyenlete. Ismert, hogy y,(x) = 2, (x), ahol H,(x) az

n-edik Hermite-polinom.
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alakra hozhat6. A szogletes zirSjelben 1évé fiiggvény 1-ben és —1-ben 0 az 1 — x?

szorz6tényezd miatt, igy a megvaltozas is 0. Ugyanigy (m és n felcserélésével) levezethetjiik,
hogy

(m+1)/ Py (x) P(x) dx = / (1—2)P.(x)P. (x) dx,

azaz

n+1/P x) dx = mm—l—l/P P (x) dx,

ami miatt f_ll P, (x)Py(x) dx. O

26.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT (LAGUERRE POLINOMOK)
Bizonyitsuk be, hogy ha minden n > 0 egész szamra az L, (x) n-edfokii polinom a

—xL 4+ (x— 1)L, =nL, x¢& (0,4o)

egyenlet megolddsa,’ akkor m # n esetén

—+oo
/O XL (%)L (x) dx = 0.

MEGOLDAS
oo oo
n / ¢ L(x)Ln(x) dx = / e (=L (%) + (x — 1)L (%)) L (x) i,
0 0
ha felhasznéljuk az L,-re vonatkozo6 differencidlegyenletet. A jobb oldal
+o0 ,
/ — (e7xL,(x)) Lin(x) dx
0

alakba is irhaté (ezt ajanlatos észrevenni, kiilonben a megoldds sokkal hosszabb lesz).
Parcidlis integralassal ez a

) Feo
[ (@) Ln)] + [ e L WL (o) d

alakra hozhatd. A szogletes zardjelben 1év6 fiiggvény a nulldban 0 az x-es szorzétényezd
miatt, a végtelenben pedig polinom-e* hatarértéke 0, igy a megvaltozas is 0. Ugyanigy (m
és n felcserélésével) levezethetjiik, hogy

oo oo
m /0 e “Ly(x)Ly(x) dx = /0 e *xL (x)L,(x) dx,

oo oo
n /0 e “Ly(x)Ly(x) dx=m /0 e "Ly (x)Ly(x) dx,

ami miatt [" e L, (x)L,(x) dx = 0. O

azaz

Sezek az tin. Laguerre polinomok, amelyek példaul a hidrogénatom Schrodinger-egyenletének a megolddsa
soran bukkannak fel
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26.3. Gyakorl6 feladatok

26.3.1. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy ha y, a
—y"+8sin5x-y=nly xe(0,7)
egyenlet megoldésa, y,, a
—y" +8sin5x-y=mly xe(0,7)

egyenlet megolddsa, m # n pozitiv egészek, v, (0) = y! (%) = y/,(0) = y/,(7) = 0, akkor®

[ 3w ax=o.
0

26.4. Matematikai hattér

A kidolgozott feladatok mindegyike specidlis esete a ,,szimmetrikus (differencidl)operator
kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatfiiggvényei merdlegesek’™ dllitdsnak, amit ugyanigy
kell bizonyitani, mint azt, hogy ,szimmetrikus matrix kiilonboz6 sajatértékekhez tartozé
sajatvektorai merdlegesek’.

Jeloljon L egyszerre egy szimmetrikus matrixot, illetve az elsd kidolgozott feladat y —
—y" 4 x%y operétorit. Legyen A és u két kiilonbozé sajatértéke L-nek, v és w pedig legyen
hozz4djuk tartozé sajitvektor, ha L matrix, és sajatfiiggvény, ha L differencidloperdtor. Ekkor

A{v,w) = (Lv,w) = (v,Lw) = u{v,w), (26.1)

ahonnan (v,w) = 0. A két sz€&Is6 egyenlGségnél azt haszndltuk ki, hogy v és w sajatvek-
tor/sajatfiiggvény, a kozépsénél azt, hogy L szimmetrikus. Ez a matrix esetben nem szorul
bizonyitdsra, az operator esetben ennél a 1€pésnél kell a két parcidlis integralas.

Ennek megfelel6en

26.4.1. DEFINICIO Az L differencidloperdtort szimmetrikusnak nevezziik, ha minden ele-
gendden sokszor folytonosan differencidlhaté v és w fiiggvényre (Lv,w) = (v,Lw).

(26.1) bizonyitja, hogy szimmetrikus differencidloperator kiilonboz6 sajatértékeihez
tartozé sajatfiiggvények merdlegesek. Magat a szimmetrikussagot pedig parcidlis integra-
lasokkal tudtuk bizonyitani az egyes feladatokban.

A megadott feltételek alapjan ,szinte biztos”, hogy y, és y,, kiilon-kiilon is azonosan 0.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Kiss Marton - Garay Barna, BME



27. fejezet

Legendre-polinomok

27.1. Elméleti osszefoglal6

A Laplace ill. a Poisson-egyenlet megolddsakor olyan fiiggvényrendszerekhez jutunk,
amelyeknek minden tagja pontosan meghetarozott, ugyanakkor nem irhato fel egyszertien ki-
szamithato zart formuldval. Példaul a gombon a Laplace-egyenlet tengelyesen szimmetrikus
megoldasait a P,(x) Legendre-polinomok rendszerének segitségével tudjuk felirni. Minden
n > 0 egész szamhoz tartozik egy jol meghatirozott n-edfokd polinom, az egyiitthatékra
azonban nincs egyszerlien szamithat6 képlet. Ezért sok kiilonb6z6 mdédon taroljuk ugyanazt
az informdciot (vagy egy részét), s igyeksziink az adott esetben legegyszeriibbet hasznélni.
A kovetkezd tipusd formuldk irhatdk fel:

(1) generdtorfiiggvény, azaz egy olyan kétvéltozos fiiggvény, ami az egyik véltozéban
hatvanysorba fejthetd, €s a hatvanysor egyiitthat6i pont a fliggvényrendszer (jelen esetben
a Legendre-polinomok) tagjai;

(2) rekurzios formuldk, amelyek segitségével a fiiggvényrendszer mar meglévd kisebb
index( elemekbdl ki tudjuk szamitani a kovetkezdt;

(3) differencidlegyenlet, a megoldas egyértelmiiségét biztosito esetleges tovabbi feltételek-
kel;

(4) ortogonalitds, vagyis két kiillonbozé Legendre-polinom szorzatdnak integralja —1-tSl 1-
ig nulla;

(5) Rodrigues-formula, egy zart formula, ami azonban a gyakorlatban csak kis n-ekre
hasznalhato;

(6) kiilonbozo képletek az egyiirthatokra, elsGsorban a konstanstagra €s a féegyiitthatéra;

1
(7) anorma, azaz ( It P2(x) dx> ? értéke;
(8) val6s integralformula - géppel szamithaté;
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(9) komplex vonalintegral - ez a legrugalmasabb, mert az integracios utat sokféleképpen
vdlaszthatjuk meg.

Az egyes tipusok ismertetése utdn felirjuk ezeket a formuldkat a [—1, 1] intervallumon
értelmezett Legendre-polinomok esetére:

(1) A Legendre-polinomok generétorfiiggvénye:
1 (o]

Y(p,x) = =Y p"P(x). (PG)
\/(1—|—p2—2px) n=0
(2) harom rekurziés formula:

(n+1)Pyi1(x) —x(2n+1)Py(x) +nP,—1(x) =0, (PR1)
nPB,(x) —xPy(x)+P,_,(x) =0, (PR2)
nP,_1(x) —P.(x)+xP,_,(x) =0. (PR3)

(3) a Legendre-féle differencidlegyenlet:
(1—x)P!(x) — 2xP.(x) +n(n+1)P,(x) = 0. (PD)

(4) A Legendre-polinomok ortogonalisak, azaz f_ll Py (x)Py(x) dx =0, ham # n.
(5) Rodrigues-formula: P,(x) = ﬁ% (x> —1)"].

(6) Ha P,(x) féegyiitthatdjat a,-nel jeloljik, akkor a, = »;

(7) A Legendre-polinomok normanégyzete | _11 P2 (x) dx = ﬁ

Az integralformuldkat itt nem targyaljuk.

27.2. Kidolgozott példak

27.2.1. KIDOLGOZOTT FELADAT A Legendre-polinomok generdtorfiiggvényét p szerint
differencidlva

o _
%:(sz—sz)

w

(S]]

(x —p )7
ahonnan a

o
(1+p2—2px)%—(x—p)‘1’:0

képletet kapjuk. Irjuk P és derivdltja helyett a (p szerinti) hatvdnysort, és szdmitsuk ki p"

egyiitthatojat. Milyen — a Legendre-polinomokra vonatkozo — azonossdgot kapunk? (Az tin.
elsd rekurzios formuldt.)
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MEGOLDAS A generatorfiiggvény értelmezése szerint W(p,x) =Y., p"P,(x). Rogzitett x
esetén ez a p véltozo6 hatvanysora, ami a konvergenciakorén beliil tagonként differencialhato,
azaz ?9_‘,{; =Y onp" 1P,(x). Bzért

[

(140> =2px) Y np" 'Pi(x) = (x—p) Y p"Pu(x) = 0.
n=0 n=0
Ez a hatvanysor csak akkor lehet azonosan 0, ha minden p minden hatvianydnak az
egyiitthat6ja nulla, azaz p" egyiitthatdja, (n+ 1)P,1(x) — (2n+ 1)xP,(x) +nP,—1(x) = 0. O

e

27.2.2. KIDOLGOZOTT FELADAT Az el6z6 feladatban a Legendre-polinomok generdtor-
fiiggvényét p szerint differencidlva a

(1+p2—2px)%—(x—p)‘1’:0 (27.1)
képletet kaptuk. x szerint differencidlva a
b4
(1+p2—2px)&a—x—p‘l‘:0 (27.2)

képlet jon ki. A kettét kivonva egymdsbdl, és (1 + p? —2px)-szel osztva azt kapjuk, hogy

¥ ¥
pPas—(x=p)5—=0.

Irjuk ¥ és derivdltja helyett a (p szerinti) hatvdnysort, és szdmitsuk ki p" egyiitthatdjdt.
Milyen — a Legendre-polinomokra vonatkozo — azonossdgot kapunk? (Az un. mdsodik
rekurzios formuldt.)

MEGOLDAS Tagonként differencialva’

P = LR,
valamint .

?9_?)1 = n;)np”IPn(x).
Ezért

p ionp"-lpnoc) ~(x—p) iop"P,i<x> 0.

Ez a hatvanysor csak akkor lehet azonosan 0, ha minden p minden hatvdnydnak az
egyiitthat6ja nulla, azaz p” egyiitthat6ja, nP,(x) —xP,(x) +FP,_,(x) = 0. O

"Beldthaté, hogy a tagonkénti differencidldssal nyert sor egyenletesen konvergens, ha |p| <r <1 és x €
[—1, 1], ezért szabad tagonként differencidlni.
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27.2.3. KIDOLGOZOTT FELADAT Vezessiik le a (27.1) és a (27.2) képletbdl, hogy

) oY
p%(p‘l’)—(l—px)gﬂ-

Irjuk be ebbe a képletbe, hogy W (p,x) = Y. p"Bu(x), és szamitsuk ki p" egyiitthatdjdt.
Milyen — a Legendre-polinomokra vonatkozo — azonossdgot kapunk? (Az un. harmadik
rekurzios formuldt.)

MEGOLDAS A levezetés nem til nehéz:
oY oY oY
J— 2 J— _ _— p— —_— =
(=1) ((1+p 2px) - p‘P)+p<p 7 (x—p) ax) 0

(az emlitett két képlet —1 €s p egyiitthatokkal vett linedris kombindcidja) pont a feladatban
megadott képletet szolgaltatja. Most p¥ =3 =~ p" 1P, (x)-et tagonként derivalva

o)

p Y (n+ VP Pu() — (1-p2) Y. p"Pi(x) =0,
n=0 n=0

ahonnan nP,_1(x) — P,(x) +xP,_,(x) =0. O

27.2.4. KIDOLGOZOTT FELADAT A mdsodik és a harmadik rekurzios formula segitségével
vezessiink le differencidlegyenletet a P,(x) Legendre-polinomra!

MEGOLDAS Ha mindkét rekurziés formulédt derivaljuk, Osszesen négy egyenletiink lesz,
amelyekben a P, és a P,_; polinomok, és els6- ill. madsodik derivaltjaik szerepelnek
ismeretlenként. Ha P,_1-et és derivaltjait, 6sszesen harom ismeretlent kiejtiink, még marad
egy egyenletiink, ami méar csak P,-et és derivéltjait tartalmazza. Lényegében ezt a stratégiat
kovetjiik, csak kicsit iigyesebben. Fejezziik ki P, _, (x)-et a (PR2) egyenletbdl:

P,_1(x) = —nP,(x) +xP(x).

Ezt is felhaszndlva P, (x)-et is ki tudjuk fejezni a (PR3) egyenletbdl. Kellene még egy, a

rekurzi6s formuldktdl fiiggetlen egyenlet, ami a P, (x), P, (x), P,—1(x), P,_, (x) ismeretleneket

tartalmazza, és akkor abba beirva a P,_(x) és a P,_,(x) kifejezését, egy csak P,(x)-et és
derivéltjait tartalmazo egyenletet kapunk. EbbdI a célbdl a masodik rekurzids formula x-
szeresébdl vonjuk ki a harmadik rekurziés formulat:

nxP,(x) + (1 —x*)P)(x) —nP,_; (x) = 0.
Ez az egyenlet természetesen nem fiiggetlen, de a derivdltja mdr igen:
P, (x) 4+ nxP.(x) — 2xP.(x) + (1 —x*)P! (x) —nP._,(x) = 0.
Beirva a P, (x)-re adédott kifejezést és rendezve:

(1 —x%)P! (x) — 2xP.(x) + (n* +n)P,(x) =0,
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vagy masképp
d 2\ p/
o [(1=x7)Py(x)] +n(n+1)P,(x) =0.
Természetesen a Legendre-féle differencidlegyenlet jott ki. a

27.2.5. KIDOLGOZOTT FELADAT Jelolje P,(x) fbegyiitthatdjdt (azaz a legmagasabb fokii
tag, X" egyiitthatdjdt) a,. Po(x) = 1, Pi(x) = x, tehdt ap = a; = 1. Szdmitsuk ki az ay, a3, ...
ay, ..., értékeket az (n+1)Pyy1(x) — (2n+ 1)xP,(x) + nP,—1(x) = 0 elsd rekurzids formula
segitségével!

MEGOLDAS Szdmitsuk ki x"*! egyiitthat6jit a megadott rekurziés formula bal oldalan! (n+
1)P,+1(x)-ben ez az egyiitthaté (n+ 1)a,+1, (2n+ 1)xP,(x)-ben pedig (2n+ 1)a,, mivel P, (x)
n-edfokid. nP,_1(x)-ben csak alacsonyabb foki tagok szerepelnek. Ezért (n+ 1)a, 1 — (2n+
bl . a; = 1-et felhaszndlva a, = (Z"Z(In)g")jz)jl'&] . A péros

n+1 1
’ ) P . 2n)!
szamok szorzatdval bovitve pedig a, = %% = 21_n (2: ) a

)a, =0, amibdl a,; =

27.3. Gyakorl6 feladatok

27.3.1. FELADAT Szamitsuk ki (x—1)"(x+1)"  n-edik derivaltjit az x = 1-ben!

27.4. Matematikai hattér

Ebben a részben a (PG) generdtorfiiggvénybdl kiindulva levezetjiik az elméleti 6sszefoglalé-
ban emlitett képleteket, és egy-két tovabbi megjegyzést tesziink. A binomidlis sor képletébdl

Lo ]
#p.) = (1+p2 =200 = T (7) (02 ~200 =

1 3
=1=3(p* =2px) + 5 (p* = 2px)* — ... =

3 1 n n - n
:1—|—px+p2(§x2—5)—|—...—|—p (ax"+...) = ZPn(x)p :

Ebbdl lathat6, hogy P, (x) tényleg polinom. Az x = 1 helyen ¥(p,1) = —— =1+p+... +

1-p =
p"+..., tehat
P(1)=1. (P1)

A272.1.,a27.2.2. ésa?27.2.3. kidolgozott feladatban levezettiik a harom rekurzids formulét
(lasd a (PR1), a (PR2) és a (PR3) képleteket). A 27.2.4. kidolgozott feladatban pedig a
masodik és a harmadik rekurzids formuldbdl levezettiik a Legendre-polinomokra vonatkozé
differencidlegyenlet.
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27.4.1. DEFINICIO (SAJATERTEKFELADAT?A LEGENDRE-POLINOMOKRA)

Ti [(1 —xz)%} +Ay=0, y(£1) korldtos. (PP)

Tudjuk, hogy ha A = n(n+ 1), akkor y(x) = P,(x) megoldds. Az ilyen tipusi’
sajatértékfeladatok altaldnos elméletébdlkovetkezik, hogy

27.4.2. TETEL (i) csak A =n(n+1)-re van a £1-ben korldtos megoldds,*és az konstans
570170 erejéig egyértelmii.

(ii) a kiilonbozé A-hoz tartozo megolddsok ortogondlisak, azaz n # m esetén

1
/ Po(x)P(x) dx = 0. (PO)
~1
(iii) P,-nek n darab gyike van a (—1,1) nyilt intervallumban; P, és P, gydkei elvdlaszt-
Jjak egymadst.
l L
0.5¢
-1 -\ 5 0.5 1
-0.5
— 1 L

27.1. dbra. Az els6 6t Legendre-polinom. Py (x) = x (piros), P»(x) = %xz — % (sdrga), P3(x) =
%x3 — %x (z0ld), Py(x) = %x“ — %xz + % (kék), Ps(x) = %xS — ?}9 + %Sx (fekete). Py(x) =1
nem szerepel az dbran.

Za peremértékfeladat elnevezés is hasznalatos

3in. Sturm-Liouville tipusu

4az 4ltalanos elméletbdl csak azt tudjuk, hogy a A-k egy novekvs sorozatdra van megoldds. Most azonban
A = n(n+ 1)-re ismeriink megoldast, és azok egyiitt teljes ortogondlis rendszert alkotnak, ezért nem lehet tobb
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Az (i) pont szerint tehat a Legendre-féle differencidlegyenletnek P,(x) konstans szorzé
erejéig az egyetlen +1-ben korldtos megolddsa. A differencidlegyenletet felhaszndlva
bizonyitottuk a (ii) allitast, a Legendre-polinomok merSlegességét a (—1,1) intervallumon
(lasd a 26.2.2. kidolgozott feladatot). Ez azzal ekvivalens, hogy P,(x) minden legfeljebb
(n— 1)-edfoki polinomra merdleges. Ugyanakkor tudunk mutatni is egy n-edfoku polinomot,
ami minden alacsonyabb fokiira merdleges, ez d(fn [(x* —1)"]. Valéban, ha p(x) legfeljebb
(n — 1)-edfoku, akkor n-szeres parcidlis integraldssal

1 n 1 n
[ (01 p) de= (1) [ =1 () dr =0,

mert ~3- p(x) = 0. Ezért P, (x) = const -5 [(x® — 1)"]. A -&5 [(x2 — 1)"] (n-edfoki) polinom
féegyiitthatdja 2n(2n—1)...(n+ 1), B,(x)-ét a 27.2.5. kidolgozott feladatbdl ismerjiik, igy a
konstans ﬁ kell legyen, levezettiik a Rodrigues-formulat is.

Végiil a normanégyzetet, az N, = fEIP,f(x) dx integral értékét a merGlegesség és a
féegyiitthatdk ismeretében konnyen kiszdmithatjuk. Jelolje ismét a, x" egyiitthat6jat P, (x)-
ben. A Q(x) = Py(x) — —1(x) polinom legfeljebb (n — 1)-edfoki (mert x" egyiitthatéja
0; igazabol (n — 2)—edf0kli) ezért P, merdleges Q-ra, és igy N, = [ 1 Pa(x) affl »—1(x). Ha
itt beirjuk, hogy a" 2” L majd kifejezziik P, (x)x-et az elsG rekurzids formuldbol, akkor
Np-et kifejeztiik Nn, 1 segltsegevel

1 2n—1
N, = / Py (x) Pyi(x) =
(n4+1)Py11(x) +nP—1(x)2n—1
— P —
/ 2n+1 n " 1<x>
nP,_1(x)2n—1 2n—1
- P i(x) = N, ;.
/ 2n+1 P00 =25 g N
Ezek utdn, mivel Ng =2, N, = 31N, = 31 323N, 5. = 521

Az ortogonalitds® miatt egy (—1,1)-en értelmezett (negyzetesen integrdlhato) fiiggvényt
sorba tudunk fejteni a Legendre-polinomok szerint, és a norma ismeretében képletet kapunk

az egyiitthatokra:
= ngbanPn(x) —a, = I /_lf(x)Pn(x) dx

3és a teljesség
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28. fejezet

Korrekt kitiizésu feladatok

Egy matematikai feladattal akkor lehetiink elégedettek, ha az korrekt kittizés.

28.0.1. DEFINICIO Egy feladat korrekt kitiizésii', ha igazak rd
(i) Egzisztencia : létezik megoldds
(ii) Unicitds : a megoldds egyértelmii

(iii) Folytonos fiiggés : a megoldds folytonosan fiigg a feladat osszes paraméterétol

Egy elefantcsonttoronyban iildogélé matematikus (nem minden matematikus olyan) a
tiszta logika szempontjdbol megelégedhet az elsd két tulajdonsdggal is — van megoldas,
és pontosan egy — de ezt egy mérndok nem teheti. A mérndknek ugyanis konkrétan
ki kell szdmolnia a megolddst. Igy a mérndk szamdra a harmadik tulajdonsdg éppen
olyan fontos, mint az el6z6 kettd: egy miiszaki matematikai feladat ugyanis majdnem
mindig tartalmaz olyan paramétereket, amelyek konkrét kiinduldsi szdmértékei mérésbol
szarmaznak. Mennyinek vegyiik példdul a nehézségi gyorsulds értékét? Mennyi legyen a g?
Legyen 10%? Vagy éppen 9,81 ﬁ? Taldn vegyiik hat tizedesjegyre? Es ha ez a pontossig
sem elegendd?

Az utolsé kérdés mar onmagdban utal arra, hogy a kiindulasi adatok kicsiny hibdja nem
okozhat szakadds jellegii hibat” a végeredményben. Pontosan ezt az elvdrast fejezi ki a
definiciéban megkovetelt harmadik tulajdonséag.

'mivel a korrekt kitlizétttség definiciGja magéban foglalja a folytonossdg fogalmat, megismételjiik a fejezet
kezdd mondatat: a matematikai analizis egy feladatdval akkor lehetiink elégedettek, ha az korrekt kitlizésti — a
tisztan diszkrét matematika feladatait tehat per definitionem ki kell zarnunk. Jéllehet a sztochasztikus analizis
egyre fontosabb szerepet jatszik a miszaki matematikdban, a targyaldsméd leegyszertisitése végett mindvégig
a determinisztikus modellek korében maradunk, és a véletlent még csak perturbacids zajok formdjaban sem
vessziik figyelembe

Znagy hibét sajnos okozhat, s6t tilontil nagy hibét is — ez a helyzet a determinisztikus kdosz feladataival,
ahol a megoldas fiiggése a kiinduldsi adatoktdl folytonos ugyan, de a valéban kritikus esetekben ez a folytonos
fiiggés elképesztden érzékeny lehet a kiinduldsi adatok leheletnyi megvaltoztatdsara is: (az 6sszes tobbi tényezd
"billend egyiittalldsa" esetén) egyetlen lepke eggyel tobb szarnycsapasa Uj—Zélandon két héttel késSbb zivatart
okozhat Budapesten
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A pontos .7 feladatot magét nem ismerjiik, csak egy ahhoz kizeli .% feladatot. A feladat
tehat nem adott, vagy legaldbbis nem gy adott, ahogyan szeretnénk. Igy az .# (.%) pontos
megoldés is mindvégig rejtve marad elSttiink. Amit ki tudunk szdmolni, az az .% feladat
M (ﬁ ) megoldasa (rdaddsul az esetek tobbségében a kozelité feladat pontos megolddsa
helyett is be kell érniink annak egy m(.%) kozelitésével).

Mindezt Ggy szoktdk megfogalmazni, hogy egy mérnoknek haromféle matematikara
van sziiksége: megfigyelési, analitikus, és numerikus matematikdra. A korrekt kitlizottség
definicidja teljes egészében az analitikus/absztrakt matematika része, motivalni azonban a
megfigyelési matematika motivdlja. A folytonos fiiggést a gyakorlatban egyenl&tlenség
formdjaban fejezhetjilk ki: minden pozitiv €-hoz van olyan pozitiv §, hogy valamennyi,
az .7 feladathoz §-nél kozelebbi . feladat .#(.%) megolddsa e-ndl kozelebb van az .F
feladat .# (%) megolddsdhoz. Az is természetes elvdrds, hogy az % feladat ténylegesen
kiszdmolhat6 m(.%) kozelité/numerikus/szamit6gépi megoldasa kozel legyen a csak elvileg
meghatérozhaté .# (.7 )-hez. Ez utébbi kovetelmény a numerikus moédszer egészének
stabilitdsdval® fiigg Gssze.

Milyen kovetkezményei vannak, hogy abszolit pontossaggal nem vagyunk képesek sem
mérni, sem szdmolni? Lehet baj ebb6l? Mit mériink, amikor mériink és mekkora hibaval?
Mi torténik ezzel a kezdeti hibaval a késébbi, sziikségképpen kozelité szamitdsok sordn?

A kigy6 a sajat farkdaba harap. A megfigyelési, mérési €s szamitdsi pontatlansdgok
kezelhet&ségének alapkovetelménye, ha ugy tetszik, a mérnoki gyakorlat legtermészetesebb
elvardsa matematikai absztrakciot igényel. A korrekt kitlizottség definiciojdban megkovetelt
harmadik tulajdonsdg az, amely sziikségessé teszi az absztrakt térfogalom bevezetését: meg
kell mondanunk, hogy két rokon jellegii feladat mennyire van kozel egymdshoz. Két feladat
rokon jellege azt jelenti, hogy paramétereik azonos tipustak lévén azonos terekben vannak, a
két feladat kozelsége pedig az ezekben a terekben értelmezett tavolsagok” szerinti kozelség.

Nézziik inkdbb a példdkat, amelyek kézzelfoghatovd/kézzelfoghatobba teszik a fenti
megfontoldsokat. A legfontosabb egyenlettipusokat vessziik sorra.

Eldljar6ban megjegyezziik, hogy az alkalmazott matematikai analizisnek szdmos olyan
feladata van, amelyik nem igényli egyetlen egyenlet megoldasat sem. Ilyenek lehetnek mar
az

/Hf(x)dx ésa minf(x)

xeH

feladatok is, ahol f : R” — R folytonos vagy akar sima fiiggvény, a korlatos és zart H C R"
halmazt pedig véges sok egyenlGtlenség hatdrozza meg. Ha az f fiiggvény nagyon nem
konvex, ha a H halmazt meghatidroz6 egyenlGtlenségek nem mind linearisak, vagy ha az
n mdr néhdny tucat nagysagrendd, nagy eldszeretettel alkalmaznak random algoritmusokat:
Monte Carlo médszereket az integrdl kiszamitdsara, lokdlis gradiens médszerrel kombindlt/-
finomitott globdlis random keresést a széls6értékfeladat megoldasara. Lehetne vizsgdlni az

3a numerikus moédszer egésze stabilitdsinak fogalmédra a 29.8 alfejezet legvégén néhany példa erejéig

visszatériink

4az absztrakt tér és az absztrakt tavolsdg. Akércsak a korrekt kitlizottség fogalma (J. Hadamard, "Sur les
problemes aux dérivés partielles et leur signification physique", Princeton University Bulletin, 13(1902), 49-
52.), ezek is csak a XIX/XX. szazad forduldja utdni matematikaban sziilettek meg. Banach, Fréchet, és Hilbert
ota egy fiiggvényr6l nem mint izolalt objektumrol beszEliink, hanem mint az ilyen és ilyen tulajdonsdgokkal
rendelkezd fiiggvények terének egy elemérdl

tankonyvtar.ttk.bme.hu Kiss Marton - Garay Barna, BME



Parcidlis differencidlegyenletek 269

f'(x) = 0 egyenletet is, de ez gyakorta nem hatékony (arr6l nem is beszélve, hogy a H halmaz
hatdrdn 1év6 minimumhelyek megkeresésére teljesen alkalmatlan). A forditott irdny anndl
inkdbb: ha egy egyenletet 4t lehet fogalmazni széls6értékfeladattd, akkor az j6 eséllyel valik
konnyebbé ezaltal. Ez a helyzet a mechanika szamos variaciés szerkezet( feladataval, koztiik
a szimmetrikus matrixok sajatértékegyenletével, vagy éppen a Laplace-operdtorra vonatkozo
hétani vagy elektromossdgtani uy, + iy, = f, u|yq = 0 peremértékproblémaval.

Vegyiik észre, hogy a fenti feltételek mellett mind az [, f(x)dx, mind a min.cy f(x)
feladatoknak 1étezik megolddsa, s mind az integrél értéke, mind a globdlis minimum értéke
egyértelm. Az is vildgos, hogy az f fiiggvény és/vagy a H halmaz kicsiny megvaltoztatdsa is
csak kicsit valtoztatja meg az integrél €s a globdlis minimum értékét. Mindkét feladat korrekt
kitzéstd. A globalis minimum helyének meghatarozdsa azonban — hacsak valami extra
konvexitasi feltétel nem garantdlja a globdlis minimum helyének egyértelmiiségét — nem
korrekt kitlizést: egyszerl példdk mutatjdk, ha nincs unicitds, akkor a globdlis minumum
helye ugrasszertien is valtozhat.

Most tehat sorravessziik a legfontosabb egyenlet—tipusokat.

28.1. Linearis algebrai egyenletek

Altalanos alakjuk Ax = b, ahol az A matrixnak n sora és m oszlopa van. Az ismeretlenek x
oszlopvektora m, a jobb oldalon all6 b vektor pedig n hosszisagu. A megoldasra az n = m
esetben formulank is van, x = A~!h. Ehhez persze az kell, hogy az A~! inverz matrix értelmes
legyen, aminek sziikséges és elégséges feltétele det(A) # 0. Az egzisztencia és az unicitds
tehat rendben, s a Cramer-formuldbdl az is 1atszik, hogy az x megoldasvektor minden egyes
koordinitdja (amely két tobbvaltozés polinom hanyadosaként fejezhets ki — a nevezdben
éppen det(A) kifejtése van) folytonosan fiigg mind az A métrix, mind a b vektor elemeit6l.
Tehat az Ax = b egyenlet korrekt kitlizottségének sziikséges és elégséges feltétele n = m €s
det(A) # 0 egyiittes teljesiilése.

De mennyire fligg az Ax = b linedris egyenletrendszer megolddsa az A métrixt6l? Hogyan
lehet ezt a fliggést kvantitativ médon kifejezni?

A vélaszt az aldbbi tételben szerepld perturbdcids egyenlStlenség fogalmazza meg.

28.1.1. TETEL Legyenek A,A n x n—es mdtrixok, és legyenek b,b € R" valamint €,A > 0.
Tekintsiik az Ax = b és az Ax = b linedris egyenletrendszereket és tegyiik fel, hogy det(A) #0.
Ekkor az

ela”ll <1, |A-A| <e

egyenldtlenségek egyiittes teljesiilése esetén det(A) # 0. Ha még |b— b| < A is igaz, akkor

112
lA~"]

—fHl=Aa"—A <A AT
x— % = | | <A77 +1_£HA_1||

(Ib]+A) €. (28.1)

>de hidba van rd képlet: nagyméretdi matrixok esetén csak a numerikus—kozelits médszerek miikodnek.
Nem kell ett] megijedni: egyrészt a szamitégép nagyszerii eszkdz, masrészt mar a /2 onmaga is (ami a
régi gorogoknek csak az egységnégyzet atldjanak hosszisdga volt [torték is a fejiiket emiatt!]) egy numerikus
mdédszer. Kiszdmitani ugy lehet, mint a Newton féle érintémodszerbdl szarmazé xg = 2, x,4+1 = %(xn + %),
n € N rekurziv sorozat hatarértékét.
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Itt a | - | vektorok, || - || pedig mdtrixok normdjdt®jeloli az R", illetve az L(R",R") térben.

A fenti tétel példat ad arra, mit lehet/kell érteniink az .% és az . feladatok, illetve azok
M(F) és M (F) megoldasainak tdvolsigin. Més kérdés az .Z feladat .4 (.%) pontos és
m(gz ) konkrétan kiszamolt szamitégépi/numerikus megolddsanak tdvolsidga. Ez is fontos,
nagyméretii feladatok esetén ugyancsak keservesen nehéz probléma’.

Természetesen a nemkorrekt kitlizésti feladatoknak is van létjogosultsdga. Szamos
esetben gyakorlati problémdk vezetnek nemkorrekt kitlizésti feladatokra. Ezeket azonban
valamelyen értelemben korrekt kit(izésti feladatokként kell kezelniink vagy korrekt kitlizési
feladattd modositanunk. Tipikusan ez a helyzet az m ismeretlen, n mérés utdni szdmolasok
esetében.

e Tegyiik fel, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszer tilhatarozott. Ekkor helyette az

|Ax — b]% — m]iKn alakd legkisebb négyzetek’
xe n

feladatot szokds megoldani. (Az elnevezés arra utal, hogy itt |-| = |-|, az R" tér /,
négyzetes/euklideszi normajat jeloli.)

e Tegyiik fel, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszer alulhatarozott. Ekkor helyette az

x|5— min alakd ‘regularizalt’
Ax=b ,xcR"

feladatot szokds megoldani.

A geometriai jelentés® vildgos. Az elsd, a legkisebb négyzetek® feladatban az Ax = b
egyenlet helyett az Ax = proj,(b) egyenletet oldjuk meg, ahol proj, (b) a b vektor merdleges
vetiilete az A matrix oszlopvektorai altal kifeszitett altérre. A madsodik, a ‘regularizalt’
feladatban pedig az origénak az Ax = b egyenlet megoldésai dltal meghatarozott affin altérre
vett merdleges vetiiletét keressiik.

A mérnokok egyébként hajlamosak azt mondani, hogy ,.n egyenlet, n ismeretlen, egy
megoldas”. Ez igy, ebben az 4ltaldnossdgban nem igaz, de a linedris egyenletrendszerek

baz tgynevezett asszocidlt métrixnormdat, tehat amelyet adott |- | vektornorma esetén az ||A| =

max{M | |x| = 1} képlet definidl. Ezen a ponton er§sen ajdnlott az ¢;, £5, . vektornormék és a segitségiikkel
]

szdrmaztatott ¢;, ¢, f. mdtrixnormdk &tismétlése. Idézziik fel azt is — amint arra az L(R",R") jelolés is
vildgosan utal —, hogy a matrixok nem mdasok mint linedris operatorok adott bazisban torténd reprezenticioi,
valamint hogy R” helyett mindenhova C"-t is {rhattunk volna. Amennyiben tovabbi informdacidk is rendelke-
zésre dllnak — példaul ha az A és az A métrixok mindegyike szimmetrikus etc. — akkor (28.1) helyett erésebb
egyenl6tlenségek is bizonyithatok

"hogy ez mennyire lényeges kérdés, semmi sem mutatja jobban, mint Neumann Janos monumentalis
munkdja (J. von Neumann and H. Goldstein, "Numerical inverting matrices of high order", Bull. Amer.
Math. Soc. 53(1947) 1021-1099.) az els6 szamit6gép kifejlesztésének éveibdl, amely nem foglalkozik méssal,
mint a linedris egyenletrendszerek megolddsa sordn fellépd kerekitési hibdk determinisztikus és sztochasztikus
elemzésével. (Neumann Janos tanitvanydval, Lax Péterrel egyiitt alapvetd eredményeket ért el a numerikus
modszerek stabilitisanak altaldnos elméletében is.)

8a két és hdrom dimenziéban megszokott geometriai szemléltethetSség ‘kiterjesztése’ és az absztrakt
térfogalom bevezetése egymast kisérd és feltételezd eljarasok
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korében mégis jellegzetes tényt fejez ki. Egy A négyzetes matrix determindnsa altaldban,
a tipikus, a generikus esetben (ez utdbbi kettd a szakkifejezés), egy—valdszintiséggel (ez is
szakkifejezés, de illik pontositani, mihez képest) nem nulla, s igy az Ax = b egyenlet dltalaban
korrekt kittizésti. Hasonlo jellegli a mérnokok korében kedvelt ,,m ismeretlen, n mérés, m < n
= talhatarozott egyenletrendszer” és az ,;m ismeretlen, n mérés, m > n = alulhatdrozott
egyenletrendszer” kijelentések igazsagtartalma.

A linedris egyenletek altalanos elmélete (ezen beliil alul- illetve tilhatarozottsdguk)
szempontjabol az n > m, n = m, n < m esetek irrelevidnsak. Ami szadmit, az a linedris
fliggetlenség. Az Ax = b egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha a b vektor benne van
az A matrix oszlopvektorai dltal kifeszitett altérben, amit algebrailag a rank(A,b) = rank(A)
feltétel fejez ki. Mindez vildgos az aldbbi felirdsbdl, ahol a jelolések is Onmagukért
beszélnek:

X1
X2
Xm
aliln a2 ... aim b1
ax ayp ... awy | | b2
Ax=b < .
Ayl Ay ... Qum b,
ar a Aim by
aszy a A by
& X . “+ X2 . + ..o+ Xy . =
anl an2 Apm by,

S xja1+xay+ ... +xpa,=Db.

Természetes mdédon meriil fel a kérdés, miért foglalkozunk annyit linedris algebrai egyen-
letekkel. Alapvetéen azért, mert a legfontosabb parcidlis differencidlegyenletek numerikus
megoldasi mddszerei szinte mindig linedris algebrai egyenletrendszerre vezetnek. A nehéz-
séget az okozza, hogy ez az egyenletrendszer roppant nagy méretd is lehet — olyan nagy
méretl, hogy matrixdt a szamitdgép nem dupla—indexl tombben, hanem egy graf csticsaival
indexelve tdrolja. Mind a véges differencia, mind a végeselem moédszer ritka méatrixokhoz
vezet: kozilik elegendd csak a nemnulla elemeket tarolni. Ami pedig az ilyen linedris
egyenletrendszerek szamitogépi megolddsat illeti, nemhogy a Cramer-szabdllyal, de még a
Gauss-elimindciéval sem jutunk sokra — leginkdbb specidlis iterativ mddszereket szokds
hasznalni.

Az analizis €s a linedris algebra szdmtalan mdodon Osszefiigg egymdssal. A linearizélds
alapvetd modszer az egész matematikai analizisben. Egy matrix nemcsak algebrai, hanem
analitikus, geometriai, kombinatorikus, s6t valészinliségszdmitési struktdrat is hordoz. Nem
csoddlatos, hogy mennyi aspektusa van a szimmetrikus matrixok sajatértékeire vonatkozé

Kiss Marton - Garay Barna, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



272 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

Rayleigh elvnek, a nemnegativ elem{i matrixok Perron—Frobenius-tételének, avagy éppen a
Laplace-transzformécié A~! = — Jo eA'dt formuldjanak? (Ez utébbi akkor érvényes, ha az
improprius integrdl konvergencidjét biztositand6 az A matrix valamennyi sajatértékének valds
része negativ.)

28.2. Nemlinearis algebrai egyenletek

El6ljar6ban meg kell dllapitanunk, hogy az y = f(x) egyenlet megolddsara nincs éltalanos
mobdszer. Itt f: R" — R” folytonosan differencidlhat6 fiiggvény, y € R” adott, x € R" pedig
az ismeretlen. A g(x) =y — f(x) helyettesités a g(x) = 0 alaki gyok—keresés, a h(x) = x+
f(x) —y helyettesités az x = h(x) alaku fixpont—keresés feladatdhoz vezet. A gyok—keresés
szokdsos modszere a Newton iterdcid. TetszSlegesen valasztott xg € R" értékbdl kiindulva,
az érintdmodszerbdl szarmazo

X1 =x— [¢'()] 'g(x), k€EN

Newton iterdcié gyakorta konvergal, éspedig a g(x) = 0 egyenlet egyik gyokéhez. Hogy
melyik gyokéhez, illetve hogy egyaltalan konvergil—e, az kritikus médon fiigg’ az itericio
xo € R" kezd6—értékének megvalasztasatdl. Hasonlo a helyzet a globdlis optimalizicidval:
az ’educated initial guess’ ott is, itt is kincset ér.

Nemlinedris algebrai egyenletek megoldhatdsdga, illetve megoldasa tehat igencsak nehéz
és az ugynevezett globdlis analizis témakorébe tartozik. Lokdlisan, az értelmezési tartomany
tetszleges xo pontjanak kis kornyezetében mindez Gsszehasonlithatatlanul egyszer(ibb. Ez
utébbi a klasszikus inverz/implicit fiiggvény tételek vildga.

Tekintsiik az y = f(x) egyenletet az xo € R” pont egy kornyezetében. Célunk az y = f(x)
egyenlet megolddsa az yg = f(xg) értékhez kozeli y értékek esetén. A korrekt kitlizottség
elegend6 feltétele az, hogy az f fliggvény xp pontbeli derividltméatrixdnak determindnsa, a
hires—nevezetes Jacobi determindns nulldtdl kiilonbozd legyen. Képlettel: det(B) # 0, ahol
B = det(f'(x0)). Vegyiik észre, hogy a det(B) # 0 feltétel az xo koriil linearizalt egyenlet
korrekt kitlizottségét biztositja:

y—yo=f(x)— f(x) < y—yo=B(x—xp)+... = lokdlisan

jo kozelitéssel = y —yp = B(x —xp) < x=xp —B_l(y—yo).

Ha det(B) # 0, akkor az y = f(x) egyenletbl az x mint az y fiiggvénye az (xq,yo) egy kis
kornyezetében kifejezhetd (egzisztencia), egyértelmtien fejezhetS ki (unicitds), és ez az x =
x(y) inverz fiiggvény maga is folytonos (folytonos fiiggés), s6t folytonosan derivalhatd. Az
inverz fiiggvény yo egy kicsiny kornyezetében értelmezett, x(vo) = xo, ' (yo) = —B~! és igy

%Az els6 olyan példit, amelyben a Newton iterdcié {xn}_ sorozata szokatlanul bonyolult is lehet, a
debreceni Barna Béla publikalta (B. Barna, ,,Uber das Newtonsche Verfahren zur Anndherung von Wurzeln
algebraischer Gleichungen”, Publ. Math. Debrecen 2(1951), 50-63.) Dolgozatdnak legfontosabb eredménye a

ma hasznélatos terminolégidval igy fogalmazhat6é meg. Legyen p : R — R olyan negyedfoku, valés egyiitthat6s
p(%)
P ()

polinom, amelynek négy darab egyszeres, valés gyoke van. Ekkor az x4 = x — , k € N Newton iteracid

kaotikus lesz az xy kezd6értékek egy invaridns Cantor halmazén
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x(y) =x0—B'(y—yo)+...,ahola... az (y — yo)-ban magasabb fokii tagokat jelenti. Tehat
az y —yo = B(x — xp) linearizélt egyenlet pontos megoldasa az eredeti nemlinedris y = f(x)
egyenlet pontos megolddsanak xg koriili linearizaltja.

Hasonl6 a helyzet az f(x,y) = 0 alakd egyenletek lokdlis megoldhatsdgéra vonatkozd
implicit fiiggvény tétellel. Itt f: R™ x R" — R”" folytonosan differencidlhat6 fiiggvény, és
(x0,y0) € R™ x R" is adott, ahol f(xg,yo) = 0. Ekkor a B = %(xo,yo) és C = %(xo7yo)
jelolésekkel, a det(C) # O feltétel teljesiilése esetén az f(x,y) = 0 egyenletbdl az y mint
az x fiiggvénye az (xg,yo) egy kis kornyezetében kifejezhetd (egzisztencia), egyértelmiien
fejezhetd ki (unicitds), és ez az y = y(x) implicit fiiggvény maga is folytonos (folytonos
fliggés), s6t folytonosan derivdlhaté. Linearizdldssal

fx,y)=0 < B(x—x0)+C(y—yo)+--=0 & y:yo—C_lB(x—xo)—i—...,

implicit derivaldssal és az (x,y) = (x0,y0), y(x0) = yo helyettesitésekkel pedig az ezzel
ekvivalens

F539) =0 = Z53)+ Z (510 =0 = B+ () =0
formula adédik: mind az y = yg—C~'B(x—x¢) +..., mind a B+Cy'(xq) = 0 képletek lényegi
tartalma y'(xg) = —C~'B.

A tobbszori ... kipontozds vildgosan utal rd, hogy a linearizdlds modszere egy sorfejtés
els6 tagjandl torténd megallds. Ez igy is van, de Osszességében ritkdn szokds tovdbbmen-
ni'’. A linearizdlds hatékony mddszer. Algebrai, kozonséges, és parcidlis egyenletekre
egyarant. A sorfejtés médsodik pldne harmadik tagjdnak figyelembe vétele csakigy mint a
veliik ekvivalens kétszeri és haromszori implicit derivdlasok az elfajult széls6értékek és a
bifurkdciéelmélet tobbvaltozos fiiggvénytandnak dzsungelébe vezetnek.

Vannak globalis inverz fiiggvény tételek is, de azok sokkal nehezebbek. Koziilikk a
legrégebbit a mar emlitett Jacques Hadamard — akitdl a korrekt kitlizottség definicidja is
szarmazik — bizonyitotta'': Az f : R" — R” folytonosan differencidlhaté fiiggvény a teljes

10végiggondoltuk—e (legaldbb a ¢ : R — R, k = 0,1,2 esetekben) hogy a tobbviltozés Taylor polinom
egyszertinek tind

000 +3) = P(x0) + 19/ ()] () + 5[0 (x0)] (o 2) + -+ 10 ()] (.3 )

1 1
+E/ (1= 9 e*D (xo + 92)] (x,%, ..., x)dD , kEN
- JO

felirdsdban milyen multilinedris operdtorok szerepelnek? Vagy azt, hogy mi az integral-maradéktag viszonya
a megszokott Lagrange féle maradéktaghoz? Milyen formaban marad igaz a Lagrange féle kozépértéktétel a
tobbvéltozds esetben?

HWikipedia: In his book ,,The Mathematician’s Mind: The Psychology of Invention in the Mathematical
Field” (Princeton University Press, Princeton, 1996), Hadamard uses introspection to describe mathematical
thought processes. In sharp contrast to authors who identify language and cognition, he describes his own
mathematical thinking as largely wordless, often accompanied by mental images that represent the entire
solution to a problem. He surveyed 100 of the leading physicists of the day (approximately 1900), asking them
how they did their work. Many of the responses mirrored his; some reported seeing mathematical concepts as
colors. Einstein reported that the elements of his work consisted of visual and muscular entities, and that words
or language did not seem to play any role in his mechanism of thought
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R”" halmazt kolcsonosen egyértelmtien képezi onmagéra (azaz f invertdlhat6 és értékkészlete
a teljes R™), ha det(f(x)) # 0 minden x € R" esetén és sup,cpa [|[f'(x)] 7! < . A
Jacobi matrixok inverzei normdinak egyenletes korldtossdgara vonatkozé supremum—feltétel
elégséges volta az n = 1 specidlis esetben kozvetleniil szemléltethetd: ahhoz, hogy egy
folytonos €s szigordan monoton (intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények esetén ez
utdbbi feltétel mindenképpen kell az invertdlhatésdghoz) valds fiiggvény értékkészlete a teljes
szamegyenes legyen, elegendd ha inf,cg f'(x) > 0 vagy sup,.p f'(x) <O0.

Most konkrét példa részletes targyaldsaval is szeretnénk hangsilyozni a klasszikus inverz
fiiggvény tétel lokdlis jellegét. Legyenek n=2,x = (1), y = (i;) € R?,

FRSR, () o (€rcosw))
X2 e¥1sin(xy)
A megoldand6 nemlinedris algebrai egyenletrendszer tehat

y=f(x) & 1 =J1(x1,%) } o Yi=etcos(n) }

y2 = fa(x1,x2) y2 = €*sin(xy)
a(z x = (i1) pontban kiértékelt) Jacobi-matrix pedig

3—2 3—,@ _ <ex1 cos(xy) —el sin(x2)>

g_)fg g_)fz e sin(xy) e'lcos(xy) /)’
amelynek determindnsa e>! # 0. Lokdlisan teht mindeniitt teljesiilnek az inverz fiiggvény
tétel feltételei, de globdlis inverz fiiggvény nem létezhet, hiszen f nem kolcsondsen egyértel-
mi. J6llehet x| = %log(y% +¥3) (ha (y1,2) # (0,0)) még problémamentes, x, kiszdmitdsdhoz
figyelembe kell venni az arcus—fiiggvények (ha ugy tetszik, a komplex logaritmus—fiiggvény)

tobbértékd voltat. Valdban, az f fiiggvény masodik véltozdjadban 27 szerint periodikus —
vegyiik észre a kdzvetlen komplex fiiggvénytani magyardzatot: y| + iy, = €172,

28.3. Kozonséges differencialegyenletek

Legyen f: R x R" — R" folytonos fiiggvény, 7o € R és xg € R". Az

x(t()) = X0

kezdetiértékprobléma korrekt kitlizottségének elegendd feltétele, hogy az f fliggvény ma-
sodik valtozéjaban eleget tegyen a Lipschitz feltételnek. A Lipschitz feltétel olyan L > 0
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konstans'? 1étezését koveteli meg, amelyre
|f(t,x)— f(t,%)| < L|x—%| minden (¢,x),(z,%) € R x R" esetén.

Ekkor a (28.2) kezdetiértékproblémanak pontosan egy megolddsa van (egzisztencia €s
unicitds), ez a megoldds a teljes szdmegyenesen értelmezett, a megoldds ¢ iddpillanatban
felvett értékét kifejezd @ : R x R x R” — R” fiiggvény pedig folytonos (folytonos fiiggés).

Alapvet6 fontossagu, hogy a megoldds nemcsak a kezdeti feltételektdl fiigg folytonosan,
hanem a differencidlegyenlet jobb oldalan all6 f fiiggvénytdl is. Ezt a kvalitativ tényt az
alabbi tétel egy kvantitativ egyenlStlenség formdjaban fejezi ki.

28.3.1. TETEL Legyenek ty € R, xo,%9 € R", €,A,T > 0 tetszdlegesek, és tekintsiik az

x = f(t,x) } és az i=f(t,x) }

x(t()) = X0 x(tO) =Xo

kezdetiértékproblémdkat. Tegyiik fel, hogy az f,f : R x R" — R”" folytonos fiiggvények
mdsodik vdltozojukban eleget tesznek a globdlis Lipschitz feltételnek az L konstanssal,
valamint azt is, hogy

|f(t,x) — f(t,x)| < € minden (t,x) € [ty,to + T] x R" mellett. (28.3)
Ha még |xo — yo| < A is teljesiil, akkor

(1,10, x0) — D(1,10,%0)| < (A+€T)e!  minden t € [tg,t9+T] esetén.

A linedris algebrai egyenletek utdn Gjabb példat lattunk arra, mit lehet/kell érteniink az .#
és az .7 feladatok, illetve azok .# (.F) és .# (%) megoldasainak tdvolsagan.

A (28.2) kezdetiértékprobléma megolddsdnak kiszdmitdsdra'® legegyszertibb a ¢@(to +
h,to,x0) = xo + hf(to,x0) képlettel meghatarozott, 0 < h < hgy 1épéskozii explicit Euler féle
torottvonal modszert haszndlni. Az el6z0 tétel folytatdsaként legyen most N pozitiv egész
szam, és valasszuk a 1épéskozt h = jlv—nek. Ekkor a ténylegesen vizsgélt x = f(t,x), x(0) = %o
kezdetiértékprobléma .# (.%) pontos és az Euler féle torottvonal médszerrel szamolt m(.% )
kozelité megolddsanak tdvolsagéra a kovetkezd becslés adhatd.

2egyelére csak a globdlis Lipschitz feltétellel foglalkozunk. Természetesen meg lehet kovetelni az |f(2,x) —
f(£,%)| < L|x— x| egyenl&tlenséget R x R” egy részhalmazan is, de akkor minden késGbbi szdmoldsndl gondot
okozna az a tény, hogy a ®(-,19,x9) megoldasfiiggvény értelmezési tartomdnya fiigghet a (79,x) kezdeti
értéktsl. (Példa: az x = x2, x(0) = xo > 0 kezdetiértékprobléma ®(z,0,xy) = lf—?mt megolddsa csupin a
(=00, %) intervallumon értelmezett.) Miutan alaposan kitdrgyaltuk az inverz fiiggvény tétel lokalis voltat,
most egy technikailag egyszeriibb targyaldsmédot részesitiink elényben. Amint azt az x = 3x%/3, x(0)=0
kezdetiértékprobléma @ (z,0,0) = 0 és ®,(¢,0,0) = > megolddsai mutatjak, a lokalis Lipschitz feltétel hidnya
megsértheti a megolddsok unicitdsat is

Bmég az x = f(x)g(¢) alaki szétvilaszthat valamint az ¥ = Ax + h(t) alaki magasabb-rendi allandé
egylitthatds linedris kozonséges differencidlegyenletek esetében is (hiszen nem lehetiink biztosak abban, hogy
a sziikséges integralok eredményeit fel lehet irni zart alakban — sét a karakterisztikus polinom gyokeit, azaz az
A matrix sajatértékeit sem tudjuk teljes pontossaggal meghatarozni)
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28.3.2. TETEL Létezik olyan, az N értékétdl fiiggetlen €xg = Cre(f) konstans'®, hogy a
[to,t0 + T] intervallum k—adik osztdpontjdban

’Ci)(l‘() —|—kh,l(),X0) = (f)k(h,l‘o,foﬂ < GEE - eLkhh , k=1,2,...,N,
specidlisan ty+ Nh =ty + T végpontjdban
|Ci3(lo+T,l‘0,X())—(PN(h,l‘(),)f())’ < CgEE-eLTh , n=1,2,.... (28.4)
(A (28.4) becslésben ®(1y + T.19,x0) és @y(h,19,%) rendre a pontos és a kozelits
% P

megoldds értékét jelentik a o + 7 pontban. Utébbit természetes modon a @y (h,tg, %) =
@(t0+ h,19,%0),

¢k+l(h7t07j0) = (P(t()+ (k+ l)hato +kh,¢k(h;f07f0)) , k=1,2,...,N—1

rekurzi6 definidlja.)

Mivel a természet torvényei az idében véltozatlanul érvényesek, a mérnokok szamadra
fontos differencidlegyenletek jelentSs része x = f(x) alaki. Ezeket az id6tSl fiiggetlen'
egyenleteket autondm egyenleteknek nevezziik. A kezdeti id6pont 7y = 0 valasztasaval

x=f(x)
(0)= 10 } (28.5)

alakd kezdetiértékproblémdkat kapunk, amelyek megolddsat a @ : R x R" — R" fiiggvény
szolgaltatja.

28.3.3. DEFINICIO A @ : R x R" — R" leképezés dinamikai rendszer, ha igazak rd
(i) ©(0,x) = x minden x € R" esetén
(ii) D(1,P(s,x)) = P(t+s,x) mindent,s € R és minden x € R" esetén
(iii) P folytonos
Autoném kozonséges differencidlegyenlet megolddsai — ha az f fiiggvény eleget tesz az

|f(x) — f(%)| < L|x— x| globdlis Lipschitz feltételnek — dinamikai rendszert hatiroznak meg.
Globdlis egzisztencia, unicitds, folytonos fiiggés. A ®(0,x9) = xo, P(¢,P(s,x0)) = (1 +

14a €%r konstans 4ltaldban nem nagy és explicit médon meghatrozhaté az f fiiggvény ismeretében. Ha
példaul az f fiiggvény korlitos, és K = SUP (¢ v)ro 10+ T] xR | f(t,x)|, akkor a ¥zg = £ vilasztds megfeleld. Itt
emlitjiilk meg azt is, hogy a szokdsos negyedrendi implicit Runge—Kutta médszer (Euler toréttvonal médszere
specidlisan valasztott elsérenddi Runge—Kutta mddszer) esetén a (28.4) egyenlStlenség jobb oldaldra Gupk -
et frhato.

152 nem-autoném differencidlegyenletek jobb oldaldn szerepld f(z,x) kifejezés id6t6]1 valé explicit fiiggése
gyakran utal emberi beavatkozédsra. Legkézenfekvibb példa az i+ bx + kx = cos(t), b,k > 0 egyenlet, amely a
mechanikdban egy rugé, az elektronikdban egy LRC kor oszcillaciéit irja le, periodikus kiilsé gerjesztés esetén.
Az irdnyitastechnikdban és a szabdlyozaselméletben (s masutt is, ahol a kiils6 inputok fiigghetnek/fiiggenek az
id6tdl) a ¢ explicit médon van jelen a differencidlegyenletek jobb oldaldn
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5,x0) képletek egyediil az id6 miildsanak természetét fejezik ki, éspedig olyan rendszerekben,
amelyek evolicidjat az id6tdl fiiggetlen torvényszerliségek hatdrozzdk meg. (A dinamikai
rendszerek definici6jaban a kezdeti értéket xo helyett x jeloli.) Nem-—autondm egyenletek
evolucidjat a q)(t(),l‘o,xO> = Xy, CI>(t+s+t0,s+to, ‘D(S—i—l‘(),t(),X())) = CI)(I—l-S—i-Z‘(),t(),X()), o €R,
t,s > 0 formuldk irjék le. (Vannak, akik ez utébbi helyett a ®(¢,s, P(s,19,x0)) = D(¢,20,x0)
formulat részesitik elényben, de ndluk ¢ > s > #y.) Mind az autondm, mind a nem—autoném
esetben arrdl van sz6, hogy a kezdeti pillanatban még semmi sem torténik, a rendszer ¢ + s 1d6
eltelte utani dllapota pedig ugyanaz, mint ahova a rendszer az s id6 eltelte utani allapotabdl

Ujabb 7 1d6 elteltével keriilne.

Az olyan éltalanos software—ek, mint a MATLAB, vagy a Mathematica alapbedllitasuk
szerint negyedrendd explicit Runge—Kutta mddszert haszndlnak, de kozben a 1épéskozt
(Dormand—Prince extrapoldcié és egy szintén explicit, 6todrendd bedgyazott Runge—Kutta
modszer segitségével) a konkrét szamolas menetének megfelel6 moédon, adaptiven véltoztat-
jék. Az éltalanos gyakorlatban ez az ‘0kolszabaly’ — amely mellett logikus, ramutaté érveket
fel lehet ugyan sorolni, de att6l még heurisztikus marad (a bizonyitdsnak még a lehetdsége
sem meriill fel) — valt be a legjobban. A kozonséges és parcidlis differencidlegyenletek
megoldasara kidolgozott és a numerikus analizis tankonyveiben szerepld eljardsokat az
igazén é€les esetekben csak hibrid €s heurisztikus médon lehet haszndlni. Szamitégépes
szimulaciok végzése nehéz mesterség, amelyhez sok—sok tapasztalat, a mogottes miiszaki
tartalom kivalo ismerete, intuicid €s némi szerencse is kell. Mostanaban szokds azt mondani,
hogy minden egyes elméleti feladatnak megvan a sajat numerikus mddszere. Ha példaul
a haromtest problémaval allunk szembe, akkor szimplektikus mdédszert kell alkalmazni —
olyan médszert, amelyik respektdlja a mogottes fizika megmaradasi tételeit. Célfeladathoz
célprogram tartozik.

Molekuléris dinamika programcsomagokat eldszeretettel haszndlnak gydgyszerterve-
zésre. A szamitégépes szimuldciok képesek a szdbajovd hipotetikus vegyliletek Oridsi
tobbségét in silico kizdrni, igy azoknak csak egy toredékét kell ténylegesen megépiteni, €s
a biokémia hagyomdanyos in vitro és in vivo modszereivel kiprébdlni. Igen, a matematika a
természettudomédnyoknak az az dgazata, amelyben a kisérletezés olcso.

A kerekitési hibdk a mérnokoket csak akkor érdeklik — hiszen annyi mas, mérési és
egyéb hibaforras is van — amikor azok bajt okoznak. Talan azért meg lehet emliteni, hogy a
MATLAB intervallum—aritmetikai INTLAB kiegészitGje (tobbek kozott a szamitégépek miiko-
désére vonatkoz6 IEEE kerekitési szabvanyok figyelembe vételével) automatikusan elvégzi
a kerekitésekbdl és a sorfejtések csonkoldsabol ad6dé kumulalt hiba ‘worst—case’ analizisét.
A (példa kedvéért a) sin : R — R fiiggvény x € R helyen torténd kiértékelése egy digitalis
szamitogépen nem a pontos sin(x) értéket eredményezi, hanem annak egy kozelitését. Amit
az INTLAB ténylegesen megvaldsit, az egy olyan SIN : . — .7 eljards, amelynél minden
I € .# és minden x € [ esetén sin(x) € SIN(/). Itt . a szamegyenes nem—elfajult, korlatos
€s zart, a szamitogép belsd aritmetikdjdban reprezentdlhat6 intervallumainak halmazat jeloli.
Az INTLAB tehat a négy alapmiivelettdl kezdve szamok helyett intervallumokkal, ltaldban
egyre novekvd hosszusagu intervallumokkal dolgozik és — a gépidé mintegy Otvenszeres
megnovekedése aran — azt tudja garantdlni, hogy egy miiveletsor pontos r végeredménye
benne legyen a tényleges szamitégépi végeredményként kapott R € . intervallumban.
Az INTLAB lebegdpontos szamparokat (n dimenzids vektorok esetében szam-2n—eseket)
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hasznil, de megbizhat6 mds sz6val auto—validalt médon'©.

Tegyiik fel, hogy egy numerikus szimuldcié véaratlan eredményhez vezet, meglepd
jelenséget produkdl. Tudjuk—e magat a szdmitogépet hasznélni arra, hogy eldontsiik: vajon
uj effektust fedeztiink fel, avagy mar megint csak a szdmitogép Ordoge jaratja veliink
a bolondjat? Az angol ,,shadow or ghost” kérdés tiikorforditasaként sokkal tomorebben
is kérdezhetiink: 4rnyék vagy szellem? Ez a valddi, mérnokoknek, programozdknak,
szamitastechnikusoknak sz616 kihivas az experimentdlis matematika teriiletén.

28.4. Excursus. Fiiggvényterek. Kontrakcios fixponttétel

Az inverz/implicit egyenletek valamint a kozonséges differencidlegyenletek problémakor
korrekt kittizottsége egy s ugyanazon t&r6l fakad. Mind az y = f(x), mind az x = f(z,x),
x(0) = xo feladat végsd soron dtfogalmazhaté egy—egy nemlinedris operdtor fixpontjanak
meghatarozasava:

y=f(x) & x=Fy(x), ahol

F:R" = R", x— Fy(x) =B '(y+Bx— f(x)),

illetve
x = f(t,x)
x(0) = xo
yfovxo : C([t07t0 +a]7Rn) — C([l‘(),t() +a]aRn) y X = nyJCo(x) )

(Figx0 (%)) () =x0+ tf(s,x(s)) ds , tE€lto,to+al. (28.6)

Io

} & x= Py x(x) , ahol a > 0 elegendSen kicsiny és

Erdemes par mdsodpercig eltiinddniink a (28.6) definidlé képlet szokatlan voltdn. Adott x
fuggvény esetén %, 4, (x) az a fiiggvény, amelyik a ¢ helyen ezt és ezt az értéket veszi fel.
A lényeg az, hogy mind az F;, mind az .%;, , operétorok kontrakci6t hatdroznak meg az R"

illetve a C([to, o + a], R"") Banach terek egy—egy alkalmasan valasztott zart részhalmazan'’.

FOLYTONOS FUGGVENYEK, NEGYZETESEN INTEGRALHATO FUGGVENYEK: Ezen a
ponton nem keriilhetjiik/keriilhettiik meg a korldtos és zart / intervallumon értelmezett R"
értéki folytonos fiiggvények maximum-—normaval elldtott C (7, R") Banach terének (normdval

16ebben a kontextusban értendSk a szamitogépes kdosz-bizonyitasok (W. Tucker, ,,The Lorenz attractor
exists”, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. Math. 328(1999), 1197-1202.) illetve az elméleti szdmitastudomany
egyes képviseldinek s némely tijsdgirok meghokkentd ,,The death of proof” jéslatai. Az elsd szamitdgépes bi-
zonyitasok koztiik a négyszin—tételé kombinatorikus jellegliek voltak és csak egész tipusu szdmokat hasznaltak
— madra ez megvéltozott

7ha az xy kezd&érték elegendden kozel van a g(x) = 0 egyenlet egy nem—elfajult (azaz a det(g’(x*)) # 0
tulajdonsdgi) x* gyokéhez, akkor az x; 1 = x; — [¢'(xc)]'g(xx), k € N Newton iterdcié konvergencidjat is
végsd soron a kontrakcids elv biztositja. Valdban, a G(x) = x — [g/(x)]~'g(x) leképezés az x* € R" egy kis
kornyezetében kontrakcid, éspedig olyan kontrakcid, amelynek g kontrakciés konstansa az x; — x* hatardtmenet
sordn a nulldhoz tart. Ennek megfeleléen érvényes ra ,,az értékes jegyek szdma lépésenként megduplazodik”
st —x*| < const- x; —x*|* kvadratikus hibabecslés, mig tetszéleges kontrakcidra csak ,az értékes jegyek
szdma lépésenként eggyel n6” d (xy41,x*) < g-d(x,x*) linedris egyenl&tlenség teljesiil (a mérnoki sz6hasznalat
mindkét esetben kissé pontatlan, de a 1ényeget remekiil kifejezi)
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ellatott vektorterek, amelyekben minden Cauchy sorozat konvergens) explicit bevezetését.
Az explicit jelzs arra utal, hogy a C(I,R") tér az els6 éves matematika tanulmanyainkbdl is-
mert egyenletes konvergencia tere (abban az értelemben, hogy ||x, — x|| - — O pontosan akkor,
amikor az {x,} ., fiiggvénysorozat egyenletesen tart az x fiiggvényhez az I intervallumon).

28.4.1. DEFINICIO

C(I,R")={x:1—=R"|x folytonos és ||x|| = max lx(2)]}-
re

Konnyen lathat6, hogy a

I CULRY) 5 RY | x = x| = max |x(r)|}

hozzédrendelés valéban norma és hogy C(I,R") Cauchy sorozatai mind konvergensek (mds-
képpen fogalmazva: C(I,R") a ||x||, norma &ltal indukélt dc(x,%) = ||x—X]| tdvolsdgra
nézve teljes metrikus tér). Mindez akkor is igaz marad, ha a szdmegyenes korlatos és zart
I intervallumat kicseréljiikk az R? tetszGleges korldtos és zart H részhalmazdra. Ebben az
esetben a C(H,R") Banach térrél beszéliink. A H halmaz szokdsos vilasztdsa H = Q, RY
korlatos és nyilt Q tartoményanak Q lezirtja. A d > 1, n = 1 esetben (az érintett fiiggvények
tobbvaltozés voltat hangsilyozandd) hasznéljuk a

C(Q) = {u:Q— R | ufolytonos és ||u| = max |u(x)|}.
xeQ

jelolést is'®.
A késobbiekben sziikségiink lesz az I intervallumon értelmezett négyzetesen Lebesgue
integralhaté fiiggvények L, terére is.

28.4.2. DEFINICIO

Ly(I) = {x:1— R | x négyzetesen integrdlhatd és ||x||,, = //|x(t)|2dt}.
1

Itt olyan integralfogalomrél — pontosabban a jolismert Riemann integral fogalmédnak
kiterjesztésér6l — van sz6, amelyre nézve az L, normdlt tér teljes. Ha a definiciéban
megmaradtunk volna a Riemann integral fogalmanal, akkor nem teljes normdlt teret kaptunk
volna. Szokds azt is mondani, hogy a Lebesgue integrdl a Riemann integrél teljessé tétele.

Bhasonléképpen, ||ul|ge = supyeq |u(x)|} normét hatdroz meg az Q halmazon értelmezett korldtos és
folytonos, valds értéki fiiggvények BC(Q) terében. Ez a tér is Banach tér. Weierstrass klasszikus, folytonos

filggvényekrdl sz616 tételét dgy is megfogalmazhatjuk, hogy BC(Q) = C(Q). TItt B a bounded, C pedig a
continuous szavak kezd6bettije. Természetesen a C(Q), st példaul a C2(Q) jelolések is értelmesek, és az Q
tartomdnyon értelmezett folytonos illetve kétszer kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvények vektorterét
jelentik — ezeken a vektortereken norma-struktirdt nem, csak konvergencia—struktirdt szokds definidlni.
Erdemes arra is felfigyelniink, hogy a néhany oldallal korabbi (28.3) egyenlétlenség az || f — f|| 5 < € alakban
is kifejezhetd, ahol BC([to,to + T] x R",R") = {x : [to,to + T] x R" — R" | x folytonos, korlitos és ||x||z- =
SUP (1 x)eltg to+T] xR" f(£,x)[}-
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(Ha egy fiiggvény Riemann integralhat6, akkor Lebesgue integrdlhatd is, és a kétféle integral
megegyezik. Természetesen a Riemann integral mogott allg, tgynevezett Jordan mértéket
is teljessé kell tenni: ez a Lebesgue mérték.) Ennek a kiterjesztésnek, teljessé tételnek a
nehézségeit nem részletezziik.

Fontos megjegyezniink, hogy az ||x[|,, norma a (-,-) skaldris szorzdsbdl szdrmazik, ahol

(), = [y dr & Jxly, =\,

Az L, tér Hilbert tér: az R”" euklideszi tér végtelen dimenzids altalanositdsaként teljes,
és normdja skaldris szorzdsbdl szdrmazik. Ervényes benne a |(x,y)| < ||x|| - ||y|| Cauchy—
Schwarz egyenl6tlenség, amelynek R"-beli specidlis esetét régdta jol ismerjik: |Y;x;yi| <

Mindebbdl azonban egyetlen a fontos a mi szdmunkra: az L, tér a Fourier sorfejtés
természetes kozege.

KONTRAKCIOS FIXPONTTETEL:

28.4.3. TETEL (Egzisztencia, unicitds, iterdcios kozelitd modszer konvergenciabecsléssel)
Legyenek (M,d) teljes metrikus tér (példdul egy (X,| -||x) Banach tér zdrt részhalmaza
a d(x,X) = ||x—X||y metrikdaval), f: M — M pedig kontrakcié azaz olyan (és ekkor

automatikusan folytonos: 6 = 2 ) leképezés, amelyre

d(f(x),f(%)) < q-d(x,X) minden x,%X € M esetén .
Ekkor az x = f(x) egyenletnek pontosan egy, x*—al jeldlt megolddsa van, tovdbbd tetszdleges
xo € M pontbél indulva, az xi1 = f(x), k € N iterdcids sorozat'’x*~hoz tart, a
qk
d(xk,x*) < l—d(xO,xl) , keN
—q

konvergenciabecsléssel.

28.4.4. KOVETKEZMENY (A kontrakcios fixponttétel folytatdsa: folytonos fiiggés) Legye-
nek (M,d) teljes metrikus tér, f,f : M — M kontrakcick a q < 1 konstanssal, rendre x* és
X* fixpontokkal. Tegyiik fel, hogy

d(f(x),f(x)) <& minden x € M esetén.

Ekkor
€

d(x",x") < -

9az iterdciot a (28.6) integraloperdtor esetében szukszcessziv approximaciénak hivjuk
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B1ZONYITAS A hiaromszogegyenl6tlenséget alkalmazva

d(x", %) = d(f(x"), f(&) < d(f(x"), (&) +d(f(F), F(7))
S Q'd<X*7f*) +87

amelybdl az egyszer( dtrendezés, d(x*,%*) kifejezése pontosan azt adja, amit bizonyitani
akartunk. Q.E.D.%" O

A paraméterektdl illetve az egyenlet jobb oldalatél vald fiiggés tekintetében nem a
folytonossag az utolsé sz6, amit kimondhatunk. Ha példdul az x = f(¢,x) egyenlet jobb
oldaldn 4ll6 f fiiggvény a C* simasigi osztilyba tartozik (azaz mindkét véltozéjdban
egyszerre k—szor folytonosan differencidlhatd), akkor az ®(t,fp,x9) megoldasfiiggvény a
(tg,xo) paraméterekben és a ¢ valtozéban egyszerre a C*, s6t a ¢ valtozéban a CK+! osztilyba
tartozik. Itt kK nemcsak tetszdleges pozitiv egész szdm lehet, hanem k = oo, st k = @ is
megengedett: C* a végtelen sokszor differencidlhaté, C® pedig az analitikus fiiggvények
osztalyat jelenti. Analitikussdg alatt azt értjiik, hogy a fiiggvény (lokdlisan, az értelmezési
tartomdny minden pontjanak egy kicsiny kornyezetében) egyenl$ sajat Taylor sordval®!.

28.5. Az eddigiek osszefoglalasa

Példak korrekt kitlizésti feladatra:

28.5.1. PELDA LINEARIS ALGEBRAI EGYENLET
Ax = b, ahol A n x n-es matrix és b € R" vektor.
A korrekt kitlizottség sziikséges és elégséges feltétele : detA # 0.
A megoldds az x = A~!'h € R” vektor.
28.5.2. PELDA NEMLINEARIS ALGEBRAI, INVERZ FUGGVENY EGYENLET
y = f(x), ahol az f : R" — R" fiiggvény C', xo,yo € R" és yo = f(x0).
A korrekt kittizottség szokasos feltétele : det(f1(xo)) # 0.
A megoldas az yy kis kornyezetében értelmezett x = x(y) inverz fiiggvény, amely maga is C !
s amelyre xo = £~ (yp).

28.5.3. PELDA NEMLINEARIS ALGEBRAI, IMPLICIT FUGGVENY EGYENLET
f(x,y) =0, ahol az f : R™ x R" — R" fiiggvény C', (xo,y0) € R™ x R" és f(xg,yo) = O.
A korrekt kitlizottség szokdsos feltétele : det(%(xo,yo)) # 0.

20 A matematikusok nagyon biiszkék erre a hdrom betlire: ,,quod erat demonstrandum”, sz6 szerint ,,ami
bizonyitandé volt”. Nagy kar, hogy a régi Miegyetemen haszndlatos Q.E.F. és Q.E.I. — ,,quod erat faciendum”
és ,,quod erat inveniendum” (facere = tenni, csindlni — venire = jonni — invencié) — roviditések kimentek
a divatbol. Mintha a klasszikus okossag egyediil a ,,valamit bebizonyitani” képessége lenne. Figyelemremélto,
hogy a német markansan megkiilonbozteti az elméleti wissen tudast és a gyakorlati konnen képességet: a magyar
forditds mindkét esetben a ,,tudni”. Aristoteles szerint ami az elmélet theoria és a gyakorlat praxis kozott van,
az koltészet poesis (Vittorio Hossle, Praktische Philosophie in der modernen Welt, C.H.Beck Verlag, Miinchen
1992). Gyonyortien mondja az angol, clever with his/her fingers. A matematikus mestersége is — ugyanuigy
mint az asztalosé, az eszterglyosé, a virdgkotéé vagy a gydgytorndszé — jelentSs részben kéziigyesség dolga.

2lfontos megjegyezniink azt is, hogy az inverz- és az implicit—fiiggvény tételek mindegyike is igaz a C*
osztilyban, ahol k = 1,2,3,...;00, @
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A megoldas az xg kis kornyezetében értelmezett y = y(x) implicit fiiggvény, amely maga is
C! s amelyre yo = y(xg).

28.5.4. PELDA NEM—-AUTONOM KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLET KEZDETIER-
TEKFELADATA, A LOKALIS MEGOLDAS VONATKOZASABAN

x=f(t,x) } ahol f: R x R" — R" folytonos fiiggvény .
x(l‘o) = X0

A korrekt kitiizottséghez elegendd, ha az f fiiggvény C!.
A(z altalanos) megoldds a (fy,fo,x0) kis kornyezetében értelmezett d(z,19,x9) fiiggvény,
amely maga is C! s amelyre ®(ty,,X0) = Xo.
28.5.5. PELDA AUTONOM KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLET KEZDETIERTEKFEL-
ADATA, A GLOBALIS MEGOLDAS VONATKOZASABAN

x=f(x) . N n s 5
(0) = xg } ahol f: R" — R" folytonos fiiggvény .

A korrekt kitlizottséghez elegendd, hogy??| f(x) — f(%)| < L|x — x|.
A(z éltaldnos) megoldés a teljes R x R” halmazon értelmezett ®(z,xy) folytonos fiiggvény,
amely elsé valtozéjdban C!, mdsodik véltozéjdban lokalisan Lipschitz s amelyre ®(0,xq) =
X0.

28.5.6. PELDA KONTRAKCIOS EGYENLET
x = ¢(x), ahol M teljes metrikus ter, ¢ : M — M kontrakcid.

A korrekt kitlizottség feltétele : mar semmi extra feltétel nem kell.
A megoldés az x* = ¢(x*) € M fixpont.

7 7z

A fenti feladatok mindegyike geometriailag szépen szemléltethetd és a megfeleld numerikus—
kozelitd algoritmusokkal a siker reményében kezelhetd: a nehézségek csak akkor torlédnak
Ossze, ha a feladat nagy méretdi, és/vagy ha a benne szerepld paraméterek konkrét értékei
kozott jelentds nagysdgrendi kiilonbségek vannak.

Nem véletlen, hogy a parcidlis egyenletek kimaradtak ebbdl a felsorolasbol.

2természetesen minden x, ¥ € R” esetén, egyszer s mindenkorra rogzitett L konstans mellett. (Itt a sokadik
lehetdség arra, hogy atismételjiik a derivalhatésdg és a lokdlis/globalis Lipschitz féle egyenl6tlenség, valamint
a derivaltmatrix norméja és a Lipschitz konstans kozotti 6sszefiiggéseket. Mindezek szépen szemléltethetSk az
n=1, f : R — R specidlis esetben. Ha az dbrakat fel tudjuk idézni és értjiik is Sket, minden tovabbi esziinkbe
fog jutni)
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29. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

Az Anna Karenina kezdémondata szerint két boldog csaldd mindig hasonlit egymadsra,
de minden boldogtalan csaldd a maga moédjan boldogtalan. Ennek az analdgidnak az
értelmében minden (nem mesterségesen konstrualt) kozonséges differencidlegyenlet egyként
boldog — azaz korrekt kitlizésli: egzisztencia, unicitds, folytonos fliggés —, a parcidlis
differencidlegyenletek azonban mindnydjan boldogtalanok: a sok k6zos megfontolds ellenére
is a legfontosabb egyenlettipusoknak mds €s mds, kiilon elméletiik van, és ezek egyenként is
nehezek.

A korrekt kitlizottség is problematikus, és méar a legegyszeriibb esetekben is az absztrak-
ci6 bizonyos szintjét igényli.

29.1. Hovezetés rudban. Homogén Dirichlet és Neumann
peremfeltétel

Adott egy homogén, L > 0 hossztisagu rud, amelynek mindkét végpontjat folyamatosan nulla
fokos hémérsékleten tartjuk. A kezdeti r = 0 idGpillanatban ismerjilkk a rad g : [0,L] — R
homérséklet—eloszldsat. Ismert tovdbba a rdd anyagénak p siirlisége, ¢ fajhdje és k h6—
diffiziés egyiitthat6ja. Keressiik az u : [0,00) x [0,L] — R hdmérséklet—fiiggvényt.

A h6vezetés folyamatat az u; = @iy, parcidlis differenciélegyenlet hatdrozza meg, ahol

a= —p a hdvezetési tényezd, u; és uy, pedig az u fuggveny 5 ¢€s a %5 parcidlis derivaltjai.

A peremfeltétel u(r,0) = u(t,L) =0, t > 0, a kezdeti feltétel u(0,x) = g(x), x € [0,L].
Feladatunk masodrendi (az ismeretlen u fiiggvény feladatban szerepld parcidlis derivalt-
jai kozott az u,, a legmagasabb rend(i) és linedris. A linearitds itt és most azt jelenti, hogy

( ) ult,m)=0 » & ﬁt(t,O):ﬁ(t,n)zo = vt(t,zo‘;xx:v(t,n)zo
u(0,) =g i(0,) =g v(0,) =g+§

aholv=u-+4d.

283
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A megoldist az internet! szerint végtelen sor alakjaban lehet felirni:

- T\N2,\ . T
1,x) = —(a=) n*t -
u(t,x) r;gnexp< (aL) n )sanx,

ahol a -
T
&n = Z/() g(x)sinznxdx, n=12,...
dllandok éppen a g fiiggvény {sinfnx}" ., x € [0,L] trigonometrikus rendszer szerinti

Fourier sorfejtésének egyiitthatoi. Ennek lehet nagyon Oriilni, de tudnunk kell, hogy a
megoldas legfontosabb tulajdonsigainak egy része csak iiggyel-bajjal himozhat6 ki ebbdl
a képletbdl. A képletet érteni kell, mint ahogyan a kottit énekelni. Ez a helyzet magaval
a korrekt kitizottséggel, valamint — részletek a 29.4 alfejezet legvégén — a végtelen
sebességll hatdsterjedéssel, a maximum elvvel, és a P6lya—Sturm tulajdonsaggal.

Figyeljiik meg, hogy u(t,x) — 0 ha t+ — «. A konvergencia egyenletes a [0,L]
intervallumon. Az exponencidlis tényezd a novelésével csokken, L novelésével novekszik.
A kihilés folyamata gyorsabb, ha a hdvezetési tényez6 nagy, és akkor is, ha rad rovid.
Jollehet ez utébbi informécidk nem olvashatdk ki a feladat L = 7, a = 1 normélalakjabdl,
a tovabbiakban csak ezzel az egyszeriisitett alakkal® foglalkozunk.

Tekintsiik tehdt — a matematikusok szohaszndlatival — az egydimenzids hdvezetés
homogén Dirichlet peremértékfeladatét a [0, 7] intervallumon:

u(t,0)=u(t,m)=0 » t>0,x€0,x], (29.1)
(0,)

7 2

amelynek megolddsa az L = 7 és a = 1 egyszertsitésekkel

Z gne ~1 in (nx), (29.2)

ahol
2

T
gn:—/ g(x)sin(nx)dx, n=1,2,....
T Jo

laz internet valésagos aranybdnya annak, aki azt j6l tudja haszndlni. Az aranybanya hasonlat a nemes érc

és a meddd kdzet ardnya szempontjabdl is kifejez valamit. A masik alapelv: ugyanarrdl a dologrdl egyszerre

tobb forrasbdl is helyes tdjékozddni €s a forrdsokat egymadssal osszehasonlitani. Megér plusz 6t percet, hogy

a valéban a szdimomra legjobban hasznalhaté anyagokat taldljam meg. Id6rdl idére még egy konyvtarba is

érdemes elmenni. A régi latin mondés veszélyesnek tartja — internet akkor nem 1évén — az egykonyvi embert
%az egyszerfisitést a

t=put, x=vy, %(t,x) =u(ut,vy) =u(t,x), u,v>0

valtozé—transzformdci6 jelenti. Mivel %; = pu; és Uy = v2u,,, legegyszeriibb a 2a =1, v = T vilasztss,
amely a [0, ) x [0,L] halmazt a [0,00) X [0, ] halmazba, az u;, = u,, egyenletet pedlg az U = Ucny egyenletbe
viszi. Természetesen a kezdeti és a peremfeltétel is transzformdlddik, elsbbi az % (0,%) = g(£x). x € [0, 7],
utébbi az % (1,0) = % (t,m) =0, T > 0 alakot 6lti. Igy az L = 7, a = 1 valasztds nem jelenti az dltaldnossag
megszoritasat
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Hidba van képletiink a megolddsra, a neheze még hatra van.

Természetes arra gondolnunk, hogy a g fiiggvény folytonos a [0,L] intervallumon.
Ahhoz, hogy a kezdeti és peremfeltételek egymassal 6sszhangban legyenek, teljesiilnie kell
a g(0) = g(L) = 0 kompatibilitdsi feltételnek. A tovdbbiakban jel6lje Ceompar([0,L]) azon
g € C([0,x],R) figgvények halmazit, amelyekre g(0) = g(L) = 0. Azt reméljiik, hogy g €
Ceompar (10, L]) esetén az u megoldasfiiggvény folytonos lesz a [0,0) x [0, L] halmazon. Sajnos
a (29.2) Fourier sor konvergencidjival bajok lehetnek, éspedig nemcsak az eleve kizart r < 0
értékekre, hanem a ¢t = 0 értéknél is>. Szerencsére a t > 0 eset problémamentes, a Fourier
sor id6tdl figgd egyiitthatdinak ottani kicsinysége miatt a (29.2) sorfejtés a (0,00) x [0, 7]
halmazon végtelenszer derivdlhatd, s6t analitikus fliggvényt hatdroz meg, amely eleget tesz

az u; = uy, egyenletnek, kielégiti a peremfeltételt, és amelyre ||u,(k) (t,)]lc = 0 hat — oo,
k € Nis igaz.
Egyeldre ott tartunk, hogy a 29.1 feladat megoldasat, a megolddsnak a g fliggvénytdl mint

kezdetiértéktol valo fiiggését explicit médon feltiintetve — mély 1élegzet — a

ha t=0,x€0,n]

29.3
sin(nx) ha t >0, x€0,7] -

g(x)
@eam={ 5 .
formula szolgaltatja. Adott t > 0 és g € Ceompar([0,7]) esetén P(z,8) € Ceompar ([0, 7]) az
a fiiggvény, amelyik az x helyen ezt és ezt az értéket veszi fel, maga a @ pedig [0,0) x
Ceompar ([0, 7)) = Ceompar ([0, 7)) leképezés.

A jelolés 29.1 és a 28.5 feladatok kozotti hasonldsagra utal: a g kezdetiérték pontosan
azt a szerepet tolti be a 29.1 feladatban, mint az xy kezdetiérték a 28.5 feladatban. Akércsak
a 28.5 feladat esetében, a @ leképezés folytonossaga itt is egyenértéki a korrekt kitlizottség
definiciéjaban felsorolt harmadik kovetelmény teljesiilésével.

29.1.1. TETEL A hévezetés (29.1) kezdeti és peremértékfeladata korrekt kitiizésii a
Ceompar ([0, 7)) térben.

Ez egyittal azt is jelenti, hogy ®(-,g) € C([0,00) x [0,L]) minden g € Ceompar ([0, ]) ese-
tén. A megoldds azonban doccenve indul’. A derivaltak u,(f,x) =—Y ", nlgne "t sin(nx) =
ux(t,x), t > 0 azonossdga a t = 0 kezdeti idGpillanatra csak a g fiiggvényre tett tovabbi
feltevések esetén — ha példaul g € C3([0,7]) és a g(0) = 0, g(n) = O természetes
kompatibilitési feltételen kiviil még g”(0) = g”(m) = 0 is teljesiil — terjeszthetd ki. Egy
mérnok dltaldban nem torédik az ennyire finom részletekkel. A sajat szempontjabdl teljesen
igaza van: a 29.1 feladat mogotti h6tani folyamat mar kordbban elkezdédott, és maga
a természet az, amelyik szép kezdeti feltételeket 4llit be a + = O idSpontra (és igy a
formaélis derivalassal adédé Fourier sorok mindegyike egyenletesen konvergens, toviabbd
u, g, Uyy € C([0,00) X [0,L]) €S uy = uyy is igaz a [0,e0) x [0, L] halmazon — egy matematika
irdnt érdekl6d6 mérnoknek azonban éreznie kell, hogy ezzel még nem jutott el a dolgok
legmélyére).

3Nem drt felfrissiteniink mindazt, amit a Fourier—sorfejtésr6l, Fourier sorok konvergencijardl tanultunk.
Ismeretes, van olyan g* € Ceompar([0,7]) fliggvény, amelyre a Fourier sor szeleteinek {Y | gisin(nx)},
sorozata még csak nem is korldtos. A maximum normdban val6 konvergencia tehat eleve kizart és igy az
dltalanos elmélet nem garantélja, hogy a (29.2) sorfejtés a [0,€) x [0,L], € > 0 halmazon folytonos fiiggvényt

definidl

Kiss Marton - Garay Barna, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



286 GEPESZKARI MATEMATIKA MSC

Tudjuk j6l, hogy a Fourier sorfejtés természetes kozege a négyzetesen integrdlhat6d
(nem sziikségképpen korldtos és folytonos) fiiggvények L, ([0, x]) tere, amelyben a skaldris
szorzdast, a normét és a tavolsagot rendre az

(8 =8 = [ el s Ifl, = VD =] [ P ds

ésa dn(9) =gl =/ [ 1709~ s(0P s

képletek definidljak. A kompatibilitasi feltételekkel mit sem torédve, tegyiink fel most csak
annyit, hogy g € L, ([0, 7]).

Mit érthetiink, mit értsiink ezek utdn 29.1 feladat megoldasdn? Szerencsére a 29.3 defini-
ci6 g € L»(]0,7]) esetén is érvényes. A megoldds mindenképpen doccenve indul’, simasdga
a t = 0 kezdeti iddpillanat utdn ugrasszerlien megnd, az u kétvaltozos fiiggvény végtelen
sokszor derivélhatd, st analitikus is a (0,0) x [0, L] halmazon. Maga az u; = u,, egyenlet és
a peremfeltétel is csak ar > 0 esetén érvényes. A t = 0 kezdeti pillanatban nem beszélhetiink a
megoldés folytonossdgéardl sem. Ami folytonos, az a megolddsnak az u(0,-) = g € L,([0, x])
kezdeti allapottdl val6 fiiggése, éspedig a

dL2(®(T,f),¢(t,g)) —0 hat—tés sz(f,g) —0 (29.4)
T,t > 0 értelemben, ami a korrekt kitlizottség harmadik feltétele.

29.1.2. TETEL A hdévezetés (29.1) kezdeti és peremértékfeladata korrekt kitiizésii az
L([0, 7t]) térben.

Hogy a 29.1 feladat linearitdsa a megolddsok felirdsaban is kifejez6djék, a T (t)g = ®(¢,g)
képlet segitségével bevezetjitk az T'(¢) : L, ([0, w]) — L»([0, 7)), g — T'(¢)g linedris operdtorok
t > 0 csalddjat. Konny( ldtni, hogy T(0) =idy,, T(t)T(s) = T (t +s), t,5 > 0. Vegyiik észre
azt is, hogy a T'(¢), t > 0 linedris operator korlatos, norméja a

2 T — _9,2 0 T e _ 2
”T(t)gHLZZEZIg’%e 2nt§e ZZEZIg%:e 2t||gHL2
n—= n=

egyenltlenség és a ||T(¢) sin(~)||i2 = e_Z’Hsin(-)H%2 egyenlGség miatt ||T(7)|| = e, a
folytonos fiiggést kifejezd (29.4) tulajdonsig pedig a

IT(0)f =T(t)gll,, =0 haz—1és|f—gl,—0

T,t > 0 alakot olti. Feltehetjiik, hogy 7 >t < 7=s5+1¢,s5,t > 0. Igy a

IT(2)f =T @)gll, <NT ST @) f =TO)f N, +1T@)f =T(0)gllL,

Yigy tiinik, ez utébbi két tulajdonsig igazoldsa az ¥ = 1, e e~ = e~ (rts) azonossdgokon mulik. Ha
azonban visszalépiink a konkrét képletektdl és az egészet egy nagyobb tavlatban nézziik, akkor azt 1atjuk, hogy
azT(0)=id, T(1)T(s) =T (t+s5) & P(0,8) =g, D(t,D(s,8)) = P(¢ + s, g) képletek egyediil az id6 muildsdnak
természetét fejezik ki, éspedig olyan rendszerekben, amelyek evoliicidjat az id6tdl fiiggetlen torvényszertiségek
hatdrozzdk meg. A dinamikai rendszerek definicidjaban megfogalmazott két algebrai tulajdonsagrél van szo,
azzal a kiilonbséggel, hogy a hdvezetési egyenletben az id6 csak eldre mehet
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<IT(s)=DT @) fllp, +e ' Ilf =gl

egyenltlenség miatt (29.4) ekvivalens a

: s _
slir(§1+||(T(s)—I)g||L2 hm Z n c2=0, gelLy([0,x])

tulajdonsdggal. Most matematika tanulmanyaink egyik legszebb szdmoldsa kovetkezik.
Mivel Y, c2 konvergens, adott &£ > 0 mellett az indexeket két, e—t6l fiiggé csoportra
bontjuk: ¥, = Y0 + ¥ vy, ahol Yoy 2 < §. Vilasszunk most olyan s* = s(€) > 0

-y —n? . . .

értéket, hogy |e™"* — I|c, < /5y minden 0 < s < s* és n=1,2,...,N esetén. Igy
2

Y, (e —n’s —1)"¢2<N £ +5=¢eha0<s<s* ami pontosan a nulldhoz tartds definicidja.

29.1.3. MEGJEGYZES Tekintsiik most az egydimenziés hdvezetés homogén Neumann
peremértékfeladatat a [0, 7| intervallumon:

Uy = Uxx
ux(t,O):ux(t,n):() t>0,x€ [O,ﬂ?], (29.5)
u(0,~) =8

amelynek megoldésa, ismét csak az internet és/vagy a kézikonyvek szerint
% + Z gne 7 cos (nx), (29.6)

ahol
——/ Ycos(nx)dx, n=0,1,2,....
A Neumann J4nosnl 6tven esztend6vel kordbbi német matematikusrol® elnevezett u, (¢,0) =

uy(t, ) = 0 peremfeltétel hdszigetelést jelent. Valoban, a ridban térolt E(¢) = [y u(t,x) dx,
t > 0 hdenergia az id6ben dllando, hiszen derivaltja

E(t):/Onut(t,x)dx:/Oﬂuxx(t,x)dx:[ux(t,x)]|§f6r:0

At — oo, u(t,x) — % hatdrdtmenet sordn a hdmérsékletkiilonbségek kiegyenlitGdnek. Az
alland6sult hémérséklet az % o g(x) dx integrélatlag.

29.2. Excursus. Altalanos megfontolisok

A 29.1 feladat korrekt kitlizottségének végiggondoldsa utdn most térjiink 4t az Q = {(x,y) €
R? | x? +y? < 1} nyilt egységkor—lemezen vett u,, + uyy, = f Poisson egyenlet

Mxx"‘”yy:f 5 (x,y)EQ } (29.7)
ulgo =0
3Carl Neumann nevét viseli a linedris analizis (1 —A)f1 = Z}f’:oAk sorfejtése is (melynek érvényességéhez

az kell, hogy az A métrix valamennyi sajatértéke egynél kisebb abszolut értékii legyen)
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homogén Dirichlet peremértékproblémdjanak targyaldsara, ahol f : Q — R adott folytonos
fliggvény, 0Q és Q pedig az egységkor—vonal és a zart egységkor—lemez, az Q hatdra/pereme
illetve lezdardsa. A villamossagtanban u elektrosztatikus potencidlt, f toltésstirtiséget jelent.
A hétani jelentés is vildgos: a(z idében mar dllandésult) hdmérsékleteloszlast keressiik az
egység—korlemezen, dlland6 bels6é héforrdsok esetén, a perem minden pontjt nulla fokosan
tartva. Kézenfekvd arra gondolnunk, hogy léteznek u € C(Q) N C?(Q) megoldasok: ezeket
nevezziik klasszikus megolddsoknak. Az ilyen megolddsok unicitdsidt Gauss igazolta, még a
XIX-ik szdzad elsé felében, az dltala felfedezett maximum elv segitségével. A maximum elv
konnyen kiadja azt is, hogy a klasszikus megoldasok folytonosan fiiggnek az egyenlet jobb
oldalédn szerepld f folytonos fliggvénytdl. A korrekt kitlizottség hdrom kovetelménye koziil
a masodik és a harmadik tehat teljesiil a klasszikus megolddsokra. Az elsGvel azonban baj
van: mintegy szdz éve példat adtak olyan folytonos f* : Q — R fiiggvényre, hogy az f = f*
vélasztds mellett a 29.7 feladatnak nincs C(Q) NC?(Q) megoldsa.

29.2.1. TETEL A 29.7 peremértékfeladat a klasszikus megolddsok C(Q) NC*(Q) terében

s

nem korrekt kitiizési.

A simasig megndvelése itt is egyfajta kiutat jelent. Amennyiben® f € C'(Q), akkor mar
l1étezik klasszikus megoldds. A tényleges kit azonban itt is a nagyobb absztrakcid, egy olyan
absztrakcid, amely egészen a mult szdzad kozepéig varatott magéara.

29.2.2. TETEL A 29.7 peremértékfeladat az dltaldnositott megolddsok HJ(Q) N H?(Q)
terében korrekt kitiizésii. Tetszdleges f € Ly(Q) esetén létezik, éspedig egyetlen u = u(f) €
H& (Q)NH?(Q) C Ly(Q) megoldds. Létezik tovdbbd egy, csak az Q tartomdnytol fiiggd
¢ = ¢(Q) dllandd, amelyre |[u(f) —u(f)||,, < cl|f — fll,, minden f, f € Ly(Q) esetén.

(Réadasul az u megoldas folytonosan fiigg magatl az Q-t6l is.) Mindehhez meg
kellett véltoztatnunk, dltaldnositanunk kellett a megoldds, és ezzel 6sszhangban a derivalas,
s6t a peremre vald leszoritds fogalmdt is. Itt a H] (Q) és a H*(Q) egyardnt Ugynevezett
Szoboljev/Sobolev tér, olyan fiiggvénytér, amelyben bizonyos éltalanositott derivdltak is
négyzetesen integralhatok.

Mondhatja valaki, hogy koszoni, de ebbdl nem kér, szivesebben marad a klasszikus
megolddsoknal és az f € C'(Q) fiiggvényeknél. Mondhatja, de akkor lemond arrél, hogy
megértse, mitdl miikodik a végeselem mddszer — amit haszndlni szeretne, s6t haszndl is.

Igaza van, ha ezt teszi. A konyvtari programokat fekete dobozként lehet haszndlni.
Ezek az inputok, és ezek az outputok és kozben a szamitogép csindl valamit. Nagyon sok
olyan, altalanosan elfogadott €s hasznalt numerikus eljards van, amelynek konvergencidjat
nem bizonyitotta senki. Még gyakoribb, hogy olyan feladatokra is futtatjdk oket, amelyek
nem tesznek eleget azoknak a feltételeknek, amelyekre az adott eljards konvergencidjat
bizonyitottdk. Igy igaz, hibrid és heurisztikus kodokat haszndlunk. A szdmitégépes
szimuldciok tudomdnya tapasztalati tudomany. Ha a kiszamolt eredmény 6sszhangban van
a labor—kisérletekkel, akkor a matematikai modell is, é€s a valasztott numerikus modszer 1is
megfeleld volt.

badott fiiggvény zart halmazon valé folytonos differencidlhatésagan, analitikussdgan etc. azt értjiik, hogy a
fiiggvény folytonosan differencidlhat6, analitikus etc. egy, az adott zart halmazt tartalmazé nyilt halmazon
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Az aramlastan (Navier-Stokes egyenletek), a villamossdgtan (Maxwell egyenletek), a
hétan (reakcido—diffizié egyenletek), vagy éppen az idegélettan (Hodgkin—Huxley egyen-
letek) bonyolult, nemlinedris folyamatait a felhaszndlhat6sdg magas szintjén modellezni
megkoveteli az absztrakcié magas szintjét is.

Pontosan ugy van, ahogyan Galilei megéllapitotta: a természet konyve a matematika
nyelvén irodott. Minden mérnok annyi matematikat tanuljon, amennyire sziiksége van. Ha
j6 mérnok, fogja tudni, mikor segiti 6t az absztrakcié. Erdemes elolvasni Karman Tédor
eredeti cikkét a Miiegyetem konyvtardban azokrdl az orvényekrél’, amelyeket késébb réla
neveztek el. Haromnegyedrészt tiszta komplex fiiggvénytan. A matematika a nyelv. Van
helye a gesztusoknak és a mutogatisnak. Olyasmit is ki lehet fejezni veliik, amikre a
beszElt nyelv kevésbé alkalmas. Mégis, az ember ‘a beszéld dllat’. (Akit csak orvényekrdl
hallottam beszélni, befelé csavarodé spirdlisokat rajzolt, ceruza s kréta hijan a levegbben. Az
is matematika: geometriai szemléltetés.)

El tudnak képzelni egy leend6 énekest a Zeneakadémidn, aki nem tud kottat olvasni?
Es egy leendd mérnokot, aki nem ismeri a képletek nyelvét? A zene és a matematika
egyarant ugynevezett metanyelvek. Nincs olyan ember, akinek a zene vagy a matematika az
anyanyelve lenne, de a rdjuk val6 fogékonysag is bele van kédolva az 4jsziilott homo sapiens
agyaba. Azt mondjdk, az anyanyelvet hirom—négy éves korig lehet megtanulni, utdna mar
— ha az alapreflexek nem gyakorlédnak be id6ben — egyéltalan nem megy. Idegen nyelvet
tanulni is minél korabban, anndl jobb. A veliink sziiletett absztrakcios készséget, absztrakcids

képességet is be kell gyakorolni.

NAVIER — STOKES EGYENLETEK: Osszenyomhatatlan (p = 1 konstans sfiriségi) folyadé-
kok dramldsat 2 €s 3 dimenzidban a

u; — VAu+ (u-Vju+Vp =f£(t,x),

V-u=0  plusz kezdeti- és peremfeltételek

Navier—Stokes egyenletek irjdk le. Az ismeretlenek az u(¢,x) sebesség és a p(z,x) nyomds
— a kinematikus viszkozitds v > 0 paramétere valamint az f(z,x) fiiggvény adottak.
A kétdimenzids esetben, ttérve az x = (x,y), u = (u,v), £ = (f1, f2) jelolésekre,

Ur — V(uxx ‘l‘l/lyy) + ully +vity + px = h (t7xay)
uy+vy =0 plusz kezdeti- €s peremfeltételek ,

ahol az utols6 egyenlet a tomegmegmaradas torvényét fejezi ki. A haromdimenzids esetben
a koordinatak szerinti 4tirds hasonld.

"Th. von Karman: ,,Uber den Mechanismus des Widerstandes, den ein bewegter Korper in einer Fliissigkeit
erfahrt 1-2”, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-Phys. Klasse 1911, 509-517; ibid. 1912, 547-
556 — angol nyelvii Osszefoglalds: ,,Von Karméan vortex shedding” in Springer Online Reference Works,
http://eom.springer.de/v/v130110.htm
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29.2.3. TETEL A 2D Navier—Stokes rendszer a megfelelé Szoboljev terekben (a Szoboljev
terek megvdlasztdsa figyelembe veszi a peremfeltételeket is) korrekt kitiizésii.

Amig a kétdimenzids eset elmélete szamos részletében is jol kidolgozott, a haromdimen-
zi0s esetben a legfontosabb kérdések (unicitas, globdlis egzisztencia) mindmadig nyitottak. A
3D Navier—Stokes egyenletek korrekt kitlizottségének kérdése egyike az egész matematika
legnehezebb és leghiresebb® problémainak.

A Navier—Stokes egyenletek illetve azok szdmtalan specidlis esetének vizsgdlataval
mérnokok, fizikusok, matematikusok, oceanografusok, meteorolégusok, szdmitdstechniku-
sok ezrei tOltotték el egész életiiket. A 3D feladat alkalmazésaindl, jelesen gdzturbinak
tervezésénél fellépd nehézségekre jol ravilagit, hogy a mikroturbulencia kaotikus celldinak
méretei szdz mikron nagysagrendiiek. Egy kobdeciméternyi térfogatban tehat nagyjdban—
egészében egymillidrd mikrocella van, amelyek mindegyike 6nmagéban is kiilon kis vilag.
Nincs az a szdmitégépi program, amely ezeket egyenként tudnd figyelembe venni. Sziikséges
tehat egyfajta numerikus atlagolds. De talsdgosan leegyszer(isiteni sem szabad a dolgokat.
Olyan modellek a hasznosak, amelyek révén az energiatermelés hatdsfoka szempontjabdl
optimalizdlni lehet az erdmiivi turbindk lapatjainak alakjat, és azt is, hogy azok minél kevésbé
és minél lassabban mardédjanak ki a kaotikus mikrocelldk turbulens dramldsai dltal. A
matematikai alapfeladat megoldatlansidga ide vagy oda, nem kevés az, amit az dramlasokrol
€s azon beliil a turbulencidrdl ismeriink — €s ami az igazan fontos: a gézturbindk forognak,
az idGjardst négy napra’ nagy biztonsiggal meg lehet j6solni, a repiil6gépek szallnak.

Eppen itt az ideje, hogy visszatérjiink a foldre és egymds utdn roviden éttekintsiik, mit
tehetiink a parcidlis differencidlegyenletek legfontosabb tipusaival, s hogyan oldhatjuk meg a
rdjuk vonatkoz6 kezdeti— és peremértékfeladatokat.

29.3. A hullamegyenlet egy dimenzioban

Ko6zonséges differencidlegyenletek targyaldsandl megszoktuk, hogy az altaldnos megoldas
néhany szabad konstanst tartalmaz. A szabad konstansok szdma megegyezik a differenci-

dlegyenlet rendjével, amint azt a rugémozgds sordn fellépd rezonancia jelenségét bemutatd
szokdsos

1
¥+4x=cos(2t) = x(t)=cjcos(2t)+cpsin(2t) + 2 sin(2t) , c¢j,c2 €R

példa mutatja. A ¢ és a ¢ konstansok értékét a kezdeti feltételek, jelen esetben az x(0) = xo
kezdeti kitérés és az x(0) = vo kezdeti sebesség hatdrozzdk meg. De ugyanigy emlithetiink
egy masik alapvet6 példat, a szabadon fiiggé kotél alakjat leird

1
2 = y(x) = —ch(cix+c2) , 0#c1 €R, €R

w' =1+
&)

8a http://www.claymath.org hét ilyen, a kétezredik évrél milleneumiaknak nevezett feladatot jelolt meg —
és mindegyikiik megoldasat egymilli6 dollarral jutalmazza

9de sokkal tovdbbra mér nem, és ez utébbinak mai tuddsunk szerint elvi, a kdosz matematikai elméletében
