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4 I rész

1. Bevezetés. Alapfogalmak és példak

Ebben az jegyzetben dinamikai rendszeren idOben determinisztikusan fejlodd — diszkrét
vagy folytonos idejli — rendszert értiink.

1.1. DEFINICIO Legyen (M,.7 ) mérhetd tér, azaz M az alaphalmaz, dinamikai rendszeriink
fazistere, és F M részhalmazainak 6-algebrdja. Az (M,.%,T) hdrmast, ahol T: M — M,
endomorfizmusnak nevezziik, ha T mérhet6, azaz VA € F-re T"'A € Z.

1.2. DEFINICIO Az (M,.7,T) hdrmast, ahol T : M — M, automorfizmusnak nevezziik, ha
T és T~ is endomorfizmusok.

Klasszikus példa dinamikai rendszerre a Naprendszer, amelynek mozgésat a tuddsok
stabilnak tekintették. (Tekintsiik valamely dinamikai rendszer két adott, infinitezimalisan
kozeli fazispontjahoz tartozo palydkat. Attdl fliggden, hogy az iddbeli fejlodés sordn a palyak
tavolsaga — tipikus pdlyapar esetén — legfeljebb polinomidlisan illetve legaldbb (pozitiv)
exponencidlisan valtozik, a rendszert stabilisnak illetve instabilnak nevezziik.)

A Naprendszer klasszikus mechanikai szempontbdl az tigynevezett n-test probléméval
modellezhetd, ez alatt n tomegpont (az égitestek) rendszerét értjiik, amint azok az egymadsra
gyakorolt graviticids erdterek hatdsara mozognak. Megoldani, integrdlni azonban csak a
két-test problémat sikeriilt, a harom-test problémat mar nem. S&t, a konnyitett valtozat,
az un. korlatozott harom-test probléma is hosszu ideig ellendllt. A korldtozott hdarom-test
problémadnadl feltessziik, hogy a hdrom tomegpont koziil az egyik tomege elenyészben kicsi;
ekkor redlis volt a remény, hogy a megoldast megkaphatjuk mint a két-test probléma ismert
megoldasdnak perturbacidjat.

A kozelités ésszerliségét szemléltethetjiik a Vénusz palydjanak szamoldsaval. A Vénusz
mozgésat elsdsorban a Nap graviticids vonzdsa hatdrozza meg, de csekély hatdst a tobbi
bolyg6 is gyakorol rd. A Nap koriili ellipszispalyat els6sorban a Jupiter deformalja, azonban
ennek 4tlagos ereje is kisebb mint a Napénak 2.1077-szerese. Els6rendd kozelitésben
még ezt kell figyelembe venniink, ez éppen a korlatozott harom-test-probléma. Finomabb
kozelitésben azutdn mar a Fold vonzerejével is szdmolnunk kellene, ez atlagosan a Napénak
4.1075-szorosa.

Széval mi is a helyzet a korldtozott hdrom-test-problémdndl az 4ltaldnos esetben? A
vdalasz joval bonyolultabbnak bizonyult a vartnal, amit a harom-test problémanal egyszeriibb,
de vele rokon példdn szemléltetiink.

1.3. PELDA (A KORGYURU FORGATASA) Tekintsik az M = [a,b] x S fazistéren a
T(r,¢) = (r,¢ + f(r)) automorfizmust, ahol 0 < a < b és f(r) szigordan monoton ndvekedd
C! fiiggvény. (Mivel S = R/Z, azért az (r, ¢ ) polarkoordindta szog-valtozéjiban az Ssszeadds
mod 1 értelemben szerepel.) Ennek minden r € [a,b] értékre az r = const. gorbe invaridns
gorbéje (kovetkezésképpen a fazistér ,folidzva” van ezekkel), a rendszer stabil. Az r =
const. invaridns gorbéket invaridns toruszoknak is nevezik; topologiailag ezek egydimenzids
toruszok.

v

1.4. PELDA (A KORVONAL FORGATASA) Az el6z6 példa rogton egy egyszeriibbet is
tartalmaz. Tekintsiik az M = § korvonalon az Rgx = x + o automorfizmust (ismét mod 1).

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



1. Bevezetés. Alapfogalmak és példak 5

Ezt nevezik a kérvonal forgatdsdnak, és o a forgatasi szog. Konnyt l4tni, hogy raciondlis o
esetén minden pont periodikus, irraciondlis & esetén minden pélya sir( (ezt a 2. fejezetben
bizonyitjuk is).

1.5. PELDA (A KORGYURU DIFFEOMORFIZMUSA) Visszatérve az 1.3. Példahoz, a kérdés
az, mi torténik, ha T helyett a T := Te(r,9) := (r+€a(r,¢),¢ + f(r) +€B(r, ¢)) perturbalt

leképezést vessziik, ahol & és 3 sima fiiggvények, amelyekkel T az M korgy(irt diffeomor-
fizmusa (azaz az inverz is l1étezik és differencialhato).

A T leképezések tehat a korgyiirii (az annulus) diffeomorfizmusai ko6z¢ tartoznak.
Vajon ezeknek is lesznek-e — legaldbbis kis €-ra — T-hez hasonléan M minden pontjin
keresztiil invaridns téruszai? A vélasz, amelyet 1954-ben A. N. Kolmogorov taldlt, a
korédbbi varakozashoz képest rendkiviil meglepd volt. A perturbdlt leképezéseknek valéban
megmaradnak bizonyos invaridns toruszai abban az értelemben, hogy

1. lesznek invaridns I gorbék, amelyek topoldgiailag téruszok,

2. tovéabb4 az ezekre korldtozott leképezésnek az un. forgatdsi szdma (ez a forgatasi szog
altaldnositdsa, a pontos definiciét 1. kés6bb) azonos a 7' automorfizmus valamely r =
r(I") sugédrhoz tartozé f(r) forgatdsi szogével:

3. végill T és T, azonos forgatdsi szamhoz tartozé invaridns téruszai egymas alkalmas
perturbaltjai.

Mirmost, hogy milyen f(r) forgatasi szogekhez tartoz6 invaridns téruszok maradnak
meg, az a szog szdmelméleti tulajdonsdgaitdl fiigg: minél rosszabbul kozelithetd f(r)
raciondlisokkal, anndl nagyobb perturbacidnak is ellendll. El6szor szamitégépes eredmények
mutattdk, hogy Kolmogorov eredménye az igazsdgot mutatja abban az értelemben, hogy
altalaban a perturbaciéndl megmaradoé invaridns téruszok kozotti tartomdnyokban tipikusan
olyan kaotikus, instabil palyék is el6fordulnak, amelyek lezartjai pozitiv mértékd halmazok.
Kolmogorov 6ridsi érdeme a szokatlan, egészen 1Uj jelenség észrevétele, és a bizonyitds
alapgondolatdnak megtaldlasa. Az analitikus, igen nehéz részletek teljes €s matematikailag
szigoru kidolgozdsa, €s a feltételek 1ényeges javitdsa Arnold (1963) és Moser (1962) eredmé-
nye, ezért nevezik az elméletet Kolmogorov—Arnold—Moser, roviden KAM-elméletnek. A
kés6bbiekben egy mar egyszerdsitett bizonyitast ismertetiink.

A szamunkra legérdekesebb dinamikai rendszerek koziil soknak a matematikai megkoze-
lités szdmadra igen elény0Os tovabbi tulajdonsdga is van: M-en megadhat6 olyan, gyakran az M
topologikus tulajdonsdgaival 0sszhangban levd mérték, amelyet a dinamika invaridnsan hagy.
Ez a helyzet pl. a klasszikus mechanika Hamilton-rendszereinél, ahol az an. Liouville-mérték
mindig invaridns az id6beli fejlédésre vonatkozolag.

1.6. DEFINICIO Legyen (M,%) mérhet6 tér, és rajta adott a | mérték, amelyet az
1.1. Definicio értelmében vett T endomorfizmus invaridnsan hagy (azaz: YA € F-re
w(T='A) = u(A)). Az (M,.F,u,T) négyest ugyancsak endomorfizmusnak nevezziik. A
szovegosszefiiggésbol ki fog mindig deriilni, vajon van-e invaridns mérték, avagy nincs,
pontosabban gondolunk-e rd avagy nem. Ugyancsak, ha ezt kiilon nem emlitjiik, a U
mértékrdl feltessziik, hogy valdsziniiségi mérték, azaz w(M) = 1.

Szasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



6 I rész

1.7. DEFINIiCIO Az (M,.Z,u,T) négyest automorfizmusnak nevezziik, ha T és T~ is
endomorfizmusok.

Az 1.3. és 1.4. Példékban a Lebesgue-mérték invaridns, mig az 1.5. Példdban tipikusan
nincs sima invarians mérték.

1.8. PELDA (GAUSS-LEKEPEZES) Tekintsiik az [ := [0,1) egységintervallum kovetkezd

transzformdciojat:
{ : }
Tx=4q—
X

ahol {x} = x — [x] az x szdm tortrésze. Ez a leképezés nemcsak az 1.1. Definici6 értelmében
endomorfizmus, hanem kovetkezd Lemmank szerint az 1.6. Definici6 értelmében is.

s o 2

1.9. LEMMA A Gauss-leképezésnek van sima invaridns mértéke, amelynek siiriiségfiiggveé-
nye
1

P = T og2
B1ZONYITAS Ha van invaridns mérték, akkor az (y,y + dy) intervallum mértéke egyrészt
p(y)dy, masrészt

o)

) [l =Y p()xidy
k=1

gk

k

I
_

ahol x; := (k+y)~': 1 <k azy = Tx egyenlet megolddsai. Innen

_ nd . x2: nd 1 1
p0)= L ptwd =Y (Hy) r—

Pl

Elemi szdmolds mar adja, hogy a Lemmadban szerepls siirliség megoldja a kapott fiiggvénye-
gyenletet. O

A Gauss leképezés alapvetd szerepet jatszik a lanctortek metrikus elméletében.

1.10. PELDA (INTERVALLUMLEKEPEZESEK) Az 1.8. Példa sugallja a kovetkezd leképe-
zéscsaldd bevezetését. Legyen f: [0,1] — R C'-fiiggvény, amelyre a Tx := {f(x)} médon
értelmezett T: [0,1] — [0,1] endomorfizmus végesen invertdlhaté (azaz Vy € [0,1]-re a
Tx =y egyenletnek véges sok megoldasa van). Az igy bevezetett leképezéseket nevezziik
intervallumleképezéseknek. Mivel a lehet6 legalacsonyabb-dimenzidsak, ezért — matema-
tikai vagy akdr szdmitogépes — tanulmédnyozdsuk viszonylag egyszeriibb, ugyanakkor mar
ezek is rendkiviil gazdag viselkedést mutatnak. S6t ugyanez elmondhat6é a még egyszeriibb
f(x) := ux(1—x) (u > 0) kvadratikus fiiggvény dltal definidlt csalddra. Kés6bb latni fogjuk,
hogy ezen leképezések akkor viselkednek ergodikus, kaotikus, sztochasztikus mddon, ha
létezik sima invaridns mértékiik. A Gauss leképezésnél leirt mddon itt is konny( felirni az

7

esetleg 1étez6 invaridns mérték p(y) stirtiségfiiggvényére az egyenletet. Nevezetesen:

P0)= T

x: Tx=y

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



1. Bevezetés. Alapfogalmak és példak 7

A jobb oldali operétort (itt nem mondtuk meg, milyen térben értelmeztiik) nevezik Perron—
Frobenius—Ruelle-operdtornak, és ennek fixpontja a keresett stirliség.

A valészinliségszamitasbol jol ismert az f: [0,1) — [0,1), f(x) = 2x (mod 1) fiiggvény
4ltal definidlt Gn. binaris- (vagy diadikus-) leképezés. Igen fontosak a szakaszonként C!
f-fuggvények éltal értelmezett intervallumleképezések is.

Csak emlitjiik a kétdimenzids analitikus leképezéseket, amelyek, ha lehet, még az
intervallumleképezéseknél is gazdagabb viselkedést mutatnak. Egyszerli példa itt is a
kvadratikus csaldd: Tz := z> +c ahol ¢ € C (nyilvan T: C — C).

Tovébbi fontos példakkal a kdvetkezo fejezetekben is megismerkediink.

Mese a Naprendszerre vonatkozé legijabb szimulaciokrol.

Az 1994-es périzsi Matematikai Fizikai Vildgkongresszuson J. Laskar francia kutaté meglepd
eredményekrdl szamolt be. Lényeges dllitdsa, hogy a Naprendszer jovobeli fejlédését 100
millié évre eldre tudjak szamolni, és ez egyben elvi korlat is. Igen érdekes elvi Gjdonsag,
hogy a stabilnak hitt rendszerben kaotikus oszcillacidk is megjelennek. Nevezetesen pl. a
Mars forgastengelyének irdnya végez ilyet. Ez természetesen az iddjardsra is hat, ami erdsen
csokkenti az élet kialakuldsanak esélyeit. Ugyanezt a kaotikus oszcilldciét mutatta a Fold
forgastengelye is, amikor a rendszerbdl kihagytdk a Fold holdjat. Ez arra utal, hogy a Fold
mozgasanak stabilitdsa, beleértve a Fold forgastengelyének szabélyos véltozasat, annak ko-
vetkezménye, hogy Foldiink viszonylag nehéz Holddal rendelkezik.

Folytonos paraméterii dinamikai rendszerek

Differencidlegyenletekbdl szdrmaztatott dinamikai rendszereknél az id6 folytonos. Ezért
természetes az egyparaméteres leképezés(fél)csoportok bevezetése.

1.11. DEFINICIO Legyen (M,.7 ,/,L,SR) egyparaméteres automorfizmuscsoport, azaz le-
gyen Nt € R-re " automorfizmus, és teljesiilion Vt,s € R és x € M-re: S™x = §'($*x).
SR folyam, ha Vf: M — R mérheté fiiggvényre f(S'x) mérheté M x R-en.

Az el6z6 definicidoban az R paramétertartomédnyt R, -szal helyettesitve az értelemszert
véltoztatdsokkal kapjuk a S®+ endomorfizmus-félcsoport, mas néven fél-folyam fogalmat.

1.12. PELDA (A TORUSZ FELTEKERESE) Ez a korvonal forgatdsdnak altaldnositdsa. Itt
M :=T¢~R?/7%, u a Lebesgue-mérték, és

Sxi=x+to (mod T%)

ahol « € ¢ tetszbleges.
Ugyanezt a transzformdciot tekinthetjiik csak diszkrét idSpontokban

T!:=x+na  (modT?). (1.1)

Ez a torusz eltoldsa, ami éltalaban a csoport-eltolds specidlis esete (1. 3.8. Példa).

A fenti példa egyben utal azokra az éltaldnos konstrukciokra, amelyekkel diszkrét és
folytonos idejl dinamikai rendszerek kozott természetes kapcsolatot lehet teremteni.

Szasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1.13. DEFINICIO (A FELFUGGESZTETT FOLYAM) Legyen (M, ,u,T) automorfizmus
a 1.2. Definicié értelmében, és f : M — R, f € L1(l) (azaz nemnegativ és integrdlhato)
fiiggvény. Folyamunk fdzistere

Mp={(rs)keMO<s< @}/ ~  (6f()~ (Tx0),

és S'(x,s) = (x,s +1), Y(x,5) € Mp,t € R, Kozvetleniil ellendrizhetd, hogy pf =
(fyrfdw)~! - u x Leb invaridns valésziniiségi mérték, azaz (Mf,ng,,uf,SR+) folyam a
1.11.  definicio értelmében (¥y = F @ £, ahol £ a Lebesgue-mérheté halmazok
o-algebrdja). Az igy kapott automorfizmus-csoportot az f(x) tetdfiiggvényhez tartozo
felfiiggesztett folyamnak (angolul suspension flow) hivjuk.

A felfiiggesztett folyamnak sokszor 1étezik természetes "inverz konstrukcidja" is. Legyen
(M,.7,u,S®) folyam, és N € .F "kell6en szép" halmaz, melyre (i) u(N) = 0, de N-n
természetes modon értelmezhetd egy %y o-algebra, melyen u mérték természetes moédon
indukal egy wy mértéket; (ii) Uy-majdnem minden x € N esetén a {tr € RT|S'x € N} halmaz
nem iires, diszkrét részhalmaza R"-nak. (Ezt garantdlja példdul, ha M Riemann-sokasag,
u a Lebesgue-mértékre abszolut folytonos, N pedig egy a folyam irdnydara transzverzalis
hiperfeliilet M-ben.) Ekkor py-majdnem x € N esetén értelmezhetd 7(x) = min{t > 0|S'x €
N}, és Tyx = S™Wx. Az igy kapott (N, Zy, Uy, Tiy) automorfizmust Poincaré leképezésnek,
N-t pedig Poincaré szelésnek hivjuk.

Visszatérve a 1.12. példdhoz, a (d-dimenzids) térusz feltekerését megkaphatjuk, mint
a (d — 1 dimenziés) térusz eltoldsdhoz tartozé felfiiggesztett folyamot, az f(x) = 1 tets-
fiiggvénnyel. Forditva, a torusz eltolasdt megkaphatjuk a térusz feltekerésébdl, mint az
N = {x; = 0} Poincaré szeléshez tartozé Poincaré leképezést.

Tekintsiink még egy példat egyparaméteres automorfizmuscsoportra.

1.14. PELDA (AZ INGA FAZISKEPE) Tekintsiink egy ¢ hosszisagu fondlra felfiiggesztett
m = 1 tomeg( pontszerl tomeget. Jeloljiik g-val az inga kitérésének szogét, p-vel momentu-
mat, ami az adott esetben egyben sebessége is. Egyszer( elvekbol kovetkezben

q=p

‘ 5 . (1.2)
p = —m"sing,

8
holw=,/=>.
ahol o \/;

Rendszeriink, amely igy is frhaté:
. 2 . .
G+wsing=0

Hamilton-rendszer, és Hamilton-fiiggvénye

+ (1 —cosq) ®°.

2
p

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



1. Bevezetés. Alapfogalmak és példdk 9

Valéban
_JH
q ap
. JoH
p oq’
és igy
dH (p, JH JoH
(P:q) _OH Ly
dr ap dq

miatt H = H(p(t),q(t)) mozgéasdllandd. Tehdt az (1.2) egyenlet megolddsai a H = constans
gorbék mentén véltoznak. Emellett a g szogvaltoz6 2m-periodikus, igy a fazistér a (—eo <
p < 00,0 < g < 27) hengerpaldsttal azonosithatd.

Az (1.2) rendszernek két fixpontja, azaz szinguldris pontja van, vagyis ahol (¢, p) = 0;
ezek (p1 =0,q1 =0), (p2 =0,¢9> = 1) (az elsd az inga legalsd, a masik a legfelsd helyzete).
Mindkét fixpont kornyezetében tekinthetjiik e rendszer linedris kozelitését. Ezek

00T
20-( 7))o

D sajatértékei: A; = +iw, Dy-éi: A, = .
Az elsG esetben a linearizdlt egyenlet valés megoldésai p(t) = Cocos(@t + @), g(t) =

1
Csin(wt + @), ezek ellipsziseken véltoznak (@ p* 4+ ¢* = C?), a mésodik esetben p(t) =
1
Coch(wt+ @), q(t) = Csh(wt + @); ezek viszont hiperboldkon valtoznak (E P —¢*=C?).
A linedris kozelitések azonban csak a fixpontok kozelében irjdk le jol a palydkat,
globdlisan igy néz ki a faziskép:

I.1. abra. Az inga fazisképe

2
Valéban, a H = H(p,q) = % + (1 — cosq)@? energia konstans 1évén, H > 20? esetén

a mozgds forgas jellegti, p sehol sem lehet nulla, ¢ monoton médon viltozik; 0 < H < 2®?

H .
esetén (p = 0, g = arccos(1 — —)) pontja az orbitnak, a mozgds lengé jellegi.
02

Szasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



10 I rész

2
H = 20” esetén a megoldds a P_ (1)2(1 + cos @) gorbepdron, az un. szeparatrixon

valtozik. A (0,0) fixpont elliptikus, a (0,7) fixpont hiperbolikus, a szeparatrix (7,0)-beli
érint6i épp az (1.3)-ban szerepld D, linedris operator sajdtiranyai.
Fiiggelék

e Mérheto tér, Val(’)szinl’iségi mez6. Ha M tetszGleges nem-iires halmaz, akkor M
részhalmazainak egy .# csaladjat o —algebrdnak nevezziik, ha (i) 0 € .%, (ii) minden

Al,..., Ay, -+ € .F esetén U A, € F, és végill (iii) ha A € .#, akkor A° € ¥ (mas
n=1

széval F zért a megszamldlhaté egyesités €s a komplementerképzés miveleteire

nézve). A u: .7 — R, figgvényt merteknek nevezzuk ha tetszéleges Ay, ...,A,, - €

F, AyNApy =0 (n# m) esetén u U An) Z w(A,). A u mérték valdsziniiségi, ha
n=1

wu(M)=1. Az (M,.7) par neve mérhetd tér, az (M ,-Z , ) harmasé mértékes tér (illetve
valdsziniiségi mezd, ha u valészinliségi mérték.) Nem jelentds megszoritds, ezért a
tovdbbiakban mindeniitt feltessziik, hogy a szerepld mértékek teljesek, azaz ha B C A,
és u(A) = 0, akkor egyittal B € .% (és kovetkezSleg u(B) = 0). Ha M topologikus
tér (pl. metrikus tér, vagy specidlisan az euklideszi tér), akkor a nyilt halmazok altal
generdlt c-algebra az Un. Borel 6-algebra. Ha — Riemann-sokasigok, igy pl. ismét az
euklideszi tér esetén — az alapul vett mérték a Riemann-mérték, illetve a Lebesgue-
mérték — akkor a széban forgd mértéknek egyetlen legsziikebb teljes kiterjesztése
van (az euklideszi esetben a megfelelé c-algebriat a Lebesgue c-algebrdnak és az
ott értelmezett mértéket pedig Lebesgue-mértéknek nevezziik).

o Integralhelyettesités. A Perron—Frobenius—Ruelle-operator levezetésénél mar hasz-
ndltuk és a jovoben is sokszor alkalmazzuk az alapvets integralhelyettesitési azonossa-
got. Legyen (M,.%, i) valészintiségi mezd, (M', . #') mérhetd tér, f: M — M’ mérhetd
leképezés és ¢ : M’ — R mérhetd fiiggvény. Akkor

| ot [ o0 (@) (14

4ll, valahdnyszor barmelyik oldalon szerepld integral létezik. A df.u(y) = u(f~'dy)
M'-n értelmezett mértéket a g mérték eldretoltjdnak is hivjuk (definicié szerint VA €
F' esetén fiu(A) = u(f~'A)). Specidlisan, ha M és M’ is egy intervallum R-ben,
U abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre p(x) stirtiségfiiggvénnyel, és az f leképe-
z€s (szakaszonként) folytonosan differencidlhatd, akkor f,u is abszolit folytonos a

Lebesgue-mértékre, és p’(y) stirliségfiiggvénye a

! (x)
() = e
POI= X 1)

képlettel szdmolhato.
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2. Poincaré rekurrencia tétele. Ergodtételek

A legegyszerlibb kérdés, amely mar a 19. szdzadban is foglalkoztatta a dinamikai rend-
szerekkel foglalkoz6 kutatokat: visszatérnek-e el6bb-utébb a fazispontok sajat maguk kis
kornyezetébe. A periodikus pontok persze ilyenek, de ezekbdl éltaldban viszonylag kevés
van. Poincaré egyszer tétele igen altaldnos, mert topoldgiat sem feltételez.

2.1. TETEL (POINCARE REKURRENCIA TETELE, 1899) Legyen (M,.%,u,T) tetszbleges
endomorfizmus, és A € #. Ekkor A W-majdnem minden pontja visszatérd, azaz L—m. m.
x€A-radneZ, hogy T"x € A.

2.2. KOVETKEZMENY A u—m. m. pontja erésen is visszatérd, azaz végtelen sokszor
visszatér A-ba.

B1ZONYITAS Poincaré tétele miatt minden n-re T" is visszatérs, azaz 3B, hogy u(B,) =0

és A\ B,-en T" visszatérG. A \ UB" pontjai végtelen sokszor térnek vissza A-ba. a
1

BIZONYITAS (A 2 1. TETEL BIZONYITASA) Legyen N C A a nem-visszatérd pontok hal-

maza: N :=A\ ( UTkA =AN( ﬂT (M\A)).
k=1
Allitjuk, hogy Vn € Z,-ra NN T "N = (. Valéban, hax € NNT "N lenne, akkor x € A
és egyuttal 7"x € A lenne, igy x is visszatérd volna, ellentétben N definicidjaval.
Az el6bbi éllitas kovetkezménye: V0 < k < [-re

T*NATIN=T*NnT"HN)=0

tehat N,T~!N,...,T~"N,... paronként diszjunktak, ezért u végessége miatt (N) =0. [
Poincaré rekurrencia tételéhez is kapcsolddik az aldbbi indukalt leképezések fogalma

(érdemes Osszevetni a felfiiggesztett folyam, illetve a Poincaré leképezés fogalmaval az el6z6

fejezetbdl).

Legyen (M,.%,u,T) endomorfizmus és A C M, u(A) >0

2.3. DEFINICIO (DERIVALT LEKEPEZES)
TA 5 AD
Tyx = T"Wyx
ahol n(x) = min{k > 1 | T*x € A} (Poincaré rekurrencia miatt:
U(x €A |n(x) =00)=0).

2.4. TETEL (A, %4, U4, Ty) endomorfizmus, ahol ua(B) = w(ANB)/u(A).

Legyen most (M,.%,u,T) endomorfizmus, és f: M — N mérhetd.
Legyen My := {(x,k) |[xe M, 1 <k < fx} C M xN. Fy - a szorzat altal generdlt o-
algebra. us(Ax {k})=pu(A), hax € A-ra f(x) >k
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2.5. DEFINICIO (PRIMITIV (VAGY TORONY) LEKEPEZES) Torony vagy primitiv leképe-

2

zes.!
x,k+1) ha k< fx
Tp: Mg Tf(ka):{ ETx,l) ha k= fx.

2.6. TETEL Ha u(M) < oo, és f € Ly, akkor ps(My) :/ F(x)du(x).
M

2.7. TETEL (Mf,ng,Tf,‘LLf) mértéktarto.

2.8. FELADAT Ty derivdlt leképezése az M x {1} halmazon éppen T.

Poincaré tételének egyszerd alkalmazdsa: tekintsiik a korvonal forgatdsat (1.4. Példa).
Ha a = r/s raciondlis, akkor R{, = Id, és minden pont periodikus. Tekintsiik irraciondlis o
esetét. 2.1. Tételt alkalmazva az A := (—38,0) halmazra, 14tjuk, hogy dx € A és In, hogy
—0 < (0#) x+na (mod 1) < 6. Tehdt —286 < no (mod 1) < 26. Innen mar azonnal

7

adddik, hogy Vx € S-re a {x+no (mod 1)} halmaz siri S-en. (Megjegyezziik, hogy az
{x+na (mod 1)} halmaz sir volta kozvetleniil is konnyen beldthaté pusztin azt haszndlva,
hogy irraciondlis o esetén e halmaz nem lehet véges.)

Igen gyakran olyan dinamikai rendszereket vizsgdlunk, ahol a fazistér topologikus struk-
turdval is rendelkezik; egyszertliség kedvéért ilyenkor itt mindig feltessziik, hogy M lokalisan
kompakt, szeparabilis metrikus tér. .% jellemzGen a Borel o-algebra, T endomorfizmusrdl

pedig feltessziik, hogy folytonos.

2.9. DEFINICIO Legyen T folytonos endomorfizmus. Az X C M részhalmazt minimdlisnak
nevezziik, ha nem tartalmaz valodi, nem-iires, zdrt, T-invaridns részhalmazt. Ha maga
M minimdlis halmaz, akkor a T-t minimdlis endomorfizmusnak nevezziik. A minimalitds
ekvivalens jellemzése: minden pont pdlydja siirii M-ben. A T endomorfizmust topologikusan
tranzitivnak nevezziik, ha van olyan x € M fazispont, amelynek a pdlydja siirii M-ben.

Minimélis endomorfizmus nyilvdn topologikusan tranzitiv. El&bbi észrevételiink értel-
mében a korvonal irraciondlis forgatdsa minimélis, igy topologikusan tranzitiv is.

Boltzmann ergodikus hipotézise és Neumann ergodtétele

Ludwig Boltzmann a 19. szdzad 70-es éveiben a statisztikus fizika megalapozdsan dolgozva
megfogalmazta az Un. ergodikus hipotézist. Legyen My valamely N szabadsidgi foku
mechanikai rendszer fézistere, és ezen fy: My — R egy mérés. Rendszeriinkrdl tegyiik
fel, hogy egyensilyban van, tehdt My-en adva van egy uy egyensilyi, vagyis invaridns
mérték (a Liouville mérték). Boltzmann hipotézise szerint, ha rendszeriink nagy (N > 1),
a megfigyelések id6beli dtlaga konvergdl a térbeli, egyensulyi atlagértékhez, azaz formalisan

yr [ pras [ feant

hacsak T,N — o. Mind a rendszer ,,nagy” voltira vonatkozé feltevés, mind a hasznélt
konvergenciafogalom matematikailag tisztdzatlanok voltak. Barmennyire is fontos volt és
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2. Poincaré rekurrencia tétele. Ergodtételek 13

matematikailag is izgalmasnak tlint az ergodikus hipotézis, mégis csak tobb mint 50 év
elteltével sikeriilt megtenni az elsd igazi 1épéseket.

Legyen (M,.%,u,T) tetsz6leges endomorfizmus, és f: M — R valamilyen ,,mérés”,
azaz a fazistéren értelmezett, alkalmas feltételeknek eleget tevd fiiggvény. Az ergodicitds
matematikai modellezéséhez fontos 10kést adott Koopman 6tlete. A dinamikai rendszereket
természetes modon pontleképezésekként értették, mi is igy vezettiik be a fogalmat. Koopman

7 oz

1929-ben a kovetkezd egyszeri atfogalmazast javasolta: A pontleképezés helyett tekintsiik a
(Tf)(x) := f(Tx)

— linedris — fuggvénytranszformdciot, mondjuk az L, = {f: || f|, := (/M(\f|p)du)l/p < oo}
fiiggvénytéren. (T-t a T leképezés ltal indukdlt operdtornak nevezziik.) A u mérték invari-
ancidjdnak kozvetlen folyomanya, hogy T izometria, azaz ||T f||, = || f|, és igy ||T]|, = 1.
Az indukdlt leképezés objektuma konnyen kezelhetd volt a funkciondlanalitikus megkozelités
szamdra, hiszen a funkciondlanalizis a 20-as évek végére, részben éppen Neumann Janos
munkdssaganak is koszonhet6en, jol értett, természetes eszkozz€ valt a matematikaban.

2.10. MEGIEGYZES Ha egy T L, — L, izometria adott, természetes kérdés, vajon van-e
olyan T: M — M, amely indukdlnd 7-t. A vélasz éltalaban nem, viszont ha (M,.%, ) un.
Lebesgue-tér, akkor igen. A Lebesgue-terek tanulmanyozasa azonban most nem célunk.

2.11. TETEL (NEUMANN L,-ERGODTETELE, 1932) Tetszdleges [ € L, fiiggvényhez
létezik f € Ly invaridns fiiggvény, hogy

1Anf = fll2—0

]. A A A
ahol Anf = —(f+Tf+---+T"'f) (Az f € L, fiiggvény invaridns, ha f =T f.) Igaz
n _
tovdbbd, hogy f az f elem Ly-beli ortogondlis vetiilete az invaridns fiiggvények alterére.
Ve’giil/fd,u:/fdu.

2.12. DEFINICIO A T endomorfizmust ergodikusnak nevezziik, ha bdarmely f € L, fiigg-
vényre f = const. (Miutdn dltaldban az L,-fiiggvények csak U-m.m. értelmezettek, azért
ezek egyenldségérdl is csak ilyen értelemben beszéliink). Innen azonnal kovetkezik, hogy T
csak akkor ergodikus, ha minden invaridns fiiggvény konstans.

Ergodikus leképezésre a 2.11. Tétel harmadik allitdsa miatt / fdu = f, vagyis az elsé

allitas igy szol

1 2 Fn—1 Ly
e e RS

Tehat rogzitett dinamikai rendszerre épp Boltzmann hipotézisének allitdsat nyerjiik — itt L;
konvergencidban. E megjegyzés mar mutatja az ergodtételek és az ergodicitds fogalméanak
rendkiviil fontos voltat, most térjiink r4 Neumann-tételének bizonyitdsara.

BIZONYITAS (A 2.11. TETEL BIZONYITASA) Egyszerd 1épésekben. Legyen f € L,.

1. A, kontrakcid, azaz ||A,f|l2 < || fll2-
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2. Ha A, f konvergil, akkor f = lim A, f invarians, mert 7' folytonossdga miatt
n—oo

_7

T7= 1mAnf_11m(n+1 f)

An—b—lf_;

3. Jeloljik E :={f € L,: A, f konvergdl L,-ben}.
Tételiink {6 allitdsa kdvetkezni fog az alabbi két tulajdonsagbdl:

a) E zart altér;

b) E tartalmaz L,-ben siird részhalmazt.

4. a) bizonyitdsara tegyiik fel, hogy fi € E és || fi — f||2 — 0. Ekkor

AL —Anfll2 < NAW(f = fi)ll2 + || (An — Am) fill2+
+ | An(fie = Hll2 <2/ = fill+
+ | (An — Am) fiel 2-

A jobb oldali els6 tag tetsz6legesen kicsivé tehetd k alkalmas védlasztdsaval, mig fix
k-ra a méasodik tag is tetsz6leges kicsi, ha n,m elég nagyok. Megjegyezziik még, hogy
limA, f folytonos f € E-re, ugyanis ||A,fi —Anf |l < || fx — f]I-

n

5. b) bizonyitasédhoz el6szor lassuk be, hogy f = Tf akkor és csak akkor, ha f =
T*f. Tegyik fel elgszor, hogy f = T f. Mivel T izometria, Vg,h € L? esetén
(T*Tg,h) = (Tg,Th) = (g h) igy T*T = Id. igy f = T f mindkét oldaldra hattatva
T*-t, kovetkezik, hogy f = T*f. Tegyiik fel most, hogy f = T*f. Ekkor || f 1? =
(f.£) = (£, 1) = (T £.f) = (£.7f). ugyanis (Tf.f) = || f|]> valds. Ekkor viszont
If—=T£I12 = IFIP+ITFI>—2(f,Tf) =0, tehdt f = Tf. Osszefoglalva, a T és a
T* operatoroknak az 1 sajatértékhez tartozé sajétalterei megegyeznek. Ugyanakkor
f=TFfesetén nyilvan f € E. Tehat f = T*f esetén f € E.

6. Korlétos A operatorok j6l ismert, egyszeri tulajdonsaga: VA € C-re

Cl[Range (A —A)] @ Ker (A*— A1) = L.

Innen esetiinkben (A = 7', A = 1) Cl[Range (I — T)] @ Inv = Ly, ahol Inv := {f: f =
T}y = {f: f=T"f}). (A felhasznilt tulajdonsdg igazoldsa: valéban, ha h L
Range (A —A),azazhaVf = Ag—Ag-re (h, f) =0, akkor Vg € Lp-re 0 = (h,Ag —g) =
(A*h—Ah,g), vagyis h € Ker (A* — 1); és a gondolatsor megfordithatd.)

7. b) mér kovetkezni fog abbdl, hogy Range (I — T) C E. Ez utébbi allitds azonban
trividlis, ugyanis ha f = g — T'g, ekkor

n n— oo
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8. Az eddigiekbdl az is latszik, hogy f € Inv-re A,f = f = f, mig f € Range (I — T')-re
f = 0. Innen adédik, hogy barmely f € Ly-re f az f € L, elem vetiilete az Inv zért
altérre. E megjegyzésbdl a tétel masodik 4llitasa nyilvdnvalo.

9. A harmadik 4llitds beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy f = f+ (I —T)g, ahol f € Inv, g € L,.
Ekkor nyilvén 41l / fdu = / Fdu. Mivel az el6bbi alakd f-ck st halmazt alkotnak

Ly-ben, azért a kivant egyenldség egész Ly-n igaz. O

2.13. FELADAT (L{-ERGODTETEL) Ha T endomorfizmus, akkor ¥f € Li-re 3f € L,
invaridns fiiggvény, hogy ||Anf — fll1 — 0 (n — ) és /fd,u = /fdu.

UTALAS L, strd altér L;-ben. O
Az atlag normdban vett ergodtételek mellett igaz a m. mindeniitt valé konvergenciéat allité

un. individudlis ergodtétel is. Ennek bizonyitdsét a jegyzet masodik felében kozoljiik.

2.14. TETEL (BIRKHOFF (1931) — HINCSIN (1933) ERGODTETELE) Legyen T endo-

morfizmus, és f € Li. Ekkor 3f € Ly invaridns fiiggvény, hogy A, f — f teljesiil L— m. m.

és /fdu = /fdu.

2.15. MEGJEGYZES Mindharom ergodtétel analég megfogalmazasa igaz (i) automorfizmus-

ra és (i1) folytonos paraméteri rendszerekre is. Automorfizmus esetén pl. 2.11. Tétel dllitasa
mellett igaz a kovetkezd allitas is: a

A f=1/n(f+T7 4. T p)

jeloléssel élve If~ € L, invaridns fiiggvény, hogy ||A, f—f |2 = 0, (n — =), és f~ = fll
[{— m. m.

Folytonos paraméter(i rendszerekre az ergodtétel egyszerti kovetkezménye a 2.11. illetve
1

a 2.14. Tételeknek. Valéban elegend$ utébbiakat az F(x) := / f(S8*x)ds fuggvényekre
0

alkalmaznunk (a Fubini tétel —1d. fiiggelék —miatt f € L;(u)-b6l F € L (u) azonnal adédik).

Neumann ergodtételének kimonddsa utdn mar bevezettiik az ergodicitds fogalmat, és
megmutattuk annak alapvetd fontossdgdt. Most megadjuk az ergodicitds fogalmanak egy
egyszerl atfogalmazasat.

2.16. DEFINICIO (M, % ,u,T) endomorfizmus esetén az A € F halmazt invaridnsnak ne-
vezziik, ha x4 invaridns fiiggvény.

Az A halmaz csak akkor invaridns, ha u(AAT ~'A) = 0. Konnyfi l4tni, hogy az invaridns
halmazok o-algebrat alkotnak, ezt .#-vel jeloljiik.

2.17. LEMMA Az (M, % ,u,T) endomorfizmus csak akkor ergodikus, ha minden invaridns
halmaz trividlis, azaz mértéke 0 vagy 1.
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BI1ZONYITAS (A LEMMA BIZONYITASA) Ergodikus T-re VA € .%-re x4 = const, ami csakis
akkor lehet, ha pt(A) = 0 vagy 1. Tegyiik fel, hogy minden invaridns halmaz trividlis. Akkor
az f invaridns fiiggvényre igaz: minden ¢ € R-re az {x: f(x) < ¢} halmazok invaridnsok
1évén, mértékiik O vagy 1. Tehat van egy cg, hogy Vc < cp-ra az emlitett mérték 0, Ve > co-ra
1. Ekkor f = c¢, persze 4 majdnem mindentitt. O

Végiil még egy megjegyzést tesziink arra vonatkozdan, mit is jelent az individudlis
ergodtétel (a 2.14. tétel) ergodikus automorfizmus esetén. Egy f € L' fiiggvényre tgy
is gondolhatunk, mint egy véges vérhaté értékd valészintiségi véltozéra. Ekkor T"f is
valdszintiségi valtozo minden n > O-ra, ezek a valtozok a mérték invariancidja miatt azonos
eloszlasuak, A, f pedig az azonos eloszldsu valtozoknak az dtlaga. Az individualis ergodtétel
szerint A, f — [ fdu = E f u-m.m x-re. Ez épp azt jelenti, hogy az atlag egy valdszintiséggel
konvergdl a varhaté értékhez. Ha a 7" f valészintiségi valtozok fiiggetlenek volndnak,
épp a nagy szdmok ers torvénye jelentené ezt a tulajdonsdgot. Persze a T"f viltozék
altaldban tavolrol sem fiiggetlenek, az ergodtétel allitdsa szerint a nagy szdmok torvényében
a fiiggetlenséget helyettesithetjiik a dinamikai rendszer ergodicitdsaval.

2.18. FELADAT Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T" ergodikus endomorfizmus, akkor
T is az. Adjunk példdt arra, hogy az dllitds megforditdsa nem igaz.

n—1

UTALAS pu(T "AAA) < Z (T TTAAT/A), ugyanis d(A, B) := u(AAB) metrikat defini-
=0

al a mérhet6 részhalmazokon. O

Fiiggelék

¢ Konvergenciafajtak. Véges mértéktér esetén a Holder egyenlStlenség miatt 1 <
p < p-re ||fll, < ||fll, all, igy L,y C L, tehit az L,-konvergencia kovetkezik az
L,-konvergenciabol. Tovabba a majdnem mindeniitt valé konvergencia fiiggetlen
az Lp,-konvergenciatdl, hiszen egyrészt pl. lignbn = 0 esetén a [0,1]-en értelmezett

Jn i= anX(0p,) filggvénysorozat mindeniitt tart 0-hoz, ugyanakkor ||fy[, = b,l/ Play,

ami tetsz6legesen bedllithatd, mésrészt ha

’

8n ‘= anl[ LRy ESY

M s I

1
ha 2 < k < 271 és k' := k — 2™, akkor ||gull, = lam|(5.-)"/7. ami mdr a, = 1

valasztéssal is tart 0-hoz, viszont a fiiggvénysorozat sehol sem konvergens.

e Szorzattér. Legyenek (X, 71, 1), (Xo, %2, Up) valoszintiségi mezok. Ezek szorzata
(X,.7) = (X1, 71, 1) X (X2,-Z2, p) természetes modon igy vezethetS be. Egyrészt
X=X xXp:={(x1,x2): x1 €X1,xp € Xp}, mdsrészt F az A| X Ay: A| € F1,Ar € F
tipusu szorzathalmazok dltal generdlt o—algebra. Végiil u (=u; x wp) az egyetlen
valdszinlségi mérték, amelyre A| € F1,A; € F esetén (A X Ar) = (A1) U2(Az).

e Fubini tétele. Tegyilk fel, hogy ¢: X — R mérhet6 figgvény. Ha ¢ € Li(u),
akkor alkalmas A} C X, u(X;\A1) =08s Ay C Xp, ua(Xa\ Az) = 0 részhalmazokra

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



2. Poincaré rekurrencia tétele. Ergodtételek 17

/ O (x1,x2) Uz (dxy) illetve / O (x1,x2) 11 (dx;) mérhetSek és végesek Aj-en illetve
X X
As-n, tovébbi ‘

Jotm@r = [ ([ ot @) @)
— [ (ot @) ) o @)
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3. Tovabbi példak. Ergodikus leképezések

3.1. TETEL A korvonal a szoggel valo forgatdsa akkor és csak akkor ergodikus, ha o
irraciondlis.

B1ZONYITAS Legyenaz f: S — R korlatos, mérhetG fiiggvény Fourier sora f(x) = Zanezm’”‘
n

(a sor Lp-értelemben konvergél). Ekkor

Rof(x) = f(Rax) = Y (2™ %a,)e*™ ™ (3.1)

n

Tudjuk, hogy f = Rof csak akkor, ha Vn-re a, = ¢**"%q,,. Mérmost ha Vn # O-ra a, = 0
teljesiil, akkor f = const. Ha ellenben 3ng # 0 hogy a,, # 0, akkor e2n0% — 1 ami pontosan
akkor 4ll, ha Jk € Z, hogy noa = k. Tehat a € Q. O

A fenti tételbdl kovetkezik a korvonal forgatdsanak néhany tovabbi érdekes tulajdonséga.
Poincaré tételének alkalmazasaként megkaptuk az noc (mod 1) sorozat siir(i voltat irracionalis
o esetén. Az ergodtétel kovetkezménye lesz viszont

3.2. TETEL (WEYL TETELE, 1916) Legyen « irraciondlis. Ekkor VI C S intervallumra
n — oo esetén

1/n k; wu({na}) = u(D)

ahol U a Lebesgue-mérték.

3.3. FELADAT (V. ARNOLD) Tekintsiik az 1,2,...,2",... szdmsorozat tizes szdmrend-
szerben felirt alakjdnak elsé jegyeit. Elofordul ezek kozott a 7?7 A 8? Ha igen, melyik
gyakoribb? (Utmutatds: log,,2 irraciondlis.)

R, ergodicitdsanak és Birkhoff—Hincsin tételének folyomanya, hogy p-m.m. x-re

LY, wl{etka)) - () (.2
k=1

ha n — oo. Itt azonban igaz az erésebb
3.4. TETEL (3.2) teljesiil Vx € S-re.

Innen x = 0 vélasztassal mar adédik Weyl tétele is (3.2. Tétel).

BIZONYITAS 3.5. DEFINICIO Az {x,: x, € S, n € Z,} sorozat egyenletes eloszldsi, ha
tetszoleges 1 C S intervallumra

+ X 2(t)) = )
=1
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3. Tovabbi példak. Ergodikus leképezések 19

ElGszor sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy az {x,} sorozat egyenletes
eloszlasu legyen.

3.6. LEMMA Az {x,} sorozat csak akkor egyenletes eloszldsi, ha V' f € C(S) fiiggvényre

n

1
Y f(n) — /S fFdu. (3.3)

=

A lemma igazoldsit késdbbre halasztva bizonyitsuk tételiinket. Legyen f € C(S).
3.1. Tételbdl kovetkezik, hogy u-m.m. x € S-re

%if({x—i—ka}) —>/fdu (n = eo). (3.4)

k=1

Megmutatjuk, hogy e konvergencia Vx € S-re is 4ll. Valoéban legyen X € S olyan pont, amelyre
(3.4) igaz, és legyen x € S tetszSlegesen rogzitett. Mivel {{X+na}} sird, ezért alkalmas
k=k(6)-radist ({X+ka},x) < 8. Igaz viszont

n n+k
%kg Pl ko) = 3 (e ko)) <
< LY [t ko)) — (k- R)a)] |+ (35)
k=1
% n+k
+Tm |f|ﬂL Z|f X+kat)|.

f egyenletes folytonossdga miatt a jobb oldali elsé 0sszeg < 3 ha § elég kicsi. A mdsodik

E
€s harmadik tag viszont rdnézésre < 3’ ha n elég nagy. Kovetkezésképpen (3.4) Vx € S-re
igaz. a
BI1ZONYITAS Bizonyitsuk végiil a 3.6. Lemmat. Tegyiik fel, hogy (3.3) dll Vf € C(S)-re
n

és igazoljuk, hogy {x,} egyenletes eloszldsd. Jeloljik: v,(I) := Z x1(x;). Fix € > O-ra
valasszuk meg az f és f* € C(S) fuggvényeket, hogy
) filx) <x(x) < f(x) Vx € S-re,

i) [(F—fdu<e.

Ekkor i felxi) <wv,(I) < i [ (xi) , azaz
k=1

k=1

1 : 1

S WASERIUIEE JAES
k=1 k=1
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Itt (3.3) miatt a bal és jobb oldal konvergél n — o esetén / f«du-hoz illetve / f*du-hoz.

S&t ; ;
V, V,

u(I)— e <liminf n(l) < limsup n(l)

n—oo n n—oo n

<u(l)+e,

mivel / frdu <pu() < / frdu. Az dllitds megforditdsanak igazoldsat mar elég vazolnunk.

{x,} egyenletessége azt jelenti, hogy (3.3) 4ll intervallumok indikétorfiiggvényeire. Kovet-

kezdleg (3.3) igaz lesz ilyenek véges linearis kombindcidira is. Viszont ezekkel mar minden

f € C(S) jol kozelithetd Li-ben — alulrdl és feliilrdl is, igy az elobbi gondolatmenet — mutatur

mutandis — elismételhetd. O
A korvonal forgatdsdnak tobbdimenzids éltaldnositdsa volt a térusz eltoldsa (1.12. Példa).
A 3.1. Tétel bizonyitasanak gondolata atvihetd, igy érvényes a

3.7. TETEL A térusz (1.12.)-gyel értelmezett eltoldsa akkor és csak akkor ergodikus, ha
L,ay,...,q, raciondlisan fiiggetlenek, ahol ot = (¢t ..., 0y).

Ugyanigy éltalanosithat6 3.4. Tétel, 3.5. Definicio, €s 3.6. Lemma is.
Tovébbi dltalanositasi lehetdségként megemlitjiik a csoport-eltolds automorfizmust.

3.8. PELDA A csoport-eltolds.
Legyen M kompakt topoldgikus csoport és p a Haar-mért€ék M-en (a Haar-mérték
fogalmarodl 1d. a 6. fejezet elejét). Tetszbleges rogzitett g € G-re legyen

Tex =g-x.

Ekkor (M, .#,T,, 1) automorfizmus. Ez a példa egyben dltaldnositdsa a térusz feltekerésének
(1.12. Példa).

3.9. FELADAT Mi T, ergodicitdsdnak feltétele, ha G Abel-csoport?

3.10. FELADAT (SIMANYI-SZASZ) Legyen (M,.% ) mérhetd tér, G csoport. Legyen adott
minden g € G-re egy (M, F,T,) automorfizmus. Az (M, F,Tg) = {(M,F,T;): g € G}
csalddot csoport-hatdsnak nevezziik, ha Vgi,82 € G -re Ty, 4, = T4, T,, (a G csoport hat
az M téren). Tetszbleges x € M esetén az x G-pdlydjdnak nevezziik a Gx := {Tyx: g € G}
halmazt.

Legyen adott oo = (@, ..,0) € RY, és tekintsiik RY-ben az a-ra ortogondlis g vektorok
R~ el izomorf additiv G csoportjdt. Hasson R%-n a G csoport a kovetkezbképpen: Vg €
G,x €R%-re

Tox=g+x.

Rt faktorizdlva 7¢ szerint végiil is T-n kapunk egy G-hatdst. Bizonyitsuk be, hogy

sy s

(1) G-nek csak akkor van T%-ben siirii pdlydja, ha az o koordindtdi kézott van ketté

linedrisan fiiggetlen (és akkor minden pdlya siirii);

(2) Azelobbi feltétel mellett a pdlydk aszimptotikusan egyenletes eloszldsiiak (mit is jelent
ez?);
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3. Tovabbi példdk. Ergodikus leképezések 21

(3) ** Legyen adott U C R? nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan véges F halmaza
az o-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = Gy minden pdlydja metszi az U halmazt.

A 3.4. Tétel bizonyitdsdban dontd szerepe volt a forgatds kdvetkezd, (3.5)-ben kihasznalt
tulajdonsdgédnak: ha két fazispont tdvolsdga < &, akkor ez érvényes marad osszes képeikre
is! A kezdeti feltételekre valo érzéketlenség, amely itt igen er6s és egyenletes, dinamikai
rendszerek stabil viselkedésének alapvetd jellemzdje. Az 5. fejezetben latni fogjuk, hogy a
korvonal forgatasa, bar ergodikus, de az ennél valamivel er6sebb keverd tulajdonsdggal mar
nem rendelkezik.
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4. Stacionarius sorozatok mint dinamikai rend-
szerek, Bernoulli-sorozatok

Legyen M = EZ (vagy M = E”+) ahol E véges vagy megszamlalhaté halmaz. x € M tehat
igy frhaté: x = (...,x_1,x0,X1,...). Hengerhalmaznak nevezzik a H C M részhalmazt, ha
alkalmas ¢ > 1-re, i} < ip < --- < iy indexekre és E1,...,E, C E részhalmazra

H:{XGM:)C,'I EE],...,xiZGEg}.

Jelolje .# a hengerhalmazok éltal generdlt o-algebrét, és legyen u valdszinliségi mérték .7 -
en. (Szokds édltaldnosabban hengerhalmaznak nevezni a

H={xeM: (x,...,x;,) €E}

halmazokat, ahol E C E* tetszSleges mérhetd részhalmaz. Az ezek 4ltal generélt o-algebra
természetesen ugyancsak % .)

4.1. DEFINICIO A u mérték staciondrius, ha tetszdleges H hengerhalmazra és Vk € Z-re

/.L{xil cEq,... »Xip € Eg} = ,u{x,-th ckEyq,... Xip+k € Eg}.

4.2. DEFINICIO A (Tx); = xj 1 Osszefiiggéssel értelmezett T : M — M automorfizmust bal-
eltoldsnak (bal-shiftnek) nevezziik. Analog modon értelmezheté a T bal-eltolds, ha M =
EZ+, amely ekkor csak endomorfizmus, mert nyilvanvalé médon nem invertdlhato.

Konnyd ltni, hogy az (M,.% )-en adott u mérték csak akkor staciondrius, ha invaridns a
T bal-eltoldsra nézve.
Hasonl6an értelmezhetjiik az M = EZ+ téren is a bal-eltoldst, amely most endomorfizmus.

4.3. DEFINICIO Ha a W staciondrius mérték egyiittal szorzatmérték, azaz V0,i; < ... <
ig,E1,... ,Epvdlasztdsra

4

,uv{xil € Elv"‘axlj € Eé} = Hnu“{xij = EJ}7
j=1

akkor a 4.2. Definicioban definidlt automorfizmust Bernoulli-automorfizmusnak nevezziik.
(Analog a Bernoulli-endomorfizmus fogalma.)

Az 1.10. Példaban mar sz6 esett a T: [0,1) — [0,1) Tx = {2x} bindris leképezésrol.

Legyen x € [0,1) bindris eldallitasa x = Zi %

=

(x0,X1,...). Konnyd ltni, hogy akkor Tx = (x1,x;...), azaz T ugyanigy hat mint a bal-
eltolds. Pontosabban:

amit szimbolikusan igy irhatunk: x =
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4. Staciondrius sorozatok mint dinamikai rendszerek, Bernoulli-sorozatok 23

4.4. DEFINICIO Az (M;, Zi, i, T;): i = 1,2 endomorfizmusokat izomorfaknak (konjugdl-
taknak) nevezziik, ha IM, C M;, hogy wi(M;\ M]) =0 és 3o: M| — M} 1-1 értelmii
leképezés, hogy VA; C M, A; € F; (i=1,2)-re

(9 'A2) = ma(Az)  (x) és pa(QA) = i (Ay)

tovdbbd My-n dll: 9Ty = Tr@ () és My-ndil: Tio~ ' = ¢~ 1.
A fenti tulajdonsagot szokds kommutativ diagramban is dbrdzolni:

M oM

Lo o
b3
M, — M,

4.5. MEGJEGYZES Amennyiben ¢ nem invertdlhatd, és az utébbi relacidoparok koziil csak
a (*)-gal jelzetteket koveteljilk meg, akkor az endomorfizmusokat szemi-konjugaltaknak

nevezziik.
Legyen specidlisan M; = [0,1), My = {0,1}%+, Tyx = {2x}, To(x0,x1,...) = (x1,%2,...),

u; a Lebesgue-mérték és , az <%50 + %51) mértékek szorzata. Ekkor konnyd latni, hogy
a két endomorfizmus izomorf. Az izomorfia fogalméra vonatkozélag konnyd gyakorlat:
4.6. LEMMA Ergodikusnak lenni izomorfia-invaridns tulajdonsag.
Igy a bindris leképezés ergodicitasa kovetkezni fog egy dltaldnos tételbdl.
4.7. TETEL Minden Bernoulli-endomorfizmus (-automorfizmus) ergodikus.

Térjlink r4 a 4.7. Tétel bizonyitasara. El6rebocsdtunk egy egyszert feladatot.

4.8. FELADAT A mérheto halmazok 6 —algebrdjdn
p(X,Y) = pu(XAY) 4.1

szemi-metrika (azaz p(X,Y) = 0-bol nem feltétlen kivetkezik X =Y ). Ugyanakkor az egy-
mastol nullmértékii halmazban kiilonbozo mérhetd részhalmazok ekvivalencia-osztdlyain

mdr a fenti p metrika.

BiZONYITAS Legyen A € .#. A mértékelméletbdl (vagy a valdszintiségszamitasbol) jol
ismert a kovetkez6 approximacios tulajdonsig: VA € .%-hez és Ve > 0-hoz talalhat6 olyan
(€7, és Ay € .F hengerhalmaz, amely ilyen alaki: alkalmas A, C E‘1-lel

Ag:{XEM: (xo,xl,...,Xg) EA(} 4.2)

és emellett L(AAAy) < € (azaz a szorzattér barmely mérhetS halmaza tetszdlegesen jol koze-
lithet$ (véges tartdji) hengerhalmazzal). A stacionaritds kovetkeztében u (7T "AAT "Ay) <
e(neZ4). HaA € .7, akkor

W(A) =u(ANT"A) = u(A,NT"Ag) + [W(ANT "A) — (AN T "Ay)]. (4.3)
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Miérmost [u(XNY) —u(UNV)| < u(XAU) + u(YAV) (amibdl valéjaban az kovetkezik,
hogy 1 (X NY) mindkét valtozdjaban folytonos) miatt

IWANT "A) — (A N T "A,)| < (AAAL) + 1 (T "(AAA,)) < 2€ (4.4)

igy
u(A) — p(ANT"Ap)| < 2.

Azonban elég nagy n-re, egészen pontosan n > [-re — haszndlva, hogy T Bernoulli-eltolds —
WA, NT"Ap) = (u(Ay))?, ezért Ve > O-ra

1(A) — (1(A)] < |(A) — (1(A0)2] — [((A)) — (1(A)?] < 26 +2¢ =de.

Tehdt u(A) =0 vagy 1. O
A 4.6. Lemmabol és a 4.7. Tételbdl adodik a

4.9. KOVETKEZMENY A bindris leképezés ergodikus.
Analdg moédon targyalhat6 a

4.10. PELDA (A PEK AUTOMORFIZMUSA) Itt M = [0,1)2, u a Lebesgue-mérték, és
(u,v) € M-re
({2u},v/2) ha 0<u<1/2
T; (M,V) = 1
({m},%) ha 1/2<u< 1.

A leképezés igy hat: el6szor az egységnégyzetet az u-tengely irdnydban 2-szeresére
nydjtjuk, és egyuttal a v-tengely irdnydban 1/2-szeresére zsugoritjuk (a teriilet invaridns
marad!), majd a kapott téglalapnak az egységnégyzetbdl kilogd felét annak felsd felébe
toljuk parhuzamosan. (A pék megkozelitdleg valami ilyet csindl.) A 77 automorfizmus a
pék automorfizmusa.

1 1
Tekintsiik a kovetkezd Bernoulli-eltoldst: M = {0, 1}, u ismét az (550 + 551) mértékek

szorzata, és T, a bal-eltolds. Konnyt latni, hogy a

o)

O((cr X1, %0,31,...)) = (Z ng)

i=0

egyenlettel értelmezett ¢ : My — M leképezés izomorfia, ezért 4.6. Lemmabdl és a 4.7. Té-
telbdl ismét adodik a

4.11. KOVETKEZMENY A pék automorfizmusa ergodikus.

Az ergodicités itt 4.7. Tételbdl jon. Lehetséges mds bizonyitds is, amely a geometriai
képen alapszik, nevezetesen azon, hogy a pék automorfizmusa az egyik irdnyban nyujt, a
madsikban zsugorit. Ezt a mechanizmust hiperbolikus viselkedésnek nevezziik. Eberhard Hopf
ezt kihaszndl6 geometriai modszerét a 7. fejezetben targyaljuk.

Befejezésiil még egy megjegyzés. Fenti modszeriink igy is értelmezhetd: a szdmunkra
érdekes dinamikék (bindris leképezés, a pék automorfizmusa, ...) helyett a sorozatok terén
kereslink veliik izomorf eltoldst. Ez utébbi gyakran attekinthet6bb objektum, &ltaldnos
struktira, és tanulmdnyozdsahoz felhasznalhatéak pl. az algebra, a kombinatorika, valamint
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— a mérték stacionaritdsa miatt — a valdszinlis€égszamitds, s6t az informdcidelmélet
illetve a statisztikus fizika (egydimenzids rendszerek) eredményei is. Fontossidga miatt az
objektumnak, illetve a médszernek kiilon neve van: szimbolikus dinamika. A moddszert a
70-es években Bowen, Ruelle és Sinai alapoztdk meg, és azéta is rendkiviil széles korben
alkalmazzak a dinamikai rendszerek tanulmanyozdasa soran.

Végiil megemlitink a .# o-algebra mellett egy madsik fontos o-algebrat, az un. fa-
rok c-algebrdt. A fogalom motivicidja a fliggetlen valdszinliségi véaltozdkra vonatkozd
Kolmogorov-féle 0 — 1 torvény. Legyen {X;,i € Z} fuggetlen, azonos eloszldst valdszintiségi
véltozok sorozata, és jelolje minden k € Z esetén %, = o(...,X;_1,X;), a legsziikebb o
algebrat, melyre az X;, —oo < i < k valdszinliségi véltozok mindegyike mérhetd. Ekkor
(i) Fk_1 C F, (i) az F = \/j—(-# O-algebrdra nézve minden, a val6sziniiségi véltozo
sorozatra vonatkozé esemény mérhetd, (iii) a .7 = (;_(-#_ farok-o-algebra trividlis (épp
ezt mondja a Kolmogorov-féle 0 — 1 torvény).

4.12. DEFINICIO Az (M,.%,u,T) Bernoulli-endomorfizmus 7 farok c-algebrdja

T = ﬂfn,

n>0

ahol %, a kovetkezd tipusii H hengerhalmazok dltal generdlt ¢-algebra: alkalmas H €
E 1 re
H:={x€M: (Xp,Xns1,---,%n4¢) € H}.

Automorfizmusok esetén .7 mellett 1étezik még 7~! .7 ~-farok o-algebréja is, amely
nem feltétleniil azonos .7 -vel.
Igen hasznos az egyszeri

4.13. LEMMA ¥ C 7.
B1ZONYITAS Valdban, ha A € .#, akkor alkalmas A c E%ra
A={xeM: (xo,xi,...,) €A}.
Azonban Vn > 0-raA =T "A (mod 0), vagyis
A={xeM: (xy,xp11,...) €A}  (modO).

Tehat Vn > 0-ra A € %, kovetkezésképp A € 7. O

A lemma jelentGsége abban dll, hogy bizonyos esetekben .7 trivialitasa is igaz, sGt ezt
konnyebb kozvetleniil bizonyitani mint . -ét (lasd 4.7. Tétel bizonyitasat).

Egy megjegyzés a binaris leképezésrol

Kordbban a bindris leképezést kétféle felfogdsban is tekintettiik: egyrészt mint a [0, 1]
intervallum, masrészt mint a korvonal endomorfizmusat és mindkét objektumot azonositottuk
[0,1)-gyel. Az elobbi esetben a leképezés szakaddsos, a masodikban sima (mas az
intervallum és mds a korvonal topoldgidja!). Ha a korvonalat (1-re normadlt, igy 1 periddusti)
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sz0gvéltozo értelmezési tartomanydnak fogjuk fel, akkor tehat a 1.10. Példabeli jelléssel
élve f(0) = 20. Ezt a leképezést kiterjeszthetjiik a sik leképezésévé a kovetkez6képpen:
legyenek r, 6 polar-koordinatak, és legyen

£(r,0) = (r2,20).

r = 1-t helyettesitve azt 1atjuk, hogy f*(1,0) = (1,20) = (1, f(0)).
4.14. PELDA Hogyan viselkednek n — oo esetén az (f*)"(r, 0) palyak?
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5. Keverés és kinetika

Célunk a keverés fogalmanak bevezetése, amely az ergodicitdsndl valamivel er6sebb szto-
hasztikus tulajdonsdg. Fontos alkalmazasa: biztositja a szébanforgd dinamikai rendszer
egyensulyhoz val6 tartdsit alkalmas kezdeti mértékek esetén (ezt nevezik a kinetika prob-
1éméjanak).

Az ergodtételekbdl folyik, hogy az (M,.%,u,T) ergodikus endomorfizmusra f € L,
esetén

' 171—1 .
lim - ) f(T") = /fd/.t =c (5.1)

n—oon =0

teljestil p-m.m. x € M-re és Lo-értclemben is. Lévén g € Lo-re |[(Anf)g — cgll < [4nf -
cll2 [|gll2, (5.1)-bol egyiittal

1n71

tim Y, [ FT)g(du = [ rau [gdu (5.2)

n—oon =0

is kovetkezik.
5.1. LEMMA (5.2) ekvivalens T ergodicitdsdval.

BIZONYITAS Valdban, legyen A € ., f = g = ya. Akkor (5.2)-b8l kapjuk: u(ANA) =
1(A)-u(A), ahonnan u(A) =0 vagy 1. O

5.2. DEFINICIO A T endomorfizmus keverd, haV'f,g € Ly pdrra

tim [ £(T"0g(x)du = [ rau [ gap.

n—oo

Standard gondolattal igaz az

5.3. LEMMA A T endomorfizmus csak akkor keverd, ha VA,B € ¥ -re

lim u(ANT"B) = u(A)u(B).

n—oo

Innen egyszertien adodik az

5.4. LEMMA
(1) Keverédmek lenni izomorfia-invaridns tulajdonsdg.

(2) A keverésbol kovetkezik az ergodicitds.

B1zONYITAS (1) a definicié kozvetlen kovetkezménye. (2) igy lathaté be: a keverésbol
azonnal kovetkezik (5.2), igy az 5.1. Lemma miatt az ergodicitas is. a

Keverd leképezések alappéldai a Bernoulli-endomorfizmusok.
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5.5. TETEL Minden Bernoulli-endomorfizmus (automorfizmus) keverd.

B1zONYITAS 4.7. Tétel bizonyitisdnak médszere a keverést is kiadja. Valdban, az ott is
haszndlt approximacios tulajdonsag miatt VA, B € .% -re és Ve > 0-ra van (4.2) alakd Ay illetve
By, hogy [(AAAy), u(BABy) < €. Ekkor

WANT"B) = i(A;NT"By) + [L(AAT "B) — (AT "By)]
Mairmost, ha n > ¢, akkor u(A,NT"B;) = u(Ag)u(By), viszont (4.4)-hez hasonlban
IWANT"B) — u(AyNT "By)| < 2¢
vagyis elég nagy n-re
[L(ANT™"B) — n(A)u(B)| < 4e.
Ugyanakkor a korvonal forgatdsa nem keverd.

5.6. LEMMA Ha o irraciondlis, akkor Ty, nem keverd.

B1ZONYITAS Legyen A = B =1 = [a,b] C S tetszSleges intervallum. {noa} sird S-en (1.

2.1. Tétel bizonyitdsa utdn), igy minden £-hoz talalhat6 alkalmas n; részsorozat, mely mentén

lw(INT ") —u(I)| < & ami 0 < p(I) < 1 esetén ellentmondana lim u(INT ") = u*(I)-
n—yo0

nek. O

Nézziik a keverés tulajdonsidginak egy egyszeri, de fontos alkalmazdsat. Legyen
(M,.7, u, TR+) leképezés-félcsoport, de a t = 0 idSpontban inditsuk rendszeriinket a 1y nem-
invaridns mértékbdl. Ekkor 7(> 0) id6ben rendszeriink eloszlasa igy adhaté meg: A € % -re

U (A) = uo{x: T'x € A} = uo(T'A).

d
Tegyiik fel, hogy o abszolit folytonos az invaridns u-re nézve, és tegyiik fel, hogy di,uo €

Ly (u). Ekkor
s s Mo
us@) = [ (o di = [ E ) du.
M du
Ha T ergodikus, akkor (5.2) miatt
1 _ duo,
im - [ () ds = p(a) [ F00 du=a).
Sé6t, ha T kever6 is, akkor

lim 1, (A) = p(A) (5.3)

t—o0

is all. Tehat igaz az

5.7. TETEL Ha a (M, ,,LL,TR+) egyensiilyi dinamika keverd, és a Ly nem-egyensiilyi
d
kezdeti mértékre dL: € Ly(u), akkor (5.3) igaz VA € F -re.
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6. A torusz algebrai automorfizmusa

A d-dimenziés térusz, T¢ = R¢/Z¢ kompakt Abel csoport, amelyen tovabbra is u jeloli a
Lebesgue-mértéket. (Tobb itt bevezetendd fogalom kiterjeszthetd dltaldban kompakt Abel-
csoportokra, amelyeken Haar Alfréd tételének specidlis eseteként 1étezik a csoport-eltoldsra
(1. 3.8. Példa) invaridns tn. Haar-mérték, mi azonban maradunk a térusz példajanal.)

6.1. DEFINICIO Az (TY,.7,u,T) automorfizmust csoport-automofizmusnak nevezziik, ha
(i) T és T~ folytonosak,

(ii) Vx,y € T9-re T(x+y) = Tx+Ty.

Legyen A = (aji)1<jk<q €gész elemi matrix, amelyre |detA| = 1.

6.2. LEMMA T¢%-nek a
Tx=Ax (mod 7.9)

reldcio dltal értelmezett automorfizmusa csoport-automorfizmus.

BIZONYITAS Jelolje dltaliban % € R? az x € T¢ elem valamely felemeltjét. E16sz6r belatjuk,
hogy T jol értelmezett. Ez azonnal adédik abbdl a feltételbdl, hogy A elemei egészek.
Konny( latni, hogy 7! is egyértékdi. Valéban, |detA| = 1 miatt A~! létezik, s6t elemei
egészek. T és T~! folytonossdga nyilvanvalé. A |detA| = 1 feltevésbdl az is folyik, hogy a
Lebesgue-mérték invarians. Befejezésiil

T(x+y)=Ax+y) =Ax+Ay=Tx+Ty,

ahol a = kongruencia mindig (mod Z%). O

Mielétt ratérnénk az ergodikus tulajdonsdgok szisztematikus vizsgdlatdra, tekintsiink
harom egyszer( példat, amelyek ravilagitanak arra, hogy a dinamikai viselkedést az A matrix
spektrélis tulajdonsédgai hatdrozzak meg.

6.3. PELDA Legyen

0 1 1 1 2 1
A1=(_1 0); A2=<01>; A1=(11>;

és jeloljiik a kétdimenziés T? térusz A; dltal definidlt algebrai automorfizmusat 7;-vel (i =
1,2,3).

Az A matrix elliptikus: két sajatértéke, A1 » = £i, a komplex egységkoron helyezkedik el.
A T transzforméciéra nézve minden x € T? pont periodikus, mégpedig 1 vagy 4 periédussal.
Kovetkezésképp 77 nem ergodikus a Lebesgue-mértékre nézve.

Az A, matrix parabolikus: csak egy sajatértéke van, a matrix a A; = 1 -hez tartoz6 2 - 2-es
Jordan blokk. A 7, transzformécidval mar taladlkoztunk: a korgytrd 1.3. Példdban emlitett
fogatdsanak egy specidlis esetérdl van sz6 (csak az a kiilonbség, hogy a korgy(ird helyett most
a térusz topoldgidjaban tekintjilk ugyanazt a leképezést). Specidlisan, a térusz (x,x;) =x €
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T? pontjaira az x, = const korvonalak invaridnsak: ezeken T» egy x, szogii forgatdsként hat.
igy T, sem ergodikus a Lebesgue-mértékre nézve.

Végiil az Az madtrix hiperbolikus: sajatértékei diszjunktak a komplex egységkortdl.
T3 Arnold hires macska leképezése, az aldbbiakban beldtjuk, hogy ez az automorfizmus
ergodikus, s6t, keverd.

Az alabbiakban a Fourier-analizis eszkozével sziikséges €s elégséges feltételt adunk a
térusz algebrai automorfizmusdnak ergodicitdsara.

6.4. DEFINICIO A x: T¢ — C nem azonosan eltiind, folytonos fiiggvényt karakternek
nevezziik, ha Vx,y € T — re

xX(x+y) = xx)x()-
6.5. KOVETKEZMENY (A 6.4. DEFINICIO EGYSZERU KOVETKEZMENYEI)
1. Vyx karakterre x(0) = 1, ugyanis x(0) = 0-bdl x(x) = 0 adédna.
2. VX1, x> karakter-parra y x» is karakter.
3. Az Osszes karakter ilyen alaku:
Xn(x) = exp(27i(n, x))

ahol n € Z? (ezek ugyanis a Cauchy-fiiggvényegyenlet folytonos megoldésai).

4. Az T4 := {x,: n € Z%} csoportot dudlis csoportnak nevezziik.

5. [ xn(x)p(dx) = 8.
sd

6. A karakterek teljes ortonormalt rendszert alkotnak L, (T, ut)-ben, ahol a skalrszorzat
(6, y) = / 0 () ()t (dx). Specidlisan (o, Zm) = Snm.

7. T9-n is tekinthetjiik az indukalt leképezést: y € T9-re

A

(T2)(x) == x(Tx).

T x valéban karakter, mert

A

(T2)(x+y) = 2(T(x+)) = x(Tx)x(Ty) = (T2) ) (Tx) ()-
8. Txu = Xa=n, ahol A* az A métrix adjungiltja.

9. Td C Lr(T9, ), igy val6jdban T a 2. fejezetben hasznalt T: L, — L, leképezés Td-re
valé megszoritdsa, igy 7 itt is unitér. (N. B. T igy T is invertdlhatd.)

10. T(%] .XZ) = T}(].TXQ és (T)_l =T

Tehat 7" is csoport-automorfizmus.
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6.6. TETEL A torusz T algebrai automorfizmusaira az aldbbi tulajdonsdgok ekvivalensek:
(i) T ergodikus.

(ii) T kevero.

(iii) Vx(#£1) € S karakterre a {(Tky : k € Z} trajektdria végtelen, azaz aperiddikus.

(iv) Az A mdtrixnak nincs komplex egységgyok sajatértéke.

B1ZONYITAS Elgszor megmutatjuk, hogy (i)=-(iii). Tegyiik fel, hogy T ergodikus, de Iy (#
1) € T9 és Im(+#0) € Z, hogy (T)"x = x. Legyen m > 0 a minimélis ilyen m. Konnyii l4tni,
hogy

fi= (x+Tx+ A+ ()" %)

invarians fiiggvény T¢-n. T ergodikus 1évén f = const = c, viszont akkor a 6.4. Definicié
5. kovetkezménye miatt

= (¢, x) =%<x7x>,

ami azonban pozitiv. Ezzel indirekte belattuk, hogy az indukalt trajektoria végtelen.
Most megmutatjuk, hogy (iii)=-(ii). Ehhez elég beldtni, hogy Vf,g € Lj-ra (ahol Lf :=

{reL: [ fau—op
lim (7" f,g) = 0. (6.1)

n—yoo

Tekintsiik f és g Fourier sorait:

=Y axe g=Y bk

k0 k0

A 6.4. Definici6 6. kovetkezménye miatt (6.1)-et elég beldtni arra az esetre, amikor f €s g
Fourier sorai végesek. Viszont

(T"f,8) =Y. Y abe(T" i x0).
k20 (70

A 6.4. Definici6 5. és 8. kovetkezményei miatt (7" x, x;) # 0 kizdrélag akkor, ha 7"y = x;.
Feltevésiink miatt azonban ez elég nagy n-re nem fordulhat el6, igy elég nagy n-re (T"f,g) =
0.

Mivel a keverés az ergodicitdsndl erdsebb tulajdonsdg, a fentiek szerint az (i), (ii) és (iii)
tulajdonsagok valéban ekvivalensek. Belatjuk még, hogy (iii)<(iv), és igy egy konnyen
ellendrizhets sziikséges és elégséges feltételt kapunk T keverésére. Tegyiik fel, hogy 7%y, =
X» valamilyen nem azonosan nulla n € Z¢ vektorra és k pozitiv egészre. A 6.4. Definici6
8. kivetkezménye miatt ez akkor és csak akkor fordul el6, ha (A*)*n = n. Ez a tulajdonsig
viszont pontosan azt jelenti, hogy A*-nak — és ezzel egyidejlileg A-nak — van sajatértéke az
egységkoron. O
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A 6.3. példa is motivdlja a kdvetkezd definiciot:

6.7. DEFINICIO A térusznak az A mdtrix dltal szarmaztatott (T, 7, u, T) automorfizmusdt
hiperbolikusnak nevezziik, ha Spec AN {|z] =1} = 0.

6.6. Tétel kozvetlen kovetkezménye a

6.8. TETEL Ha a torusz T algebrai automorfizmusa hiperbolikus, akkor T ergodikus és
keverd.

d = 2 esetén vagy mindkét sajatérték az egységkoron van, vagy mindkettd valds és
egyikiikre |As| < 1, a mésikra |A,| > 1 (itt s a stable, u az unstable sz6 kezdGbetije; ennek
magyardzatat 1. a 7. fejezetben). Az is konnyen meggondolhatd, hogy d = 2 esetén
amennyiben az A matrix sajatértékei az egységkoron helyezkednek el, akkor mindkettd komp-
lex egységgyok, vagyis a kétdimenzids térusz algebrai automorfizmusaira az ergodicitds a
hiperbolicitdssal ekvivalens. Az aldbbi példa mutatja, hogy magasabb dimenzidban ez nincs
feltétleniil igy.

6.9. PELDA Legyen

000 —1
100 2
A=1 010 o
001 2

Az A matrixnak pontosan két sajatértéke van az egységkoron, de ezek egyike sem komplex
egységgyok. igy az A éltal definidlt automorfizmus ergodikus €s keverd, de nem hiperbolikus:
ez a dinamikai rendszer az igynevezett parcidlisan hiperbolikus rendszerek egyik legegysze-
riibb példja.

6.6. Tétel bizonyitdsa er6sen haszndlta a 6.4 tulajdonsdgokat, amelyek egyik lényeges
feltétele volt, hogy T csoport-automorfizmus. A kovetkezd fejezetben a térusz algebrai
automorfizmusa ergodicitdsdanak alatimasztisara olyan ,,geometriai” modszert ismertetiink,
amely nem haszndlja ki a leképezés, ,,egzakt” tulajdonsagait, ezért messzemenden altalald-
nosithato.
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7. Hopf geometriai médszere

A moddszert legegyszer(ibb a térusz algebrai automorfizmusinak esetére elmondanunk. Koz-
vetleniil csak az ergodicitést adja, a keverést nem, viszont a médszer szoros 0sszefiiggésben
all a hiperbolikus dinamikai rendszerek elméletének gyokereivel, és az altalanos, nem-
egzakt esetekben lényegében az egyetlen eszkdz ergodicitds igazoldsdra. Tehat igazoljuk a
6.6. Tételnél valamivel gyengébb allitast:

7.1. TETEL A torusz hiperbolikus algebrai automorfizmusa ergodikus.

B1zoNYITAS Egyszerliség kedvéért legyen d = 2, vagyis mindkét sajatérték valds és legyen
|As] < 1, |A4| > 1. Ebben az esetben A-nak vannak R2-beli sajitvektorai: eg és e,. A
bizonyités fontos eszkozei a sziikiild illetve tagulo fonalak.

7.2. DEFINICIO A T leképezés x € T¢ ponton keresztiil dtmend sziikiild (stabil) fonala

Px) = {y €T: lim dist (T"x, T") = o}

és tagulo (instabil) fonala

vi(x) = {y eT?: lim_dist (T"x, T"y) = o}_

Val6éjaban T stabil (instabil fonala) éppen a T~! leképezés instabil (stabil) fonala.
Esetiinkben e fonalak konnyen leirhatdk:
Y (x) = {41 e(mod Z*): t e R}
Y4 (x) = {Z+1 e,(mod Z?): t € R},
tehat ténylegesen mindkettd a térusz ey illetve e, irdnyu feltekerésének (v.6. 1.12. Példa)
palydja.
Térjiink ra Hopf médszerére. Belatjuk, hogy Vf € C(T?)-re az ergodtételben szerepld f =

const (itt C(T?) az f : T? — R folytonos fiiggvények halmazit jeloli). Ez valéban elegendd,
hiszen Vf € L,-hoz és Ve-ra taldlhaté fe € C(T?), hogy ||f — fell2 < €. Mérmost limA,, f =
n—oo

[1sfés limA,fe= H fe, ahol [] ~ jeloli az .#-re val6 vetitést L-ben. Ha tehat f; L, f,
n—oo Wi
akkor egyuttal [] s fe L, [1.~ f, de konstans fiiggvények limesze konstans.

Automorfizmusrél 1évén sz6, hivatkozunk a 2.14. ergodtételre €s az 2.15. megjegyzésre:
egyrészt -m.m. x € T?-re n — oo esetén

(@) AT+ F(T ) ()

%(f(x) Hf(T7R) o+ f(T7 ) = (),

és f = f all u-m.m. x-re. Jeloljiik

Ji={xeT?: f (x)=f(x)}. (7.1)

Szasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



34 I rész

Mivel f egyenletesen is folytonos, igazak a kovetkezd egyszerli megéllapitdsok:
1. Hax,y € 7 és f(x) létezik, akkor f(y) is 1étezik, és f(x) = f(y).
2. Hax,y€y,és f (x)létezik, akkor £ (y) is létezik, és f (x) =f (y).

Igazoljuk 1.-et. f egyenletes folytonossidga kovetkeztében Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy
|f(x) = f(x')| < € hacsak p(x,x') < §. Mivel p(T*x,T*y) — 0, ha k — oo (val6jdban a
konvergencia sebessége |A|¥, vagyis exponencidlis), ezért p(T*x, T*y) < &, ha k > k. Ekkor

1=l 1|kt al 2 max | f|ko
U Aea I [ b ST N S P Lo LU Y
o n|i= P n

ha n elég nagy.

Konnyf 14tni, hogy ha f(x) és f (x) Vx € T?-re 1étezne és egyenl lenne, akkor 1. és 2.
mér automatikusan adndk, hogy f = const mindeniitt. A bizonyitds hatralevd részében azzal
a nehézséggel kiizdiink meg, hogy vannak kivételes pontok.

Tekintsiink T2-n egy elég kis P parallelogrammat, amelynek oldalai pirhuzamosak az e,
illetve e, sajatvektorokkal. Jelolje dltaldban x € P esetén yp(x) és yp(x) a y*(x) illetve y*(x)
fondl x-et tartalmaz6 Osszefiiggd komponensét. Rogzitsiink egy xo € P pontot. Akkor nyilvan

P= U »w= U %W,

xE 7 (x0) X7 (x0)

ami egyben P direkt szorzat alakban val¢ el6allitdsat is adja: P = yp(xo) ® Yp(xo), s6t a P-n
vett Lebesgue-mérték is a tényezdkon vett Lebesgue-mértékek szorzatdnak konstansszorosa
(a konstans = |sin<((es,e,)|). Nevezzik yp(x)-t (illetve y5(x)-t) jo fondlnak, ha majdnem
minden pontja € J (v.6. (7.1)). Fubini tétele miatt y(xo) majdnem minden x pontjira a rajta
keresztiil 4tmend 7} (x) fondl jo. Feltehetjiik, hogy 75 (xo) j6 fondl. Tekintsiik a

B= U (0N

xEYp(x0)NJ

halmazt. Egyrészt ismét Fubini tétele miatt u(B) = pu(P), mivel u-m.m. x € yp(xp)-ra is a
¥4 (x) fondl j6.

Beldtjuk, hogy Vy,z € B-re f(y) = f (v) = f(z) = f (z), ami rogtoén adja, hogy B-n
az f(y) = f (y) fiiggvény konstans. Legyen y € y4(y')NJ, z € Y4(z') NJ, ekkor y',7 €
Yp(x0) NJ, és igaz a kovetkez6 egyenlGséglanc:

o) =F =75 0)=r0)=f)=7 &)=r @)=/
(a hét egyenl8ség rendre igaz, mert 1. y € J; 2. y € va(y'); 3. Y € ;4. Z € i (y/); 5. 7 € J;
6.z€v5(d); 7. z€ ).
A tétel igazsdga végiil abbdl adédik, hogy egyrészt T? lefedhetd véges sok fenti tipusi
parallelogrammaval: T? C UP, mdsrészt azutan mindegyik parallelogrammat centrdlisan

picit nagyitva, és felhasznélva, hogy azokon a limesz y-m.m. konstans, konnyen adddik,
hogy ez a konstans minden parallelogrammaéra ugyanaz. O

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



7. Hopf geometriai modszere 35

7.3. MEGJEGYZES Hopf médszere az alapvetd médszer kaotikus tulajdonsdgok: hiperbo-
licitas, ergodicités, keverés, ... igazoldsdra. Eberhard Hopf 1938-ban (és 1939-ben G. A.
Hedlund is) ezzel a gondolattal mutatta meg kompakt, konstans negativ gorbiiletd feliileten
adott geodetikus dramlés ergodikus voltat. A mddszer paratlan elénye, hogy messzemenden
altaldnosithat6. Alkalmazhaté nemcsak sima leképezésekre, hanem szakadésos leképezé-
sekre is, pl. a pék leképezésére is miikodik. Ennek ergodicitdsit ugyan tudjuk abbdl, hogy
izomorf egy Bernoulli-automorfizmussal. Ugyanakkor erre is konnyen megtaldlhatok a
stabilis és instabil sokasdgok, és a mdodszer miikodik.

7.4. FELADAT Keressiik meg a pék leképezésére a stabilis és instabil invaridns sokasdgo-
kat.
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8. Invarians meérték létezése

A korabbi fejezetekben jellemzden olyan példdkkal taldlkoztunk, ahol eleve adott volt egy
invaridns mérték. Gyakran vetddnek fel olyan példdk is, amikor csak az (M,.%,T) harmast
ismerjiik, €s épp az a kérdés, létezik-e egydltalan T-re invaridns mérték. Viszonylag
természetes feltételek esetén garantalja invaridns mérték létezését Krilov—Bogoljubov tétele
(8.2. Tétel). Kiilon érdekes kérdés az invaridns mérték egyértelmiisége: jellemzéen nagyon
sok invaridns mértéket lehet T-hez taldlni, ilyenkor kérdés, van-e ezek kozott egy, amelyet
valamilyen értelemben ,,természetesnek” tekinthetiink. Ezt a kérdést a kovetkezd fejezetben
vizsgéljuk kicsit részletesebben.

Mindenekel6tt azonban nézziik az aldbbi hires példat: kicsit szokatlan, hogy T itt
nem sziirjektiv leképezés, de ettdl fliggetleniil tekintheté automorfizmusnak az 1. fejezet
definici6ja értelmében.

8.1. PELDA (A CSALO PEK LEKEPEZESE: A SMALE-PATKO.)
Tekintsiik az I? = [0, 1]? egységnégyzetet. Alkalmazzuk erre el6szor az

A=

S W
wmliN O

linedris leképezést, majd a [3,3] ® [0, 2] téglalapot az

5
Fx:<§>+(_l 0 )x

1 0 -1
transzformdcioval vigyiik at az egységnégyzet fels6 €lét érintd % szélességli savba. A két
leképezés T = F o A szorzata 1 — 1 értelmii leképezése az My = ([0,2] U [,1]) ® [0, 1]
halmaznak az M, = [0,1]® ([0,2] U [2,1]) halmazba. Az I*\M; téglalapon nem sziikséges
értelmezniink T'-t, de ha mégis akarjuk, akkor nyilvan simén is folytathatjuk 7-t (pl. 71> lehet
éppen patko alaku is).

Kérdés: milyen invaridns mértékei vannak a T leképezésnek, és ezek koziil melyek azok,
amelyek valamilyen értelemben természetesek? Mi ezeknek a mértékeknek a tartdja?

Az adott példa lezdrdsdul még megjegyezziik, hogy a példa legegyszer(ibb esete a Smale
altal az 1960-as években taldlt tin. patko-leképezések-nek. Példank esetén valdban 1étezik egy
természetes invaridns mérték, amelynek a tart6jat, mas néven kiilonos attraktordt nevezziik a
P Smale-patkonak:

P={xecP|T"x € I’n € Z}.

Meggondolhat6, hogy P két Cantor halmaz direkt szorzataként all eld.

Krilov—Bogoljubov-tétel

A legtobb alkalmazasndl csak a dinamika adott, azaz egy endomorfizmus-félcsoport vagy
egy automorfizmus-csoport, viszont a dinamika fazistere valamilyen sima struktirdval is
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1.2. dbra. A patké leképezés

rendelkezik. Igy pl. egy differencidlegyenlet-rendszer R”-en vagy valamilyen M" sima
sokasagon értelmezett; s ha egydltalan van invaridns mérték, akkor még az is lehet akar sima
akdr nem. Masrészt rengeteg invaridns mérték is létezhet (ilyenek pl. a periédikus palya-
ivekre koncentrédlt mértékek). Invaridns mérték konstrukcidjanak természetes €s klasszikus
mobdszerét adja Krilov és Bogoljubov tétele.

8.2. TETEL (KRILOV-BOGOLJUBOV-TETEL) Legyen M kompakt, metrikus tér és
T : M — M folytonos endomorfizmus. Ekkor T-nek van W invaridns Borel mértéke (L(M) =

1).

B1ZONYITAS Rogzitsik M tetszdleges x pontjat — a konstrudlandé invaridns mérték fiigg
ennek a pontnak a megvdlasztdsitol — €s legyen ¢ € C(M). Jeldljik Af = AG(x) =

1 n—1 )
- Z @ (T’x). Legyen tovabbd ® = {¢;: [ > 1} megszamléalhat6 sirl részhalmaza C(M)-
=0

J
nek. (N.B.: ha M kompakt metrikus tér, akkor C(M) szepardbilis; 1. pl. Kelley: General

Topology, 7. fejezet feladatai.)

Mivel minden ¢;-re az A’(;,Z szdmsorozat korlatos, azért tartalmaz konvergens részsoroza-
tot. Lévén ® megszamlalhatd, a Cantor-féle atlos eljardssal kivalaszthaté egy olyan nj — o
részsorozat, hogy minden /-re

lim A = L(@).

Allitjuk, hogy

. }5{}0 Ay = L(¢) létezik minden ¢ € C(M)-re

e és L(o) folytonos és pozitiv, linedris funkciondl C(M)-en.

Az elsé allitas igazoldsdhoz rogzitett ¢ € C(M)-hez és tetszOleges € > 0-hoz valasszuk
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elGszor I-et, hogy ||@ — ¢|| < €. Akkor
|A(pj _L((PZ)’ < A‘é,_(m + ’A(pjl _L((Pl)|

ami < 2€, ha j elég nagy. Kovetkezésképpen {Ar(;,j: j= 1} Cauchy-sorozat minden ¢ €
C(M)-re, igy konvergens is. A mdsodik 4llitds innen mar egyszeriien kovetkezik.
Riesz reprezentdcids tétele miatt 1étezik egy valdsziniiségi Borel mérték, hogy L(¢p) =

/(pd/,t.

Marmost
n

wor =L(goT) = [(poT)du.

(N.B. Itt, az els6 egyenl6ségnél hasznaljuk, hogy T folytonos!) Viszont

lim A

J—ree

) ) 2
tim [ A7 — 45| < lim = [o(T"12) —p(x)| =0

Joeo N

z

12y
/(fpoT)du = /fpdu
tetszGleges @ € C(M)-re. A tétel dllitdsa kovetkezik az aldbbi lemmabdl.

8.3. LEMMA U akkor és csak akkor invaridns a T endomorfizmusra, ha minden ¢ € C(M)-
re

[odu=[(@oT)an. (8.1)

Bi1zONYITAS Jeloljiik dltaldban T.u-vel a kovetkezd mértéket: VA € F-re T.Uu(A) =
u(T~'A). Igy u akkor és csak akkor T-invaridns, ha T,u = u. Egyszer( integralhelyet-
tesitéssel
[oarw)= [(9oT)du. (8.2)
(]
Ha tehdt u  T-invaridns, akkor (8.1) nyilvdnval6. Valéban: (8.1) nyilvan fenndll mérhetd
halmazok indikétorfiiggvényeire, €s innen egyszeri approximdacids gondolattal méar adédik
folytonos fiiggvényekre is.

Tegyiik fel most (8.1)-t, és legyen U nyilt halmaz, amelyre u(dU) = 0. Vélasszuk a
xu indikdtorfiiggvényhez folytonos fiiggvények olyan csokkend ¢, sorozatit, hogy @, (x) \
xu(x) minden x ¢ dU-ra. Valdban, legyen he(x) = 1 — e 'min{p(x,U),€}, és @, = he,,
ahol &, — 0, han — . (8.2) 4ll minden ¢, fiiggvényre, igy Beppo Levi tétele miatt yy-ra is.
Kovetkezésképpen minden U nyilt halmazra, amelyre u(oU) =0, u(U) = u(T~'U).

Tekintsiink befejezésiil egy tetszSleges U nyilt halmazt, valamint annak F = M \ U
komplementerét. A lemma bizonyitdsdhoz elegendd beldtnunk, hogy wu(F) = u(T~'F).
Tekintsiik § > 0-raaz GO = {x € M | p(x,F) < §} tin. paralleltartoméanyokat. Ezek nyiltak,
és természetesen megszamlalhaté sok & kivételével p(dG®) = 0. Legyenek &,-ek ilyenek,
és amellett tegyiik fel, hogy 8, \, 0. Vilasztdsunk miatt (G%) = p(T~'G%). Innen n — oo
esetén TG = T-1 N G% és a mértékek folytonossagi tulajdonsdga miatt mar adédik a
lemma. 0O
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Legyen (M,.%#) metrikus tér a Borel o-algebraval, .# a Borel valdszintiségi mértékek
Osszessége M-en. Ekkor .# konvex halmaz, azaz Yy, € # és 0 <t <1 esetén ru; +
(1 —t)up € A . Ismeretes az is, hogy .# extremalis pontjai (melyekre csak trividlis konvex
el6allitas lehetséges) éppen a Dirac mértékek.

Legyen most (M,.%,T) endomorfizmus, és jeldlje .#i,, C .# a T-re invarians Borel
valészintiségi mértékek halmazét, és ey C Miny €zen beliil a T-re ergodikus mértékek
halmazat. Meggondolhat6, hogy .#;,, is konvex halmaz (a konvex kombinacié nem visz ki
Miny-bOl).

8.4. TETEL A .y, konvex halmaz extremdlis pontjainak halmaza éppen Mers.
A bizonyitas egyik fele legyen

8.5. FELADAT Ha U nem ergodikus, létezik O <t < 1 és Wy # Wp invaridns, hogy U =
tiy + (1 —1) .

A miésik feléhez tegyiik fel, hogy p ergodikus, mégis létezik u = ruy + (1 —t)p
nemtrividlis felbontds. Ekkor nyilvan u; < u, a stiriségfiiggvényt jelolje p(x) = ‘Z—‘ﬁ(x).
p(x) < 1/t p majdnem mindeniitt, ugyanis p(x) > 1/t nem lehetséges egy u(A) > 0
halmazon, hiszen ebbdl

B2 111 (4) [ pOdR() > 17 (4) = p(4)

kovetkezne. Tehdt specidlisan p € L?(u). Kihaszndlva, hogy u; € .#py, tetszbleges f €
L?(u) fiiggvényre adédik

<fyp>u=/fxpx )= [ F@dm) = [ T ) =
— [P WP = (T1.p)

azaz T*p = p. Azonban a Neumann ergodtétel bizonyitasanal lattuk, hogy ez Tp = p-
val ekvivalens, azaz p € Lz(u) invaridns fliggvény. Ez azonban pu ergodicitdsa miatt
azt jelenti, hogy p (majdnem mindeniitt) konstans, €s mivel p egy valdszinliségi mérték
stiriségfiiggvénye, p(x) = 1 u-m.m. x € M-re. Vagyis i = Ui, és a felbontds trivialis.
Megjegyzés: a fenti levezetés sordn bebizonyitottuk az alabbi hasznos lemmat:

8.6. LEMMA Legyen (M,.#,T) endomorfizmus, W € Merg, m € Miny, és m < W. Ekkor
sziikségképpen m = L.

8.7. FELADAT Legyen (M,%,T) endomorfizmus, |W,m € Merg és L # m. Ekkor u 1 m
(kiilonbozo ergodikus mértékek szinguldrisak egymdsra nézve, azaz a fdzistér "diszjunkt
részein élnek".)

8.8. FELADAT Tekintsiik a T : S! — S, T(x) = x + &sin(27x) ( mod 1) dinamikai

rendszert, ahol 0 < € < ﬁ (az S' korvonalra szokds szerint gondolhatunk iigy, mit a [0, 1]
intevallumra, a két végpontot azonositva). Mi ebben az esetben My és Merg?
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Krilov—Bogoljubov tétele szerint, ha (M,.#,T) egy kompakt metrikus tér folytonos
endomorfizmusa, akkor .#,, # 0 (és kovetkezésképp Aery 7 0).

8.9. FELADAT Mutassuk meg, hogy a Krilov—Bogoljubov-tétel feltételei ,,élesek”: adjunk
példdt olyan dinamikdkra, melyekre My, = 0, ha (a) T folytonos és X =R, (b) T folytonos
és X =(0,1), (c) T-nek van egy szakaddsi pontja és X = [0, 1].

Fiiggelék

e Beppo Levi tétele. Legyen (X, 1) mértéktér. Ha az f,-ek integrdlhato fiiggvények és
sup/fn du < oo, tovdbbd f, / f, akkor f is integrdlhato és /fn du — /fdu.
n

¢ Riesz reprezentacios tétele. Legyen M kompakt metrikus tér. Ha L: C(M) — R folyto-
nos és pozitiv (azaz Y@ > 0-ra L(¢) > 0) linedris funkciondl, akkor létezik egyetlen
Borel mérték M-en, hogy Vo € C(M)-re /(pd,u =L(o).
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9. Markov-leképezések

Ebben a fejezetben egydimenzids leképezésekkel foglalkozunk.

9.1. DEFINICIO Az f: [0,1] — [0,1] leképezést Markov-leképezésnek nevezziik, ha létezik
diszjunkt nyilt intervallumok véges vagy megszamldlhatéan végtelen rendszere {I;: I; C

[0,1]}, hogy
a) m([0,1]\UI;) =0, ahol m a Lebesgue-mérték;
J
b) Vj-re f|;; € C'(I}) és
fI}) = (0, 1);
c) megadhaté B > 1, hogy |f'(x)| > B;

d) megadhato C >0 és 0 <y < 1, hogy minden j-re és minden x,y € I;-re

f'(x)
()

—1‘ <Clx—yl".

Megjegyzések

1. Mindeniitt az aldbbiakban f” jeloli egy leképezés n-edik iterdltjat; azaz f' = f, és

fr=rfort.

2. A b) tulajdonsdg az un. Markov-tulajdonsdg erds formdja, c) jelenti az f leképezés
egyenletes hiperbolicitasat, mig d) a médszereink szdmadra alapvetd disztorzids becslé-
sek egyik valtozata.

3. Példak intervallum-leképezésekre:

(i) Markov-leképezés az f(x) = gx — [gx], ahol g > 2 egész szdm; (ha ¢ > 1 nem
egész, akkor a leképezésre ugyan teljesiil a), c) €s d), azonban nem teljesiil a b)
Markov-tulajdonsag).

1 1
(i) az f(x) = —— [—} Gauss-leképezés (1. 1.8. Példa). (N.B. Itt ¢) nem all, viszont
X |x
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1 1 1
a), b) és d) teljesiilnek. Valéban d) 4ll y < E-el. Ugyanis x,y € (?, —) esetén
n n

y? 1
-1 <00 bl

\S]

< Z(n+ 1)y —x" My —x" <

< =(n+1)? y =" =

SIS

1
n'=Y(n+1)1-7
2 1
= 5+ )y =" <
< 22HYp2r-l ly —x|”.

Az elmélet {6 eredménye Rényi Alfréd tételének (1957) kovetkezd altalanositdsa:

9.2. TETEL Ha f a [0,1] intervallum Markov-leképezése, és jeloljiik m-mel a Lebesgue-
mértéket [0, 1]-n. Ekkor [0,1]-en létezik egyetlen olyan m-re abszoliit folytonos, f-invaridns
valosziniiségi mérték U, amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

d
(1) ct Holder-folytonos;
dm

() 0< inngi(x) < sup j—i(x) < oo}

(ii1) a U mértékre nézve f ergodikus;

BIZONYITAS (A 9.2. TETEL BIZONYITASA.) A Krilov—Bogoljubov-tétel alapgondolatat hasz-
ndlva vezessik be az m, := f'm jelolést, azaz m,(A) = m(f"A) minden A Borel-
halmazra. A kiilonbség annyi, hogy mivel most az invaridns mérték strtiségfiiggvényét
kell megkonstrudlnunk, ezért a mértékek gyenge kompaktsaga helyett a stiriségfiiggvények
kompaktsagat biztosité Arzela—Ascoli tételt fogjuk hasznélni.

b) és d) miatt f/ Holder-folytonos, azaz Vj-re Jat;(= sup f'(x)) < oo, hogy Vx,y € I;-
x€l;

re |f'(x) — f'(y)] < Cajlx —y|". Kovetkezésképp f mindegyik I; intervallumot monoton és
invertdlhaté médon képezi le (0, 1)-re.
Vezessiik be felbontdsoknak a kdvetkezd finomodé sorozatit:

No:= {(07 1)}7
m:={l},

azaz VI; olyan maximalis részintervallum, amelyet f 1-1 értelm{i moédon és simdn képez
(0,1)-re. Ennek altalanositasaképp:

Nn:={1j,...j.}» ahol VI; _ ; intervallumra az
f" 1, i, — (0,1) leképezés homeomorf.
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Ezt a definiciét ekvivalens mdodon igy is bevezethetjiik:
b)-bdl kovetkezik, hogy Vj-re létezik oly fj: I; — (0,1) homeomorf leképezés, hogy
Vx € UIj-re f(x) = fj(x) hax € I;. Ekkor x € I}, . ; pontosan azt jelenti, hogy
J

f"(x)=fj,ofj, 0-.-0fjx).

Erdemes megjegyezni, hogy ha x € I;, _; , akkor 1 <1 < n-re f!(x) € Ljy,...jn (persze
Ip := (0, 1)). Vezessiik be a kovetkezd jelolést: x € I;, i -re
M (%) = Ty -
Konnyd latni, hogy x € 1}, .. j,-re
In(®) = (") @)= £, ) £ (P72 00) o ()] 9.1)

Most mar elkezdhetjiikk a tulajdonképpeni bizonyitast. Szkitsiik eldszor a fazisteret a
reguléris pontok teljes mértékii My halmazara:

My = ﬂ U Lj.... -

n>0 j17'“7jn

Nyilvanvaléan M, invaridns halmaz (itt erds értelemben, azaz My = f My = M), és
m(Mp) = 1. Bizonyitasunk a kovetkezd £6 1épésekbdl 4ll:

1. Belétjuk, hogy Vx € (0, 1)-re

dm,, 1

(x) :=Sp(x) := :
dm yEJ;‘(X) 0

9.2)

Val6jdban ez (9.1) és az el6tte mondottak egyszeri folyomédnya. (Erdemes felidézni a Ruelle—
Perron—Frobenius-operator fogalmat az 1. fejezetbdl: az invaridns stirségfiiggvény éppen
ennek az operatornak a fixpontja.)

2. Igazoljuk a kovetkezd technikai alap-lemmat:

9.3. LEMMA Léteznek C1,Cr > 0, hogy Vn > 1, Vx € My és Yy € n,(x) esetén

28 <ew (Gl -0
tovdbbd
P -1l <alre - o) ©3)

3. Lemmank egyszerd kovetkezménye lesz az

Szdasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



44 I rész

9.4. LEMMA
(i) 3K >0, hogy Vn > 1-re és Vx € (0,1)-re S,(x) < K;
(ii) Vn > 1-re és Vx,y € (0,1)-re

[Sn(x) = Sn ()] < Sn(x)Ca|x—y[T.

4. Az eddigiek alapjén marmost igy okoskodhatunk:

Jelolje H,( Z Se(x (0,1)) az A,m mérték strtiségfiiggvényét. A 9.4. Lem-

mabal kovetkezik: Vn 2 1 -re és Vx,y € (0,1)-re

sup H, (x) <K, 9.4)

n,x

|Hn(x) _Hn<y)| < Hn<x) C2 |x_y|)/_ (9-5)

E két tulajdonsagbdl el6szor is adodik, hogy H,,: (0,1) — R egyértelmien kiterjeszthets egy
folytonos H,: M = [0,1] — R fiiggvénnyé, amelyre tovébbra is teljesiilnek az (9.4)—(9.5)
becslések. Mivel a {H,,} sorozat egyenletesen korlétos és egyenld mértékben egyenletesen
folytonos az M kompaktumon, az Arzela—Ascoli tétel miatt alkalmas {H, ;} részsorozata
egyenletesen konvergal valamely H: M — R folytonos fiiggvényhez, amelyre ugyancsak all:

sup H(x) < K, (9.6)
|H (X;E—H W) <H@X)Colx =y, 9.7)

(9.6)~(9.7)-b6] természetesen
|[H (x) —H(y)| <KCy|x—y7, (9.8)

is latszik.
Tételiink allitdsa adddni fog a kdvetkezd lemmabdl:

9.5. LEMMA A u(A / H (x)m (dx) mértékre igazak a 9.2. Tétel dllitdsai.

Térjlink rd lemmadink bizonyitdséra.
B1ZONYITAS (A 9.3. LEMMA BIZONYITASA) (9.1) és 9.1. Definici6 d) pontja alapjan

n

n—1 ¢ E -
L) H[1+C|f S ROIE

JIn
()’) 1—!) 5 (fﬂ )

Ja(x)

y € N (x)-bél egyiittal £(y) € n,_¢(f(x)), igy 9.1. Definicié c) pontja miatt
0 = F O <A @) = )]
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ahol A = B~1. A A; = A7 jeloléssel élve, és ismételten haszndlva a 1 +x < e egyenlStlensé-
get,

Jn(y) n—1 o )
o < [renire - o <
< ﬁ [1 +C/lf|f”(x) _f"(y)p} <
=1

IN

<1 [1+cafir@ - o)/

<exp Y CA{|f"(x) = f')|" =
=0

= exp [|f"(x)—fn(y)|yl—cfh}' D

C1 = C(1 — A)~ ! vélasztassal adodik az els6 egyenlGtlenség.
A mésodik igazoldsédhoz valasszuk a B,B’ > 0 konstansokat tigy, hogy V0 < z < Cj-re
expz < 1+ Bzés (1+Bz)~! > 1 — B'z teljesiiljenek. Akkor

()
(x)

~

<1+ BC|f*(x)— ")),

=~

valamint x és y felcserélésével

> [14BCy|f"(x) = "0 = 1=B'Cilf"(x) — f" )7 -

Osszesitve a két becslést

Jn(¥)
Jn(x)

. 1' < max{B.B}C1[f"(x) - ')

BIZONYITAS (9.4. LEMMA BIZONYITASA) Egyszer( integralhelyettesitéssel VI, . ; -re és
vy E Ij17'~'7jl‘l_re

=m(O.0)= [ h@d=hn0) j:é;“gdxs
1 e Lji ooin
<Ju(y) / exp [C1|f"(x) — " (»)|"] dx < J,(y)exp(C1)m(L;,, ) (9.9)
Ljreoosjn O

(9.2) alapjan annak figyelembevételével, hogy minden egyes I, . ;

- intervallum f~"(x)
pontosan egy elemét tartalmazza

Sn(x) <expCi.
Ezzel (i)-t belattuk.

Szasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



46 I rész

(i1) bizonyitdsahoz vegyiik észre, hogy

1
Su(¥)=Su() = Y e Z(y)fn(z’)

zef7"(x) Jefn

kifejezésben minden egyes [, ;. intervallumba pontosan 1-1 z illetve 7’ érték esik, igy (9.3)
figyelembevételével

Jn(2)

)| = CaSu(x)lx ="

5.0-S.001< ¥

cef () In(2)

BIZONYITAS (9.5. LEMMA BIZONYITASA.)

(1) kovetkezik (9.8)-bol.

(ii) -ben a sup-ra vonatkozé éllitds éppen (9.6), mig ha inf H (x) = 0, akkor (9.7)-b8l H (x) =
0 addédna, ami ellentmondas.

(iii), vagyis az ergodicitas igazoldsahoz gondoljuk meg el&szor, hogy ha A € .#, akkor
1étezik olyan B, hogy egyrészt (AAB) = 0, masrészt T~'B = B = TB, azaz B erSsen
invaridns halmaz, mas széval teljes orbitokbdl dll. Tegyiik fel tehat, hogy A nemtrividlis
erdsen invaridns halmaz. p és m ekvivalencidja miatt 0 < m(A) < 1.

Vilasszunk egy tetsz8leges € > 0 szamot. Lebesgue siirliségi tétele miatt 37}, . ;,, hogy
m(ANL;,..j,) > (L—€)m(lj . j,)

azaz
m(lj]r"ajl’l \A) < em(ljlr"’jl’l)'

Lévén f"I; . ;. =[0,1], ezért, 1 = / Jo(x)dx. A kozépértéktételbdl adédik, hogy IE €

-1
Ij,..j,» amelyre I(&)=m(1j..j,)

- In(x) Gl
A Tx) =In(E) max S <
Tehat
€
A= /’fl,....,jn\AJ (r)dr < m(ljlP_ﬂjn)m(ljl,...,jn) \A) <
€1 .

Ez igaz minden € > O-ra, ezért m(A) = 1, ellentmondas.
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Befejezésiil térjiink rd a tételben szerepld abszolut folytonos invaridns mérték unicitasara.
Tegyiik fel indirekte, hogy az altalunk konstrudlt y mellett van még egy v # U, a Lebesgue-
mértékre nézve abszolit folytonos invaridns mérték. Mivel u stirlisége pozitiv, azért v is

dv
abszolut folytonos u-re. Jelolje p = @ Tetszbleges h € Loo()-re igaz:

phdp = [hdv= [hoTdv= [p(hoT)du= [(poT Hhdu
fonan= [rev= fhorav= | /

ahol hasznéltuk mind v, mind y invariancidjat. Innen p o T=! = p p-m. m., azaz p invaridns
fliggvény. u ergodicitisa miatt ezért p = const. Azonban 1évén p és v valosziniségi
mértékek, azért p = 1, vagyis 4 = v. a
Fiiggelék

e Holder-folytonos fiiggvények. Legyenek (M,d), (M',d") metrikus terek. Az f: M —
M’ leképezés Holder-folytonos az x € M pontban, ha megadhatok C > 0és0 < y < 1
konstansok és x € U C M kornyezet, hogy Vy,z € U-ra

d'(f(y),f(z)) <Cd(y,2)" .
(A jol ismert Lipschitz-tulajdonsag épp az analég kovetelmény y = 1-gyel.)

e 9.6. TETEL (ARZELA—ASCOLI TETEL) Jelolje C(M) az (M,d) kompakt metrikus
téren értelmezett M — R folytonos fiiggvények halmazdat. Az F C C(M) részhalmaz
akkor és csak akkor kompakt, ha

(i) F zart;
(ii) Vx € M-re az F|x| :={f(x): f € F} (C R) halmaz korldtos;

(iii) az F-beli fiiggvények egyenld mértékben egyenletesen folytonosak (azaz V€ > 0-
hoz 38 > 0, hogy Vf € F-re és Vx,y € M-re d(x,y) < 8-bdl |f(x) — f(y)| < €
kovetkezik).

e Felbontas. Legyen (M,.%,Vv) val6sziniiségi mezd. Pozitiv mértéki halmazoknak egy
megszamlalhaté &2 = {A} csalddjat felbontdsnak nevezziik, ha (i) A # B € &2-bdl
kovetkezik V(ANB) = 0; (ii) v(M\ | A) =0.

AcP

7

o Lebesgue siiriiségi tétele. Az A C R Borel-halmaznak az x € R pont s{irtiségi pontja,
ha tetszSleges {1, } (x € I,,) intervallumsorozatra li_r>n m(ANL,)/m(I,) = 1. Allitas: Az
n—roco

A halmaz m-majdnem minden pontja A-nak stirliségi pontja.
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10. Kolmogorov-Arnold—Moser-tétel

A tételt a legegyszer(ibb esetre mondjuk ki és bizonyitjuk: a korgy(ir(i sima forgatdsanak kis
perturbécidjara.

Jelolje A := (R/(2nZ)) x [a,b] = {(x,y): 0 <x < 27,0 <y < b} akorgyfirtit (annulust),
ahol 0 < a < b. Tekintsiik ennek sima, monoton forgatdsat, azaz a Tp: A — A

To(x,y) := (x+7y(y),y)

leképezést, ahol y € C! és (y) > 0, tovdbbd legyen a T : A — A diffeomorfizmus

T(x,y) = (x+7y0)+f(xy),y+8xy))

ennek kis perturbicidja. Az ilyen leképezéseket ,twist’-leképezéseknek nevezziik. Az
egyszertiség kedvéért azonnal feltessziik, hogy y(y) = 7-y.

A Ty leképezésre nézve nyilvan valamennyi S, := {(x,y): 0 <x <2z}, y € [a,b] korvonal
invaridns, Tp mindegyiken forgatas; Sy-n a forgatasi szdm (amely mindig 1-re normalt) ﬁyy.
Misszoval, a Ty leképezés teljesen integralhatd, és mindegyik Sy un. invaridns torusz. Az
alapkérdés az, mi torténik az invaridns téruszoknak ezzel a ,,j61fésiilt” strukturdjaval a T
leképezésnél, ahol f és g megfelelden kicsik?

. . D3 7z 1 : 213

Mar Poincaré észrevette, hogy azok az invaridns toruszok, ahol @ = —7y racionalis

(az un. rezondns tdéruszok), eltlinnek tipikus kis perturbacié esetén. Az 50-es évekig azt
hitték, hogy ugyanez torténik a nem-rezonans toéruszokkal is, s6t azt is gondoltdk, hogy kis
perturbécié mar ergodikus leképezéshez is vezethet (a 20-as években Fermi adott erre — hibés
— bizonyitast).

1954-ben azonban Kolmogorov észrevette, hogy ennek az ellenkezdje igaz: a téruszok
tobbsége tiléli a kis perturbicidt. Nevezetesen megmutatta, hogy ez all az erdsen nem-
rezondns téruszokra, vagyis amelyek ® forgatasi szdma eleget tesz a kovetkez6 diofantoszi
feltételnek : 1étezik olyan v; u > 0, hogy minden p,q € Z-re

\%
(0g—p| > —. (10.1)
4]

10.1. LEMMA A diofantoszi feltételnek eleget tevé w-k halmaza teljes mértékii.

B1zONYITAS Jeldlje v,u > O-ra
Ay ={0:0< o <1és(10.1) teljesiil Vp,q(# 0) € Z -re}.

Nyilvdn p < p’ esetén Ay, C A, tovdbbd v < v/ esetén A/, C Ay . igy elég belitni,
hogy tetszSleges u > 1 esetén Leb(Ay ;) — 1, amint v — 0+ 0. Viszont

p v }
O—=| < ——
q‘ |g|*T!
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10. Kolmogorov—Arnold—Moser-tétel 49

z

12y

m((Ay,)* ;q—Fl ““_4\/;(]_

ami tetszélegesen kicsi, ha u > 1 és v elég kicsi. a

Térjiink r4 a KAM-tétel pontos kimonddsdra. Itt azzal az esettel foglalkozunk, amikor
f és g analitikus fiiggvények. Feltessziik tehdt, hogy az f(x,y) és g(x,y) komplex viltozos
fliggvények 2m-periddikusak az x szog-valtozdban, €s analitikusak a

7 :={(x,y) € C?: |Im x| < ro,y € 21},

tartomdnyban, ahol 2| C C nyilt tartomdny, amelyre [a,b] C 2.

Megjegyezziik, hogy az dltalunk tekintett leképezésekre vezethetd vissza az un. redukélt
3-test probléma a koros esetben. Az n-test probléma n darab pontszer(i részecske gravitacios
kolcsonhatdssal mozgd rendszerének leirdsat jelenti. A 2-test probléma épp a Kepler-feladat,
az egyenletek megoldhatdk, a 2 test kupszelet alaku palydkon mozog, amelyek egyik fokusza
a rendszer sulypontjdban van. A redukélt 3-test problémdban azt az esetet nézziik, amikor
a 3 részecske koziil az egyiknek a tomege igen kicsi €s ugy tekintjiik a rendszert, mint a
2-test probléma perturbéltjit. Abban a specidlis esetben, amikor a 2-test probléméban a
részecskék palyai korok, a redukalt 3-test probléma a korgytrd dltalunk tekintett leképezésére
vezet. (Megjegyezziik, hogy a legtobb bolygd Nap koriili palydi nem nagyon térnek el a kor-
palyéktol.)

Hamilton-rendszerek alapvetd tulajdonsdga, hogy rendelkezik sima invaridns mértékkel,
ez a jol ismert Liouville-mérték. Ennek szellemében a korgy(rd diffeomorfizmusai esetén
feltehetnénk, hogy ez a Lebesgue-mérték, a teriilet. Ennél azonban gyengébb hipotézist
fogadunk el, az un. metszet-feltételt:

10.2. FELTETEL (METSZET-FELTETEL) Tekintsiik Vy € [a,b]-re az S, korvonal T S, :=
{T(x,y): x € [0,27)} képét. Feltessziik, hogy Vy € [a,b]-re

T S,NS, # 0.

Vézoljuk roviden, miért teljesiil automatikusan a metszetfeltétel, ha 7-re invaridns
Lebesgue-mérték (azaz, ha T teriiletérz$). Tegyiik fel, hogy T teriiletrzd, mégis Jyo,
hogy TSy, NSy, = 0. Jelolje 7, és m, az elsd, illetve a mdsodik koordinatdra valo vetitést
az annuluson. Feltehetjiik, hogy m,(T'Sy,) > yo (a zart korvonalat a T leképezés "felfelé
mozgatja"), m,(TSy,) < yo analég médon targyalhaté. Az analiticitisbdl kovetkezik, hogy
egyrészt m(TSy) = S! = [0,27), Vy € [a,b], mdsrészt Vy' > yo esetén is 7m,(TSy) > yo. igy
viszont a T'(Uy>y,Sy) halmaz teriilete hatdrozottan kisebb, mint a U, S, halmaz teriilete.

10.3. TETEL (KAM-TETEL) Tegyiik fel, hogy T: A — A (aholb—a = 1)

T(x,y) == (x+yy+ f(x,5),y+8&(x,y)) (10.2)

a korgyiiri twist-diffeomorfizmusa, amely eleget tesz a metszet-feltételnek. Tegyiik fel tovdb-
bd, hogy az x-ben 2m-periddikus f(x,y),g(x,y) komplex vdltozds fiiggvények analitikusak a
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9 tartomdnyban. Akkor Ny < 1-re, V9-re és VY€ > 0-ra, tovdbbd ¥y > 0, VY > 1-re létezik
olyan 6 = 6(€,9,v, ), hogy haVx,y € D-re

[fllgl <v-8 (10.3)
akkor minden @ /21 € Ay ;N (1/27[a+ €,b— €])-re T-nek van

§:=8(8):=(&§+u(8),v(&)) (10.4)

invaridns gorbéje, ahol u és v 2m-periddikus, |Im &| < %O-ben analitikus fiiggvények. A &

paraméter megdlaszthaté gy, hogy (T$) (&) = {(& + w), tovdbbd

lul+|v—y 0| < €. (10.5)

Megjegyzések.

1. Tételiinkben a megengedhetd perturbicionak pusztan a y-tdl valo fiiggése latszik. A
mddszer javitdsdval azt is bebizonyitottdk, hogy Vy < 1-re, VZ-re, Ve > 0-ra, tovabba
Vv >0, Vi > 1-re 1étezik olyan 6 = 6(&,Z,1L), hogy ha Vx,y € P-re

If],1g] < yov?

akkor igaz a tétel dllitdsa. S&t, az invaridns téruszok @-t6l Lipschitz-folytonosan
fiiggenek, és a fazistérnek legaldbb 1 — O(v) mértéki részhalmazat alkotjak.

2. Tételiink allitasa kozvetleniil kiterjeszthet6 tobbdimenziés Hamilton rendszerek eseté-
re. A diofantoszi feltétel ez esetben: dv > 0 és Ju > 0 konstansok, hogy Vk € Z",

k = O-ra
1%
ko) > —
ahol |k| := |ki|+ -+ |ka|, @ := (®y,...,®,), és n a rendszer szabadséagi fokainak
szadma.

3. Fontos megjegyz€s, hogy 1 < 1 esetén Ay ;; = 0. Ugyanis @ € Ay | esetén

v < inf wg—p| < inf min glwg—p| < inf min |@Wg — p|.
_MGZ\QII q pl_p7Q€Z+0Sq§QQ\ q p!_p7Q€Z+QOSq§Q\ q—7p|

Ugyanakkor a gw( mod 1) € S!, 0 < g < Q pontokra alkalmazva a skatulya-elvet,
30 <k <1< Q,hogy dsi (kw,lw) < 1/0Q, azaz

1
1 wg—pl < —.
Og]ng| q p|_Q

Tehat Ay ; =@ ha v > 1. Hasonl6 gondolatmenettel i < 1-re Ay ;, = 0 is adddik.
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Fiiggelék

o Analitikus fiiggvények. Legyen ¥ C C a komplex sik egyszeresen Osszefiiggo,
nyilt tartomdnya. Az f: ¥ — C fiiggvényr6l azt mondjuk, hogy analitikus a &
tartomdnyban, ha & minden pontjdban differencidlhaté. Akkor az is igaz, hogy minden
z € 9 elég kis kornyezetében a fiiggvény konvergens hatvanysorba fejthetd.

Ha I C R véges intervallum, akkor az f: I — R fiiggvényt valés analitikusnak
mondjuk, ha Vx € I-re x alkalmas kornyezetében a fiiggvény konvergens hatvanysorba
fejthets. Ez esetben létezik olyan & C C egyszeresen Osszefiiggd, nyilt tartomény €s
fi: 2 — C, hogy f analitikus és f) | I = f.

e Cauchy-féle integraltétel. Ha f analitikus a ¥ C C egyenesen Osszefiiggd nyilt
tartomanyban, akkor barmely a &-ben fekvd zart I' Gt mentén integralva

]{f(z)dzzo.

e Fourier-sor. Ha az f: R — R 2z-periddikus fiiggvény integralhaté a [0,27] interval-
lumon, akkor Fourier egyiitthat6i

fie: l/zne_ikxf(x)dx (keZ).
0

T

Az f formélis Fourier sora

i fkeikx-

k=—oo
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11. A homolégikus egyenlet megoldasa. A Kis
nevezok problémaja

Itt egy latszatra tavoli kérdéssel foglalkozunk, amely mégis a KAM-tételre adott bizonyita-
sunk kiindulépontja lesz, és emellett frappadnsan mutatja a diofantoszi feltétel szerepét a kis
nevezOk problémdjanak felolddsaban.

A homoldgikus egyenlet a kovetkezd:

w(x+ o) —w(x) = h(x), (11.1)

0]
aholx€ S=R/(277Z) és o irraciondlis szdm. Ennek megoldasat keressiik adott & esetén. Itt
is az analitikus fliggvények korében dolgozunk, tehat feltessziik, hogy w és h 27-periddikus
komplex véltozés fiiggvények, amelyek analitikusak az |Imx| < r sdvban (r > 0).
Természetes lesz a Fourier-transzformaltakat hasznalnunk, tehat legyen

1 21 .
= h(x)e ®dx  (keZ)
T Jo (11.2)
1 27 "
W= g/o w(x)e "™dx.
Akkor — egyeldre formdlis megoldast keresve —
h(x) = Zeikxhk
o (11.3)
w(x) = Ze Wi
és P
Wi = o hak#0, (11.4)
végiil feltehetd, hogy
wo = 0.

A megoldhatdsag trividlis sziikséges feltétele

1 2n
n ::ho:%/o h(x) dx = 0.

Kérdés, hogy a (11.4) egyiitthatokkal értelmezett (11.3) Fourier-sor mikor konvergél (és oldja
meg a (11.1) egyenletet). Mivel

Y

1 T
| sinx| > in}nin|x—p7t| = Err;in‘%—p

azért — a diofantoszi feltételt is hasznalva —

" — 1] =2

. ko )
sin — | > T min
2 p

(O] >7_L_V
on L) = e
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Mivel 4 analitikus |Imx| < r-ben, ezért

sup |a(x)| =K < oo

|Im x|<r
és
1 iir+27rh l_kde K|
h / x)e = Ke """,
<o | [
Ezért

(V)
el = Ke (”v«w)

Tehat Z\wk] < oo, s6t az |Imx| < p (0 < p < r) sdvban

X)‘ < Z .khk otkx < ZK —|k|r |k’ \k|p
izol€"? k0
ahonnan [Imx| < p-ra
K
()| < Cr oo

ugyanis

Tehat igaz a

11.1. TETEL

1. A homologikus egyenletnek — additiv konstanstol eltekintve — egyetlen folytonos

megolddsa lehet, ha o irraciondlis.

27
2. Ha h analitikus az [Im x| < r sdvban, / h(x)dx =0, és o diofantoszi, akkor létezik

az egyenlet w = Lh megolddsa, amelyre az |Imx| < p sdvban (0 < p < r esetén)

K
< -
w(x)| < Cy (r—p)H+l’
feltéve, hogy/ x)dx=0(K = |Ima|x h(x)).
m x|<r

A tétel elso allitasa azért kovetkezik a fentebb mondottakbdl, mert folytonos £ fiiggvény
esetén a wy egyiitthatok (11.4) altal egyértelmiien meghatarozottak, és a kérdés csupédn az,
van-e egyaltalan w(x) fuggvény ezekkel a Fourier-egyiitthatokkal.
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12. Az invarians torusz formalis felirasa

A T leképezés invaridns gorbéjét azonnal a

&= (& +u(§),v(&)) (12.1)

alakban keressiik, ahol & a 27-periddikus szog-paraméter, vagyis feltessziik, hogy u és v 27-
r
periédikus fiiggvények, mindketten analitikusak az [Im &| < 50 savban. Feltessziik tovabba,

hogy
(T¢)(6)=C(6+w)

0)
ahol — irraciondlis és |u| +|v — 7~ @] kicsi.

Az (12.1) invariancia-feltétel pontosan azt jelenti, hogy

E+u(8)+(8)+ f(E+u(§),v(E)) =&+ o+ué+ o), (12.2)
V(&) +g(&+u(§),v(&)) =v(E+w). (12.3)

Ezt az alapegyenlet-rendszert kell megoldanunk. Ty perturbacidjanak egyszeriibb esete lenne,
ha f(x,y) = Afo(x,y), g(x,y) = Ago(x,y)-t vdlasztanank, ahol A kis paraméter. Ez azonban
nem jelent 1ényeges konnyebbséget, ezért inkdbb feltessziikk, hogy f(x,y) = f(x,y,A),
g(x,y) = g(x,y,A) ahol f és a g-nek a kis, A paramétertdl fiiggése is analitikus, amibdl itt
azt fogjuk haszndlni, hogy a hatvanysor véges részletosszegei a megfeleld6 maradéktaggal
kozelitenek. Ekkor u(&) és v(£) is fiiggni fog A-tdl, ismét feltessziik, hogy analitikusan
(valdjaban csak az kell nekiink, hogy a fiiggvények formdlis hatvdnysorba fejthetdk). (12.2)-
(12.3) most igy néz ki:

u+w,A) =u+y—o+f(&+uvi) (12.4)
v(iE+o,A)=v+g(E+u,vA). (12.5)
Tegyiik fel tehdt, hogy
Fly,A) =Y A fulx,y) (12.6)
n=1
g(x,y,A) =Y A"pa(x,y) (12.7)
n=1

u(€) = u(E. 1) = ilz"un@
WE) =v(EA) =7 o+ Y A(E)

(12.4)—(12.5)-bdl egyiitthatd 6sszehasonlitdssal

un (& + @) —un (&) — yvu(§) = Fu(&) (12.8)
vn(‘:"i_a))_vn(g) :Gn(g) (12.9)
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ahol F,(&) (és hasonléan G,(&)) A" egyiitthatdja (& + i Aun (), 7 o+ i A (E), 1)

n=1 n=1

(illetve g(& + Y A un(E), 7 o + Y A"vn(€),1)) A-hatvanysordban. Mivel az (12.6)-
n=1 n=1
(12.7) hatvanysorokban a konstans tag 0, ezért

Fn(é) = fn(éay_lw) + @, { fr up,ve: £ <n}
Gu(&) = gn(&, 7 @) + W { fo,us,ve: £ <n}.

Mint 11.1. Tételbdl tudjuk, (12.9) megoldhatésdganak sziikséges feltétele: G = 0. Ennek
belatasat késobbre halasztjuk. Mindenesetre, ha ez teljesiil, akkor 11.1. Tétel alkalmazhatd,
hacsak Fy, (&) és G,(&) analitikusak valamely sdvban. A Fourier-egyiitthatékat (1. (11.2))
“-al jelolve, és az n indexek kifrdsat mellézve (az (12.8)—(12.9) egyenletek alakja n-tdl
fiiggetlen!), a megoldds Fourier-egyiitthat6i a kovetkezdk (v. 0. (11.4))

~

Gy

Ve = — k#0

Vi elk(l) 1 ( 7& )

~ F\k Yék

Up = eiko _ 1 (eika) _ 1)2 <k 7& O)
~ f ) e

Vo = ——0, ug tetszoleges.

Tényleges bizonyitasaink ezeken a formaélis eredményeken alapszanak. Bizonyitsuk azonban
ezek feltételét; ez az egyetlen 1épés, ahol hasznélni fogjuk a metszet-feltételt.

27
12.1. LEMMA Vn > O—ra/ Gn(&) dé =0.
0

B1zONYITAS Indirekt. Tekintsiik azt a legkisebb n értéket, amelyre

1

ng

[ Gueraz #o

és g helyett a g — mA" fuggvényt. Ekkor a (12.8)—(12.9) egyiitthaté-egyenletek megoldhatok
nemcsak (n — 1)-ig hanem n-ig, és véve az

= i lgug
/=1

n
=7 o+ Y Al
=1

<1

fliggvényeket, a (12.4)—(12.5) alapegyenletek teljesiilnek mod O(A"*!), azaz

E4i+yi+fE+iay)=E+0+ia(E+o)+0A"h
T+ g(& +id,7) = 9(& + ®) +mA" +0(A" 1)
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(itt haszndljuk f és g véges sorfejtéseinek maradéktag-becsléseit). Mindez felfoghaté a
kovetkezGképpen is: a (& +id(E,1),V(E,4)) gorbe képe megegyezik az eldbbi egyenletpar
jobb oldaldval. Ha a kép metszi a gorbét, akkor valamely &-re és E”-re, A — 0 esetben
(bevezetve a &' = " + w jelolést)

E+a(G,A) =& +a(E' A)+0o(A")
B(E,A) = (", A) +mA" +0(A).

Innen &' = & +0(A"1) adédik az els6 egyenletbdl, mig ugyanekkor a masodikbdl m = 0-t
kapunk, ami ellentmondas. O
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13. Feladatok

Megoldanddk a x-tel jelolt feladatok.

1. * Legyen (M,%,T) endomorfizmus, ahol M topologikus tér, % a Borel c-algebra,
és T folytonos. A T endomorfizmust fopologikusan tranzitivnak nevezzik, ha létezik
sdrd orbit. T-t minimdlisnak nevezziik, ha nem létezik valddi, zart, nem-iires, invarians
részhalmaza M-nek. I. Igazoljuk, hogy a kérvonal Ry : S — S, Ry := x+ o (mod
1) forgatdsa topologikusan tranzitiv, sét minimdlis, ha o ¢ Q. 2. Mutasson példdt

topologikusan tranzitiv, de nem minimadlis leképezésre.

2. * (V. Arnold) Tekintsiik az 1,2,...,2",... szamsorozat tizes szamrendszerben felirt
alakjanak elsé jegyeit. El6fordul ezek kozott a 7?7 A 8? Ha igen, melyik gyakoribb?

3. * Mutassuk meg, hogy ha valamely n-re T" ergodikus endomorfizmus, akkor 7 is az.
Adjunk példat arra, hogy az 4allitds megforditdsa nem igaz.

n—1
Utalds: u(T7"AAA) < Z (T HAATIA), ugyanis d(A,B) := 1(AAB) metrikat
j=0
definidl a mérhetd részhalmazokon.
4. * (Neumann ergodtétele operatorokra) Legyen U a H szeparabilis Hilbert tér izo-
metridja, és P az ortogondlis vetités az invaridns vektorok . :={f €e H |Uf = f}
alterére. Ekkor minden f € H-ra teljesiil

n

1l
lim - ) U'f=Pf.
0

n—eo =

5. * Mutassuk meg, hogy 2", n € Z* az 0,1,2....,9 jegyek tetsz6leges véges hosszi
sorozataval kezd6dhet (az els6 jegy persze nem 0).

6. * (Simdnyi-Szdsz) Legyen (M,.%) mérhetd tér, G csoport. Legyen adott minden g € G-
re egy (M, ,T,) automorfizmus. Az (M,.F,1g) = {(M,#,T,): g € G} csaladot
csoport-hatdsnak nevezzilk, ha Vgi,g> € G-re Ty, = T,,T,, (a G csoport hat az M
téren). Tetszbleges x € M esetén az x G-pdlydjdnak nevezik a Gx := {T,x: g € G}
halmazt.

Legyen adott ot = (¢t1,...,0y) € R, és tekintsiik R?-ben az a-ra ortogonilis g vekto-
rok R?~!-el izomorf additiv G csoportjat. Hasson R%-n a G csoport a kovetkezSképpen:
Vg € G,x € Ré-re

Tox=g+x.

RY-t faktorizalva Z¢ szerint végiil is T¢-n kapunk egy G-hatast.

Bizonyitsuk be, hogy

s

o G-nek csak akkor van T¢-ben siirii pdlydja, ha az o koordindtdi kozott van kettd

s s

linedrisan fiiggetlen (és akkor minden pdlya siirii);
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7.

10.

11.
12.

13.

14.

o Az elobbi feltétel mellett a pdlydk aszimptotikusan egyenletes eloszldsuak (mit is
jelent ez?);

o ** Legyen adott U C R? nyilt halmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan véges F
halmaza az a-knak, hogy ha o ¢ F, akkor G = Gy minden pdlydja metszi az U
halmazt.

** A csoport-hatds specidlis esete a csoport-eltolds.

Legyen M kompakt topolégikus csoport és pu a Haar-mérték M-en. Tetszbleges
rogzitett g € G-re legyen
T, x=g-x.

Ekkor (M,.#,T,,u) automorfizmus. Ez a példa egyben dltaldnositdsa a térusz
feltekerésének (1.12. Példa).

Mi T, ergodicitdsdnak feltétele, ha G Abel-csoport?

> A T4 térusz Ty : T¢ — T9, Ty = x+ o (mod 1) eltoldsa akkor és csakis akkor
minimdlis, ha 1,q, ..., oy raciondlisan fiiggetlenek.

“AD:S— S, Dx=2x (mod 1) diadikus leképezés
a) topologikusan tranzitiv?
b) minimalis?
* Tekintsiik az R? sik A = (? 1) matrixszal adott linedris leképezését. Mutassuk

meg, hogy A természetes médon szdrmaztatja a T = R? /Z? térusz T automorfizmusat
(kissé pongyolan Tyx = Ax(mod Z?)). Keressiik meg ennek az invarians mértékét!

2

* Altaldnositsuk az el6z6 feladatban megjelend szitudciét magasabb dimenzidra is!
Tekintsiik az M = {0,1}%Z* halmazon a

1—x; haVj<irex;=1
(), =4 o+ B f
X; kiilonben

osszeado gépet. (itt x = (x1,x,...) € M).
a) Keressiink invarians mértéket!
b) MiT~!?

X f: M — M folytonos leképezése M = T“-nek. f akkor és csakis akkor topologikusan
tranzitiv, ha VU V C M nyilt halmazra 3N = N(U,V) egész szam (N > 1), hogy U N
NV £ 0. (Az allitas igaz lokdlisan kompakt, szepardbibilis metrikus terekre is.)

* Tekintsiik az I = [0, 1] intervallum 7'x = 4x(1 —x) endomorfizmusat. Mutassuk meg,
hogy I-nek vannak pontjai, amelyek sem periodikus pontok, sem gyengén periodikus
pontok. (Utmutatas: 15. feladat.)
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15. * Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban szerepld leképezésnek a p(x) = C -
(x(1 —x))_% fiiggvény az invarians sirtisége. Mi C értéke?
16. * Mutassuk meg, hogy a 14. feladatban szerepls leképezés izomorf az
1
2x, <=
X x<3

Tx =

1
2-2 =
X, x>2

sator-tetd leképezéssel. (Utmutatds: 15. feladat.)

17. * Legyenek x| < xp < --- < xg a T leképezés fixpontjai, ahol T a 14. feladatban
szerepld automorfizmus. Nyilvdn x; = 0.

3
a) Mely i-re lesz x; = 2 ?
b) Csoportositsuk a maradék 6 pontot a 7" leképezés két 3 periodusu pélydjéba!l
18. * Legyen (M,. %, 1) mértéktér.

a) Mutassuk meg, hogy d(A,B) := 1 (AAB) pszeudo-metrika. (AAB := (A\ B)U
(B\A))

b) Hogyan lehet d (A, B)-t metrikdva tenni?
¢) Mutassuk meg, hogy

uXNY)—pUNV)[<pXoU)+uYoV).

19. * Mutassuk meg, hogy a pék leképezése: T : [0,1)? — [0,1)?

y 1

2 —> -

; (x,2 , 0<x<2

o TR T BN
" )2

ergodikus és keverd.
20. ** (Rényi Alfréd) T akkor és csakis akkor keverd, ha VA € .7 -re

lim u (T7"ANA) — [u(A)]

n—oo

21. * Mutassuk meg, hogy [0, 1) kovetkezs leképezései ergodikusak és keverGek is:

a) Tx= {2x+%}
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1

2x, x<§

b) Tx= i
2(1— > —

22. Bizonyitsa be, hogy egy irredubicibilis Markov-eltolds ergodikus.

23. Bizonyitsuk be, hogy minden aperiodikus irredubicibilis Markov-eltolds keverd.

l+¢e 1
e 1
matrix 4ltal definidlt T leképezést. Legyen x € [0,1]% és v € R?, |vs| = 8 < 1, és
Lx,v={y=x+1tvs:t €[—1,1]}. Hogyan viselkedik 7" Lx,v?

24. Tekintsiik [0, 1]2-en az

25. Bizonyitsuk be, hogy a

a) szorzat
b) ferde-szorzat

c) felemelés

leképezések endomorfizmusok.
26. Mutassuk meg, hogy az indukalt leképezés automorfizmus.
27. Bizonyitsuk be, hogy a 77 és T keverd, akkor 77 x T is az.
28. Ha T; és T; ergodikus, akkor 71 x T, akkor és csak akkor ergodikus, ha

Ag(Th)NAL(T) ={1}.

(Aq(T) jeloli a T altal indukalt operdtor sajatértékeinek halmazat.)

29. * Melyek a Gauss-leképezés fixpontjai?

30. Jelolések, definiciok
Legyen (M,.%#,u,T) endomorfizmus.

a. Tegyiik fel, hogy t(A) > 0. Legyen Ty : A — A akovetkezd: legyen Tyx := T*x,
ha k € N a legkisebb érték, amelyre TXx € A. Ty-t Poincaré-leképezésnek (vagy
els6 visszatérés leképezésnek, vagy derivalt leképezésnek) nevezziik.

b. f: M — N mérhet6 fiiggvény. Jelolje

Mp={(x.k)|xeM, 1<k<f(x)}CMxN.
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Legyen F az A x {k}, A C #, k € N halmazok 4ltal generalt c-algebra és legyen
pr(Ax {k})=p(A). Legyen Ty : My — My a kovetkezd:

(x,k+1) ha k< f(x)
Tf(x’k):{ (Tx,1) ha k= f(x).

Ekkor (My, By, 1urTy) a torony-endomorfizmus. (Megjegyezziik, hogy iy csak akkor

valészintiségi mérték, ha [ fdu = 1, de a definicié 4ltaldban is értelmes, ha f €
M

Li(n))

A. Mutassuk meg, hogy a Poincaré-leképzés és a torony-leképezés is mértéktartoak.
B. HaT ergodikus, W(A) > 0 és f € Li(l), akkor Ty és Ty is ergodikusak.

31. Jelolések, definiciok:

Legyen M topologikus tér, u valészintiségi Borel-mérték

supp U = ﬂ F (a u mérték tartGja)
F zart, u(F)=1
o(x) = ﬂ U TJx (az x fazispont @-limeszpontjai)
nely4 j>n
R(T)={xeM|xcw(x)} (T visszatérs pontjai)

Legyen (M, %,1,T) endomorfizmus, ahol M szepardbilis metrikus tér, % a Borel o-
algebra, T folytonos. Igazoljuk:

A. M u-majdnem mindeniitt visszatérd, azaz supp L C R(T)

B. Ha M kompakt és T ergodikus, akkor [L-majdnem mindeniitt pont pdlydja stirii
supp U-ben

32. * Tekintsiik a [0, 1) intervallum Tx = {2(1 —x) } leképezését.
a) Melyek T periodikus pontjai?

b) Hatidrozzuk meg a

lim ~[£(x) + £(Tx)+ ..+ F(T"x)]

n—oo

értékét, ha f(x) = sin(27mx). Milyen értelemben vehetjiik a limeszt?

33. * Ergodikus-e a [0, 1]

(1 1

E—Zx, O<X<Z

I 1 3

Tx = O2x — —. = e

X X ok 4<x<4
5 3

\ E—Zx, Z<x<1

leképezése?
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34. * Keressiik a [0, 1] intervallum

1
3 O<x< =
X, X 3

3 AL
2 3)0 3°7

leképezésének invaridns mértékét.

Tx

35. X Mikor ergodikus a T? = R?\Z? 2-térusz Ty (x,y) = (x + &, y+x) leképezése?

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



II. rész

63



64 II. rész

14. Birkhoff-Hincsin-tétel

A Birkhoff—Hincsin-ergodtétel (I. rész 2.14 tétele) az ergodelmélet egyik legalapvet6bb
tétele. Mi itt nem az eredeti bizonyitast kovetjiik, hanem Katznelson és Weiss érvelését ([7]),
amely taldn jobban ramutat a jelenségekre.

Az egyszerliség kedvéért feltesszikk, hogy (M, % ,u,T) endomorfizmus ergodikus.
Ebben az esetben a Birkhoff-Hincsin-ergodtétel igy szol:

14.1. ALLITAS Yf € Li-re W-majdnem minden x-re

ln—l e
=Y A" [ fap.

J=0

B1zoNYITAS Feltehetjiik, hogy f > 0, ellenkez6 esetben felbontjuk a fiiggvényt pozitiv és

negativ részek osszegére, és ezekre kiilon bizonyitunk. O
Legyen
1 n—1 )
£ (x) = limsup (liminf) = ¥ £(T7x)
n-:
j=0
1.

1" LW ()
Z]gbf(TlTx)_ . <n+1i§’)f(Tx)_n+1

miatt f¥(Tx) = f*(x), f~(Tx) = f~(x) u-majdnem mindeniitt. Igy az ergodicitas
miatt (-majdnem mindeniitt /', f~ = const.

2. Elegendd beldtni: f < /fd,u < 7, mivel akkor a trividlis f~ < f* miatt f~ =

U-majdnem mindeniitt.

3. Legyen € > 0 fix. Az aldbbi 1.-4. 1épésekben belatjuk, hogy /™ < [ fdu +3e. Az 5.
1épésben vazoljuk, hogy hasonlé érveléssel f~ > [ fdu — 3e.

1. LEPES: Legyenn: M — Z,
ln—l ]
n(x) :=inf<n > 1 ’er < - Zf(TJx)+£ .
n =

Nyilvan

n(x)—1
n(x)f"< Y f(T7x)+en(x). (14.1)
j=0
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2. LEPES: n(x) helyett korlatos fiiggvényt vesziink. ElSszor is, €-hoz vélasszunk egy N(=
Ng) > 0 szamot, melyre az A(= A¢) = {x € M | n(x) > N} halmaznak mar nagyon kicsi a
mértéke. Konkrétan, legyen N olyan nagy, hogy

€
H(A) < = (14.2)
Ekkor bevezethetjiik a kovetkezd 4j fiiggvényeket:
sy ) oA () x¢A
n(x)—{ 1 ©s f(x)—{ max{f(x),ft} x€A.

A definici6bdl kozvetleniil kovetkezik, hogy 7i(x) < N, tehdt korlatos fiiggvény.
Tovéabba a (14.1)-bol
A(x)—
Z J(T'x) +eh(x). (14.3)

Misrészt x € A esetén f(x) < f(x) +f+, igy (14.2)-bdl
Jiaus [raus [ rau+ [ £' < [raute. (14.4)

3. LEPES: f és /i bevezetésével az ergodikus dtlag és f+ eltérését szabalyos id6kozonként
kontrolldlni tudjuk: most vélasztunk egy kelléen nagy L(= L¢) szamot, hogy L hosszi idGre
atlagolva ez az eltérés mdr elenyész0 legyen. Konkrétan

f+

o 14.
T <€ (14.5)

Definidljuk rekurzive a kovetkezd ny(x): M — Z. megallasi idSket: (k > 0)

no(x) = 0
n(x) = np(x)+a(T"0Wy)

nk(x) = nkfl(x)+ﬁ(T”k*1(x)x).

Tovabba
k(x) =sup{k € Z; | ny(x) <L—1}.

Az A halmaz definicidja alapjan

A o N — N N (sz 1),
n(x) S N ~ L—I’Lk(x) N.

IAIN

Tehat
k(x)
T= ) () =1 (0) + L= g (),
k=1
ami (14.3) miatt
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k()
Y +fIN<

| /\

[ Z)l (f"(zj)—ksﬁ(T”"*l(x)x))

~ =
,‘_‘,_.

f(zj)+eL+f+N. (14.6)

~.
|I

4. LEPES: (14.6)-t integralva u szerint

Lft < L/fdu +Le+fTN
azaz (14.4) és (14.5) alapjan

f+</fdu+e+f+ /fd,u+8+8+8 (14.7)

5. LEPES: Annak igazolasa, hogy f_ > / fdu, a fenti 1.-4. 1épések mintdjara torténik

(persze forditott irdnyu egyenlStlenségekkel). Csak néhdny aprobb részlet valtozik, példaul
az A halmazon az f fiiggvényt 0-nak definidljuk (f-r6l eleve feltettiik, hogy nemnegativ).
Vizlatosan:

n—1
n(x) ::inf{nzl ‘%Zolf(Tix)Sf—i-s} (H)
n(x)—1 .
Y f(T'x) <n(x)f~ +n(x)-e. M
0
Legyen
A= (n(x) > N), /Af(x) du < e, ésx€Ara f(x) =0, ii(x) =1
mig x ¢ A-ra f(x) = f(x), Ai(x) = n(x) @)
ii(x)—1 .
Y F(T'x) <ii(x)- f~+ii(x) - € (K)
0
[Fau= [rau— [ rau= [rau—e L)
k(x)
Lf~=f" ) (m(x) —me1(x) +f (L—m(x))
k=1
L—1

Lf~> Y F(T)~L-e-Nf
0

integrdlva majd atosztva
1= [ rau-se
1= [ran. M)
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15. Szubadditiv ergodtétel

A szubadditiv sorozatok fontos szerepet toltenek be az analizisben, az erogelméletben pedig
kiillonosen nagy a jelentdségiik (tobbek kozott az entrépia vagy a Ljapunov-exponensek
definici6jandl, vizsgalatanal keriilnek el§). Kezelésiik kiindulépontja az aldbbi alapvetd

lemma.

15.1. LEMMA (SZUBADDITIVITAST LEMMA (FEKETE MIHALY, 1923)) Legyen
a: 74 — R és tegyiik fel, hogy Yn,m € 7 -ra

Antm < Ay + Q-

Akkor a a
s~ :inf{—"}.
n n

B1ZONYITAS Tegyiik fel,, hogy a = inf{@} > —oo. (00 = inf{@} = —oo esetén analdg a
n n

bizonyitas.)
Ekkor Ve > 0 3 m, hogy bm <a-+eE.
m
Rogzitsiik az m-t, tovabbd egy r =0, 1,...,(m — 1) szdmot. Tekintsik n =1 -m+r, (I — oo)
index( elemek részsorozatét.

a, <la,+a,

o _Im_ aw | ar (15.1)
n Im+r m n

[ — oo-esetén latszik, hogy a részsorozat mentén lim sup %‘ < o+ €, és mivel r valasztasa
tetszdleges volt m-hez, tovabba tetszdleges €-hoz van alkalmas a,,, adédik

. an
limsup— < a+¢
n n

~ limsup & < @ = inf 2. (15.2)
n n
O

15.2. TETEL (SZUBADDITIV ERGODTETEL (KINGMAN, 1963) ) Legyen (M,.7,T,u)
ergodikus endomorfizmus. Tegyiik fel, hogy Fi,F>, ..., Fy,, ... € Ly szubadditiv, azaz Vn,k >

1
Fpii(x) < Fe(x) + Fo (T x) W-majdnem mindeniitt. (15.3)

Akkor
e JA € RU{—oo}, hogy

1
lim—-F,(x) =24 W-majdnem mindeniitt
non

. A:inf{l/Fndu nZl}.
n
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15.3. MEGJEGYZES Ha (15.3)-ben egyenldtlenség helyett egyenldség all, sziikségképpen
Fy(x) = F1(x) + F{(Tx) + ... + F{ (T" 'x), tovabba u invariancidja miatt %an du = [Fdu
Vn, és igy A = [ Fy du. Tehat ebben a specidlis esetben éppen a Birkhoff—Hincsin-ergodtételt
kapjuk vissza (az F] € L fiiggvényre).

A szubadditiv ergodtételre is Katznelson és Weiss bizonyitasat kovetjiik.
B1ZONYITAS (15.3)-bél

/Fn+kdu < /deu-i—/Fndu.

Igy a 15.1. Lemma miatt

A:inf{l/Fnd,u
n

Beldtjuk, hogy ezzel igaz az allités.
Jelolés:

n> 1} :liml/Fnd,u.
n

1
F*(x) =limsup —F,(x)
n

1
F~ (x) = liminf ;Fn (x).

1. LEPES: F* és F~ invaridns fiiggvények.
Foi1(x) < Fi(x) n F,(Tx)

U is:
/gyanls +1 " n+l1 n+l1 n
ey E E(T
lim sup (liminf) (%) < limsup (liminf) A(T)

n n

azaz
F~(x) <F (Tx) Ft(x) <F*(Tx)

de

/ F~(x)du = / F(Tx)du ~ F(x)=F (Tx),
(F~ integrdlhat6sigat a Fatou-lemma biztositja) és ugyanigy
FH(x)=F"(Tx).

Igy az ergodicitds miatt F*(x) = F* és F~(x) = F~ valamilyen konstansokra, -
majdnem mindeniitt. Van tehdt hdrom szdmunk: A, F T és F~, ezek egyenl&ségét kell beldtni.
2. LEPES: El8szor beldtjuk, hogy F™ < A.

Konnyen adédik, hogy F™ < [ Fy du, ugyanis (15.3)-bdl

1 1 n—1 )
-F,(x) < =) F(T'x) (15.4)
n n =

J
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igy Birkhoff—Hincsin ergodtétele miatt
F+§/ﬂml

Legyen N > 1 tetszdleges rogzitett: belatjuk, hogy Fy < ]%/ [ Fydu.

Legyen egyeldre n is rogzitett, de késdbb n — co-t fogunk venni.

V1 <i < N-re nézzik az i, i+ N, i +2N,...,i+mN < n—N (viszont n — N < i+
(m; + 1)N) szamtani sorozatokat. (15.3)-bdl

m;:

Fy (x) < F,(X) + Z FN<Ti+le> +Fn—(i+m,~N)(Ti+miNx)'
1=0
Ezeket 6sszegezve 1 <i < N-re
N-1 n—N . N-1 .
NFE,(x) < Y F(x)+ Y, Fv(T/x)+ Y, F(T" 'x)
i=1 j=0 i=1
azaz
Lp) < 2 1"iVF (T7x)| + 1NfF( )4 NiF(T"" ) (15.5)
—-F,(x) < —=|- X - = (x)+— : x)|. .
n"" TN ”J-:oN an.le Nl.zll

Most tekintsiik az n — oo viselkedést: Birkhoff—Hincsin ergodtétele miatt

1
I— N / Fydu p-majdnem minden x-re. Mdasrészt nyilvanvaléan -majdnem minden x-re
II —06és IIIl—> 0.
Tehat F™ < N/FNdu VN > 1-re.

Innen 1
F+<l:'f—/Fd. 15.6
< inf> | Fndu (15.6)
3. LEPES: (15.6) fényében elég beldtni, hogy A < F~. —o = A esetén ez automatikusan

teljesiil, igy feltehetd, hogy —eo < A.
Legyen € > 0 rogzitett: be fogjuk latni, hogy A < F~ + 3e. A Birkhoff-Hincsin-tétel
bizonyitdsdnal latott gondolatmenetet fogjuk kovetni. Legyen tehét

o n(x) zmin{n >

%Fn(x) SF‘+£} (15.7)
e A={xeM|n(x) >N}
ahol az N > 1 szamot (€-hoz) 4gy valasztjuk, hogy
/A(\Fl(x)\ P ])du < €. (15.8)
Legyen
F(x):{ Fo e ﬁ(x):{ n(x) x¢A

Fi(x) 1 x €A.
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Marmost a definicié szerint F~ < F~(x) (ugyanis x € A-ra n(x) > 1, igy Fi(x) > F~ +¢€).
Ugyanakkor (15.8) miatt

/qu <F +e. (15.9)
4. LEPES: (15.7)-bdl és a definiciokbdl x ¢ A-ra 7i(x) = n(x), és igy
() (X) S n()F™ +en(x) <

xZ F(T'x)+n(x)e= Y F (T'x)+ii(x)e.

/\

~.
o
~.

Il
=

Ugyanakkor x € A-ra Fj, (x) = Fi (x) = F~(x). Tehat
Fn(x) < F~(T7x) + &ii(x) (15.10)

U majdnem minden x-re.
Most L > N-hez vezessiik be, ugyantigy, mint Birkhoff—-Hincsin-ergodtétel bizonyitdsaban a
3. 1épésben, az ng(x),n;(x),...n;(x) megdllasi idket és k(x)-t. A szubadditivitdst haszndlva

Filx) = Fia )( )+F~(T”1 )(Tnl() X) +F(T"k 1 )(Tnk 1) )+FL—nk(x)(Tnk(x)X).

Ebbdl (15.10) alapjan és kihaszndlva, hogy L —n; < N
Z “(T/x)+eL+ Y |F(T7x)|.
=0 j=L—N
Integrélva és L-lel osztva
1 . N
A< /ZFLdu < /F d,u+£+z/]F1]du.
Most L — oo esetén (15.9) miatt

ALZF 4+e+et+e ~ A<F . O

15.4. MEGJEGYZES Ha A > —oo, akkor L;-konvergencia is igaz. Ugyanis a (15.4) Formula

1
alapjan —(F,) (itt g+ a g fuggvény a pozitiv része) egyenletesen integralhato. O
n

F6 1épések (Osszefoglal)

1. F* és F~ invaridns fiiggvények.

2. VN-re F* < & [Fy,igy F© <A.
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3. A < F~ bizonyitdsdhoz bevezetjiik az n(x), A = A(€), F~, ii mennyiségeket, melyekre:
o Fm <F (x)

° /F_d/.LSF_—{—s

4. Mint Birkhoff—Hincsin ergodtételében

L—1 L
F(x) < Y F(T'x)+eL+NF~+ Y F(T'x).
Jj=0 j=L—N

Tehdét integralva és L-lel osztva

1 5
ASZ/FLdug/F—du+s+e§F—+3e
A<F.
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16. Oseledec multiplikativ ergodtétele

Ebben a fejezetben a dinamikai rendszerek egy nagyon fontos osztalydval, a sima dinamikai
rendszerekkel foglalkozunk. Ez azt jelenti, hogy a fazistér, M kompakt Riemann-sokasdg, a
dinamika pedigegy f: M OMC I_diffeomorfizmus. 4 jeloli a Borel o algebrit, igy (M, 4, f)
nyilvan automorfizmus. Tovabbi jelolések:

T.M az M sokasdg x ponthoz tartozé érintGtere;
D, f: differencial, vagy €rintSleképezés:TyM — Ty.M linearis operator;

Dx(fn) = (Dfnfle) ’ (Df"*zxf) Tt (Dfxf) ) (Dxf)

ami a lancszabdly egyszert kovetkezménye.

16.1. Fiirstenberg—Kesten-tétel (1960)
Ha u ergodikus mérték, akkor 94 € R, hogy

1
lim —log||Dyf"|| =4  p-majdnem minden x-re. (16.1)
n—oon

16.1. ERTELMEZES A Riemann-struktira meghatdroz egy belsé szorzatot az érintd nyaldb
VT:M: x € M fibruman. (Feliiletek esetén ez az un. els6 alapforma.)

|Dxf"|| @ Dxf": TcM ) linedris leképezés normdja az indukalt norma szerint.

Nyilvdn ha maés, ekvivalens Riemann-metrikat valasztunk, akkor log||D,f"| valtozdsa

csak korldtos, igy —log||D,f"|| limesze ugyanaz.
n

BiZONYITAS Alkalmazzuk a szubadditiv ergodtételt az (M, %, 1)-re F,(x) = log||D |-
szel (n > 1). A tétel feltételei valoban teljesiilnek:

e Mivel f" diffeomorfizmus, a ||D,f"|| pozitiv fiiggvény M-en, ami M kompaktsiaga
miatt 0-tol és co-t6l is el van vdlasztva, igy F,, € L.

e Tovédbba
IDxf" (| = 1D s f* Duf™ | < 1D fANIDS

logaritmust véve éppen F, szubadditivitasat kapjuk.

1
Tehét p-majdnem minden x-re 3A = lim —||log D, f"||. O
n

Legyen | Df || = sup{||D.f | | x € M}, ez a mennyiség, mivel F diffeomorfizmus és
M kompakt, nyilvan véges. |[Df || segitségével alsé becslést adhatunk A-ra:

1 1
<
IDF=HI" 7 D (1)

lancszabdly per. def.

B 1D f"]|
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ezért Vn > 1-re .
_ 1 n
—log|[Df | < ~Fa(x) = —log||Def"|

azaz A > —log||Df!|.
16.2. Oseledec tétele feliiletekre (1960)

A tovéabbiakban feltessziik, hogy f: M ) C'-diffeomorfizmus, M kompakt feliilet, -
ergodikus mérték f-re.

16.2. ALLITAS Az aldbbi két eset valamelyike biztosan megvaldsul.
(Kiilonbozd Ljapunov-exponensek.) Ay > Ao, és ITM = E! & E2 mérheté felbontds,
hogy W-majdnem minden x-re

1
Yvi & E2-re lim—log || Df"(v1)|| = A1,
n
1
Vv, € E2-re  lim—log || Df" ()| = 2.
n

(Azonos Ljapunov-exponensek.) A fenti dllitasban A; = Ay = A, ahol A a Fiirstenberg—
Kesten-tételben szerepld A. Pontosabban, L m.m. x € M esetén Vv € TuM vektorra

1im%10g||Df"(v)|| ~ 2.

16.3. Oseledec altalanosan (1968)
f: M )M C;-diffemorfizmus, M kompakt Riemann-sokasdg, p-ergodikus mérték.

A > > > A (kgd)

dny,...omp €24 :n+---+n=d

ITM=E!®---®EX mérhets, invaridns felbontis,

hogy , o
dimE{ =n; é DyifE{=E},

legyen és p-majdnem minden x-re
lim 11 HD "( )H =2
n1 . og ||Dyf" (v !

amennyibenv € E! ©---©E. dev¢ El @ @0 E.
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16.3. MEGJEGYZESEK

1. AA,..., A szamokat az f diffeomorfizmus p-mértékre vonatkozé Ljapunov-exponen-
seinek hivjuk, n; a A4; multiplicitasa. A Ljapunov-exponensek jelentése: az E. irdinyban
f aszimptotikusan A; exponencidlis rataval tagit.

2. u nyilvan ergodikus mérték az f~! inverz dinamikaéra is, ennek Ljapunov-exponensei

—Akyees =M1

3. Ha f-re a Riemann-mérték invaridns és ergodikus, akkor Y n;A; = 0.

16.4. MEGJIEGYZES Az éles szeml olvasd bizonydra észrevette, hogy a kétdimenzids
esetre vonatkozd 16.2. tételben (szemben az dltaldnos esettel) nem szerepelt a felbontas
invariancidja. Ez mdr csak azért is felt{ing lehet, mert igy az E! alterek megvilasztdsa nem
egyértelmii — igazabdl tetszdleges, E2-re egyenletesen transzverzélis (mérhetd) altérmezre
igaz marad a tétel 4llitdsa. A 16.2. tétel feltételei mellett valéjdban az (egyértelmii) E?2
altérmezd invaridns (azaz D, fEZ = Ejzcx), az E! altérmez6t pedig lehet (egyértelmtien) tgy
megvalasztani, hogy invaridns legyen. Ezzel a vdlasztissal kapndnk vissza a 2 dimenzids
allitast, mint a d dimenzids tétel specidlis esetét. Bizonyitdsunk azonban nem (feltétleniil) ezt
az E! altérmezét konstrudlja meg: az aldbb konstrualt E! mindeniitt merSleges E2-re, ami az
invaridns altérmez6kre nem feltétleniil teljesiil.

A II.1. dbrdn az invaridns altérmezdket dbrazoljuk az x és a T"x pontokban. Tetszdleges
E>(x)-re transzverzélis v vektort felbonthatunk Ej-gyel, illetve E,-vel parhuzamos kom-
ponensekre; az el6bbi aszimptotikusan A['-szeresére, az utébbi A}-szeresére tigul. Mivel
A1 > Ap, aV||DT™v vektor egyre inkabb E;(T"x) irdnyéba all be.

-I—n

II.1. 4bra. Az invarians altérmezdk

B1ZONYITAS (d = 2) A bizonyitas sordan hasznalni fogjuk a kovetkezé konvencidkat. C-vel
jeloljiik az univerzélis konstansokat, melyek konkrét értékének nincs jelent6sége: alkalmas
megvdélasztasukkal teljesiilnek az egyes becslések. C értéke a kiilonbozd formuldkban
kiilonboz6 lehet. Hasonldképpen, ,,n > 1 (vagy C > 1) esetén teljesiil X alatt azt értjiik,
ha az adott mennyiséget elég nagyra valasztjuk (a kordbbi konstans valasztdsainkhoz képest),
akkor teljesiil X.

El6szor felidézziik linedris algebrabol az alabbi lemmat:

16.5. LEMMA Ha B négyzetes mdtrix, akkor 3A > 0 (szimmetrikus pozitiv definit mdtrix),
hogy

e A2 =B*B,
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o [[Av] =Byl

(Itt A a B poldr felbontdsdban — B = U - A, ahol A szimmetrikus pozitiv definit, U pedig

izometria — az abszoliit érték, és A sajdtértékei a B mdtrix szinguldris értékei.)

16.6. JELOLES

Feltessziik: [,Ll(") > uz(”).

1. LEPES: Meghatdrozzuk, mik a A1, A, szdmok.

e 16.5. Lemma és Fiirstenberg—Kesten-tétel miatt (t-majdnem minden x-re

1 1 1
A =lim—log||B,||3 és =lim—log||A,| = lim—logul(")
nn n n nn

e f helyett f~!-t véve u-majdnem minden x-re
1 “n
Jlim —log ||Dyf"|| = —Aa.
n
Elsé eset: 41 > A,
2. LEPES: TyM = E! © E? konstrukcidja:

E.(") = spane("), i=1,2.

i i

16.7. SZUBLEMMA El.(”): n>1 Cauchy (i=1,2).
16.8. MEGJEGYZES Ehhez elég belétni, hogy 36 > 0, C > 0, hogy Vn > 1-re
Hegn) —egnH)H < Ce ™ (6 >0).

Valdban, akkor

((@5") _egm)H < 1c:"_56‘

BI1ZONYITAS

N G R

(16.2)

(16.3)

(16.4)

Szdsz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



76 II. rész

hiszen (ef,e}) ortonormdlt bazist alkotnak. Bevezetve a sin¢ = (eg"),egnﬂ)) jelolést:

Hegn) _e§n+1)H2 =2 [1 - (e(ln),egnﬁ))] =2(1—cos@) <

< C|sing|,

ha sin @ kicsi.

Legyen € > 0.

A Fiirstenberg—Kesten-tétel — a (16.1) képlet — alapjan mar tudjuk , hogy ha n elég nagy,
akkor

Wl <e.

1
A ——logu
n

A definiciokbdl, valamint a (16.2) képletbdl kovetkezik, hogy:

() | (2 )L

= e

Hy
Ugyanakkor
‘(6(1"+1),An+1€§n)>‘ < ‘AnJrlegn)H = ‘ Bn+1€§n)H <
< |Dput| \ Boel || = D] ]Aneg">H.
Jelolés: D = sup{||Dyf|| |y € M}.
Ha n > 1, akkor
[ 4nel?|| =l < eldrem (16.5)
tehat D
(n+1) (n) P a2 —2e)
(e e?)] < e,
Innen (16.3) és az 1. szublemma kovetkezik. Tehdt: E! =limE!. O
3. LEPES:

16.9. SZUBLEMMA U-majdnem minden x-re Yu € E-re

1
lim — log || Byu|| = A;.
non

BIZONYITAS Tegyiik fel: ||ul| = 1.

Becsiiljiik:
e |||Buul| — ‘ Bnegn) ) < ’ B, <u—e(1n)) H
(n) —nd
o (16.4)~ (e’ —u|l < 5 han>1.
l—e~
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o By < elht3)

1)
e Legyene' < 5 Akkor n > 1-re

) Bnegn) Anegn)

e()L]—e’)n Sul(n) < e(}L]+£’)n
A fentieket 0sszefoglalva
(hi=2)n (=)
(M—ehm _ o & 77 (A1+€)n e
eM C = < ||Bpu|| < e +C =
azaz
. 1 /
limsuplog — ||Bu| < A1 +¢€
n
liminf >M—£. (16.6)
(]
16.10. LEMMA "
lim — lim {3 (= ,). (16.7)
non

BI1ZONYITAS (SIMON KAROLYTOL SZARMAZIK)
Legyen B,,(x) = D f " és ,ﬂl(") (x) > ,ﬂén) (x) a B,,(x) szinguldris értékei. Fiirstenberg—Kesten
tételébol ~
lim L log a" =1 (16.8)
non
16.11. ALLITAS u-majdnem minden x € M-re

lim logp® (13 = (= = M),
n

Birkhoff—Hincsin-tételébdl ~»
o i1 T () (3, ()
A* =lim—log|detB,(x)| = lim—log|u,” (x)i, ' (x)]
n n n n

Tehat:

lim % WV (x) =" = Ay. (16.9)
Mivel Vx € My, Vn > O-ra B, (x) = B, ! (f"x) azért
() 1
' (x) = — (16.10)
A" (1)
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Felidézziik Jegorov tételét: ha u valdszinliségi mérték, és a g, mérhetd fliggvények
sorozatdra g, — g {-majdnem mindeniitt, akkor Ve > 0 esetén 1étezik p1(A) > 1 — € halmaz,
hogy az A halmazon a konvergencia egyenletes.

Jegorov tételébdl, valamint a (16.8) és a (16.9) formuldkbdl: dH C M, IN € N, hogy
W(H) > 1—g, tovabba Vn > N-re Vx € H-ra

en(ll—e) S ‘l’ll(n) (X) S en(il'i'e) (1611)
MR < () < A (16.12)

Masrészt a Poincaré rekurrencia tételbdl kovetkezik, hogy majdnem minden x € H-ra
f"x € H végtelen sok m > N esetén. Ekkor alkalmazva (16.11)-t f™x-re, (16.10)-b6l

e*)’lll*ns S Nz(n)(X) S e*}’lll+n€

egy részsorozat mentén, €s mivel a hatarérték 1étezik, és € tetszdleges volt, adédik

A=A =LA =M. (16.13)
O

4. LEPES: Ha v ¢ E2, akkor v = aey + ey, a # 0, és ||B,v|| novekedését nyilvan ||Bye ||
hatarozza meg. Hasonldan, a A} = A, = A esetben

u= Ocnegn) + ﬁnegn)

7z

és || Bu|| becslése adodik ‘ Bneg") és

Bel H becslésébol. 0

Oseledec még altalanosabban

(M, %, u, f) endomorfizmus.
A: M — GL(n,R) mérhet§

és
A" =A(f"1x)...A(x) (mérhetS kociklus)

16.12. FELTEVES

log" [A()|l € L1 (M, ).

16.13. ALLITAS 3T C M, hogy u(T) = 1 és Vx € T-ra

a) lim[(A7)*A"]'?" = A, 3
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17.

Topologikus dinamikai alapfogalmak

Ebben a fejezetben topologikus dinamikai rendszerekkel foglalkozunk. Ez alatt azt értjiik,
hogy a fazistér, M egy kompakt metrikus tér, .# a Borel-féle o-algebra, T : M — M pedig
folytonos leképezés. Jellemzden nem rogzitiink az endomorfizmusra invaridns mértéket,
azonban a Krilov—Bogoljubov-tétel alapjan tudjuk, hogy (legaldbb egy) invaridns mérték
létezik. Invertilhaté esetben (automorfizmusra) feltessziik, hogy 7! is folytonos, tehat
ilyenkor 7 homeomorfizmus.

Néhany fontos példa:

1.
2.

A korvonal forgatasa, M = S! = R!/Z!, Tyx = x+a( mod 1).

A bindris leképezés, M = S! = R! /Z!, Tox = 2x( mod 1).

. A féloldali shift leképezés, £ = {0, 1}Z+, azaz a 0 — 1 sorozatok tere: X, 3 x =

(x1,x2,...). x,y € X, esetén legyen ip = min{i > 1: x; # y;}, ekkor £, ad(x,y) =27
metrikdval kompakt metrikus tér. (Megjegyzés: ez a metrika éppen a szorzatt(;pol(’)giét
generdlja X -n: igy a Tyihonov tételbdl is tudjuk, hogy X, kompakt. Mdésképp is
szoktak definidlni metrikat X -n, ezek mindegyike ugyanezt a topoldgiat generdlja.) A
dinamika ¥ -n a shift leképezés: o : X, — X, (0x); = x;11, azaz a sorozatot eggyel
elcsusztatjuk. Mivel az els6 elemét elfelejtjiik, ez a leképezés nem invertalhato.

. A kétoldali shift leképezés, ¥ = {0, I}Z, azaz a kétirdnyban végtelen 0 — 1 sorozatok

tere: ¥ 3 x = (...,X_1,X0,X1,X2,...). X,y € X esetén legyen ip = min{i > 1 : x; #
i, vagy x_; #y_;}, ekkor ¥ a d(x,y) = 270 metrikdval szintén kompakt metrikus tér.
A dinamika X-n is a shift leképezés: ¢ : L — X, (0x); = xi+1, ami azonban eziittal
invertalhato.

17.1. MEGIEGYZES Ertelemszertien tekinthetjiik a a shift leképezéseket 2 helyett K
szimbélummal (ahol K tetszSleges pozitiv egész szam), ekkor a fazistér {0,1,...
(K= 1Y (illetve {0,1,...,(K — 1)}%), a metrikdt és a dinamikédkat ugyanigy
értelmezziik, mint két szimbdlum esetén.

Smale patké leképzése, ezzel a dinamikai rendszerrel taldlkoztunk mér az 1. rész
8. fejezetében. Emlékeztetésképpen: 1. képezziik le az R egységnégyzetet egy
téglalapra linedrisan, mondjuk vizszintes irdnyban nyujtjuk, fiigg6leges irdnyban
0sszehuzunk; 2. ezt a téglalapot hajlitsuk meg U alakuira €s toljuk el tgy, hogy az U két
széra két vizszintes téglalapban metssze dt az egységnégyzetet. Ezeknek a vizszintes
téglalapoknak az 6sképe két vékony fliggdleges téglalap az egységnégyzetben. A tobbi
pontot a leképezés, amelyet T-fel fogunk jelolni, kiviszi az egységnégyzetbdl (lasd
még a I1.2. 4brat). Végiggondolhat6, hogy T2, a mésodik iterlt, négy fiigg6leges
téglalapot visz 4t négy vizszintes téglalapba, 7" (n > 0) pedig 2" vizszintes téglalapot
2" fiiggblegesbe. Ezek a téglalapok egyre vékonyabbak, A-val jelolve azokat az x
pontokat, amelyekre 7'x € R minden [ € Z-re, A két Cantor halmaz direkt szorzata.
Patkoé leképezés alatt a T : A — A topologikus dinamikai rendszert fogjuk érteni, ami a
Cantor halmazoktél megorokolt topoldgidban homeomorfizmus.
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I1.2. dbra. A patké leképezés

6. A torusz linedris (vagy algebrai) automorfizmusai (tovdbbiakban: TLA), és ezen
beliil is a macska leképezés. Ezekkel a dinamikai rendszerekkel az I. rész 6. és 7.
fejezetében foglalkoztunk részletesen. Emlékeztetésképp: M = T2, Ty : T? — T2,
Tyx = Ax( mod Z?), ahol A egy egész elemdi, egységnyi determindnsi 2 x 2-es matrix
(T2-re, mint R?2 / Z2-re gondolunk). Ilyenkor 74 homeomorfizmus és teriiletorz6 (tehat
a Lebesgue-mérték invaridns). Kiilondsen fontos az az eset, amikor A sajdtértékei
nincsenek rajta az egységkoron — a két sajatérték A és 1/A, ahol |A| > 1 — ilyenkor
azt mondjuk, hogy a TLA hiperbolikus, ezt a tovabbiakban feltessziik. A legismertebb

példa az A = esete, ezt macska leképezésnek is hivjuk (CAT= continuous

2 1
11
automorphism of the torus), tovabbi szép tulajdonsdga, hogy szimmetrikus, és igy
a sajatirdinyok merGlegesek egymasra. Emlékeztetd: az 1/A-hoz és A-hoz tartozd
vs € R?, illetve v, € R? sajatiranyokat stabil, illetve instabil irdnyoknak hivjuk, adott
x € T2-re pedig a W¥/"(x) = {(T2 3)y = x +1v,, |t € R} halmazokat pedig az x pont
stabil és instabil sokasdgainak. Stabil sokasag képe €s Gsképe is stabil sokasdg, és ez
igaz az instabil sokasdgokra is. Ezek a sokasdgok igy is jellemezhetdk:

WS(x) = {y € T?|d(T}x,T}'y) =0 ha n — +oo};

W (x) = {y € T?*|d(T, "x,T; "y) = 0 han — +oo},

rdadasul exponencidlisan. Az I. rész 7. fejezetében az invaridns sokasdgoknak nagy
szerepiik volt annak bizonyitdsdban, hogy a Lebesgue-mérték T4-ra ergodikus (Hopf
modszere).

17.2. FELADAT Kétdimenzids hiperbolikus TLA-ra W"(x) és W*(x) sirid T?-n,
minden x-re.
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17.3. FELADAT Mutassuk meg, hogy hiperbolikus TLA-ra egy x € T? pont akkor
és csak akkor periodikus, ha mindkét koordindtdja raciondlis. (Megj: igazdbol a
hiperbolikussdag nem is kell, csak az, hogy ne legyen komplex egységgyok sajdtérték).

17.4. DEFINICIO A T\ : My — M,y és T> : My — M, topologikus dinamikai rendszerek
topologikusan konjugdltak, ha 3 ® : M| — M, homeomorfizmus, hogy ®oT; = T, o P.

Konjugélt dinamikai rendszerek a topologikus dinamika szempontjabdl ekvivalens mo-
don viselkednek. Példa: a Smale patké és a kétoldali shift leképezés topologikusan
konjugaltak, hiszen a Cantor halmaz természetes kddolasat haszndlva, A pontjai kédolhatdéak
a Xy = {0, 1}7 kétirdnyban végtelen 0 — 1 sorozatok elemeivel. Ezt a kédolast 7 : A — X,-vel
jelolve konnyen ellendrizhet, hogy (i)  kdlcsondsen egyértelmd, sét, (ii) homeomorfizmus,
ha X,-t a természetes szorzattopdlégidval latjuk el, és ami a legfontosabb (ii1) egymdsba viszi
a dinamikakat, tehit cor =7moT.

Fontos megjegyezni, hogy a topologikus konjugéacié nem pontosan ugyanaz, mint az
I. rész 4. fejezetében ismertetett izomorfizmus, amely azt fejezi ki, hogy a két dinamikai
rendszer ergodelméleti szempontbdl ekvivalens. Mar az . rész 4. fejezetében szerepelt, hogy
a bindris leképezés izomorf a féloldali shift leképezéssel (ha az intervallumon a Lebesgue-
mértéket, a shift téren az 1,/2 — 1/2 Bernoulli-mértéket tekintjiik, a természetes izomorfizmus
az invarians mértékeket is egymasba viszi). Azonban ez az izomorfizmus nem folytonos.
Tehat a bindris leképezés €s a féloldali shift ergodelméleti szempontbdl azonosithatdak, de
topologikus dinamikai szempontb6l méar nem.

17.5. DEFINICIO Legyen T : M — M topologikus dinamikai rendszer.
e Az x € M pont w-limeszpontjainak halmaza
ox)= () UT/x
neZt j=n

azaz y € @(x) pontosan akkor, ha van idépontoknak olyan ny részsorozata, hogy
T"x — y. Amennyiben T invertdlhato, x € M o.-limesz pontjainak halmazdt

a(x) = ﬂ U T x,
neZ* j=n
definidlja.
o AT leképezés rekurrens pontjai (vagy visszatérd pontjai):
Z(T)={xeM|x <€ o(x)}.
Invertdlhato T -re megkiilonboztetjiik a pozitiv és a negativ rekurrens pontokat (utob-

birdl abban az esetben beszéliink, ha x € o0/(x)), és x-t akkor mondjuk rekurrensnek,
ha pozitiv és negativ rekurrens egyardnt.

e xcMaT leképezés nemvdandorlo pontja, ha x tetszéleges U nyilt kornyezetére van
olyann > 1, hogy T"U NU # 0. A nemvdndorlé pontok halmazdt NW (T )-vel jeloljiik
(non-wandering points).
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17.6. FELADAT Mutassuk meg, hogy (i) NW(T) zdrt; (ii) ha y € NW(T), akkor Ty €
NW (T); (iii) minden x € M-re @(x) C NW(T); igy (iv) Z(T) C NW(T); és (v) x periodikus
= x rekurrens = x nemvdndorlo; viszont (vi) adjunk példdkat arra, hogy ezek a nyilak nem
megfordithatoak.

Idézziik fel az 1. rész 2. fejezetébdl a topologikus tranzitivitds és a minimalitds fogalmat.
Ezek az w-limesz halmazok segitségével is jellemezhetéek: M topologikusan tranzitiv, ha
dx € M, hogy @(x) = M; és M minimalis, ha Vx € M: w(x) = M. A korvonal irracionalis for-
gatdsa minimdlis: specidlisan, nincsenek periodikus pontok, viszont minden pont rekurrens.
Egészen mas viselkedést mutat példdul a hiperbolikus TLA: a 17.3. feladatbdl tudjuk, hogy
a periodikus pontok stiri halmazt alkotnak M = T?-n, és igy NW(Ty,) = T? (specidlisan a
periodikus pontok lezartja). Tudunk viszont példiat mutatni nem rekurrens pontra.

17.7. DEFINICIO Legyen T : M — M topologikus dinamikai rendszerben x € M fixpont,
azaz Tx = x. Egy y € M pontot x-hez homoklinikusnak hivunk, ha T"y — x és T "y — x
egyardnt, amint n — oo,

A macska leképezésnek az xo = (0,0) € T? (az origd) fixpontja. A 17.2. feladat alapjan
léteznek y # xp, y € W¥(xg) N W¥(xg) pontok. Ilyenkor y xg-hoz homoklinikus, és igy
o(y) = o(y) = {xo}, tehat y nem rekurrens. y € NW(Ty,) viszont kozvetleniil is latszik,
ha lerajzoljuk, mi torténik y egy kis U kornyezetével. Ekkor 7"U n novekedtével egyre
inkdbb egy W"(xp) mentén elnydl6 ellipszis, T "U pedig egy erre merdleges nagytengelyd,
W (xo) mentén elnytil6 ellipszis. Erdemes még megjegyezni, hogy ha alkalmas n-re tekintjiik
R=T""U-t, ezen a T’ = T*" dinamika tgy viselkedik, mint a patké leképezés.

17.8. FELADAT Jellemezziik a periodikus pontokat a bindris leképezésre. Mutassunk itt is
példdt x e NW(T), x ¢ Z(T) pontra.

17.9. FELADAT Tekintsiink T : M — M topologikus dinamikai rendszert, mely rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsdggal: YU,V C M nyilt halmazokra 3n > 0, hogy T"U NV # 0.
Mutassuk meg, hogy ekkor T topologikusan tranzitiv.

17.10. DEFINICIO (TOPLOGIKUS KEVERES) A T : M — M topologikus dinamikai rend-

szer topologikusan keverd, ha YU,V C M nyilt halmazokra 3N > 0, hogy minden n > N
eseten T"U NV £ 0.

A topologikus keverés erésebb tulajdonsiag, mint a topologikus tranzitivitds. Ez a két
fogalom nagyjabdl a keverés, illetve az ergodicitds topologikus dinamikai megfeleldje, amint
ezt a kovetkezd példék is mutatjak.

17.11. FELADAT Mutassuk meg, hogy a macska leképezés, a bindris leképezés és a
shift leképezések topologikusan keverdek, a korvonal irraciondlis forgatdsa viszont nem
topologikusan keverd.
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18. Arnyékolas

18.1. DEFINICIO Legyen T : X — X topologikus dinamikai rendszer. Azt mondjuk, az
xi € M i € N (invertdlhato esetben akdr i € 7.) pontsorozat d-pszeudo pdlya, ha Vi :
d(T (x;),xi+1) < 6. Hasonloképpen lehet beszélni véges pszeudo-pdlydkrdl is.

A §-pszeudo pdlydt € drnyékolja az 'y € M pont pdlydja, ha d(T'(y),x;) < €, Vi.

AT : M — M dinamikai rendszer rendelkezik az drnyékoldsi tulajdonsdggal, ha minden
€ > 0-hoz van 6 > 0, hogy minden 8-pszeudo pdlydt €-drnyékol valamilyen igazi pdlya.

Az arnyékolasi tulajdonsdg kiilonosképp fontos a dinamikai rendszerek szamitégépes szi-
mulécidkkal torténd vizsgédlata szempontjabol. Amikor egy dinamikai rendszer palydit
szimulaljuk, a kerekitési hibdk miatt nem egy valdsdgos palydt, hanem egy pszeudo palyat
szamol ki a szamit6gép. Az arnyékolési tulajdonsig azt fejezi ki, hogy ehhez a pszeudo
palydhoz mindvégig kozel halad egy igazi pdlya. Természetesen ez nem feltétlen annak
a pontnak a pdlydja, amibdl a szimuldcidt inditottuk. A szimuldcidk tobbsége azonban
nem egyetlen pont palydjanak vizsgélatdra irdnyul: sokszor egy kelléen siiri — példaul egy
invaridns mérték szerint kisorsolt — véges halmaz minden pontjabdl inditjuk a szimuldciét. Ha
a rendszer rendelkezik az drnyé€kolasi tulajdonsdggal, a kapott pszeudo-pdlydk mindegyike
kozel lesz valamilyen igazi pdlydhoz. Masképp szélva, a szimuldlt fazisportré nem tér
el 1ényegesen a tényleges fazisportrétdl, azaz a fazisportré stabil a szimuldciobdol ad6dé
perturbaciokra nézve.

Ebben a fejezetben azt fogjuk megmutatni, hogy a féazisportré ilyen jellegii stabilitdsa
egészen mdst jelent, mint az egyedi palyak stabilitdsa. Konny( latni, hogy a korvonal forga-
tasa, amely taldn az egyedi palydk merevsége (stabilitdsa) szempontjdbdl a legregularisabb
dinamikai rendszer, nem rendelkezik az arnyékoldsi tulajdonsdggal. Tekintsiink ugyanis
egy olyan pszeudo palyat az o forgatdsra, amely mindig szisztematikusan azonos irdnyba
(mondjuk jobbra) téved: x;;; = x;+ o+ 6/2( mod1). Ha volna olyan y pont, melynek
palydja x;-t arnyékolja, akkor d(xg,y) < €, és a forgatds merevsége miatt d(T"xg,T"y) < €
teljesiilne minden n-re. Ugyanakkor d(7T"xg,x,) = nd/2, ami kellen nagy n-re €-nél
lényegesen nagyobb, tehdt d(x,,T"y) < € nem teljesiilhet.

18.2. LEMMA A bindris leképezés rendelkezik az drnyékoldsi tulajdonsdggal.

B1zONYITAS Legyen x,, n > 0 a bindris leképezés e-pszeudo pdlydja. Az y pontot,
melynek palydja a teljes x, pszeudo-palyat €-arnyékolja, ugy fogjuk megkapni, mint egy
Yk pontsorozat limeszpontjat. Az y; pont palydja 0 < n < k esetén fogja a (véges) y, pszeudo-
pélyat drnyékolni. El&szor nem y;-t, hanem annak k-dik képét adjuk meg: legyen T (y;) = x;
amibdl persze y; még nem egyértelmd. Minden pontnak, igy T*(y;) = x;-nak is két Ssképe
van, mivel d(x;,Tx,_1) < €, vélaszthatjuk azt az &sképet, melyre d(T* 'y, x_) < €/2.
Ebbsl, mivel x; &-pszeudo-pilya, d(T* 'y, Tx_») < 3€/2 kovetkezik, és az Gsképet
megfelelden vélasztva d(T 2y, x,_») < 3€/4 érhetd el. igy folytatva a konstrukcidt kapjuk
meg yi-t, amire induktiv érveléssel konnyen adédik, hogy d(Tiyk,x,-) <2e,minden 0 <i<k
esetén. Tovabba d(y,yry1) < €/2%, vagyis y; Cauchy sorozat, és a limeszpont mér a teljes
Xy pszeudo-pélyat arnyékolja. O
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18.3. LEMMA A macska leképezés rendelkezik az drnyékoldsi tulajdonsdggal.

A bizonyités el6tt bevezetiink néhany tovabbi jelolést. Emlékeztetésképp: W(x) és
W*(x) jeldli az x € T? pont instabil és stabil fonaldt. Jelolie W¥(x), illetve W§(x) a W¥(x),
illetve W*(x) fonalak x koriili, 0 sugard szakaszat (ezeket lokalis fonalaknak is szoktuk hivni).
Elég kis 6-ra, ha d(x,y) < 6, akkor Wg(x) N W5(y) dtmetszés pontosan egyelemd. Ezt a
metszéspontot [x, y|-nal fogjuk jelolni.

BIZONYITAS (A 18.3. LEMMA BIZONYITASANAK VAZLATA) Nagyrészt kovetjik a 18.2.
Lemma bizonyitdsat, bar nyilvan sziikségesek eltérések, hiszen T most invertalhat6, igy nem
védlogathatunk az 6sképek kozott. y most is yg limesze lesz, ahol y; pélydja az elsd k iterdcion
keresztiil drnyékolja az x, pszeudo-pilyat, tovabba y; helyett most is TXy.-t definidljuk.
Konkrétan legyen yg = xo, és induktiv konstrukciéval, T*y; = [TXy,_;,xi]. Mivel Ty, és
T*y,_1 azonos instabil fondlon vannak, az &sképeik kozel keriilnek egymaéshoz: ez biztositja,
hogy yi 4rnyékolja az x, pszeudo-palyit n < k-ra. Ugyanakkor x; és TXy, azonos stabil
fondlon vannak, igy %1y, és Tx; kozel keriil, kovetkezésképp, mivel x, pszeudo-palya,
T** 1y, és x4 tdvolsaga is kontrollalhato. O

18.4. FELADAT Mutassuk meg, hogy (i) y; pdlydja k iterdcioig valoban drnyékolja az x;,
i =0,...,k pszeudo-pdlyat; (ii) az y, pontsorozat konvergens, és a limeszpont, y pdlydja
mdr a végtelen pszeudo-pdlydt drnyékolja; (iii) Hogyan kell €-hoz 8-t vdlasztani?

Ugyan most ezekre a nagyon egyszeri esetekre (bindris és macska leképezés) mutattuk
meg az arnyékolast, mégis konnyen lathat6, hogy ami szamit, az a dinamika (exponencidlis
titem(l) tagitasa, illetve hiperbolicitdsa (hasonldan lehet érvelni, ha a Ljapunov-exponensek
sohasem valnak nulldva egy teljes Lebesgue-mértékl halmazon). Ilyen értelemben az egyedi
palydk instabilitdsa éppen a fazisportré stabilitdsdhoz kapcsolddik.
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19. Topologikus entrdpia

Ebben a fejezetben is topologikus dinamikdval foglalkozunk, tehadt M kompakt metrikus tér,
T : M — M folytonos.
Az x,y € M pontok tavolsdgt d(x,y)-nal jelolve, konnyen meggondolhatd, hogy minden
n pozitiv egész szamra
d,(x,y) = max d(T'x,T’y)

j=0,....,n
is metrika, és ugyanazt a topologiat generdlja, mint d. Legyen € > 0 rogzitett. Az N térben
a p metrikdra nézve egy véges (vagy megszamldlhat) A C N halmazt e-hdlénak hivunk, ha
Vx € N pontra létezik y € A, hogy p(x,y) < €. Egy B C N halmaz &-szepardlt, ha Vx,y € B:
p(x,y) > €. N fedése nyilt halmazokkal € fedés, ha minden a fedésben szereplé halmaz
dtmérGje kisebb, mint €. Specidlisan, az M térben tekinthetjiik a d,, metrikdra nézve az (n, €)
fedéseket, az (n, €) halokat, és az (n, €) szeparalt halmazokat.

19.1. DEFINICIO Mivel M kompakt, minden n pozitiv egész esetén (i) van véges (n,€)
fedése; (ii) van benne véges (n, €)-hdld, (iii) minden (n, €)-szepardlt halmaza sziikségképpen
véges. Jelolje rendre F(n,e,T), H(n,e,T) és S(n,e,T), hogy egy (n,€) fedéshez legaldbb
hdny halmaz sziikséges, egy (n,€) hdlonak legaldbb hdny eleme van, illetve, hogy egy (n, €)
szepardlt halmaznak legfeljebb hdany eleme lehet.

19.2. LEMMA Minden € > 0 esetén létezik és véges a

he(T) = lim llog(F(n,e,T))

n—oo
hatdrérték. Tovdbbd he(T) €-nak monoton csokkend fiiggvénye.

B1ZONYITAS Ha az U;, i = 1,...,I nyilt halmazok egy véges (n,€)-fedést, a V;, j=1,....J
nyilt halmazok pedig egy véges (m, €)-fedést alkotnak, akkor az U; N T ~""V; halmazok egy
véges (n+ m, €)-fedést alkotnak. Kovetkezésképp

F(n+m,e,T) <F(nT) F(me,T)

majd logaritmust véve adddik, hogy a log(F(n,e,T)) sorozat n-ben szubadditiv, és igy a
15.1. Lemma garantélja a limesz létezését. Masrészt minden rogzitett n-re € csokkentésével
F(n,&,T) nyilvan nem csokkenhet. O

19.3. DEFINICIO A T : M — M leképezés topologikus entrépidjdt

h(T)= lim he(T
)= T el

definidlja. A 19.2. Lemma alapjdn a hatdrérék nyilvdn létezik: h(T) lehet 0, pozitiv valds
szdm, vagy -oe.

Konnyen végiggondolhatd, hogy

F(n,2¢e,T) <H(n,e,T) < S(n,e,T) < F(n,e,T).
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Val6ban, itt az n-t6l (és T-t61) valo fiiggésrdl el is feledkezhetiink: ezek az éllitdsok minden
rogzitett metrikdra igazak maradnak. Az els6 egyenl6tlenséghez tegyiik fel, hogy van egy €
halénk, ekkor a halét alkotd pontok koré helyezett € sugard gombok egy 2¢-fedést alkotnak.
A maésodik egyenl6tlenséghez: a maximadlis €-szepardlt halmaz nyilvan € héalé is egyben
(he nem volna az, lehetne nagyobb elemszdmu €-szeparalt halmazt is taldlni). A harmadik
egyenlGtlenséghez: ha van egy k elemi e-fedésiink, akkor a skatulya elv alapjan barmely
k+ 1 elem(i ponthalmazra van két pont, melyek tadvolsdga £-ndl kisebb.
Kovetkezésképp a topologikus entrépidt ekvivalens médon definidlhatjuk dgy is, mint

WT)= Tim ﬁ(llog(ﬂ(n,ej»): lim ﬁ(%log(S(n,e,T)))

£—0+0n—00 \ n £—0+0n—rc0

és ugyanazt az értéket kapnank akkor is, ha lim szerepelne lim helyett.

Az F(n,e,T) mennyiség (és annak kiilonb6z4 alternativdi) azt mutatjdk meg, hény
n hosszu palyat tudunk megkiilonboztetni € skdlan a dinamikai rendszeriinkben. Ennek
megfeleldéen a topologikus entrdpia jelentése: milyen exponencidlis rataval n6 az n ideig
topoldgiai szempontbdl ,,alapvetden kiillonbozd” palydk szdma. Lényeges kiilonbség van a
pozitiv és a nulla topologikus entrdpidji rendszerek kozott. Ezt illusztrdlja az aldbbi két
példa.

Tekintsiik a korvonal (raciondlis vagy irraciondlis) forgatdsat. A korvonalra minden € >
0-ra létezik (L;WW elemszamu €-hdl6. Mivel a korvonal forgatasara d(T"x, T"y) = d(x,y)
minden n-re, ezért az €-hal6 egyittal (n,€)-hald, tehat H(n,e,T) n-tol figgetlen, és igy a
topologikus entrépia 0.

Vegyiik végiil a féloldali shift leképezést. Legyen 2 (mtl) < g <pmm valamilyen m € Z*
szdmra. Jeloljik y;-vel {0, 1}" elemeit, vagyis az m-hosszi 0 — 1 sorozatokat, i = 1,...,2".
y;-t tetsz8leges modon kiegészitve végtelen 0 — 1 sorozattd, jeldljiik a fazistér,  igy kapott
elemeit y.-vel. Nyilvan d ()_7[.,2].) > g i # j-re, viszont minden x € X esetén létezik i, hogy

d(x, Xi) < €. igy X" e-hdldinak minimdlis elemszdma 2”. Ha azt szeretnénk, hogy két
pont n iterdcion keresztiil €-kozel legyen egymdshoz, az elsé m szimb6élum mellett tovéabbi n
szimbSlum kozelségét is garantdlnunk kell. igy H(n,e,T) = 2", és h(T) = log?2.
19.4. MEGJEGYZESEK Hasonldan lehet bizonyitani, hogy K szimbdlum esetén a shift
topologikus entrépidja log K.

A logaritmus alapjdnak megvdlasztdsa befolydsolja h(T) értékét, de nem befolydsolja
annak pozitivitdsat. Az entropia elméletében daltaldban kettes vagy természetes alapu
logaritmust szokds tekinteni.
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20. Kolmogorov-Sinai-entropia

Ebben a fejezetben a topoldgiai helyett ismét inkdbb ergodelméleti szempontbdl vizsgéljuk a
dinamikai rendszereket, azaz a tovabbiakban (M,.%, u,T) endomorfizmus (esetleg automor-
fizmus).

Néhany mértékelméleti fogalom. Az (M, .7, 1) és (My, %, L) valészinliségi mezGk
izomorfak, ha létesithetd koztiik bijekcid, mely az .%;-ben szereplé mérhetd halmazokat
egymdsnak felelteti meg, azonos p; mértékkel. Egy valdszinliségi mezd Lebesgue tér,
ha izomorf a ([0,1],.Z,u) térrel, ahol ¥ a Lebesgue c-algebra, u pedig elédll, mint
a Lebesgue-mérték a [0,s] intervallumon valamely s € [0,1]-re, kiegészitve legfeljebb
megszamlalhaté sok Dirac mértékkel. A tovdbbiakban feltessziik, hogy (M, .7, i) Lebesgue
tér. Neumann Janos egy tétele szerint, ha X teljes szepardbilis metrikus tér, v egy Borel
mérték X-n, és H-t ugy kapjuk, hogy a Borel-féle c-algebrit teljessé tessziik a v mértékre
nézve, akkor (X, %, Vv) Lebesgue tér.

B = {B1,Ba,...,By} véges (mérhetd) particié, ha a B; € # (j = 1,...,J) halmazok
paronként diszjunktak €és uniéjuk M (az ergodelméletben csak majdnem mindeniitt tipusu
allitdsok érdekesek, igy ezeket a tulajdonsdgokat is nullmértékli halmazok erejéig koveteljiik
meg). Véges particiok egyértelmiien megfeleltethetok A C . véges o-algebraknak. Ha
o ={Ay,...,Ar} és B = {B1,Ba,...,B;s} két particié, akkor kozos finomitdsuk, aV B, az a
particié, melynek elemei az A; N B; halmazok (i=1,...,I; j=1,...,J). Azt mondjuk, hogy
o finomitdsa (o0 < ), ha Vj-re 3i, hogy B; C A; (ilyenkor atV B = fB). a és B tdvolsdganak
értelmezéséhez tegyiik fel, hogy J = I (ez mindig elérhetd, ha a kisebb elemszamu particiét
kiegészitjiikk nullmértékid halmazokkal). Ekkor:

1
d(a,B) = min ) p(A;ABg(;))
1

oES; i—

ahol Sy az I elem permutacidinak halmazat, A pedig a szimmetrikus differenciat jeloli. Két
particiét ekvivalensnek fogunk tekinteni (o = B), ha d(a,) =0. o L B, azaz o és B
fuggetlenek, ha u(A;NB;) = w(A;) - u(B;) mindeni=1,....1, j=1,...J parra.

Ha T egy endomorfizmus, akkor T~ 'ae = {T~'Ay,...,T~1A;} is partici6, hasonl6képp
tekinthetjiik T *o-t minden k > 0 szdmra, illetve automorfizmus esetén T ot is.

Egy véges particié entrépiaja. Egy kis motivdcio az entropia bevezetésére. Egy
valdszinliségi mezd egy particidjara ugy is tekinthetiink, mint egy véges értékkészleti
valészintiségi valtozora. A valdszinliségi valtozo értékének ismeretével informaciét nyeriink
a valdszinliségi mezd egy eredetileg szamunkra teljesen ismeretlen véletlen pontjarél. Minél
kisebb valoszinliségli ért€ékét latjuk a valdszinliségi valtozonak, anndl tobb informaciot
nyeriink. Keresiink egy olyan /(u(A;)) mennyiséget, ami alkalmas a nyert informécié karak-
terizdldsara, igy elvarjuk, hogy I(p): (i) p-nek (a bekovetkezett esemény valdsziniiségének)
szigordan monoton csokkend fiiggvénye legyen; (ii) I(1) = 0 teljesiiljon (ilyenkor semmi
informdciét nem nyeriink); (iii) I(pg) = I(p) + 1(q) teljesiiljon (fuiggetlen eseményekre az
informacid 6sszeadddik). Ezekbdl a tulajdonsdgokbdl folytonos /-re konstans szorzé erejéig
egyértelmtien ad6dik I(p) = —log p.

Adott tehdt egy o particid, ekkor minden x € M pontra van olyan j, hogy x € A;, és
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20. Kolmogorov—Sinai-entropia 89

definidlhatjuk a kovetkez6 mennyiségeket:
J
Io(x) = —log(u(A))); = Z )og(1(A;))) = /M Io(x)dp(x)

ahol H(a)-t hivjuk az a particié entrpidjanak; ez a mennyiség azt mutatja meg, dtlagosan
mennyi informéciét nyeriink a valdszintségi valtozé megmérésével. log jellemzden a kettes
alapu logaritmust jeldli, ennél fontosabb konvencid, hogy 0log0 = 0. Evvel a valasztassal a
®(x) = —xlogx folytonos, szigortian konkav fiiggvény a [0, 1] intervallumon, és igy teljesiil

n
a Jensen egyenlGtlenség, azaz minden x; € [0,1] (k=1,...,n) és 4 >0, ¥ A = 1 esetén
k=1

o <Z lkxk> > Z leD(xk),
k=1 k=1

€s egyenléség csak trividlis konvex kombinacié esetén valosul meg. Az alabbi Lemma a
Jensen egyenlotlenségbdl kovetkezik:

20.1. LEMMA Legyenek a, 3 tetszdleges particiok, jelolje v = {M} a trividlis particiot.
1. H(a) >0, és H(a) = 0 akkor és csak akkor, ha o0 = v.
2. Ha a < B, akkor H(a) < H(P), és egyenldség csak a. = B esetén fordul elé.

3. Ha a J elemi particio, akkor H(a) < logJ, és egyenldség akkor és csak akkor fordul
eld, haminden j=1,...,J esetén |L(A;) = 1/J (azaz az & particio egyenletes eloszldsii
valosziniiségi vdltozot generdl).

4. HlaVvp) <H(a)+H(B), és egyenldség akkor és csak akkor fordul el6, ha o 1 .

Feltételes entropia. Emlékeztets: ha A,B C M és u(B) > 0, akkor u(A|B) = “‘(LA(E;B)

feltételes valoszinliség. Feltehetjiik, hogy az o és B particiok minden elemének pozitiv a
mértéke, ekkor legyen

a

H(alp) = Zu ) LB log(uaiB,)

az o particié feltételes entrépidja a B particiora nézve. A feltételes entropia jelentése:
az o particiot minden egyes B; halmazra megszoritva kapunk egy particiot, a megfeleld
diszkrét eloszlast a feltételes valdszintiségek adjdk, melynek kiszdmolhatjuk az entrépidjat.
Kiilonb6z6 B; halmazokra kiilonboz6 entropidt kapunk, H(ct|B) épp ennek az dtlaga. A
feltételes entropia alabbi tulajdonsdgai konnyen adédnak:

20.2. LEMMA Legyenek , 3,7 tetszbleges particiok, jelolje v = {M} a trividlis particiot.

H(a|B) >0, és H(c|B) = 0 akkor és csak akkor, ha o < 3.
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2. Ha|v) =H().
3. ha o < B, akkor H(y|a) > H(Y|B).

4. ha o < B, akkor H(a|y) < H(B|v), és egyenldség akkor és csak akkor fordul eld, ha
avy=pBVy.
5. HlaoVv Bly) =H(aly)+H(B|o Vv y), specidlisan H(aV B) = H(a) +H(B| o).

6. H(a|B) < H(a), és egyenldség akkor és csak akkor fordul eld, ha o L B. igy H(aV
B) <H(a)+H(B), és egyenldség csak a. L B esetén fordul eld.

Ap(a,B)=H(x|B)+ H(B|o) tavolsag metrikdt definidl a véges particiékon (jobban
mondva, azok ekvivalencia-osztdlyain). Ezt a tdvolsdgot Rokhlin metrikdnak is hivjak.
Kapcsolata a kordbb definidlt tivolsaggal:

20.3. LEMMA Minden € > 0 és m € N esetén létesik 6 > 0, hogy ha a és B m elemii
particiok és d(o.,B) < 8, akkor p(o,B) < €.

BIZONYITAS Legyenek a = {Ay,...,An} és B = {Bi,...,Bn} véges particiok, melyekre
dla,B) = Z W(A;AB;) = 6. Az aldbbiakban H(B|a)-t m és & segitségével becsiiljiik.
i=1

Ha p(A;) > 0, definidljuk a A; = u(A; \ B;)/u(A;) egyiitthatokat. Ekkor

a8 tog M) < (a)(1 - log(1 - ).

Az A;\ B; halmazt a Bj, j # i halmazokkal elmetszve kapunk egy m — 1 elemi particiét,
melynek entrépidja a 20.1. Lemma alapjan legfeljebb log(m — 1) lehet. Ez az entrépia a

—; K (BjlA:))log((A) ™' 1(BjlA)) = A (— ;(M(Bj\Ai))10g(u(Bj!Ai))> +loghi
J7t JFl

képlettel szamolhat6. Kovetkezésképp

_z;ﬂijﬂAD)bgH%%ggﬁzS-#KAﬁleglr—bg@r—U)

Mindezeket Osszevetve, és kihaszndlva, hogy logx konkdv fiiggvény, kapjuk, hogy
minden i-re:

-—Elu iNA;)log u(BjlA;) <

1 —1
<u(A;) <(1 —Aj)log Ty + Ailog m?L )

<u(A;)logm.
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i-ben Osszegezve éppen H(B|or)-ra kapunk becslést. Jobbanmondva, nagyobb mértéki A;
halmazokndl az elsd, kisebb mértékiieknél a mdsodik sor becslését hasznéljuk. igy:

H(Bla)< ) u(A;)logm+
() <V
+ ) p(A) (= (1= A)log(1 = A;) — Ailog A; + A;log(m — 1)).
MEHEVE]

A felbontds elénye, hogy d(ot, B) = & miatt 4;1t(A;) < 8, igy, ha pL(A;) > V/8, sziikségképpen
A < V8. Az f(x) = —xlogx — (1 — x)log(1 — x) fiiggvény monoton nd a (0,1/2)
intervallumon, igy a fenti becslésben a masodik tag legfeljebb f(v/8) +/8log(m—1). Az
els§ tag pedig nyilvan legfeljebb v/8mlogm lehet. a

20.4. LEMMA Legyen « egy particid, B, pedig particick egy sorozata, melyre d(ct, 3,) —
0. Ekkor vannak v, < B, particick, melyekre H(ot|y,) — O.

B1zONYITAS Jeloljiik « elemeit {A;: j=1,..,J}-vel. d(a,B,) — 0 alapjan minden j-hez
vdlaszthatunk B} € 3, halmazokat, hogy (A ;AB"}) — 0. Legyen minden n-re ¥, J + 1 elem,
konkrétan legyenek az elemei a B;? halmazok, j=1,...,J, tovdbbd B} | =M\ U*JI.ZIB;?. Ekkor
w(B}) = u(A;) (j=1,....J),és u(Bj, ;) — 0, amint n — . Kévetkezésképp

-

I
—_

H(o|y) =— ) u(AiNB7)log(u(AilB]))

|
M~

IJ(Aj N B?H ) log(u(Aj|B§H )

.
Il
—_

1(A;NB)log(u(A;|B))

|
™~

~
I
—_
~.
L
i

ahol az elsd tag u(A;|B?) — 1 (i = 1,...,J) miatt tart 0-hoz, a méasodik és a harmadik tag
pedig azért, mert u(A;NBY) — 0, hai# j. O

Transzformaci6 entropiaja egy particiora nézve. Legyen « tetszbleges particio, ekkor
definidljuk az
a"=aVvT lav..-vT "o

tovabbi, egyre finomabb particiékat. Mivel minden B particiéra és k > 0 szdmra H(T *B) =
H(B),a?20.2. Lemma utolsé tulajdonséga alapjan H (o) < H(a") + H(a™), azaz H (o)
n-ben szubadditiv, tehat 1étezik

h(T,o) = lim lH(oc”)

n—oo

amit a 7 endomorfizmus o particiora vonatkozo entropidjanak hivunk.
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20.5. LEMMA h(T, @) = lim H(o|T ')
n—roo

x€A,,NT 1A, N...NT"HA; | € o aztjelenti, hogy az T"x € A;,, k=0,1,..., (n—1),
azaz az x pont elsd n iterdciéjanak mindegyikére megmondjuk, az o particié melyik elemébe
esik. A 20.5. Lemma alapjan h(T, ) jelentése: dtlagosan mennyi plusz informéci6t nyeriink,
ha a dinamika n-dik 1épésében az o"~!-t tovabb finomitjuk a-be.

BIZONYITAS (A 20.5. LEMMA BIZONYITASA) A 20.2. Lemma 3. tulajdonsdga alapjan
H(a|T~' o) n-ben monoton csokken, igy a hatrérték létezik. Tovabba

H(a")=H(T"' (" ) Va)=H(a" ") +H(a|T 'o" ") =
=H(a«" )+ H(a|T (")) +H(a|T" ("))

=H(o +nZHa|T (ak))
k=1

n-nel osztva €s hatarértéket véve adodik a Lemma allitasa. O

Tovébbi egyszerti, de hasznos tulajdonsdgok:
20.6. LEMMA «, B tetszdleges particick, ekkor:
1. W(T,a) = h(T,T '), és ha T automorfizmus, h(T, o) = h(T,T «);

(7,
2. W(T,a) = h(T, VK T~ at) minden k € N szdmra, és ha T automorfizmus, h(T, o) =
(T VK T~ o) minden k € N szdmra;

4. |M(T,0) =h(T,B)| < H(a|B) +H(B|e) = p(ex, B);

3. h(T,a) <h(T,B)+H(cxt|B), specidlisan ha o« < B, h(T,a) < h(T,B);
h(T
<n(T,a)+h(T,pB).

5. W(T,aVp)

Nézziik meg a 3. tulajdonsdg bizonyitdsat. A 20.2. Lemmadban szerepld tulajdonsagokat
hasznélva:

H(o|B") =H(av T~ (" ")|B") = H(a|p") + H(T~ (" ")V B")
<H(a|B)+H(T ™" (a"")[B")
<H(a|B)+H(T~ a|T~'B)+H(T*(a"?)|B") <
<n(H(a[B))-

Misrészt szintén a 20.2. Lemma alapjan

H(a") <H(a"V ") =H(B")+H(a"|B") < H(B") +nH (a|B)

amit n-nel osztva €s hatarértéket véve kapjuk az allitast.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



20. Kolmogorov—Sinai-entropia 93

20.7. DEFINICIO (KOLMOGOROV-SINAI-ENTROPIA) Egy (M,.%,u,T) endomorfiz-
mus h(T) entrdpidjdt ugy definidljuk, mint a h(T,o) mennyiségek szuprémumdt, ha o
befutja az M tér osszes lehetséges (véges, mérhetd) particidjat.

Kozvetleniil a definicid alapjan persze nehéz volna kiszdmolni az entrépiét; éppen ezért
dontd jelentdségli Kolmogorov és Sinai aldbbi tétele, melynek bevezetéséhez sziikségiink van
néhdny tovabbi egyszerl definicidra és lemmara.

20.8. DEFINICIO A B, particié-sorozat
e finomodo, ha B, > B,, minden n € N-re.

e generdld, ha minden o particiora létezik olyan vy, < Vi_, By particio-sorozat, melyre
d(a,y,) — 0. Ez pontosan azt jelenti, hogy tetszleges A € F halmaz kozelithetd a
Vi_ Bk particié elemeinek alkalmas unidjdval. Mdsképp szolva, ha tekintjiik V/7_, By
particickhoz tartozo véges F, G-algebrdk egyre finomodd sorozatdt, akkor az ezek
osszessége dltal generdlt 6-algebra kiadja a teljes ¥ -t.

20.9. LEMMA Ha B, véges particick egy finomodo és generdld sorozata, akkor h(T) =
lim 2(T, B,).
n—o0

B1ZONYITAS Legyen o tetszSleges m elem particid. Rogzitsiink tetszleges € > 0 szdmot.
Ekkor a 20.3. Lemma alapjan 1étezik 6 > 0, hogy minden m elemii y particiéra, amennyiben
d(a,y) < 8, p(a,y) < € is teljesiil. Ugyanakkor, mivel f3, finomod6 és generald, 1étezik ng
€s Yo (< Vi2oBr = Bn,) m-elemi particio, melyre d (¥, ) < 8, igy p(Yp,, &) < €. Tehdt a
20.6. Lemma 3. és 4. tulajdonsdgai alapjan

hT,0) < h(T,Yny) +& < h(T, Bny) + €. O
20.10. DEFINICIO Az a véges particiot generdtornak nevezziik

e nem invertdlhaté (M, 7,11, T) endomorfizmusra, ha az (a" =) Vi_, T *a particio-
sorozat generdlo (o féloldali generdtor).

o invertdilhato (M, ,u,T) endomorfizmusra (automorfizmusra), ha az vZ}nT*ka
particio-sorozat generdlo (o kétoldali generdtor).

20.11. TETEL (KOLMOGOROV—SINAI-TETEL) Amennyiben « generdtor, h(T) =
hT, o).

BI1ZONYITAS A nem invertdlhat esetre: Legyen 3 tetszGleges particié. Mivel o generator,
létezik ¥, < a particié-sorozat, melyre d(y,,) — O (itt persze o" = Vi_ T *a). A
20.4. Lemma alapjdn ezek a particiok tovabb durvithatéak B, < ¥, particiokkd, melyekre
H(B|Bs) — 0. Tehdt minden § > 0-hoz létezik ng, hogy B, < 4y = V2, T *a, és
H(B|Bn,) < 0. A20.6. Lemma 2. és 3. tulajdonsagait haszndlva:

(T, B) < h(T,Buy) +H(B|Bag) < (T, V20T ) +8 = h(T, 00) + 6. O
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20.12. MEGJEGYZESEK Invertdlhaté esetben ugyanigy bizonyitunk, csak a VZZOT*]‘OC
particiésorozat helyett a vZ:_nT_k o particiésorozatot haszndljuk. Ugyanakkor, ha az
(M, F,u,T) automorfizmusra 1étezik « féloldali generdtor, akkor h(T) = 0. Ekkor ugyanis
elég nagy n-re H(T a|V}_, T *a) < &, masrészt a 20.5. Lemma alapjan

h(T, &) = h(T,Ta) = lim H(Ta|T ' (Vi_,TXTa))=H(Ta|Vi_yT *a).

n—oo

Entrépia néhany konkrét példara
Korvonal forgatdsa. M = S' a Lebesgue féle o algebraval és a Lebesgue-mértékkel, Tx =
x+7y( mod 1), ahol y € [0, 1) rogzitett szim. Ha y raciondlis, 3p € N, hogy T? = Id, ezért
h(T) = 0 az aldbbi két észrevétel kovetkezménye:

e az identitdsra h(Id) = 0, barmi is legyen a fazistér és a mérték,
e 1(S¥) =k-h(S), minden S endomorfizmusra és k € N szdmra.

Ha y irraciondlis, ismét h(T) = 0 adédik. Legyen o = {Ag,A;} S! partici6ja két félkorre
(pl. Ag =[0,1/2),A; = [1/2,1)). Ekkor a" korivekbdl &ll, melynek végpontjai pontosan az
eredeti Ag és A félkorok végpontjainak elforgatottjai. Tehat o” pontosan 2(n + 1) korivbsl
all, igy H(a") < log(2(n+1)), és h(T,o) = 0. Madsrészt 7y irracionalitdsa miatt minden
pont palyéja stirti S'-n, igy o minden fvének hossza nulldhoz tart, és n novekedtével egyre
pontosabban megkozelithetd S! tetszSleges korive o alkalmas elemeinek uniGjaval. Tehat
o generator T-re, és igy h(T) = 0. A fenti megjegyzés fényében ez abbdl is kovetkezik, hogy
o féloldali generdtor, T pedig automorfizmus.

(Féloldali) Bernoulli-shift. K legyen tetszSleges pozitiv egész, M =X = {0,1,....K — 1}Z+
a hengerhalmazok dltal generdlt Borel o-algebraval, 6 : ¥ — LT a shift leképezés. L -t egy

o-ra invarians Bernoulli-mértékkel latjuk el, ahogy azt az I. rész 4. fejezetében leirtuk: adott
K—1

egy p = (po,...,px_1) véges valészintiségeloszlas (p; >0, Y p; = 1), és minden C C "
i=0

hengerhalmazra, ha C =C, 4 = {x= (x1,x2,...) EXT 1 xy =ay,...,.xp =ar}, W(C) = pg, -

Pay " -+ Da,- Legyen oo = {Ag,...Ax_1},ahol A; ={x € £* :x; = j}, j=0,....K — 1, azaz az

” 2z

elsé bett értéke szerint particiondlunk. Jeldljikk a (py, ..., px—1) eloszlas entrépidjat H (p)-vel,

K—1
azaz H(p) = H(a) = — ¥, p;log p;. Ekkor 6 ¥ a k-dik szimbdlum értéke szerinti particid,
i=0
és igy a Bernoulli-mértékre 6" L o minden n-re. Kovetkezésképp H(a") = nH(p), és
h(o,o) = H(p). Ugyanakkor minden hengerhalmaz el8éll alkalmas n-re, mint " elemeinek
unidja, és igy a generitor. Tehdt h(c) = H(p). Hasonléan bizonyithat6, hogy kétoldali

Bernoulli-shiftre szintén (o) = H(p).
Néhany tovabbi fontos eredmény, bizonyitas nélkiil

Shannon—-McMillan—Breiman-tétel. Egy o = {Ag,A1,...Ax_1} particié esetén legyen o (x) =
Ai,hax € A; (itti=0,...,(K—1)). Specidlisan o (x) =A;,N---N T_”“A,-nfl, ha T*x € Ai,
k=0,..(n—1). p(a"(x)) nyilvin monoton csokken, és igy I,(x) = —log(u(o*(x))),
melyet az n-dik 1épésben a particié alapjan rendelkezésre all6 informécionak tekinthetiink,
monoton nd, ahogy n — . Shannon-McMillan-Breiman alapvetd tétele ennek a ndveke-

désnek az iitemérdl ad informdaciot ergodikus esetben. Nézziik konkrétan a Bernoulli-shift
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20. Kolmogorov—Sinai-entropia 95

esetét, és legyen o a fent bemutatott (elso beti értéke szerinti) particié. Ekkor 7, (x) fuggetlen,
azonos eloszlasu val6szintségi véltozok Osszege, és a nagy szdmok erds torvénye szerint
11,(x) = H(p)(= h(0)) p-majdnem minden x-re. Ezt a tényt 4ltaldnositja messzemenden az
alabbi tétel.

20.13. TETEL (SHANNON-MCMILLAN-BREIMAN-TETEL) Legyen (M, % ,u,T) ergo-
dikus endomorfizmus, és o véges particio. Ekkor

1
lim —1,(x) = h(T, @) W m.m. x-re és L'-ben.
n—oon

Ornstein izomorfia tétele. 1dézziik fel az 1. rész 4. fejezetébdl az endomorfizmusok izomorfi-
djénak a fogalmat. Izomorf dinamikai rendszerek ergodelméleti szempontbdl azonosak, igy
entropidjuk is megegyezik. Konkrétan tekintsiink két kétoldali (azaz invertdlhato) Bernoulli-
shiftet: a o7 shiftet K szimbélummal és p = (po, ..., px—1) betlieloszldssal, illetve a o shiftet
M szimbSélummal és g = (qo, ...,qm—1) betteloszlassal. Amennyiben o} és 0, izomorfak,

27 2

H(p) = H(q). Ornstein alapvetd tétele szerint ennek megforditdsa is igaz.

20.14. TETEL (ORNSTEIN IZOMORFIA TETELE) A 0] és 0y Bernoulli-shiftek akkor és
csak akkor izomorfak, ha (h(oy) =)H(p) = H(q)(= h(02)).

Fontos megjegyzés, hogy Ornstein tétele az invertdlhaté esetre vonatkozik. A p =
(po,--s Pk—1) és ¢ = (qo,---,qu—1) betlieloszldsd féloldali Bernoulli-shiftek csak abban a
trividlis esetben izomorfak — feltéve, hogy p; >0,i=0,...,(K—1)ésg; >0, j=0,...,(M—1)
—ha K = M és a g vektor a p vektor permuticidja. Invertdlhaté esetben azonban az entrépia
teljes invaridns, abban az értelemben, hogy azonos entrépidju Bernoulli-automorfizmusok
izomorfak. Ornstein tételének jelent6ségét az is adja, hogy invertalhat6 dinamikai rendszerek
igen széles osztilydra (kicsit pongyoldn: hiperbolikus dinamikai rendszerekre) sikeriilt
belatni, hogy izomorfak valamilyen (kétoldali) Bernoulli-shifttel.

Varidcios elv. A 19. fejezetben lattuk, hogy K szimbdlum esetén a shift leképezés
topologikus entrépidja log(K), és mivel tetszSleges p = (po, ..., pk—1) betilieloszlas esetén
H(p) < log(K); a Bernoulli-shift Kolmogorov—Sinai-entrépidja tehdt nem haladhatja meg
a topologikus entrépidt. Az aldbbi, dgynevezett varidcids elvet ezen tény messzemend
altalanositdsanak tekinthetjik. Emlékeztetd az 1. rész 8. fejezetébdl: ha rogzitiink egy
(M, #,T) endomorfizmust — példaul egy topologikus dinamikai rendszert — akkor .#y, jeloli
a T-re invaridns Borel val6szintiségi mértékek osszességét.

20.15. TETEL (VARIACIOS ELV) Legyen T : M — M egy kompakt metrikus tér folytonos
endomorfizmusa, jelolje hiop(T) T topologikus entropidjdt, és [ € Miny esetén hy(T) a T
leképezés | invaridns mértékre vonatkozo Kolmogorov-Sinai-entrdpidjdt. Ekkor hyop(T) =

Sup{h#(T) IS %nv}-

Specidlis szerepet toltenek be az ugynevezett maximdlis entropidjii mértékek; azok a
W € Miny mértékek, melyekre hy (T) = hiop(T). Ilyen példaul a shift leképezés esetén (K
szimb6lumra) a (po, ..., px—1) = (1/K,...,1/K) valésziniiségeloszlashoz tartozé Bernoulli-
mérték. Bebizonyithatd, hogy ebben az esetben ez az egyetlen ilyen mérték.
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21. Markov-shift

Véges allapotterti Markov-lancok — valészintiségszamitas és linearis algebra emlékez-
tet6. Egy m = m; i,j =0,...,(K — 1) matrix sztochasztikus matrix, ha m;; > 0 Vi, j és

n, hogy m; > 0. Ilyenkor az 1 = (1,...,1) vektor egyszeres jobboldali sajitvektora m-nek az
1 sajatértékhez; és a megfeleld baloldali sajatvektor is egyszeres: 1étezik €s egyértelmii egy

K—1
p = (po,...,Pk—1) vektor, a staciondrius eloszlas, melyre p; > 0 minden i-re, Y p; =1,
i=0
kil . . . .
€s ) pimjj = p; minden j-re. Ilyenkor 7 -hez tartozik egy Xi,X3,...,Xp,... staciondrius
i=0

~ 2z

elosglésﬁ, véges (0, ..., K — 1) értékkészletd értéki valdszinliségi valtozé sorozat:
P(X, = i) = P(Xl =i)=ps;
P(Xn+1 = ]|X1 = il,...,Xn = i) = P(Xn+1 = ]|Xn = i) = ﬂ:ij;

ezt Markov-ldncnak hivjuk. Kiilondsen fontos az irreducibilis, aperiodikus eset; amikor
3N € N, hogy n{}l > 0 Vi, j-re. Ez garantdlja, hogy az egyszeres 1 sajatértéktol eltekintve 7
spektruma egy o < 1 sugard koron beliil fekszik a komplex sikon, kovetkezésképp m;; — p;
minden i, j-re, amint n — o, s6t, 7;; = p;+ O(a"). Mindez éltaldnosithat6 tetszSleges
primitiv mdtrixra, azaz olyan nemnegativ B;; elemi{i matrixra, melynek van n hatvanya, hogy
minden i, j parra Bl’-’j > 0. Perron tétele értelmében ilyenkor B-nek van egy maximalis A > 0
sajatértéke, ez a sajatérték egyszeres, és a hozza tartoz6 sajatvektor minden komponense
pozitiv.

Topologikus Markov-lancok, Markov-shiftek. Egy A = A;; matrix szomszédsagi (adjacen-
cia) matrix, ha minden eleme 0 vagy 1. Tekintsiik a £+ = {0,...,(K — 1)}%" szimbolikus
teret, és ezen a o eltolast, mint topologikus dinamikai rendszert — X"-n a metrikat a 17.
fejezetben leirt modon definidljuk — és legyen

= {(x,xm) =X € A, = LVE=1,2,..},

azaz A;j a ,,megengedett dtmeneteket” definidlja. Ekkor ZX C X" o-rainvaridns és zart — tehat
kompakt — kovetkezésképp tekinthetjilk a o : Z;‘L — ZX topologikus dinamikai rendszert. Ezt
hivjuk ropologikus Markov-ldncnak.

21.1. MEGJEGYZES A definicidk, és a teljes itt kdvetkez$ targyalds, automatikusan al-
taldnosithatd a kétoldalu topologikus Markov-lancok és Markov-shiftek esetére, ezt a
tovabbiakban nem részletezziik.

Legyen most adott egy K allapotu irreducibilis aperiodikus Markov-lanc. A 7;; szto-
chasztikus matrix természetes modon definidl egy A;; szomszédsagi matrixot: legyen A;; =1
ha 7;; > 0, és A;j = 0 ha m;; = 0. A £} téren konstrudlhatunk egy o-ra invaridns [(= i)
mértéket a kovetkezOképpen. Mivel a hengerhalmazok generdljdk a o-algebrit, elég u-t
ezeken megadnunk (itt (y1,...y;) € {0, 1,..., (K — 1)}, rogzitett):

B= (B()’lw-a)’l) :){(xl,xz,...,xl,...) =XxXc EX S X = Vi, k= 1,..,1} :

@21.1)
W(B)(= Ux(B(y,....y))) = Py Tyiyn Toynys = oy, -
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A (ZX, F , Uz, o) endomorfizmust (itt .% a hengerhalmazok éltal generalt — Borel-féle —
o-algebrit jeloli) Markov-shiftnek hivjuk.

21.2. ALLITAS Legyen T egy irreducibilis aperiodikus Markov-ldnc dtmenetmdtrixa. Ek-
kor a megfeleld (ZX, F , Uz, O) Markov-shift keverd.

B1ZONYITAS Ahogyan azt az I. rész 4. és 5. fejezetében, a Bernoulli-shift esetében lattuk,
minden mérheté halmaz approximdlhaté hengerhalmazokkal, ezért elegendd beldtni, hogy
B(= By,,..y)) €s C(=C,, . -)) hengerhalmazokra u(BNo~"C) — w(B)u(C), amint n —
oo, Egyrészt

W(B) - U(C) = Py, Ty 3, Toyyys =+ o1y~ Py Tooyzn Tonzs Mgy

mdsrészt, ha n > [, x € BN o "C akkor és csak akkor, ha (x,...,x;) = (y1,...,y;) és
(Xnt1seeesXnrr) = (215 .21) (@Z X741, ..., X, Detik tetszGlegesek lehetnek). Igy

K—1
—nn
u(Bﬂ o C) - Z DPyi Tyryy = Ty oy Ty Toxpaxp o " Ty Tz

xl+la"'7xn:0

C Tz Mzt Ty

azaz

—n _ (n—1)
p(BNo"C)= Py oyryy = Ty yyy - Toyizy © - Tyzp Tzpzg Mgy

Mivel n}, = p,, + O (A"),

Yiz1
W(BNG™"C) — u(B)U(C)| < C(1)A"

adddik, ahol a C(I) konstans csak a vizsgalt hengerhalmazok [/ hosszatdl fiigg. Ezzel nem
csupdn az eredeti allitast bizonyittuk, hanem becslést adtunk a konvergencia sebességére is.[]
21.3. MEGJEGYZES Hasonldan bizonyithat6, hogy amennyiben a 7 matrix irreducibilis, de
nem aperiodikus, a megfelel6 Markov-shift ergodikus, de nem keverd.

Markov-shift entropiaja. Mindvégig az irreducibilis, aperiodikus esetet vizsgaljuk, igy
specidlisan az A;; matrix is primitiv, igy Perron tétele szerint van maximalis pozitiv A
sajatértéke, melyhez egyetlen baloldali és egyetlen jobboldali sajatvektor tartozik. El&szor
a topologikus entrépiat szamoljuk ki.

21.4. LEMMA Egy © : ZX — ZX topologikus Markov-ldnc topologikus entropidja
hiop(0) =1logA, ahol A az A;j szomszédsdgi mdtrix legnagyobb sajdtértéke.

B1ZONYITAS A teljes shift esetét (amikor A;; = 1 minden i, j parra) mar targyaltuk a 19.
fejezetben. Ez alapjan konnyen végiggondolhatd, hogy a kulcsmennyiség W(n,ZX), a
megengedett n hosszi jelsorozatok szama. Ha 2-(mtl) g <pmm W(n +m,2}) adja meg
H(n,e,0)-t,a X} térben egy (n,€)-hdlé minimalis elemszdmat. {gy

o1
hiop(0) = lim —log(W (n,X})).

n—oon
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Masrészt ha tekintjiik A"-t, az A matrix n-dik hatvanyat, akkor teljes indukcidval igazolhatd,

hogy (A");; pozitiv egész szdm, és épp azt mondja meg, hdny olyan n hosszi megengedett

jelsorozat van, ami az i szimbdlummal kezdddik, és a j szimbdlummal végzddik. igy
K—1K-1

W(n,zr) = ZZA"

i=0 j=
Ez a mennyiség az A" (nemnegativ elemii) métrix egy normdjanak is felfoghatd, és véges

dimenzids téren barmely két norma ekvivalens. igy
.1
hiop(0) = lim —log||A"|| =logA,
hiszen a legnagyobb sajatérték épp a spektralsugér (errdl 1dsd még a 27. fejezet funkanal

osszefoglal6jdy, azaz A = lim (||A"]| 7). 0
n—oo

21.5. LEMMA Legyen (£;,.%,liz,0) A;j szomszédsdgi mdtrix-szal, T;; dtmenetmdtrix-
szal és ehhez p; staciondrius eloszldssal. A Kolmogorov—Sinai-entrépia

K-1

hH(G) = - Z pjlnjlj210g(njlj2)‘
jl7j2:0

B1ZONYITAS Ahogy a Bernoulli-shift esetén a 20. fejezetben, az elsd beti értéke szerinti o
particié most is generdld. A 20.5. Lemmat fogjuk haszndlni. Definici6 szerint:

ANB
H(alo 'a") = — Z ,u(AﬂB)logM,
o (B)
Aco,Beo~ta"
aholx 5 A = C}l most 1 hosszii hengerhalmaz, 6~ 'a” > B = C? P ’j(nﬂ) pedig n hosszu (és
egy hellyel elcstsztatott) hengerhalmaz. Tehat
n
A ﬂB =DPj HTEMM > “(B) =Pj Hnjiji+l‘
i=2
Ebbdl
. K-1 n
H(alo™ a") = - Z Pji Hﬂjiji+1 (log(”jljz) +10g(Pj1) _log(l’jz)) .
j1>~~-7jn+1:0 i=1
K—1 K—1
Ugyanakkor Y pim; = p; minden [-re, és Y, m; = 1 minden k-ra. igy
k=0 1=0
K—1
Z Pi Hn]ljl+1 log(njuz Z Pji T js log(n]uz)
Jlyeesdnt1=0 =1 J1,J2=0
K—1 K—1
Z Dji HngJzH log(pj,) Z pjlog(pjy);
.j17~"7jll+l =0 i=1 .]1 =0
K—1 K—1
Z Pij Hﬁjmﬂ log(pj,) Z pilog(p),);
Jlyeesdnp1=0 =1 J2=0
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és a lemma allitasa kovetkezik. O

Parry mérték. A 20.15. tételbdl tudjuk, hogy egy Markov-shift Kolmogorov—Sinai-entrépidja
nem lehet nagyobb, mint a topologikus entrépia, azaz logA, ahol A az A szomszédsagi
matrix legnagyobb sajatértéke. A Parry mértékekre ez a maximum eléretik, azaz ezek a
maximdlis entropidju invaridns mértékek egy topologikus Markov-ldncra. A Parry mérték
Ty, dtmenetmatrixdt a kovetkezOképp konstrudljuk. Legyen az Ay; szomszédsagi matrix
maximaélis sajatértéke A, az ehhez tartozé jobboldali sajatvektor uy, a baloldali sajatvektor

sk, amelyeket dgy vélasztunk, hogy (s,u) = Y sgux = 1 teljesiiljon (Perron tétele szerint

sk > 0és uy > 0 minden k-ra). A Parry mérték dtmenetmdtrixat my; = itflulzlAklul definialja.
Konnyen ellendrizhetd, hogy ez a matrix valéban sztochasztlkus mint ahogy az is, hogy

K— K—
Pr = Sxuy staciondrius eloszlas. Az aldbbi szadmoldsban a Z SKAy = Asy, Z Au; = Auyg,

K—1
Y. srup = 1 Osszefiiggéseket hasznaljuk, valamint azt, hogy az Ay szomszédsdgi matrixra

A;l log(Ay;) = 0, minden k-ra és I-re. A Parry mérték Kolmogorov—Sinai-entrépidja:
K—1

hM(G) = — Z skuklflulzlAklul lOg(ﬂ,ilukilAklul)
k,[=0

K-1
= — Z skl_lAklullog(l_luk_lAklul)

KI=0
K1 1 K1

= Y siA ' Aulog(A) + Y. sid ™ Ay (log(u) — log(Aguy))
k=0 KI=0

=logA + Z st log(uy) Z sjurlog(u;) =logA.
k=0 [=0

Korrelacio-lecsengés és sebessége. Ahogy azt az 1. rész 5. fejezetében mar lattuk, egy
(M,.Z,u,T) endomorfizmus akkor és csak akkor keverd, ha lecsengenek a korrelaciok, azaz
minden f,g € Ly(u) fiiggvénypdrra

Corr(n, f,g) (/ f(T"x) du(x )—Euf-Eug> — 0, (21.2)

ahol Eyf = [, f(x)du(x). A kiilonféle alkalmazdsok szempontjdbdl dontS jelentSség
a konvergencia sebessége (21.2)-ben, a sebesség azonban — amint ezt az aldbbiakban
érzékeltetni fogjuk — er6sen fiigg az f, g fiiggvények regularitasi tulajdonsagaitdl. Tekintsiik
a Markov-shift esetét: a 21.2. allitds bizonyitdsdndl lattuk, hogy amennyiben f = xp €és
g = Xc, tehat B és C hengerhalmazok indikatorfiiggvényeit vizsgéljuk, akkor a lecsengés
exponencidlis. Ez a tulajdonsdg nyilvan igaz marad 1épcsofiiggvényekre, azaz hengerhal-
mazok indikatorfiiggvényeinek véges linedrkombindcidira is. Az exponencidlis lecsengési
tulajdonsag egy igen fontos, tovabbi fiiggvényosztalyra is kiterjed.
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21.6. DEFINICIO (HOLDER FOLYTONOS FUGGVENYEK) Az (M,p) kompakt metrikus
téren értelmezett f : M — R fiiggvény Hélder folytonos, ha 3 a € (0,1] és C > 0, hogy
V x,y € M esetén

[f(x) = F )] < Clp(x,y))*.

A legnagyobb o-t, amire ez a tulajdonsdg igaz, f Holder exponensének, a legkisebb
alkalmas C(= C(f,@))-t pedig az a-hoz tartozé Holder konstansnak nevezziik. Bevezetjiik
tovdbbd || f||a = C(f, @) + || f|lo Holder normadt (itt ||f||o a szuprémum norma) a Hélder
folytonos fiiggvények terén, melyet Co (M )-mel jeliliink.

21.7. DEFINICIO (EXPONENCIALIS KORRELACIO-LECSENGES) Legyen [ keverd inva-
rians (Borel valosziniiségi) mértek a T : M — M topologikus dinamikai rendszerre (tehdt
M kompakt metrikus tér és T folytonos). Az (M, % ,T,l) endomorfizmusra a korreldcio-
lecsengés sebessége exponencidlis, ha Vo € (0,1] esetén 3B € (0,1), hogy Vf,g € Co(M)
fiiggvényekre AC(f,g) > 0, hogy:

|Corr(n, f,g)| <C(f,g)B". (21.3)

Az exponencidlis lecsengés rdtdja tehdt csak a Holder exponenstol fiigg, és dltaldban a
C(f,g) konstansrdl is van informdcionk: az jellemzéen C(T) - ||f||o - ||g||e alaki, ahol a
C(T) konstans mdr csak a dinamikai rendszertdl fiigg, és nem a konkrét f, g fiiggvényektdl.

21.8. ALLITAS Keveré Markov-shiftre (azaz irreducibilis, aperiodikus T esetén) a korreld-
cio-lecsengés exponencidalis.

B1ZONYITAS Jelolje %; a pontosan [ hosszi — (21.1) alaki — hengerhalmazok Osszességét,
Z pedig az ezek éltal generalt (véges) o algebrat. Ekkor .%#; [-ben novekvs o-algebra
sorozat, mely .Z-t generdlja. Legyen f.g € Cq(X1) (£;-n a metrikdt a 17. fejezetben
ismertetett standard modon definidljuk). Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy E), f =
E;(g) = 0 és vezessiik be az

h=E(fl7);  hi=f-h

jeloléseket, ahol E(f|.#;) a (u-re vonatkozd) feltételes varhaté értéket jeloli (8-t és g-t
hasonléan definidljuk). Célunk a (21.3) becslés bizonyitdsa, ehhez [/ értékét n-hez fogjuk
vélasztani, a tovdbbiakban az [ als6 indexeket nem frjuk ki (mindig). Erdemes még bevezetni
az f(”) = foT" és f(") = foT" jeloléseket, igy, mivel g =g+ g és foT" = f(”) +f(”) :

Corr(n, f,g) = E(f™-8) +E(f" - 8) +E(f™ - §) + E(fF™ - g), (21.4)

ahol £ a u szerinti varhat6 érték. A (21.4) formuldban az els6 tagot konnyen becsiilhetjiik:
f és g 1épcsofiiggvények, linedris felbontasukban legfeljebb [ hosszi hengerhalmazok
szerepelnek. igy a 21.2. 4llitas bizonyitdsandl latott érvelésbdl:

EG™-8) <1 £1lo-lgllo- (Bz)""

ahol B; < 1 a m sztochasztikus matrix méasodik legnagyobb sajatértéke. Masrészt minden
B € ¢ hengerhalmaz atmérdje diam(B) = 27/, és g(x) x € B esetén éppen azt mutatja, a
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g Holder folytonos fiiggvény mennyire tér el B-n vett atlagatol az x € B pontban. Tehat g
Holder folytonossaga miatt

8(x)| < C(g, ) - 27"

€s hasonléképp
Fol<c(fa)-27 = [P0 <c(fa) 27

Az egyszeriibb frasmdod kedvéért érdemes bevezetni a By = 2% jelolést, persze By < 1
értékét az oo Holder exponens hatdrozza meg. A fenti becslések alapjan a (21.4) felbontdsban
a masodik, harmadik és negyedik tagra rendre:

E(f™.)+E(f™ .5 +E(f™.§) <
< (IIfllo-Clg, &) +C(f, ) -|Igllo + C(f, ) - C(g, x)) By,

igy | = n/2 valasztéassal adédik az 4llitas. a
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22. Markov-felbontas

A Markov-felbontds mindmaig az egyik legsikeresebb eszkoz hiperbolikus dinamikai rend-
szerek statisztikus tulajdonsdgainak vizsgalatara. Sikerét elsGsorban Sinai, Ruelle €s Bowen
munkdinak koszonheti az 1970-es évek elejérdl: tobbek kozott azért, mert 6k dolgoztak ki
a Markov-felbontas konstrukciéjit dinamikai rendszerek egy 1ényeges osztalydra (Anosov,
illetve Axiom A rendszerekre). Mi most a macska leképezés esetére szoritkozunk, konkrétan
Adler és Weiss otletét ismertetjiik ([1]). Sziikségiink lesz mindazokra a fogalmakra, amik a
macska leképezéssel kapcsolatban eddig felmeriiltek (pl. a 17. és a 18. fejezetekbdl, illetve az
I. részbdl.) Konkrétan, haszndlni fogjuk a stabil €s instabil fonalakat, a homoklinikus dtmet-
szések fogalmat, valamint a lokalis stabil és instabil fonalak dtmetszésének egyértelmiiségét,
és ehhez kapcsoléddan az [x,y] = W (x) N\W3(y) jelolést.

22.1. DEFINICIO Az R C T? halmaz téglalap, ha R = int R és Vx,y € R esetén [x,y] € R.

A macska leképezés esetében latszik, hogy a téglalapok a szokdsos értelmében is (di-
szunkt) téglalapok (véges unii), az e* és e* iranyokkal parhuzamos oldalakkal. Altalanosabb
esetben a geometria ennél bonyolultabb is lehet (pl. Cantor halmazok direkt szorzata).
Konnyen ellendrizhetd, hogy

e ha R és R’ téglalap, akkor RN R’ is az;
e ha R téglalap, akkor TR is az.

Tovabbi elnevezések:

22.2. DEFINICIO Ha R téglalap, akkor hatdra elédll, mint R = 0“R U d°R, ahol 0" és 0°
az e"'-val, illetve €*-sel parhuzamos szakaszokat jelenti. Vezessiik be tovdabbd a

W”(X,R) = UYGR[x7y]; WS(X,R) = UyeR[y’x]

jeloléseket. Ha Ry C Ry téglalap, azt mondjuk, R| az Ry u-résztéglalapja, ha u irdnyban
,Végigér”, azaz d°Ry C d°Ry. Ez pontosan azt jelenti, hogy Vx € Ry esetén W"(x,R|) =
WH(x,Rp). Az s-résztéglalap fogalmdt analég médon definidljuk.

Konnyen ellendrizhetd, hogy R; akkor és csak akkor u-résztéglalapja Ry-nek, ha TR
u-résztéglalapja T Ry-nek, €s ugyanez igaz s-résztéglalapokra is.

22.3. DEFINICIO Legyenek R,R’ téglalapok. Azt mondjuk, R helyesen metszi R'-t, ha
TRNR' u-résztéglalap R'-ben. Ilyenkor automatikusan TR N\ R’ s-résztéglalap TR-ben,
kovetkezésképp RNT R’ is s-résztéglalap R-ben. A helyes dtmetszésbél kovetkezik, hogy
amennyiben x € R és Tx € R', automatikusan

WY(Tx,R) C T(W"(x,R)); és  WS(x,R)C T Y(W*(Tx,R')).
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22.4. DEFINICIO Az Ry,Ry,...,Rx_1 véges sok téglalapbol dllo rendszert Markov-
felbontdasnak hivjuk, ha
K—-1
e U R =T%
i=0
® ha i # j, imtR;NintR; = 0, azaz a téglalapok csak a hatdrukndl metszhetnek dt.
Kovetkezésképp nullmértékii halmaztol eltekintve egyértelmi, x € T? melyik R;-be
tartozik.

e ha bdrmilyen i, pdrra (akdr i = j-re) m(TR;\R;) # 0, az dtmetszés helyes és
osszefiiggo.

Tehdt TR; N R; egy u-résztéglalap Rj-ben, és szintén a definiciobdl kovetkezik, hogy
amennyiben m(T*R; N TR; NRy) # 0, a T?R; N TR; N Ry téglalap egy u-résztéglalap Ry-
ban, R, N"T~'R ;N T 2R, pedig egy s-résztéglalap R;-ben. A Markov-tulajdonsig azzal fiigg
0ssze, hogy ezeknek a téglalapoknak a méreteit u-irdnyban Ry, s-irdnyban R; hatdrozza meg,
a kozbiilsd R -t0l fiiggetleniil.

Jelolje u; és s; az R; téglalap €“, illetve ¢* irdnyu kiterjedését, i = 0,...,(K—1), A <1
pedig a macska leképezés matrixdnak e” irdnyu (1-nél nagyobb) sajatértékét. Az egyszertiség
kedvvért csak magat a macska leképezést vizsgaljuk, igy az e” és e irdnyok merdlegesek, €s
A = (34++/5)/2. Vezessiik be az

4 _ )1 ham(TRiOR;)#0,
Y710 ham(TR;NR;) =0

szomszédsagi matrixot. igy amennyiben A;; # 0, m(TR;NR;) = s’% Legyen tovabba

o MTRNOR)) T had;=1,
" mR) |0  had;=0.

Konnyen ellendrizhetd, hogy 7;; sztochasztikus matrix, melyhez
pi =m(R;) = u;s;

staciondrius vektor. Célunk kapcsolatot teremteni a macska leképezés és a (X4,.%, Uiz, O)
(kétoldali) Markov-shift kozott. Legyen (...,i_1,ip,i1,...) =i € 4. Ahogy azt az elSbb

lattuk,
_ Sin Ui
m(TRiomRh) :m(RiomT lRil) - lo}Lll = PigTigiy »

m(Tz(Riil) N TR,'O ﬂRil) = Azsi,luil = Pi_ | T iy Tigi -
Tetszoleges m,n € Z, m < n esetén legyen

Rinn(ims-esin) =T "Ry, NT ™R, N---NT "R, .

im+l
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A helyes atmetszések miatt ennek a téglalapnak a mértéke is konnyen szdmolhat6:

. . Si, Ui,
m(Rm,n(lm7 "'7ln)) = M—_m = pimnimim+1 "'n-in—lin'

Definidljuk a @ : X4 — T? leképezést a kivetkezképpen:

CI)(;) — ﬂ an,n(ifmi—n—i-l7---7in—17in)~
n=0

® jol definidltsdgdhoz van sziikség (A;; = 1 esetén) az dtmetszések Osszefiiggbségére. Ez
garantdlja ugyanis, hogy R_, ,(i—n,i—nt1,...,in—1,In) téglalapok mind Gsszefuggdek, és n
novekedtével méretiik (s és u irdnyban egyarant) (4! rataval) exponenciélisan lecseng, igy
a (i) metszet egyetlen pontbdl dll. ® rendelkezik az aldbbi fontos tulajdonsidgokkal:

e & izomorfizmust teremt a macska leképezés és a Markov-shift kozott. Hiszen
egyértelmti ®(i) képként 4ll el6 T? m-majdnem minden pontja (kivételesek azok
az x € T? pontok, amelyekre van k € Z és i € {0,...,K — 1}, hogy T*x € dR)).
Masrészt hengerhalmazokra éppen a fenti szamolasokkal ellendriztiik, hogy @, iz = m
ésPoo=Tod.

e & folytonos, s6t, Holder folytonos leképezés. Kovetkezésképp, ha f : T2 — R Holder
folytonos, akkor ®* f : ¥4 — R is az (itt ®* f(i) = f(P(i))).

Ez ut6bbi tulajdonsdg kiilondsen fontos, hiszen a dinamikai rendszerek izomorfidja miatt
Corr(n,f,g) = Corr(n,® f,®*g),

ahol Corr mindkét esetben a megfeleld dinamikai rendszerre vett korrelaciot jelenti. Tehét a
Markov-felbontds segitségével bizonyithatd, hogy a macska leképezésre is exponencialis a
korrelacié-lecsengés sebessége.

Ez a tény mutatja a Markov-felbontés igazi jelentoségét. A 20. fejezet végén emlitettiik,
hogy dinamikai rendszerek igen széles osztdlydra sikeriilt bizonyitani a Bernoulli-shifttel
valé izomorfidt. Altaldban azonban semmit sem tudhatunk az izomorfiit megvaldsité
leképezés simasdgi tulajdonsdgairdl, igy az alapjdn semmit sem mondhatndnk a korrelacio-
lecsengés sebességérdl (vagy barmi mas tulajdonsagrol, ami érzékeny a vizsgalt fliggvények
regularitisara).

Végiil vazoljuk a Markov-felbontds konstrukcidjat a macska leképezésre (I1.3 4bra).
Fontos szerepet jatszik az dbrdn O-val jelolt pont — az origd, mely a macska leképezés
(egyetlen) fixpontja — és ennek a pontnak az S(O) és U(O) stabil, illetve instabil fonala.
Mivel O fixpont, S(O) és U(O) 6sképe 6Snmaga. A konstrukciéhoz nem a teljes S(O) és U (O)
fonalakat, hanem csak azok O-hoz kozel es6 6sszefiiggd szakaszait érdemes tekinteniink. Az
17. fejezetben madr lattuk S(O) és U(O) metszéspontjainak, az tgynevezett homoklinikus
pontoknak a specialis szerepét. Ezek koziil tekintsiink harmat, amelyek az O ponthoz — a
fonalak természetes irdnyitdsa szerint — kdzel helyezkednek el: a I1.3. dbran P, Q, R-rel jelolt
pontokat. Az O, P,Q, R pontok, mint csticspontok, két téglalapot jelolnek ki — az abran .o7-val
és ZB-vel jelolt téglalapokat — melyek T? felbontasat adjak.
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o) o)
P P
‘B
R
Q Q
A
o 0
R

IL.3. dbra. Markov-felbontas a macska leképezésre, 1

A felbontas Markov jellegérél meggy6zodhetiink, ha megvizsgaljuk az o7 és 2 téglala-
pok képeit. d*.or/-t és 9*A-t egyiittesen S(O)-nak az O és Q kozott elhelyezkedd szakasza
adja. Ennek a szakasznak a képe (az invariancia és a kontrakci6 miatt) S(O)-nak egy rovidebb
szakasza. Tehat az téglalapok képeinek stabil oldalfalai tigy jelennek meg, mint az eredeti
stabil oldalfalak részei. d“.o7-t és d“%-t egyiittesen U (O)-nak az R és O, valamint az O és P
kozti szakaszai adjdk, ezek U (O)-nak hosszabb szakaszaiba képezGdnek. Tehat a téglalapok
képei instabil oldalfalainak részei az eredeti instabil oldalfalak. Mindez 6nmagédban mar
garantdlja az atmetszések helyességét.

o/ és A képét all.4. abran dbrazoltuk. T.of = 7] U.ah U o3 u irdnyban eldszor keresztezi
/-t (7)), majd mégegyszer o7 -t (o), végiil B-t (A3). THB = B U AP, eloszor o -t, majd
HB-t keresztezi u-irdnyban (4, illetve %,).

S\R

R

I.4. abra. Markov-felbontas a macska leképezésre, 11

A kapott felbontds csak annyiban nem felel meg a kovetelményeknek, hogy az dtmetszé-
sek nem 0Osszefiiggdek (konkrétan .o/ onmagat kétszer is dtmetszi). Ezen azonban konny(
segiteni: 7 és A helyett az ezek képeinek atmetszéseként kialakuld o), 9%, o3, B, P>
téglalapok fogjék adni a Markov-felbontdst. Konnyen meggondolhatd, hogy a szomszédsagi
matrix:
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SO ===
—_—_ 0 O O
SO = ==
SO = ==
- -0 O O

Végiil néhany észrevétel a macska leképezés entropidjardl. A Markov-felbontds segitsé-
gével megmutathatd, hogy a macska leképezés topologikusan konjugalt az A;; szomszédsagi
matrixu topologikus Markov-lanccal, ergodelméleti szempontbdl izomorf a 7;; dtmenetmatri-
xu Markov-shifttel. Az is lathatd, hogy 7;; éppen az A;;-hez tartoz6 Parry mértéket definialja,
és a maximadlis sajatérték éppen A. Tehat a macska leképezés topologikus entrdpidja és
Kolmogorov—Sinai-entrépidja egyarant log A.
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23. Egyértelmiu ergodicitas
Legyen T : M — M topologikus dinamikai rendszer, ekkor a Krilov—Bogoljubov-tétel alapjan
tudjuk, hogy .#in, # 0.

23.1. DEFINICIO (EGYERTELMU ERGODICITAS) A T : M — M topologikus dinamikai
rendszer Egyértelmiien ergodikus (uniquely ergodic), amennyiben M, egyelemi, azaz
létezik egyetlen | Borel valdsziniiségi mérték, hogy My = {1}

23.2. PELDA A korvonal Ty forgatdsa egy irraciondlis o szoggel egyértelmtien ergodikus.
Ekkor ugyanis az {na} pélya stiri S!-n, igy Vy € S! esetén létezik n ;o0 — y részsorozat, és
amennyiben U € .#,,, minden f € C(S') folytonos fiiggvényre

/ £ du(x) = / F(Ty ) dp(x) — / F(Ty).

Azaz u eltoldsinvarians mérték az S! Abel-csoporton, ami csak a Haar-mérték lehet, tehat
u = Leb, a Lebesgue-mérték.

A Weyl tétel (az 1. rész 3. fejezete) alapjan is érdekes a kovetkez6 lemma.
23.3. LEMMA Egy T : M — M topologikus dinamikai rendszerre a kovetkezok ekvivalen-
sek.
n—1
(i) Minden f € C(M) esetén létezik egy c(f) konstans, hogy 1i_r>n (rll Y f(Tkx)> =c(f)
n—ree \ " k=0

minden x € M-re.
(ii) A fenti konvergencia minden f € C(M) esetén egyenletes.
(iii) U € Mny, hogy az (i) konvergencidban fenti konvergencidkban c(f) = [ fdu.

(iv) T egyértelmiien ergodikus.

BIZONYITAS (ii) = (i) nyilvanvalo.

n—1

i) = (iii) bizonyitasahoz tekintsik a ¢(f) = lim [ 1 ¥ f(T*x) ] (x-t8l fiiggetlen)
n
k=0

n—soo
n—1
értéket, ez C(M)-n nyilvan linedris funkciondl, amely |% Y f(T*x)| < ||f|| miatt (ahol

|fll az f € C(M) fiiggvény szuprémum normdja) korldtos is. Tovabbd az azonosan 1
fiiggvényre c(1) =1, és f(x) > 0 esetén c(f) > 0, kovetkezésképp a Riesz reprezentacios
tétel miatt ¢(f) = [ fdu valamely p Borel mértékre. c(7f) = c(f) is nyilvan teljesiil
(emlékeztets: (Tf)(x) = f(Tx)), igy U € Mny. (NB. c(1) = 1 sziikséges ahhoz, hogy a
mérték valoszintiségi legyen).

(iif) = (iv) igazolasdhoz legyen vV € Ay, és az f € C(M) esetén minden x € M-re

n—1
fennall6 (% Y f (Tkx)) — [ fdu limeszt a dominidlt konvergencia tétel alapjan v szerint
k=0

integrélhatjukj amibdl v invariancidja miatt [ fdv = [ fdu,Vf € C(M), azaz yu = v adédik.
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Végiil lassuk be, hogy (iv) = (ii). Tegyiik fel, hogy (ii) nem teljesiil, azaz 3g € C(M) és
€ > 0, hogy egy alkalmas x, részsorozat mentén

n—1
»Y g(The) - [ gdu

=0

> &

n—1
Tekintsiik a u, = % Y 6Tkxn Borel valdszinliségi mértékek sorozatit: ennek a Krilov—
=0

Bogoljubov-tételnél latott €rvelés (I. rész 8. fejezet) alapjan van u,; (gyenge-* értelemben)
konvergens részsorozata, ami egy He € .#in, invaridns mértékhez tart. Ekkor viszont
| [ gdue — [ gdu| > €, vagyis U # U, tehdt iy, -nek van két kiilonbozs eleme: T nem
lehet egyértelmiien ergodikus. O

23.4. MEGJEGYZES Az aldbbi feladatok mutatjak, hogy onmagaban abbdl, hogy minden
n—1

f € C(M) esetén % Y f(T*x) egyenletesen konvergil, még nem kovetkezik az egyértelm
k=0

ergodicitas.

23.5. FELADAT Legyen T : T?> — T?, T(x,y) = (x + a,y), ahol o € S' irraciondlis.

Mutassuk meg, hogy minden f € C(T?) esetén az idddtlagok egyenletesen konvergdlnak,
de dltalaban nem konstans fiiggvényhez.

23.6. FELADAT Tegyiik fel, hogy a T : M — M topologikus dinamikai rendszer topolo-
gikusan tranzitiv (a definiciot ldsd az I. rész 2. fejezetében), és minden f € C(M) esetén
az idodtlagok egyenletesen konvergdlnak. Mutassuk meg, hogy ekkor T egyértelmiien
ergodikus.

11
0 1
automorfizmusdt (Figyelem, ez nem hiperbolikus eset, ldsd I. rész 6. fejezet). Mi lesz Merg
és Miny Ta,-re?

23.7. FELADAT Legyen Ay = , és tekintsiik a torusz Ty, : T2 — T? linedris

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szasz Domokos, Balint Péter, BME



24. Keverési tulajdonsagok €s hierarchidjuk 109

24. Keverési tulajdonsagok és hierarchiajuk

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy (M,.%,T, 1) automorfizmus (bér bizonyos fogalmakat,
allitdsokat konnyen lehetne altaldnositani a nem invertdlhaté dinamikdk esetére is). Mar az
I. rész 5. fejezetében lattuk, hogy

. —k o
T ergodikus r}glolon ]; w(T "ANB)=u(A)u(B), VA,B € F
T kever6 <= 1lim u(T""ANB)=u(A)u(B), VA,Be F
n—soo

Ekvivalens médon meg lehetne kovetelni ugyanezeket a tulajdonsagokat (i) A, B € o esetére,
ahol <7 a teljes .% -t general6 halmazrendszer; (ii) A, B halmazok mértéke helyett f,g € L?(u)
fliggvények integraljara/L? skaldrszorzatéra; (iii) f,g € F-re, ahol F tetszSleges L?(u)-ben
stird figgvényosztaly.

24.1. DEFINICIO Az (M,.%,T, ) automorfizmus gyengén keverd, ha

lim — Z’# ~*ANB) - u(A)u(B)| =0, va,Be 7.

n—oo g

24.2. MEGJEGYZESEK 1. A definicié most is ekvivalens médon atfogalmazhat6 a fenti (i)-
(i1)-(ii1)-nek megfelel6en. 2. Nyilvan: T (erdsen) kever = T gyengén kever = T ergodikus.

24.3. DEFINICIO Egy J C Z" halmazra legyen oy(n) = §(J N {1,,...,n}), ahol § a
szdmossdgot jeloli. J nullstiriiségii, ha %aj(n) — 0, amint n — oo,

24.4. SZUBLEMMA Legyen ay, korldtos szamsorozat. A kovetkezok ekvivalensek:
o n—1
(i) lim ¥ |ax| =0,
n—ree ™ k=0
(ii) 3J C Z™ nullstiriiségii, hogy lim a, = 0.
JZn—so0

24.5. FELADAT Bizonyitsuk be a 24.4. szublemma (ii) = (i) dllitdsdt (itt fontos feltétel a
korldtossdg).

(i) = (ii) bizonyitasdhoz tekintsiik minden m € Z* szdmra a J,, =
indexhalmazokat. Egyrészt J; C J, C ..., mdsrészt (i) miatt minden J,, nullsﬁrﬁsegu hlszen

lnl

11
- Z |lax| > ;—Oﬂfm( n).

=
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Kovetkezésképp léteznek 0 = [y < [} < [ < ... indexek, hogy n > [,,, esetén %Oc T (1) < m+_1
Legyen

J = U Vine1 0 [l bn1)] -
m=0

Ly <n <4 esetén:
JN[0,n) = (IN[0,5n) U N[ln,1)) C (I N[0,00)) N (I O [l 1)),

igy
1 1 1 1 1

0, () + 0, (n)) < - (0, (n) + 0, (n) < 4=

tehét oy(n) — 0, azaz J nullstirliségli. Mdsrészt n > I, n ¢ J esetén n & J,,11, és igy
lan| < = 1 ,tehdt lim a,=0. 0.

JEn—roo0
24.6. KOVETKEZMENY Egy a, korlatos sorozatra

. 1 "= 1
fim g Bl =0 = i Faf =0
24.7. MEGJIEGYZES A fentieknek megfeleléen egy (M,.%#,T,u) automorfizmus gyengén
kever, ha VA, B € . esetén 3J(A,B) C Z" nulls(irtiség(, hogy
lim T7"ANB) = u(A)u(B).
Janm M ) = 1(A)u(B)
24.8. DEFINICIO Az (M,.#,1) valdsziniiségi mezd megszdmldlhaté bdzisi, ha létezik
mérheté halmazok B1,B,, ... sorozata, hogy VA € F és € > 0 esetén 3j € 7™, melyre
1(BjAA) <&

24.9. MEGJEGYZESEK 1. (M,.%,u) megszdmldlhaté bazisi <= Az L*(u) Hilbert tér
szeparabilis. 2. Amennyiben M teljes szepardbilis metrikus tér, u Borel mérték, .# pedig
a Borel-féle o-algebra (vagy az a o-algebra, amit a Borel-félébdl Li-re nézve teljessé tétellel
kapunk), akkor (M,.7, 1) megszamlalhaté bazisa.

24.10. SZUBLEMMA Legyen (M,.% 1) megszdmldlhaté bdzisi. Az (M, F,T,u) au-
tomorfizmus akkor és csak akkor gyengén kevers, ha 3 J C 7T nullstiriségii, hogy
lim pu(T"ANB)= u(A)u(B), minden A,B € .F -re.
JEn—so0
BizoNYITAS Tegyiik fel, hogy T gyengén kever, és legyen By, By, ... a valészinliségi mezd
megszamlalhato bézisa, és
[W(T™"BiNB)) — k(Bi)K(B))|
an = Z 2i+j )

i,j=1

A gyenge keverés miatt 1 Z a; — 0, kovetkezésképp 3J C Z* nullsiirtiségti, hogy 3‘}1m an =

0, és igy Vi, j-re ;}1m ,u( ”B NB;) = W(B;)u(B;), ahonnan approximéciéval a konvergen-

cia tetszGleges A, B € .7 -re kiterjed. O
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24.11. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges (M, % ,T, L) automorfizmusra ekviva-
lensek a kovetkezo tulajdonsdgok: (i) T gyengén kever, (ii) T x T ergodikus, (iii) T X T
gvengén kever. (Utmutatds: (ii)—(i) bizonyitdsdhoz haszndljuk a 24.6. kivetkezményt, és
tekintsiik az A X M illetve A x A alakii halmazokat M x M-ben.)

24.12. DEFINICIO Az (M, % ,T, 1) automorfizmus Kolmogorov keverd (vagy K-keverd) ha
34 C .F o-algebra, melyre (i) T~ C A (ii) \[ooo T"H = Z, (iii) (oo T " H =
N ={M,0}.

A fogalom motivicidja a fiiggetlen valdszinliségi valtozokra vonatkozé Kolmogorov-
féle 0 — 1 torvény. Legyen {X;,i € Z} fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok
sorozata, és jelolje minden k € Z esetén %, = o (..., Xx_1,Xx), a legsziikebb ¢ algebrit,
melyre az X;, —oo < i < k valdszintiségi valtozok mindegyike mérhetd. Ekkor (i) %, C
Fi, (i) az F = \/j_o-#x 0-algebrira nézve minden, a valdszintiségi véltozé sorozatra
vonatkozé esemény mérhetd, (iii) a .7 = (. -#_ farok-o-algebra trivialis (épp ezt mondja
a Kolmogorov-féle 0 — 1 torvény).

24.13. LEMMA Minden Bernoulli-automorfizmus Kolmogorov keverd.

BIZONYITAS Legyen a Bernoulli-shift 4llapottere ¥ = MyZ, ahol (Mo, %), és % az M véges
halmaz minden részhalmazat tartalmazé o-algebra. Minden G € %, halmazhoz legyen G =
{(--s;x_1,x0,x1...) =x € Z|xg € Go}, és 4 C .# az ilyen G halmazokbdl dll6 c-algebra (a
0 ideji o algebra). Legyen tovabba 7" = \/9:,<><> 0% (a mult o-algebrdja). Az (i) és (i1)
tulajdonsagok nyilvanvaldak. (iii)-hoz legyen A € .7 =, T "#": ekkor minden j € Z
és B € Vi_; T*% halmazra u(ANB) = u(A)u(B). Mivel j tetszbleges, igy n(ANB) =
1(A)u(B) minden B € .7, és igy B = A esetén fenndll, tehdt u(A)(1 —u(A)) =0, azaz 7
trividlis. -
24.14. MEGJEGYZES Spektralis modszerekkel (lasd a 25. fejezetet) bizonyithatd, hogy
minden Kolmogorov keverd automorfizmus erdsen kever. A keverési tulajdonsdgok hierar-
chidja tehat a kovetkezd:
Bernoulli tulajdonsdg = Kolmogorov keverés =- erds keverés = gyenge keverés =-
ergodicitas.

Nem részletezziik most, de valamennyi tartalmazas valddi, azaz vannak példak Kolmo-
gorov keverd de nem Bernoulli, er6sen keveré de nem Kolmogorov keverd, gyengén keverd
de nem erdsen keverd automorfizmusokra is.
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25. Az Uy operator L? spektruma

Ebben a fejezetben invertdlhaté dinamikdkkal foglalkozunk, azaz (M,.%,T,|) automor-
fizmus. Mar az L részben (pl. a 2. fejezetben) tanulményoztuk a 7 : L2(u) — L*(u),
(T f)(x) = f(Tx) operitort: ez az L?* tér linedris izometridja, tehdt mindenképp korldtos és
injektiv. T invertdlhatésdga az operator sziirjektivitdsat biztositja (ekkor minden mérhetd
halmaz indikatorfiiggvénye megjelenik a képtérben). Tehdt ilyenkor 7" unitér operitor (a
komplex L? teret tekintjiik). Ennek hangsilyozasara T helyett inkdbb az Uz jelolést fogjuk
hasznalni.

Az Ur operatornak van még egy fontos tulajdonsdga: a multiplikativitds, azaz minden
f és g korlatos fuggvényre Ur(f - g) = Ur(f)-Ur(g). Mindennek fontos kovetkezményei
vannak Ur spektrumdra vonatkozdan.

25.1. FELADAT Bizonyitsuk be a kovetkezd dllitdsokat.

o Ur spektruma az S' komplex egységkioron helyezkedik el, tovdbbd Ur kiilonbozd
sajdtértékekhez tartozo sajdtfiiggvényei ortogondlisak.

o Az 1 mindenképp sajatértéke Ur-nek, és T akkor és csak akkor ergodikus, ha az 1
egyszeres sajatérték. A tovabbiakban az ergodikus esetet vizsgadljuk.

o Ergodikus esetben Ur minden sajdtértéke egyszeres, tovdbbd minden sajdtfiiggvény
abszoliit értéke [L-m.m. konstans.

o Ergodikus esetben Ur sajdtértékeinek halmaza az egységkdornek, mint Abel-
csoportnak részesoportja. Azaz ha A, W sajdtértékek, akkor A (komplex konjugdlt)
és A - W is sajdtértékek.

A kovetkezd lemma lehetdséget teremt arra, hogy a kiilonféle ergodikus tulajdonsagokat
Ur spektruménak vizsgélatdaval ellendrizziik.

25.2. LEMMA Legyen (M,%,T,u) automorfizmus.  Vezessiik be az L%(u) ={f €
L2(W)|(1, f)u(= [ f du) = 0} jelolést.
(i) T akkor és csak akkor (erdsen) keverd, haVf € L% fiiggvényre

. n -
lim (U £, f)u = 0.
(ii) T akkor és csak akkor gyengén keverd, haVf € L(z) fiiggvényre

1
lim —
n— N

n—1
Y (UEf, flul? =0.
k=0
(iii) T akkor és csak akkor ergodikus, haVf € L% fiiggvényre

' ln—l .
Jﬂ;];)(UTfaf)# =0.
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25. Az Ur operdtor L* spektruma 113

B1zZONYITAS Csak (i) bizonyitdsat részletezziik, a mésik két allitds hasonléan lathat6 be.
Definici6 szerint a keverés azt jelenti, hogy Vf,g € L?>(u) pérra lgn (Upf,8)u = (f, )
n—oo

(1,)u. Mésrészt Vf € L3 fiiggvényre li_r>n (UEf, f)u = 0 akkor és csak akkor teljesiil,
n—roo
ha Vf € L? fiiggvényre lim (URf, flu = (fs D (1, - (f € L?(u) fiiggvényhez legyen

fo=f—Eu(f), ahol E,f = [ fdu = (1,f)y). ElegendS tehat beldtni: abbdl, hogy
Vf € L? fiiggvényre lgn(U%f,f)u = (f,1)u- (1, f)u, kovetkezik, hogy Vf,g € L*(u) pérra
Nn—>o0

li_r)n (URf,8)u=(f,1)u-(1,g)yu. Ehhez rogzitsiik f € L?(u)-t és vezessiink be két zart, Ur-re
n—roo

invarians alteret L?(u)-ben:

Fy pedig legyen a legkisebb olyan zart, Ur-re invaridns altér L?(u)-ben, amely f-t és a
konstans fiiggvényeket tartalmazza. Nyilvan Fy C Ey, mésrészt ha g € FfL, (1,8)p =0és
(Urf,8)u = 0 minden n-re. Tehdt Fy C Ey is teljesiil, igy Ef = L*(u). O

25.3. DEFINICIO Az (M, %,T, 1) automorfizmus folytonos spektrumi, ha az egyszeres 1-
en kiviil nincs mds sajdtértéke. llyenkor T nyilvdn ergodikus.

25.4. ALLITAS T akkor és csak akkor folytonos spektrumii, ha gyengén keverd.

A bizonyitds el6tt emlékeztetiink a funkciondlanalizis egyik alapvetd eredményére, a
spektraltételre, unitér operatorok esetén. S'-re most gy gondolunk, mint a komplex
egységkorre, elemeit egységnyi abszolut értékli komplex szdmoknak tekintjiik.

25.5. TETEL (SPEKTRALTETEL UNITER OPERATOROKRA) Legyen U : H — H unitér
operdtor egy szepardbilis Hilbert téren. Ekkor minden v € H vektorhoz tartozik egy W, Borel
mérték S'-en, hogy Vn € Z-re: (U™,v)y = [q1 A"du,(A). Ha v U sajdtvektora valamely
Ao € S! sajdtértékhez, akkor u, = 0y, Ugyanakkor, ha v U valamennyi sajdtvektordra
meroleges, akkor [,-nek nincs atomja (azaz folytonos mérték, egyetlen pontnak sem ad
pozitiv sulyt).

BIZONYITAS (A 25.4. PROPOZICIO BIZONYITASA) El6szor induljunk ki abbdl, hogy T
n—1

gyengén keverd, azaz minden f € L3 esetén 1i_r>n LS |(UXf, f)ul = 0. Ha nem lenne foly-
n—ree ™ k=0

tonos a spektrum, létezne A € S sajatérték és hozza f € L(z) sajatvektor, melyre (U# L) =
(AXf, f)u, melynek abszoliit értéke k-t6l fiiggetleniil || f||, tehdt ellentmonddsra jutottunk.

A megforditds bizonyitdsdhoz lesz sziikségiink a spektriltételre: be kell ldtnunk, hogy

n—1
folytonos spektrum esetén barmely f € L3(u) fiiggvényre lim % Y |(UKf, ful? = 0. Mivel
n—eo "t 1=

Szdasz Domokos, Balint Péter, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



114 II. rész

a spektrum folytonos, f € L% esetén a Uy mérték folytonos, €s

K= , 1l . 2
2 DO = B | [ 2| =
n—1
n—1
n—1
= Jorna (% Z(“)k) d(us > pr)(4,7),
X k=0

ahol az utolsé integrdlban az integrandus korlatos fiiggvény, és hacsak A = t, atalakithat6
% (11);;)”) alakban, ami n — oo esetén 0-hoz tart. Ugyanakkor, mivel 11, atommentes, a A =

T halmaz Uy x ty szerint nullmértékd, €s az integral a dominalt konvergencia tétel alapjan
nulldhoz tart. u

Vizlatosan ismeretiink néhany tovabbi érdekes eredményt, részletesebb targyalas taldlha-
t6 pl. a [12], [14] és [10] monografidkban.

25.6. LEMMA Amennyiben Ur spektruma L% (u)-n abszolit folytonos, T erdsen kever.

B1ZONYITAS (VAZLATOSAN) Ekkor ugyanis tetszéleges f € L% esetén a spektraltétel alap-
jan

2m o
(URF, flu = /0 ¢ 4(6)d,

ahol fozn 12(0)|d6 < oo, vagyis (Urf, f)u egy g € L1(0,27) fiiggvény n-dik Fourier egyiitt-
hat6jaként all eld, és igy n — oo esetén nullahoz tart. O

25.7. DEFINICIO Az (M,.%,T,1) automorfizmus megszdmldlhaté Lebesgue spektrumi,
ha létezik olyan fi,f,... € L(u) fiiggvénysorozat, melyre {Ukfilk € Z,j = 1,2,...}
ortonormdlt bdzis L3 (1 )-ben.

25.8. MEGJEGYZESEK 1. Megszamldlhat6 Lebesgue spektrum esetén Ur spektruma
L(Z)(u)-n abszolut folytonos. Ugyanis ekkor L(z) elddll, mint megszamldlhat6 sok Ur-re
invarians altér, és ezek mindegyikén Ur ugy hat, mint a baleltolas az 12(—00,00) téren,
ami abszoltt folytonos spektrumu (lasd [12], VII. fejezet). igy minden megszamlalhat6
Lebesgue spektrumu rendszer erésen kever (ez kdzvetleniil is beldthato).

2. Minden Bernoulli automorfizmus megszamlalhaté Lebesgue spektrumd. Ezt konnyen
lithatjuk az (3, %) Bernoulli-shift példdjdn. Definidlja a #; fiiggvényeket (k € Z)
(v X_1,X0,X1...) = x € £ = {0,1}% -ra t;(x) = (—1)*, ekkor a #; fiiggvényekbdl
képzett véges szorzatok L% egy ortonormdlt bazisat adjdk. A bazis g,h elemeit ek-
vivalensnek tekintjiik, ha Jn € Z, hogy Urg = h: igy megszamldlhato sok ekvivalencia

osztalyt kapunk.
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3. Bizonyithat6 az is, hogy minden Kolmogorov keverd automorfizmus megszamlalhat6
Lebesgue spektrumi ([14], [10]).

25.9. DEFINICIO Az (My, %1, Ti, 1) és (Ma, F,Th, L) automorfizmusok spektrdlisan
izomorfak, ha van olyan invertdlhaté W : L*(u1) — L*(Wp) izometria , melyre WU, =
UnW.

25.10. MEGJEGYZESEK 1. Ergodelméleti értelemben izomorf rendszerek spektralisan is
izomorfak, ennek megforditdsa azonban tavolrél sem igaz. A fenti targyalds alapjan
példaul barmely két Bernoulli automorfizmus (s6t, Kolmogorov keverd automorfiz-
mus)megszamldlhaté Lebesgue spektrumd, és igy spektralisan izomorf. Kiilonb6z6
entrépidju Benoulli automorfizmusok viszont nem izomorfak.

2. Megmutathat6 ([14], 2.1 fejezet), hogy a spektralis izomorfia akkor szarmazik tényle-
ges 1izomorfiabdl, ha (1) W korlatos fiiggvényeket korlatos fliggvényekbe visz, és (ii)
minden f,g € L?(u;) korlétos fiiggvényre (W f)(Wg) = fg (multiplikativitas!)

3. Bizonyos értelemben a megszamldlhaté Lebesgue spektrum ellenpdlusat adjak a
diszkrét spektrumii automorfizmusok, amikor Ur sajatfiiggvényei kifeszitik a teljes
L?(u) teret ([14], 3. fejezet). Ilyenek a korvonal (irraciondlis) forgatdsai. Ergodikus,
diszkrét spektrumu automorfizmusok esetén a spektralis izomorfia egyben ergodelmé-
leti izomorfiét is jelent.
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26. A Ruelle-Perron-Frobenius-operator

Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogy az Ur operdtor spektruma minden Bernoulli automor-
fizmusra ugyanolyan. A 22. fejezetben pedig arra utaltunk, hogy bizonyos, az alkalmazasok
szempontjabol fontos kérdések (pl. korrelacio-lecsengés sebessége) vizsgalatdnal nem csupin
az (izomorfia erejéig meghatarozott) ergodikus tulajdonsdgok, hanem a vizsgdlt fiiggvények
simasagi tulajdonsédgai is szerepet jdtszanak. Rdaddsul sok esetben nem eleve adott az
invaridns mérték, és kiilon feladat megkeresni a természetes (pl. egy referencia mértékre
donsdgait igazolni. Célunk, hogy ezeket a kérdéseket is egy alkalmas operator spektrumanak
vizsgalatara vezessiik vissza.

A vizsgdlt dinamikai rendszerektSl mostant6l nem koveteljiik meg az invertdlhatosdagot
(s6t, jellemzben a példdink nem invertdlhatéak). Feltételezziik viszont, hogy az M féazistér
kompakt, sima Riemann-sokasdg. Ekkor a természetes referenciamérték a Lebesgue-mérték,
ezt m-mel fogjuk jelolni. Kovetkezésképp az LP tereket (1 < p < o) is tekinthetjiikk a
Lebesgue-mértékre nézve.

Az 1. 1ész 8. és 9. fejezetében mar vizsgdltunk 7' mellett mas operatorokat is: ha 7'-
t C(M)-n, a folytonos fiiggvények terén tekintjiik, adjungaltja, T,, a Borel valészintiségi
mértékeken hat: (T,u)(f) = u(Tf).

26.1. DEFINICIO Legyen M kompakt Riemann-sokasdg. A T : M — M leképezés a
Lebesgue-mértékre nézve nem szinguldris, ha minden mérheté halmazra m(A) = 0-bdl
kivetkezik, hogy m(T~'A) = 0. Legyen u < m (a Lebesgue-mértékre nézve abszoliit
_du

m

folytonos) mérték, jelolje siiriiségfiiggvényét L' > f (x) = 5,.. Ekkor T nem szinguldris

voltdbdl kovetkezik, hogy T.p < m is teljesiil. Kovetkezésképp létezik d;—;‘n” = f(x) € Ll~

shiriiségfiiggvény. A T leképezés Pr : L' — L' Perron—Frobenius-operdtordt Prf = f
definidlja.

Az egyszerliség kedvéért (a jegyzet hatralevd fejezeteiben szinte végig) egy tovibbi
specidlis esetre szoritkozunk:

26.2. DEFINICIO AT : [0, 1] — [0, 1] szakaszonként monoton, amennyiben létezik egy véges
0=ag <ay <..<ay=1 particié, hogy minden i =1,...,q esetén

* Tl \.a) C?, és C? médon kiterjeszthetd a zdrt [a;_1,a;) intervallumra is,
/ .
e |T'(x)| > 0 minden x € (a;_1,a;) pontra.

Ha még azt is feltessziik, hogy van egy olyan A > 1 szdm, hogy |T'(x)| > A minden x-re,
ahol a derivdlt értelmezhetd, akkor azt mondjuk, a T leképezés szakaszonként tdgito.

Ahogy arra mér az I. rész 1. és 9. fejezeteiben utaltunk: kozvetlen szamoldassal ellen-
Orizhet6, hogy szakaszonként monoton leképezés nem szinguldris, és a Perron—Frobenius-
operator hatdsat

Pp)y)= ¥ AW

x:Tx=y |T/(x) |
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adja meg. Az 0sszegzé€s a rogzitett y pont (legfeljebb) g darab sképére vonatkozik.

26.3. MEGJIEGYZES A vizsgalt leképezések kore (kell¢ koriiltekintéssel) messzemenden
altalanosithatd, példaul vehetnénk véges helyett megszamlalhat6an végtelen particidt, illetve
C? helyett csak C'*¢ simasagot. Ennél fontosabb, hogy M lehet [0, 1] helyett mas kompakt
Riemann-sokasdg egy alkalmas particiéval, melynek minden elemére megszoritva T-t,
diffeomrofizmusokat kapunk. Ekkor |7”(x)| szerepét a JT (x) Jacobi determinéns veszi t.

A fentiek alapjdn egy m-re abszolut folytonos mérték pontosan akkor invaridns, ha
stiriségfiiggvénye a P operator fixpontja. Az I. rész 9. fejezetében épp azt lattuk, hogy
amennyiben 7T tagité Markov-leképezés, P-nek van fixpontja, amely rdaddsul (a pozitiv,
Holder folytonos fiiggvények korében) egyértelmd, és a megfeleld invaridns mérték er-
godikus. Ezt az eredményt a kovetkezd fejezetben Kkiterjesztjiik intervallum-leképezések
egy nagyobb osztdlydra (Iényegében: a Markov-tulajdonsidg nem feltétlen sziikséges).
Most azonban ,,dllatorvosi lovakon” fogjuk vizsgélni a Ruelle-Perron—-Frobenius-operatort,
konkrétan bindris leképezésre és tovabbi T : [0,1] — [0, 1] szakaszonként linedris és (erds

értelemben) Markov-leképezésekre. Ez alatt azt értjiik, hogy az I; = (a;_1,a;) intervallumok
X—aj-
aj—aj,l

mindegyikére megszoritva T; := T|;;; Tjx =
kozott (j=1,2,...9).

, azaz Tj linedris bijekci6 I; és (0,1)

26.4. FELADAT Legyen T : [0,1] — [0,1] szakaszonként linedris, (erds értelemben)
Markov-leképezés.

(a) Mutassuk meg, hogy a Lebesgue-mérték invaridns és ergodikus T -re.

(b) Lebesgue majdnem minden x € (0, 1) esetén értelmezhetd minden n > 1-re |(T") (x)|,
a leképezés n-dik iterdltjdnak derivaltja. Mutassuk meg, hogy majdnem minden x €
(0,1)-re |(T™) (x)| exponencidlis iitemben né, és a novekedés rdtdja, A is ugyanaz
az (explicit kiszamolhato) érték majdnem mindeniitt. (Megj.: ez a 16. fejezetben
tdargyalt Ljapunov-exponens intervallum-leképezésre. Definicio szerint egy a, sorozat

exponencidlis iitemben né A rdtdval, ha lim ln% =A)
n—oo

A P operétor vizsgélatdval nem csupén az abszolut folytonos invaridns mérték 1étezését és
egyértelmiiségét, hanem tovabbi informdciot is nyerhetiink, példaul a keverés gyorsasagara
vonatkozdan. A fent vizsgélt leképezésre példaul az m Lebesgue-mérték invarians. Legyenek

1 1
fg € L3(m) (azaz [ f(x)dx = [ g(x)dx = 0), ekkor, mivel
0 0

1 1

Corr(n.f.8) = [ F(T"0g()dx = [ F(3)(P"9)x)dx = (£.P"8)s

0 0

és igy
|Corr(n, f,8)] < |I£1I- ||P"g]|

ahol itt ||.|| az L? normit jelenti. De ha az f,g fiiggvényeket valamilyen sziikebb
fliggvényosztalybol vdlasztjuk, mas normdt is haszndlhatunk a becslésre.
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Vizsgaljuk konkrétan a binéris leképezés esetét. Ekkor

o= 3(1() o1 (41)

26.5. FELADAT Tekintsiik a bindris leképezést. Hogyan hat a P operdtor a sin(2kmx)
trigonometrikus fiiggvényeken, konkrétan a {sin(2'nx)|i = 1,...,m} fiiggvények dltal ge-
nerdlt linedris téren? Ezek alapjdn konstrudljunk olyan 0 vdrhaté értékii f € L*(]0,1],m)
fiiggvényt (m a Lebesgue-mérték), amelyre Corr(n,f,f), az (auto)korreldcio-lecsengés
sebessége tetszolegesen lassii.

26.6. FELADAT (TOTH IMRE PETERTOL) Vegyiik ismét a bindris leképezést, legyen K €
K .

L rogzitett, és tekintsiik az f(x) = Y, qix' legfeljebb K ad fokii polinomok Eg alterét.
i=0

Mutassuk meg, Ex P-re invaridns, és P-nek ezen a K + 1 dimenzios invaridns altéren K +
1 kiilonboz6 sajdtértéke van. Konkrétan a sajdtértékek: 1,1/2,1/4,...1/2K ahol az 1/2'
sajdtértékhez egy i-ad foku polinom sajdtfiiggvény tartozik.

A polinomok korében tehdt a bindris leképezésre exponencidlisan csengenek le a
korreldciok. Ez a két feladat is mutatja, alapvetd kérdés, hogy P-t milyen fiiggvénytéren
tekintjiik.

26.7. FELADAT (TOTH IMRE PETERTOL) Térjiink most vissza dltaldban a szakaszonként
linedris, (erds értelemben) Markov-leképezésekre.

1. Mutassuk meg, hogy a legfeljebb K-ad fokii polinomok Ex altere ilyenkor is invaridns,
és a spektrum itt is explicit szamolhato. irjuk fel a sajdtértékeket csokkend sorrendben:
1,B1,...,Bk. 1 — By éppen az exponencidlis korreldcio-lecsengés rdtdjdt adja meg
polinomok esetére.

2. Mutassuk meg, hogy B > e *, ahol A a 26.4. feladatban kiszdamolt Ljapunov-
exponens.

3. Mutassunk tetszoleges M > 0-hoz olyan szakaszonként linedris leképezést, aminek a
Ljapunov-exponense M-nél nagyobb, de (1 —M~1)"-nél lassabb iitemii a korreldcic-
lecsengése az Ex altéren (minden K > 1-re).
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27. Szakaszonként tagit6 intervallum-leképezések
A szakaszonként tagitd intervallum-leképezések fogalmét az el6z6 fejezetben definidltuk.
Tal4n ez az a dinamikai rendszer-csaldd, amelynek ergodikus és statisztikus tulajdonsigait a
legjobban feldolgozta a szakirodalom. Alapvetd Lasota és Yorke eredménye ([8]) az abszolut
folytonos invaridns mérték 1étezésérdl. Rdaddsul a topologikus keverés természetes feltétele
mellett ez a mérték egyértelm, és erds statisztikus tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ennek
a fejezetnek az a célja, hogy ezeket a fontos eredményeket ismertesse, kiilonos tekintettel a
moédszerekre, amelyeket az6ta folyamatosan tovabbfejlesztenek és alkalmaznak bonyolultabb
kaotikus dinamikékra is. Targyaldsunk elsdsorban a [3] konyvre és a [9] dolgozatra épit.
El6szor néhany fogalmat és tényt kell feleleveniteniink a valds analizis, illetve a
funkciondlanalizis targykorébol.
Korlatos véltozasi fiiggvények. Jelolje .7 a [0, 1] intervallum 7 = {(xg,x1...,x,)|0 = xg <
x1 < ... <xp =1} véges felosztdsainak dsszességét. Azt mondjuk, az f: [0,1] — R fiiggvény
korldtos vdltozdsiu, ha a

p
V() =Vioy(f) = sup Y |F(xi) — £ xio1)]
T€T =1
tgynevezett teljes megvdltozdsa véges. Hasonléan értelmezhetd a fogalom mads [a,b] inter-
vallumokra is (az intervallumra vonatkoz6 indexet csak akkor irjuk ki, ha nem egyértelm).
A kovetkezd tények konnyen ellendrizhetdek, illetve megtaldlhatéak a szakirodalomban (pl.

[31, [13D):

e Korlatos valtozasu fiiggvény korlatos, és igy integralhato,

e Legyen f és g korldtos viltozdsd, A = sup{|f(x)| : x € [0,1]}, B =sup{|g(x)| : x €
[0, 1(]}), és A € R, ekkor V(Af) = |A|V(f). V(f+g) <V(f)+V(g). V(fg) <AV(g)+
BV(f).

e Barmely a < b < c-re Vi, (f) = Viup () + Vip, (f)-

e Ha f:[0,1] — R folytonosan differencialhat6, akkor korlatos valtozasd, és V(f) =
Jo |f'(x)]dx. A Holder folytonossag azonban nem elegend a korldtos valtozashoz
(gondoljunk a Brown mozgas trajektoridira.)

o Tetszbleges korlatos valtozasu fliggvény eldallithatd, mint két monoton novekvd fiigg-
vény kiilonbsége. Kovetkezésképp korlatos valtozdsu fliggvény ugrasai els6fajiak.
Tovabba minden korldtos véltozdsu fiiggvény elballithatd egy folytonos és egy tisztin
ugro fiiggvény Osszegeként.

Kiilonosen fontos lesz szdmunkra a kovetkezd eset: ha f : [0,1] — R szakaszonként
folytonosan differencialhat6, azaz 1étezik 0 = ap < a; < ... < ay = 1, hogy f folytonosan
differencidlhaté médon kiterjesztheté minden [a;_1,q;] intervallumra (i = 1, ..., q), akkor

q a; q
V=Y [7 @ Yas A= Lrlart) (el

1=
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vagyis a teljes megvaltozas elSall, mint a derivalt L' normdjdnak és a fiiggvény ugrasainak
osszege.
A korlatos valtozasu fliggvények Banach teret alkotnak a

1
Uil =1V U= [ 1Al

normdval. Pontosabban, a tér elemei szokdsos médon nem fiiggvények, hanem fliggvények
ekvivalencia-osztilyai (Lebesgue teljes mérték{i halmazon megegyez{ fiiggvényeket ekviva-
lensnek tekintiink): f € BV, ha van korlatos valtozasu realizacidja (és V(f) alatt a teljes
megvaltozasok infimumat kell érteni f realizcidira).

Persze ha f € BV, akkor f € L', és BV sfirti halmaz L'-ben (hiszen mar C'(C BV) is sfirti
L'-ben). A kovetkezd fontos lemma az Arzela-Ascoli tétel rokona.

27.1. LEMMA BV egységgombje, azaz BVy = {f € BV : ||f||py < 1}, mint L' részhalmaza,
kompakt.

BIZONYITAS Bebizonyitjuk, hogy BV teljesen korldtos L'-ben, azaz minden £ > 0 esetén
létezik Veges €-hdl. Rogzitett €-hoz legyen K > 1/¢g, és i = 1,...,K-ra legyen J;(x) az
L= [t e K] intervallum indikatorfiiggvénye. Jelolje .k az ezen 1ntervallumok altal generalt
véges o algebrat, és I[1x : BV — BV az Fg-ra vett feltételes varhato érték képzés operatorat.
Azaz f € BV-re llg f = E(f|-%k) minden /; intervallumon konstans, éppen az f(x) figgvény
711, atlaga ezen az intervallumon. Ekkor f € BV-re

Tl = [ 1769~ (Mo \dx—z WAICEIZE

1
Z / dx<SZV, f)<ev(f)<e.

i=1 i=1

Ugyanakkor f € BV; esetén |f(x)| < 1 majdnem mindeniitt, igy a {%x,(x) i=1,..,K;i=
—K,...,K} alaki fiiggvényekbdl 4116 halmaz az L' normdra nézve véges 2&-h4l6 a teljes BV,
halmazra.

Masrészt, BV; zart L'-ben, ugyanis teljesiil a kovetkezd

27.2. SZUBLEMMA Ha az f, € BV sorozatra V(f,) < K < « és f, — f L'-ben, akkor
feBVésV(f) <K

Ugyanis valaszthat6 f,,, részsorozat, hogy f, (x) — f(x) majdnem mindeniitt, és mivel
BV elemei csak nullmértékdi halmaz erejéig definidltak, feltehetjiik, hogy a konvergencia
mindeniitt teljesiil. A pontonkénti konvergencidbodl pedig, mivel V(f,,) < K, V(f) <K
kovetkezik. O

Kompakt és kvazikompakt operatorok. Legyen X Banach tér és L : X — X Kkorlatos
operator. Az L operétor 6(L) C C spektruma azokbdl a A komplex szamokbol &ll, amelyekre
A Id —L vagy nem bijekcid, vagy nem korlatos az inverze. Amennyiben A Id —L nem injektiv,
létezik v € X, hogy Lv = Av, azaz A sajatérték. A spektrum mindig zért halmaz. A p(L)
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spektralsugédr a legkisebb olyan nemnegativ r szdm, melyre o(L) C {A € C: |A] < r}.
Hasznos formula a spektralsugarra:

p(L) = lim (||

Az L operétor O,s(L)(C o(L)) lényeges spektruma a komplementere azon A sajatérté-
keknek, amelyekhez véges dimenziés sajdtaltér tartozik. o©,g(L) is zdrt halmaz, és analég
maédon definidlhatjuk a p,s (L) 1ényeges spektralsugarat, mint a legkisebb olyan nemnegativ
R szamot, melyre C.s(L) C {|A| < R}.

L: X — X kompakt operdtor, ha az X| egységgdmb LX| képe kompakt halmaz (masképp
szOlva, ha minden korldtos x, € X sorozatra y,, = Lx,, -nek van konvergens részsorozata).
Minden véges rangi operdtor kompakt. Kompakt operdtorra p.s(L) = 0, tehdt o(L) \ {0}
véges multiplicitasu sajatértékekbdl all, rdadasul ez a halmaz megszamlalhatd, és csak az
orig6 lehet torlodasi pontja.

L : X — X kvdzikompakt operdtor, ha p(L) = 1, de pes(L) = r < 1, tovabbd az
egységkoron csak véges sok sajatérték van.

Jelolje C(X) a K : X — X kompakt operdtorok 0sszességét. Ekkor barmely L: X — X
korlatos operdtorra:

1
Opss(L) = o(L—K), oss(L) = lim (inf ||(L" — K)||)7. (27.1)
(L) KLJX) ( ) Pess(L) ngijecw)H( i

Lasota-Yorke-egyenlotlenség. Az aldbb kovetkezG egyenlGtlenséget (és az arra épiild
tételt) a matematika szdmos teriiletén haszndljdk, ennek megfelel6en tobb elnevezése is
ismert. A dinamikai rendszerek irodalmaban leginkdbb Lasota—Yorke-egyenl6tlenségként,
a valdszinliségszamitdsban Doblin-Fortet-egyenlStlenségként szoktdk emlegetni. A tétel
Ionescu-Marinescu és Tulcea szerz6pdrostdl, illetve &dltalanosabb formdban Henniontdl
szarmazik. Belevalok:

1. Legyenek (X,||.||x) és (Y,]|.|ly) Banach terek olyanok, hogy Y természetes médon
bedgyazhat6 X-be, és ez a bedgyazas kompakt. Ezt ugy is felfoghatjuk, hogy v € Y-
nak két normdja is van, egy erds ||v||y és egy gyenge ||v||x norma. Teljesiil minden
v € Y-ra, hogy ||[v||x <|v|ly,ésY1={veY: |||y <1},azazY egységgimbje, mint X
részhalmaza, kompakt. Kovetkezésképp, minden ||.||y szerint korldtos sorozatnak van
||.||x-ben konvergens részsorozata.

2. Amennyiben adott egy v, € Y sorozat, amely Y -ban korldtos: ||v,||y < K < e, és X-ben
konvergens: ||v, —v||x — 0, akkor v € Y is teljesiil, és ||v||y < K.

3. Legyen P : X — X korlatos operdtor, mely egyben megszorithaté P : Y — Y korldtos
operdtorrd. Mint P : X — X operétorra, teljesiiljon ||P||x = 1.

4. (Ez maga az egyenlétlenség!) Létezik k € Z+, r < 1 és C > 0, hogy minden v € Y
esetén:
1PV]ly < r-[Plly +C-|Iv]Ix
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27.3. TETEL A fent leirt feltételek teljesiilése esetén (i) A P :Y — Y operdtornak van
fixpontja. (ii) A P : Y — Y operdtor kvdazikompakt.

Az attekinthet6ség kedvéért a tétel bizonyitdsat nem ismertetjiik ebben az altalanossag-
ban, hanem a konkrét alkalmazasra: szakaszonként tagitd leképezésekre koncentralunk.
Szakaszonként tagité leképezések. Elevenitsiik fel a szakaszonként tagité leképezések
fogalmat a 26. fejezetbdl. Fontos hangsilyozni, hogy az 1. rész 9. fejezetével szemben most
nem koveteljiik meg a Markov-tulajdonsagot.

27.4. TETEL Legyen T :[0,1] — [0,1] szakaszonként tdgito leképezés. Ekkor T-nek van
m-re abszolit folytonos invaridns mértéke, melynek siiriiségfiiggvénye korldtos vdltozdsi.
Tovdibbd, ha P a Ruelle—Perron—Frobenius-operdtor, X = L' és Y = BV, akkor teljesiilnek a
27.3. tétel feltételei, vagyis P kvdzikompakt.

BIZONYITAS A kordbbi jeloléseknek megfelelSen |f|; az L' normdt, V(f) a teljes megval-
tozast, ||f|lav = |f]1 + V(f) a BV-normat jeloli. Az 1. és a 2. tulajdonsdgokat mar fent
bizonyitottuk. A 3. tulajdonsidghoz minden f € L'-re

f() S ()]
IPf)l = < = (PIFDW),
O e R e
ey 1 1 I
PAv= [ IPreoldx < [ (PLD@dx= [ If1(dr =11
tehat ||P||; < 1. Hogy ||P||1 = 1, azt éppen az abszoliit folytonos invaridns mérték 1étezésébol

fogjuk latni, hiszen ennek siirliségfiiggvénye P-nek fixpontja.

Lassuk be, hogy a 4. tulajdonsag is teljesiil. Ehhez el8szor is tekintsiik k € ZT-
ra T*-t (ennek Perron—Frobenius-operitora éppen P¥): konnyen meggondolhaté, hogy
ez leképezés is szakaszonként t4gitd, csak jellemz&en tobb intervallumra van sziikség,
amelyekre megszoritva a dinamika sima és monoton. Ugyanakkor, ha |7/(x)| > A > 1 minden
x-re, akkor a magasabb hatvéany vélasztdsdval viszont |(T%)’(x)| > A* minden x-re, és igy
alkalmas k-val |(T%)(x)| > 2 minden x-re. Ez lesz a 4. tulajdonsigban is szerepld k: az
egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban feltessziik, hogy k = 1, azaz eleve T-re |T'(x)| > A >2
teljesiil, és kozvetleniil P-re latjuk be a 4. tulajdonsagot.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: T monotonitdsi/simasagi intervallumai I; = [a;,a;+1]
(i=0,..,g— 1), az ezekre megszoritott dinamika: 7; = T'|; (a végpontokban folytonos
kiterjesztéssel értelmezve), a képintevallumok: J; = T;(I;) (ezek jellemzGen 6sszemetszenek),
Xi(x) = xu,(x) a képintevallumok indikatorfiiggvényei, végiil a dinamika monoton szakaszai-
nak inverzei: ®@; : J; — I, ®; = (T;)~!. Mindegyik ®; C?, és 0 < |®!(x)| <A~! < 1/2 minden
x-re és i-re.

Legyen most f € BV, és becsiiljik meg V(Pf)-t! Ehhez fi(x) = f(®;(x))|P(x)]xi(x),

q—1 q—1
ekkor Pf(x) = ¥ fi(x), tehdt V(Pf) < ¥ V(fi). Ha Ji = [c,d], akkor V| (fi) =
i=0 i=0
Vio,q (fi) +Vie.a) (fi) +Vja 1) (fi), ahol az elsS €s az utols6 tag becsiilhetd A1 f(a;)|-vel, illetve
A7V f(air1)|-gyel. Masrészt Vi (f;) = Vi, (f(Pi(x)) - P(x)), tehdt V(gh)-t kell becsiilniink,
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ahol g korlatos véltozésd, és h folytonosan differencidlhaté. A megvéltozdsban egy tag

|g(xj)h(xj) — 8 (xj—1)h(xj-1)| < lg(xj)] - [~(xj) — h(xj-1)[+]g(x;) — g(xj-1]- [A(xj-1)], ahol
az els6 tag, h-ra Lagrange kozépértéktételt alkalmazva, Riemann-integrdl kozelitésként
foghat6 fel, mig a masodikban h-t a szuprémumadval becsiilhetjiik. Osszefoglalva:

Vo () < [ 1F(@) 19 ldr-+ 2V (Fo®) + A7 (@) + | aisr)).

A mésodik tagra nyilvan V. (f o ®;) = V;.(f), igy i-re sszegezve éppen A ~! Vio,11(f) adédik.
Az els0 tagra vezessiik be a

Ko max sap P10
o1 P )

mennyiséget, ami véges, mivel minden i-re ®; C? és ®!(x) # 0. Ekkor egy integrélhelyette-
sitéssel:

/|f DI (@)ldx < Ky [ £(@i(0)]- (@) ldx =K1 [ [7(0)lax

és i-re Osszegezve K| fol |f(x)|dx = Ki|f]1 ad6dik. Végiil a harmadik tagra vezessiik be a
/ : 1
K5 = min
i=0,....g—1 ajr1 —a;

mennyiséget, ekkor

a;<t<a;y|

F@)+1f @) €2 inf 70|+ Vi) <K [ 1 0)ldx+Vi(r)
I

tehat a harmadik tagok jaruléka, i-re vald Osszegzés utan, feliilrGl becsiilhetd (Ka|f|; +
A7V (f))-fel (itt K> = K /A Mindent 6sszevetve azt kapjuk, hogy

V(PY) < (K Kl fh+ 2 V(7).

amibdl, mivel A > 2 és |Pf|; < |f]1, adédik a Lasota—Yorke-egyenlStlenség. Erdemes
megjegyezni, hogy a K = K| + K> konstansban a K; a disztorziokbol (dinamika nemlinearis
jellege) K> pedig a szingularitdsokbodl (szakadasi pontok) adodik.

A 3. és 4. tulajdonsdgok kozvetlen kdvetkezménye, hogy VI € Z*t-ra és f € BV -re

1P fllgy < r-[|PUDFf|| gy +ClPU=DkF|; <
<2 ||PU2kf gy 4 Cr- [PUDRF| 4 Clf] < - <

C
S"l'||f||Bv+:'|f|la

igy alkalmas C; > 0,C, > 0 és a0 < 1 konstansokkal minden n € Z* és f € BV esetén
1P fllav < Crod"- || fllav + Cal f]1- (27.2)
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Az abszolit folytonos invaridns mérték 1étezéséhez még a P operdtor pozitivitdsat kell
kihaszndlnunk: amennyiben f > 0 (azaz f(x) > 0 minden x € [0, 1] esetén), Pf > 0 is teljesiil.
Jelolje 1 az azonosan 1 fiiggvényt (1(x) = 1 minden x € [0, 1] esetén). Ekkor (27.2) alapjan

Jn= %er:)Pj 1 fiiggvénysorozat korlatos BV-ben. igy az 1. és 2. tulajdonsdgok garantaljak
=
egy fn, részsorozat létezését, melyre | f,, —hli — 0, és h € BV. Ekkor tetsz6legesen kicsi &-
nal becsiilhet6 | f,, — |1, |Pfy, — Phl1 és | fu, — Pfu 1 = %|Pnk1 — 1|y, igy Ph = h. Tovabba
P pozitivitdsa miatt 2 > 0 és |h|; = 1 is teljesiil, meggondolhat6 ugyanis, hogy f > 0 esetén
|Pf|1 = |f]1. Tehét h egy abszoliit folytonos invaridns mérték stirtiségfiiggvénye.
Bizonyitsuk be végiil, hogy P kvéazikompakt operdtor, azaz, hogy pes(P) < 1. A
lényeges spektralsugérra a (27.1) formulat fogjuk alkalmazni. Elevenitsiik fel a 27.1. Lemma
bizonyitdsdbol a (rogzitett kicsi £-hoz valasztott) Ilx operdtort. Ismert (de konnyen
ellendrizhetd kozvetleniil is), hogy ha az X Banach téren B : X — X Kkorlatos operator
és A : X — X kompakt operator, akkor AB és BA is kompakt operdtor. Mivel Ilx véges
rangd, minden n-re P"I1x : BV — BV kompakt operator. Ugyanakkor (27.2) alapjdn minden
f € BV,-re:

|(P" = P*TIk) fl|sv = Cro"[| f =k f1 |y + Co| f — Tk f1
K-t n-t6l fiiggben is valaszthatjuk, és ezt a 27.1. Lemma érvelését kovetve megtehetjiik gy,
hogy |f — gy f|1 < €" legyen, akdrmilyen kicsi &-ra. {gy alkalmas C > 0 konstansra

inf P'—K <Cla"+¢€"
cnt 1P = K) v < Clo + ")

amibdl (27.2) alapjan pess(P) < a < 1. O
Az abszolit folytonos invarians mérték egyértelmiisége és ergodicitasa. Keverés és
sebessége. Onmagaban abbél, hogy a T leképezés szakaszonként tagitd, még nem kovetkezik
az abszolit folytonos invaridns mérték egyértelmtisége. Tekintsik a 7 : [0,1] — [0,1]
leképezést:
2x ha0<x< %,
Tx={¢2x—1/2 haj<x<3,
2x—1  haj<x<l
X0, 1] és VAL illetve ezek minden konvex kombindcidja egyarant invaridns mértékek
stiriségfiiggvényei. Specidlisan a Lebesgue-mérték is invaridns, de nem ergodikus, hiszen
[0,1/2] invaridns halmaz.

Emlékeztetd: egy topologikus dinamikai rendszer topologikusan keverd, ha barmely
U,V nyilt halmazokra létezik N, hogy n > N esetén T"U NV # (0. Specidlisan, egy T :
[0, 1] — [0, 1] szakaszonként tagité leképezés topologikusan keverd, ha tetsz6leges 1,J C [0, 1]
intervallumokra 1étezik N, hogy minden n > N-re T"INJ # 0. Amennyiben T topologikusan
keverd, minden k € ZT esetén T* is topologikusan kevers. Az aldbbi 27.8. Lemma szerint a
topologikus keverés biztositja, hogy egy szakaszonként tagitéd leképezés minden szempontbdl
a lehet6 legerdsebb ergodikus tulajdonsagokkal rendelkezzen. Megel6zden tesziink néhany
észrevételt.

Legyen f egy (m-re) abszolit folytonos mérték stiriségfiiggvénye, tehat f € L', f > 0.
Ekkor jelolje supp f = {x: f(x) > 0} a siirGiségfiiggvény tart6jat. Nyilvan m(supp f) > 0,
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és ha f € BV, akkor supp f mindenképp tartalmazza f folytonossdgi pontjat, és igy biztosan

tartalmaz nyilt intervallumot is. Ennél tobbet is dllithatunk. Emlékeztets: egy f: [0,1] —

R fiiggvény alulrdl félig folytonos, ha Yy € [0, 1]-re f(y) < lim_)inf f(x). Tlyenkor f alulrél
x—y

korlatos, felveszi minimumét és minden a > 0 esetén {x : f(x) > a} nyilt halmaz. Kénnyen
meggondolhatd, hogy ha f € BV, akkor tekinthetd alulrdl félig folytonosnak (elég az értékét
a megszamldlhat6 sok szakaddsi pontban megfelelden hangolni: a véltoztatds V (f)-t sem
érinti). Kovetkezésképp korlatos valtozdsu fiiggvényre supp f nyilt halmaz.

27.5. SZUBLEMMA Legyen A pozitiv Lebesgue-mértéki invaridns halmaz (azaz T~ 'A=A)
egy szakaszonként tdgito leképezésre. Ekkor A indikdtorfiiggvénye, Xa, korldtos valtozdsi,
azaz (Lebesgue nullmértékii halmaz erejéig) A nyilt halmaz.

B1ZONYITAS A-hoz tartozik egy my, abszoldt folytonos invaridns mérték is, melynek

stirtiségfiiggvénye éppen A (normdlt) indikétorfiiggvénye, y4 € L'. Ekkor legyen minden
n—1 .

n € Z* esetén Pan = % Y. P/xa: mivel A invaridns, supppa , = A. Mivel BV sfirii L!-ben,
j=0

n—1 .
minden €-ra 1étezik fe € BV, hogy |xa — fe|1 < €. Legyen fe , = % Y P/f. € BV:
j=0

e a Lasota—Yorke-egyenl6tlenség miatt minden €-ra f¢ , BV -ben korldtos sorozat, ezért
van g¢ € BV L!-torl6ddsi pontja, és a (27.2) egyenlStlenségbdl ||ge||py < C> minden
€-ra (a korlat e-t6l fiiggetlen!);

e mivel |P|1 <1, |fg7n—pA,n|1 < E;

e £ — 0-t véve a g fiiggvények BV-ben korlitosak, van L'-ben g4 torlédési pont, és
ga € BV.

Osszefoglalva: a Pa,, sorozatnak is L' torlédasi pontja a g4 € BV stirtiségfiiggvény,
kovetkezésképp suppga = A, nyilt halmaz. a

27.6. MEGJIEGYZES Azt a tulajdonsagot, hogy az invaridns halmazok (Lebesgue nullmérté-
kil halmaz erejéig) nyiltak, lokdlis ergodicitdsnak is nevezik. Magasabb dimenziéban nem
kothetd egy olyan sz€p fiiggvényosztilyhoz, mint egydimenzidban a BV tér, ezért bizonyitdsa
jellemzéen igen nehéz, hiperbolikus rendszerekre a Hopf mddszer (lasd I. rész 7. fejezet)
segitségével torténik.

27.7. SZUBLEMMA Legyen f € BV invaridns siiriiségfiiggvény egy szakaszonként tdgito
leképezésre. Ekkor B = supp f (Lebesgue-m.m.) véges sok nyilt intervallum unidja.

B1ZONYITAS Azt mdr tudjuk, hogy B = supp f nyilt, igy B = (J I;, ahol az I;-k diszjunkt
j=1

nyilt intervallumok. Jelolje D = {ay,...,a,—1} a T leképezés szakaddsi pontjait, és Z =

{JlIjND # 0}. 2 # 0, ugyanis ha az I; leghosszabb intervallumra /; N D = @ volna, akkor

a tagitas miatt 7' (I;) I;-nél hosszabb Osszefiiggd intervallum lenne, marpedig TB C B, igy

ellentmondasra jutunk. j C Z-re T'(I;) véges sok intervallum uniéja, igy az

U aurt)

JED
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halmaz véges sok nyilt intervallumbdl all: jelolje J ezen intervallumok koziil a legrovidebbet.
Végiil tekintsiik az
S={jzlmI) =m0}, S= 1
jes

nyilt halmazt, amely nyilvdn véges sok intervallum uniéja. Be fogjuk latni, hogy B = S.
Ehhez elGszor azt mutatjuk meg, hogy T(S) C S. Legyen ugyanis [y C S, ekkor két eset
lehetséges: hak € &, TI;, C S definici6 szerint teljesiil. Ha k & &, T, egyetlen intervallum, és
mivel 71 C B, igy létezik ko, hogy T C Iy,. Viszont a tigitds és a definiciok miatt m(I,) >
m(TI) > m(Iy) > m(J), tehat I, C S, igy T (Iy) C S. Tehat T(S) C S. Ebbdl kovetkezik,
hogy S C TS, és ha u jeloli az f siirliségfiiggvényii invarians mértéket, akkor

W(T='S\S) = uw(T7'8) —u(SNT~'S) = u(S) — u(8) = 0.

Végiil tegyiik fel, hogy B\ S # 0, és jeldlje a B\ S-ben szerepld megszamlalhaté sok
diszjunkt intervallum koziil Iy a leghosszabbat. Mivel s € &, TI; intervallum, melyre
m(TI) > m(Iy), tehat TI; C S. igy I, C T~1S\ S, tehdt a fentiek szerint I; u-mértéke 0,
ami ellentmondds, hiszen Iy C B, tehdt Iy-n f > 0, és du = fdm. O

27.8. LEMMA Legyen T : [0,1] — [0,1] szakaszonként tdgité leképezés topologikusan
keverd. Ekkor

sy s 2

e [étezik pontosan egy abszoliit folytonos invaridns mérték, melynek siiriiségfiiggvénye
h € BV, és supph = [0, 1].

e FE7 az invaridns mérték ergodikus és keverd.

e Bdrmely f,g € BV fiiggvényekre a korreldcio-lecsengés sebessége exponencidlis.

B1ZONYITAS Legyen u abszolut folytonos invarians mérték i € BV stirliségfiiggvénnyel (azt
mdr tudjuk, hogy ilyen létezik). Ekkor a 27.7. szublemma szerint B = supph véges sok nyilt
intervallum unidja. Mivel TB C B, a topologikus keverés biztositja, hogy minden J C [0, 1]
intervallumra BNJ # 0. Ebbdl mér kovetkezik, hogy B = [0, 1], tehdt u a Lebesgue-mértékkel
ekvivalens.

Legyen most A invarians halmaz, melyre p(A) > 0, ekkor m(A) > 0 is teljesiil, és a 27.5.
szublemma alapjan A (Lebesgue-m.m) nyilt, igy megszdmlalhat6 sok diszjunkt intervallum
unidja. Pontosan végigkovetve a 27.7. szublemma bizonyitdsat beldthatd, hogy A is véges
sok intervallum unidja. Ekkor viszont a topologikus keverés biztositja, hogy (Lebesgue-
m.m.) A = [0, 1]. EbbSl u(A) = 1, vagyis u ergodikus mérték 7T '-re.

Ebbdl mar konnyen kdvetkezik az abszolit folytonos invaridns mérték egyértelmiisége is.
Ugyanis ha p’ T-re invaridns és ' < m, akkor supp/s = [0, 1] miatt y’ < 1, marpedig ebbdl
u ergodicitdsa miatt 4 = ' (1d. I. rész 8. fejezet).

A tovébbi tulajdonsiagok bizonyitdsdhoz vissza kell térniink P spektralis vizsgdlatira. Mar
tudjuk, hogy P : BV — BV kvazikompakt operator, azaz véges sok, egységnyi abszolut értékd,
véges multiplicitdsu sajatértéktdl eltekintve spektruma az origd koriili o < 1 sugart korlapon
beliil helyezkedik el. Jel6lje az egységnyi hosszi sajatértékeket 1 = A1, Ay, ...Ay. Minden A;-
hez tartozé E; sajataltéren P tigy hat, mint egy Q; véges matrix, melynek minden sajatértéke
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A;. Raadésul ez a matrix nem tartalmazhat Jordan blokkot. Ekkor ugyanis volna f € E;,
melyre a P"f = QF f fiiggvény BV (és igy L") normdja legalabb n-ben linedris iitemben nd.
Marpedig |P"|; = 1 minden n-re, tehdt ellentmonddshoz jutunk. Osszefoglalva

M M
P:R—l—Z?Lﬂ; ésVnGZ‘L:P":R"—I—Z?L{’Pi;
i=1 i=1

ahol
P(R) = o <1, igy [|R"[| = o,
P.BV = E;, ahol E; véges dimenzids altér,
PP;=0,hai j, és P> =P,
PR=RP,=0.

Koncentraljunk el6szor Pj-re: ez egy véges rangli projekcid, tehdt léteznek (az E,
alteret kifeszit6) fi,..., fr € BV fijggvények, és ¥, : BV — R (I =1,...,L) korlatos linearis

funkciondlok, hogy Vf € BV-re P|f = Z Y, (f)fi- Mivel PP = P, ¥;(Pf) = ¥(f)

minden f € BV-re, tovabba ¥,(f;) = 1, es ‘P,(fl/) =0,hal#1. Az f;-ek egyike éppen
f1 = h, az invarians siiriségfiiggvény (latni fogjuk azt is, hogy az ehhez tartoz6 funkciondl
Y (f)= fol f(x)dx), de a priori lehetnek mas, nem pozitiv sajitfiiggvények. Mindenn € Z*-
re P| = P P", igy haszndlva (27.2)-t, minden f € BV -re:

[|PLf||Bv = ||PLP" f||gy < C1o" - ||Pt||gy - || fl|sv +C2-||Pil|Bv - | fl1,

tehat P; korldtos tgy is, mint L' — BV operétor (BV
stirti L'-ben). Kovetkezeskepp a ‘I’; ek is kiterjeszthetSk L'-en értelmezett korlatos linearis
funkciondlld. Viszont L' dudlis tere L™, 1éteznek tehat ®; € L™ fiiggvények, hogy minden
f€Lre:

1 1
/ () (3)dx = V1) = V(PS) = [ @)(P)(0dx = [ @(T0)f(x)dx,

tehat mindegyik ®; € L™ invaridns fliggvény, és igy az ergodicitds miatt m.m. konstans. Ez
viszont csak gy lehetséges, ha L = 1, ®;(x) = 1 minden x € [0, 1]-re, és ¥ (f) = fo] f(x)dx

Mielétt ratérnék a(z exponencidlis) keverés bizonyitdsdra, fontos megjegyezni, hogy
minden, ami eddig szerepelt, sz6 szerint elismételhets T*-ra, tetszSleges k € Z+ esetén. igy
pl. a leképezés minden T¥ hatvéanya is ergodikus.

Most vizsgdljuk meg P;-hez hasonléan a P; projektorokat i > 2 esetén is. Végigkovetve
a fenti érvelést @;(Tx) = A®P;(x) adddik (az egyszeriliség kedvéért A alsé i indexét nem frjuk
ki). Tehat A a T : L™ — L™, (T®)(x) = ®(Tx) operitor sajitértéke. Ez az operétor azonban
multiplikativ, igy minden n-re A" is sajatérték. Ugyanakkor ha B T' sajatértéke, akkor B a
P : BV — BV operétor spektrumdba is beleesik, hiszen van olyan nemtrividlis g € L™, hogy
minden & € L'-re (és igy persze h € BV -re is)

0= [ (&(Tx) ~ Be()Cotx = [ () (Ph(x) — Bh(x))d
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tehdt (P— B -1d)BV # BV . Tudjuk, hogy o(P)N{z € C: |z] = 1} véges sok pontbdl 4ll, amik
ezek szerint csak komplex egységgyokok lehetnek. Tehat alkalmas k € Z*-ra AX = 1, és igy
®;(Tkx) = Ak d;(x) = ®;(x), ®; T*-ra invaridns fiiggvény, ami ennek erogdicitdsa miatt csak
konstans 1 lehet.
Osszefoglalva: 6(P)N{z € C: |z] = 1} = 1, ami egyszeres sajatérték, és P = R+ P,
1

ahol barmely f € BV esetén ||R"f||sy < &"||f]||v, Pif = ([ f(x)dx)h, ahol h az invaridns
0

1
stiriségfiiggvény. igy ||P"f — ([ f(x)dx)h||sy < o"[|f||sv.
0
Térjiink végiil rd az exponencidlis korreldcié-lecsengés bizonyitdsara. Legyen f € BV
1
és g € L. Ekkor fh € BV és bevezetve az Ef = [ f(x)h(x)dx jelolést, (fh) —
0
(Ewf)hl|sv < || fh||sy. igy

1 1
Eu(f-goT") = [ (M) /(h(x)dx = [ x)(P" (/) (0)dx =
0 0
1

:/g YR (f1)) (x)dx+ Ey(f)Eq(g),
0

azaz

1
|Corr(n,g, f)| < /g(X)(R”(fh))(X)dx < o"|gleo - || /Pl |8y -
0

Mivel BV sfiri L>-ben, a keverés is kovetkezik (de persze altalnos L? fiiggvényekre nem
exponencidlis sebességgel). O
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28. Young-tornyok

Az 1990-es évek végén Lai-Sang Young éltaldnos moddszert dolgozott ki tagité és hiper-
bolikus rendszerek ergodikus és statisztikus tulajdonsdgainak vizsgdlatara ([15], [16]). A
mobdszer, melyet azéta felfedez6jérdl Young-toronynak neveznek, alkalmas kiilonféle dinami-
kai jelenségek, példaul nemegyenletes hiperbolicitas és szingularitdsok hatékony kezelésére.
Young még rogton a [15], [16] cikkekben a kordbbiaknal joval erGsebb eredményeket ért
el fontos dinamikai modellek — pl. logisztikus leképezéscsaldd, Hénon leképezés, Sinai
bilidrdok — abszolut folytonos invaridns mértékének létezésével, a korreldcid-lecsengés
sebességével €s a centrdlis hatdreloszlastétellel kapcsolatban. Azdéta a Young-tornyokat
dinamikai rendszerek szdmos lényeges osztdlydra és statisztikus tulajdonsdgok tovabbi
sz€les spektrumdnak vizsgdlatdra alkalmaztik. AlapvetSen két vdltozata létezik, a nem
invertdlhat6 dinamikakra kifejlesztett tdgitd Young-torony, €s az invertdlhaté dinamikdkra
kifejlesztett hiperbolikus Young-torony. Mi most az egyszer(ibb tdgité Young-torony esetével
foglalkozunk, és itt is csak az abszolit folytonos invaridns mérték (tovabbiakban: AFIM)
l1étezésére vonatkozd eredményt bizonyitjuk vazlatosan. A 29. fejezetben ismertetjiik a
modszer egyik legegyszeriibb alkalmazdsat, tagitd leképezések esetét neutralis fixponttal.

Erdemes felidézni az indukélt leképezés és a torony leképezés fogalmat az 1. rész
2. fejezetébdl.

28.1. JELOLES (A,F)atorony. F: A).

Ay a torony alapja, mérhet6 tér.

Ay = U Ao és R: Ay — Z4 a visszatérési id0, tgy hogy R]AOJ. = const.

i=1

A={(z,n) EAg X Z+ |n <R(z)}
A; = AN{n =1} atorony /-edik emelete.

A=A N{z €A}

R, =R | Ao,illgyARi,I’i a tetd A()J' felett.

F:A) F(z,))=(z,1+1) hal+1<R(z)

1-1

FAg — Ag.

i—1,i
e Konvenci6: Ag-t azonositjuk A megfeleld részhalmazéaval

FR:AyD,  FRy=FRWy
e .7 a generdlt o-algebra A-n.
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® x,y € Apra

s(x,y) = min{n | (F®)"x, (FR)"y kiilonb6z8 Ao ;-kbe esnek}

1 szeparacids ido

azaz

s(x,y) kiterjesztése A-ra:

s(x,y) = 0 hax €Ay, y€Apyés (1,i) # (I',1)
)T s(mx,my)  egyébként (m(z,n) :=2z).

28.2. MEGJEGYZES Aldbbi feltevéseink biztositani fogjdk, hogy B € (0, 1) esetén dg(x,y) =
B s(x.) tavolsag A-n. igy A metrikus térnek tekinthetd, és van értelme fiiggvények folytonos-
sagarol, Holder folytonossagardl beszélni.

28.3. FELTEVESEK

LNKO {R;} =1

n = {A;;} generdld, azaz \/3, F ‘1 pontokbdl 4ll.

3 m referencia mérték (A,.#)-n, hogy m(Ag) < oo

F, (m | Al,i) = m(AH—Li) hal <R;—1

FR | Ag,it Ao — Ag és inverze sem szinguldris. Azaz F R Jacobi determindnsa m-re
vonatkozdlag 3 és > 0 -majdnem mindeniitt.

Regularitasi feltevés
IC>03B € (0,1): ViVx,y € Ay,

JFR(X) R.. R

_ < s(F*x,F™y) _
ey 1| <P 50
Cp(A) ={p: AR |3Cy: |o(x) — o(y)| < CpB*™) W,y € A}

Ci(8) = {<p € Cy(A) | 3C, - Vl,ivagy 9 =0,

vagy

@ >0¢s

(P(X) ' + ps(xy) }
1 <CEBE) ey e A b
o(y) |7 of FEo
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28.4. TETEL (AFIM LETEZESE ES TULAIJDONSAGAI) Tegyiik fel a fentieken kiviil, hogy
/ Rdm < oo. Akkor

(i) F: A)-re 3AFIM (v < m)
dv dv
(i) o€ Cj és inf >0
(iii) (F,Vv) ergodikus és keverd.

BIZONYITAS Legyen my =m | Ay.

28.5. LEMMA 3vy, az FR leképezésre invaridns mérték Ag-n, hogy az (1)—(iii) dllitdsok
teljesiilnek.

Po=1| Ao.
i-1

LegyenA € \/ (FRY= 2.
Jj=0

d .
Legyen p; s = d—m(FR)i (m|A).

Legyen x,y € Ag és X',y € A, hogy (FR)'x' = x, (FR)y =y.

Akkor j < i-re ' _
s((FR),(FR)TY) = s(x,y) + (i = )

Ezért
‘logpz:,A()’) _ ‘Z gJFi R)ix')
Pi.A(x) JER((FR)Ty')
< Zcﬁs )1 < o sty
Legyen

Pn = dc; (1 nz (FR)f;m()) .

i=0
Mivel p, konvex linedris kombinacidja p; 4-knak, azért Vx,y € Ap-ra

Pn(y) eC’
Pn ()
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I. rész 9. fejezete miatt (Arzela—Ascoli tétel!) {p,}, relativ kompakt CY(Ag,m)-ben és Fvy,
dv

hogy —2 — lim Ol -
dm n’

28.6. LEMMA Vvy-bol egyszeriien megkonstrudlhato a kivdnt v.

Legyen v/ = ZF*Z(VO | {R>1}).

=0
dv /
Mivel — < ¢ és /Rdm < oons VI(A) < oo,
dm
Legyen v = mv’ . v eleget tesz (i)-nek.

(i1) L. rész 9. fejezet szerint, mivel

(iii) L. rész 9. fejezet szerint. O
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29. Tagito korleképezés neutralis fixponttal

Ebben a fejezetben ismertetjiik a Young-tornyok alkalmazasat a kdrvonal neutrdlis fixponttal
rendelkezd tagito leképezéseinek esetére. Bar a 28. fejezetben csak az AFIM létezésére
tértiink ki, most kimondjuk a [16]-ben szerepld tételt teljes pompdjaban, igy utalva a Young-
toronyban rejl6 tovabbi lehetdségekre.

29.1. JELOLES a(x) < b(x) alatt azt értjiik, hogy van olyan C > 0 konstans, hogy C~'a(x) <
b(x) < Ca(x) minden x-re. Hasonldan, a(x) < b(x) azt jelenti hogy a(x) < Cbh(x) alkalmas
C-re.

29.2. MODELL f d-edrangi lokalis diffeomorfizmus S'-en (d € Z*,d > 2). Ez alatt azt
értjiik, hogy minden x € S! pontnak pontosan d sképe van, tovabba

() feCy,és f>1S"\{0}-ban.
(i) f€Cy S\ {0}-n.
(iii) £(0) =0, (0)=1¢és Iy > 0Vx # O-raxf” (x) < |x|".
29.3. PELDA x=0kornyezetében f(x) =x(1+x7) . Tovabbi (a feltételeknek nem pontosan,

de 1ényegében megfeleld) példa a 29.4. feladatban szerepld leképezéscsalad.

29.4. FELADAT Legyen 0 <y < 1 paraméter, és tekintsiik a Ty : [0,1] — [0, 1];

{x(l +x12Y) ha0<x<1/2;

Ty(x) =

2x—1 hal/2<x<1

dinamikdt (specidlisan Ty a bindris leképezés). Legyen Ag = [1/2,1], és nézziik meg, mit
kapunk, ha Ty-t a Ao-n indukdlt leképezésre épiild tornyot tekintjiik. Legyen x, € (0,1/2]
az a sorozat, melyre T (x;) = x;_1, és x; = 1/2. Ekkor ha y; = x"TH, akkor Ao ;) = [Vit1,i]
éppen az R konstans értékeihez tartozo felbontds. TR minden A,i)-t kolcs. egyértelmiien
visz Ag-ba. A Lebesgue-mértéket tekintve m referenciamértéknek, konnyen ellendrizhetd,
hogy Y = 0-ra m(R = n) exponencidlisan cseng le. 'y # 0-ra van olyan C > 0, hogy minden

n-re:
cln < Xy < Cn_l/y; c =41/ < Xp — Xny1 < Cn—(1+1/7)
Ezek szerint m(R = n) polinomidlis, és 'y < 1 miatt a vdarhato érték véges.

KIEGESZITES Ha y — 0, akkor x # O-ra | f' — 1| > €, igy ¥ = 0 eset az lesz, amikor [’ >
A > 1és f” korlatos.

Ay ={9: S=R[3C| p(x)—p(y)| < C-]x—yIP}. O
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29.5. TETEL
1 n—1 )
(a) Hay> 1, akkor — Z 8 = & w-majdnem minden x € S'-re. (Nincs véges invaridns
0
mértek).

(b) Ha y< 1, akkor JAFIM v, és (f,V) keverd.

d
(c) Ha0<y<1, akkor ha & a Perron—Frobenius-operdtor és p = —v akkorN ¢ € -

o (foun-1) "

Yo € L*(S',m)-re és w € H#-ra

/|¢@”(p—p|den1_lv

1

‘/((pof”)wdm—/wm/wdm‘ <0 1) (0<y<l)
<Co" (y=0)

1
d o0<y< 3 esetén CHT Y ¢ € € -ra.

Lokalis analizis a fixpont kornyezetében

Legyen & > 0 alkalmasan rogzitett, tekintsiik f | [0, &]-t és legyen xy € (0, &), tovdbba
fxn=xp_1,n=1,2,...

Specidlisan a torony konstrukcidjandl xop-t az I; intervallum jobboldali végpontjanak
fogjuk vélasztani, az x,-ek pedig mindig /;-beli 6sképeket jelentik.

1 1
29.6. LEMMA x, =< — <oc = —> és

n

1 1
K > Ohogy#{k ‘ {(IH- l)a,k—a] N [Xn+1,%n] 7&0} <K.

B1ZONYITAS Legyen

11 1
Ao =0 =it A = T kg )

Akkor
el Ll A=Al
—_— | A x_
= kD)@ ke "= S
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ugyanis
1 1 1\7"!
O
29.7. KOVETKEZMENY
f”(x) = nl—a [xn+17xn]

29.8. LEMMA (DISZTORZIOS BECSLES) 3Cy: Vi,n € Zy, i < n ésVx,y € [Xy41,%n]

(FYx| _ - Ifix— £l
| = s =€

log

B1zZONYITAS El8szor gyengébb korlat: 3; € [f/x, fy)]

s,

Z |log f'(f/x) —log f'(f/y)|

i—1 // )
<Z']}, )llf’ — 7yl

j=0

_ i—1 1

X x Y+l<
; I’lj-‘r] n/—l—l N§n_J_'_11a(n ]+1)1+a

~.
—

i—1

|
Zn ]—H Xl"k_

Itt haszndltuk, hogy f, ] € nt1—j>%nj]-
Masrészt, ha x,y € [X,11,Xn], akkor f/x, f/y € [xpq1—j,X4—j] aZért Vx,y € A,_j-re és Vj <

AN

i-re , . . .
|f/x—fy _ 1f'x—fYl
Axn—j A Axn—i .
Ezt visszahelyettesitve
(x| - ¥ - fx— 1]
log——| < Xp—iv1)V Ay
‘ (FiYy JZOE_L:)_, SE o
< const M
n—i
Indoklas:
o7 e
| - =
(n—j)® (n—j)t-e
U

Im--=-————-:.
(=)
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Tétel bizonyitasa: Csak az AFIM.
Legyen y > 0.

d
Torony konstrukcié: S' = UIJ" hogy f1; =S'. Legyen Ip = [0,x0] és I; = [x}, 1]
1
0 I Iy

I | | |
i T T 1

X0
I, felbontdsa: fx,1 = Xy, Jy = [Xnt1,%n), n > 0 I, felbontdsa analég: J),
Specidlisan az igy konstrudlt x,, és x/, sorozatokra is vonatkozik a 29.8. Lemma lokélis
analizise.
Torony a korabbiak szerint, de nem teljesen (!)

F6 1épések (Osszefoglal)

1. Legyen Ag =S!, o = {Ag;}

2. Legyen
R=1 LU---Ul;_1UJyUJjn
R|J,=R|J,=n+1lhan>1
3. Legyen
F|Ag—1i=f"| Ao
4. Tehat
fAr=s'  ha2<j<d-1
és

R, =huU---Uly
R =nu---ul_,.

5. mo=Leb | Ag tovabba JF =1 A\ U; Ag,_;-en mdr definidlja m-et A-n.

. 1
6. Allitas: 38 < 1, hogy (fR)'x > 5 Vx € S'-re. Bizonyitas: x € J,-re f"x € [x1,xo]

L ; 1 1
(=TT, (f% = f(f'x) = 7. ahol B = max{—— | x € [x1,x0]}
i=0 B f'(x)
7. Has(x,y) >n~ |x—y| < B".
Lemma: A konstrudlt toronyra teljesiilnek az AFIM létezésének feltételei (kivéve,

hogy f"J, #S!; de ez nem lesz gond.)
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10.

11.

Bizonyitas: A Jacobi determindns regularitasa vonatkozé (28.1) formula a 29.8. Lem-

ma kovetkezménye.
mR>n)=m||JJn | +m|JJ ] = €
i>n i>n ") nl/Y.

Tovabba:
Mirmost, ha 0 < y < 1 akkor /Rdm < oo,

Y=0-rad6y < 1,C

m{R >n} <C6f.

Ilyenkor egyszertibben is lehetne tornyot konstrudlni: {Ag;}; = {I1,...,Iz}, ésR=1.
(Y > O-ra disztorziés problémak miatt ez a konstrukcié nem miikodne.)

. Invaridns mérték végessége:

Legyenw: A — S! a természetes vetités, igy o FR = fRop.
Az absztrakt tétel bizonyitasabol és az 1. rész 9. fejezetének szellemében folyik, hogy

_ . dv
FR.nek 3 Vo < m inv. mértéke Ag-n, amelyre 0 < Cy < d—o < (Cy alkalmas Cy, Ci-

mo
gyel.
V(-bdl megkonstrudlhaté az F-invaridns vV A-n. Ez csak akkor véges, ha [ Rdm < oo,
azaz Y < 1. Legyen végill v = V.

dv
Legyen p = —
dm
Y > Oesetén p | Ji ~ k.
dv
Ugyanis: v(J;) = V(n~ ') < k—| =<kmo(Jy) <k %
dm I

Igy disztorzié miatt
—a

J~—— =~k
Pk mo(Jx)

m-tipikus pontok aszimptotikus eloszldsa y > 1-re:
Megmutatjuk, hogy tetszSlegesen nagy N-re, ha rogzitjiikk az (x}y,xy) intervallumot —
azaz az origé akarmilyen kicsi kdrnyezetét — és € > 0-t, akkor m-majdnem minden x-re

1
—#{ngﬁn]kae(xﬁv,xgv)}z1—8 han — co.
n

Legyen ugyanis N1 > N, hogy
v(S"\ (. xv))
V(S"\ (x5 xm))

NB. itt fontos, hogy a v mérték nem véges!
Jelolje f™M) az els6 visszatérés leképezést Sl\()cj\,l ,XN, )-en, akkor

<E.

V| (Sl\(x}v1 ,xn, ) véges, £V -invaridns mérték, amelyrél konnyd latni, hogy ergodikus
(pl. d > 3-ra az L-n valé indukiltja ergodikus). Igy m-majdnem minden pontjdra
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SN\ (¥, xn, )-nek az fV)-re az (i, xy)-ben toltott relativ id6 > 1 — €. Ugyanakkor az
Ny AN N gy
f-orbitok (x};,xy)-ben toltétt relativ ideje nagyobb, mint az f)-orbitoké. O
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