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Eloszo

Ez a feladatgy(ijtemény a gorbe- és feliiletelmélet tanuldsaban kivan segitséget nyujtani,
de hasznos lehet azok szdmdra is, akik mérnoki tanulmdnyaik folyamdn taldlkoznak ezen
témakorokkel.

A példatar részletes elméleti anyagot nem tartalmaz, viszont révid Osszegzéseket igen.
A konnyebb memorizalds érdekében, a megolddshoz sziikséges képleteket szinte minden
el6forduldsukkor kifrtuk. Minden feladatot részletes megoldas kovet. Az Olvasé munkdja
akkor lesz a legeredményesebb, ha ezt a segitséget onellendrzésre hasznélja.

A példatarban szerepld feladatok mindegyike megoldhaté az egyetemi matematikus alap-
képzésben helyet kapd differencidlgeometria kurzus elemi differencidlgeometriat targyalo
fejezeteinek ismeretében, valamint a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen
a mérnok hallgaték szdmdra szabadon valaszthat6 differencidlgeometria targy elvégzése utin.

On4ll6 tanulds esetén a sziikséges elmélet elsajtitasdhoz Sz6kefalvi Nagy Gyula, Gehér
Lasz16, Nagy Péter: Differencidlgeometria cimii tankonyvét (Miiszaki Konyvkiadd), vagy
Manfredo Do Carmo: Differential Geometry of Curves and Surfaces konyvét ajanljuk. Ez
utébbi sok érdekes feladatot is tartalmaz, amelyeknek megolddsaval az érdekl6d6 Olvaso is
sikerrel probalkozhat a jelen jegyzetben kidolgozott példdk megoldasa utan.

Mind a gorbeelmélethez, mind a feliiletelmélethez tartozik egy-egy interaktiv Mathema-
tica notebook(é: http://elmemater.bme.hu), amelyekben az elsajatitott ismeretek ,,vizuali-
zalédnak”. Javasoljuk azonban, hogy ezeket ne csak szemlél6désre, hanem a paraméterek
valtoztatasdval 6ndllo ,kisérletezésre” is haszndlja az Olvaso.

A jegyzet tobbnyire a legelterjedtebb jeloléseket haszndlja. A formuldkat igyekeztiink
tobbszor is feltiintetni. A vektorokat foliil huzott nyillal jeloljiik: V. Elterjedt jelolés még a
vastagon szedés, és (inkabb kézzel irva) az ala-, illetve foléhizas: v, v, V. Az €], é,, €3, néhol
[ k az E3-beli ortonormalt bazist jeloli. Az elsd- és masodik alapmennyiségek jelolésére
a Gauss 4ltal javasolt E, F', G és L, M, N betiiket alkalmaztuk, azzal a kiilonbséggel, hogy a
madsodik alapmennyiségeket helyenként /, m, n betiik jelolik. (Ezt a feliileti normalist6l valé
konnyebb megkiilonboztetés indolkolja.)

Ha az Olvas6 e példatar feladataihoz hasonlokkal szeretné tuddsat tovabb gyarapitani,
akkor V. T. Vodnyev: Differencidlgeometria feladatgyiijteményét forgathatja haszonnal, mely
1974-ben jelent meg a Miiszaki Konyvkiadonal.



I. rész

Gorbék



1. fejezet

A gorbe és eloallitasai

1.1. Elméleti o6sszefoglalo

1.1 DEFINICIO Reguldris gorbén egy olyan I' ponthalmazt értiink, amely elGallithaté egy
I intervallumon értelmezett 7(r) vektor-fiiggvény helyzetvektorainak végpontjaiként, ahol
7(t) egy topologikus (kolcsondsen egyértelmi és mindkét irdnyban folytonos) leképezés,
folytonosan differencidlhat6 €s a differencidlhdnyados vektora sehol sem tiinik el.

1.2 TETEL Egy t = (1) paramétertranszformacié akkor és csak akkor viszi it egy tetszG-
leges gorbe barmely 7(z) reguldris el6allitasat reguldris 7(7) eldéllitisba, ha (1) € €' és
do

3 7 0.

1.3 DEFINICIO Térbeli, derékszogii koordinatarendszerben egy gorbe paraméteres egyenlete
altaldnosan

F=7(t) = [0+ L0+ 0F

alakban irhato.

1.2. Feladatok

1.1 FELADAT Irjuk fel annak a Py(xq,yo,20) kozéppontii, p sugari kornek egy paraméteres
egyenletét, mely az d és b egymdsra merdleges, egységvektorok dltal kifeszitett sikban van!

1.1 MEGOLDAS F(t) = 7o+ p cost @+ psint b, ahol 7y = (xo,v0,20)" -

1.2 FELADAT Irjuk fel az 1.1.  feladatban szerepld kir implicit egyenletét abban a
koordindtarendszerben, melynek origdja a Py pont, bdzisvektorai az d, b, d x b vektorok!

1.2 MEGOLDAS Az adott koordindtarendszerben egy origé kézéppont, [x, y] sikban fekvs,
p sugaru kor egyenletét kell felirnunk:
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1.3 FELADAT Mutassuk meg, hogy az
7(t) = Fp + ¥y cosht + 7, sinht

vektorfiiggvény hiperboldt dllit eld, ha az ¥y és 7 vektorok linerdrisan fiiggetlenek!

1.3 MEGOLDAS Legyen a koordinatarendszeriink origdja az 7, vektor végpontja, a bazis-
vektorok pedig az r] €s i, vektorok (ezek linedrisan fiiggetlenek). Ebben a rendszerben a
gorbe paraméteres egyenletrendszere:

x(t) = cosht

y(t) = sinht.
Az egyszeriiség kedvéért a valtozokat a tovdabbiakban elhagyjuk. Emeljiik négyzetre a két
egyenletet €s vonjuk ki ket egymdasbol. Felhasznélva a hiperbolikus fiiggvényekre érvényes
cosh? —sinh?r = 1 azonossagot, kapjuk:

X — y2 =1.
Ez nem mads, mint a hiperbola egyenlete, tehat a gérbe pontjai egy hiperboldn vannak.

1.4 FELADAT Keressiik meg az implicit egyenletét az aldbb megadott gorbének, a

Descartes-féle levélnek:

~ 3t 32
F(t) = 1+t3€1+ 1—|—t362

1.4 MEGOLDAS Az ¢€; és €, bazisvektorok altal kifeszitett rendszerben a gorbe paraméteres
egyenlete:

3
T1s

3
S

Lathat6, hogy y = tx, amibdl x # 0 esetén t = f—c Ezt visszahelyettesitve a mdsodik egyenletbe,
kapjuk a gorbe implicit egyenletét:
2
Xy
-3

Y=o 3 )8

0 :x3—|—y3 —3yx.
Ha pedig x = 0, akkor y = 0 is fennall. Léthatjuk, hogy a (0,0) pont koordindti is kielégitik
a kapott egyenletet.

1.5 FELADAT Adott az

x=1 -2t

Szilagyi Brigitta, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



6 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

gorbe. Vizsgdljuk meg, hogy az M(—1,—1), N(4,2), P(1,2) pontok rajta vannak-e a
gorbén! Keressiik meg, hogy hol metszi a gorbe a koordindtatengelyeket! Hatdrozzuk meg a
legkisebb ordindtdjii pontot a gorbén. Irjuk fel a gorbe implicit egyenletét!

1.5 MEGOLDAS 1. Els6 1épésben irjuk fel a gorbe implicit egyenletét. Vegyiik észre,
hogy x = yt, amibdl y # 0 esetén r = <. Ezt visszahelyettesitve a masodik egyenletbe,
rendezés utdn adédik a gorbe implicit egyenlete:

y3 + 2y2 — )CZ.
Ha pedig y = 0, akkor x = 0 is fenndll. Lathatjuk, hogy a (0,0) pont koordinatai is
kielégitik a kapott egyenletet.

2. Helyettesitsiik be az M, N és P pontok koordindtdit az implicit egyenletbe. Az elsd
két esetben az egyenlet két oldala megegyezik, tehit az M és N pontok rajta vannak a
gorbén. A harmadik esetben ez nem teljesiil, ezért a P pont nem eleme a gorbének.

3. A gorbe az x tengelyt abban a pontban (azokban a pontokban) metszi, ahol y = 0. Ebbdl
ad6dik, hogy x> = 0, vagyis x = 0. A metszéspont koordinatdi (0,0).
Az y tengellyel valé metszéspont esetén x = 0 = 1> — 2 = ¢(t> —2), amib&l ¢ = 0 vagy
1> —2=0. Az elsd esetben y = —2, a masodikban y = 0. Tehat két metszéspontot
kaptunk, melyek koordinatai (0,—2) és (0,0).

4. A legkisebb ordinétdji pontban y minimélis. Lathatd, hogy y = t2—2> -2 tehdtt =0
esetén veszi fel y a minimumat. Ebben az esetben x = 0. A keresett pont koordinatai:
(0,-2).

1.6 FELADAT Adjuk meg az
5Pk y2 —2ax=0

kor paraméteres elodllitdsdt, ha paraméterként

a.) a kor tetszoleges P pontjdt az origéval osszekotd egyenes irdnytangensét,

b.) a kor tetszdleges P pontjdt a kor kozéppontjdval osszekotd egyenes és az x tengely sz0gét
vdlasztjuk!

1.6 MEGOLDAS  a.) Jeloljiik k-val a paramétert. A feladat szovege alapjan k = )XC, amibdl
y = kx. Helyettesitsiik ezt vissza a kor egyenletébe és a kapott kifejezést alakitsuk
szorzatta:

Wkt —2ax =0

x[x(1 +4%) —24] = 0.

Az utébbi egyenletnek minden x-re teljesiilnie kell. Ezért x(1 4 k) — 2a = 0, amib6l

2a
X =
1+ k2
2ak
:k:
VTR TR

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szilagyi Brigitta, BME



A gorbe és elballitdsai

Erdemes megvizsgdlnunk, hogy hogyan futja be a fonti paraméterezés a gorbét.
Konnyen észrevehetd az is, hogy az origd csak k — 4-oo hatdratmenet esetén adddik.

b.) Jeloljiik a paraméteriinket ¢@-vel. Ekkor érvényes, hogy sin ¢ = % és cos ¢ = *—<. Ebbdl
a kor paraméteres el6allitasa:

x=a(l+cos¢)
y=asing.
Ha ¢ € [—%,%), akkor a fonti paraméterezés egyszer futja be a teljes gorbét.
1.7 FELADAT Adjuk meg az analitikus leirdsdt azon sikbeli pontok halmazdnak, amelyek-
nek két adott Fy és F, pontoktol mért tavolsdgainak szorzata adott a? dllandé! (Cassini-féle
ovalis)
1.7 MEGOLDAS Oldjuk meg a feladatot Descartes-koordindtarendszerben, F; és F, pontok

koordinatai legyenek rendre (—b, 0), (b, 0). Tekintsiik a Cassini-féle ovdlis egy tetszoleges
P(x, y) pontjat. A tavolsdgok szorzatdnak dllanddsdgat a kovetkezSképpen irhatjuk fel:

VETb2 452/ (e b2 432 = a2,

A fenti egyenlet a Cassini-féle ovdlis egyenlete. Az egyenletet a kovetkezd alakokban

szokds megadni:
((x+5)*+3*)((x=b)* +3*) = a*,
amibdl

(2492 +b2)2 — d4b2? = o,

(Léassuk be, hogy a két utdbbi egyenlet ekvivalens egymdssal!)
1.8 FELADAT Adjuk meg a Cassini-féle ovdlis egyenletét poldrkoordindtdkban!

1.8 MEGOLDAS Erdemes az (x* +y* + b?)? — 4b’x> = a* egyenletbd] kiindulni. Helyette-
sitsiink be x = rcos @-t és y = rsin@-t. A sin’x+ cos?x = 1 azonossag alapjn a kovetkezd

alakot kapjuk:
(2 +b*)? —4b*1? cos® ¢ = a®.
Rendezés utdn a 2cos” ¢ — 1 = cos 2¢ azonossag felhasznalasaval kapjuk a végsd alakot:

r* —2r7b% cos 20 = a*t—b*.

Megjegyzések:

Szilagyi Brigitta, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

e ; > 1 esetén a gorbének egyetlen zdrt dga van

4 = 1 esetén a Bernoulli-féle

lemniszkatét kapjuk, 7 < 1 esetén két nem Osszefiiggd zért 4gbdl dll, 7 = 0 esetén

a két fokuszpontta fajul.

° ;> /2 esetén a gorbe ovilis, v/2 > 5 > 1 esetén négy inflexiés pontja van.

1.9 FELADAT Adott az OA = 2a dtmérdjii kor, O az origo, A az x tengelyen fekszik. C
legyen a kor A-beli érintdjének egy tetszoleges pontja. Legyen P a kor és az A-beli érinté
C pontjdt az origoval 0sszekotd egyenes metszéspontja. Mérjiink fel az OC félegyenesre egy
OM = PC szakaszt! A C pont mozgatdsdval M kirajzolja a Dioklész-féle cisszoidot. Irjuk

fel a cisszoid egyenletét!

Y

1.1. abra. A Dioklész-féle cisszoid

1.9 MEGOLDAS A kor egyenlete (x—a)> +y? = a2, a ,fut6” OC félegyenes egyenlete
legyen y = tx, ahol a t € R valtozét paraméternek vélasztjuk. A félegyenes és a kor

metszéspontjaira:

Az egyenletet rendezve:

Tehat P koordinatai

C koordinatai pedig

tankonyvtar.ttk.bme.hu

(x—a)* + (1x)*

x((l +t2)x—2a) =0.

( 2a 2at

=a .

14172 1+t2>

(2a, 2at).

2

Y

Szilagyi Brigitta, BME



A gorbe és elballitdsai 9

Mivel OM és PC egy egyenesen fekszenek, ezért az OM szakasz x és y vetiiletének hossza
rendre megegyezik a PC szakasz x és y vetiiletének hosszdval. Ezért M pont koordinétdi:

= (a1 L) 2 (1 1),

Az egyenletet egyszerUsitve:

12 1
M(t)=|[2 2 .
®) (“1+t2’ a1+t2)

Ezzel megadtuk a t € R paraméter fiiggvényében a Dioklész-féle cisszoidot. A t paraméter
elimindlasdval a gorbe implicit egyenletét kapjuk. Fejezziik ki 7-t az x koordinatabol:

A(x—2a)+x=0

Ezt y-ba behelyettesitve:

2 X

X t X 2a—x
=+2a, | ————> = £2a,/ . .
Y a 2a—x1+12 a 2a—x 1+

Ebbdl az implicit egyenlet aldbbi alakjat kapjuk:

X

y==+ X.

2a —x
Tovébbi 4talakitdsokkal az implicit egyenletet végiil a kovetkezd alakra lehet hozni:

x> +y*(x—2a) =0.
1.10 FELADAT Adott a koordindtarendszer x tengelyét az origéban, O-ban érintd, 5 sugarii
kor. A kor O-val dtellenes pontja C. Legyen E a C-beli érintd egyenes egy tetszoleges pontja,
az OE félegyenes messe a kort a D pontban. A D pontbol hiizzunk az x tengellyel, az E
pontbol pedig az y tengellyel parhuzamos egyenest, a két egyenes metszéspontjdt jelolje M.

Adjuk meg paraméteresen, majd implicit modon az M pont dltal kirajzolt gorbét, mikozben
E végigfut a C-beli érinton! (Agnesi-féle fiirt (gorbe))

1.10 MEGOLDAS A kor egyenlete:

A C-beli érint6 egyelete:

Szilagyi Brigitta, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



10 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

A
C E
4 D i
2
O '

1.2. abra. Az Agnesi-féle fiirt

Vilasszuk paraméternek az OF egyenes t meredekségét:
y =1x.

Az M pont elsé koordinitija megegyezik az E pont elsé koordindtdjaval, a mdsodik
koordinatdja pedig a D pont mdsodik koordindtdjaval. E els6 koorinatdjara konnyen ad6dik
x = ¢ afenti egyenletekbdl. A D pont kielégiti az

-9 Q)

y=tx

és az

egyenleteket. A kor egyenletébe x = %-t (t # 0) helyettesitve:

2 2 2
VAT S
gty ety =y
1
y 1 + 13 y—a| = 0.
Innen D mésodik koordinataja:
a t?
Yy

= :a .
1+5 142

Tehat az Agnesi-féle fiirt a r paraméter fliggvényében:

a 12
—. d——= .
t’ 1412
a

At paraméter konnyen Kifejezhet6 az x koordinatdbol: ¢ = ¢. Innen a gorbe implicit

egyenlete:

a3

y:xz-l—az.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szilagyi Brigitta, BME



2. fejezet

Erintoegyenes és normalsik

2.1. Elméleti osszefoglal6

Jelolje X, Y és Z az érint6 (illetve normadlis) futé pontjainak koordinétdi (p ennek a
pontnak a helyvektora). Az x, y és z pedig az érintési pont (illetve normalis talppontjdnak)
koordinatdi legyenek. Ekkor a kiilonbozSképpen megadott gorbék érintdjének és normalisik-
janak egyenleteit az aldbbi formuldk irjak le:

1. A gorbe paraméteres alakban van megadva: 7 = 7(r).
Az érintd egyenlete:
+ A7

~|

p(A) =
A normalsik egyenlete:
(p—7F)r=0.

2. A gorbe megaddsa: x = f1(t), y = fa(t), z= fa(1).
Az érintd egyenlete:
X—x Y-y Z-z

X y Z

A normalsik egyenlete:

(X —=x)x+ (Y —y)y+(Z—2)z=0.

3. A sikgorbe megaddsa: y = ¢(x).
Az érint6 egyenlete:
Y —y=¢'(x)(X —x).

A normalis egyenlete:
X—x+ (Y —y)¢'(x)=0.

4. A gorbe implicit egyenlettel van megadva: F(x,y) = 0.
Az érintd egyenlete:
(X —0)F+ (Y —=y)F, =0,

11



12 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

ahol F, = 2E) p — 9F() o eofelels paraméter szerinti derivaltakat jeldli. Az
dx y ay g p J

érint6 egyenlete mds alakban:

2.1 TETEL Ha az érintési pontban #(¢) = 7(t) = ... = 71 (1) = 0, de 7% (¢) # 0, akkor az
érints egyenlete p(A) = 7(r) + A<D (r).

2.2. Feladatok

2.1 FELADAT Adott az
7(t) = acost &) +asint &, + bt &3

kozonséges csavarvonal (a > 0, b # 0).

a.) Hatdrozzuk meg a csavarvonal tetszoleges pontjdban az érintd és a z = 0 sik szogét!
b.) Keressiik meg a (0, a, %b) pontban a simulosikot és irjuk fel a simulokor egyenletét!
c.) Legyen b > 0. A csavarvonal minden pontjdaban, a binormadlis irdnydban mérjiik fel a

a
= vV a?+b?
tdvolsdagot! Mi lesz a szakaszok végpontjainak mértani helye?
2.1 MEGOLDAS  a.) Az érint6 egyenes iranyvektora:
¥(t) =7(t) = —asint &, +acost &, + b é;.

A 7z = 0 sik normalvektora:
fi(l‘ ) = 53.

A sik és az érintd 4ltal bezért szog:

cos @ =

A(Ov() b b
A1 Tl Va2 sin? i +a?cos?t+b2 VA +b2

b.) A simulésik egyenlete (R — 7(r))7(1)7(t) = 0, ahol R a simulésik pontjainak helyvekto-
ra. A sebesség- €s gyorsuldsvektor:

?(t) = —asinté) +acostér +bés
7#(t) = —acost &, — asint .

Tudjuk, hogy a (0, a, 5b) pontok rajta vannak a simulésikon. Ezt felhaszndlva
meghatarozhat6 a t paraméter értéke: z = br = %b, ahonnan ¢t = % Ezt és a megfeleld

vektorokat behelyettesitve a simuldsik dltalanos egyenletébe kapjuk: gX +Z-5b=0
(Y tetszOleges).
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ErintGegyenes és normdlsik 13

c.) Felirva a binormdlis egyenletét, és véve a c tavolsdgot, lathatd, hogy a kapott pontok
ugyancsak egy csavarvonalon helyezkednek el.

2.2 FELADAT Adjuk meg a kovetkezd gorbék to paraméterii pontjdban az érintévektort:

a) 7(t) = (t—=3)e+ (> - 1)es +17¢3, 19=2,

b.) ¥(t) = sint €| 4 cost &, + ﬁé}, to =0,

c.) ¥(t)

t > 1+t 2z _
1—_H€1—|—T+ez—|—t e3, ty=1.

2.2 MEGOLDAS

a.) A megoldasi modszer mindhdrom esetben ugyanaz. A megadott gorbét a ¢ paraméter
szerint kell derivélni, igy kapjuk 7(z)-t, majd ebben a ¢ = 1y helyettesitést kell elvégezni. Az

(1) = (t=3)e1+ (1 — 1)é, + &5
gorbe érintdvektora:
(1) = &) + 28, + 31%8;.
Ez a t9 = 2 paraméter(i pontban

?(2) = &1 +4é, + 12¢;.

b.)
— . — — 1 —
F(t) =sint &) + costé, + —&;3
cost
7(t) = costé; — sint é é
! 2T cos2t 3
th=0
#(0) = ;.
c.)
Hr) = ——a1+ g %
7(t) = é
1+ e 3

_-,<t) 1 t g 4 1 1412\ ey

F(t) = - é -———|é é
1+t (1+02) "\ 2 )%

. 1

7(1) = Zzl —ér +2es.

2.3 FELADAT [rjuk fel az

2
t
7(t) = (t —é€')é) —cost é; + 523

csavarvonal érintdjét, és hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyekben az érintovektor
zérus!
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14 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

2.3 MEGOLDAS A gorbe paraméter szerinti derivaltja az érintSvektor:
#(t) = (1 —€")é) +sint &, + 123,

az érint6 egyenes egyenlete pedig ebbdl:

- 2
RA) = r(t) + Ai(t) = (t+ A — (1+ 1))@, + (sint — cost)s + (5 -I—I) 2.

J6l lathaté, hogy 7 = 0 csak a r = 0 vélasztds esetén teljesiil.

2.4 FELADAT Irjuk fel az 7(t) = t3¢| +1%¢, gorbe (—7, —1) ponton dtmend érintbjének az
egyenletét!

2.4 MEGOLDAS

#(1) =178, + 1%,
(1) = 3128, + 2t2,.

A gorbe érint6 egyenesének egyenlete
R(A) = (BA +1)1%e 4+ (24 +1)12,.
A (—=7,—1) ponton dtmend érintShoz tartozd ¢ paraméter meghatdrozhato:
(BA+1)t* = —7
(A +1)t = —1.

A A = —3 ést =2 avalés megoldds. Tehat a ponton dtmend érintd:

BN

R(A) = (124 +8)&| + (4L +4)&,.
2.5 FELADAT Az F(t) = (sint —tcost)é| + (cost +1sint)é, + (t + 1)&3 girbe mely pontja-
iban pdrhuzamos az érinté az |y, z] sikkal?

2.5 MEGOLDAS

X = sint —tcost
y = cost +tsint
z=t+1

Az 7(t) gorbe érintGvektorai pontosan akkor parhuzamosak az [y, z] sikkal, ha x(¢) = 0.
X = cost —cost +tsint =tsint =t = k&, k € Z pontokban parhuzamos.
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ErintGegyenes és normdlsik 15

2.6 FELADAT Az F(t) = %El + %Ez + %53 gorbe mely pontjaihoz tartozo érintdje pdrhuza-
mos az x+ 3y + 2z = 0 sikkal?

2.6 MEGOLDAS Az érinté parhuzamos az adott sikkal, ha az érintGegyenes iranyvektora
merdleges a sik normdlvektorara.

. t4_’ l‘3_, t2_‘
F(t) = 7 + 3 + 73
7(1‘) :t351+l252+t53
x+3y+2z=0.

A miésodik és harmadik egyenlSségekbdl litszik, hogy a 1> + 3t> + 2t = 0 megolddsai
kellenek. Ezek pedig: t; = =2, t, = —1, 13 =0. Ezen paraméterekhez tartoz6 pontokban
parhuzamos a megadott gorbe a sikkal. A keresett pontok tehat P; (4, —%, 2), PZ(}‘, —%, %),
P3 (07 07 O)

2.7 FELADAT Mekkora szdget zdr be az x = Rcost,y = Rsint,z = At csavarvonal t
paraméterii pontjahoz tartozo érintdje a csavaronalat tartalmazo henger ugyanezen ponton
dthalado alkotojdval?

2.7 MEGOLDAS A kozonséges csavarvonal

x=Rcost, y=Rsint, z=At

7 2

eldallitasabol
7(t) = —Rsint €| + Rcost é; + Aé3,

tovabba tudjuk, hogy az alkotdk irdnyvektora az &; vektor. Igy a keresett szog:
® = arccos ( ﬂt)% > = arccos ( A )
[7(r)1125] VRZ+A2)

2.8 FELADAT Az 7(t) =acosté| +asint &+ bt €3 kozonséges csavarvonal mely pontjaiban
pdrhuzamos az érinté a 6x + 3y = —5 sikkal, és mi ezen pontokban az érintok egyenlete?

2.8 MEGOLDAS A 6x+3y+5 = 0 siknak eleme a p = (—1/3,—1,0) helyvektord pont. Ha
az érintdvektort ebbe a pontba tolva az érintdvektor rajta van a sikon, akkor maga az érintd
parhuzamos vele.

7#(t) = —asinté| + acosteé, + bes

P+7(t) = (—1/3 —asint)é) + (acost — 1)&; + be3

6(—1/3 —asint) +3(acost —1) = =5

cost = 2sint

1/2 = tant

t~0,46364 +2krm, ke Z.

Ezekben a pontokban az érint6 egyenlete (kozelitGen):

R(A) = (0,89442 — 0,447212)a, + (0,44721 +0,89442 )&, + (0,46364 + A)&5.
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16 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

2.9 FELADAT Mekkora szdgben metszi az 7(t) = €' cost €; + €' sint &, + €'é3 girbe az 6t
tartalmazo kip alkotoit? Hogyan vdltozik ez a sz0g a t paraméter fiiggvényében?
2.9 MEGOLDAS Tudjuk, hogy a gorbék hajlasszogét a metszéspontbeli érintSk szoge defini-
dlja. Az 7(t) = ¢’ costé) + e’ sinté, + e'é3 gorbe az x* +y?> = 7> egyenletii kipra illeszkedik,
melynek csucsa az origo, igy:
(¢' cost)? + (¢' sint)? = ¥ (cos?t +sin’1) = e?.
A gorbe érintdvektora:
¢ (cost — sint)é| + €' (sint + cost)é, + €' &;.

Mivel x> +y> = 7% 6sszes alkotéja dtmegy az origén, csak F(t) és 7(r) szogét kell

kiszdmitanunk:

® = arccos <—

e'\/cos2t+sin’ 4 le'\/(cost —sinz )2 + (cost + sint)2 + 1

=...=arccos (@) ~ 0,61547.

2.10 FELADAT Az a dllando mely értéke esetén metszi az

( % (cos?t —sint cost +sin’¢ + sint cost + 1) )
= arccos

Tehat z-t6l fiiggetlen, azaz allando.

x = e cost
y = e sint
7= eat

egyenletrendszerii gorbe az o0t tartalmazo forgdskip alkotoit % = 45° szogben?
2.10 MEGOLDAS Az x = e®cost,y = e™sint, z = e gorbe érintGvektora:

#(t) = e” ((acost —sint)&| + (asint + cost)&; + ae3).

7

Hasonl6an az el6z6 feladathoz az origé itt is eleme az 6sszes alkotonak.

T V2RO

cCoOSm=————

P47 2 T RO

F(1)7(t) = e* (acos®t — sint cost + asin® +sinz cost + a) = 2ae*™
|

)
7(1)| = e‘”\/(acost —sint)2 + (asint +cost)2+1=e“Va*>+a+2
\/§ zanat

2 et\/2et /a2 +a+2’
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ErintGegyenes és normdlsik 17

Megoldva az egyenletet kapjuk, hogy a =1¢ésa = —% esetén metszi egymadst 45°-0s szogben
az alkot6 és az érintd.

2.11 FELADAT Hatdrozzuk meg a t paraméter fiiggvényében hogy az
7(t) =tcos(31nt)é; +tsin(31nt)é, + 2té3
kiipos csavarvonal mekkora szoghen metszi az x> 4+ y* — % = 0 korkiip alkotoit!
2.11 MEGOLDAS F(t) =tcos(31Int)é) +tsin(31nt)é, + 2t&3 gorbe érintGje
#(t) = [cos(31nt) —tsin(31nz)3 /1] &) + [sin(3Int) 4t cos(31nt)3 /1] &, + 2¢€3,
az adott r paraméterd ponthoz tartozo alkoto irdnyvektora ugyancsak
7(t) = tcos(31nt)é| +1sin(31nt)é; + 21€5.

Igy a keresett szog az alabbi médon szdmolhat6:

F(1)#(t) = tcos?(31n1) — 3¢ cos(31nt) sin(3Inz) +1sin’(31ns)+
+3rsin(31nt) cos(31nz) + 4t = 5¢,

7(t)| = (0052(3 In?) — 6¢os(31nt)sin(3Inz) + 9sin®(3Inz) + sin®(31n7)+
1
+6cos(31In¢)sin(31n7) +9cos?(31nt) +4)2 = V14,

[7(t)| = \/t2 cos2(31nt) 412 sin®(31nr) 4+ 412 = V512,

arccos (M> = arccos <L) = arccos <isgn t) =
[7(0)[[7(1))] V702 V70
5
=arccos | —— | ~0,930274 ~ 53,3°,
(v 70)

ugyanis ¢ > 0. Tehdt a szog 7-t6l fiiggetlen, allandé.

2.12 FELADAT Milyen girbén helyezkednek el az aldbbi térgirbék érintdinek az [x,y]
sikkal vett doféspontjai:

a.) 7(t) = cost €| +sint & + cé3
b.) ¥(t) = €' cost &) + €' sint &, + ce'é;
c.) #(t) = té) + Bt?*é, + Ct"é3,

ahol ¢, n, B és C rogzitett dllandok és n # 0.
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18 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

2.12 MEGOLDAS  a.) ¢ # 0 kiilonben nincs doféspont.

7(t) = cost €| +sint é, + cte3

~i-

(t) = —sint &) +cost é; + cé3
Igy az érintSegyenes:
R(A) = #(t) + A#(t) = (cost — Asint)&; + (sint + A cost)és +c(t + A1)é3
A z=0sikot ezért c(t +A) = 0, A = —t paraméterértéknél dofi at.
Tehat az alabbi gorbe pontjai a doféspontok:

G(t) = (cost +1sint)é| + (sint —tcost)eé;

b.) Hasonléan:
7(t) = €' cost &) + €' sint &, + ce' 3
#t) =e (cost —sint)é; + €' (sint + cost )&, + ce'é;
R(A) = [€' cost + Ae' (cost —sint)] &) + [ sint + Ae' (sint + cost)] & + (A + 1)ce'é;
Tehat:
A+1)ce =0, A=-1,
vagyis
G(t) = €' sint & — €' cost &,.
c.) Ittis ugyanigy eljarva:
7(t) 18 + Br*é, + C1"&s, ahol n # 0,
F(t) = &)+ 2Bté, + Cnt" ' &;,
R(A) = (t 4+ 2)2, + (Bt +2BA)@ + (CI" + ACn" )&,

Ebbdl a doéféspontokhoz tartozé A értékek:

Ct"+ACnt"" ' =0,
t+An=0=A=—t/n.

Igy a keresett gorbe:

t 2Bt? 1 2
g(r) = (r——)é’1+<Bt2——>e2:t(l——)él+3t2 <1——>e2
n n n n

egy parabola.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szilagyi Brigitta, BME



3. fejezet

Ivhossz és ivhossz szerinti paraméterezés

3.1. Elméleti osszefoglalo

3.1 TETEL Az F(t) térgorbe t; paraméteri P, pontjatdl a t, paraméterd P> pontjdig tarté
ivének elGjeles hossza

5= ttz\/xz(t)—i-yz(t)—i-z'z(t)dt.

3.2 ALLITAS Azy = ¢@(x) egyenletii sikgorbe esetén a gorbe fvhossza

T / V 1+ (¢ (x))dx.

3.3 DEFINICIO A gorbe pontjait paraméterezhetjiik egy rogzitett pontjatol mért s ivhosszal.
Ezt a paramétert a gorbe természetes paraméterénk nevezziik.

Ha az ivhosszat egy rogzitett Py ponttdl a r paraméterd P(r) pontig mérjiik, akkor s = s(r)
t fiiggvénye.
Beldthatd, hogy ekkor 1étezik a t = t(s) inverz fiiggvény is, ezért minden 7(¢) gorbénél
végrehajthat6 az ivhossz szerinti paramétertranszformacio.
3.4 TETEL Ivhossz szerint paraméterezett gorbe érintGvektordnak hossza 1.

19



20 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

3.2. Feladatok

3.1 FELADAT Mutassuk meg, hogy az

R

0, hat=0

xX=t
{ tsinl,  hat>0
y
z=0
folytonos gorbének nincs ivhossza a t € |0, | végtelenbe nyiild iven!
3.1 MEGOLDAS Irjuk fel az egyenletek els§ derivaltjait:

=1,

111
=sin— — —cos —,
Y t ot ot

z=0.

A gorbe ivhossza

T o 11 1)?
s:/ x2+y2+z2dt:/ 1+ |sin———cos— | dr.
0 0 t ot t

Mivel a fonti improprius integrdl divergens, kovetkezik, hogy a gorbének valéban nincs
ivhossza.

3.2 FELADAT Szdmitsuk ki a kovetkezd térgorbe ivhosszdt, és irjuk fel az ivhosszparaméte-
res egyenletét:
2

t 2+/2
F(t):(t+3)él+5z?2+ \3/_523 0<t<1

3.2 MEGOLDAS A gorbe, és a gorbe paraméter szerinti derivéltja:

t+3 1
=] 5 | =]
2213 V2t

A gorbe sebessége a sebeségvektoranak normdja:

v(t)=|[F0)|| = V1+2+2 = [1+1|=1+1.

Az utolsé egyenl8ség azért dll fenn, mert 0 <t < 1 esetben |1 +¢| = 1+17. Az ivhossz a
sebesség paraméter szerinti integralja:

2

¢(t) = /Otv(’c)dr _ /Otu podr=r+ 5
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Ivhossz és ivhossz szerinti paraméterezés 21

Megjegyzés: Az integraldsi valtozo azért T, mert az integrdlds hatdra és az integralasi valtozo
lehet azonos, és most az integrélds hatérat jeloljiik r-vel. Igy ¢ (¢) az integrélas fels6 hatardnak
fliggvénye.

Most ratérhetiink az fvhossz szerinti paraméterezés megoldésara. Ehhez { ~!-el kell paramé-
tertranszformaciot végrehajtani:

=1 —

t=—1+/1+2C.

Mivel ¢ € [0, 1], ezért a ,,+” elGjelet kell valasztani. Az dtparaméterezéshez az ivhosszfiigg-
vény inverzével kell transzformaélni:

2

t
C:t|—>t+§:s

s —14V/1428 =1.
Igy az dtparaméterezett gorbe:
—14++vV1+2543 24+1+42s
As)=| L(-1+vI+2)° | = I4s—v1+2s
22 (14 yTm) 2] 4@t )VTT 223
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4. fejezet

Gorbiilet és torzio

4.1 TETEL Tekintsiink az 7(s) kétszer folytonosan derivdlhaté természetes paraméterezésii
gorbén egy Py pontot, tovabba harom, nem kollinedris P; (s1), P»(s2) és P3(s3) pontot, melyek
mindegyike Py(sg)-hoz tart. Ezek minden helyzetben egy sikot hatdroznak meg.

A Py, P,, P5 pontokon atmend sikok sorozata egy, a sorozattdl fiiggetlen, a gérbe és a Py pont
dltal meghatérozott hatérsikhoz tart, melyet a Py-beli 7/(so) és 7" (so) feszit ki. Ezt nevezziik
a Py ponthoz tartozé simuldsiknak.

4.2 ALLITAS A simuldsik egyenlete vegyes szorzattal kifejezve:
(R —7(50))7'(s0)7" (50) = 0,

ahol R a simul6sik pontjainak helyvektora.
A gorbiilet a

_ @) <7

K=o

a gorbiileti sugar az

a torzio pedig a

IRGOLOLIO)
T 5 2
Hr(t) X r(t)H
képlettel szamolhaté tetszéleges paraméterezés esetén.

4.1. Feladatok

4.1 FELADAT Hatdrozzuk meg az
H(1) =18, + 178, +1°8;

gorbe gorbiiletét és torziojdt a t = 0 paraméterii pontban!
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Gorbiilet €s torzio 23

4.1 MEGOLDAS Szdmoljuk ki a 7(¢), #(r) és 7 vektorokat:
18] +128, +1°2;

At =0 helyen a derivaltak:

7(0)=¢
?(l) =2é>
7 (l‘) = 6?3

A gorbiilet és a torzi6 t = 0-ban:

O o 7
(70),7(0), 7(0))
0= "o <o

4.2 FELADAT Hatdrozzuk meg az
7(t) = €' cost &) + ¢’ sint &) + €' é;

kiipos csavarvonal kisérd triéderét, gorbiiletét és torziojdt!
4.2 MEGOLDAS
(t) = €' cost &) +e'sint &, + €' é;
(t) = €' (cost —sint)é; + €' (cost + sint)é, + '€
F(t) = —2¢€'sint &) +2¢' cost &, +¢'é3
(1) = —2¢€'(sint 4 cost)e; +2¢' (cost —sint)é; + €' €3.

A kiséro triéder:

(1) () ") ! (cost —sint)é| + ! (cost +sint)é; + ! ¢
== =—= - 1+ —= 2+ —=€3
IFO)l  V3e V3 V3 V3
. (1) x 7(1) 1. L1 _ . 2.
b(t) = — ——— = ——=(sint — cost)é| + —=(—sint — cost)ér + | &3

Fornl Ve TR ;
" . 1 1
7(t) = b(t) x{(t) = —=(—sint — cost)é] + —=(—sinz +cost)e,.
()= bie) xil0) = et s 2

) <F0)| _ V2
= TRop. e
o) = Tr(t)r 1)7(1)) _ b
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24 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

4.3 FELADAT Hatdrozzuk meg a ¥(t) = %é’l + 618, + 3133 gorbe

a.) gorbiiletét és a gorbiilet szélsdértékeit,
b.) torziojdt és a torzio maximumdt,

c.) irjuk fel a simulosik, a normdlsik és a retifikdlo sik egyenletét, a t = 1 paraméterii
pontban!

4.3 MEGOLDAS
F(t) = e +6té, +3t7¢3

. -2
Ht) = —5 @ + 62 +91%8;

IaiH

4
(f) == t—z] + 181’83

—12_
F() = —3-@ + 182,

A gorbének két dga van, amelyek az origdra vonatkozdan kdzéppontosan szimmetrikusan
helyezkednek el, hiszen 7(—t) = —F(t). Az aldbbiakban a £ jel utal ar > O illetve az < 0

7 7z

paraméterértékekhez tartoz6 dgakra. Hasonldan szdmolva, mint az el6z6 feladatban:

- ort 612 -2
b(t) ==+ e e Z
®) <2+9t4el+2—|—9t4€2+2+9t4€3)

i) = + 612 ﬁ+2 914 N 612
200y —
24+974¢! 2—|—9t42 2+9t43

Igy a gorbiilet és a torzio:

() = 123
C(24914)2
1243
1)=———75-"
) =~ o

2 4
A gorbiilet lehetséges széls6értékhelyeit a dg) = 3622(59: i)sf L) egyenletbdl kapjuk. A

mdsodik derivéltak helyettesitési értékét is figyelembe véve t = 0 minimumbhely, = + (%) 4

1 1
maximumbhely, ahol a gorbiilet: x(0) = 0 illetve K (j: (%) 4) = 35—2 (%) .
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Gorbiilet €s torzio 25

Gl
FNE

1
A t(t) = FK(t) egyenldség miatt a torzi6 minimuma: T <( ) ) = -3 ()%, illetve

l = —
maximuma: T | — (%) v = % (%) *. A simul6sik egyenlete t = 1-ben (R a sik véltozé

—_

pontjanak helyvektora):
0= (R—7(1))-(#(1) x #(1)) = 108x + 72y — 24z — 576.

Egyszertsitve:
9x+ 6y — 2z =48.

A normalsik egyenlete:
0= (R—7#(1))-7(1) = —2x+ 6y +9z — 59.
A rektifikal6 sik egyenlete:

0= (R—7(1))-7(1)- (F(1) x (1))
6x—Ty+6z+12=0.

4.4 FELADAT Hatdrozzuk meg a kor tetszbleges pontjdhoz tartozo gorbiileti kozéppontot!

4.4 MEGOLDAS Elég az origé kozéppontd, R sugart kort nézni: x> 4 y> = R2.

[ Rcost
7(t)= | Rsinz |, t€10,2m)
| 0
' [ —Rsint
7(t)= | Rcost
i 0
) [ —Rcost
F(t)= | —Rsint
i 0
7(1) x F(t
K(t) = IIF(z r(3)|!
[7(2)
' ) i ikl 0
#(t)x7(t)=| —Rsint Rcost 0 |=i-0—j-0+k-(R*sin’t+R?cos’t)= | O
—Rcost —Rsint O R?

[F(r) x 7(1)]| = \/ (R?)? = R?

17(1)]| = VR?sin®t + R2cost = R
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R2
K= B-R = gorbiileti sugar: r =R
—Rsint —sint
- 1
i(t) = R Rcost | = | cost
0 0
—cost
=7i(t) = | —sint
0
Gorbiileti kozéppont:
Rcost —cost 0
g(t)=| Rsint | +R| —sint [ =] 0
0 0 0

4.5 FELADAT Keressiik meg az xy = 1 hiperbola legkisebb sugarii simulokorét.

4.5 MEGOLDAS A simuldkor sugardnak meghatirozdsdhoz sziikségiink van a gorbiiletre.
A gorbiilet meghatdrozasdhoz tekintsiik a hiperbola paraméteres egyenletrendszerét! Egy
lehetséges valasztas:

t
)=\ 1|, teR\{0}.
0
A sziikséges derivaltak:
[ 1
)=1| =
| 0
[ 0
H)=| 3
| 0

A gorbiilet: .
(1) X7 (t
(t) = 17 ZX r(3 )
ol
alapjan szdmolhat6. Ehhez kiszdmitjuk az aldbbi mennyiségeket:
i
) x7t)=|1 —
0 2

3

2 - - 2
:l.()—i-].o_’_k.lj:

S O =
Hwh\)o (]

~

2
=]

i <iol =/ (3) -
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Gorbiilet €s torzio 27

Igy:
2
k() = 1" 2 ° 2|7
T Ve |8 ns 3
# Pl (T+1)3 /(1+14)
(1414)3
=>R(t)="—F7—"—
A gorbiileti sugar szélsdértéke:
(1+1%)

R(t)=f(t) = ———
(t)=r(@) 210
3 MNE 13 5.3 a3 2
S-(1+1%)2-42-26° — (1 4+17)2 - 6¢
f,(t):2(+) (1+17) 0
416
Se)=12(14+47 65— (1+7.62=0
621442 (26 — (1+1%) =0

Mivel szorzatuk akkor nulla, ha valamely tényez6je nulla, igy a kovetkezd eseteket kapjuk:

t=0, ami ellentmondas
V14tr=0=1=—1, ami ugyancsak ellentmondds
2@ -1 - =0='=1=r*=1=1=+1.

Elegendd ¢ > 0 esetet vizsgélni, a t < 0 esetben a gobiileti sugdr ugyanakkora:

\/(12+1)3:\/5

t=1=R=
to <1 t=-1 —1<t<1 t=1 1<t
() + 0 - 0 +
f(t) Ve helyi maximum AW helyi minimum  ~

Irjuk fel a simulokor egyenletét! Fénormalis vektor: 7i(t) = b(t) x 7(r)

7(1) 1? 1 " 12 1 g

() =—2 = ,—=,0)7 = - 0
0 70| V146 el VIt i+

b = 7(t) x 7(1) _f' 8 B 8
[FoxFoll 2| 2 1y
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28 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

e e 7 1
! J k 1444
ii(t) = 0 0 1| = i
l2 . ] O 1+l4
Vitet Vit 0
Simulékor kozéppontja:
3 1
ARG R
g0 =F0)+Ri() = | ||+ el
0 0
144 144
t 22 r+ 22
dHNE AR
0 0 0
Hat =1, akkor
[ 2
gl)y=12
| 0
Ha ¢ = —1, akkor a kézéppont koorinatii
)
g-1)=| 2
| 0

A korok egyenletei tehat:

4.6 FELADAT Hatdrozzuk meg az y = sinx simulékorét a (%,1) pontban!

4.6 MEGOLDAS Az el6z6 feladat menete szerint:
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Gorbiilet €s torzio 29

[7(e) x 7o)

(=1

= 3
@]
o [ 0
Ft)xFt)=|1 cost 0 |= 0
0 —sinz O —sint
[7(r) x #(t)|| = 1/ (— sinr)? = |sin¢|
17(2)|| = V/'1 +cos?t
int
K(t) = |sint|
(14cos?t)3
1 2r)3
_ R(r) = YU Feos )
|sint|
i(t) = ) _ ! colst
17| V14 cos?s 0
| cost
7i(t) = -

_\/1+coszt. 0

5 0 5
g(%) 11|21 |=1]0
0 0 0

A simulokor ekkor:

T2
- — =1.
< 2) Ty

4.7 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezd gorbe gorbiiletét és torziojdt egy tetszoleges, t

paraméterii pontjaban!
(1) = e'é) + e ')+ V2183

4.7 MEGOLDAS

Szilagyi Brigitta, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



30 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

<) = [7(t) x 7(t)]]  V4+2e2+2e72 V21
SR f)H3 (e +e)®  4cosh’r  \/8cosh?r
o) = T?O)? D7) V2e !

FO) <702 (1+e¥)?  Beosh?r'

4.8 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezd gorbe gorbiiletét és torzidjdt egy tetszoleges, t
paraméterii pontjaban!

7(t) = a(3t —13)é) + 3at’é, + a(3t +1°)&;

4.8 MEGOLDAS

#(1) = a(3t —1°)é| + 3ar*é> + a(3t +1°)e;
7(t) = 3a(1 —1%)&, + 6até; + 3a(1 +1°)e;
?(t) = —bate| + 6aé, + 6bates

7 (t) = —6a2; + 6aé3

1
k)= ey

1
1= ety

4.9 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezd gorbe gorbiiletét és torzidjdt egy tetszdleges, t
paraméterii pontjdban!
7(t) = coshté| + sinhté, +t&3

4.9 MEGOLDAS

t) = coshté; +sinhté, +té3

S

t

sinhzé] + coshté, + €3

Hl 10

=l
=~ =~
~

coshzé| + sinhté;

t) = sinhté; + coshté,

~U

~— ~— — “—

1

B 2cosh?t
1

T) = .
2 2cosh?t
Megjegyzés: Természetesen az elobbi harom feladat végeredményébdl nem kovetkezik, hogy

tetszOleges gorbe gorbiilet- €s torzidfiiggvénye megegyezik. Ennek igazoldsara élljon itt a
kovetkez6 feladat:
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4.10 FELADAT Hatdrozzuk meg az
7(t) = cos’1 & +costsint &, +sinté3, t € [0, 27)

Viviani-féle gorbe gorbiiletét a t = 5 pontban! Van-e a gorbének olyan pontja, amelyben
0 a gorbiilet? Hatdrozzuk meg a gorbe torziojdt egy tetszoleges t paraméterii pontjaban!
Keressiik meg azokat a pontokat, ahol a torzio zérus!

4.10 MEGOLDAS

:\|?(t)x?(t)\] 24/13+3cos(2t)

k() 17(0)]3 (3+cos(2))*?

A gorbiilet a# = Z pontban: k (Z) = /5. A gorbiilet akkor lehetne 0, ha a 13+ 3cos2t = 0.
Ez semmilyen ¢-re nem teljesiil, tehit a gobiilet minden ¢-re pozitiv.

A torzio: o
o) = (F(t)F(2) 7 (1)) __ 12cost .
| HlIIF  13+3cos2t

(1) x 7
A torzi6 0, ha cost =0, vagyisat = F ésat = 37” paraméterd pontokban.

[7(z) x

4.11 FELADAT Hatdrozzuk meg a kozonséges csavarvonal tetszbleges pontjdban a gor-
biileti kozéppont koordindtdit. Mi lesz a gorbiileti kozéppontok mértani helye? Milyen
feltétel(ek) mellett illeszkedik ez a tarto hengerre?

4.11 MEGOLDAS A ztengelyl csavarvonal egy lehetséges paraméterezése:

acost
7(t)=| asint |, teR,
bt

ahol a a tartéhenger sugara, b pedig a menetemelkedést jellemzd alland6 (m = 27h). A
sziikséges mennyiségek:

—asint
F(t)=| acost

b

—acost
F(t)=| —asint
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32 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

(t) = [7(r) x 7(t)l]

[7(t) |
i f k absint
F(t) X F(t) =| —asint acost b |= | —abcost
—acost —asint 0 a?

[7(t) x #(t)|| = Va2b2sin®t + a2b2 cost + a* = \/a2b? + a* = a\/a? + b>

()| = Va2 sin?t + a2 cos?t + b2 = \/a® + 2.
Ezek ismeretében a gorbiilet:
av a? + b? _ a
(@+b2)Wal b2 a>+b*

Vegyliik észre, hogy a gorbiilet a paramétert6l fiiggetlen, dlland6. A gorbiileti kozéppont
szamitasahoz sziikséges mennyiségek:

—asint
o 1
{(t) = ———=-| acost

bsi bsint .
() = T X7 ! ooy ‘oo
= — - = | —a =| —
[7(t) x 7(1)||  aVa>+b? 2 var+ht
a’+b?
, 7 bf k —cost |
— -7 — sint cost? a .
() = b(r) x1(r) = Vaa+br i+ Vi | T | T sinf
___asint acost b 0
Va2+b?  Val+br Va2 +b? -
Igy a gorbiileti kozéppont:
1 acost 24 b? —cost —%zcost
g(1) :?(I)+E 7i(t) = | asint | + - —sint | = _% sint
bt 0 bt

M Z 2 7/ z z M
Ez is csavarvonal, amelynek tartéhengere ‘—%‘ sugart és menetemelkedése 27th, ami

azonos az eredeti csavarvonaléval. A két tartéhenger pontsan akkor esik egybe, ha |a| = |b|
teljestil.
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5. fejezet

Frenet-apparatus, kiséro triéder

Mir az el6z6 fejezetben megismerkedhettiink a Frenet-féle haroméllel, de mig a 4.
fejezetben a gorbiilet és a torzid, vagy éppen a simuldkor szdmitdsa volt az elsddleges cél,
addig az 5. fejezet a kiséré triéderrel kapcsolatos feladatokat tartalmazza. Természetesen a
témakor jellegébdl fakad, hogy a két fejezet kozott atfedést tapasztalunk.

Egy tetszOleges mozgést sok esetben elényods a pdlydhoz olyan, a palydhoz rogzitett
koordinétrednszerben leirni, amelyet hdrom, egymadsra kolcsondsen merdleges egységvektor
alkot. Ezek lehetnek a 7 érint3-, 77 normalis-, és b binormalis vektor. Amelyek ivhossz szerinti
paraméterezés esetén az s = s paraméterdi pontban

t = —"
(s0) ds

= dZF(S())
7i(s0) = ds?

b(so) = T(s0) x 7i(s0)

alakot Oltenek. Tetsz6leges paraméter esetén kiszamitasuk egy ¢ =ty paraméter(i pontban a

. Fto)
0= o]
- ?(t())xi’;(l‘())
P0) = (o) w 7))

formuldk alapjan torténhet.

5.1 FELADAT Hatdrozzuk meg az 7(t) = (t2 — 1) e1+ (t+2)é3 + (t3 — t) ész gorbe ty = 1
paraméterii pontjdhoz tartozo kisérd triédere élegyeneseinek és sikjainak az egyenletét.

5.1 MEGOLDAS A gorbe, elsd, és masodik derivéltja:

2—1 2t 2
Ft)y=|t+2| 7Ft)=] 1 (t)=10
P —t 32 —1 6t
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A to = 1-ben a fenti fiiggvények értékei:
0 2 2
7(1‘0) = |3 ?(l‘()) = |1 ;_’;(t()) = |0
0 2 6

Az érintd egységvektort ezek utdn konnyen ki tudjuk szdmolni:

2
1
2

Megemlitjiik, hogy a kiséré triéder érintd egységvektorat igen gyakran csak érintd vektorként

emlegetik. Bar az érint6 vektor kordbbi, normdlatlan alakjat tekintve ez pontatlan, kiilo-
nosebb zavart azonban nem okoz. A binormalis vektorhoz ki kell szamolni 7 x 7| -t €s a
normajat:

6—0 3
Fx P = 4—12| =2 |—4
0—2 —1

7% 7P =4(9+16+1) = 4-26,
fo
igy mdr szamolhat6 b(1):

3
- ?xﬂt 1
b = 0
R TRV

-1

A normalis vektor a fenti kettd keresztszorzatabdl szamolhato:

8- (~1) 7
ﬁ(zo):z(to)xmo):ﬁ 26 :ﬁ 3
3-(—8) "

A triéder sikjait azon meggondolédsok alapjan szamolhatjuk ki, hogy minden pontjuk a kisér6
triéder megfeleld élére merdleges, és illeszkedik a gorbe adott 7(zp) helyvektort pontjéra.

A simuldsikot T és 7 fesziti ki, ezért b-re merdleges, azaz minden X pontja kielégiti a kovetkezd
egyenletet:

X
b-X=b-1o), ahol X = |y
Z
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Ekkor a fenti egyenlet koorinatés alakban:
3x—4y—z=-12.
A normdlsikot 7t és b fesziti ki, igy 7-re merdleges:
r-X=7-%{t).

Koordinatas alakban:
2x+y+2z=3.
A retifikdlé sikot T és b fesziti ki, 7i-re merGleges. Egyenlete vektoros, majd koordinatas

alakban:
= ii-F(o).

S|

—Tx—8y+ 11z = —24.

5.2 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezd gorbe gorbiiletét, torziojdt, kisérd triéderét a
t =0 illetve at = % pontban

7(t) = (t —sint)e] + (1 — cost)é, + sint €3!

5.2 MEGOLDAS

7(t) = (t —sint)e] + (1 — cost)é; + sint €3
7(t) = (1 —cost)é] +sint &, + cost &

?(t) = sint e} + cost é; — sint &3

?(t) = Cost é] —sint €, — cost €3

érint6 egységvektor:

binormalis egységvektor:
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fonormalis egységvektor:

gorbiilet:

torzio:

érinto egységvektor:

binormalis egységvektor:

gorbiilet:

torzio:

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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_HOR0)F(0) _
O Foor T
i(3)=a+e
P(3)=a-a
(T 5
i(3)=-2
oy FE) V2. V2.
t(i) - |7:(%)| T~ Ty e
DA VAL VAL VA
FERTC I R R R
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5.3 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezd gorbe gorbiiletét, torziojdt, kisérd triéderét a
t = 1 paraméterii pontban!

7(t) = 2t€] +1ntés + 1283, (1> 0)

5.3 MEGOLDAS
7(1) = 2t&] +Inté; +1°2;
. 1
7(t) =2é) + ;52 +2té3
5 1 — —
F(t) = — 2@ +2€3

'—.; 2 —
F(t) = 392

Esetiinkben
7(1) = 28] + &, +2¢;
7(1) = —52 + 223

7(1) =22
érint6 egységvektor:
B ) 2. 1, 2
(1) == =—-e1+-ér+ ¢

binormalis egységvektor:

, F) A1) 2, 2. 1,
b(1) = =& -8 -~
(1) F(1) xF(1)] 3 37 37
fonormalis egységvektor:
o . 1 2 2
gorbiilet:
D x 71| 2
PO ET O
F(1)? 9
torzio:
A1) 7 (1 2
1y = FORDF() 2
F(1) <A 9
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5.4 FELADAT Hatdrozzuk meg a 7(t) = %é’l +1nté; — 123, t € I = (0,00) gorbének azokat
a pontjait, melyekben a binormdlis pdarhuzamos az x —y + 8z + 2 = 0 sikkal.

5.4 MEGOLDAS A gorbe, els6 és masodik derivéltja:

2/t —2/t? 4/t3
)= |Int|, #&)=| 1/t |, #@)=|-1/i
—12 —2t -2

Amennyiben a binormdlis parhuzamos az x — y + 8z + 2 = 0 sikkal, akkor mer&leges a sik

1
N=|-1
8

normdlvektordra. A t paraméteri pontban a binormalis parhuzamos 7(t) x 7(¢) vektorral:

—2/t—2/t -2/t
b(t) | (1) x F(t) = | —8/12—4/2| || |—6/:2| = Ab(2),
2/t* —4/t* —1/t4

ahol A zérustol kiilonbozs valés szam. Kell tehdt, hogy b(r) - N = 0 teljesiiljon:

- - 2 6 8
Ab() N=-"+4—-—==0
t) t+t2 4

P =3 +4=>0+1)—4t+4)=(t+1)(r—2)%=0.

A fenti egyenletnek két kiilonbozG gyoke van, t = —1 és t = 2, de —1 ¢ I miatt csak a

t = 2 gyok ad megolddst. Tehdt egyetlen, a feladat feltételét teljesits pont van, és ez az 7(2)
helyvektord P(1, In2, —4) pont.

5.5 FELADAT Bizonyitsuk be, hogy az
7(t) = té) + sint €, — cost &3

gorbe fénormdlisa minden t esetén pdrhuzamos az [y, z) sikkal!

5.5 MEGOLDAS

7(t) = 1€ + sint é; — cost €3
7(t) = &) +cost &, +sint &;
7(t) = —sint &, 4 cost &3
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A fonormélis vektort a kifejtési tétel alapjan szdmolva:

50— i) — PO FO) ) 7

1) = — - X — = —sint &, 4 cost €3,

[7e) < FO) |~ IFO1 17 <717

amibdl kovetkezik az allitds, hiszen €| vektor egyiitthatdja 0.

5.6 FELADAT Hatdrozzuk meg a @(t) fiiggvény alakjdt iigy, hogy az
x=t,y=sint, z= @(t)
gorbe fénormdlisa a t paraméter minden értéke mellett pdrhuzamos az [y, z) sikkal!

5.6 MEGOLDAS

S

(1) =té; +sint &, — @(1)és
(1) =€ +costéy+ @(t)és
(r) = —sint & + ((1)é5

~i-
I

S

Az 5.5 példanak megfelelden kifejtve a fénormalis vektort (C konstans):

ii(t) = T;i?)?m(:"?) = C{#(t) - [costsint — (t)H ()] + F(t) - [1 +cos’t + (¢(t))*] } .

Mivel 7 parhuzamos az [y, z] sikkal, de 7 nem, ezért 7 egyiitthat6janak 0-nak kell lennie,

costsint = @(1)P(1),
ami csak ugy lehetséges, ha ¢(t) = £ cost.

5.7 FELADAT Hatdrozzuk meg a 7 = x*> +y?, y = x gorbe normdlsikjdt!

5.7 MEGOLDAS Paraméterezziik a gorbét az x =t valtozoval:
7(t) = 1&) +1éy +21%;.
Igy a gorbe ¢ paraméterii pontjahoz tartozé normdlsik egyenlete:
(E—?(r), ?(r)) = (k=) +(—1)+ (z—26%) -4t =0,
5.8 FELADAT Bizonyitsuk be, hogy az

7(t) = acost &) +asinasint &, + acos o sint €3

gorbe normadlsikjdra illeszkedik az x = 0, ytan o + z = 0 egyenes!
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5.8 MEGOLDAS

7(t) = acost € +asinasint €, + acos o sint €3

7(t) = —asint &| +asin o cost &, +acos A cost €3.

A normalsik egyenlete:

@—WLWD:

—xasint +yasin a.cost + zacos ot cost = 0.

Ha cos a # 0, akkor atalakitva a normalsik egyenletét a kovetkez6t kapjuk:

—xsint + (ytan o 4 z) cost = 0.

Behelyettesitve az x = 0, ytana + z = 0 egyenes pontjait azonossagot kapunk, tehat az
egyenes valoban a normalsikban van.

5.9 FELADAT Igazoljuk, hogy az

?(t) =te; -|-t2?2 +I3E3

gorbének a (0, 0, 0) pontbeli kisérd triédere egybeesik a koordindta-egységvektorokkal!

5.9 MEGOLDAS A 4.1 példdban mar kiszdmoltuk a megoldashoz sziikséges derivaltakat:

(t) =té) +1%e, +1°¢;
(l‘) =¢é1+2té; +3l‘2§3
(1) = 28, + 6t23.

S|

~i-

Vegyiik észre, hogy az origd éppen t = 0 paraméterértékhez tartozik, igy a kisérd triédert
alkot6 érint6-, binormalis- €s normdlis egységvektor:

Ami igazolja éllitdsunkat.

oy O @

1(0) = ROTERE 1

B0y~ O x70) _ @x2%
b(0) 17(0) x 2(0)|| & x 28| ’
7i(0) = b(0) x 7(0) = &

5.10 FELADAT Hatdrozzuk meg az

7(t) = €' cost &) + €' sint &, + €' é;

kiipos csavarvonal kisérd triéderét, gorbiiletét és torziojdt!
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5.10 MEGOLDAS

A kisérd triéder:

1 | o
= = —=(cost —sint)é; + —=(cost +sint)é; +

I V3¢ V3 V3

—

€3

—
o )
St

1
= —(sint — cos?)é] (—sinz —cost)é; +

() X7 b
- 0l ~ V6 MG

L 1
ii(t) =b(t) xt(t) = —=(—sint — cost)é] + —(—sint + cost)é,.
(t) =b(t) x1(t) ( )é1 \/5( )é2

5.11 FELADAT Hatdrozzuk meg a ¥(t) = %E’l + 618, + 3383 girbe

2 2

a.) gorbiiletét és a gorbiilet szélséértékeit,
b.) torzidjdt és a torzio maximumdt,
c.) irjuk fel a simulosik, a normdlsik és a retifikdlo sik egyenletét, a t = 1 paraméteri

pontban!

5.11 MEGOLDAS

2
(1) = ?El + 612, +31°2;

. 4
?(l‘) = t—351 + 18té3

~12
F(I) - t—4€1 + 1853

A gorbének két dga van, amelyek az origéra vonatkozdan kdzéppontosan szimmetrikusan
helyezkednek el, hiszen 7(—t) = —7(t). Az aldbbiakban a + jel utal az > O illetve ar <0
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7

paraméterértékekhez tartozé dgakra. Hasonléan szamolva, mint az el6z6 feladatban:

1) -2 . 612 . 9t

= e e e
2494 T 92T 9 g3

- ort 612 -2

b(1) = + ¢ e ¢
®) <2+9t4el+2—|—9t4€2+2+9t4e3)

(1) = + 612 +2—9z4ﬁ N 612
n = e e e .
2494 T oA T g

Igy a gorbiilet és a torzio:

K(t) = 12[¢)3
C(24914)2
1243
)= ——"s.
w(t) (2+94)?

2 4
A gorbiilet lehetséges széls6értékhelyeit a dﬁgl) = 362239;})53’ )

= 0 egyenletbdl kapjuk. A
1
mdsodik derivltak helyettesitési értékét is figyelembe véve t = 0 minimumhely, r = + (%) *

1 1
maximumbhely, ahol a gorbiilet: k(0) = 0 illetve k (i (&) 4) =5 ()%

) ) = —3%(14—5)%, illetve

Gl
B

A 1(t) = Fk(r) egyenlGség miatt a torzi6 minimuma: T ((
1 1
maximuma: T <— (%) 4) = % (14—5) t.
A simul6sik egyenlete t = 1-ben (R a sik véltozé pontjdnak helyvektora):
0= (R—#1))-(#(1) x A(1)) = 108x + 72y — 24z — 576.

Egyszertsitve:
Ox + 6y — 27 = 48.

A normalsik egyenlete:
0= (R—7(1))-#1) = —2x+6y+9z—59.
A rektifikal6 sik egyenlete:

(R—7(1))-#(1)- (*(1) x #(1)) =0
6x—Ty+6z+12 =0.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szilagyi Brigitta, BME



Frenet-appardtus, kiséro triéder 43

5.1. Gorbe megadasa a Frenet-apparatusbol

5.12 FELADAT Mutassuk meg, hogy a kor természetes egyenletrendszere:

K = — = konstans, T = 0 = konstans!

P
5.12 MEGOLDAS Szamitsuk ki egy r sugard kor gorbiiletét és torzidjat!

7(t) = rcost é; + rsint é;

#(t) = —rsint & + rcost &
(t) = —rcost &) — rsint &
7 (1) =rsint @, — rcost &
1) x F(t 1
(t) = Hr(z r(3)||
@)l r
2OV (f
) - BOOT0) _,

A gorbeelmélet alaptétele szerint k() és 7(¢) fiiggvények irdnyitastarté izometriatdl (egybe-

vag6sagtol) eltekintve egyértelmiien meghatdrozzak a gorbéket, ezért a x(r) = 1 és 7(r) =0

7
fliggvények a kort hatarozzak meg.

5.13 FELADAT Hatdrozzuk meg azt a sikgorbét, amelynek természetes egyenlete:
K(s)

A kezdeti feltételek s = 0-ban legyenek: a(0) =0, x(0) =0, y(0) = a.

a_,
a’+s?°

5.13 MEGOLDAS Legyen 7(s) = (x(s), y(s)) a gorbe ivhossz szerint paraméterezett alak-
ja. Legyen 7(s) = (t:(s), t,(s)) az érint§ egységvektor. Sikgdrbe esetén ekkor 7i(s) =
(—ty(s), t,(s)) (vagy ennek ellentettje) lesz a fénormdlis egységvektor.

A Frenet-formuldkbdl tudjuk, hogy dfj—(;) — k(s)7i(s). Igy az aldbbi differencidlegyenlet-

rendszerhez jutunk:

t)lc = _K(s)t%

ty = K(8)ty.
Kk (s)-et behelyettesitve és megoldva az egyenleteket az aldbbi fiiggvényeket kapjuk:
1(s) = SEE,
VEtd
_cs—oa

Y= e
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Hatédrozzuk meg a c; és ¢, konstansokat!

Tudva, hogy a gorbiilet x(s) = d‘z—gs), kifejezhetd belGle az a(s) irdnyszog:

B a B s
a(s) = /mds = arctan <5> + ap.
Behelyettesitve az s = 0 és a(0) = 0 kezdeti feltételt, ap = 0, vagyis az érintGvektor s = 0-
ban: 7(0) = (1, 0), ami azt jelenti, hogy c; = 1 és c; = 0.

A gorbe paraméteres egyenletét az érintdvektor komponenseinek s szerinti integralasaval és
az x(0) = 0, y(0) = a feltételek figyelembevételével kapjuk:

$ a
x(s)= | ———=ds=alo <s+ s2—|—a2)—alo a,
6)= J, 7t = aloe :

$ S
s) = — ds=Vs?2+a®—/a.
w0 = [ s =/ Va

A kapott paraméterezésii gorbe egy lancgorbét hatdroz meg. s = asinh 7 paramétertranszfor-
mdcidval dttérhetiink x szerinti paraméterezésre, és ekkor a megszokott y = acosh? alakot
nyerjiik.

5.14 FELADAT Hatdrozzuk meg azt a sikgorbét, amelynek természetes egyenletét a:

fiiggvény definidlja! A kezdeti feltételek s = 0-ban: a(0) =0, x(0) =0, y(0) = 0.

5.14 MEGOLDAS Legyen 7(s) = (x(s), y(s)) a gorbe ivhossz szerint paraméterezett alak-
ja. Legyen 7(s) = (t:(s), ty(s)) az érint egységvektor. Sikgdrbe esetén ekkor 7i(s) =
(—ty(s), ty(s)) (vagy ennek ellentettje) lesz a fénormalis egységvektor. A Frenet-formulak
felhasznaldsdval az el6z6 feladathoz hasonléan jarunk el. fgy az aldbbi differencidlegyenlet-
rendszerhez juttunk:

t)lc = _K(S)tyu

ty = K(8)ty.

K(s) = = behelyettesitésével ennek megoldasa:
a

2 2
t(s) =ci coss——l—czsins—
g 2a? 2a%’
(5) = ersin S —crcos >
§) =c18in = — €2€08 —.
Y 2a? 2a?

Hatarozzuk meg a c; és ¢, konstansokat!
Az os) irdnyszogre felirhatjuk, hogy:

2

s s
als) = [ ~ds=— + .
(s) /azs 2a2+a0
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Behelyettesitve s = 0 és a(0) = 0 kezdeti feltételt oy = 0-t kapunk, vagyis az érintévektor
s = 0-ban: 7(0) = (1, 0). Ebbdl azonnal adédik, hogy c; = 1 és ¢, = 0.

A gorbe paraméteres egyenletét az érintdvektor komponenseinek s szerinti integraldsaval és
az x(0) = 0, y(0) = 0 kezdeti feltétellel kapjuk:

2
x(s) = /cos ﬁds,

2

y(s) = /sin;—azds.

A kapott integrdlok elemi fiiggvényekkel nem irhatdk le, csak fiiggvénysor Osszegeként
adhaték meg. Az igy nyert gorbe a klotoid.
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Feliiletek
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6. fejezet
A felulet

6.1. Feladatok

6.1 FELADAT Tekintsiik a gomb aldbbi, Gauss-féle (kétparaméteres) megaddsat:

7(u,v) = acosucosveé| +acosusinveé, +asinués.

Irjuk fel a paramétervonalak egyenletrendszerét!

6.1 MEGOLDAS Az u-paramétervonalak meghatarozasakor u-t konstansnak tekintjiik. Ek-
kor

X =acosucosv =Acosv
y=acosusiny = Asinv

z=asinu =B,

ahol bevezettik az A és B konstansokat. Vegyiik észre, hogy x> + y> = A2, vagyis a
paramétervonalak a z = 0 sikkal parhuzamos siku korok (szélességi korok).

A v-paramétervonalak esetén v konstans. Ekkor

X =acosucosv=Acosu
y=acosusiny = Bcosu
z=asinu = Csinu.
A paramétervonalak ebben az esetben is korok (hosszuséagi korok).
6.2 FELADAT Tekintsiik a ,,ferde korhenger” aldbbi, Gauss-féle (kétparaméteres) megadd-

sdt:
7(u,v) = (cosu+v)e; + (sinu — 3v)é, + 4ves.

Irjuk fel a paramétervonalak egyenletrendszerét!
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6.2 MEGOLDAS

xX=cosu-+v

y=sinu—3v

z="4w.
Az u-paramétervonalak:
x=A+v
y=B—-3vy
z="4v.

Tehat az u-paramétervonalak egyenesek.
A v-paramétervonalak:

x=cosu+C
y=sinu+D
z=E.

Vegyiik észre, hogy cos” u+sin’u = (x—C)?>+ (y—D)? = 1, vagyis a v-paramétervonalak

korok. (A, B, C, D és E konstansok.)

6.3 FELADAT Tekintsiik az elliptikus kiip aldbbi, Gauss-féle (kétparaméteres) megaddsdt:

F(u,v) = (acosué; +bsinuéy)v+3(1 —v)és.

Irjuk fel a paramétervonalak egyenletrendszerét!
6.3 MEGOLDAS
X =avcosu

y =bvsinu
z=3(1—-v).

Az u-paramétervonalak:

x=Ay
y=Bvy
z=C—3v.

Tehat az u-paramétervonalak egyenesek.
A v-paramétervonalak:

x=Dcosu
y=Esinu
z=F.
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Ebbdl beldthatd, hogy 5—22 + 2—22 = 1, vagyis a v-paramétervonalak ellipszisek (A, B, C, D,
E és F konstansok).

6.4 FELADAT Tekintsiik a hiperbolikus paraboloid aldbbi, Gauss-féle (kétparaméteres)
megaddsdt:
?(u,v) = uéy +vé +uves.

Irjuk fel a paramétervonalak egyenletrendszerét!

6.4 MEGOLDAS

X=u
=V
Z=uv.
Az u-paramétervonalak:
=A
=V
7=Av.
Tehét az u-paramétervonalak egyenesek.
A v-paramétervonalak:
X=u
y=B5B
7= Bu.

A v-paramétervonalak egyenesek. (A és B konstansok.)

6.5 FELADAT Irjuk fel a térusznak egy paraméteres elédllitdsdt, ha azt az
x=a+bcosu, y=0, z=bsinu (b<a, ucl0,2m))

kornek a z tengely koriili megforgatdsdval nyerjiik!

6.5 MEGOLDAS A z tengelytdl r tavolsagra levd (r, 0, zo) pont z koriili megforgatasabol
szarmaz6 kort példaul az x = rcosv, y = rsinv, z = zo paraméteres egyenletrendszerrel
jellemezhetjiik, ahol v € [0, 27). Ezért az r = a+ bcosu és zo = bsinu helyettesitéssel a
térusz

x=(a+bcosu)cosv, y= (a+bcosu)sinv, z=bsinu.

Gauss-féle megaddsdhoz jutunk.

6.6 FELADAT Irjuk fel az
u
x=acosh—, y=0,z=u uelR
a

ldncgorbének a 7 tengely koriili megforgatdsdval keletkezo katenoid kétparaméteres egyen-
letrendszerét!
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6.6 MEGOLDAS Hasonlé médon, mint a 6.5. feladatban lattuk, a katenoid egyenletrendsze-

re:
u u .
x =acosh—cosv, y=acosh—sinv, z=u, (ve€|[0,2n)).
a a

6.7 FELADAT [rjuk fel az
x=asinu, y=0, z= a(logtang +cosu), (ue€l0,m))
traktrixnak a z tengely koriili megforgatdasakor keletkezé pszeudoszféra kétparaméteres
elodllitasat!
6.7 MEGOLDAS A pszeudoszféra egyenleterendszere:
X =asinucosv, y=asinusiny, z =a [log <tang> +cosu] , (velo, 2x)).

6.8 FELADAT Adjuk meg az origo kozéppontii gombnek egy olyan paraméteres elddllitdsdt,
hogy paramétervonalai az |y,z], illetve az [x,z] sikkal pdrhuzamos siki korok legyenek!

6.8 MEGOLDAS Irjuk 4t kétféleképpen a gomb szokédsos paraméterezését tgy, hogy az
eredeti szélességi korok sikja eldbb az [y, z|, majd az [x, z] sikkal legyen parhuzamos:

X =rcosu, y=rsinucost, z = rsinusint, ahol: u € [0, x|, 7 € [0, 27];

x =rsinvcosw, y = rcosv, z = rsinvsinw, ahol: v € [0, &|, w € [0, 27].

Ekkor a két paraméterezésbdl az u és v vonalak a keresett paraméterezést adjdk, tehat ¢ €s
w kikiiszobolésével kell kifejezniink az x, y és z koordinatdkat. Igy az alabbi paraméterezést

kapjuk:

2 2
X =7rcoSu, y=rcosv, z= +sinvy COS( Lt) +COS( V)
cos(2v) — 1

, ahol: u € [0, m], v € [0, m|.

6.9 FELADAT Adjuk meg az origd kozépponti, koordindtatengelyekkel egybeesd tengelyii

ellipszoidot

a) implicit,

b) explicit,

¢) paraméteres alakban!

6.9 MEGOLDAS Legyen az ellipszioid féltengelyeinek hossza rendre a, b és c.

7z

Implicit eldéllitas:

2 2 2
X Y
2T ta=!
Explicit alak:
2 )2
= :l:C 1 — a—2 — ﬁ

Paraméteres alak:
X =asinucosv, y=bsinusinv, z = ccosu,
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ahol
uel0, n], velo, 2xl.

6.10 FELADAT Irjuk fel az
2 2

Xy

a*> b?
hiperbolikus paraboloid paraméteres elddllitasat 1igy, hogy paramétervonalai éppen az
alkotoi (tehdt egyenesek) legyenek! Hogyan vdltoznak ezek az egyenletek a 7 = xy egyenletii

hiperbolikus paraboloid esetén?

2z

6.10 MEGOLDAS A hiperbolikus paraboloid vonalfeliilet, ezért a paraméterezését 7(u, v) =
d(u)+v-b(u) alakban keressiik. Ha azonnal nem tudjuk felirni a helyes paraméterezést,
akkor két kiilonb6z6 paraméterezésbdl fejezhetjiik ki.

2 2 . P .
AO0=2z= ;‘—2 — ZV? éppen egyenesek egyenlete, amit x-szel paramétrezhetiink:

b
x=t,y=t-—, z=0.
a

Az elBbbitdl eltérs paraméterezést kaphatunk az [x, z] sikbeli, szintén x szerint paraméterezett

2 . . . 212
paraboldval: x =u, y =0, z= 55. A két gorbébdl és a hiperbolikus paraboloid egyenletébdl
megkaphatjuk a feliilet paraméterzését:

x=u-+t y:t-é Zzu—z-l-t-l.
’ a’ 24> a?
Hasonlé médon felirhatunk z = 0-bél és [y, z] sikbdl kiindulva egy paraméterezést:
a V2 v
X=Wo, Y= VoW I= g W
A két paraméterezésbol ¢ és w kikiiszobolésével kapjuk a keresett paraméterezést:
bu+av bu —av uv
T 07T 20 0T 2ab

Lathatjuk, hogy akdr u-t, akdr v-t tekintjiikk dllandénak, a mdsik véaltozéban linedris kifeje-
zéseket kapunk, amelyek egyeneseket irnak le. A z = xy egyenletli hiperbolikus paraboloid
esetében pedig x = u, y = v paramétervdlasztassal maris a keresett paraméterezést kapjuk,
vagyis az x és y véltozdban az egyenletek ,,szétcsatolodtak™.

6.11 FELADAT Adott azx =u+v, y =u—v, z = uv feliilet. Rajta vannak-e a feliileten az
A(4, 2, 3) és B(1, 4, —2) pontok?

6.11 MEGOLDAS Az {x, y, z} koordinatak helyére behelyettesitve az A és B pontokat,
ellendrizni kell, hogy van-e megoldésa a kapott tilhatarozott egyenletrendszernek.

Példaul az els6 két egyenletbdl kifejezve u-t és v-t ellendrizziik, hogy a kapott értékek
kielégitik-e a harmadik egyenletet. Az u+v =4, u—v =2, uv = 3 egyenletrendszernek
u =3, v =1 megoldésa, tehit az A pont rajta van a feliileten.

Azu+v=1, u—v=4, uv = —2 egyenletrendszernek nincs megoldésa, tehit a B pont nincs
rajta a feliileten.
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6.12 FELADAT Irjuk dt a kivetkezd vektoregyenleteket implicit alakba és dllapitsuk meg,
milyen feliiletet hatdaroznak meg!

a.)
7(u,v) = ucoshvé| +usinhvé, +2ué;

b.)

— — . u_, 1% —

7(u,v) = vcosué —I—\/§S1n§e2—|— 5(1 + cosu)és
c.)

7(u,v) = ucosvé| +usinvé, + ves

d.)

P(u,v) = (xo +acosucosv)é; + (yo + bcosusinv)é, + (zo + csinu)é;

6.12 MEGOLDAS
a.) Az x = ucoshv, y = usinhv, z = 2u egyenletekbdl kifejezziik u-t €s v-t: u =35, v=
arsinh%. Ezt beirjuk az x kifejezésébe, €s maris egy implicit egyenletet kapunk:

2 4y?
g cosharsinh—y =4/14+ lz
Z Z Z
Atalakitva:
Z* 22
? +y —x =0

Lathatd, hogy egy x-tengelyi elliptikus kup egyenletét kaptuk, amelynek része a feladatban
megadott feliilet.

b.) Az egyenletekbdl kifejezve v-t €s cosu-t: v =2z —x ill. cosu = 5. Irjuk 4t az y
koordindta egyenletét:
1—
y= \/\_zsinE =4/ S oS
2 2
Behelyettesitve cosu-t és v-t, a kovetkezd implicit egyenletet kapjuk: y* = x? — 3xz + 2z°. Ez
egy y tengely(, hiperbolikus kip egyenlete.

c.) Kifejezve u-t és v-t: u = \/x2 +y2, v = z. Visszahelyettesitve és rendezve egy csavarfeliilet
egyenletét kapjuk: xsinz = ycosz.

d.) Az egynelteket atrendezziik:

X — X Y—>Y0 . i—Z
= COSUCOSV, = cosusinyv,
a C

0 .
= Simu.
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Négyzetre emelés és az egyenletek Gsszeaddsa utdn egy C(xo, yo, 20) kO6zéppontd, a, b, ¢
féltengely ellipszoidhoz jutunk, amelynek tengelyei pArhuzamosak a koorinatatengelyekkel,
egyenlete pedig:
(x—x0)* |, (b—=y0)* | (z—20)*
2 T T

6.13 FELADAT Milyen feliiletet hatdroz meg a kovetkezd egyenletrendszer?

=1.

X=u-+sinv, y=u-+cosv, z=u-+a

6.13 MEGOLDAS Az u és v paraméterek elimindlasaval egyenletrendszeriinket implicit
alakra hozzuk:

(x—z4+a)*+(y—z+a) =1.

Beldthatd, hogy ez egy henger egyenlete, amelynek vezérgorbéje az [x,y| sikra illeszkedd,
C(—a, —a, 0) kozépponti egységsugart kor, alkotéinak iranyat pedig az (1, 1, 1)7 vektor
hatdrozza meg.

6.14 FELADAT Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi két egyenletrendszer ugyanazt a feliiletet irja

le!
u % 1

x:— s Z:
u? 42’ Y uz +v2’ u? 412
2

X=ucosv, y=usinv, z=u

6.14 MEGOLDAS A két paraméterez€s altal adott feliiletek egybeesésérdl meggy6z&dhetiink
az implicit alakok eldéllitasaval.

1. paraméterezésbdl: x = uz, y = vz, ebb0l: u = x/z és v = y/z, amit beirva z egyenletébe és
rendezve: x> +y? =z.

2. paraméterezésbdl: x* = u® cos? v, y* = u® sin® v dsszeaddsabol épp z-t kapjuk: x% +y> = z.
A két implicit alak megyegyezik, ezért a két feliilet is ugyanaz, egy elliptikus paraboloid.

2 2 oin2

6.15 FELADAT Irjuk fel annak a hengerfeliiletnek az egyenletét, melynek vezérgorbéje 7(u)
és alkotoi az d vektorral pdrhuzamosak!

6.15 MEGOLDAS A hengerfeliilet egyenletét gy kapjuk, hogy a megadott térgérbe pontjai-
bdl, mint kezdSpontbdl d vektor irdnydban egyeneseket allitunk, tehat:

S(u,v) =7Fu)+a-v.

6.16 FELADAT Irjuk fel implicit alakban annak a hengerfeliiletnek az egyenletét, amelynek
alkotdi pdrhuzamosak az @ = (—1, 3, —2)T vektorral és a vezérgirbéje a x = cosu, y =
sinu, z = 0 egyenletrendszerii kor!

6.16 MEGOLDAS A 6.15-0s példdban kapott kifejezés alapjan eljarva, a hengefeliilet vektori
egyenlete:
x=cosu—lv, y=sinu+3v, z=0—2v.
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Ezt atirva implicit alakka:
’ 2
(x=3) "+ v+ <) oy
2 ) ‘
6.17 FELADAT Hatdrozzuk meg az
X=acosu, y=asinu, z=bu
csavarvonal érintoi dltal alkotott vonalfeliilet paraméteres egyenletrendszerét! Milyen
gorbében metszi ez a feliilet a z = 0 sikot?
6.17 MEGOLDAS A keresett egyenletredszer:
X=acosu—v-asinu, y=asinu+v-acosu, z = bu-+ bv.

Jegyezziik meg, hogy a hengerfeliilet és a kupfeliilet mellett a gorbék érintGegyenesei altal
létrehozott felilletosztdlyok alkotjdk az tgynevezett sikba terithet$ felilleteket. Az [x, y]-
sikkal vett metszetet a z = 0 behelyettesitésével és v eliminalasaval kapjuk: v = —u. A gorbe
pedig épp a kor evolvense:

X=acosu+u-asinu, y=asinu—u-acosu.

6.18 FELADAT Irjuk fel az

x:u,y:uz,z:u3

gorbe érintoi dltal meghatdrozott feliilet implicit alakjat!

6.18 MEGOLDAS Ismét haszndlva a térgorbe érint6i dltal meghatarozott dgynevezett kifejtd
vonalfeliiletekre kapott vektoregyenletet:

xX=u+v,y= u2+2vu, 7=’ 43w’
Az egyenletrendszerbdl u-t és v-t elimindlva, a feliilet aldbbi implicit egyenletét nyerjiik:

(2x* = 3xy+2)2 —4(x* —y)} =0.

6.19 FELADAT [rjuk fel az

P2 =d*(x*+y%), (a>0)

feliiletnek egy paraméteres egyenletrendszerét!

6.19 MEGOLDAS Végtelen sok helyes paraméterezés lehetséges. Lehet példdul x-szel és
y-nal is paraméterezni, akkor a feliilet explicit egyenletét kapjuk:
2
2= +ay/ 1+
X
Egy érdekesebb paraméterezés a kovetkezd:
X =vsinu, y=vcosu, 7= .L,
sinu
ahol ki kell kotniink, hogy u # k7, k € Z (ebben a pontban x =y = z = 0).
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6.20 FELADAT Mutassuk meg, hogy az origo kozépponti, 7 tengelyii egykopenyii elliptikus
hiperboloidot eld lehet dllitani

uv+1 u—v uv—1
y:b Z:C
u-+v u-+v u-+v

X=d

alakban. Mik lesznek ekkor a paramétervonalak?

6.20 MEGOLDAS Az x = a%, y=>bim, 2= c”uv—;vl kifejezéseket behelyettesitve a

hiperboloid ;C—i + ly)—i — i—i = 1 egyenletébe:

WV 2uv+ 1+ u? —2uv +v? —u v +2uv — 1 B w? v+ 2uy

= - = 1.
u? +2uv +1? u? +v2 4+ 2uy

A paramétervonalak egyenesek.

2 2

6.21 FELADAT Hatdrozzuk meg a sik paramétervonalait, ha a sik paraméteres elddllitdsa
a kovetkezo:

a)x=u y=v z=0
b.) x=ucosv y=usiny z=0, 0<u, 0<v<2m

c.) x=cosucoshy y=sinusinhv z=0

6.21 MEGOLDAS  a.) Az u és v szerinti paramétervonalak egymasra merdleges egyenes-
seregek lesznek.

b.) A paramétervonalak az origd kozéppontd u sugard korok é€s az origébol induld v szogi
félegyenesek.

c.) A paramétervonalak origd kdozéppontu ellipszisek és hiperboldk lesznek.
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7. fejezet

Feliileti gorbék, érintosik

7.1. Feladatok

7.1 FELADAT Mutassuk meg, hogy az

al —3COSZL

=0
-z 1—z2

F(x,y,z) = sin T

feliiletnek minden érintésikja illeszkedik a Q(0, 0, 1) pontra!

7.1 MEGOLDAS Az érintSsik egyenlete a feliilet egy tetszSleges P(x,y,z) pontjidban

(X —x)F+ (Y —y)F, +(Z—2)F, =0,

ahol
Fy = F(x,y,27) = w
Fy = Fy(x,y,2) = %’yy’z)
F;=F(x,y,2) = %’;’Z)

F parcialis derivéltjait jeloli, X, Y, Z pedig az érintdsikra illeszkedd pontok koordinétdit. Az
Osszefiiggésben szerepld parcidlis derivaltak a mi esetiinkben:

F,. = ! cos al
YT 1—2 1—z
1 y y
F,=6 cos sin
YO T I T
X X y y . y

F, = cos +6 cos sin

(1-z? 1-z (1-z? 1—z 1-z

Ha behelyettesitjiik az érintdsik egyenletébe a parcidlis derivéltakat, valamint a Q pont
(X,Y,Z) = (0,0, 1) koordinatdit, rendezés utan 0 = 0 adédik. Ezzel igazoltuk, hogy minden
érintGsik illeszkedik a (0,0, 1) pontra.
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Feliileti gorbék, érintdsik 57

7.2 FELADAT Tekintsiik a

ucosv
a(u,v) = usiny
V1= u? u
I—u+log V12 +1

feliiletet! Bizonyitsuk be, hogy az [u,v] paramétertartomdny & :u+v+1=06s 3 : # +v=
c gorbéinek megfeleld feliileti gorbék merolegesen metszik egymdst!

7.2 MEGOLDAS Paraméterezziik a gorbéket a kovetkezSképpen:
a:u(t) =t, vi(t)=—(+1)
B:ux(t)=t, w(t)=c——.
Ekkor a bezart szog:

99 duy | 99 dvy 99 duy | 9P dv,
arccos<au-dt-|— . . AN

Y= -
do(a)
dt

d3(B) H
dt

ha ¢ (u,v) a feliilet paraméterezése).

IVT— +log )
du
—2u +\/1—u2—|—1' 1'(\/1—“2‘1‘1)_”\/37 _
vV1—u?-2 u (\/1—u2—|—1)2
1 V-2 +u?+1—u? 1 1 1

=—u- + - =

u- +
VIi—u? V1—u?u-(V1-u?+1) V1—u?
1-u? 1 V1—u?

Innen:
cosv —usiny
d ) 0
—¢ = sy , —¢ = UCcCosy ,
du V2 dv 0
u
duy  duy  dvy dvy 4
dt —dt At dt
Az igy kiszdmolt értékeket a skaldrszorzatba behelyettesitve, a ¥y = ¢ — # =—(t+1)

jeloléssel (ezt bevezethetd, hiszen a gorbék metszéspontjara vagyunk kivancsiak, és ott a
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58 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

két mennyiség megegyezik) azt kapjuk, hogy a szorzat:

1,_2t2 +cos (—(r+1)) - cos (c— 3—;) +tsin(—(t+1))-cos (c — %)_
—tcos(—(t41))-sin(c — %) 74 4 (=2%) -sin (= (14 1)) - sin (c — %H
+sin (—(r+1)) - sin (¢ — %) —tcos(—(t+1))-sin(c— ;?H
+t_4-t-sin(—(t+1)) 'COS(C_3%) _f_z'COS(_(l—f-l)) .cos(c—B%) =
t12 — 1+ (cosy)* +tcosysiny—1 > cosysiny — 1~ *(siny)* + (siny)> — cos ysin y+
+173 c:os}/siny—t_z(cosy)2 = tlz — tlz —0

Tehat az metszéspontban az érintévektorok skaldrszorzata 0, azaz a két gorbe valéban me-
r6leges egymadsra.(Ha észrevessziik, hogy <§—‘£,g—f> = 0, akkor sokkal kevesebb faradsaggal

i1s megoldhat6 a feladat.) Figyeljilk meg, hogy a gorbék metszéspontjat ténylegesen nem is
kellett meghatdrozni.

7.3 FELADAT Mutassuk meg, hogy a 2u+ v = c feliileti gorbe merdleges az x = ucosv,
y =usinv, z = u-+v feliilet elsé paramétervonaldra (v-vonaldra)!

7.3 MEGOLDAS Paraméterezziik a feliileti gorbét: o(r) = ( v(t) ) = ( ! ) gy:

u(t) c—2t
de 3¢ du I¢ dv cosv —usiny
—_ = —_— — = -1 M _2 .
dt  Jdu dt+(9v dt Sl?v + MC?SV (=2)
Vagyis:

Ja 8(]3 cpsv+2usmv cgsv

—,— )= sinv—2ucosv |,| sinv =

dt’ du 1 1

= cos? v+ 2usinvcosv — 2usinvcosv +sin?y — 1 = 0.

Tehat a c-vel jellemzett gorbesereg és az elsd paramétervonalak (ugyancsak gorbesereget
alkotnak) az egész feliileten merSlegesen metszik egymast.
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8. fejezet

Alapmennyiségek, gorbiiletek

8.1. Elso, masodik alapforma

8.1 FELADAT Hatdrozzuk meg a gombfeliilet tetszbleges pontjdban a normdlist, dllitsuk eld
a gomb elsd alapmennyiségeit és alapformdjdt! Adjunk meg a gombon olyan gorbét, mely a
merididnkoroket dllando o szog alatt metszi!

8.1 MEGOLDAS A gdmb egy paraméterezése:

Rcosucosv
¢ = | Rcosusinv
Rsinu
8@ —Rsinucosv
—_— = —Rsinusinv
u R
cosu
5 —Rcosusinv
0
—QD: Rcosucosv
v 0
fgy:
I¢ IP 2
E=(—/— —/—)Y=R
<8u’ 8u>
JI¢ IP
F=(—,—)=0
<8u 8v>
00 0
G= < a(p’a_q)> = R?cos’u
v’ dv
Tehat
Rd
coso = “ ,
VR2du? + R? cos? udy?
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60 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

amibdl a keresett feliileti gorbe:

ctgo / Rdu Rlintg (
Vv — —_—
VR2cos?u

Masik otlet:

.
4

u

2R

).

Alkalmazzunk a gdmbre sztereografikus projekciot! Ez a leképezés folytonos, bijektiv €s
szogtartd. A képsikot érinté f6korok a megfeleld koordindtarednszerrel (origdja az a gomb
és a képsik érintési pontja, [x,y] sikja pedig a képsik) elldtott érintGsikon origén dthaladé

egyenesekbe mennek at. Ezek differencidlegyenlete: y' = my = y/x.

Most a sikon olyan Un. izogondlis gorbesereget keresiink, mely alland6 szodg alatt metszi

mp—mj

az adott egyeneseket. Ekkor igaz, hogy tg o = Ty

amibdl m -et kifejezve, és y' = m;-

et megoldva, a sikon a keresett gorbékhez jutunk. Ezt vissza kell vetiteniink a projekciét

forditott irdnyban alkalmazva a gombre.

8.2 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezo feliiletek elsé alapmennyiségeit és elsé alapfor-

mdjdt!

2
a.) Z_i + cy? + i_i forgdsellipszoid

b.) x=u,y=v,z=uv specidlis hiperbolikus paraboloid

c.) x=ucosv,y=usinv,z=ku forgdskip

d.) x=Rcosv,y=Rsinv,z=u forgdshenger

2

e.) x=ucosv,y =usinv,z =u” forgdsparaboloid

f.) x=acoshucosv,y =acoshusinv,z = csinhu  egykopenyii forgdashiperboloid

g.) x =asinhucosv,y = asinhusinv,z = ccoshu  kétkopenyii forgdshiperboloid

h.) x =ucosv,y =usinv,z =av csavarfeliilet

8.2 MEGOLDAS Az a.)-beli feliilet paraméterezése:

asinucosv
@(u,v) = | asinusiny
ccosu

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Alapmennyiségek, gorbiiletek 61

o0 o0 E F G
acoSuUcosV —asinusiny
acosusiny asinucosy a*cos?u+c*sinu | 0 | a®sin®u
—csinu 0
1 0
0 1 v+1 w | ur+1
y u
cosv —usinvy
sinv UCOSV kK +1 0 u?
k 0
0 —Rsinv
0 Rcosv 1 0 R?
1 0
cosv —usiny
sinvy UCOSV 1 + 4u? 0 u?
2u 0
ashucosv —achusiny
ashusiny achucosv a*sh%u + c*ch?u 0 | a?chu
cchu 0
achucosv —ashusiny
achusinv ashucosv a*ch?u+ c*shu 0 | a%sh’u
cshu 0
cosv —usinvy
sinv UCOSV 1 0 | u?+ad?
0 a

Az elsd alapforma ezek ismeretében mar konnyen felirhaté. Péld4dul a forgésellipszoid
esetében
(a? cos? u+ c* sin u)du? + a® sin® udv?

alaku.
8.3 FELADAT Ortogondlisak-e az [x,y| sik aldbbi paraméterezései?

a) x=u y=v z=0

b.) x=ucosv y=usinv z=0 (u>0)

c.) x =cosucoshv y=sinusinhv z=0
8.3 MEGOLDAS Jdl ismert, hogy egy paraméterezést ortogondlisnak mondunk, ha az u és v
szerinti paramétervonalak mer6legesek egymasra.

a.) A paramétervonalak egymdsra merdleges egyenesseregek lesznek.

b.) A paramétervonalak az origd kdzépponti u sugart korok és az origébdl indulé v szogi
félegyenesek.
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62 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

c.) A paramétervonalak origd kdozéppontu ellipszisek és hiperboldk lesznek.

7, = —sinucoshvé| + cos usinh vé,
¥, = cosusinhvé| + sinucoshve,

F=(#,7%)=0

A paramétervonalak szoge:

=mn/2

F
= arccos
¢ VEG
Ehhez hasonldan az a.) és b.) esetben is F' = 0 adddik, igy mindhdrom paraméterezés
ortogonalis.

8.4 FELADAT Hatdrozzuk meg a gomb mdsodik alapmennyiségeit, mdsodik alapformdjdt!
Hasonlitsuk ossze az elsd és mdsodik alapmennyiségeket, alapformdkat és az alapformdk

determindnsait!
8.4 MEGOLDAS Paraméterezziik a gombét az aldbbi, szokdsos médon:

Rcosucosv
7= Rcosusiny
Rsinu
A paraméter szerinti parcidlis derivaltak:
7, = —Rsinucosvé| — Rsinusinvé, + Rcosu é;
7, = —Rcosusinvé| +Rcosucosve,.

ry =

Az els6 alapmennyiségek:
2

E = (7, 7.,) = R*sin® ucos® v+ R*sin® usin® v+ R* cos® u = R*sin’ u-

- (cos?v+sin?v) + R%cos? u = R?
F=(F,F)="F 1= R%sinucosusinvcosv — R>sinucosusinvcosy = 0
2

G= (1) = R%cos?usin® v+ R%cos? ucos?v = R%cos®u.

Az elsd alapforma:
R%du? + R?* cos? udv? = R?(du?® + cos? udv?).

A mésodik alapmennyiségek kiszdmoldsahoz a kovetkezdk sziikségesek:

D:=|f, x 7| = VEG—F2=R*cosu,
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és a masodik derivaltak:

Fuu = —Rcosucosvé; —Rcosusinvé, — Rsinués

v = Rsinusinvé; — Rsinucosvé;

7yy = —Rcosucosvé]; — Rcosusinvés,
tovabba az 7,7, Fy, FuTuly, Fwluly vegyesszorzatok egyszerli szamitisihoz az 7, X 7,
vektorialis szorzat:
2

-

| + (—R?cos? usinv)é, + (—R? sinucos ucos® v—

7y X Ty = (—R*cos? ucosv)e
2 ) _ 2 2 > 2 2\
— R*sinucosusin“v)éz = (—R” cos“ucosv)é; + (—R“cos” usinv)é,+
+ (—R?sinucosu)és.
A masodik alapmennyiségek:
Fuululy R3cos? ucos?v+ R3 cos usin® v+ R3 sin®ucosu
VEG—F2 R2cosu -

:Rcos2u+Rsin2u =R

L=

Fluly  —R3sinucos?usinvcosv+ R3 sinucos? usinvcosv 0
D VEG —F?
PoFuly  R3cosducos?v+ R3 cos’ usin®v )
= = = Rcos“u.

D R2cosu
A masodik alapforma:

Ldu?* +2M dudv + N dv* = R(du® + cos udv?).

Az alapformdk determindnsai:

E F 2 o4 2
‘FG‘EG F“=R"cos“u
L M 2 22
'M N'LN M* = R“cos” u.

8.5 FELADAT Hatdrozzuk meg a kovetkezo feliiletek mdsodik alapformdjdt és szdmitsuk ki
a mdsodik alapforma determindnsdt!

a.) Forgdsellipszoid:

X =acosucosv, y=acosusiny, z=csinu

b.) Forgdsparaboloid:
z=x>+y

c.) Elliptikus henger:
x=acosu, y=hbsinu, z=v

d.) forgdskup:
X=ucosv, y=usinv, z=ku
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8.5 MEGOLDAS  a.) A paraméter szerinti els6- és masodik derivaltak:

7, = —asinucosvé; —asinusinvé, +ccosu éz
7, = —acosusinyé| +acosucosy é,
Fuu = —ACOSUCOSVE] —acosusiny éy — csinu é;

Py = asinusiny é; —asinucosvé;
Ty = —ACOSUCOSVE] — acosusiny é,
Az elsd alapmennyiségek:

E = a®sin®ucos®v + a®sin® usin®v + c2cos?u = a?sinu + c2cos?u

F = a*sinucosusinvcosv — a®sinucosusinvcosy = 0

2 sin?y + a®cos?ucos?v = a*cos’u

VEG—F? = a|cosu| V a2sin?u+ 2 cos?u

A masodik alapmennyiségekek szdmoldsahoz:

G = d?cos

7y X Ty = (—accos® ucosv)e| + (—accos® usinv)é, +
+ (—a*sinucosucos? v — a® sinucos usin’ v)é3 =

= (—accos® ucosv)é; 4 (—accos’ usinv)é, + (—a’ sinucosu)és.

A masodik alapmennyiségek:

Fuululv a*ccos® ucos? v+ a%ccosd usin? v+ a*csin® ucosu

VEG —F? acosuy/ a?sin®u+ c2cos?u

ac

3
L=

Va2sinu+ c2cos?u
FuvTuly .
VEG —F?
Poluly a*ccos? ucos? v+ a’ccosd usin®v

VEG — F? acosuy/ a?sin®u+ c2cos?u

ac COS2 u

M =

Va?sin2u+c2cos?u

A masodik alapforma:

Ldu? +2M dudv + N dv* = & (du?* + cos® udv?).
Va2sinu+ c2cos?u
A masodik alapforma determinansa:
a*c*cos’u

LN —M?*= —
a?sin®u+ c2cos?u
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b.) Az a.) ponthoz hasonléan szamolva:

7y = €+ 2yé;3
For = 263
Ty =0

Py = 2€3

igy:
E =1+4x*
F =4xy
G =1+4y*

VEG—F2 = /1416332 +4y2 +4x2 — 16x2y2 =

A masodik alapmennyiségek:

2
VA )
M=0
2

A masodik alapforma:

dx* +dy?).
1+4(x*+y?) | )
A determindnsa: A
IN-M?>=—~ .
1 +4(x%+y?)
c.) A parcidlis derivéltak:
7y = —asinué) + bcosué,
7y = €3
Fuu = —acosuéy — bsinué,
7:uv =0
7;vv =0

7y X 7, = bcosué| +asinué;.

Szilagyi Brigitta, BME
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Az els6 alapmennyiségek:

E :azsin2u+bzcos2u
F=0
2

G = a*cos®u+ b*sin*u

VEG—F? = \/azbz(sin4u—|—cos4u)—l—(a2+b2)(51n ucos?u).

A madsodik alapmennyiségek:

I— —abcos?u—absin®u —ab

VEG— F? \/azbZ(Sin4u—|—cos4 u) + (a2 + b?)(sin® ucos? u)
M=0
N=0.

A masodik alapforma:
—ab
\/azbz(sin4 u+cos*u) + (a2 + b?)(sin® ucos? u)

du?.

A masodik alapforma determindnsa:
LN —M* =0.
d.) A parciélis derivaltak:

7, = cosVé| +sinvé, + kéz

7y = —usinveé; +ucosveé,
Fuu =0

Fuy = —Sinveé; +cosvés
Ty = —UCOSVE| — usinv ér

Fu X Ty = (—kucosv)eé) + (—kusinv)é; + (ucosv + usin®v)é; =

= (—kucosv)é| + (—kusinv)é, + ués.
Az els6 alapmennyiségek:

E = coszv-l-sinzv-i—k2 = k2—|-1
F = —usinvcosv+usinvcosy =0

G= uzsin2v+uzcoszv = u?

VEG—F?=u|V1+k.
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A masodik alapmennyiségek:

L=0
M kusinvcosv — kusinvcosv _0
uv'1+k?
N— ku? cos? v + ku® sin® v _ k|uf
uv/1+ k2 K+1
A masodik alapforma:
k
—|u\ dv?.
k> +1
A maésodik alapforma determinénsa:
LN — M?* =0.

8.2. Fogorbiiletek, szorzat- és osszeggorbiilet

8.6 FELADAT lIgazoljuk, hogy az
a=ucosy, y=usinv, z=Au

[eliilet egyik fonormdlmetszete egyenes!

8.6 MEGOLDAS

1UCOSV
@(u,v) = | usinv
Au
0% Cf)sv 82(7) 0
— = | sinv |, 55=10
du 2 du 0
96 —usiny 925 —Ucosv
a—q): ucosv |, a—(ZP: —usiny
v 0 v 0
925 —sinvy
p ;p = | cosv
udv 0
99 99 ook
— X —=—=1| cosv sinv A |=
Ju dv )
—usiny wucosv 0
—Aucosv
= i(—Aucosv) — jud sinv+k(ucos®v+4usin®v) = | —Ausinv
u
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8_(p><8_(p :w/)vzuz_i_uZ
du Jdv
99 99 —Aucosv
N(u,v) = ’ g(’% g‘%H = (Vu2+A22)"1 | —Ausiny
u Vv

%9 - 1
m:<au;pv,N> m-(),usinvcosv—lucosvsinv—l—O):0

9°¢ 4> 1 ) ’ .9 Au?
n={—-—, =—— - (Aucos“v+Ausin“v+0) = ——.
<8V2 VM2—|—A,21/£2 ( ) w/IAZ_’_A’ZM2

. 2
Igy K160 = In—m

zc—rz = 0, ami csakis akkor lehetséges, ha k1 = 0 vagy k» = 0 vagyis ha ezek
valamelyikéhez tartoz6 fénormalmetszet egyenes.

8.7 FELADAT Forgassunk meg egy paraboldt direktrixe koriil. Bizonyitsuk be, hogy az igy
kapott feliilet Ry és Ry f6gorbiileti sugarai kozott a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn: |Ry| =
2 |R;|.

8.7 MEGOLDAS Legyen p a megforgatott parabola paramétere (p > 0 a fokusz és a direktrix
tdvolsdga), és a direktrix essen egybe a z tengellyel, a fokusz pedig illeszkedjen az x tengelyre.
Ekkor:

(ﬁuz + ’2—’> cosv
P(u,v) = <$u2+§> sinv
u
a forgasfeliilet egyenlete. Szamitsuk ki a f6gorbiiletek eldéllitdsdhoz sziikséges mennyi-
ségeket:

Cosv

u ) COoSsvVv
% _| | PF_|
a p ’ 8 2 p
“ 1 “ 0
95 — (ﬁuz—f- %) sinv 25 - (ﬁuﬂ— %) cosv
_(P 1.2, p _(P = 1.2, p .
ov 2pu +2 cosv ) o2 2pu —1—2 siny
0 0
u
82(7) —uzsmv
Judv EC(‘)’”
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i iR (erg)es
00 J0 i
(P (p _ c<;7svu Slpﬂ 1] — (%uz-k %) sinv
au” v _ (iu2+3> sinv (iu2+£> cosv 0 f 2
2p 2 2p 2 (E” +1_27>%
a a 1 2 2 1 2
Pt 2+ 2) (1+5) = (—2+2) 1+5
N(u,v) = u X9y _ iu2+£ 1+ _<lu2+3>sinv
T g\ 2 P P
)
u v (Eu +§>%

L, p
A= — =~
(219” i 2>
A masodik alapmennyiségek:
l:<§2?, > ( cossz_sinsz+0>:_ 1 :
. \/ +4 p pyJ1+%
82_’ u
m= —svacosv——costs1nv+O =
8u8v / u_2 p p
*¢ A
n= N Azcos v+ AZ sin? v+0)
3V2 4w u?
2 1+ p2

Az els6 alapmennyiségek:

X
X
o

¢ 99
du’ du
¢ 99
du’ v
¢ 99
v’ v

>:
)
)

cos?v ,

p2

2

+1=5 41
p

sinv
P2

u u
——cosVAsinv+ —sinvAcosv+0=0
P P

= A%sin%v+A%cos?y+0 = A2,

Ekkor a szorzatgorbiilet (vagy Gauss-gorbiilet, a fégorbiiletek szorzata):

In —m?

1 1

KKy = =
M= EG_F2 <
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ahol B:=1+ Z—z. Az 0sszeggorbiilet (vagy Minkowski-gorbiilet, a f6gorbiiletek Osszege)
pedig

A2
En—2Fm+Gl _VBA— UG ppoa 1 1 1
EG—-F?2 A’B B AB  AVB pBVB

Ezekbdl a k és K, fégorbiiletek kiszdmolhatbak:

K1+ K=

Ky = pB_A K
>~ oWBAB

(pB A LS ) + L _ 0
oWBAB ) ApB®
» pB—-A 1

K7 — K| — =

! pVBAB ' ApB?

pB—A (pB—A)? + pB—A pB+A
o — pVBAB p*A’B? ApB2 _ pVBAB ™ pVBAB
1,2 > 7
— K] = A
' ,VBAB
pB
=K = )
>~ ,VBAB
1+4 2
K _‘pB'_p 2) p+p _,
al I et T (5e)
Mivel Ry = —-,és Ry = 1 5> €z éppen az allitdsunkat bizonyitja.

8.8 FELADAT Hatdrozzuk meg a ds* = du* + dv? elsé alapformdval rendelkezé feliilet v =
2u és v = —2u feliileti gorbéinek a szogét.
t
=2t )’

¢
1+3v 2,

8.8 MEGOLDAS Paraméterezziik a feliileti gorbéket:

o= ()= (4). po-(12)

Ekkor a metszéspont a t = 0 paraméter( pont lesz.

de(a) J¢ du1+@ dvi _d9 ¢
dt  du dt dv dt Odu

d(B) _ 99 duy 9% dvy 99 . 99
dt du dr T av At ou 1+8v (=2).
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Az adott elsd alapforma szerint, annak egyiitthatéi £E = G =1 és F =0, igy:

99 99\ _ /99 96\ _ [9¢ 39\ |
ou'du/ ' \odudv/ T \oviadv/

Mésrészt:

(A kiszadmolt mennyiségek minden valds t-re érvenyesek, tehdt a metszéspontot meghatarozé
t=0-ra is.)
Tehat a feliileti gorbék bezarta szog:

W = arccos

Euiig 4 Fuvo + Fupvy +Gvpvy ( 3)
= arccos | ——
\ Eii +2F i + G | B3 + 2F v + G}

8.9 FELADAT Hatdrozzuk meg az x = ucosv, y = usinv, z = h(u) forgdsfeliilet Gauss-, és
Minkowski-gorbiiletét!

8.9 MEGOLDAS

8—» CF)SV 8(]5 —usimy
a— = smvy 5 a— = ucosv
“ ' (u) v 0

Ezekbdl az els6 alapmennyiségek:

E=1+K(u)? F=0 G=u"

A masodik derivaltak:
22 —siny 24 0 2= —UCOSV
aa;) = cosv , (;—(f = 0 , g—? = | —usinv
uov O u h//(u) \% 0
Tovabba:
6 93 i i k
8_(p X a—(p =| cosv sinv H(u) | =( —h'(u)ucosv, —h'(u)usinv, u )
“ v —usinv wucosv 0
N —h (u)ucosv —h' (u)usinv u
N ( VI ()42 /(W )27/ (W ()42 )

Szilagyi Brigitta, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



72 DIFFERENCIALGEOMETRIA PELDATAR

A madsodik alapmennyiségek:

" / 2
- h'(u)u me0. ne h(u)u

VI ()2 +u?’ 7 VI ()2 +u?

Igy a Gauss-gorbiilet (K) és Minkowski-gorbiilet (H) a kovetkezé:

PECLON
() +1)
L0

2 (+hw):
8.10 FELADAT Hatdrozzuk meg a

x=a(cosu—vsinu)
y=a(sinu+vcosu)
z=b(u+v)
csavarfeliilet elsd és mdsodik alapmennyiségeit, Gauss- és Minkowski-gorbiiletét!

8.10 MEGOLDAS Az els§ derivaltak:

0% a(—sinu—vcosu) 0% a(—sinu)
8_(P: a(cosu—vsinu) , (9_(P: acosu
. b Y b

Az els6 alapmennyiségek:

E:a2(1+v2) —|—b2, F:a2+b2, G=d’+b*

¢ 99 o ook
FPRe a(—sinu—vcosu) a(cosu—vsinu) b | =
u v )
a(—sinu) acosu b
= ( —abvsinu, abvcosu, —a’v ).
Igy:
N’ _ ( —abvsinu abvcosu —a%v )
Vb2 +ah?’ Va2 +ah?’ Va2 +ah?

A masodik derivaltak:

925 B —acosu 923 - a(—c.osu—kvsinu) 923 - 0
=| —asinu |, === a(—sinu—vcosu) |, === 0
dudv 0 du? 0 ov? 0

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szilagyi Brigitta, BME



Alapmennyiségek, gorbiiletek 73

A masodik alapmennyiségek:

=W C n=0, m=0.
Igy a gorbiiletek:
K =0,
H— a*+b? . —a’by? ‘ 1 _
2 V@I a? (@4 b2) (a (1412) +B2) — (a® + b2)*
1 b

2 Va2 + a2
8.11 FELADAT Hatdrozzuk meg az osszes dllando negativ szorzatgorbiilettel rendelkezd
forgdsfeliiletet!

8.11 MEGOLDAS Tegyiik fel, hogy az x tengely koriil forgattuk meg az (x(u), y(u), 0)7
ivhossz szerint paraméterezett merididangorbét. Ekkor a feliilet:

x(u)
¢=| y(u)cosv
y(u)siny

Az els0 parcidlis derivaltak, az elsd alapforma matrixa (M) és a normélis:

0% _ [ o
— = | Y(u)cosv
du Y (u) sinv
- 0
X0 )
— = | —y(u)sinv
9y y(u)cosv
[E F] (WP eyw? o
ﬁM_[F G}_< 0 y(u)2>
_ 1 ,y/(“)
N = S OESI0L —xl(u)c9sv
Y —x'(u) sinv

A masodik parcidlis derivaltak és a masodik alapforma matrixa (P):

82¢ x//(u)
32 = y"(u) cosv
Y’ (u) sinv
- 0
Pk .
Bug)v = —'(w)sinv |,
y'(u) cosv
_ 0
02
a—v(f = —y(u)cosv
—y(u)sinv
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=P= {l m} — ! ( X (u)y' (u) — x' (u)y" (u) 0 > ‘

m n X (u)2+y (u)? 0 X (u)y(u)
Mivel az eredeti merididngdrbe ivhossz szerinti paraméterezés, vagyis
X () +y' ()* = 1= 2 ()2 () + (u)y" (u) = 0.
Ennek alapjan a szorzatgorbiilet (felhaszndalva az elsé feltevést, majd a kovetkezményét):

_detP X (u)x"(u)y (u) — x' (u)y" (u)x' (u) _ ' (u) (—yl(“)z _xl(”)z) _ -y —k

detM y(u) y(u) y

adddik, ahol k negativ konstans. A differencidlegyenlet megolddsabdl:
y(u) = Acosh (\/ —ku) + Bsinh (\/ —ku)
x(u) = / 1 —y2du.

8.12 FELADAT Milyen forgdsforgdsfeliileteknél lesz a Minkowski-gorbiilet zérus?

8.12 MEGOLDAS Az el6zbeket kdvetve az aldbbi differencidlegyenletrendszerhez jutunk:

' N

xXx' +yy =0

/s

Xyy=xyly+x' =0,
amelynek megolddsai szolgaltatjak a keresett feliileteket.

8.13 FELADAT Hatdrozzuk meg az Z—z + Z—i + i—i = 1,a > b > c ellipszoid elliptikus pontjait!

8.13 MEGOLDAS Minden pont elliptikus pont, mert a szorzatgorbiilet minden pontban
pozitiv. A szamitds elvégzése nélkiil is mondhatjuk, hogy az ellipszis minden pontja
elliptikus, hiszen a feliilet birmely pontjaban az ,,érint6sik egy oldalédra esik™.
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9. fejezet

Felszinszamitas

9.1 FELADAT Szdmitsuk ki a gombfeliilet két merididnnal és két szélességi korrel hatdrolt
darabjdnak a felszinét!

9.1 MEGOLDAS Legyenek a szélességi korok o és 8, a merididnok y és 8, és tegyiik fel,

hogy:
—n/2<a<B<n/2é0<y<§<2m.

Ekkor a teriilet:

B 1519 ¢
= / —‘P _(P dvdu,
a Jy 8u 8
ahol
Rcosucosv 93 —Rsinucosv
- ) () ) )
¢ (u,v)=| Rcosusiny | = =— = | —Rsinusinv
) du
Rsinu Rcosu
és )
96 —Rcosusinv
—_— = Rcosucosv
ov 0
Innen: . . .
¢ ¢ ! g k
— X — =det| —Rsinucosv —Rsinusinv Rcosu |,
Ju Jdv )
—Rcosusinvy Rcosucosv 0

mely kifejezés normdja:

Rz\/(cos u)*(cosv)2 + (cosu)*(sinv)2 + [— sinucosu ((cosv)2 + (sinv)2))* =

= R? \/(cos u)* + (sinu)2(cosu)? = R*|cosu] .

Vagyis:
B 8
T:/ / R? |cosu|dvdu = R* (8 — ) (sin —sina).
a Jy

(Kihasznaltuk, hogy —m/2 és m/2 kozott [cosu| = cosu.)
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9.2 FELADAT Hatdrozzuk meg az x = ucosv, y = usinv. z = av csavarfeliileten az u =
0, u=a, v=0, v=1 feliileti gorbék dltal hatdrolt négyszog teriiletét.

9.2 MEGOLDAS A teriiletet a

a rl 9‘7’ 35
T = — X — || dvdu.
/o/o ou v |V
integral kiszadmitasaval kapjuk.
9% 96 i ik asiny
— X — =det cosV sinv 0 | =| —acosv |,
du dv )
—usinv ucosv a u

melynek normdja:

\/az(sin v)2+a?(cosv)? +u? = a?+u?.

Innen:
a rl a a 2
T://\/az—i—uzdvdu:/ 1- a2+u2du:a~/ \/1+(E> du.
0 JO 0 0 a

Alkalmazva az sinh(t) := £ helyettesitést:

sinh~!(1) sinh~!(1)
T=a [ acoshit) P =a | cosh(2) 1, _
0 0 2
2 : sinh~!(1) 2 . |
= & sinh ™! (1) +a {_Sm*f’)} _ (sinhl(l) + Smh(“;lh “”) |
0

9.3 FELADAT Hatdrozzuk meg azu=x3av*, v= 1 gorbék dltal a ds* = du*+ (u* +a*)dv*
elsd alapformdval elldtott feliileten meghatdrozott gorbevonalii hdromszog keriiletét, belsd

szogeit és teriiletét.

9.3 MEGOLDAS Az els6 alapforma egyiitthatéi alapjan:
99 99 99 99 90 99\
_— :1 _, :0 -, - .
<8u’8u> ’<8u’8v "\ dv’ dv wta
Paraméterezziik a gdrbevonald hdromszog oldalait:
- Ui l‘) %tz
c1(t) < 10 ) ( t
(%0

(

(

(

2(T
o= () )= (

<

< S

C2(’L’) =

<

)
)
0)
6)
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Belsé6 szog a ¢ és ¢3 gorbe metszéspontjanal:

o) _ |99 99 9 . 99
dt N [c?u art v ! u + v
t=1 t= u=%5,v=1)
d9(cs) LRl o
de lau 1+ v 0 u
0= t= (u=9%,v=1)

Innen:

d§(c1) do(cs) /99 9¢ B
< dr = df >(;1 6a)<£,£>-a+0a.

A metszéspontban a gorbék sebessége c3 esetében nyilvan 1, ¢ esetében pedig:

00 90 e 00 |, /99 9¢ B
<[$-at—l—j-1] ’[E'GH_W.I = |a-+ g,m =
t=1 t=1 (v=1, u=9%)

2 3a
T T N Py N
a’ + (u? +a?) as+ )
a 2
W = arccos % = arccos | = ).

Szimmetriai okokbdl a ¢, €s ¢3 gorbe metszéspontjanal 1év6 szog is arccos (%), hiszen a
feliilet belsd metrikdja u-ban paros (v-t6l pedig fiiggetlen).
A harmadik belsé szog(a ¢ és ¢, metszéspontjandl):

Igy a bezart szog:

ae@c)| |96 9¢ 96
r = E-al—i—g'l —0+$
=0 L t= (u=0,v=0)
4§ (2) (06 26 26
=|=— (—a)t+—=—"-1 =0+ =
dt o _8u dv o dv (16=0,v=0)

Tehat a metszéspontban a gorbék érintGvektorai megegyeznek, vagyis a bezart szog 0.
A keriilet:

NI

ol = [
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masrészt:

|c1|:|cz|:/01 <aa—(z(a) )dt / \/a2t2 )2 +a?]dt =
/\/a2 —l—t2+1)dt—a/0 (t2+l)dt

L4y 1o
a 6 —3 a.

O\I\]

Igy a haromszog keriilete:

Tertlet:

= )

N\Q

dudv =

1 %vz
= / / vV u? +a*dudv,
0 —%vz

hiszen a paraméterezés F = 0 miatt ortogondlis, igy a paramétervonalak dltal bezart szog
szinusza az egész feliileten 1. Alkalmazzuk megint a sinh(s) := £ helyettesitést. Igy:

_X_

ddv—//

sinh™ ‘—
T / / (7) l+cosh(2s)dsdv:
S

inh™ V 2

sinh ™! (%)

1 2 ;
= az/ sinh ™! (v_) + [ M] dv =
0 2 4 —sinh~! (%)
1 V2 sinh (2 sinh~! (%))
= az/ sinh~! (—> + dv =
0 2

2

1 ) 2\ 2
:az/ sinh ™! [ = ) +v2 /14 = dv ~0,5144°.
0 2 2

9.4 FELADAT Szdmitsuk ki az x> +y* = 2 ésaz x+ y+2z=2a(a > 0) feliiletekkel hatdrolt
test (sikkal ellipszisben elmetszett forgaskup ) felszinét!

9.4 MEGOLDAS Elészor szamoljuk ki a kdppalast felszinét. Paraméterezziik ugy ezt a
feliiletet, hogy az egyik paraméter a z tengelytdl vett tavolsdg (vagyis u := \/x2+y?), a

madsik paraméter pedig a z koriili elfordulds szoge (v) legyen. Tehat a feliilet:
Ucosv
¢(u,v) = usiny

V3u
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Ilyen paraméterezés esetén v € [0, 27), u pedig 0 és egy v-t8l fiiggs felsd hatar koz¢é esik.
Tudjuk, hogy x+y+z < 2a, azaz ucosv—+ usinv + V3u < 2a, tehat 0 < u < 2a

- felsnt — cosv+sinv+v/3 "
or a felszin:
COoSs Vv SIH\ a
A= / / + w3 ¢ dudv,
8\/
ahol . . ~
B 9 i J k —+/3ucosv
8_i (9¢ cosV sinv V3 | = —Businv |,
v —usiny wucosv 0
tehat
0 0
H ¢ (P \/3u2 (cosv)2+3u?(sinv)? + u? = 2u.
Innen:
o 24 21 442
A= / /wbmmwﬁ 2u dudv = / .a dv=4a*(2V/3m).
o Jo 0 (cosv+sinv+4+/3)2

Most kiszamoljuk a sikbdl a kup éltal kimetszett ellipszis teriiletét. A kordbbi szdmoldsok
alapjan meg tudjuk adni a metszetgorbét (u-t maximaélisnak vélasztva). Legyen a metszetgor-
be c. Vilasszunk egy biztosan az ellipszis belsejében 1évS pontot, legyen ez a (0,0,2a). Igy
mar tudjuk paraméterezni az ellipszist is a kovetkez6képpen:

2a
cos v—|—szin v/3
- a :
V)= cosvpsinviys SV
2a\/§
cosv+sinv++v/3
2a

u cosv+sinv+v/3
2a

0 — u— - sinv
(P(uav) - cosv+51nv+\/§

20\/§ 2
—=Y=— —7q
cosv+sinv++/3 )

uel0,1], ve[0,2x].

-COSVv

- COSvy

Innen az integralast elvégezve azt kapjuk, hogy:

27
a“” a(” dudy = 12d°T.

Tehit a test felszine: A + B = 4a’mw(2v/3) + 12a°w = 4a’w(2v/3 + 3).

9.5 FELADAT  a.) Szdmitsuk ki az
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forgdshenger azon paldstrészének a felszinét, amelyet a 7 > 0 féltérben a

2.2
az
x2 +y2 = ?
forgdskiip és az [x,y)| sik hatdrol!
b.) Szdmitsuk ki az
2
x? = y _4 2
h

forgdskiip azon paldstrészének felszinét, amelyet a 7 > 0 féltérben az

2+(-3) =(3)’
2/ \2
forgdshenger és az [x,y| sik hatdrol!

9.5 MEGOLDAS  b.) Meghatdrozzuk a kiip paldstjahoz tartoz6 elsé fomennyiségeket:

24 y2

7 =xé| +yér+ h253

Ebbdl

Igy a metszet teriilete:

vV ya—y h2
1+ dxdy / \/ya ydy-—a?t 1—|——
/ /\/yay 0

a.) A fentiekhez hasonlé gondolatmenet alapjan oldhaté meg.

9.6 FELADAT Hatdrozzuk meg a

feliiletdarab felszinét!
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9.6 MEGOLDAS Az el6z6 feladathoz hasonl6an jarunk el:

2
7 =xé|+yé)+ &3

2y
5 S5 X
Iy =2¢€+—¢3
y
x2
Ty 2_2)72
2
X
E=l+;
= 2y3
4
X
G=1+—
4yt

x6 x0 x2 2 x2
X =+vEG—F?2= — = -5+1) =-5+1L
er r)’H \/ I+ + 4y 4y6 <2y2+ ) 2y +
A Kkeresett teriilet:

—/ / (—+1)dxdy:/lz<$+1)dy_ B

2
9.7 FELADAT Hatdrozzuk meg a z = 2 — + sz elliptikus paraboloid felszinét az ;C—z + Z—z =1
elliptikus hengeren beliil!

9.7 MEGOLDAS Elliptikus hengerkoordinatazassal szamolva a kovetkezd helyettesitéseket
végezziik: x = Racos @, y = Rbsin @, z = z a Jacobi-determindns: Rab. Ekkor a paraboloid:

2 2

1=t =2
7r = €1 + Re;

Fp =&

E=1+R?

F=0

G=1

Igy a kimetszett rész teriilete:

1 p2m 2mab
A:/ / V' 1+R2Rabd@dR = 72“ (22 — 1) = 3.82944ab.
0 JO
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9.8 FELADAT Tekintsiik az x> +y*+z> =R*>, x>0 z> 0 negyedgombfeliiletnek azt a
részét, amelyet beldle az x> — 12x +y* = 0 henger kimetsz. Hatdrozzuk meg az igy keletkezd
Viviani-levéldarabszerii (R = 12 esetén pontosan az) képzodmény felszinét!

9.8 MEGOLDAS A gomb els6é fomennyiségei:

F= x| +y8 + \/R2 —y2 — x2&;
Fe=e1— (R —y*—x%)~
?y:gz_(RZ_yZ_ 2)
E:1+(R2—y2—x2) 1
F=(R =y —2) y
G:1+(R2—y2—x2)*1y2

X2
VEG - F2—\/ —+y

+y?)

—

1
2

€3
2

12 V12x—x2 2 2
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A felszin nagysigit a folz 1+ %dydx integrdl kiszamitasdval nyerjik.

(R = 12 esetén a Viviani-levéldarab felszine A ~ 164,389.)

tankonyvtar.ttk.bme.hu Szilagyi Brigitta, BME



	I. Görbék
	A görbe és előállításai
	Elméleti összefoglaló
	Feladatok

	Érintőegyenes és normálsík
	Elméleti összefoglaló
	Feladatok

	Ívhossz és ívhossz szerinti paraméterezés
	Elméleti összefoglaló
	Feladatok

	Görbület és torzió
	Feladatok

	Frenet-apparátus, kísérő triéder
	Görbe megadása a Frenet-apparátusból


	I. Felületek
	A felület
	Feladatok

	Felületi görbék, érintősík
	Feladatok

	Alapmennyiségek, görbületek
	Első, második alapforma
	Főgörbületek, szorzat- és összeggörbület

	Felszínszámítás


