
Hol a hiba?
Az alábbi 11 kis párbeszédben egy-egy látszólagos matematikai ellentmondástmutatunk be. Keressük meg, hogy az érvelésben hol követtük el a hibás lépést!
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1. A deriválás egyik következménye, hogy 2 = 1Egy szép tavaszi napon a két óra közötti szünetben a Kalkulus könyvedet lapoz-gatod. Egyszer 
sak a vállad fölött meghallasz egy hangot:� Hazugság! Hazugság! Ez a könyv nem más, mint hazugság!� Szerintem tévedsz. A Kalkulus könyvem tele van hasznos képletekkel.� Igen? És erre mit mondana a Kalkulus könyved?Az illet® erre el®húz egy papírdarabot, rajta a következ® sorokkal:Ha x egy tetsz®leges pozitív egész, akkor
x = 1 + 1 + · · · + 1

︸ ︷︷ ︸

x-szer
x2 = x + x + x + · · · + x

︸ ︷︷ ︸

x-szer
(x2)′ = (x + x + x + · · · + x

︸ ︷︷ ︸

x-szer )′

2x = x′ + x′ + x′ + · · · + x′

︸ ︷︷ ︸

x-szer
2x = 1 + 1 + 1 + · · · + 1

︸ ︷︷ ︸

x-szer
2x = x

2 = 12. A Newton�Leibniz-képlet szerint 5 = 0Épp most fejez®dött be az eddigi legérdekesebb órád analízisb®l: az imént meg-tanultátok, hogy a két alapfogalom, a deriválás és az integrálás mindketten bele-foglalhatók egy közös képletbe. Mialatt a többiekkel err®l tanakodtok a szünetben,felt¶nik közöttetek egy illet® és ezt kiáltja:� Ez a képlet, amin az egész analízis nyugszik, teljes értelmetlenségre vezet.Ezt nézzétek!Ezzel krétát ragad és széles mozdulatokkal elkezd írni a táblára:Ha f egy adott folytonos függvény és F (x) =
∫ x

a f(t)dt, akkor jól ismert,hogy az integrálfüggvény egyben primitív függvény is, azaz
F ′(x) = f(x).Legyen most F (x) = sin(x) + 5. Ekkor nyilván F ′(x) = f(x) = cos(x), vagyis afentiek alapján

F (x) =

∫ x

a

cos(t)dt,2



azaz
sin(x) + 5 =

∫ x

a

cos(t)dt.A Newton�Leibniz-képlet szerint viszont
sin(x) + 5 = sin(x) − sin(a),s így

5 = − sin(a).Ha itt a = 0, akkor azt kapjuk, hogy 5 = 0.3. A helyettesítéses integrálás alapján egy pozi-tív görbe alatti terület 0-val egyenl®Egy szép tavaszi napon a többiekkel épp a helyettesítéses integrálást gyakoroljá-tok, amikor hirtelen megjelenik a hátad mögött egy idegen.� Mit 
sináltok ti itt ilyenkor? � kérdi.� A helyettesítéses integrálást gyakoroljuk. Egyikünk megold egy integrálásipéldát, a többiek pedig ellen®rzik, hogy jó-e a számolás.� Én is beszállhatok? � kérdezi hamiskásan az idegen.Társaiddal együtt kissé gyanakodtok, de gy®z a kíván
siság. Az idegen el®veszegy kis füzetet és ezt írja fel:
∫ 1

−1

1

1 + x4
dx =

∫ 1

−1

1
x4

1
x4 + 1

dx.Vezessük most be az u = 1
x4 új változót. Ekkor x = u−1/4, vagyis
dx = −

1

4
u−5/4du.Mivel x = −1 esetén u = 1, és x = 1 esetén is u = 1, ezért

∫ 1

−1

1

1 + x4
dx =

∫ 1

1

u

u + 1

(

−
1

4
u−5/4

)

du.Az eredeti integrál értéke nyilván pozitív, hiszen az 1
1+x4 függvény mindenholpozitív és egy mindenhol pozitív függvény görbe alatti területe −1-t®l 1-ig 
sakpozitív lehet. A helyettesítés után kapott integrál viszont nyilván 0, hiszen 1-t®l

1-ig integrálunk egy függvényt.4. Egy trigonometrikus integrál alapján 1 = 2Egy tavaszi délel®tt épp az órádra igyekszel.� Az analízis gyönyör¶! � mormogod fennhangon.3



� Hazugság! Hazugság! � mondja a vállad fölött egy ismer®s hang.� Na ne mondd! Épp most tanultam a trigonometrikus integrálokról. Nemvolt nehéz rész és egyetlen hazug dolog sin
s benne.� No
sak tényleg? És mit szólnál ehhez a kis igaz/hamis teszthez?Erre el®vesz egy papírfe
nit, rajta mindössze két sorral:
∫

−2 sin(2x)dx = cos(2x),illetve ∫

−4 cos(x) sin(x)dx = 2 cos2(x).A jobb oldalakat visszaderiválva látszik, hogy mindkét formula igaz. Viszonttudjuk, hogy −2 sin(2x) = −2(2 sin(x) cos(x)) = −4 cos(x) sin(x), így az integ-rálokból cos(2x) = 2 cos2(x). Ha itt x helyére 0-t írunk, akkor 1 = 2.5. Par
iális integrálással megmutatjuk, hogy 0 =

−1A mai analízis el®adáson a par
iális integrálás szabályát tanultátok meg. Éppena következ® órádra igyekszel, amikor a már-már jól ismert illet® hozzád lép ésezt mondja:� Hallottam, hogy már tudsz par
iálisan integrálni.� Valóban! Az el®bb értettem meg a képletét.� Akkor ehhez a pár sorhoz mit szólsz? � kérdi, s ezzel átnyújt egy papírda-rabot neked.Tekintsük az ∫
tg(x)dx integrál kiszámítását. Mivel

tg(x) =
sin(x)

cos(x)
,ezért integrálhatunk par
iálisan: legyen

u =
1

cos(x)
és v′ = sin(x).Ekkor

u′ =
sin(x)

cos2(x)
és v = − cos(x),tehát

∫

tg(x)dx =

∫

uv′dx = uv −

∫

u′vdx = −1 −

∫

−tg(x)dx,azaz ∫

tg(x)dx = −1 +

∫

tg(x)dx.Az integrállal való egyszer¶sítés után azt kapjuk, hogy 0 = −1.4



6. Par
iális integrálással ismét megmutatjuk, hogy
0 = −1Mi
soda 
sodás nap! Sikeresen megfejtetted az idegen el®z® álbizonyítását.� Az integrá
iós konstansok számítanak! � jelented ki neki.� Valóban! A határozatlan integrálokban mindig ott bujkálnak azok a kons-tansok. A tanulság: nem szabad megfeledkezni róluk. De az el®z® példám 
sak abemelegítés volt. Te is jól tudod, hogy a határozott integrálokban ilyesféle dolgoknem fordulhatnak el®.� Nem bizony, hiszen ott nin
senek integrá
iós állandók.� Akkor ez tetszeni fog neked.És ezzel ismét átnyújt egy papírdarabot számodra.Tekintsük az ∫ π/4

π/6 tg(x)dx határozott integrált, vagyis számítsuk ki par
iálisana
∫ π/4

π/6

sin(x)

cos(x)
dxkifejezés értékét. Legyen ismét

u =
1

cos(x)
és v′ = sin(x).Ekkor

u′ =
sin(x)

cos2(x)
és v = − cos(x),tehát

∫ π/4

π/6

tg(x)dx =

∫ π/4

π/6

uv′dx = uv −

∫ π/4

π/6

u′vdx = −1 −

∫ π/4

π/6

−tg(x)dx,azaz
∫ π/4

π/6

tg(x)dx = −1 +

∫ π/4

π/6

tg(x)dx.A tangensfüggvény görbe alatti területe π/6 és π/4 között véges, így egyszer¶-síthetünk az integrállal: ismét azt látjuk, hogy 0 = −1.7. A L'Hospital-szabályMa egy érdekes tételt tanultatok: a L'Hospital-szabályt, amellyel például 0/0vagy ∞/∞ alakú limeszeket lehet hatékonyan kiszámolni. Már várod, hogy mi-kor bukkan fel az idegen.� Ma milyen hibás bizonyítással rukkolsz el®? � kérdezed.� Ó! Van például egy ellenpéldám a L'Hospital-szabályra.� No
sak! Lássuk! 5



Az átnyújtott papírlapon az alábbi levezetés olvasható.Számítsuk ki a
lim

x→∞

x2 + sin(x)

x2határértéket. Mivel ez ∞/∞ alakú, ezért a L'Hospital-szabály szerint értékemegegyezik az alábbival:
lim

x→∞

2x + cos(x)

2x
.Ez még mindig ∞/∞ alakú, ezért a L'Hospital-szabály ismételt alkalmazásávalazt kapjuk, hogy az eredeti limesz ugyanaz, mint a

lim
x→∞

2 − sin(x)

2határérték. A sin függvény azonban folyamatosan hullámzik, így a ∞-ben nin
shatárértéke, a legutolsó limesz tehát nem létezik, így a L'Hospital-szabály értel-mében nem létezik az eredeti határérték sem.Ennek viszont ellentmond a következ® meg�gyelés: számítógéppel kirajzolvaaz x2+sin(x)
x2 függvény gra�konját, azt látjuk, hogy a függvény határértéke avégtelenben létezik és 1.
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Az x2+sin(x)
x2 függvény gra�konja.8. A le
súszó létra fels® végpontja mindvégig 0sebességgel mozogA Kalkulus könyvedben szerepel az alábbi feladat:� Egy 3 méter magas létra az ábrának megfelel®en a falnak támaszkodik. Alétra le
súszik, de úgy, hogy mindkét vége folyamatosan érinti a falat, illetvea talajt. Tudjuk, hogy az alsó végpont 1 méter/másodper
 sebességgel mozogjobbra. Mennyi a létra fels® végének pillanatnyi sebessége akkor, amikor az alja2 méterre van a faltól?Egyik társad az alábbi megoldással áll el®:6



Keresend® tehát a dy/dt mennyiség, ami a létra süllyedésének sebességét jelenti.A Pitagorasz-tétel miatt
x2 + y2 = 32.A feltételekb®l tudjuk, hogy a létra alsó vége 1 méter/másodper
 sebességgelmozog jobbra, azaz dx/dt = 1. Nekünk dy/dt értéke kell akkor, amikor x = 2.A fenti négyzetes összefüggésbe ezt behelyettesítve azt nyerjük, hogy
22 + y2 = 32.Mindkét oldalt deriválva t szerint ebb®l az látszik, hogy
2y dy/dt = 0,melyb®l egyszer¶sítés után

dy/dt = 0adódik, a létra fels® vége tehát nyugalomban van.9. A változók szétválasztásaA mai órán megértetted, hogy mit jelent a szétválasztható di�eren
iálegyenletfogalma, és megtanultad, hogyan kell ezeket megoldani. Az idegen már az ajtóbanvár téged.� Mondd 
sak, meg tudnád oldani a
dy

dt
=

√

1 − y2, y(0) = 0kezdetiérték-feladatot?Némi gondolkodás után rábólintasz, hiszen ez az egyenlet is szétválasztható. Azidegen a kezedbe nyom egy papirost.� Akkor el kell ismerned, hogy a matematikában ellentmondás van, amintazt az alábbi megoldásom mutatja.
dy

dt
=

√

1 − y27



∫
dy

√

1 − y2
=

∫

1dt

arcsin(y) = t + c.Mivel most y(0) = 0, ezért c = 0. A kezdetiérték-feladat megoldása tehát
y(t) = sin(t).A di�eren
iálegyenlet szerint dy

dt =
√

1 − y2 ≥ 0, hiszen a gyök értéke sosemlehet negatív, azonban most dy
dt = cos(t) is nyilván fennáll, és tudjuk, hogy a

cos függvény negatív értékeket is felvehet.10. A változók szétválasztása: exponen
iális nö-vekedésA mai napon ismét egy érdekes di�eren
iálegyenletet oldottatok meg.Legyen k egy rögzített konstans. Ekkor az alábbi tétel igaz:Ha dy/dx = k y, akkor y(x) = Aekxáll fenn, alkalmas A valós konstanssal. Itt A értéke pozitív, nulla és negatívegyaránt lehet, az y0 = y(x0) kezdeti érték el®jelét®l függ®en.A fenti di�eren
iálegyenlet megoldása a következ®képpen történt:
dy

dx
= k y

dy

y
= k dx,melyb®l integrálással

ln(y) = kx + cadódik, melyb®l
y(x) = ekx+c,vagyis
y(x) = ecekx,azaz
y(x) = Aekx,ahol az A = ec rövidítéssel éltünk. Mivel azonban ec minden valós c eseténpozitív, ezért A > 0 is fennáll, ami ellentmond a fenti tételben annak, hogy Atetsz®leges (el®jel¶) valós szám lehet.
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11. Improprius integrálok és Taylor-sorokTegnap a Taylor-sorokról tanultatok. Az idegen hozzád lép, köszön és máris fel-teszi aktuális kérdését:� Mondd 
sak, mit tanultál, mennyi ∫
∞

0
1dx értéke?Re�exb®l rávágod:� A görbe alatti terület végtelen, tehát az integrál divergens.De az idegen folytatja:� És mennyi ∫

∞

0

(

1 − x + x2

2

)

dx? Vagy mennyi ∫
∞

0

(

1 − x + x2

2 −
x3

6 + x4

24

)

dx?Némi gondolkodás után helyesen azt feleled:� Bármely rögzített, nemnulla polinom 0-tól ∞-ig vett improprius integráljadivergens.� Tehát azt állítod, hogy bármely k pozitív egész esetén az
∫

∞

0

(

1 − x +
x2

2
−

x3

6
+

x4

24
− . . . + (−1)k xk

k!

)

dxintegrál divergens?� Igen, minden rögzített k pozitív egész esetén divergens.� De azt te is tudod, hogy
e−x = 1 − x +

x2

2
−

x3

6
+

x4

24
− . . . + (−1)k xk

k!
+ . . . ,és hogy ∫

∞

0
e−x = 1, amely integrál viszont nyilván konvergens.
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