Hol a hiba?

Az alabbi 11 kis parbeszédben egy-egy latszolagos matematikai ellentmondést
mutatunk be. Keressiik meg, hogy az érveléshen hol kovettiik el a hibas 1épést!

Az anyag az
Instructor’s Guide for Stewart’s Calculus
Concepts and Contexts (ISBN 0-534-390447)
cimt konyvhoz ajanlott honlap forditasa



1. A derivalas egyik kovetkezménye, hogy 2 = 1

Egy szép tavaszi napon a két ora kézotti szinetben a Kalkulus kényvedet lapoz-
gatod. Egyszer csak a vdllad folétt meghallasz egy hangot:

— Hazugsdg! Hazugsdg! Ez a kényv nem mds, mint hazugsdg!

— Szerintem tévedsz. A Kalkulus konyvem tele van hasznos képletekkel.

— Igen? Es erre mit mondana a Kalkulus kényved?
Az illetd erre eléhiz eqy papirdarabot, rajta a kovetkezd sorokkal:

Ha z egy tetszéleges pozitiv egész, akkor

r=1+1+4 41
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2. A Newton—Leibniz-képlet szerint 5 =0

Epp most fejezddott be az eddigi legérdekesebb ordd analizisbél: az imént meg-
tanultdtok, hogy a két alapfogalom, a derivdlds és az integrdlds mindketten bele-
foglalhatok eqy kozis képletbe. Mialatt a tobbiekkel errél tanakodtok a sziinetben,

feltinik kozottetek eqy illetd és ezt kidltja:
— Ez a képlet, amin az egész analizis nyugszik, teljes értelmetlenségre vezet.

Ezt nézzétek!
Ezzel krétat ragad és széles mozdulatokkal elkezd irni a tabldra:

Ha f egy adott folytonos fliggvény és F(x) = f; f(t)dt, akkor jol ismert,
hogy az integralfiiggvény egyben primitiv fiiggvény is, azaz

Legyen most F'(z) = sin(z) 4+ 5. Ekkor nyilvan F'(z) = f(x) = cos(x), vagyis a
fentiek alapjan

F(x) = /: cos(t)dt,



azaz .
sin(x) +5 = / cos(t)dt.
A Newton—Leibniz-képlet szerint viszont
sin(x) + 5 = sin(x) — sin(a),
s igy
5 = —sin(a).
Ha itt a = 0, akkor azt kapjuk, hogy 5 = 0.

3. A helyettesitéses integralas alapjan egy pozi-
tiv gorbe alatti teriilet 0-val egyenlé

Eqgy szép tavaszi napon a tobbiekkel épp a helyettesitéses integraldst gyakoroljd-
tok, amikor hirtelen megjelenik a hdtad mdgétt eqy idegen.

— Mit csindltok ti itt ilyenkor? — kérdi.

— A helyettesitéses integrdldst gyakoroljuk. Eqyikiink megold eqy integrdldsi
példat, a tébbiek pedig ellendrzik, hogy jo-e a szamolds.

— En is beszdllhatok? — kérdezi hamiskdsan az idegen.
Tdrsaiddal egyiitt kissé gyanakodtok, de gyéz a kivancsisig. Az idegen eldvesz
egy kis fiizetet és ezt irja fel:
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Vezessitk most be az u = 2 4j valtozot. Ekkor z = u='/4, vagyis

1
dr = —Zu75/4du.

Mivel x = —1 esetén u =1, és x = 1 esetén is u = 1, ezért
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Az eredeti integral értéke nyilvan pozitiv, hiszen az ﬁ fliggvény mindenhol

pozitiv és egy mindenhol porzitiv fiiggvény gbrbe alatti teriilete —1-t6l 1-ig csak
pozitiv lehet. A helyettesités utan kapott integral viszont nyilvan 0, hiszen 1-t61
1-ig integralunk egy fiiggvényt.

4. Egy trigonometrikus integral alapjan 1 = 2

Egy tavaszi déleldtt épp az orddra igyekszel.
— Az analizis gyonyorid! — mormogod fennhangon.



— Hazugsdg! Hazugsig! — mondja a vdllad folétt eqy ismerds hang.

— Na ne mondd! Epp most tanultam a trigonometrikus integrdlokrél. Nem
volt nehéz rész és egyetlen hazug dolog sincs benne.

— Nocsak tényleg? Es mit szolndl ehhez a kis igaz/hamis teszthez?
Erre eldvesz eqy papirfecnit, rajta minddssze két sorral:

/—2 sin(2z)dz = cos(2x),

illetve
/ —4 cos(x) sin(x)dz = 2 cos®(z).

A jobb oldalakat visszaderivalva latszik, hogy mindkét formula igaz. Viszont
tudjuk, hogy —2sin(2z) = —2(2sin(z) cos(x)) = —4 cos(z) sin(x), igy az integ-
rélokbol cos(2z) = 2 cos?(z). Ha itt z helyére 0-t irunk, akkor 1 = 2.

5. Parcialis integralassal megmutatjuk, hogy 0 =
—1

A mai analizis eldaddson a parcidlis integrdlds szabdlydt tanultdtok meg. Eppen
a kovetkezd ordadra igyekszel, amikor a mdr-mdr jol ismert illetd hozzdd lép és
ezt mondja:

— Hallottam, hogy mdr tudsz parcidlisan integrdlni.

— Valoban! Az elébb értettem meg a képletét.

— Akkor ehhez a pdr sorhoz mit szdlsz? — kérdi, s ezzel datnyijt eqy papirda-
rabot neked.

Tekintsiik az [ tg(z)dx integral kiszamitasat. Mivel

sin(z)

tg(z) = cos(@)’

ezért integralhatunk parcidlisan: legyen

1

u= con(@) és v =sin(z).

Ekkor )
u = :;:2(2) és v =—cos(x),
tehat
/tg(m)dm = /uv'dm = uv — /u'vdm =-1- /—tg(m)dm,

azaz

/tg(m)dm =—-1+ /tg(m)dm.
Az integréllal valo egyszertsités utan azt kapjuk, hogy 0 = —1.



6. Parcialis integralassal ismét megmutatjuk, hogy
0=-1

Micsoda csodds nap! Sikeresen megfejtetted az idegen eldzd dlbizonyitdsdt.

— Az integrdacids konstansok szamitanak! — jelented ki neki.

— Valoban! A hatdrozatlan integrdlokban mindig ott bujkdlnak azok a kons-
tansok. A tanulsdg: nem szabad megfeledkezni réluk. De az elézd példam csak a
bemelegités volt. Te is jol tudod, hogy a hatarozott integralokban ilyesféle dolgok
nem fordulhatnak eld.

— Nem bizony, hiszen ott nincsenek integracios dllanddk.

— Akkor ez tetszeni fog neked.

Es ezzel ismét dtnyijt eqy papirdarabot szdimodra.

Tekintsiik az f://; tg(z)dx hatérozott integrélt, vagyis szamitsuk ki parcialisan

a P
/ sin(z) g

/6 cos(w)

kifejezés értékét. Legyen ismét

1
u= cos(@) és v =sin(z).

Ekkor

u = :;:2(2) és v = —cos(x),
tehat

/4 /4 /4 /4
/ tg(z)dz = / w'dr = uv — / wvdr = -1 — / —tg(x)dx,
/6 /6 ™/6 /6
azaz
/4 /4
/ tg(z)dx = —1 —|—/ tg(z)dx.
/6 /6

A tangensfiiggvény gorbe alatti teriilete 7/6 és w/4 kozott véges, igy egyszert-
sithetiink az integrallal: ismét azt latjuk, hogy 0 = —1.

7. A L’Hospital-szabaly

Ma egy érdekes tételt tanultatok: a L’Hospital-szabdlyt, amellyel példdul 0/0
vagy co/oc alaki limeszeket lehet hatékonyan kiszamolni. Mdr vdrod, hogy mi-
kor bukkan fel az idegen.

— Ma milyen hibds bizonyitdssal rukkolsz el6? — kérdezed.

— O! Van példiul eqy ellenpéldim a L’Hospital-szabdlyra.

— Nocsak! Lissuk!



Az dtnyijtott papirlapon az aldbbi levezetés olvashatd.

Szamitsuk ki a
22 + sin(x)

lim 5

r—00 €T
hatérértéket. Mivel ez oo/oo alaki, ezért a L’Hospital-szabaly szerint értéke
megegyezik az alabbival:

. 2x+cos(x)

lim ——=.

T—00 2x
Ez még mindig co/co alaku, ezért a L'Hospital-szabaly ismételt alkalmazasaval
azt kapjuk, hogy az eredeti limesz ugyanaz, mint a

lim 2 —sin(z)

xr—00 2
hatarérték. A sin fliggvény azonban folyamatosan hullamzik, igy a oco-ben nincs
hatarértéke, a legutolsé limesz tehat nem létezik, igy a L’Hospital-szabaly értel-
mében nem létezik az eredeti hatarérték sem.

Ennek viszont ellentmond a koévetkezs megfigyelés: szamitogéppel kirajzolva

az % fiiggvény grafikonjat, azt latjuk, hogy a fiiggvény hatarértéke a
végtelenben létezik és 1.
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Az % fiiggvény grafikonja.

8. A lecstiisz6 létra fels6 végpontja mindvégig 0
sebességgel mozog

A Kalkulus kényvedben szerepel az aldbbi feladat:

— Egy 3 méter magas létra az dbranak megfelelden a falnak tdmaszkodik. A
létra lecsuszik, de gy, hogy mindkét vége folyamatosan érinti a falat, illetve
a talajt. Tudjuk, hogy az alsé végpont 1 méter/mdsodperc sebességgel mozog
jobbra. Mennyi a létra felsé végének pillanatnyi sebessége akkor, amikor az alja
2 méterre van a faltol?

Egyik tarsad az aldbbi megolddssal dll eld:



fal

y 3 méter

X talaj

Keresendd tehat a dy/dt mennyiség, ami a létra siillyedésének sebességét jelenti.
A Pitagorasz-tétel miatt

r? +y? = 3%
A feltételekbdl tudjuk, hogy a létra alsé vége 1 méter/mésodperc sebességgel
mozog jobbra, azaz dx/dt = 1. Nekiink dy/dt értéke kell akkor, amikor = = 2.
A fenti négyzetes Gsszefiiggésbe ezt behelyettesitve azt nyerjiik, hogy

2% +y? =32
Mindkét oldalt derivalva t szerint ebbdl az latszik, hogy
2y dy/dt =0,
melybél egyszertisités utan
dy/dt =0

adodik, a létra felsG vége tehat nyugalomban van.

9. A valtozok szétvalasztasa

A mai drdin megértetted, hogy mit jelent a szétvdlaszthato differencidlegyenlet
fogalma, és megtanultad, hogyan kell ezeket megoldani. Az idegen mdr az ajtéban
var téged.

— Mondd csak, meg tudndd oldani a

%:Vl_y2a y(O):O
kezdetiérték-feladatot?
Némi gondolkodds utdn rdbolintasz, hiszen ez az egyenlet is szétvdlaszthato. Az
idegen a kezedbe nyom eqy papirost.
— Akkor el kell ismerned, hogy a matematikiban ellentmondds van, amint
azt az aldbbi megolddsom mutatja.

dy _
dt

1—92



d
/ _ / 1dt
V1 —192
arcsin(y) =t + c.
Mivel most y(0) = 0, ezért ¢ = 0. A kezdetiérték-feladat megoldasa tehat

y(t) = sin(t).

A differencialegyenlet szerint fli—? = /1 —192 > 0, hiszen a gyok értéke sosem

lehet negativ, azonban most % = cos(t) is nyilvan fennéll, és tudjuk, hogy a

cos fliggvény negativ értékeket is felvehet.

10. A valtozoék szétvalasztasa: exponencialis no-
vekedés

A mai napon ismét eqy érdekes differencidlegyenletet oldottatok meg.

Legyen k egy rogzitett konstans. Ekkor az alabbi tétel igaz:
Ha dy/drz=ky, akkor y(z)= Ae*

all fenn, alkalmas A valés konstanssal. Itt A értéke porzitiv, nulla és negativ
egyarant lehet, az yo = y(xo) kezdeti érték elgjelétdl figgsen.
A fenti differencidlegyenlet megoldésa a kdvetkezSképpen tortént:

dy
— =k
dx 4
d
Y _ kde,
Y
melybdl integralassal
In(y) = ka + ¢
adodik, melybdl
y(fE) — ek:nJrc’
vagyis
y(l') - ecekmv
azaz,
y(x) = Aeh®,

ahol az A = e roviditéssel éltiink. Mivel azonban e® minden valos ¢ esetén
pozitiv, ezért A > 0 is fennéall, ami ellentmond a fenti tételben annak, hogy A
tetszoleges (elGjelt) valos szam lehet.



11. Improprius integralok és Taylor-sorok

Tegnap a Taylor-sorokrol tanultatok. Az idegen hozzdd lép, kiszon és mdris fel-
teszi aktudlis kérdését:

— Mondd csak, mit tanultdl, mennyi fooo 1dx értéke?
Reflexbdl rdavagod:

— A gorbe alatti teriilet végtelen, tehdt az integrdl divergens.
De az idegen folytatja:

— Es mennyi [;° (1 -+ %) dz? Vagy mennyi [)° (1 —z+ % - %3 + %) dx?
Némi gondolkodas utdn helyesen azt feleled:

— Bdrmely régzitett, nemnulla polinom 0-tél co-ig vett improprius integrdlja
divergens.

— Tehat azt dllitod, hogy barmely k pozitiv egész esetén az

] .T2 .Z'3 .T4 .Tk
l—e+ 2 -2 42 i )a
/0 ( Tt % T * )k!) *

integrdl divergens?
— Igen, minden régzitett k pozitiv egész esetén divergens.
— De azt te is tudod, hogy

22 23 2 & "

T =1 —_— 4+ — — ... -1 — 4+ ...
e x+2 6+24 +( >kz!+ ,

és hogy fooo e~ " =1, amely integrdl viszont nyilvdin konvergens.



