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Bevezetés

A jegyzet a Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen a mésodéves fizikus
hallgatoknak tartott Kisérleti Fizika III. tantargy anyagat tartalmazza. Ez a targy egy
négy féléves kurzus harmadik része, a Kisérleti Fizika I. (klasszikus mechanika) [1] és a
Kisérleti Fizika II. (klasszikus elektromégnességtan) [2] tantdrgyak utan és a Kisérleti
Magfizika [3] el6tt. Mindazondaltal célunk volt a jegyzet anyagét gy kozolni, hogy az
minél szélesebb olvasokozonség szamara érthetd legyen, aki kozépfoki matematikai és
fizikai ismeretek birtokdban van.

A jegyzetben két témakorrel foglalkozunk, az egyik a Termodinamika (1. fejezet) a
méasik A kvantummechanika alapjai (2. fejezet) cimekkel foglalhaté ossze. Az 1. (Ter-
modinamika) részben az empirikus hémérséklet bevezetése utéan elészor attekintjiik a
mikroszkopikus, az anyag 0sszetevoinek valdszintliségi leirdsan alapulo idealis gazokra vo-
natkozé Kinetikus gazelméletet (1. 1.2. fejezet), majd rétériink a Fenomenologikus ter-
modinamika targyalasara, ahol épp ellenkezéleg, a makroszkopikus tapasztalatok alapjan
felallitott torvényeket és azok kovetkezményeit vizsgaljuk. Ezen beliil is az egyensilyi
allapotokkal és a benniik fennallo Osszefiiggésekkel foglalkozunk bévebben, azaz a ter-
mosztatikaval (1. 1.3. fejezet). Harmadrészt izelitét adunk a Statisztikus Fizikabol (1.
1.3.11 fejezet), ami ismét a nagyszamu alkotérész feldli statisztikus megkozelités, mér
nem csak (idedlis) gdzokra, hanem barmilyen anyagra, akdr kvantummechanikaval leir-
takra is.

A kvantummechanika alapjai 2. részben attekintjiik a kvantummechanikahoz vezet6
kisérleteket, az azokra adott magyarazatokat, egyszoval a folyamatot, ami a klasszikus
fizikai gondolkodasunkat atvezette a kvantummechanikaba.

A tantargy anyagat a Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen Téth
Andrés allitotta Ossze, akitol a targy eldadasat 2009-ben atvettem. A Termodinamika
részb6l megjelent kivald egyetemi jegyzete [1], valamint abrdkbol, videdkbdl all6 hatalmas
gyljteménye, melyet szamomra annakidején atadott és melyre a jegyzetbe beillesztett ab-
rak soran Tsth Andrés gytjteménysbsl modon hivatkozok, nagyon sokat segitettek az eléadasok
és a jegyzetirds soran is, amit eziton is szeretnék megkoszonni.

A jegyzetben tobb helyen Richard Feynman csodalatos fizikai gondolkoddsméddal
megirt Mai Fizika sorozatanak IV. kotetét kovettem [5]. Idénként (pl. kémiai reakcidk)
Landau Elméleti Fizika V. és X. [0], Nagy Karoly Termodinamika és Statisztikus Fizika



c. [7] konyvére, és Geszti Tamds Termodinamika jegyzetére [3] is tamaszkodtam.

A masodik részhez Kalman Péter-Toth Andras nyomtatasban nem megjelent ,,Beve-
zetés az atomfizikdba” cimi kibovitett éravazlata volt segitségemre a tantargy temati-
kéjdra vonatkozéan. A kidolgozasban Geszti Tamés Kvantummechanika tankonyvét [9]

kovettem. )
A jegyzet a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0064 pélyézat keretében késziilt.



1. fejezet

Termodinamika

1.1. Empirikus homérséklet

A hétan mar régéta izgatja az embereket, hiszen rengeteg hétkoznapi tapasztalatunk van
(h&jelenségek), melyek két alapfogalom kozé csoportosulnak: ezek a hdmérséklet és a hé.

A hémérséklet, ami a melegedés (héfok) mérészama kevesebb problémét okozott,
ezért targyalasunkat mindjart mi is ezzel kezdjiik.

A hé viszont joval nehezebb fogalomnak bizonyult, a tudomany csak lassan, jéval
késobb jutott el a ho fogalmanak tisztazasahoz, miszerint a hoatadéas az energiaatadas egy
(ugyan rejtett, mechanikai és elektromagneses folyamatokban veszteségként jelentkezd)
form4ja. A 1.3.1 fejezetben bevezetendo fogalommal nem allapotjelzo, nem lehet a testek
egy adott allapotahoz rendelni, mint pl. a homérsékletet.

Megjegyzés: A hét sokdig probaltak (az 1.3.1 fejezetbeli csoportositas alapjan extenziv)
allapotjelzéként értelmezni, ez volt a ,héanyagelmélet”. A hovel kapcsolatos extenziv
allapotjelz6 majd az entrépia lesz (1. 1.3.9 fejezet). A homérséklet ezzel szemben intenziv
allapotjelz6. Eme két jellemzo kiilonbozdsége mar a kozépkorban vilagossa valt. A
lang magasabb hémérsékleti, mint a forré vas (ezt latjuk a szinérél), mégis az utébbi
markolaszasa sulyosabb sériiléseket okoz.

Kezdjiik akkor a homérséklet fogalmaval! Eloszor foglaljuk 6ssze azokat a tapaszta-
latokat, amik a h6fok mérését/szamszeriisitését, igy a hdmérséklet bevezetését lehetévé
teszik:

e adott kornyezetben egy test héfoka allanddsul, s a kialakulé hofokot a kornyezet

szabja meg,

e érintkezésbe hozott testek hofoka kiegyenlitédik, kozos lesz (a melegebb lehiil, a
hidegebb felmelegszik),

e a testek fizikai tulajdonsagai (pl. térfogat, vezetOképesség) egyértelmii kapcsolat-
ban vannak a héfokaval.



Az elso két tapasztalatot a termikus egyensily definiciéjara hasznélhatjuk fel. Amikor
két érintkez6 test homérséklete kiegyenlitodik és allandésul akkor az mondjuk, hogy a két
test termikus egyensilyban van. Ekkor koztiik az energiadtadés (hdcsere) makroszkopikus
szinten megszinik. A termikus egyensuly tranzitiv, azaz az 1.1 abranak megfelel6en, ha
A test termikus egyensilyban van B-vel és a B test termikus egyenstlyban van C-vel,
akkor ebbdl az A és C test termikus egyensilya kovetkezik. Ez a termodinamika 0.
fotétele.

ha
A-—B & B -—C
temikus 1 temikus
egyensuly egyensuly
temikus
egyensuly

1.1. abra. A termikus egyensuly tranzitiv.

Megjegyzés: Szoktak a termodinamikai egyensily létezését és tranzitivitdsat is 0. foté-
telként emlegetni (1. 1.3.1 fejezet).

A harmadik tapasztalatot is hozzavéve megallapithatjuk, hogy a héfok tehat mérheto,
igy definidlhatunk in. empirikus (tapasztalati) hémérsékletskaldt. Egy hémérsékletskala
megadasdhoz rogziteniink kell

e a mérendd tulajdonsagot,
e cgy skalatorvényt,

e az egységet,

e ¢és a nullpontot.

Mi két empirikus homérsékletskalaval foglalkozunk, a hétkéznapokban hasznalt Celsius
és az elméletileg is nagyon fontos idedlis gazhomérsékleti skélaval.

A Celsius skala a hétdguldson alapul, a mérendé tulajdonsdg a testek térfogata (pl.
higanyos héméré), vagy hossza. A skalatorvényt linedrisnak vélasztottdk. Az egység a
légkori nyomaéson olvadé jég (t,) és a forrasban lev viz hémérséklete (¢;) kozti kiilonbség
1/100-ad része, neve 1°C (Celsius fok). A nullpont pedig az olvadé jég hémérséklete



légkori nyomdason. Egy test X (¢) hosszénak mérésével tehat a a test ¢ hémérséklete
Celsius fokban
X<t) - Xo
Xr—X, '
ahol X, és Xy a test hossza olvad¢ jégben, illetve forrasban 1év6 vizben.
Az idedlis gazhomérsékleti skala a Boyle-Mariotte torvényen alapul. Eszerint kézon-
séges gazok (szobahOmérséklet, 1égkori nyomads kozelében) térfogatanak és nyomasanak
szorzata allandé homérsékleten allando, azaz pV = Bp. Brp fiiggetlen az anyagi min6-
ségtol és ardnyos a gdz mennyiségével (pl. n mélszamaval), igy pV = nB(T).
A gazokkal végzett tovabbi mérések tapasztalatai alapjan (amelyet Gay-Lussac 1. és
I1. torvénye foglal 6ssze) allandé térfogaton p ~ T, és dlland6 nyoméson V' ~ T. Emiatt
B(T)-t B(T) = RT alakban irhatjuk, amivel megkapjuk az idedlis géztorvényt (vagy
kés6bb hasznélatos széval (1. 1.3.1 fejezet) az idedlis gaz allapotegyenletét):

t(°C) = 100 (1.1)

pV =nRT, (1.2)

ahol R az egyetemes gazallandé.

Megjegyzés: A molszamot a gaz tomegével (my) és a molaris tomegével (1 mol gdz tomege:
M) kifejezve n = 52 a gédztorvény a pV = 32 RT gyakran hasznélt alakba frhato.

Megjegyzés: Az idedlis gaz dllapotegyenlete, még ha val6di (redlis) gazokra csak kozeli-
téleg igaz is (ritka, nem tul alacsony hémérsékletii gazok esetén), nagyon fontos torvény.
A termodinamikai osszefiiggések levezetésének /hasznalatanak ,éllatorvosi lova”.

Visszatérve az idealis gdzhdmérsékleti skalahoz, ott a mérhetd mennyiség a Boyle-
Mariotte torvény alapjan a pV szorzat. A skélatorvény Gay-Lussac 1. és I1. torvényével
osszhangban linedris, egysége a 16gkori nyomdson olvadé jég (7,) és a forrasban levd
viz hémérséklete () kozti kiilonbség 1/100-ad része. Az egység neve amiatt, hogy az
idedlis gazhémérsékleti skala megegyezik a majd az 1.3.8 fejezetben a II. f6tétel alapjan
definidlt termodinamikai hémérsékletskalaval (amit abszolut vagy Kelvin-féle skalanak is
neveznek), 1K (kelvin). A definici6é azonossiaga miatt a Kelvin skdla egysége megegyezik
a Celsius skala egységével, azaz 1K = 1°C.

Az idedlis géz (1.2) allapotegyenletében szereplé hémérséklet tehdt az idedlis gazhé-
mérséklet (Kelvin-féle hdmérséklet, abszolut homérséklet). Az egyetemes gazéllandé az
egység definiciéjabdl kifejezheto,

(PV)s = (@V)o

B="—""T0

(1.3)

Py ‘s -y o J
értéke a mérések alapjan R = 8.314—¢.

A skéla nullpontjat (ahol az abszolut hémérséklet nulla) is majd a 1.3.8 fejezetben de-
finidljuk, de a nullpont kapcsolatat a Celsius skala nullpontjaval mar most megadhatjuk.




Megmérve a légkori nyomdason olvadé jég (a Celsius skala nullpontjanak) homérsékletét,

1
7, — VDo _  100(pV)o (1.4)
nk (pV)r = (pV)o
alapjan, T, = 273.15K-nek adodik. Mivel ez a homérséklet a Celsius skédlan t, = 0°C, a
Kelvin skala nullpontja a Celsius skalan 0K = —273.15°C foknak felel meg. A Kelvin és

a Celsius skalan mért homérsékletek kozott igy a

T(K) = t(°C) + 273.15 (1.5)

Osszefiiggés all fenn.

Megjegyzés: A kovetkez6 fejezetben ratériink a kinetikus gézelmélet targyalaséara, ahol
majd definidljuk a kinetikus homérsékletet (1. 1.2.4 fejezet), ami szemléletes jelentést ad
a homérsékletnek, miszerint az a gaz molekuldinak atlagos mozgasi energidjaval aranyos.
Az aranyossagi tényezot épp aszerint valasztjuk majd meg, hogy az a hémérsékletskala
is megegyezzen az idedlis gazhdmérsékleti és a Kelvin-féle abszolit vagy termodinamikai
hémérsékletskalaval.

Megjegyzés: A modern fizikai kutatasok és technikai megoldasok alkalmaznak a hagyo-
manyostol eltéré maddszereket is a homérséklet mérésére. Ezek kozott fontos csoportot
alkotnak a sugarzasi spektrumok kiértékelésén alapulé telemetrikus és a kémiai kompo-
nensek aranyainak hémérséklet-érzékenységén alapulé moédszerek. Kiilonos tekintettel
arra, hogy sok modern kisérletben (nagyenergids fizika, csillagdszat) a kozvetlen kontak-
tuson alapulé hmér6zés nem lehetséges [10)].

1.2. Kinetikus gazelmélet

A kinetikus gazelmélet abbdl az alapgondolatbdl indul ki, hogy a gazok megérthetok a
molekuldris/atomi felépités alapjan.

Megjegyzés: Torténetileg ez Robert Brown botanikus megfigyeléseihez nyulik vissza, aki
1827-ben vizbe helyezett virdgpor szemcsék (pollenek) mozgasat vizsgalta mikroszkép
alatt [I1]. A jelenség magyarazatat Albert Einstein adta meg 1905-ben, aki a Brown-
mozgast "az atomok létét szemmel lathatéan igazold” kisérletnek nevezte, miszerint a
pollenek mozgasanak oka, a véletlen mozgéast végzo viz molekulaival valo {itkozés.

Az alkotérészek nagy létszama miatt (~ 10%3) az egyes molekuldk nyomon kivetése
lehetetlen, igy egy molekulat tanulmanyoz, majd a nagyszamu alkotorészre atlagol. A
makroszkopikus fizikai mennyiségeket atlagértékiikkel azonositja.

A kinetikus gazelmélet volt az elsé préobalkozas a gazok alkotérészeik feldl valé meg-
kozelitésére. Lehetoséget ad a nyomads, a homérséklet és a belsd energia szemléletes
definicidjara [5)].



1.2.1. Idealis gazok kinetikus gazelmélete

Az idedlis gazok (1. 1.1 fejezet) kinetikus gézelméletének feltevései a kovetkezok:

‘f' “’m \\

A5

1.2. abra. A kinetikus gézelméletben a molekulakat apré gombokkel modellezziik, amik
rendezetleniil mozognak mikézben egymassal és az edény falaval rugalmasan {itkdzhet-

nek. forrds: quantumfreak.com

e a gdzmolekuldk apré gombok (1. 1.2 dbra), precizebben: atméréjiik jéval kisebb,
mint a szabad 1uthossz, vagyis a molekulak altal iitkézés nélkiil megtett atlagos
tavolsag (1. 1.2.10 fejezet),

e a molekuldk kozti és az edény falaval vald kolesonhatas csak rugalmas titkozésekben
nyilvanul meg,

e a mozgas teljesen rendezetlen, nincs kitiintetett irany.

A harmadik feltevés segitségével valdszintiségi leirast fogunk alkalmazni, amivel az
alkotérészekre valo atlagolast el tudjuk végezni.

Az alkotérészeket minden pillanatban a helyiik és a sebességiik 3-3 koordinatéja-
nak megadésdval jellemezziik a hat dimenziés (6D) fazistérben. Descartes koordinata-
rendszerben tehat az x,y, 2, v,, vy, v, koordinatakkal.

Annak a val6szintisége, hogy egy molekula helykoordinétai az [z, x + dx], [y, y + dy],
[z, z 4 dz]|, sebessége a [v,, v, + dv,], [vy, vy + dvy],[v,, v, + dv,] intervallumokba esik

dN

~ = f(z,y, 2,05, vy, v, t)dxdydzdv,dvy,dv, = f(r, v, t)dr (1.6)
ahol N az 6sszrészecskeszamot, 7 a fazistér térfogatelemét jeloli, melyrdl feltessziik, hogy
joval kisebb, mint a rendszer mérete, de még elég nagy ahhoz, hogy nagyszamu alkoté-
részt tartalmazzon (dV = 10""%cm?® mdég ilyen), dN pedig a 7 fazistérfogatelemben lev
molekulak szama.
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f astirliségfiiggvény, mely normalt (hiszen a molekula valamilyen helyen és valamilyen
sebességgel biztosan tartézkodik), azaz [drf(r,v,t) = 1, és segitségével a molekuldk
tetszoleges mechanikai mennyiségének varhaté értéke kiszamithato:

qg= /q(r,v,t)f(r,v,t)dT. (1.7)

Az N molekuldt tartalmazé rendszerre Q = Ng.

Azon alkotérészeknek a szama tehat, amik helye és sebessége a t idopillanatban az
[z, x + dx], [y,y + dy|, [z,2z + dz], illetve a [v,, v, + dvg], [vy, v, + dvyl,[v., v, + dv,)
intervallumokba esik

ANz y 2 w000, = N f(r, v, )dT. (1.8)

A tovabbiakban célunk f, illetve dN meghatérozasa, hogy aztdn atlagokat szamol-
hassunk vele, amiket a makroszkopikus fizikai (mérhet$) mennyiségekkel azonositunk.

Mivel mi az egyensulyi allapotok leirdsara szeretnénk megallapitasokat tenni, a stirti-
ségfiiggvény idofiiggését elhanyagoljuk, megjegyezve, hogy altalanosabb, nem-egyensulyi
leirast, pl. a Boltzmann-egyenletet, mikroszkopikus dinamikai elméletekbol nyerhetiink
6].

Ha nics jelen kiilso erctér, az alkotérészek térbeli eloszlasat egyenletesnek tételezhet-
jiik fel, vagyis a strtiségfiiggvény r-tol is fiiggetlen. Ekkor

dWN = dvvf(vx,vy,vz,)dvxdvydvz, (1.9)
ahol bevezettiik a dV = dxdydz és a V jelolést az elemi térfogatelem, illetve a rendszer
teljes térfogatanak jelolésére.

Harmadik feltevésiinket, mely szerint nincs kitiintetett irany a molekuldk mozgésa-
ban, a stirtségfiiggvény sebesség iranyatdol és nagysagatol vald fiiggésének szétvalaszta-
saval vizsgalhatjuk. Ehhez dttériink gombi poldrkoordindtékra (1. 1.3 dbra) a sebesség-
térben. fgy azon molekuldk szama, melyek a dV térfogatban vannak és sebességiik a

[v,v + dv], [¥, +dV],[p, +dy] intervallumokba esé polarkoordinédtékkal jellemzett,

dQy., dV

TP (1.10)
Az egyenletben dN, = N f(v)dv azon molekuldk szdma, melyek sebesség nagysdga a
[v,v + dv] intervallumba esik, ahol f(v) a sebesség nagysdgara vonatkozé stiriiségfiige-
vény. d€y, a ¥ és ¢ polarkoordinatékkal jellemzett iranyhoz tartozé térszég (1. 1.4
abra). Ezt ugy lathatjuk szemléletesen, hogy amiatt, hogy nincs kitiintetett irdny, a
sebességtérben az adott v sebességli molekuldk sebességiranyai dltal kijelolt doféspontok
egyenletesen helyezkednek el a v sugaru gombfeliileten, igy annak valészintisége, hogy
egy molekula 9 és ¢-vel jellemzett sebességirannyal rendelkezik 4%2 = %. A térszoget
a polarkoordinatakkal kifejezve (1. 1.3 dbra)

deV,v,ﬂ,go = de

sin ¥dddp av

deV,v,ﬁ,gp = de A vV

(1.11)
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térf%gatelem:
r-sin® do dedr

X

1.3. dbra. Gombi polarkoordinaték: r, 19, p. Az abrardl leolvashatjuk a térfogatelem és a
téI‘SZég kifejezését gombl polérkoordinétékkal. forras hyperphysics.phy-astr.gsu.edu

1.4. abra. A térszog definicidja az abranak megfeleléen 2 = 7%. A teljes térszog ) = 4.
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1.2.2. Molekulaaram-sturiiség

Els6ként egy falon levo, AA feliillethez At id6 alatt odaérkezd molekulak szamat fogjuk
meghatarozni. Azt, hogy késébb mi torténik veliik, nekiiitkoznek a falnak, vagy athalad-
nak a nyilason azt a feladat hatdrozza meg. Mindenesetre a feliilet normalisaval ¥ szoget
bezard iranybdl érkezve azok a molekuldk érnek oda At id6 alatt, amik benne vannak a
AV = AA-vcosd - At ferde hasab térfogatban (1. 1.5 dbra)

1.5. abra. A At id6 alatt a AA feliiletre a feliilet normalisaval ¢ szoget bezard irdnybdl
odaérkez6 molekuldkat tartalmazé AV térfogat.

Az (1.11) egyenletet felhasznalva

AN, AAAt _
ANy . AAN = T%U cos ¥ sin ¥dide, (1.12)
ahol definidltuk az ny = & molekulaszdm-siriséget (vagy részecskeszdm-siirtiséget).

Hogy a molekuladaram-stiriiséget megkaphassuk, osszegezniink kell a sebességiranyt
jellemzé polarkoordindtéakra (v, ¥, ¢). vmaz-szal jelolve a sebesség maximaélis értékét és
felhasznélva, hogy molekuldk csak a AA feliilet egyik oldaldan vannak, igy a ¢ integrél
csak 0 — 7/2-ig megy,

Vmaz /2 2m
ANpanr = / / / ANy9,o.A4,AL
0 0 0

AAAL 1 fome 2 2
= ny — / vd N, / cos ¥ sin ﬂdﬂ/ dy
4m ;ZV 0 Jo L Jo

-~ -~

v 1/2 27

1
= v BAAAL, (1.13)
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amibol a molekuladram-siriség

} ANaan 1
— aaat - ) 1.14
Jmol 2 ] 2t 4”\/1} ( )

1.2.3. Nyomas

A nyomast a molekuldknak az edény faldval torténd iitkozései okozzak, melyek soran
impulzust adnak &t a falnak, vagyis er6t fejtenek ki ra, ami feliiletegységre vonatkoztatva
épp a nyomas.

Tekintsiink el6szor egy, a fal normélisaval ¢ szoget bezardan érkezé molekulat.

Maésodik feltevésiink alapjan a fallal val6 iitkozések rugalmasak, igy a molekula sebes-
ségének nagysiga (v) nem valtozik az iitkzés sordan. Amiatt, hogy a fal csak merdleges
erot tud kifejteni, a molekula sebességének csak a falra merdleges komponense valtozik
ellentétesre (1. 1.6 dbra) Ezt az irdnyt vélasztva z tengelynek, a molekula impulzusval-

NN

1.6. d4bra. A molekula impulzusvaltozasa a falnak valé titkozéskor Ap, = m(v, —v,) =
—2mu cos 1.

tozasa
Ap, =m(v], —v,) = —2mv, = —2mw cos I, (1.15)
ahol m a molekula témege. A falnak dtadott impulzus ennek ellentettje Ap/4 = —Ap, =
al
2mu cos 1, 1gy a molekula altal a falra kifejtett er6é dF = AZ{ = 2’””&0319

Megszorozva ezt a v, 9, p-vel jellemzett molekuldk szamaval, melyet az (1.12) egyen-
letben kiszamitottunk, megkapjuk a v, ¥, p-vel jellemzett molekulak altal a falra kifejtett
erot:
2mu cos AA 1

A7 ANy wpaant = 2mny — —v?dN,, cos? ¥ sin ¥dddep, (1.16)

dF, 5., =
e Ar N
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amit mar csak Osszegezniink kell v, 9, és ¢ lehetséges értékeire, hogy megkapjuk a gaz-
molekulak altal a falra kifejtett atlagos erot:

_ Umaz /2 2
AF - / / / dF, .
0 0 0

oy S LT g /M2 295si ﬂdﬁ/%d LymiPAA (117)
= zmny — — v ) COS S1n = —Nymu . .
v 47T N 0 0 0 90 3 v
E 1/3 2%
A nyomés pedig
AF 1 —
= - 2, 1.1

Vegyiik észre, hogy a nyomés egy molekula &tlagos mozgasi energidjéval &, = Lmu?-

2
tel aranyos, vagyis
2
p= gnva- (1.19)

Koénnyen megkaphatjuk egy gazkeverék nyomésat, ugyanis a gazkeverékben jelen levo
tobbféle molekula altal a falra kifejtett atlagos eré egymastol fiiggetlen, osszeadddik, igy

p= Z gnvﬂ = Zpi, (1.20)

ahol a p;-k a parcialis nyomasok, amiket az egyes sszetevok fejtenének ki, ha egyediil
toltenék ki a térfogatot. Az (1.20) egyenlet Dalton torvénye.

1.2.4. Kinetikus homérséklet

A nyomds mikroszkopikus modellbeli definiciéjanak az idedlis gazegyenlettel valé tssze-
vetése lehetGséget ad arra, hogy a homérsékletet a kinetikus elméletben definialjuk.
A nyomésra kapott (1.19) egyenletet Osszevetve az (1.2) idedlis gaztorvénnyel, va-

lamint bevezetve a k := §- Boltzmann dllandét (Na ~ 6 - 10 az Avogadro szédm)
a kinetikus hémérsékletet kT := %@—kén’c definialjuk, vagyis a kinetikus homérséklet

aranyos a molekulak atlagos mozgasi energiajaval.

Az igy definialt hémérsékletskala a levezetés alapjan megegyezik az idedlis gdzhémér-
sékleti skédldval (és igy a Kelvin-féle termodinamikai vagy abszoliut hémérsékletskéldval
is), minden igaz rd, ami arra is .

A T = 0 homérsékletnek a nulla atlagos mozgasi energia felel meg.

A homeérsékletet definial6 egyenletet atrendezve az atlagos mozgasi energiara kapunk
kifejezést

Em = L =2k =3 Lir (1.21)
2 2 2
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Ha a kinetikus elméletben a szabadsagi fokot a molekula mozgasi energia kifejezésében
szerepl6 négyzetes tagok szamaként definidljuk (ami most 3, mivel molekuldink pontsze-
riinek tekinthetd, apré gombok), akkor egy altalanos tétel, az ekviparticié tétele [12, 13].
all eléttiink: a molekula minden szabadsagi fokara %kT energia jut.

Megjegyzés: Az egy szabadsagi fokra jutéd %kT atlagos mozgasi energia csak a nemrela-
tivisztikus hataresetben igaz. Fotongéazra pl. pontosan k71" jut egy-egy iranyra.

Nem tul alacsony hémérsékleten (pl. szobahémérsékleten) az ekviparticié tétele (ma-
gyarul az energia egyenletes eloszldsanak tétele) tapasztalat. A molekula atlagos ener-
gidja egyenletesen oszlik el a szabadsagi fokok kozott, g, = %sz , ahol f a szabadsagi
fokok szama. A tétel statisztikus mechanikaban a szabadsagi fok megfelel6 definicidja
esetén le is vezetheto.

Egyatomos gaz esetén f = f;,. = 3, hisz a transzlacids mozgas 3 fiiggetlen iranyanak
megfelelden 3 négyzetes tag szerepel a mozgasi energia kifejezésében.

Kétatomos molekuldkbdl all6 gaz esetén, ha a molekulakat pontszeriinek tekintjiik és
a koztiik levd tavolsagot rogzitettnek, akkor f = fi. + fror = 5, hiszen a molekuldknak
a 3 transzlacios szabadsagi fok mellett 2 rotaciés szabadsagi foka is van. Ez utébbiak a
mozgasi energiaban megjelend, a szogsebesség-komponens négyzetét tartalmazé forgasi
energia tagok (a molekula tengelyére meréleges két fiiggetlen forgastengely miatt).

Ha a kétatomos molekulakon beliil az atomok tavolsaga nem rogzitett és a tengely
mentén rezgés is lehetséges (rugalmas kotést sulyzo), Gjabb két négyzetes energia tag (a
rezgés helyzeti- és mozgdsi energidja) jelenik meg a mozgdasi energiaban, igy a szabadsagi
fokok szma f = fir + fror + fu = 7.

1.2.5. Bels6 energia

Az ideélis géz belsé energidjat a pontrendszerekre bevezetett médon definialjuk [1], fel-
hasznalva, hogy az idealis gaz maga is egy pontrendszer. A bels6 energia a rendszer belsd
kolesonhatasaibdl szarmazo helyzeti energia (Ej, g) és a tomegkozépponthoz viszonyitott
mozgési energia (E,, rxp) Osszege U = Ey, g + Enrrp, vagyis a kiilsé hatasok nélkiili
géz energidja a gaz tomegkozéppontjabdl vizsgalva (a gaznak, mint egésznek a mozgasat
figyelmen kiviil hagyva).

Mivel az idedlis gazban az alkotérészek kozott (az titkozéseken kiviil) nines koleson-
hatas E, p = 0, s igy

U=E,rxkp = Ng, = Ngk:T = gnRT (1.22)
Az kinetikus gazelméletbdl kovetkezden tehat az idedlis gz belsé energidja (éllandé
N részecskeszam és f szabadsagi fokszam mellett) csak a hémérséklettdl fiigg, azzal

aranyos.
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A fenomenologikus termodinamikaban makroszkopikus mérheté mennyiségként defi-
nidlt belsé energia Gay-Lussac és Joule-Thomson (1. 1.3.5 fejezet) kisérletben vizsgalt
fenti tulajdonsiga épp az egyik definicidja az idedlis gazoknak.

1.2.6. Realis gazmodellek, a van der Waals-féle allapotegyenlet

A kinetikus gézelmélet segitségével sikeriilt az idedlis gaz néhany tulajdonsigat az al-
kotorészek szemszogébdl egy igen szemléletes képben magyarazni. Megprobalkozhatunk
segitségével olyan gazokat is leirni, amik nem felelnek meg a kinetikus gazelmélet alap-
feltevéseinek. Talan leggyakrabban haszndlt és legismertebb ilyen prébélkozés a van der
Waals-féle allapotegyenlet. Ez két helyen modosit az idealis gaz modelljén: figyelembe
veszi a molekuldk véges kiterjedését, és a koztitk haté vonzé kolesonhatast (kohézids
erét).

Két fenomenologikus (vagyis kisérletekbél meghatarozandé) anyagfiiggdé paramétert
vezetiink be: a b paraméterrel azt vessziik figyelembe, hogy a molekulak véges kiterjedése
miatt a rendelkezésiikre allo térfogat kisebb, mint idedlis gazban lenne: 1 mdél gazra ez
az érték b. Emiatt az idedlis géz (1.2) egyenletébe beirandé térfogat Viy = V — bn-re
modosul, ahol n a gdz mdélszama.

A masik paraméter azt veszi figyelembe, hogy a kohézids erok miatt a falnak atadott
impulzus, igy a falra kifejtett erd, s a nyomads is lecsokken. Az idedlis gaz (1.2) egyenletébe
beirandé nyomas ezért nagyobb, p;g = p+pi. A korrekcids tényezd py., a kohézids nyomas,
aranyos a fallal itk6z6 molekulat visszahtuzo molekulak szamaval, vagyis a gazmolekulak
stirtiségével §-vel, és az {itkoz6 molekuldk szdmaval is (vagyis ismét a sfirtiséggel). A
kohéziés nyomas tehat

an?

Pk

ahol a a masik paraméter.
Az idedlis gaz (1.2) dllapotegyenletébe beirva ezeket a korrekcidkat, el6ttiink all a van
der Waals-féle allapotegyenlet

2

(p+ “ViQ)(V — bn) = nRT. (1.24)

1.2.7. A van der Waals gaz belso energijja

A van der Waals (vdW) gaz belsé energidjat az idedlis gdzhoz hasonléan a gz, mint
pontrendszer belsd energidjaként definidljuk. Az idedlis gazhoz képest most a belsd
kolesonhatasokbdl szarmazé helyzeti energia is megjelenik, amit megadhatnank kozelité
potencidlok felirdsaval.

Ehelyett egy szemléletes, kozelito megfontolast tesziink: a molekularis kolesonhatas-
bol szarmazd belsd energia jarulékot a gaz folyadék allapotbdl torténd létrehozasa soran
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a kohézios nyomas ellenében végzett munkaként szamitjuk. A vdW géz molekularis
kolesonhatasok miatti belsé energia jaruléka igy megegyezik a kohéziés nyomas ellené-
ben végzett munkaval mikozben a gaz a bn folyadék allapotnak megfelel6 térfogatrél V/
térfogatra tagul.

Ezt a munkat kénnyen kiszamithatjuk. Tekintsiink el6szor egy A feliilett dugattyt,
amely p nyomasu gazt zar be V térfogatba. Ha a dugattyu egyensilyban van, p = py, a
gaz nyomasa megegyezik a pg kiilsé nyomassal. A gaz lassu, az egyensulyt végig megtartd
tagulasakor F'ds = pAds = podV elemi munkat végez a kiilsé nyomas ellenében, hiszen az
1.7 abranak megfeleléen a dugattyi elemi ds elmozdulasa a gaz térfogatanak dV = Ads
novekedésével jar.

dV=Ads

A

F=pA F=p,A

B i ol

ds

1.7. dbra. Az A feliilleti dugattytval elzért gz lassi (az egyensilyt végig megtartd)
tagulasaval a dugattytut elemi ds tavolsaggal elmozditja, mikozben térfogata az elemi
dV = Ads térfogattal novekszik. A gz ekozben pdV = podV elemi munkat végez a
kiils6 nyomas ellenében.

A kohézids nyomds a gazt Osszetartja, igy hatdsa pont olyan, mint a kiilsé nyomésé,
vagyis az ellenében torténé munkavégzést is a pdV elemi munkak Ssszeadasabol szamit-
hatjuk, ahol p most a kohéziés nyomassal egyenlo.

A teljes folyamatra (mikozben a géz a bn folyadék dllapotnak megfelel6 térfogatrdl V
térfogatra tagul) a munka az elemi folyamatokra szamolt munkék osszege, azaz integralja.
A vdW gaz molekularis kolesonhatasok miatti belsé energia jaruléka tehét

\% 1%

CLTL2 an

2
Ukoh = /pk(V’)dV’ = / %d‘/’ == —7 + T (125)
bn bn

A géz teljes bels6 energidja igy az idedlis gaznal is szerepl6 mozgasi energia jarulékkal
egyiitt U = U;q + Upop = gnRT — % + 5 A bels6 energia nullpontjat a molekulak
kozti kolesonhatéas rovid hatotavolsagat kihasznalva gy rogzitjiik, hogy a V' — oo ha-
taresetben a vdW gaz belsé energia kifejezése az idedlis gazéba menjen at.

Tehat n mol vdW gaz belso energidja

2
U= gnRT - % (1.26)
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vagyis a vdW gaz belsd energidja mar nemcsak a homérséklettdl, hanem a térfogattdl is
fiigg allandé részecskeszam mellett.

1.2.8. A Maxwell-féle sebességeloszlas

Eddig a sebességeloszlas konkrét alakjaval nem foglalkoztunk, képleteinkben benne hagy-
tuk a sebesség kiilonbozo fliggvényeinek atlagat. Most foglalkozzunk azzal, hogyan néz
ki a molekuldk sebességének (1.9) egyenletben definidlt f(v) valdszintiségi stirtiségfiigg-
vénye, melyet fizikdban pongyolan sokszor csak sebességeloszlas fiiggvénynek hivunk.

Maxwell gondolatmenetét kovetjiik, melyben eloszor is feltette, hogy a molekuldk
sebességkomponenseinek eloszlasa egymastol fiiggetlen, igy a sliriségfiiggvény harom, a
Uz, Uy, U, sebességkomponensekre vonatkozé striiségfiiggvény szorzataként all eld, azaz
F@) = Flvy,0.) = filv,) - folvy) - fo(v.).

A kinetikus gazelmélet harmadik alapfeltevését felhasznalva, miszerint a molekuldk-
nak nincs kitiintetett haladési irdnya, vagyis a molekula mozgas izotrop, f csak a sebesség
nagysagatol fiigghet. Varidcios elv segitségével ezek utén belathaté [7], hogy mindharom
komponens siirtiségfiiggvénye f1 = fo = f3 = (€), ahol p(&) = Aexp(—ac?). Igy a
teljes stiriségfiiggvény f(ve, vy, v,) = ©(v.)p(v,)p(v,) = A% exp(—av?) = f(v), valéban
csak a sebesség nagysdganak fiiggvénye.

A fiiggvény két allandoét tartalmaz, melyeket még meg kell hataroznunk. Az A al-
landot a normélasi feltételbol hatarozhatjuk meg, ami azt fejezi ki, hogy a molekulak
egyes sebességkomponensei valamilyen értéket biztosan felvesznek —v,,4, €S Upnae k0zOtE.
Felhaszndlva, hogy a (&) fiiggvény exponencidlisan levdg, az integraldsi hatarokat ki-
terjeszthetjiik a +oo-re, igy a normalasi feltétel

/ Aexp(—av?)dv, = A— / exp(—2?)dx = A\/E =1, (1.27)
a

ahol bevezettiik az = := \/av, 0j valtozét és felhasznaltuk, hogy f exp(—2?)dr = /7
[14]. Az egyenletbdl kivetkezéen A = /2.

A mésik &llandét, a-t az f(v) stirfiségfiiggvény segitségével kiszdmolt v2 és a mozgési
energia atlagdra kapott (1.21) kifejezés Osszevetésébol hatdrozhatjuk meg.
v? =02 + vl + v =02 402 + v = 32, (1.28)

. . e L, 5 5 5
hisz nincs kitiintetett irany, igy v = v; = v3.

v2 = \/7/exp —aw? dex_\/74j__a % (1.29)
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ahol ismét bevezettiik az x := \/aw, 1] véltozot és felhasznaltuk, hogy [ 2% exp(—a?)dx

20fx2 exp(—z?)dr = ‘/TTT [11]. Az (1.28), (1.29) és (1.21) egyenletekbol

1 31 3 m m
“T o2 T 20 23kT 2T (1.30)

Ezzel A = /2 = | /35, vagyis a sfirfiségfiiggvény

m \3/2 2
e

Flvn,vy,0.) = F0) = (507 (1.31)

_1

Eszrevehetjiik a fenti képletben a kinetikus energia ¢, = 2mv2 kifejezését, azaz

flo) = (2:;T)3/2 e . (1.32)

A v = (vg, vy, v,) sebességgel rendelkez6 molekulak szdma tehat
ANy, vy 0. = N f(v)dvgduydv, . (1.33)

Ha arra vagyunk kivancsiak (hisz kisérletileg ez ellendrizhet), mennyi azon molekuldk
szama, amelyek adott nagysdgu sebességgel rendelkeznek, akkor dssze kell adnunk azokat
a molekulakat, amelyek sebességének iranya kiilonbozik, de nagysdguk ugyanaz. Ezek
a sebességtérben egy v sugari géomb dv vastag gombhéjdban helyezkednek el (1. 1.8
dbra). A gémbhéj nagysaga 4mv3dv, vagyis a v és v + dv tartomdnyban levd sebességgel

1.8. abra. A v és v+dv kozotti sebességnagysaggal rendelkezo molekulédk a sebességtérben
egy v sugart gomb dv vastag dV = 4mv?dv nagysagi gémbhéjdban helyezkednek el.

rendelkezd molekuldk szama

dN, = N f(v)4nvidv = NF(v)dv, (1.34)
ahol A 3o
=2 (N 2 e
Fv) = Nz (Qk:T) Ve e 2T, (1.35)
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Ez a sebesség nagysdga szerinti siirtiségfiiggvény (bar az irodalomban eloszlasfiiggvény-
ként emlegetik) a Mazwell-féle sebességeloszlas (1859), megadja annak a val6sziniiségét,
hogy egy molekula sebességének nagysaga v és v + dv kozé esik, a homérséklet és a gaz-
molekuldk tomegének fiiggvényében. Kiilonboz6 homérséklet illetve molekulatomegekre
az (1.35) sebességeloszlas az 1.9 és 1.10 dbrakon lathato.

300K

—_ — 600 K
2

[Ny

900 K
1200 K
[ \ \ \ \ \
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
v (m/s)

1.9. abra. Az (1.35) F'(v) Maxwell-féle sebességeloszlds fiiggvény kiilonbozé homérsékle-
tek esetén N2 molekulédkra. forrds: catalog.flatworldknowledge.com

Ezzel a striségfiiggvénnyel az Osszes eddig megjelent sebességatlagot (pl. o, v?)
kénnyen kiszamithatjuk:

v o= /UF(U)dU:— 1 /ve 5 du
T
0 0
4 m \3/2 21 8kT
_ S /o 1.
V43 <2kT> (2sz> 2 m’ (1.36)

ahol bevezetve az 1 := /57=v 1) védltozot, felhasznaltuk, hogy fo 23 exp(—x?)dr = %
[14].

o0 o0

_ 4 3/2 mo?
v? = /UZF(U) dv = 7 <2]€£T> /v4e_%Tdv
0

0
- )R
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1.10. dbra. Az (1.35) F(v) Maxwell-féle sebességeloszlas fiiggvény kiilonbozé gazmole-
kuldk esetén. Jol latszik, hogy a kdonnyebb molekuldk atlagosan gyorsabban mozognak,
mint a nehezebbek. forrds: www.chem.ufl.edu

ahol ismét bevezettiik az x := | /F5v j valtozét és felhasznéltuk, hogy [ z* exp(—a?)dx =

%% [14]. Ez persze nem meglepd, hisz a meghatdrozasahoz épp ezt ((1.21) egyenlet)
hasznaltuk fel. A négyzetes kozépsebesség

— 3KT
c=Vuv2=4/—. (1.38)
m

A legvaldsziniibb sebesség a sebességeloszlas maximumhelye

. 2kT
=0, innen wgpa = — (1.39)

dF(v)
dv

Viegval

Lathatoan viegpa < U < ¢, ezek elhelyezkedése 1dthat6 az 1.11 abrén.
Bizonyos sebességértékek kozé eso sebességgel rendelkezé molekulak szama

NUlSUSW = N/F(v)dv, (140)

N-szer a gorbe alatti teriilet (1. 1.12 dbra).

A Maxwell-féle sebességeloszlast kisérletileg is igazoltak. A Stern-kisérlet (1920.)
kisérleti elrendezésének vazlatat a 1.13 abran lathatjuk. A kisérlet valdjaban egy forgd
henger, melynek F' tengelyében hevitéssel keltett atomok (a konkrét kisérletben eziisttel
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F(v)

v v

1.11. abra. Az (1.35) Maxwell-féle sebességeloszlés figgvény a legval6szintibb (vjegyar), az
atlagos (v) és a négyzetes kozépsebességgel (c).

bevont platina szdlat izzitottak, amelyrél eziist atomok valtak le) kirepiilnek az R résen és
lecsapédnak az F ernyén. A résen vald athaladas utan még L tavolsdgot kell megtennie
az atomoknak. Ha sebességiik v, akkor ezt a tévolsagot At = L/v id6 alatt teszik
meg, ennyi id6 alatt az erny6 elfordul A¢p = wAt szoggel. Vagyis az allé hengerben
megfigyelhetd becsapddasi ponthoz képest

L*w

tavolsagra csapodik be az atom az ernyébe. A kisérletet hosszabb ideig folytatva a
lerakédé anyagréteg vastagsagabdl kovetkeztethetiink az F'(v) fiiggvényre. A modszer
elég pontatlan, de v hdmérséklet- és tomegfiiggése kozelitoleg megfelel az (1.36) képletben
levezetett Gsszefiiggésnek.

A Lammert-mdodszer esetén két, kozos tengelyen forgd korongon végott nyilasokon
halad at az atomnyaldb (1. 1.14 dbra). A két korong nyildsa egyméshoz képest ¢ szoggel
el van forgatva. Az els6 nyilason athaladé atomok csak akkor haladhatnak &t a masodik
nyilason is, ha

At:£:?7 vagyis v:L—w.
vow )
A detektorban tehat csak a fenti sebességhez kozeli sebességii molekuldk jelennek meg
(véges szélességli rés meghatarozott sebességtartomanyt valaszt ki). Kiilonboz6 w és ¢
értékeket valasztva az F'(v) fliggvény kimérhets. Ez a kisérlet mar elég pontosan igazolja
a Maxwell-féle sebességeloszlast.

Az (1.35) Maxwell-féle sebességeloszlas fiiggvénybol a molekuldk kinetikus energiajé-

nak stirtiségfiiggvényét egyszertien megkaphatjuk. Az [e,,,e, +dep,| energiaintervallumba

(1.42)
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Fv[

vy Vo v

1.12. dbra. A vy és vy sebességértékek kozé eso sebességgel rendelkezé molekuldk szama
N-szer az (1.35) Maxwell-féle sebességeloszlas fiiggvény v1-t6l vo-ig vett integralja (gorbe
alatti teriilet).

esO mozgasi energiaval rendelkezé molekuldk szama

%, 1 4 82 92 .0 [ 1
dN., = NF(v= L) (ﬂ) Em _em
m 2me,, NZs m mem

= NF(ep)dem, (1.43)

de,,

ahol felhasznaltuk, hogy az &,, mozgasi energiaju molekulak sebessége v = @/2%” és

igy dv = ﬁdsm, valamint a (1.35) egyenletet. Az utolsé sor alapjan a molekuldk

mozgasi energiajanak strtségfiiggvénye

2 1 _em
F(gm) = WW EmE KT . (144)

1.2.9. Térbeli eloszlas kiils6 erotérben

Eddig a térbeli eloszlast egyenletesnek vettiik, ny = N/V éllandéval jellemezve. Ha
kiils6 erctér is jelen van, akkor a helyzet megvaltozik. Erre néziink most egy egyszerii
specialis esetet, a gravitacios tér esetét.

Vegytiink dllandé homérsékletet (ez persze a légkorre nem igaz, de egy bizonyos magas-
sagig jo kozelitésnek tekinthetd). Ha a légkor egyensilyban van, akkor minden magassa-
gon a légkori nyomaés kiegyenliti a ra nehezedd 1égkor sulyat. Tekintsiink egy dA alapterti-
leti hengert, ebben z magassagban felirhat6 a p(z)dA = G(z) egyenlet, ahol G(z) a z-t6l
oo-ig terjedd 1égoszlop stlya. Ugyanezt felirva z+dz magassagon is a két egyenletet kivon-
va egymaésbdl kifejezhetjiik a 16gkor silydnak valtozasat G(z) — G(z +dz) = p(z)dAdzg,
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1.13. dbra. Stern-kisérlet. Egy forgé henger F' tengelyében hevitéssel keltett atomok az
R résen kirepiilve az E ernyon sebességiik altal meghatarozott helyre csapodnak be. A

lerak6dé anyagréteg vastagsagabdl az F'(v) fiiggvény kimérheto.

NN N

1.14. dbra. Lammert-médszer. Az F' forrasbol kirepiilé atomok nyalabja két, kozos ten-
gelyen w szogsebességgel forgd, egymashoz képest ¢ szoggel elforgatott, L tavolsagra
lev6é korongon vagott nyildsokon halad &t, majd az ernyébe csapodik. w és ¢ értékeit,
valamint a nyildsok méretét valtoztatva az F'(v) figgvény j6 pontossiggal kimérhetd.
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ahol p a légkor slirlisége az adott magassdgon, g a gravitaciés allandé (elvileg ez is
fiigghetne 2-t6l, de most ezt is elhanyagoljuk). E két Gsszefiiggés alapjan felirhatjuk a
nyomaskiilonbséget, amibdl a
dp
— = 1.45
=P (1.45)

differencidlegyenletet kapjuk. Az (1.2) idedlis gaztorvénybol dllandé homérséklet esetén

~my  Nm  pm

= = = 1.46
igy az (1.45) differencidlegyenlet idedlis gdzra
dp pm
£ B, 1.4
dz ~ kT (L47)
Ennek megoldéasa ,
p(z) = poe” T, ahol py = p(z = 0), (1.48)
a barometrikus magassdgformula. Felhasznalva ismét az (1.2) idedlis gaztorvényt a
N _p
- = t_ 1.49
ny % kT7 ( )
alakban, a fenti képletet kT-vel osztva kapjuk
ny(z) = noe” Fr ahol ng=ny(z=0) = 5—%. (1.50)

Ezekben a képletekben raismerhetiink a molekuldk helyzeti energidjara gravitacios
térben: €, = mgz, a fenti kifejezés tehat ugy irhatd, hogy
ny(z) = noe’%, ng = E (1.51)
V
e, = 0 esetben a térbeli eloszlas allanddosaga adddik, amit a korabbi fejezetekben hasz-
naltunk.

Megmutathaté [12, 13], hogy konzervativ erétérben, vagyis ahol definidlhaté egyalta-
lan helyzeti energia, ugyanez a képlet all fenn, ennek neve Boltzmann-eloszlas. Harom
dimenzids potencidlis energia esetén a képletbe természetesen ey, (z, y, 2)-t kell beirni, igy
egy dV = dxdydz térfogatban levo részecskék szama

N ep (z,y,2
ANy, = Ve_ M )dxdydz. (1.52)

Ezt a képletet Gsszekombinédlhatjuk a Maxwell-féle sebességeloszlds (1.32) képletével,
amibdl azon molekuldk szdma, amik helye és sebessége az [z, z+dz], [y, y+dy], [z, 2+dz],
illetve a [vg, vy + dvg|, [vy, vy + dvyl,[v,, v, + dv,] intervallumokba esik

ANy y 20000, = N f(r, V)dzdydzdv,dv,dv,, (1.53)
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ahol

1 ( m )3/2 emtep

fev) =+ (507 T (1.54)

Ez a Mazxwell-Boltzmann-eloszlas illetve Maxwell-Boltzmann statisztika. Eszrevehetjﬁk,

hogy
f(r,v) ~ e #. (1.55)

Ez a képlet sokkal dltaldnosabb kérben érvényes, a statisztikus fizikdban [12, 13], a ré-
szecske kolcsonhatasokra tett bizonyos feltevések esetében altaldanosan is levezetheto az a
tétel, hogy egy elegendden nagy részrendszer adott allapotanak megvaldsulasi valdszinti-
sége exponencidlisan csokken az adott allapot teljes € = €, + &5, energidjaval. Az 1.3.11
fejezetben még visszatériink majd erre a kifejezésre.

1.2.10. Transzportfolyamatok szabad uthossz kozelitésben

Transzportfolyamatoknak (vagy roviden transzportnak) nevezziik azokat a folyamato-
kat, amelyekben valamilyen fizikai mennyiség térbeli eloszlasa valtozik, mikozben egyik
helyrél a masikra mozog, aramlik. Az dramldst aramokkal jellemezziik.

Aramok lehetnek konvektiv vagy konduktiv aramok. Konvektiv aramlasnal makrosz-
kopikus mozgast végzo anyagok visznek magukkal valamilyen mas mennyiséget. Ilyen pl.
a tavfiutévezetékben folyo viz, ami a hékozpontbdl hot visz a lakasokba.

Ezzel ellentétben a vezetési vagy konduktiv aramok oka, hogy bizonyos fizikai mennyi-
ségek helyrdl helyre véltoznak (térbeli inhomogenitdsuk van), ami mds mennyiségek
aramlasat okozza. Példaul, ha egy testben homérsékletkiilonbség van, akkor az hoaramot
indit el, amely a homérséklet kiegyenlitodéséhez vezet. Hasonlé mdédon elektromos poten-
cialkiilonbség elektromos aramot, koncentracidkiilonbség anyagaramot indit el, amelyek
eredményeképpen e kiilonbségek kiegyenlitodnek.

Mi most a gazokban végbemend vezetéssel foglalkozunk, habar a jelenségek egy ré-
sze folyadékokban és szilard testekben is értelmezheté. Harom transzportfolyamatot
fogunk targyalni: a koncentraciokiilonbség kovetkezményeként 1étrejove diffiziot, a ho-
mérsékletkiilonbség hatasara bekovetkezé hdvezetést, valamint az aramlasi sebesség kii-
16nbségének hatasara bekovetkezo impulzustranszportot, s a hozza kothetd viszkozitést.
Ezek a folyamatok nemegyenstlyi folyamatok, amelyek az egyensily kozelében zajlanak
le. A konzisztens leirashoz az eloszlasfiiggvények valtozasara felirt Boltzmann-egyenlet
[0] ismerete sziikséges, azonban sok minden megkaphaté kinetikus megfontolasokkal is.
A térgyalds soran az un. szabad tthossz kozelitést fogjuk haszndlni, ezért a kovetkezo
fejezetben el6szor a szabad uthossz definicidjaval, kinetikus elméletbeli kiszamitasaval
foglalkozunk.
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A szabad uthossz

Szabad tithossznak nevezziik azt az ¢ dtlagos tévolsidgot, amelyet a molekuldk iitkozés
nélkiil megtesznek. Ha a molekulakat rugalmas, d atméroji gomboknek tekintjiik, akkor
két molekula iitkozésének feltétele, hogy tavolsaguk d legyen. Szemeljiink ki most egy
molekuldt, mig a tobbieket mozdulatlannak tekintjiik (1. 1.15 dbra). Ha £ > d (azaz

1.15. dbra. Szabad ithossz kozelito kiszamitasa. A tobbi molekula mozgasat elhanyagolva
egy kiszemelt d atmér6jui molekulat tekintiink, ami At id6 alatt az altala ,,végigsoport”
A>T At térfogati tort cs6ben levé molekuldkkal iitkozik. Ezek szdmabdl a két iitkozés
kozott eltelt atlagos ido, valamint a szabad uthossz kiszamithato.

gazrdl van sz6), akkor egyszerre csak egy mozdulatlan részecskével {itkoziink, a kiszemelt
molekulank az abran lathaté tort vonalon mozog. At id6 alatt azokkal a molekulakkal
iitkozik, amelyek benne vannak a molekula altal ,,végigsoport” csében, melynek térfogata

dV = d*ns = d*7oAt = ovAt, (1.56)

ahol o = d?m a részecske hatdskeresztmetszete. Ezt dltaldnosithatjuk bonyolultabb mo-
lekulamodellek esetére, ahol ugyan nem gémb alaki a molekula, de a tobbiekkel valo
kolesonhatasa jellemezheto egy effektiv keresztmetszeti feliilettel, amelyet titkozési szo-
rdsi hataskeresztmetszetnek neveziink, és szintén o-val jeloliink. A dV térfogati csében
levé molekuldk, azaz az iitkozések atlagos szama a térbeli eloszlast ismét egyenletesnek
feltételezve

dN = nydV = nyovAt. (1.57)
Két iitkozés kozott eltelt atlagos ido:
At 1
- = - 1.58
TTAN T nyov’ (1.58)
és igy a szabad tthossz
_ 1
(=917 = —. (1.59)
nyo

Pontosabb (még mindig nemrelativisztikus) szamitds szerint, amely a t6bbi molekula
sebességét is figyelembe veszi (ekkor a relativ sebesség szamit)

1
\/§nva ‘
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Idedlis gdzban az (1.49) egyenletet felhasznalva kifejezhetjiik a szabad tithosszt mérhetd
mennyiségekkel

(1.61)

Ha a hémérséklet allandé, akkor £ ~ 1/p, ha a nyomds allandé, akkor £ ~ T. Szokasos
légkori nyoméson és hémérsékleten ¢ ~ 10~7 m, amely jéval nagyobb, mint a molekuldk
jellemzd A-6s (1071% m-es) mérete. Emiatt a kinetikus gdzelmélet alkalmazhatdésdganak
feltételei valoban fennallnak.

Megjegyzés: Redlis esetben a o szorasi hataskeresztmetszet is fiigg a kiils6 koriilmények-
tol, példaul a homérséklettol.

Megjegyzés: Valbjaban ¢ csak egy kozelitd jellemzést ad a részecske iitkozési, szérasi
folyamatairél. Emiatt az irodalomban sok helyen az 1/v/2 faktort elhagyva, az (1.59)
képlettel adjak meg a szabad tthosszt.

Diffazié
Az elsé jelenség, amit targyalunk, a diffuzio, 1. 1.16 abra. Itt egy olyan, tobb komponensti

. iR

7—1 7 7+l

.o :

. ~— AA .
Dy, Iy

1.16. dbra. A diffizié koncentracidkiilonbség hatdsara bekovetkezé anyagaramlas. Sza-
bad uthossz kozelitésben egy kiszemelt AA feliileten az aramstriséget a szabad tuthossz
tavolsagra levo koncentraciokbol szamitjuk.

gazkeveréket tekintiink, ahol egy (vagy tébb) komponens esetén koncentraciokiilonbség
van az egyes térrészek kozott. A kiszemelt komponens térfogati stiriisége legyen ny,
és tegyiik fel, hogy ez a z tengely mentén valtozik: ny(z). Legyen AA a z-re mer6le-
ges feliilet! Minden pontbdl, a véges részecskestiriiség miatt, molekuladram indul ki (1.
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1.2.2 fejezet). Jeloljiik j,o-szal a + illetve — irdnyba haladé részecskék molekuladram-
strtiségét. Kiilonbségiik adja meg a diffizios dramsiriséget, vagyis a két pont kozotti
netté anyagaramlast:

G = Gy = Ja (1.62)

Idedlis gazban az (1.14) molekuladram-stiriiséget felhasznélva

diff _

z

v (nvy —nv-), (1.63)

A,

ahol v = \/% (1. (1.36) egyenlet).

Az ny és ny_ azoknak a helyeknek a koncentracidjat jelenti, ahonnan a molekulak
kiindultak. Vehetjiik ezt annak a helynek, ahol atlagosan legutoljara iitkoztek, azaz a
feliilettol szabad uthossznyi tavolsagra, igy

Ezt a kozelitést nevezziik szabad withossz kézelitésnek. Mi a transzportfolyamatokat ebben
a kozelitésben targyaljuk. Ekkor

nyy —ny_ xny(z—L0) —ny(z+0). (1.65)

Ha a koncentraciéo nem valtozik jelentosen a szabad tthossz skélajan, akkor lineéris
kozelités elegendo

_ —d
ny (= 5 0) ~ v (=) F 0, (1.66)
vagyis
i 1 1 __dn dn
e e i L (167

D neve diffizios dllando. Harom dimenziés esetben figyelembe kell venniink, hogy a mo-
lekuldk mozgasa nem mindig z irdny1, azzal kiilonb6zo szoget bezardan is mozoghatnak.
Ez modositja az ardanyossagi tényezot a fenti képletben

G = g == (1.68)

Megjegyzés: Az ardnyossdgi tényez6 a cos? ¥ térszog-atlagdval médosul, ez 2/3. Az egyik
cos ¥ a kiindulési hely z-beli tavolsdga, a masik a sebesség vetiilete miatt jon be.
Tehat

» dn
diff — _pZV. 1.69
: e (1.69)
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e Idealis gazokban
1 - T3/2
D=—-vl~ :
3 po/m

(1.70)

e Ez érvényes minden komponensre.

e A molekulatomeg-fiiggés felhasznalhaté a kiilonbozé molekulatémegii komponensek
szétvélasztasara.

Megjegyzés: A fenti alak érvényes a folyadékokban és szilard testekben torténd diffizio

kifejezésére is, csak persze D kifejezése mas lesz (1. Fick 1. torvénye)

Hoévezetés

A kovetkezo jelenség a hovezetés, 1. 1.17 abra. Itt tegyiik fel, hogy a rendszer homér-

¢ — !
! -~—®
O e
7—1 7 7+l
| -~
i ~ AA i
T, T

1.17. abra. A hovezetés hémérsékletkiilonbség hatdsara bekovetkezo energiaaramlas. Sza-
bad uthossz kozelitésben egy kiszemelt AA feliilleten az energia-aramstriiséget a mole-
kulédk atlagos mozgasi energigjaval kifejezve, a szabad tthossz tavolsagra levé hémérsék-
letekbdl szamitjuk.

séklete z iranyban valtozik. Ekkor megindul egy energiadram, amely nem kotott az
anyagaramlashoz: ezt nevezziik hovezetésnek.

A gondolatmenet teljesen hasonlé a diffuziénédl hasznalthoz. Egy AA feliilet két
oldaldn £ (a molekuldk dtlagos mozgdsi energiaja) kiilonboz6, hiszen € ~ T'. Feltéve, hogy
a + és — irdnyba haladé molekuldk atlagos szdma kozel azonos (vagyis nem tekintjiik a
konvekciés daramot), felirhatjuk, hogy

1

1 = vl —£), (L.71)
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ahol ismét felhasznaltuk a j,,, molekuladram-siirtiség (1.14) kifejezését és felhasznaltuk,
hogy kis homérsékletkiilonbségek esetén v kozel azonosnak veheto. Mivel &€ = ng, a
hoaramstirtiség kifejezése

. k
i = %nvv(n - T0). (1.72)
Szabad uthossz kozelitésben )
Ty~ T(z 7 0), (1.73)
fgoy Ty — T~ T(z— ) — T(z+{). Linedris kozelitésben
dT
T, —T =~ —-20— 1.74
+ dz’ ( )
e fk AT dT
e — L ol — = —\— 1.
Iz 4 v dz dz’ (1.75)

ahol A a hdvezetési tényezd. A pontosabb szamolés itt is egy relativ 2/3-os faktort hoz
be, amivel

E
A hévezetési egyenlet tehat
. ar
-h6
- . 1.77
Js 7 (1.77)
Idealis gazokban a hévezetési tényezd
k - 1T
A= f—nVM ~ = — (1.78)
6 oV m

a gaz nyomasatol fiiggetlen.

Megjegyzés: Igen ritka gazokra ez méar nem igaz (ott A csokken a nyomdssal), hisz azokra
a levezetés feltételei nem teljesiilnek.

Megjegyzés: Folyadékokban és szilard testekben is kozelitdleg érvényes a képlet, anyag-
fiiggd \ tényezdvel: ez a Fourier-féle hévezetési torvény.

Viszkozitas

A harmadik jelenség a viszkozitas, 1. 1.18 abra. Itt egy olyan aramlé gazt vizsgalunk, ahol
az aramlasi sebesség az aramléds iranyara merolegesen valtozik. Ennek hatdsara az egyes
aramlasi rétegek kozott nyirderd ébred, amely csokkenteni igyekszik a sebességkiilonséget.
Ez a jelenség a nyirdsi viszkozités.

Tegyiik fel, hogy az aramlési sebesség x iranyu, nagysaga z iranyban valtozik u, =
uz(z). A gondolatmenet ugyanaz mint a korabbi esetekben. Vegyiink egy, a valtozés
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7—1 7 7+1
-
E -—®
. .
— AA
Uy, Uy

1.18. abra. Viszkozitas kiszamitasa szabad tthossz kozelitésben. E transzportfolyamat
oka, hogy az u, adramlasi sebesség az aramlas iranyara merolegesen, z iranyban valto-
zik. Az impulzusdaramot az aramlasra meroleges A A feliilettdl szabad uthossz tavolsagra
lev6 aramlasi sebességekbol szamitjuk. Az abran a vastag tiirkiz nyilak a gaz aramlasi
sebességét jelképezik.

irdnydra merdleges feliiletet (AA), ezen a molekuldk a termikus mozgds hatasara atha-
ladnak, mikozben ,,viszik” az impulzusukat, és a tiuloldalon iitkozve atadjak azt.

Egy molekula altal atvitt x irdnyd impulzus p,+ = mu,4 ahol £+ arra vonatkozik
milyen irdnyud a z irdnyu sebességiik. Az idéegység alatt, egységnyi feliileten atvitt teljes
impulzus, azaz az impulzusaram:

1M, 5 1 Tl
Jz b= ZnVU<pm+ _px—> = Zanm(ufﬂ-i- - ufﬂ—)' (179)

Szabad uthossz kozelitésben linedris rendig sorba fejtve

_ _ _du,
Upy — Uy R Up(2 — ) —uz(z+0) = =2 ; : (1.80)
z
Ezt visszairva ) p p
. _ du U
P — — —ny ol T = _p—= 1.81
: 5 otm—- U (1.81)

ahol n a wviszkozitds. A pontosabb szdmolds ismét behoz egy 2/3-os faktort, amivel
1 _
n = gnvwm. (1.82)

Megjegyzés: A képletben szerepld v a termikus mozgas atlagsebessége, ami altalaban sok
nagysagrenddel nagyobb, mint az aramlasi sebesség.
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Fizikailag az idOegység alatt egységnyi feliileten atadott impulzus az egységnyi felii-
letre hato er6t adja, vagyis a 7 nyirdfesziiltséget, amivel a fenti egyenlet

du,,
- — ) 1.83
T=n (1.83)
Idealis gdzokban a viszkozitas
1 - vmT
n = gnvobm ~ o (1.84)
o

tehat a viszkozitas no, ha a hémérséklet no, ugyanakkor a nyomaéstol fiiggetlen az értéke
(ritka gdzokban ez mér nem igaz, azokra a viszkozitds a nyomés csokkenésével lecsokken).

Megjegyzés: Szamos folyadékban érvényes a nyirdfesziiltség és a sebesség derivaltjanak
(1.83) Osszefiiggése. Ezek a newtoni folyadékok, a fenti torvény neve Newton-féle belsd
surloddsi torvény. Ugyanakkor a folyadékok viszkozitasa csokken a hémérséklet novelé-
sével — pl. a méz vagy a katrany folyékonyabb lesz, ha megmelegitjiik.

1.3. Egyensilyi termodinamika

Ebben a fejezetben elkezdjiik a termodinamika targyalasat. Megkdozelitésiink fenomeno-
logikus lesz, azaz az anyagszerkezet vizsgalata nélkiil, a makroszkopikus tapasztalatok
alapjan allitjuk fel torvényeinket, és vizsgaljuk meg azok kovetkezményeit.

Megjegyzés: Torténelmileg a leheto legjobb hatasfoki héer6gép megalkotasanak vagya
hajtotta a kutatasokat. Emiatt a II. fotételt évekkel korabban fogalmaztdk meg, mint
az elsot.

1.3.1. Alapfogalmak

A termodinamika szempontjabdl a vilagot két részre bontjuk, a vizsgdlt rendszerre és a
kornyezetére (1. 1.19 abra).

A rendszer az anyagnak vizsgédlat céljabdl kivalasztott makroszkopikus része. Mak-
roszkopikus a mi szamunkra azt jelenti, hogy nagyon sok szabadsagi foku. Ez fizikailag
még jelenthet kis méretli, szamunkra nem érzékelheté nagysagu anyagdarabot, amely
azonban az elemi, atomi szinthez képest elég nagy méretii.

A rendszer fizikai allapotat a benne mérhetd fizikai mennyiségekkel jellemezhetjiik,
melyeket két nagy csoportra osztunk:

e cxtenzivnek nevezziik azokat a mennyiségeket, amelyek a részrendszerekre Gssze-
adédnak (additivak). Ezek lokalisan nem értelmezheték. Példa az extenziv mennyi-
ségekre a térfogat, energia, anyagmennyiség és a késobb definidlandé entropia.

34



Kornyezet

Kélestnhatdsok

Rendszer

1.19. abra. A termodinamika szempontjabol a vilagot két részre bontjuk: a vizsgalt
rendszerre és a kornyezetére. A rendszer és a kornyezet kolesonhatasban all egymassal,
amely a rendszer dllapotat alapvetoen befolyasolja.

e az intenziv mennyiségek ezzel ellentétben nem additivak, lokalisan értelmezhetok.
Inhomogenitasuk kiegyenlitédési folyamatokat indit el. Példa az intenziv mennyi-
ségekre a nyomas, homérséklet illetve a késébb bevezetend6 kémiai potencidl.

Megjeqyzés: Az "extenziv’ és az "additiv” csak naivan jelenti ugyanazt. Mig az additiv
matematikai szigorusdggal vett Osszeadast jelent, addig az extenziv csak a termodinami-
kai limeszben (amikor a rendszerben levé részecskék szamat végtelenhez tartatjuk gy,
hogy az extenziv mennyiségek és e részecskeszam hényadosai allandék maradnak) vett
additivitas. A kiilonbség okozza a véges méret korrekcidkat nem-additiv rendszerekben.
A nem-extenziv termodinamika foglalkozik olyan esetekkel, ahol az extenzivitds nem
teljesiil.

A kornyezet az anyag rendszeren kiviili része, amelyrol feltessziik, hogy a rendszerrel
valé kolesonhatasok az allapotat nem véltoztatjdk meg.

A rendszer az idofejlodés soran egyensulyi dllapotba keriilhet, azaz olyan allapotba,
ahol makroszkopikus jellemz6i nem valtoznak. Tapasztalat, hogy kornyezetétol telje-
sen elszigetelt (zart) rendszer, vagy idében nem valtozd, alland6 kornyezettel koleson-
hatésban levo rendszer eléri egyenstlyi dllapotét (ezt olykor a termodinamika nulladik
fotételének is nevezik).

A rendszer egyensulyi allapotat jellemzé makroszkopikus fizikai mennyiségeket, me-
lyek egyensulyi allapotban meghatarozott értéket vesznek fel, és igy az egyensilyi alla-
potok veliik megkiilonboztethetdk, dllapotjelzdknek hivjuk.

A termosztatika, azaz egyensilyi termodinamika a rendszer allapotjelzéit és a koztiik
leve Osszefiiggéseket vizsgalja kiilonbozo kornyezeti feltételek mellett kialakuld egyenstlyi
allapotokban.

A rendszer és a kornyezet kdlcsonhatdsban all egymassal, amely a rendszer allapotat
alapvetden befolyasolja.
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A kolesonhatdsokat mennyiségparokkal jellemezhetjiik. A kornyezeti hatést (termodi-
namikai er6t) jellemzé intenziv mennyiség, mely a véltozas oka &ll parban a rendszerben
végbemen6 valtozast jellemzd extenziv mennyiséggel (rendszerkoordindta), amely a ki-
valtott hatast jellemzi. az 1.1 tablazat tartalmazza a kiilonbozé kolesonhatasfajtdkhoz
tartozo intenziv-extenziv parokat. A kémiai potencidlt és az entrépiat késobb fogjuk

kolcsonhatas intenziv mennyiség extenziv mennyiség
(kivalté ok) (kivaltott hatas)
(termodinamikai erd) (rendszerkoordinata)
mechanikai nyomas (p) térfogat (V)
(alt.: fesziiltség oy;) (alt.: deformécio &)
anyagi kémiai potencidl (1) anyagmennyiség
(spec.: koncentracié c) molszam (n)
részecskeszam (V)
termikus hémérséklet (77) entrépia (5)
elektrosztatikus elektromos potencidl (¢) | elektromos toltés (q)
elektromos polarizécié | elektromos térerdsség (E) | polarizacié-stiriiség (P)
magnesezés magneses indukcié (B) magnesezettség (M)

1.1. tablazat. Kolcsonhatasok és a jellemz6 intenziv-extenziv mennyiségparok.

majd definialni. Ha az intenziv valtozd rendszerbeli és kornyezetbeli értéke eltér, akkor
a kiegyenlitodés felé vezeto folyamat indul el, az extenziv valtozok pedig felveszik az 1j,
kozos intenziveknek megfelel6 értékiiket. Kiilsé erdterek esetén (1. az 1.1 tablazat utolsé
két sora) az er6tér (intenziv véltozd) jelenléte véltja ki a megfelel6 extenziv véltozdbeli
valtozast.

A rendszert bizonyos kolcsonhatasokkal szemben elszigetelhetjiik, igy a kiilonb6z6
kolcsonhatasok kiilon vizsgalhatdok. A 1.2 tablazatban lathatjuk a kiillonbozd szigetelé-
sek tipusait. A hészigetelést, amely megakadalyozza a kornyezettel valé hocserét, szoktak

| Elszigetelt kélcsonhatds | szigeteld (fal) |

mechanikai merev fal
elektrosztatikus elektromos arnyékolas
anyagi anyagot at nem ereszto fal
termikus hészigetelés (adiabatikus fal)

1.2. tablazat. Kolcsonhatasok elszigetelése
adiabatikus szigetelésnek (adiabatikus falnak), a hdszigetelt rendszert adiabatikus rend-

szernek nevezni. Megfelelden, diatermikus fal esetén a hocsere megengedett.
A minden kolcsonhatassal szemben elszigetelt rendszert zdrt rendszernek nevezziik.
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Megjegyzés: Az irodalomban idénként (pl. [1]-ben is) a zéart rendszert izoldltnak neve-
zik, s a zart rendszer kifejezést az anyagi kolcsonhatassal szemben elszigetelt rendszerre
haszndljdk. Mi inkabb a statisztikus fizikahoz illeszked6 [12, 13] terminolégiat kovetjik.

A tapasztalat szerint a rendszer egyensilyi allapotanak leirasdhoz pontosan annyi
allapotjelz6 sziikséges, ahany kolcsonhatasban részt vesz.

e Hogy legalabb annyi kell, az nyilvanvalo.
e Lehet csak extenziv allapotjelzokkel jellemezni az allapotot.

e Csak intenziv allapotjelzok hasznalata nem elég, legalabb egy extenziv kell, amely a
rendszer méretérél (anyagmennyiségérol) szamot ad. Ennek lesz majd matematikai
megfogalmazdsa a (1.269) Gibbs-Duhem relaci6 az 1.3.13 fejezetben.

Mivel tobb éllapotjelzénk van (legalabb kétszer annyi, mint kellene, hiszen minden kol-
csonhatasnal van extenziv és intenziv mennyiségiink is), ezért lesz jonéhény osszefiiggé-
siink ezek kozott. Az allapotjelzok kozti osszefiiggést altalanosan az

flp,V,T,n,...) =0 (1.85)

alakba irhatjuk, amit a rendszer dllapotegyenletének neveziink. Két ilyen példat mar
lattunk: az (1.2) idedlis gaz allapotegyenletét és a (1.24) van der Waals géz éllapot-
egyenletét.

Folyamatnak nevezziik az allapotvaltozast megvaldsité események sorozatat. Ha a
rendszer egyensilyban van, akkor csak a kornyezetének megvaltozasa indithat el folya-
matot, nemegyensilyi rendszerben magatdl is lezajlanak az egyenstly felé vivo folyama-
tok.

A valédi rendszerekben végbemené folyamatok elég bonyolultak lehetnek. A mate-
matikai leirashoz ezek idealizalt valtozatat szoktak hasznalni, mivel ezek

o kezelése egyszerti,
e kozelitik a valdsagot,

e ¢s mivel termosztatikdban az egyensilyi allapotokkal foglalkozunk, amiket az al-
lapotjelzok egyértelmiien jellemeznek, fiiggetleniil attél, milyen folyamatban ju-
tottunk el hozzajuk, az allapotjelzok két egyensilyi allapot kozti megvaltozasat
nyugodtan szamithatjuk idealizalt folyamatbol.

Ilyen idealizalt folyamat a kvdzisztatikus folyamat (K), ahol feltessziik, hogy a folya-
mat egyensiilyi allapotokon keresztiil valosul meg. A folyamatban igy végig hasznalhat-
juk az allapotjelzoket, csak azok valtozasat kell kovetniink. Jo kozelitéssel kvazisztatikus
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folyamat példaul egy géz melegités kozben végzett lassu tagulasa. Masrészt, ha egy rend-
szer nem egyensulyi kezddéallapotbdl indul, akkor kvazisztatikus folyamatrol nem lehet
sz6. Ide tartozik példaul az olyan egyszerli rendszer, mint egy hideg vizbe helyezett
forr6 k6. Ugyanakkor, ha ebben a példaban mind a hideg vizet, mind a kovet kiilon
részrendszernek tekintjiik, azokra alkalmas lehet egy kvézisztatikus leiras.

Megjegyzés: Valdjdban nagyon sok rendszerre igaz az, hogy elég kis részrendszerekre
bontva azok folyamataira igaz a kvazisztatikus kozelités, a részrendszerek a sajat alla-
potjelzoikkel jol leirhatok. Ez vezet a nemegyenstlyi termodinamikai leirdashoz, amely-
ben olyan, makroszkopikusan erésen nem kvazisztatikusnak tiné folyamatok is leirhatok,
mint a turbulens aramlas. Szélséséges esetben elképzelhetd, hogy még a mikroszkopikus
részrendszerek sincsenek egyensilyban, ilyenkor kénytelenek vagyunk a mikroszkopikus
szabadsagi fokok dinamikajat kiilon kovetni.

A folyamatok maésfajta idealizalt megkozelitése, amikor reverzibilis (R) és irreverzi-
bilis (IR) folyamatokra osztjuk Oket. A reverzibilis folyamat megfordithaté abban az
értelemben, hogy a folyamatot irdanyito kiilsé hatasokat forditva alkalmazva a rendszer
és a kornyezete is visszajut eredeti allapotdaba. Irreverzibilis, azaz nem megfordithato a
nem reverzibilis folyamat.

Megjegyzés: Mikroszkopikus szabadsagi fokokkal lefrva a természet legtobb folyamata
megfordithatd, idében forditva is lejatszédhat (csak a gyenge kolesonhatas folyamatai
nem invaridnsak az id6tiikkrozésre). A termodinamikai reverzibilitds esetén a folyamat
kiils6 erokkel valo megfordithatésagat értjiik.

Minden reverzibilis folyamat kvazisztatikus is egyben. Ugyanis ha eltériink az egyen-
salyi allapottdl, azaz rendszeriink eltér a kvazisztatikussagtol, akkor olyan belsé folya-
matok indulnak be, amelyek a rendszert az egyensuly felé mozgatjik. Fzeket a belsd
folyamatokat tobbé kiilsé hatassal nem tudjuk megforditani, vagyis sziikségszertien irre-
verzibilis folyamathoz jutunk.

Az irreverzibilitas forrasa a folyamatokban a mikroszkopikus szabadsédgi fokok kozot-
ti energia szétszérddas anélkiil, hogy ez a makroszkopikus allapotjelzokben tiikrézédne.
Egyenstily felé haladva a rendezetlenség novekszik (1. 1.3.11 fejezet), mignem egyensuly-
ban a rendszer eléri legrendezetlenebb allapotat. Ugyanakkor kvazisztatikus folyamatban
mindig fenntartjuk a rendszer egyensilyi allapotat, igy a rendszer mindig a legrendezet-
lenebb allapotaban van, ezért nem lehet tébb energiat szétszérni mikroszkopikus szabad-
sagi fokok kozott anélkiil, hogy a makroszkopikus allapotjelzok ne valtozzanak. Emiatt a
kvazisztatikus folyamat nem lehet irreverzibilis, tehat a kvazisztatikus folyamat egyben
reverzibilis is.

Tehat a reverzibilisség és a kvazisztatikussidg fogalmak ugyanazon folyamatokra ér-
vényesek, bar a folyamatokat mas jellemzoik alapjan jellemzik.

Megjegyzés: Az irodalomban beszélnek olykor (pl. [1]) kvézisztatikus, nem reverzibilis
folyamatokrol, els6sorban a disszipacié kapcsan. Tekintsiik példaul azt a zart rendszert,
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amelyben egy test az asztalon surlédva csiszik. A surlédasi er6 a test lassulasat okozza,
mikozben az asztalt melegiti, ilyenkor beszélni szoktak irreverzibilis munkavégzésrol. Az
ezen jegyzetben hasznalt fogalmakkal el6szor is ez a rendszer nem kvazisztatikus, hi-
szen még nem érte el egyensilyi allapotat (az akkor kovetkezik be, amikor a test ledll).
Maésodszor, kiilon részrendszernek tekintve a csuszo testet és az asztalt, kozottiik ener-
giacsere zajlik (csakigy, mint a hdmérsékletkiegyenlitodés esetén), amely az asztal és a
test kozti hoatadasként értelmezendé.

1.3.2. Belso6 energia, 1. fotétel

A bels6 energiaval mér foglalkoztunk a kinetikus gazelmélet (1. 1.2. fejezet) targyaldsanal
a 1.2.5 és az 1.2.7 fejezetekben, amibdl van egy szemléletes, mikroszkopikus elképzelésiink
rola.

Most a fenomenologikus termodinamika keretein beliil definialjuk a bels6é energia
fogalmat makroszkopikusan megfigyelhetd6 mennyiségek alapjan. Tapasztalat szerint a
rendszeren végzett munka segitségével emelni tudjuk a testek hémérsékletét. Erre bizo-
nyiték a Joule-kisérlet, 1. 1.20 abra. A kisérletben hészigetelt tartalyba helyezett folya-

hémérd

1.20. abra. Joule kisérlet. forras: www.pci.tu-bs.de

dékban forgé lapatkereket helyeziink el, amelyet meghatarozhaté nagysagi mechanikai
munkaval forgatunk. A tapasztalat szerint ugyanakkora munkavégzés mindig ugyanak-
kora homérsékletvailtozast eredményez.

Elvégezhetjiik a kisérletet elektromos flitészallal is, ekkor is igaz lesz az, hogy adott
elektromos energia leadasa esetén a hémérséklet mindig ugyanannyival emelkedik. Meg-
tehetjiik ezt mas mddon, példaul sugarzassal, az anyag atpolarizalasaval, stb. Minden
esetben adott energia atadasa esetén ugyanakkora homérsékletemelkedést tapasztalunk.
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Megjegyzés: A kisérletben a rendszernek, mint egésznek nincs mozgési energidja (nyugvéd
rendszer), és a folyamat sordn a helyzeti energidja sem valtozik meg, vagyis a munkavég-
zés nem forditodhat a makroszkopikus mozgasi és helyzeti energia novelésére.

A tapasztalat szerint tehat adiabatikusan elszigetelt rendszerben egy A — B egyen-
salyi allapotok kozotti atmenethez mindig ugyanakkora makroszkopikus munkavégzés
sziikséges.

Emiatt definidalhato egy allapotjelzo, a belsd energia, amelynek megvaltozasa adiaba-
tikus rendszerben éppen az A — B egyenstulyi allapotok kozotti atmenet soran végzett

munkaval egyenlo:
AU =Up — Uy = W5 5. (1.86)

Megjegyzés: Ez a definicio teljesen analég a mechanikdban megismert potencial bevezeté-
sével [1]: ott is azt tapasztaltuk, hogy konzervativ erétérben két pont kézotti mozgasnal
a végzett munka fiiggetlen volt az uttol, emiatt egy ,allapotjelz6”, a potencial jellemez-
te az adott helyzet energidjat. Az analdgia abban is fennall, hogy a bels6 energianak
is csupan a kiilonbsége mérheto, szabadon valaszthatjuk a nullpontjat. Természetesen,
csakigy, mint a potencidlis energia esetén, vannak ésszerli valasztasok.

Mivel az U belso energia is allapotjelzo, ezért kifejezheto a tobbi allapotjelzd segitsé-
gével, pl. U(T,V,n) vagy U(p,V,n) vagy egyéb médon.

A bels6 energia akkor is meg tud valtozni, ha a rendszer nincs adiabatikusan leszi-
getelve. Tapasztalat példaul, hogy egy test hémérséklete akkor is emelkedhet, ha egy
melegebb testtel érintkezik. Ez elvezet a h6 definicigjahoz:

A hd kontaktus utjan, nem makroszkopikus munkavégzéssel atadott energia.

Megjegyzés: A ho hosszu ideig nem talalta helyét a fizikai mennyiségek kozott. Sokaig
allapotjelzének gondolték, valamiféle rejtélyes anyagnak, fluidumnak (héanyagelmélet),
amely a testben felhalmozodhat, és héatadaskor az egyik testbol a masikba folyik. Az
energiamegmaradds és az entropia megértése (1. késébb) vezetett el a helyes interpreta-
ciéhoz.

Mivel a hoatadas az energiaatadas egy fajtaja, igy ho segitségével munka is végezheto:
ezek a hoerégépek. Azonban mig a teljes munka atalakithaté hové, forditva nem mii-
kodott tokéletesen a dolog. A XIX. szazadban sokan foglalkoztak azzal, hogy a legjobb
hatasfokt héerogépet megszerkesszék. Ezek az igyekezetek vezettek el a termodinamika
alaptorvényeinek megismeréséhez (1. 1.3.7 fejezet).

Megallapithatjuk tehat, hogy a belsé energia megvéltozdsa két okbdl torténhet: a
rendszeren végzett munkanak (W) vagy a rendszerrel kozolt hének (Q) koszonhetden.
Ezt fejezi ki a termodinamika els6 fotétele

AUpp=Up —Uy =W + Q. (1.87)
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Természetesen itt minden mennyiség eléjeles, az (1.87) egyenlet mérlegegyenlet. Az
elGjel a rendszer szempontjabol értelmezendd, AU < 0 tehat energiacsokkenést, @@ < 0
héleadast, W < 0 pedig a rendszer altal végzett munkat jelent.

Megjegyzés: Az 1. f6tétel tulajdonképpen az energiamegmaradds kifejezése termikus fo-
lyamatokra.

A folyamatok felépithetok sok kis elemi folyamat egymasutanjaként, amelyek mind-
egyikében kis valtozasok zajlanak csak le. Ezekre az elemi folyamatokra az I. fotétel

AU = 6W + 6Q. (1.88)

Figyeljiik meg a kiilonbséget: mig dU szerepel a bal oldalon, amely teljes differencialt
jelent, ami fliggetlen a folyamattol, a kezdo- és végallapot ismeretében felirhatd, az elemi
munkavégzés és hékozlés folyamatfiiggd, nem édllapotjelzok (nem lehet a test egyensilyi
allapotahoz rendelni), ezért ezeket megkiilonboztetésiil 0W és 6@ alakban irtuk.

Az atadott h6 mérését ugy valdsithatjuk meg, ha kiszamoljuk

6Q = dU — 6W = §W*™ — §W (1.89)

mennyiséget. Ez tekinthetd a h6 definiciéjanak is. Itt §W az adott allapotvaltozéshoz
sziikséges munkavégzést jelenti, hogyha a rendszert adiabatikusan leszigeteljiik; 6W a
folyamat soran tortént tényleges munkavégzés. Vagyis a ho kizardlag munkavégzések
mérése itjan megkaphato.

Korfolyamatok esetén a kezdé- és végallapot megegyezik, emiatt AU = 0. Az els6
fotétel szerint tehat

W+Q=0, korfolyamatokra. (1.90)
Lehet W = —Q-ként olvasni ezt, azaz a rendszeren végzett munkat hé formdjdban adja
le a rendszer vagy () = —W-ként, azaz a rendszerrel kozolt ho munkavégzésre forditodik.

Hogy mekkora ez a munka illetve hé, az az adott folyamat részleteitol fiigg, sziiksé-
glink van hozza d(Q) és 6W konkrét alakjara. Teljesen altalanosan nem is lehet megmon-
dani ezek nagysagat, azonban az idealizalt reverzibilis folyamatokra igen.

1.3.3. A makroszkopikus munkavégzés fajtai

Foglalkozzunk eloszor a oW kifejezésével. Mechanikai kolesonhatds esetén a rendsze-
riinkon dgy tudunk munkat végezni, ha a bels6é nyomas ellenében elmozduléast végziink.
Ennek legegyszeriibb alakja a térfogati munka. Tekintsiink egy A feliillettt dugattyut,
amely p nyomési gézt zar be V térfogatba (1. 1.21 dbra). A dugattyi egyenstilyban
tartaséhoz Fj, = —pA er6vel kell hatnunk, ahol A a feliilet normalis vektora (irdnya me-
r6leges a feliiletre, nagysiaga a feliilet nagysaga). Ha a dugattyit lassan, az egyensilyt
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1.21. abra. Az A feliiletti dugattytval elzart p nyomasi gazt a dugattyi ds tavolsaggal
valé kvazisztatikus benyomasakor a gazon végzett munka dW = —pAds = —pdV'.

végig megtartva (azaz kvézisztatikus folyamatban) egy elemi ds tédvolsdggal benyomjuk,
akkor az altalunk, azaz a gazon végzett munka

W = Fyds = —pAds = —pdV. (1.91)
Osszenyomaskor tehdt a gazon végzett munka pozitiv, hiszen a gz térfogata csokken

(dV < 0).

Megjegyzés: Az 1.2.7 fejezetben hasonl6 dbra alapjan a gaz munkajat szamitottuk ki a
kiils6 nyomas ellenében, ami latjuk, épp a gazon végzett munka —1-szerese.

Nézziik most dltaldnosan a gazok és folyadékok (kozos elnevezéssel élve a fluidumok)
esetét, ahol a nyomas izotrop mddon, azaz minden iranybdl egyforman hat. Ekkor a
rendszer térfogatdnak elemi dV valtozasakor tekinthetjiik a hatarol6 feliilet elemi darab-
jainak az elemi elmozduldsait (1. 1.22 dbra). Egy dA normalist feliiletelem ds uton valé

A dA//4F,
2

dv

1.22. dbra. Térfogati munka fluidumok esetén, ahol a kiils6 nyomaés izotrop médon hat. A
rendszer térfogatanak elemi dV megvaltozasakor a hatarol6 feliiletet kis darabokra osztva
az egyes darabokon végzett munkdkat Osszeadva (integrélva) kapjuk a gdzon végzett
munkét: 6W = § dFds = §(—pdA)(ds) = —pdV.

A A

kvazisztatikus elmozditdsakor (ekkor p, = p) végzett munka dFyds = —pdAds). A teljes
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munkavégzés az egyes darabokon végzett munkék osszege (integralja)

W = %ddes = ?{—pdAds = —p%dAds = —pdV, (1.92)
A A A

ahol felhasznaltuk, hogy a nyomds allandé. A rendszer Gsszenyomdsakor (dV < 0) a
rendszeren a kornyezetnek munkat kell végeznie, vagyis a munka pozitiv, 6sszhangban a
képletiinkkel.

Kvéazisztatikus folyamatban tehat a gdzon végzett térfogati munka —pdV éppen —1-
szerese a gaz munkéjanak.

Rugalmas szilard testekben még homogén izotrop esetben is vannak nyiréerék. A
mechanikai munka itt komplikaltabb

3
W =" oides, (1.93)

ij=1

ahol 0;; a fesziiltségtenzor, ez helyettesiti a nyomast, €;; pedig a deformdciétenzor, ennek
valtozasa lép a térfogatvaltozas helyébe.

A térfogati munka kétdimenzids megfeleloje a , feliileti munka”, azaz az anyag feliile-
tének megvaltoztatasakor végzett munka:

W = odA, (1.94)

ahol o a feliileti fesziiltség, dA a feliilet megvaltozasa.

Ha véges térfogatvaltozas torténik, akkor sziikségiink van a p(V') Osszefliggés isme-
retére a munkavégzés kiszdmitdsdhoz (vagyis a folyamatnak legalabb kvézisztatikusnak
kell lennie). Ennek ismeretében Osszeadhatjuk az elemi részfolyamatok sordn végzett
munkét. Ez a p — V diagramon dbréazolt p(V') gorbe integréljdnak (gorbe alatti teriilet)
felel meg (1. 1.23 abra). A gdzon végzett munka

VB

Wiy —— / p(V)av. (1.95)

Va

Ez a kifejezés fiigg a folyamattol, nem fejezheto ki a kezdeti és végallapot allapotjelzéivel.

Hasonlé kifejezést irhatunk fel a tobbi kolesonhatashoz tartozé munkavégzésekre.
Elektrosztatikus kolcsonhatas esetén a kornyezet és a rendszer kozti potencialkiillonbség
toltésaramlast indit el. A kornyezet munkaja ekkor

W, = g, (1.96)

ahol ¢ a potencialkiilonbség és ¢ az ataramlé toltés.
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1.23. dbra. A munkavégzés a p(V') fiiggvény ismeretében a p — V' diagramon abrézolt
p(V') gorbe integraljabdl szamithatd (gorbe alatti teriilet —1-szerese).

A fentiek analdgidjara bevezethetjiik az anyagatadassal jaré energiaatadast, mint
egyfajta "kémiai munkat”. Egy minden mas kolecsonhatastol elzart, hoszigetelt rendszer
belsé energidjanak megvaltozasa aranyos a molszam megvaltozasaval, dU ~ dn, igy az
anyagi kolcsonhatashoz tartozé munkavégzés

IWanyagi = pdn, (1.97)

ahol a p aranyossagi tényez6 a kémiai potencidl, az anyagi kolcsonhatashoz tartozé inten-
ziv valtozé. Definicidja tehat: csak anyagi koélcsonhatas esetén 1 mol anyag rendszerbe
juttatasa altal okozott belsé energia valtozas.

Vegyiik észre a kapott képletekben a hasonlésdgot! Mindegyik

SW = Xd¢ (1.98)

alakba frhatd, ahol X a kolcsonhatdshoz tartozd intenziv mennyiség (termodinamikai
erd), pl. —p, ¢, u, d pedig a kolesonhatashoz tartozé extenziv mennyiség (rendszerko-
ordindta) megvéltozasa, pl. dV,dq,dn.

Természetesen ezek a munkakifejezések csak kvazisztatikus folyamatokban hasznalha-
tok, hiszen az egyensily biztositja azt, hogy beszélhessiink egy kiterjedt rendszer egységes
nyomasarél vagy kémiai potencidljarol.

Ha a rendszer N-féle kolesonhatasban vesz részt, akkor i-vel indexelve a kiilonbozo
kolesonhatasokat, a teljes kvazisztatikus munka

N N
oW =) W= Xidg, (1.99)
1=1

i=1

ahol X; — & az i. kolesonhatésra jellemz6 mennyiségparok (1. 1.1 tédblazat).
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Ennek alapjan az (1.88) 1. fététel kvazisztatikus folyamatokra N-féle kolcsonhatds
esetén

N
dU =" X;dg; + 6Q. (1.100)

i=1

Megjegyzés: A munkavégzés megfordithatésaganak (reverzibilitdsanak) térgyaldsdban az
irodalom nem egységes. Mi a makroszkopikus munkavégzést tigy definiadljuk, hogy azok
fajtai kvézisztatikus folyamattal (ahol végig definidlhatok egységes, rendszerre jellemzé
allapotjelzék) egymésba veszteség nélkiil atalakithatok, mint pl. a mozgasi és helyzeti
energidk esetében. Irreverzibilis munkavégzés tehat a mi definicionk szerint nincs. Ezzel
a szemmel érdemes végiggondolni, mi torténik, ha sirlédés van a rendszerben, példaul
a jelen esetben a dugattyu és a henger fala kozott. Ha a falat is a rendszer részének
tekintjiik, akkor a kiilsé er6é két erével tart egyensilyt Fp, = —pA — F,, ahol Fy a sur-
16dasi er6. A kiilsé er6 munkéja ekkor —pdV — F ds. Bar ez a kiilso er6 szempontjabol
munkavégzésnek tiinik, a rendszer szempontjabdl tekintve a surlédasi eré6 munkéaja nem
makroszkopikus munkavégzés, hiszen a szerepe éppen a mikroszkopikus szabadsagi fo-
kok kozott szétosztani az energidt (ez a disszipacid). Ezért a fenti kifejezés elsd tagjat
értelmezziik csupan a rendszeren végzett makroszkopikus munkavégzésnek, a méasodikat
hoatadasnak tekintjiik: vagyis a sirlédas hoveszteséget jelent.

Felmeriil a kérdés, hogy nem lehetne-e a termikus kolcsonhatast jellemzé @) tagot
is (1.98) alakba frni? A 1.3.9 fejezetben majd latjuk, hogy reverzibilis folyamatokra
igen, de ehhez mér sziikségiink lesz a II. f6tételre is (1. 1.3.7 fejezet). 0Qrey = TdS
alakban irhaté majd, ahol T" a termikus kolcsonhatéshoz tartozd intenziv valtozo, a
homérséklet, dS pedig a termikus kolecsonhatashoz tartozé extenziv valtozo, az entrépia
megvaltozasa. Mielott azonban ebbe az iranyba fordulnank, a kovetkezo fejezetben 6Q)-t
el6szor a tapasztalatok alapjan bevezetett hokapacitas segitségével fejezziik ki.

1.3.4. Hokapacitas, mélho, fajho

A tapasztalat szerint a h6atadas aranyos a hémérsékletvaltozassal, azaz
0Q = KdT, (1.101)

ahol az aranyossagi tényezo a K hokapacitds, ami fiigg az anyagi mindségtol és az anyag
mennyiségétol, valamint a hokozlés folyamatatol. Ez utobbi nyilvanvald, hisz a héatadéas
is folyamatfiigg6. Az anyagmennyiségtol vald fliggés ,levalasztasa” érdekében bevezet-
jik az egységnyi anyagmennyiségre vonatkoz6 hokapacitast. Ha az anyagmennyiséget
tomegben mérjiik akkor ez a fajhd (c), ha mélszamban, akkor a molhé (C'), azaz

K =cm = Chn. (1.102)
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A fajhé és a mélhod is folyamat- és anyagi minéség fiiggék. A kapesolat koztiik (1.102)
alapjan C' = c¢M, ahol M a moléris tomeg. (1.102)-t és (1.101)-t felhaszndlva leolvashat-
juk a hokapacitas, fajh6 és molho definicidjat

0Q
K= o
160Q
c = ——,
mdT
160
. 1.1
C o (1.103)

Mivel mindegyik fiigg a folyamattol, a folyamatot meghatarozo tulajdonsagot az alsé
indexben szokas megadni.

Két specidlis reverzibilis folyamatbeli értékiikkel sokat fogunk foglalkozni, ezek az
allandé térfogaton illetve allandé nyomason vett hékapacitésok (Ky, K),), fajhok (cv, ¢,)
és molhék (Cy, Cp). Az egyenleteket a mélhokre fogjuk felirni, de abbdl mér egyszertien
kovetkeznek a hokapacitasra, ill. fajhore vonatkozo egyenletek.

Kezdjiik eloszor dallando térfogaton végbemend folyamatokra, amennyiben a rendszer
kétféle (mechanikai és termikus) kolcsonhatasban all kornyezetével. Ekkor a bels6 ener-
giat T és V fiiggvényeként tekinthetjiik (a két kolesonhatas mindegyikéhez egy fiiggetlen
véltozé tartozik) igy esetiinkben U(T, V') kétvéltozds fliggvény. Allandé térfogaton az
(1.88) I. fététel alapjan Q) = dU, vagyis a kozolt hé a belsé energia valtozasaval egyenld.
Osszevetve ezt a mélhd 6Q = nCydT definiciéjaval, a dUy = nCydT egyenletet kap-
juk. Mésrészt a bels§ energia dU = (55), dV + (%), dT teljes differencidljabol dllandé
térfogatu folyamatra dUy = (g—g)v dT, igy az allandé térfogatii mélho

1 foU

Megjegyzés: Az (1.104) egyenletben szerepld parcidlis derivéltnal, és a tovabbiakban is
az allandénak tartott valtozdt alsé indexben jeloljik. Azaz

(aU) iy YT 4dT) — UV, T) (1.105)

or ). T arso dT

Tobb valtozo esetén az 6sszes allandonak tartott valtozot felsoroljuk az indexben.

Allands nyomdson végbemend folyamatokra a moélhé definiciéjabdl 6Q) = nC,dT,
amit ismét osszevethetiink a 6Q) = dU + pdV (1.88) 1. f6tétellel. Erdemes bevezetni egy
1j allapotfiiggvényt, amivel kifejezve az egyenletek egyszeriibbek. A

H=U+pV (1.106)
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allapotfiiggvény neve entalpia, jele Helmholtz-nak allit emléket. Megvaltozasa dH =
dU + pdV + Vdp (hiszen szorzatfiiggvényt tényezénként derivalunk), ami az az 1. f6tétel
alapjan dH = 0Q + Vdp, vagyis allandé nyomason épp a kozolt hovel egyezik meg.
Allandé nyomason a kozolt ho tehat az entalpiavaltozéassal egyenlo, ezért az allando

nyomasui molho
1 (OH
Co=—|—=— | - 1.107
P ( orT > » ( )

A fejezet hatralevé részében az allando térfogaton és az allandé nyomason mért mol-
hok kozott vezetiink le Osszefiiggést. A belsé energiat ismét a térfogat és a hémérséklet
fiiggvényében tekintve (U = U(V,T)), teljes differenciédlja

oUu oUu
dU = =] dV — | dT 1.108
(5v), 7+ (7)o 1)
amit az (1.88) 1. f6tételbdl kifejezett hokozlés egyenletébe beirva a
ou ou
0Q =dU +pdV = || = av — ) dT 1.109
o=’ = |(Gr) oo (5r), 1109

egyenletet kapjuk. A V(p,T) allapotegyenlet teljes differencialjabdl (dV = (%—Z) dp +
T

(g—;)pdT) alland6é nyoméson dV, = (g—;)pdT. Beirva ezt az (1.109) egyenletbe azt

kapjuk, hogy allandé nyomason

@ = |(av), +2] (5r) o (5r),
- H@%Lﬂ} (g—;)p—i—n(ﬁ'\/}di’, (1.110)

ahol felhasznaltuk, hogy (g—g)v = nCy. Ebbol mar leolvashaté az allandé nyomaésu

moélhé 50 ou ov
Co=|—=] =|| == — C 1.111
o= (&)~ (), oo Gr), oo o)

amibdl a két molho kiilonbsége

1| /oU ov
C,—Cy=—|| = — | . 1.112
-3, 4 (), wn

Az egyenletben szerepld (%)p parcialis derivalt kifejezheto a
1 [0V

=== 1.11
=7 (5r). (1.113)
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izobar hétaguldsi egyiitthatéval, ami mérhetd, illetve a V(p,T) allapotegyenlet ismere-
tében szamithato. Segitségével a molhdk kiilonbsége

1| /oU

Az egyenletben szerepl6 mésik parcidlis derivalthoz a bels6 energia U(V, T') ismeretére
lenne sziikségiink. Az 1.3.10 fejezetben majd latni fogjuk, hogy a II. f6tétel, illetve az
entropia segitségével ezt is ki tudjuk fejezni az allapotegyenlet segitségével, igy a mélhok
kiilonbsége pusztan az allapotegyenletbol szamithaté majd.

Az 1.2.5 és 1.2.7 fejezetekben a kinetikus gazelmélet keretein beliil kiszamitottuk az
idedlis gaz ill. a vdW gaz belsé energidjat, amibol a derivaltat szintén kiszamithatjuk.
Az idedlis gaz belsé energidja nem fiiggott a térfogattol, igy ré (g—‘Ii)T =0.

Most (és torténetileg is igy volt) a (g—g)T = ( derivaltat kisérleti tapasztalatok alapjan
fogjuk meghatarozni. Errol szol a kovetkezo kovetkezd fejezet.

1.3.5. Gazok bels6 energiaja és entalpidja: a Gay-Lussac és a
Joule-Thomson kisérlet

Gézok belso energidjanak homérséklet— és térfogatfiiggésére vonatkozik a Gay-Lussac és
a Joule-Thomson kisérlet.

A Gay-Lussac kisérletben (1. 1.24 dbra) (szobahdmérsékleten, atmoszférikus nyoma-
son) idedlisnak tekinthetd gézok légiires térbe valé szabad taguldsat vizsgaltak az 1.24
abranak megfelel6 médon. Egy csappal kettéosztott edény egyik felében volt a gaz, a
masik felében vakuum. Az edényt egy vizfiirdobe helyezték, amit a kornyezettol hoszi-
geteltek. A csap kinyitdasakor a gaz kitdgult a légiires térbe. A vizfiirdének a folyamat
soran bekovetkezé hémérsékletvaltozasat mérték, amire nullat kaptak.
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1.24. dbra. Gay-Lussac kisérlet

A csap kinyitasa utan nemegyensulyi allapotot allitottunk eld, az ezutan lezajlé folya-
mat irreverzibilis. Ugyanakkor a csap kinyitdsa elott, és a tagulas befejeztével a rendszer
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egyensulyban van, igy allapotjelzokkel leirhat6. Jeloljiik a gaz allapotjelzoit kezdetben
p1, Vi =V, T és Up-gyel, a végén po, Vo =2V Ty és Us-vel. Az (1.87) 1. f6tétel alapjan
a folyamatban

Uy—Uy=Q+W =0, (1.115)

hiszen a rendszer hészigetelt volt és a héfiirdé homérséklete nem valtozott, igy a gaz és a
héfiird6 kozott sem volt hécsere. Valamint a vakuumba tdgulas miatt munkavégzés sem

tortént. A kisérletben a gdz homérsékletvaltozasa AT, = —K}‘L‘}Y%AThéfﬁrda is nulla

Kgaz
(hisz a teljes rendszer hészigetelt), vagyis a bels6 energidra lesziirhetjiik, hogy

(), -
(%QT::Q (1.116)

hiszen a folyamat soran V' és p valtozott, U és T nem, vagyis az idedlis gaz belso energiaja
csak a hémérséklettdl fiigg, a térfogattdl (nyoméstol) nem, azaz U = U(T).

Megjegyzés: A kisérlet elég pontatlan volt, mert a hofiirdé hokapacitasa joval nagyobb,
mint a gazé. A kisérletet késobb Joule megismételte, O mar kapott is hémérsékletkii-
lonbséget, de csak olyan kicsit, ami a mérési hiba hatarat surolta. A Gay-Lussac kisérlet
pontatlansdga ellenére nagyon fontos (volt) az idedlis gdz absztrakciéjanak megsziileté-
séhez: a gaz, aminek a homérséklete a Gay-Lussac kisérletben nem valtozik.

Eredményiink 6sszhangban van az idedlis gazra megalkotott mikroszkopikus megko-
zelitésli kinetikus gézelmélet eredményével ((1.22) egyenlet). Az idedlis gz (1.2) élla-
potegyenletének felhasznalasaval kifejezhetjiik az 1.3.4 fejezetben bevezetett entalpiat
is

H=U+pV =U+nRT = H(T), (1.117)

ami szintén csak a homérséklet fiiggvénye.

Mivel a tapasztalat szerint cy és ¢, hdmérsékletfiiggetlen, a ¢y = % (g—g)v = %% és
ac, = % (g—?)p = %% egyenleteket integralva kapjuk, hogy
U(T) = TLCVT + Uo
H(T) = nc,T + Hy,
(1.118)

ahol Uy és Hy az integracios konstansok. Ha az energia nullpontjat ugy rogzitjiik, hogy
U(T =0K) =0 J, akkor Uy = 0. Hasonléan H, = 0 vélasztds lehetséges.

A van der Waals géz belsé energia kifejezését ((1.26) egyenlet) felhasznédlva megbe-
csiilhetjitk a Gay-Lussac kisérletben bekdvetkezd hémérsékletvaltozast valddi gazokra.
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. 2 Ve ’ /7 ” Id 7’ z 7’
Mivel U = ncyT — 5 ¢és a kisérletben Uy = Us, a hémérsékletvaltozasra

an (1 1

AT =T,-T1=—|——— 1.119

S <V2 VI) (1-119)

adodik. Mivel a kisérletben V5 > Vi, a Gay-Lussac kisérletben a vdW géz mindig lehiil.

A lehtilés kicsi, ami magyarazza, hogy miért volt a hibahataron beliil Joule megismételt
kisérletében.

A Joule-Thomson kisérletben (1. 1.25 &bra) egy hdszigetelt fali hengerben egy vat-

-~ hoszigeteles
aEESSSSSSSSSSSSSSSSSSS

- -
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1.25. 4dbra. Joule-Thomson kisérlet

tadugé egyik oldaldn géz van. Két dugattyi lassi mozgatasival (a nyomést mindkét
oldalon allanddan tartva) a gazt atnyomték-szivtdk a vattadugd mdsik oldaldra. A fo-
lyamatban termoelemekkel mérték kézvetleniil a gaz hémérsékletét mindkét oldalon, igy
ez a kisérlet joval pontosabb, mint az elobb targyalt Gay-Lussac kisérlet.

Megjegyzés: A vattadugd szerepe a gyorsulas akadalyozasa, fojtas, idonként sziikiilettel
szoktak helyettesiteni.

Most is felithatjuk a folyamat kezdetén és végén az allapotjelzoket. Kezdetben le-
gyenek ezek p; (ez végig allandé a folyamat elsd részében), Vi, Ty és Uy, a végén pedig
po < p1 (ez végig dllandé a folyamat masodik részében), Vo, Ty és Us.

Az (1.87) 1. f6tétel alapjan

Up— Ui =Q+W =W, (1.120)

hiszen a rendszer hészigetelt. A W munkavégzés a két részfolyamatban végzett munka-
végzések Osszege, amiket konny( kiszamitani, hisz azok allandé nyomason torténtek

0 Va
W=- /p1dV - /p2dV =piVi —pala. (1.121)
Vi 0
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Az (1.120) és (1.121) egyenletekbdl Us — Uy = p1 Vi — po Vs, atrendezve
Uy + paVo = Uy +pi Vi, (1.122)

vagyis az (1.106) egyenletben definidlt entalpia megvéltozdsa AH = 0 a folyamatban.
Idedlis gézokra (6ket kozelitik a szobahdmérsékletil, atmoszferikus nyomdsu gézok) a
kisérletben mért AT = Ty — T; hémérsékletkiilonbség nulla, igy

o) -
(%—ZI)T — 0, (1.123)

hiszen a folyamat sordn V és p valtozott, H és T nem, vagyis idedlis gazokra az entalpia
csak a homérséklet fiiggvénye, a nyomdstdl (térfogattdl) nem figg, azaz H = H(T).
Amibdl mar —a gaztorvény felhasznalasaval— kovetkezik, hogy U = U(T).

Nem idealis gazokra azonban a hémérsékletvaltozas altaldban nem nulla a Joule—
Thomson kisérletben. A kisérletet hiitésre (ipari/haztartasi hiitégépekben, légkondicio-

nél6 berendezésekben), gazok cseppfolydsitasira ma is alkalmazzak: ez a Joule—Thomson

effektus. Jellemzésére bevezethetjikk a pyr = <%—£) Joule—=Thomson egyiitthatot, ami

megmondja, hogy milyen a homérsékletvéltozas a dH = 0 Joule-Thomson effektus soréan
adott nyomadsvaltozas mellett. A H(p, T) fiiggvény teljes differencidljat a Joule-Thomson
folyamatra felirva

OH OH
dH = | — | d — ) dI'=0 1.124
(5 ), (5r), 2
a Joule-Thomson egyiitthatot kifejezhetjiik. Ha felhasznaljuk még a
OH ov
-— =V-T|—= 1.125
(5),=v-7(5), )
(1.205) Osszefiiggést, a Joule-Thomson egyiitthatot kifejezhetjiik mérheté mennyiségek-
kel
OH
(8T> (8_p>T 1 (OH )
pr=\5-] =- =—— 5
dp H (%—I;)p nCy \ Op T
1 oV 1
=T |=) - V|=—TVE, -V 1.126
() o

v \ar
A Joule-Thomson egyiitthaté az (1.123) egyenlet (vagy az éllapotegyenlet) alapjan

idedlis gdzokra p't, =0 .

ahol 3, = & (a_V)p az allandé nyomasu hotagulasi egyiitthato.
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A Joule-Thomson egyiitthat6t van der Waals gazokra is kiszamithatjuk. Az (1.126)
egyenlet masodik sora alapjan el6szor kiszamitjuk a /3, hétdguldsi egyiitthatét az (1.24)
vdW allapotegyenlet segitségével a kovetkezd modon: az allapotegyenletet allandé nyo-
mas mellett derivaljuk T szerint, majd a nyomast az allapotegyenlet segitségével kikii-
szoboljik, igy

1 —bn)V?
Br = v <Z_‘Ti)p - RTVf(YQQn(\)/V— bn)?’ (1.127)
Visszairva a Joule-Thomson egyiitthat6 (1.126) kifejezésébe
wdW 1 RT(V —bn)V? V' RTV?bn — 2an(V — bn)?
T e, [RTVS —2an(V —bn)2 ] ~ nC, RTV3—2an(V —bn)? (1.128)
Az (1.128) egyenlet alapjan a Joule-Thomson egyiitthat6 nulla a
T - QG(ET_QZ”)Q (1.129)

un. inverzidés hémérsékletnél. Az inverzidés hémérsékletnél nagyobb 7' > T; (kisebb
T < T;) homérsékletek esetén a van der Waals géz Joule-Thomson egyiitthatéja negativ
(pozitiv), azaz a gaz a Joule-Thomson tdgulds sordn melegszik d7" > 0 (lehil dT" < 0),
hiszen a folyamat soran dp < 0.

Nem tul nagy nyomason és nem tul alacsony homérsékleten V' >> b, igy van der Waals

gazokra az inverziés hémérséklet az (1.129) egyenlet alapjan kozelitoleg T; ~ %.

Megjegyzés: Redlis gazokra a kisérletek igazoljak az inverzids homérséklet 1étezését, de
a kisérletileg meghatdrozott inverziés hémérsékletek nem pontosan egyeznek az (1.128)
képlettel, ami mutatja, hogy a valédi gazoknak a van der Waals allapotegyenlet csak
kozelito leirasa.

Megjegyzés: A kapott hémérsékletvaltozés jéval nagyobb, mint a Gay-Lussac kisérletben.

Minden tiszta anyagra, nem tul szélséséges homérsékletek esetén minden T-hez ta-
lalhaté olyan nyomaés par, amit a Joule-Thomson effektusban alkalmazva AT = 0 lesz,
azaz a Joule-Thomson egyiitthaté nulla. A p—T grafikonon abrazolva a H = all. gérbé-
ket (1. 1.26 dbra), a uyj7 = 0 pontok az inverziés pontok (itt fordul meg a differencialis
Joule-Thomson effektus kimenetele). Ezek egyiittese az inverzids gorbe, ami elvalasztja
a pyr >0 és pyr < 0 tartomanyt.

1.3.6. Idealis gaz reverzibilis allapotvaltozasai, Carnot-koérfolyamat
idealis gazzal

A tovabbiakban most egy ideig idedlis gazokkal foglalkozunk. A rdjuk vonatkozé eddig
mar megismert, torvények:
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1.26. dbra. Az inverziés gérbe azon pontok 0sszessége, ahol a Joule-Thomson egyiitthato,
ami megmondja, hogy a Joule-Thomson folyamatban a gaz felmelegszik, vagy lehtil,

eléjelet valt. forrds: www.chem.queensu.ca
e allapotegyenlet (1. (1.2)): pV = nRT
e bels6 energia (1. (1.118)): U(T) = nCyT.
e cntalpia (1. (1.118)): H(T') = nC,T.

Az idedlis gaz molhoit kifejezhetjiik a kinetikus gazelméletben levezetett (1.22) belsé
energia képletének segitségével. Mivel U = gnRT ,és H=U+pV = %nRT, ezért

1 /0U f
Cv—ﬁ(ﬁ)v—aR

1 (OH f+2
Cp=— (8_T>p =R (1.130)

Innen C, — Cy = R, amit az (1.112) egyenletbdl is megkaphatunk

o-cr-3[(), ] ()

felhasznalva az allapotegyenletet és azt, hogy a belsé energia nem fiigg a térfogattol. A
két fajho hanyadosat y-nak nevezziik:

— R, (1.131)

p

C, _f+2
— (1.132)



Cp, Cy és v mérheté mennyiségek, igy a fenti Osszefiiggések ellendrizheték. Nem tul
alacsony hémérsékleten (pl szobahdmérséklet), jol teljesiilnek.

Megjegyzés: Ha a homérséklet tul alacsony, akkor a fenti Osszefiiggések nem teljesiilnek.
Ez volt az egyik elso utalas a klasszikus fizika sériilésére.

A fajh¢ szabadsagi fokokkal valé fenti kifejezése mas anyagokra, példaul szilard tes-
tekre is fenndll (nem tul alacsony hémérsékleten). Szildrd testekben a szabadsdgi fokok
szama 6 (3D rezgések), igy Cy = 3R. Ez a Dulong-Petit szabdly.

A tovabbiakban idedlis gazok reverzibilis allapotvaltozasait targyaljuk.

Izoterm folyamatok

[zoterm folyamatban (1. 1.27 dbra) a hémérséklet dllandé 7' =4ll., igy

\ I'.I_ ™,
Y ,
Pror \\
.
P2 \“‘a
W e _
Vv, Va A"

1.27. abra. Idedlis gaz izotermai a p-V diagramon, kiilonb6zé homérsékletekre. A gazon
végzett munka (V') a gérbe alatti teriilet —1-szerese.

e p=nRT- % ~ % az allapotegyenletbdl

o U =allandd, mert U csak a homérséklettdl fiigg

e a gazon végzett munka az 1.27 abranak megfelelden

Vs Va
dv Vi
W = —/pdV = —nRT [ “- = —nRTIn-2 = —nRTIn 22 (1.133)
Vv Vi D2
V1 Vl
e a gazzal kozolt ho az 1. f6tétel miatt
Q= AU—~W = —W = nRTIn 22 — nRTIn 2. (1.134)
Vi b2
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Izochor folyamatok

Izochor folyamatban (1. 1.28 abra) a gaz térfogata allandé Vi =4ll., igy

PrT | :J'|

v, v

1.28. abra. Idedlis géz izochor folyamata a p-V diagramon. Feltiintettettiik a kezdo- és
végallapotokon atmeno izotermakat is.

o p= % T ~ T az allapotegyenletbdl
o Uy — Uy =nCy(Ty, — TY).
e a gizon végzett munka W = 0, hisz AV = 0.
e a gazzal kozolt ho az 1. f6tétel miatt
Q=AU -W =AU =nCy(T, — T1). (1.135)

Izobar folyamatok

Izobér folyamatban (1. 1.29 dbra) a gdz nyomdsa dlland6 py =4ll., igy
o V= ’;—f -T ~ T az allapotegyenletbdl
L U2 - U1 = nCV(T2 — Tl)

e a gazon végzett munka az 1.29 abranak megfelelden

Vo
W= /pdv — (Ve - V). (1.136)

Vi
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1.29. dbra. Idedlis gaz izobar folyamata a p-V diagramon. Feltiintettettiik a kezdd- és
végallapotokon dtmend izotermdkat is. A gdzon végzett munka (W) a gorbe alatti teriilet
—1-szerese.

e a gazzal kozolt ho az 1. f6tétel miatt

Q =AU-W = nC’V(T2 — Tl) +p0(‘/2 - Vvl) = n(CV —FR)(Tg — Tl) = nCp<T2 — Tl)

(1.137)
Ez onnan is lathaté, hogy allandé nyoméson a gazzal kozolt hé az entalpiavélto-
zassal egyenl6

Adiabatikus folyamatok

Adiabatikus folyamatban (1. 1.30 abra) a gézzal kozolt hé @ = 0.
e a gazzal kozolt ho nulla a definiciéo miatt.
o U2 - U1 = TlCV(TQ — Tl)

e a gizon végzett munka az I. f6tétel miatt

p2Va j% Cy
— = — — (11
nR nR ) R (p2Va = piV)- - (1.139)

W =AU = nO\/<T2 — Tl) = nCV (

Az adiabata egyenletéhez felhasznéaljuk az I. fététel elemi folyamatokra felirt alakjat
(1.88)

dv dI” R dV
0Q =0=dU — oW =nCydT + pdV =nCydT +nRT— =nCyT | — + —— | .
74 T CyV

(1.140)
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1.30. dbra. Idedlis gaz adiabatikus folyamata a p-V diagramon. Feltiintettettiik a kezdo-
és végallapotokon dtmend izotermdkat is. A gézon végzett munka (W) a gorbe alatti
teriilet —1-szerese.

Felhasznélva, hogy R = C, — Cy és v = g—‘lj, kapjuk % =~ — 1. Teh4t a megoldandd
egyenlet

ar av
— —1)— = 1.141
e (= 1) =0 (1.141)
differencidlegyenlet lesz. Ennek megoldasa
InT+ (y—1)InV = allando, (1.142)
azaz,
TVt = 4llandé = T,V ™, (1.143)

ahol (Ty, Vi) egy tetszileges pont a T-V sikban felirt adiabatan.
Az éllapotegyenlet segitségével atirhatjuk p-V véltozdkra is

pV7 = allandé = pyVy/, (1.144)

itt (po, Vo) egy tetszéleges pont a p-V sikban felirt adiabatan. Ezt hasznaltuk az 1.30
abran az adiabatak felrajzolasakor.

A p-V diagramon adott (pg, Vo) ponton atmené adiabata mindig meredekebb az
ugyanezen a ponton atmend izotermandal (1. 1.31 abra). Ezt ugy lathatjuk, hogy a
gorbék derivéltjait kiszamoljuk:

dpy - _ d (poVh _
av), av\Vv ), ., W

dp d (poVy Do
@y _ 4 (PoVo — 20 1.145
(dv)ad av ( Vo V=W Py‘/o ( )



Po | i

1.31. dbra. Adott ponton atmené adiabata mindig meredekebb az ugyanezen a ponton
atmeno izotermanal.

Mivel v > 1, az adiabata valéban meredekebb.
Az adiabata egyenletének felhasznéldsdval is kiszamithatjuk a munkavégzést (1. 1.30
abra):

Va

fav R
_ — v [y _
W = /pdV =-—-pVi v 2% {—’Y+1V71}Vl
|4t %1
1 V7 1
= ~—1 {2‘9/17_11 _p1v1‘| = m(pﬂé — V), (1.146)
2

hiszen pV;' = poVy'. Mivel v — 1 = %, igy visszakapjuk az (1.139) képletet.

Carnot-korfolyamat idealis gazzal

Carnot a legjobb hatédsfoku héerégépet keresve az 1.32 dbran lathat6 (késébb réla elne-
vezett) korfolyamatot vizsgélta.

A korfolyamatot két izoterma és két adiabata hatdrozza meg, igy az egész korfolya-
mat reverzibilis folyamat. FEzt a tovabbiakban nem felejtjiik, még ha nem is irjuk ki
mindig expliciten. Az adiabatdkat a gyakorlatban a rendszer hoszigetelésével, az izoter-
mékat hétartéllyal (adott hémérsékleti, nagy hékapacitdsi rendszer) valé kapcsolattal
valositjak meg.

Szamitsuk ki n = 1mdl idedlis gazzal végzett Carnot-korfolyamat hatasfokat!

o8



py [P
b *._\
EANRN
\\\'L \QJ'VJI
wﬁ' T
gV 4l . (N
\\-‘:‘\ HH"-._\_
p.‘ 2 H\U}i Vv ﬂ
v, vV, V

1.32. abra. Carnot-korfolyamat.A géz
egyenlo.

e 1 — 2 izoterm tagulas

QIQ
W12

gaz
1%

altal végzett munka (W) a kozrezart teriilettel

.RjjlhlE >0

Vi
Va
~Qu = —RT;In—
Q12 111‘/1

v
~Wys = RTyIn —= > 0,
Vi

(1.147)

ahol Wiy a gazon végzett munka és felhasznaltuk, hogy idedlis géz izoterm folya-
mata sordan a bels6 energia dllandé, valamint az (1.87) 1. f6tételt. A folyamatban
tehat a gaz hot vesz fel és munkat végez.

2 — 3 adiabatikus tagulas

Q23

Was

gaz
W,

0 a definicié miatt
Us — Uy =Cy(Th —T1)
—Was = —-Cv(To — Th)

> 0,

(1.148)

ahol Wy a gdzon végzett munka. A folyamatban tehat a gdz munkat végez, h6csere

ninces.

29



e 3 — 4 izoterm Osszenyomas

Vi
= RIhIn— <0
Q34 21n Vs
V,
Wi = —Q3=—-RI7In 74
3
gaz vﬁ
W34 = —Ws4 = RI5 In 7 < 0, (1149)
3

ahol W34 a gazon végzett munka és itt is felhasznaltuk, hogy idedlis gaz izoterm fo-
lyamata sordn a bels6 energia allandé, valamint az (1.87) 1. fétételt. A folyamatban
tehat munkat végziink a gazon, mikézben az hét ad le.

e 4 — 1 adiabatikus 0sszenyomas

Q41 = 0 a definicié miatt
Wy = U —Us=Cy(Ty — T)
Wi" = —Wu=-Cv(Th - T3) <0, (1.150)

ahol Wy, a gdzon végzett munka. A folyamatban tehat a gazon végziink munkat,
hocsere nincs.

A gaz altal a korfolyamat soran végzett Osszes munka

, V; v,
We” = RTyIn VQ — Cy(T, —T)) + RTy In V4 — Cy(Ty — Th)
1 3
V: v,
— RT,In 72 + RTyIn 74 (1.151)
1 3

hisz az adiabatdkon végzett munkék kiejtik egymast. Az adiabatak (1.143) egyenletét
felhasznélva

Tlvl’r—l _ T2v4’y—1

Tyt =TV (1.152)
y—1 y—1
(%) = %‘) illetve % = % kovetkezik, amit felhasznédlva a korfolyamatban a gaz
altal végzett 0sszes munka

a4z Lé
wed = R(Ty — Ty) lnv > 0. (1.153)

1

Megjegyzés: Teriiletek athelyezésével grafikusan beldthatd, hogy a 1.32 dbran a teljes
munkavégzés épp a kozrezart teriilettel egyenlo. .
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Elemezziik egy kicsit a korfolyamatot az (1.87) 1. f6tétel segitségévell A belsé energia
megvaltozasa korfolyamatban AU = 0, fgy Q + W = Q — W& = (), vagyis W8i? =
Q = Q12+ Q34 > 0. A gaz a korfolyamatban tobb hot vesz fel, mint amennyit lead,
a killsnbség forditédik munkavégzésre. Igy a Carnot-kérfolyamat a héerégép modellje.
Mivel héatadas csak az izotermdkon (fix hdmérsékleten), hétartallyal kapcsolatba hozva
torténik, az 1.33 abran lathaté sematikus rajzzal is abrazolhatjuk.

T,>T,
Q,
[] > %ﬂl
Q)
T,

1.33. abra. Carnot-korfolyamat, mint a héer6gép modellje. A két hotartéllyal kapcsolatba
hozott gép a T} hémérsékleten )1 hét felvesz, a Ty < T} hémérsékleten Qo hét lead,
mikozben W8 munkét végez. A megfelelé betiik mar csak nagysagot jeleznek, eléjeliik
a nyilaknak megfelelo.

A hatésfok (haszon/befektetés)

_ W =@ @ (1.154)

o T Qr
ahol &% a hderégép 4ltal végzett munka, ami a (1.87) 1. fététel alapjan We¥ = Q) —Qs.
Q1 a héerégép altal felvett h6 (hofelvétel az 1 — 2 szakaszon torténik ¢ = Q12), Q2
pedig a héer6gép altal leadott hé (héleadds a 3 — 4 szakaszon torténik Qo = —Q34).

Megjegyzés: Carnot még nem ismerte az . fotételt, anélkiil, joval bonyolultabban jutott
el a hatasfok kiszamitdsdhoz [5], de szerencsére a héanyagelméletben nem hitt (miszerint
a hé dllapotjelzd), ezért a korfolyamat soran a felvett és a leadott hé meg kellene egyezzen.

Felhasznélva a korabban kiszamolt (1.147) és (1.149) egyenleteket
Q, —RLIn{ RLIng T,
Q1 RLilny2 ROy 1Y

(1.155)

ahol az adiabatdk egyenletébdl kovetkezo % = % Osszefiiggést is felhasznaltuk. Ennek

alapjén az idedlis gézzal végzett (reverzibilis) Carnot korfolyamat hatdsfoka

T

Q1 T
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Latjuk, hogy ne < 1, hisz Ty > Ts.
Ismét visszatérve a hék eldjeles alakjdhoz, a hatdsfokot megadd (1.156) egyenletbél

kovetkezo % = % egyenlet atirasabol és atrendezésébol
Q12 | Qa4
— + —=0. 1.157
T (1.157)

Ha bevezetjiik a % redukalt ho fogalmat, ami egy fix homérsékleten torténo hoatadas
(el6jelesen!) és az adott hémérséklet hanyadosa, az (1.157) egyenlet azt jelenti, hogy az
idedlis gazzal végzett (reverzibilis) Carnot-korfolyamatban a redukélt hék Gsszege nullal

A kovetkez6 fejezetben az (1.156) és (1.157) egyenleteket hasznéljuk majd a Kelvin-
féle termodinamikai (vagy abszolit) homérsékletskdla, valamint az entrépia definidlasa-
hoz, miutéan a II. f6tétel kbvetkezményeként belatjuk, hogy azok nemcsak idedlis gézra,
hanem minden anyagra érvényesek.

Elébb azonban beszéljiink még a forditott (hisz megfordithaté!) Carnot korfolyamat-
rol és hasznalatardl a hoszivattyu és a hiitégép modellezéséhez.

A forditott Carnot-korfolyamat az 1.34 dbran lathaté. Az egyes szakaszokon a ho-

B _
S V)
PL T P
| 5 “\‘
l‘\\‘ \QJ.VJI
\\ \ ., -I.
r R |
1|}q.‘vq~|\\\ VO
Py X P Vi)
Vv, Vy V

1.34. abra. A forditott Carnot-korfolyamat.

atadasokat és a munkavégzéseket a fejezet elején leirt normal Carnot-korfolyamathoz
teljesen hasonldé mddon szamithatjuk. A gaz a 4 — 3 izoterm tagulds soran vesz fel
Q43 = RTyIn % hét (vagyis a hidegebb hétartdlybol!) és a 2 — 1 izoterm Gsszenyomads
soran ad le ()93 = RT1In % hét (a melegebb hétartalynak!). A korfolyamat végigvitelé-
hez a gazon munkét kell végezniink, ami Osszesen

Vs Vi

V;
W =Wy + Wy = —RI3In— — RTyIn — = R(Ty, — Ty) In — > 0, (1.158)
Vi Va Vi
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ahol ismét felhasznaltuk, hogy az adiabatakon térténé munkavégzések kiejtik egymaést és
az adiabata egyenletekbdl kovetkezo V4 = % Osszefiiggést.

Az (1.87) 1. fotétel alapjan tehat 2 korfolyamat soran a géz tébb hét ad le, mint
felvesz a munkavégzésiinknek koszonhetoen.

Vegyiik észre, hogy (természetesen) a forditott folyamatban a gaz altal végzett munka
illetve felvett ho épp az eredeti folyamatbeli munkavégzés illetve hoatadas —1-szerese.

A forditott Carnot-korfolyamatot felhasznalhatjuk a hészivattyu és a hiitégép model-
lezésére. A teljesitménytényezok (haszon/befektetés) kiszamitdsdhoz most az 1.35 dbran

lathat6 sematikus rajzot hasznaljuk.

T,>T,
A Q,
v
Q,
T,

1.35. abra. Forditott Carnot-korfolyamat, mint a hészivattyu és a hiitogép modellje.
A két hétartéllyal kapcsolatba hozott gép W munkavégzésiinknek koszonhetéen a Th
hémérsékleten Qo hét felvesz, s T) > T, homérsékleten ()1 hot lead. A megfelelé betiik
mar csak nagysagot jeleznek, eldjelitk a nyilaknak megfelelo.

A hdszivattyy munkavégzés aran hot juttat fel alacsonyabb homérsékletrél magasabb
homérsékletre. Teljesitménytényezdje

RTy In 2 T 1
. L - — (1.159)

W W R(T - nﬂﬁzﬂ—ﬂzw’

ami 1-nél nagyobb is lehet.
A hiitogép munkavégzés aran hot von el. Teljesitménytényezdje
1% 1
Q2 Q43 RTQ In VZ RT2 In V? T2 1— Ne

ho |14 W R(Tl - Tg) In % R(Tl - TQ) In % T1 — TQ Nc ( )

ami szintén lehet 1-nél nagyobb is.

1.3.7. II. fotétel és kovetkezménye a Carnot-korfolyamat hatas-
fokara

Tapasztalat, hogy nem minden folyamat megy végbe, amit az energiamegmaradas ((1.87)
I. f6tétel) megenged. A Gay-Lussac kisérletben (1. 1.3.5 fejezet) példaul a géz szabad
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taguldsa kozben lehiil. Ha ismét felmelegitjiik akkor se hizodik vissza eredeti térfogaté-
ba. Az ilyen jellegli tapasztalatok egyiittesére vonatkozik a termodinamika masodik
fététele (I1. fététel), aminek kiilonbozé (belathato, hogy ekvivalens) megfogalmazasai
ismertek:

e Carnot megfogalmazasa (az I. f6tétel ismerete nélkiil!): Nem lehetséges adott hé-
mérsékleten egy rendszerrel hot kézolni és e hét munkava alakitani gy, hogy koz-
ben a rendszerben vagy kérnyezetében semmi mds véltozas ne menjen végbe [5].

e Thomson (késdbb lord Kelvin) megfogalmazdsa: nincs olyan folyamat, ami pusztan
abbdl allna, hogy egy test hot veszit, ami teljesen munkava alakul.

e Clausius megfogalmazasa: nincs a természetben olyan folyamat, ami pusztan abbdl
allna, hogy h6 hidegebb helyrél melegebb helyre megy.

e Planck megfogalmazasa: nem lehet olyan periodikusan miikodé hoerogépet készi-
teni, amely egy hétartalybol felvett hot teljes egészében munkava alakit. Azaz nem
létezik n = 1 hatasfoku gép. Ez az 1. f6tétellel nem lenne ellentmondésban, csak
a II. fotétellel, ezért a fenti megfogalmazast dgy is mondhatjuk, hogy nem létezik
mdsodfaji perpetuum mobile.

A II. fotétel tehat a termodinamikai folyamatok iranyara ad megkotést. Az alkoto-
részek feloli mikroszkopikus képben azt jelenti, hogy a mikroszkopikus szabadsagi fokok
kozott szétszorddott energia nem tud teljes egészében makroszkopikusan hasznosulni. A
valosagos esetekben raadésul a makroszkopikus munka egy része is atalakul a mikrosz-
kopikus szabadsagi fokok energidjava: ez a disszipacio.

Carnot kereste a legjobb hatédsfoku gépet, ahol nincs veszteség (ez lenne a sirld-
ddsmentes mozgas hétani megfelel6je). Megalkotta a reverzibilis Carnot-korfolyamatot
(nevezhetjiik idedlis vagy reverzibilis gépnek), ami ilyen, hisz reverzibilis folyamatban
nincs disszipacio.

Az el6z6 fejezetben kiszamitottuk az idedlis gézzal végzett reverzibilis Carnot-kor-
folyamat hatasfokat és megallapitottuk, hogy a korfolyamatban a redukalt hok eléjeles
osszege nulla. A II. fététel segitségével belathatjuk, hogy ez nemcsak idedlis gazra van
igy, a hatasfok és a redukélt hok osszefiiggése anyagi mindségtol fiiggetleniil érvényes.
Ezt hasznalhatjuk majd a (Kelvin-féle) termodinamikai hémérséklet és az entrépia defi-
nialasara.

Eloszor is lassuk be, hogy két, adott hémérsékletii hotartaly kozott miikodé korfo-
lyamatot végz6 gép hatasfoka nem lehet nagyobb, mint az ugyanezen hétartalyok kozott
miikodé reverzibilis Carnot-korfolyamaté (idedlis gépé). Vagyis az ideélis gép hatasfo-
ka maximadlis. (Carnot-tétel). Bizonyitasunk indirekt lesz, vagyis tegyiik fel allitasunk
ellenkezojét, azaz hogy a 17 és Ty homérsékletek kozott miikodo gépek kozott 1étezik
B gép, ami a T} homérsékleten ugyanakkora hot felvéve tobb munkat végez, mint az
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A reverzibilis gép. Jeloljiik az A gép altal a T} hémérsékleten felvett hét Q1-gyel (fel-
tevésiink szerint a B gép is ennyit vesz fel), az altala végzett munkat W-vel. Ekkor a
T5 hémérsékleten az A gép altal leadott hé @Q; — W (1. 1.36.a dbra). Tegyiik fel, hogy

1.36. dbra. a) Az A reverzibilis Carnot gép a T} hémérsékleten @)1 hét felvéve W munkét
végez. b) A feltételezett B gép a T} homérsékleten szintén Q1 hét felvéve W/ > W
munkat végez.

a B gép munkdja W' > W, azaz a B gép tobb munkat végez, mint az idedlis gép (L.
1.36.b dbra). Kombinaljuk 6ket, miikodtesse a B gép az A gépet forditott irdnyban W
munkavégzéssel (1. 1.37 dbra). Ez lehetséges, hiszen A reverzibilis. Mivel a T} hétar-

T1
Q, A Qg
W-Wgl W
B4
Q,-W’ A Q=W
T2

1.37. dbra. Az A és B gép oOsszekapcsolasa: a B gép hajtja a megforditott A gépet.

talybol felvett és neki leadott hék megegyeznek, a kombinalt A + B + T} gép (amelybe
a Ty hétartalyt is beleépitjiik), olyan gép lenne amely egyetlen (73) hétartalybdl vesz fel
hét, és azt teljes egészében munkava alakitja, mikdzben semmi mas nem valtozik. Ezzel
ellentmondasba keriiltiink a II. f6tétellel. Tehdt W' < W &llhat csak fenn, ami miatt
ne < na. A reverzibilis Carnot-korfolyamat hatasfoka tehdt maximalis.

Maésodszor belatjuk, hogy a reverzibilis Carnot-korfolyamat hatésfoka fiiggetlen az
anyagi minoségétol. A bizonyitashoz hasznaljunk két reverzibilis Carnot-gépet: az A gép
miitkodjon idedlis gézzal, B pedig valamilyen egyéb anyaggal. Az (1.156) képlet szerint
na = nc, ahol e az idedlis gazzal végzett reverzibilis Carnot-korfolyamat hatasfoka. Az
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el6z6 bizonyitas alapjan tudjuk, hogy W’ < W hiszen ott csak azt hasznéltuk ki, hogy A
reverzibilis Carnot-gép. Ha most forditva jarunk el, és A-val hajtjuk meg a megforditott
B-t, akkor ismét alkalmazhatjuk az el6z6 érvelést, amibdl most W < W’ kovetkezik.
Ezekbol W' = W addédik, azaz ng = na = ne. A Carnot-korfolyamat hatasfoka tehat

anyagi minéségtol fiiggetleniil ne =1 — ;—j

Megjegyzés: Ha olyan gépet iizemeltetiink, amely nem allandé homérsékleti hotartalyok
kozott dolgozik, akkor a fenti érvek alapjan azt is konnyen belathatjuk, hogy ennek
hatasfoka n < 1 — % Ha ugyanis eltekintiink a kozbensé homérsékletektol, és a

két extremalis homérséklet kozott reverzibilis Carnot-gépet iizemeltetnénk, akkor erre
maximalis hatasfokd gépet kapnank a fenti hatasfokkal.

1.3.8. Termodinamikai homérsékletskala

Az el6z6 fejezetben a Il. fotétel alapjan belattuk, hogy a reverzibilis Carnot-korfolyamat
hatasfoka anyagi minéségtol fiiggetleniil ne = 1 — % Ez lehet6séget ad egy anyagi mind-
ségtdl fiiggetlen, abszolut homérsékletskala definialasara. Ez a Kelvin altal megalkotott
un. termodinamikai, vagy Kelvin-féle hémérsékletskala.

Az elvi eljaras egyszerii: valasszunk egy hétartalyt, ennek homérsékletét vélasszuk
referencianak: legyen ez Tj fok. Egy masik hotartalyt, amelynek homérsékletét meg sze-
retnénk hatdrozni, kossiik 6ssze a referencia hétartédllyal egy reverzibilis Carnot-korfolya-
maton keresztiil. Mérjitkk meg ezen gép hatdsfokat! A fenti képlet alapjan megkaphatjuk
a hotartaly homérsékletét mint

T:To(l—nc), ha T < Ty

1— 770’

A kordbban definidlt empirikus hémérsékletskalak (1. 1.1 fejezet) nyelvén tgy fogal-
mazhatunk, hogy a mérendé mennyiség az ismert és az ismeretlen homérséklet kozott
miikddo reverzibilis Carnot-korfolyamat hatasfoka. Hogy a Celsius-skalaval osszekossiik

az igy definidlt homérsékletskdlat, egységnek a normal nyomason a jég olvadaspontja T,
és a viz forraspontja 7'y kozotti hdmérsékletkiilonbség 100-ad részét valasztottak

Ty — T, = 100K. (1.162)

ha T > Tp. (1.161)

Az 1j egység neve 1 K (1 Kelvin). Ezek utan megmérve a Ty, és Ty kozott miikods idedlis
gép hatéasfokat az
n=1-— E = 0.268 (1.163)
Ty
eredmény addédik. A két egyenletbol T, = 273.1 K. Ismeretlen hémérséklet méréséhez
ezek utan ezt hasznalhatjuk a T} referencia hémérsékletnek, ahonnan Carnot-korfolyamat
hatasfokanak mérésével (1.161) alapjan az ismeretlen homérséklet meghatérozhato.
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Megjegyzés: Ugyan elvileg egyszerii, de a termodinamikai hémérséklet méréséhez ho-
mennyiségek mérésére van sziikség. Ezt a gyakorlatban elég nehéz megvaldsitani, ezért
leginkabb az elméletbol levezetett Osszefiiggések alapjan szoktdk mérni.

Mivel a hatasfok n < 1, a Kelvin-hémérséklet T' > 0, azaz az abszolit hémérséklet
nem lehet negativ.

Megjegyzés: Olykor e fenti tulajdonsdg alapjan nevezik a Kelvin-skédlat abszolutnak.

Az n = 1 olyan reverzibilis Carnot-korfolyamattal lenne megvalésithatd, amelynek
alsé hotartalya T = 0 homérsékletli. Ez azonban a masodfaju perpetuum mobile léte-
zését jelentené, ami a II. fotételnek ellentmondana. Ezért nem létezik olyan reverzibilis
Carnot-korfolyamat, amelynek alsé hétartalya T = 0 homérsékletli lenne. Mas szoval az
abszolit nulla hémérsékletet Carnot-korfolyamattal nem érhetjiik el. Az abszolit nulla
hémérséklet elérésérdl majd az 1.3.14 fejezetben lesz bovebben szé.

Megjegyzés: Bizonyos nem-egyensilyi rendszerek kapcsédn (populédcié inverzid) szoktak
negativ abszolit hdmérsékletekrdl beszélni. Itt azonban val6jdban az 1/T inverz hémér-
séklet megy at a nullpontjan, igy egy negativ homérsékletiinek nevezett rendszer nem
,hidegebb” hanem ,melegebb” barmilyen normal rendszernél. Vagyis egy negativ ho-
mérsékletii rendszerrel kontaktusba hozott pozitiv hémérsékletii rendszer felmelegszik,
nem lehiil.

1.3.9. A masodik f6tétel matematikai megfogalmazasa, entropia

Az 1.3.6 fejezetben kiszamolt hatasfokot egyrészt a hokkel, méasrészt a hétartdly hémér-
sékletekkel kifejezve, majd atrendezve lattuk, hogy idedlis gazra a reverzibilis Carnot-
korfolyamatban a redukalt hék Gsszege nulla (1.157). Az el6zé fejezetben a II. fététel
felhaszndlasaval bebizonyitottuk, hogy az (1.156) hatasfokot megadé és igy a redukalt
hékre vonatkozo (1.157) egyenlet is tetszOleges anyagra fennall. Vagyis tetszéleges anyag-
gal végzett reverzibilis Carnot-korfolyamatban a redukélt hok eldjeles 6sszege nulla. Fel-
meriil a kérdés, hogy mit mondhatunk tetszdleges reverzibilis korfolyamatra?

Reverzibilis korfolyamatok, entropia

A korfolyamatot sok kis reverzibilis Carnot-korfolyamat 6sszegével kozelitve, amit a p-V
sik adiabatakkal és izotermdakkal val6 behalézasaval kapunk (1. 1.38 abra), megmutatjuk,
hogy tetszoleges reverzibilis kérfolyamatra is igaz marad az, hogy a redukalt hok osszege
nulla.

frjuk fel minden egyes kis reverzibilis Carnot-korfolyamatra, hogy ott a redukdlt hok
osszege nulla. Osszeadva az egyenleteket azt kapggk, hogy a redukalt hok Gsszege a

tetszéleges reverzibilis korfolyamatra is nulla ) d 7— = 0, hisz a belsd izoterma szaka-

K3
szokon fellépé hok két szomszédos korfolyamatban mindig ellentétes eldjeltiek, ezért az
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A

1.38. abra. Reverzibilis folyamatok Carnot-korfolyamatokkal torténd kozelitése

0sszeghdl kiesnek, igy az Osszegben csak a hatarold izotermék redukélt héje marad meg.
Kozelitésiinket az adiabata-izoterma behaldozas stirtibbé tételével finomithatjuk. Végte-
leniil finom behdal6zéas esetén kozelitésiink pontossd valik, s az Osszeg integralba megy

ét 6@7’6’1}
7{ - =0, (1.164)

vagyis tetszOleges reverzibilis korfolyamatban a redukélt hok korintegralja anyagi mi-
noségtol fiiggetleniil nulla. Ez azt jelenti, hogy a redukalt ho egy allapotfiiggvény ele-
mi megvéltozasanak (teljes differencidljanak) tekinthetd. Clausiust kévetve ezt az al-
lapotjelzot entropianak nevezziik és S-sel jeloljiik, azaz elemi reverzibilis folyamatban
dS == =0.

Latjuk, hogy ezzel, legalabbis reverzibilis folyamatra az 1. f6tételben szereplé hot is a
kvazisztatikus munkavégzésnek (1. 1.3.3 fejezet) megfelel$ alakra hoztuk 6Q™" = Xd¢ =
Tds.

Véges reverzibilis folyamat sordan torténdé entropiavaltozast a folyamatot elemi fo-
lyamatokra felosztva, majd az egyes elemi folyamatokban torténé entrépiavaltozasokat

Osszeadva szamithatjuk
B B 5 Tev
SB—SA:/dS:/ % . (1.165)
A A

Konnyedén belathatjuk, hogy a most definialt entropia extenziv allapotjelzo. Tekint-
siink egy két részre osztott rendszert, amely egy T hémérsékletii hétartalybol vesz fel
hét reverzibilis médon. A teljes felvett ho a részrendszerek altal felvett hok Osszege,
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5@7‘61} — QT‘@’U —‘f_ 6@1”6’[1 GZéI't

B B B
B _ 5Qrev (')‘Qrev + 6@7“6’1) 5Qrev / 5@72”(:"[) B
AS—/dS—/ T / h / s + e = AS; + AS,.
A A A A A

(1.166)

Adiabatikus reverzibilis folyamatokban 6Q) = 0, igy az entrépia allandé. Az adiabata
gorbék ezért S =allando gorbék.

Felhasznélva, hogy a tapasztalat szerint a héatadas aranyos a homérsékletvaltozassal
0Q = nC(T)dT (1. (1.103)), egy R reverzibilis folyamat soran kénnyen kiszamithatjuk
az entropiavaltozast, ha a folyamatra jellemz6, altaldban hémérsékletfiiggd molhé Cr(T)
ismert. Ha az entrépia Top-ban S(7p), akkor az R folyamat végén entrépidja

S(Th) = S(Th) +/5%ﬁw = S(TOH‘/HC}%( >dT S(Tp) /f (1.167)

To To

lesz, ahol T; a folyamat végi hémérséklet, s bevezettiik az f(T') = "CR( fiiggvényt. A
folyamat sordn torténd entrépiavaltozéas tehat egyenl6 az f(T) gorbe alattl tertilettel (L.

1.39 dbra).

Ty T T
1.39. dbra. Az enrépiavéltozas az f(T') = nCR 2CrD) fiiggvény integralja (gorbe alatti teriilet).

Ha a folyamat sordn a rendszerben elsérendii fazisatalakulds is végbemegy (pl. hal-

mazallapotvaltozas) valamilyen Ty hémérsékleten, akkor a fazisdtalakuldst kiséré AQ;

hécsere (latens hé, 1. 1.3.16 fejezet) miatt egy ASy = AT—?f extra entrépiakiilonbség is

megjelenik. A teljes folyamat sordn az entropiavaltozéas tehat
AS = S(T}) — S(Ty) = /f yar + 291 /f (1.168)
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Sokaig azt hitték, hogy csak az entrépiakiilonbségek definidlhatdk, igy csak annak
van értelme. Az entropiafiiggvény meghatarozashoz ismerni kellene a fiiggvényt egy Ty
alappontban. Késébb (1. 1.3.14 fejezet) latni fogjuk, hogy az entrdépia nullpontjardl a
Nernst kisérletei alapjan kimondott I11. f6tétel rendelkezik, mely szerint az abszolut nulla
fokon minden test entrépidja 0.

Irreverzibilis folyamatok

Mit mondhatunk irreverzibilis folyamatokra? AS-t tetszoleges két egyensilyi éllapot
kozott ki tudjuk szamolni, hiszen allapotfiiggvény, igy megvaltozasa fiiggetlen a folya-
mattol, ezért vehetiink egy reverzibilis folyamatot a két allapot kozott, amire a fenti
modon ki tudjuk szamitani az entropiavaltozast.

De felmeriil a kérdés, hogy van-e valamilyen kapcsolat irreverzibilis folyamatok esetén
is az entrépia megvaltozasa és a redukalt ho kozott? E kérdés megvalaszolasa érdekében
eloszor tekintsiink egy, T és Ty hotartalyok kozott miikodo tetszéleges korfolyamatot,
(1. 1.40.a abra)! A korfolyamat soran AU = 0 és az (1.3.2) 1. f6tétel alapjan Q1 + Q2 =

T1 Tl
Q1 Qiz_Ql
R = Wr C - We
T2 T2
a) b)

1.40. ébra. a) Az R tetszOleges korfolyamat T} illetve Ty hémérsékleteken ()q illetve
()2 hét vesz fel, mikozben Wr munkét végez. b) A C reverzibilis Carnot-korfolyamat
ugyanezen hétartalyok kozott tizemelve @ illetve @Y, hot vesz fel, mikézben W munkat
végez. Ugy véalasztjuk a paramétereket, hogy Q) = —@) teljesiiljon.

Wg, ahol Q1 és @)y az 1. illetve 2. hotartalytol felvett ho, Wx pedig a korfolyamat
soran a rendszer munkéja. Tekintsiink most egy ugyanazon két hétartaly kozott miikodo
reverzibilis Carnot-korfolyamatot (1. 1.40.b abra). Erre is igaz, hogy AU = 0, az .
fététel kovetkeztében Q) + Q5 = We (ahol Q) és Q) az 1. illetve 2. hétartalytdl a
Carnot-korfolyamat soréan felvett hé, We pedig a munkavégzés), emellett a redukélt
hokre vonatkozo % + %2 = 0 is teljesiil.

Kombinaljuk most a két korfolyamatot egyméas utan végeztetve 6ket és vizsgaljuk az
igy kapott R+C rendszert! Ha R ciklusa utan inditjuk C-t, mikézben az R rendszert
termikusan elszigeteljiik, a hotartalyokbdl felvett hok nem modosulnak, hisz mindig csak
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az egyik korfolyamat van a hotartalyokkal kapcsolatban. Egy ciklus sordan az R+C
rendszer az 1. hétartdlybdl @y + @), mig a 2.-b8l Qs + @, hét vesz fel. Mivel a belsé
energia valtozatlan, az I. f6tétel alapjan a kombindlt rendszer munkavégzése Wri o =
Q1+ Q)+ Q2+ Qs

Ugy vélasztva a Carnot-korfolyamatot, hogy @} = —@Q; teljesiiljon (az izoterma sza-
kaszok hosszdnak véaltoztatasaval barmilyen @)} elérhetd), akkor az 1. hétartaly valtozat-
lan marad, a kombinalt rendszer munkavégzése pedig megegyezik a 2.-bdl felvett hovel
Weic = Q2+ Q) = Qg — %Q’l = Qs+ %Ql = Tg(% + %1) Ez a munkavégzés a II.
fotétel alapjan nem lehet pozitiv, hisz akkor gy végeztiink volna hasznos munkat, hogy
csak egy hétartalytdl vettiink fel hot. fgy Wgric < 0. Mivel a T, abszolut hémérséklet
nemnegativ, ebbdl %2 + % < 0 kovetkezik. Az egyenloségjel vonatkozik a reverzibilis
folyamatokra.

Tetsz6leges korfolyamatra (melynél a hofelvétel nem fix T és To homérsékleteken
torténik) felbontjuk a korfolyamatot infinitezimalisan kicsiny korfolyamatokra, ahol mar
fix hémérsékleteken torténik a hécsere, igy mindig igaz a fenti egyenlStlenség. Osszeadva
az egyenlotlenségeket, kiesnek a duplan szamolt szakaszokon a hék, s marad a folyamatra

vett korintegral
0Q
— <0. 1.169
f 7 < (1.169)

Ez a Clausius-féle eqyenldtlenség, ahol az egyenloségjel reverzibilis folyamatokra vonatko-
zik. A Clausius-féle egyenlotlenséget felhasznalva kiszamithatjuk egy véges irreverzibilis
folyamatra is az allapotvaltozast. Egészitsiik ki a véges folyamatot korfolyamatta ugy,

p

irreverzibilis

A reverzibilis

V'
1.41. abra. A — B irreverzibilis folyamat korfolyamatta torténé kiegészitése B — A
reverzibilis folyamat hozzaadasaval.

hogy a végpontbdl reverzibilis folyamattal megyiink vissza a kezd6pontba (1. 1.41 &b-
ra). Az igy kapott korfolyamat irreverzibilis, hisz egy része az, ezért a ra vonatkozd

Clausius-féle egyenltlenség ¢ 5@# < 0. A korintegralt a két részfolyamatnak megfele-
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l6en felbontva

B A B

j{é@ :/(%2 +/5Q :/5Q + 54— 5B <0, (1.170)
A B A

T T T T

ahol felhaszndaltuk, hogy a reverzibilis részfolyamatra a redukalt ho integralja épp az

Q7" < Sp — Sa, clemi folyamatra

B
entrépia megvéltozdsdval egyenlé. Atrendezve [
A

087 < dS adédik.

Mivel a fenti Osszefiiggésekhez a II. fotétel felhasznalasaval jutottunk, azokat a II.
fotétel matematikai megfogalmazéaséanak hivijuk. Osszefoglalva tehit tetsz6leges rendszer
tetszéleges folyamatéra (ill. korfolyamatara) a I1. f6tétel a kovetkezOképp fogalmazhaté
meg matematikailag

f% <0 (1.171)
B
/? < Sp— 84 (1.172)
A
‘%Q < dS. (1.173)

Mindharmat szokas Clausius-féle eqyenldtlienségnek hivni. Az egyenlségjel a reverzibilis
folyamatokra vonatkozik.

1.3.10. A masodik fotétel kvetkezményei
Nézziik meg, mit tanulhatunk az (1.173) II. f6tételbél?

e Reverzibilis folyamatokra az entropia novekedése csak hofelvétel soran kovetkezhet
be. Irreverzibilis folyamatoknal ez nincs igy. Példaként a Gay-Lussac kisérletet
emlithetjiik (1. 1.3.5 fejezet), ahol sem munkavégzés, sem hécsere nincs, ugyanakkor
a gaz szabad tagulasa soran, mely irreverzibilis folyamat, az entrépia novekszik. A
pontos novekedést idedlis gazra a késébb levezetett (1.182) képletbél szamithatjuk.

e Irreverzibilis folyamatban a hdcserétdl fiiggetlen entrépiavaltozast dSpeq entropia-
produkcionak nevezzik. Ezzel a II. fotétel

dS = dSprea + % (1.174)

alakba is irhaté.
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e Ha a rendszer zart (vagy legalabbis hdszigetelt), azaz 6Q) = 0, akkor
dS = dSyreq > 0, (1.175)

véges valtozasra Sgp — Sa > 0. Ez azt jelenti, hogy zart rendszerben bekovetkezd
(spontan) folyamatok sordan az entrépia nem csokkenhet. Reverzibilis folyamatok
soran zart rendszer entropiaja allandé. A valédi folyamatok azonban mindig irrever-
zibilisek, emiatt zart rendszerben a folyamatok mindig az entrépia novekedésének
iranyaban zajlanak. Ez az entropiandvekedés tétele.

e Zart rendszerben az egyensuly akkor all be, ha az entrépia elérte maximaélis értékét.
Igy zart rendszer egyensilyanak jellemzésére a dS = 0 egyenlet hasznalhato.

Megjegyzés: Az entropianovekedés tétele csak a termodinamikai limeszben érvényes. El-
szigetelt rendszer entrépidja dtmenetileg csokkenhet is (véges rendszerre ez a mennyiség
fluktudl). A csokkenés és a novekedés valészinliségének ardanya azonban exponencidlisan
csokken a rendszer méretével [15].

A fentiekre egyszert példaként vegyiink egy zart rendszerben elhelyezett kitéritett in-
géat. Osszuk a zart rendszert képzeletben két részre, az egyik (M) az inga makroszkopikus
szabadsagi fokait tartalmazza, a mésik (A) a tobbi szabadsagi fokot. A két részrendszer
kozott O F energiadtadés torténhet, amely az A rendszer entrépigjat 05 = %E mértékben
noveli. Ha reverzibilis az inga mozgdsa, nem né az entropia, azaz 0F = 0, emiatt az
inga energiaja nem csokken, az periodikusan mindig visszatér az eredeti helyzetébe. Ha
irreverzibilis folyamatrél van szd, azaz példaul van kozegellenédllas a rendszeren beliil,
akkor az inga mechanikai energidjanak egy része hové alakul, igy 0F # 0. A II. f6té-
tel miatt ‘STE > 0. Vagyis az energiadaramlas mindig az inga feldl torténik, ez az inga
lassuldsahoz, végiil megallasdhoz vezet. Egyensilyban 05 = 0, azaz E = 0, vagyis az
inga részrendszerének energiavaltozasa nulla. Az inga energidja tehat szélséértéket mutat
egyensilyban. Ez az energiaminimum elve: mechanikai rendszerben spontan végbemeno

folyamatok a rendszer energiajat csokkenteni igyekszenek.

A termodinamika fundamentalis egyenlete

Lattuk, hogy reverzibilis (kvézisztatikus) folyamatokban 60QQ = T'dS, és 6W = —pdV/,
amennyiben csak termikus és mechanikai kolesonhatas van a rendszer és a kornyezete
kozott. Ezek segitségével reverzibilis folyamatokra az (1.88) 1. fététel

dU = §Q + 6W = TdS — pdV (1.176)

alakba irhat6. Ez a termodinamika fundamentdlis egyenlete, ami ha még az anyagmennyi-
ség valtozasat is megengedjiik, akkor

dU = TdS — pdV + pdn. (1.177)
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N féle kolesonhatés esetén az 1.3.3 fejezetben bevezetett jeloléssekkel az (1.100) alap-
jan
N N
dU =TdS+ Y Xidé = X;dg;, (1.178)
=2 i=1
ahol X; — & az i. kolesonhatésra jellemz6 mennyiségparok (1. 1.1 tédblazat).

Megjegyzés: Statisztikus fizikaban az els6 fotételt kvéazisztatikus folyamatokra a funda-
mentalis egyenlettel adjak meg, ahol a hét 6QQ = T'dS modon definialjak.

Az (1.177) fundamentdlis egyenletbél kifejezhetjiik az entrépiavaltozést

1

d
S T

(dU + pdV — pdn) . (1.179)

Véges megvaltozasokra a kvazisztatikus folyamatot elemi 1épésekre bontva az entropia-
véltozds az elemi entrépiavaltozdsok dsszege AS = [ dS.
Az ideadlis gaz entrépiaja

Az (1.179) egyenletben felhasznalva az idedlis gaz (1.2) allapotegyenletét és (1.118) belsd
energigjat, dlland6 anyagmennyiség (dn = 0) melletti folyamatokban a

ar dVv
dsS = nC’V? + nRV (1.180)

egyenletet kapjuk. Ez két parcidlis differencialegyenletre vezet

93 _ nCv. 95 _ nft (1.181)
or),, T ov), V
aminek megoldésa
T V
S(T,V,n) =nCyIn — +nRIn — + So(Tp, Vo, n). (1.182)
Ty Vo

Az (1.2) éllapotegyenlet segitségével az entrépiat mas allapotjelzék fliggvényeként is
kifejezhetjitk. Példaul T = L% és C, = Oy + R felhasznéldsaval

1%
S(p,V,n) :nC’Vln£+nC’pln——I—Sl(pO,VO,n). (1.183)
Po Vo
Hasonléan, V = % miatt
T p
S(T,p,n) :nCplnT —nRIn — + Sy(To, po, n). (1.184)
0 Po

4



Megjegyzés: Ugyanezt az egyenletet kapjuk, ha az (1.177) fundamentdlis egyenlet segit-
ségével kifejezziik az (1.106) entalpia megvaltozasat

dH = d(U + pV) =dU + Vdp+ Vdp = TdS + Vdp + pdn, (1.185)
amibdl az entropia megvaltozasa dn = 0 folyamatokra, idedlis gazra:
dH Vdp dr dp
dS = — — — = — —nR— 1.1
S T T nC, T nR D (1.186)

ahol felhaszndltuk az idedlis gdz (1.118) entalpidjat és az allapotegyenletet. Ennek meg-
oldésa éppen az (1.184) egyenlet.

Az (1.182) egyenlet segitségével kiszamithatjuk a Gay-Lussac kisérletben az entrdpi-
avaltozast.

V;
AS = S(T,Va,n) — S(T, Vi, n) :nR1n72 > 0, (1.187)
1

ahol felhasznaltuk, hogy a kisérletben idealis géazra nem valtozik a homérséklet. Az
entrépiavaltozas pozitiv, ahogyan ezt vartuk is!

Az adiabatikus folyamatoknal, ahogy ezt korabban megbeszéltiik, az entropia allando.
A fenti képletek segitségével konnyen megkaphatjuk az idedlis gaz adiabatainak (1.143)
és (1.143) egyenleteit. A p-V diagramon az entrépia novelésével az adiabatdk jobbra
tolédnak. Azaz példaul ugyanazon homérséklethez nagyobb térfogat tartozik, az izoterm
tagulas noveli az entrépiat.

A folyamatokat T-S diagramon is abrazolhatjuk. A Carnot-korfolyamat példaul egy
téglalap, 1. 1.42 abra.

T

Ty foo

Y I S

Sa Sg S
1.42. abra. Carnot-korfolyamat T-S diagramon.

Entrépiavaltozas kiegyenlit6dési folyamatokban

Tekintsiink egy zart rendszert, ami két részbél all, koztiik mechanikai (fal elmozdul-
hat) és termikus kolesonhatds (hécsere) megengedett, 1. 1.43 dbra. A két részrendszer
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1.43. abra. Két részbol all6 zart rendszer, koztitk mechanikai (fal elmozdulhat) és termi-
kus (hécsere lehetséges) kolesonhatassal.

entropiavaltozasa
1 P1
= — — 1.1
dS; T dU; + T dVvi (1.188)
48y = —du, + P2qv,. (1.189)
15 T

Mivel a teljes rendszer zart dU = dU; + dUy = 0, és dV = dV; + dVy = 0. A teljes

rendszer entropiavaltozasa

1 1 P1 P2
dS = dS, + dS, (TI T2> dU, + <T1 T2> dVvi, (1.190)

ahol felhasznaltuk az entrépia additivitasat.
A 1I. fotétel szerint dS > 0, hiszen a valédi folyamatok mindig irreverzibilisek.
Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor a két részrendszer nyomasa megegyezik
(p1 = p2 = p), s a koztiik levé hémérsékletkiilonbség hatasira megy végbe folyamat.
A hatarozottsag kedvéért legyen 177 > T,. Ekkor

1 1

1 1
ds = (7—,1 - ,172) (dUy + pdVh) = (ﬁ - 772) 01 >0, (1.191)

ahol felhasznaltuk az (1.88) I. fétételt. Mivel T} > Ty, az egyenletbdl ¢ < 0 kovetkezik,
vagyis a melegebb rész ad le hét a hidegebbnek, ahogy vartuk is (a hé magatdl a melegebb
helyrdl a hidegebb helyre megy).

Tekintsiik most azt az esetet, mikor a két részrendszer hémérséklete egyezik meg
(Ty =Ty, = T), és a nyomaskiilonbség hatdsdra megy végbe folyamat. A hatérozottsig
kedvéért most legyen p; > po. Ismét felirva az entropiavaltozast

dS:pl_pQ

dv; > 0, (1.192)

amibdl p; > po felhasznélasédval dV; > 0 adddik, vagyis a nagyobb nyomasu rész tagul a
kisebb nyomaésu rész rovasara, szintén a varakozasunknak megfelelé6 modon.

Megjegyzés: Ugy is szoktak mondani, hogy a spontan kiegyenlitodési folyamatok 1étezése
a II. fotétel egyik megnyilvanulasi formaja.
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Homogén rendszerek bels6 energiajanak térfogatfiiggése

Amikor az 1.3.4 fejezetben az allandé nyomason és az allandoé térfogaton vett molhok
kiilonbségét levezettiik (1. (1.112) egyenlet), az egyenletben szerepelt a belsé energia
térfogatfiiggését kifejezo parcialis derivalt. Akkor ezt a Gay-Lussac és a Joule-Thomson
kisérletekbdl hataroztuk meg (1. 1.3.5 fejezet), de jeleztiik, hogy a I1. f6tétel és az entrépia
segitségével pusztan az allapotegyenletbol meg tudjuk majd hatarozni. Most levezetjiik,
hogy hogyan.

A bels6 energiat a térfogat és a hémérséklet fiiggvényének tekintve, teljes differencialja

oU oU
dU = (W)Tdv + (a—T)vdT. (1.193)

Ezt befrva az entrépia véltozas (1.179) kifejezésébe kapjuk:

1 /oU p 1 [0U
dS==|= ) dT'+ |=+=| =— av. 1.194
7 (ar), o+ 7+ 7 (ov). A0
Ha az entrépiat a homérséklet és a térfogat fliggvényének tekintjiik, akkor a teljes diffe-
rencidlja
0S a8
dS=|—— | dV — | dT 1.195
(), (57), 199)
modon irhato. fgy azonosithatjuk a két egyiitthatét mint
1
95y _1(U (1.196)
or), T\or),
oS p 1 [0oU
— ) =|l=+=(= . 1.197
(ov), = 7+ 7 (o). 49D

A Young-tétel szerint a vegyes parcidlis derivdltak megegyeznek, vagyis egy f(z,y)
fiiggvény esetén
*f  0*f
oxdy  Oydx’

A termodinamikédban alkalmazva ezt a Maxwell-relacidkat kapjuk (1. 1.3.13 fejezet).
Most az entropiara alkalmazva a fenti képletek alapjan

s _ 9 [1L(U\]_1 U
ovor —ov [T \oT ), TovorT

S _ 0 fp  L(OUNT _ 1 (Op)  p L (OUN 1 OU
orov. - or |t T\ovV), T\or), T* T2\oV ), TOTOV’

(1.199)

(1.198)
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amibdl a

oU dp
— ) =T|(=) - 1.200
(o), =7 (), (200
egyenletet kapjuk. Vagyis az dllapotegyenlet (8—U) -t is meghatarozza
Idedlis gazra az (1.2) allapotegyenlet alapjan ( ) = &2 amibdl (—g) = (-t ismét
megkapjuk.
vdW géazra az (1.24) allapotegyenletet felhasznalva
dp nR
— ) = . 1.201
(0T ) v V—bn ( )
Emiatt o BT )
n an
— ) = =, 1.202
(av)T V_tn T V2 (1.202)
Ezt integrélva kapjuk, hogy
2
U™ (V,T) = U(T) — % (1.203)

ami megegyezik (1.26) képlettel.
A levezetést tetszéleges kolesonhatasra is elvégezhetjiik analég médon, ebbol a belsé
energia extenziv valtozok szerinti parcialis derivaltjaira kapunk Gsszefiiggést:

(), (),

ahol X és ¢ a megfelel6 kolesonhatésra jellemz6 mennyiségparok (1. 1.1 tédblazat).
Hasonlé gondolatmenettel az entalpia nyomas szerinti derivaltjara a kovetkezo Gssze-

fiiggést kapjuk
OH oV
— ) =V-T(=—) . 1.2
(5 ), =77 (o), 1209

amit mar hasznaltunk a Joule-Thomson egyiitthaté mérheté mennyiségekkel valé kife-
jezésekor az 1.3.5 fejezetben. Ezt az egyenletet is altalanosithatjuk tetszoleges koleson-
hatasra, ismét a —p — X és V — £ helyettesitéssel. Idealis gazra most is megkapjuk a

(%)T = () Osszefiiggést.

A molhé kiilonbségek (1.112) egyenletébe visszairva a (1.200) egyenletet, a mélhé
kiilonbségeket pusztan az allapotegyenlet alapjan megkaphatjuk

T (0p oV
Goc-T(2) (%) 1200
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Bevezetve a

1 [oV

izoterm kompresszibilitast

=) =——_7P _ P 1.208
op )
ahol 3, az (1.113) egyenletben definidlt izobar hétagulasi egyiitthaté. Az itt felhasz-

nélt osszefiiggés onnan kovetkezik, hogy ha egy altaldnos f(x,y) fliggvény esetében f-et
allandonak tartjuk, akkor ennek teljes differencidlja nulla:

_ (91 OF\ g4y —

<8p) B <g_¥>p _ b

innen

)

: 1.210
4 5 (1.210)
oy ),
A mélhok kiilonbsége igy mérhet6 mennyiségekkel kifejezve
15
C,—Cy=—-——VT. (1.211)
nKr
Idealis gazra
, 1 [0V InkR 1

id
= (=) =2 = = 1.212
L (OT)p Vip T ( )

1 [/oV 1nRT 1

id
——_ (=) == == 1.213
K Vv <ap )T % p2 p? ( )

amibdl a mélhok kiilonbségére a
1 5; VT p

— =——VI=—-—= 1.214
C,—Cy - KTV T R ( )

képlet adddik, nyilvanvaléan egyezésben a kordbban levezetett (1.131) egyenlettel.
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1.3.11. Az entrépia statisztikus értelmezése

A makroszkopikus testek alkotérészeik felol megkozelitett leirasara mar lattunk példat
az 1.2.1 fejezetben. A kinetikus gazelméletet idealis gazok lefrasara alkottuk meg, majd
némileg megjavitva realis gazokra is alkalmaztuk. Az alkotérészek nagy szama miatt
valdszintségi leirdst alkalmaztunk, melyben a fizikai mennyiségeket atlagértékiikkel azo-
nositottuk, ami jé kozelitésnek bizonyult, hisz a relativ széras 1/ v/N-nel ardnyos.

A statisztikus fizika a kinetikus gazelmélethez hasonléan alkotérészeik statisztikus
leirasaval irja le a makroszkopikus rendszereket. Elonye, hogy nem csak idedlis gédzokra,
hanem tetszoleges makroszkopikus rendszerre alkalmazhaté, akar klasszikus akar kvan-
tummechanikéval irjuk le az alkotorészeket és az egyensulyi termodinamika levezethetd
beldle, az entropia megfelel6 mikroszkopikus definidlasa esetén. Most csak roviden Gssze-
foglaljuk a statisztikus fizika alapgondolatait és eredményeit, részletes leirast a Statisz-
tikus Fizika jegyzetben taldlunk [12, 13].

Tovabbra is egyensilyi allapotok leirasaval foglalkozunk, melyekben a makroszkopi-
kus rendszert allapotjelzokkel (részecskeszam (N), energia (FE), térfogat (V') irjuk le.
Megjegyezziik, hogy a statisztikus fizikaban az anyagmennyiség megaddsara a molszam
helyett a részecskeszamot hasznaljak. A rendszer igy megadott allapotat a statisztikus
fizikaban makrodllapotnak nevezziik.

Az alkotérészek szempontjabol is leirhatjuk a rendszert, az 6sszes részecske fazistérbeli
helyét (klasszikus fizikaban ez a helyiik és sebességiik megaddsét jelenti) megadva egy
adott pillanatban. A rendszer igy megadott allapotat nevezziik a statisztikus fizikdban
mikrodllapotnak.

Egy makroallapotot tébb mikroallapot is megvalésit. Ha feltételezziik, hogy egy
zart rendszer mikrodllapotai egyforman valdsziniiek (ez ergodikus rendszerekben [12; 13]
igy van), akkor nyilvdn az a makrodllapot lesz valdsziniibb, amihez tobb mikroallapot
tartozik: egy makroallapot valészinlisége a hozza tartozé mikroallapotok W szdmaéaval
aranyos.

Ha most feltessziik, hogy zéart rendszer egyensiilyaban a legvaldsziniibb allapotban
valésul meg, vagyis abban az allapotban, amihez a legtobb mikroallapot tartozik (W =
max.), akkor maris korvonalazodik az entrépia statisztikus bevezetésének ttja, hiszen a
termodinamikabdl tudjuk, hogy zart rendszer egyensilyat az entrépia maximuma haté-
rozza meg (1. az 1.3.10 fejezet), ezért S a W monoton fiiggvénye kell legyen.

Ha figyelembe vessziik még, hogy az entropia extenziv allapotjelzd, W viszont fiigget-
len részrendszerekre Osszeszorzodik, akkor az entrépiat S = klnW-ként definialhatjuk
(Boltzmann-féle entropia), ahol k a Boltzmann allandé.

Megjegyzés: A szakirodalomban elterjedt, Plancktdl szarmazo ,,termodinamikai valdszi-
nliség” kifejezés W-re mai szemmel megtéveszto, hiszen a valoszintiség egynél kisebb, mig
a mikroallapotok szama legalabb egy. A j6 valdsziniiség a kedvez6 és az Gsszes allapo-
tok szdmardnya, hisz valamely részrendszert tekintve (vagy feltételt szabva) az Gsszesnél
kevesebb mikroéllapot johet csak széba. Az ennek alapjan definidlt entrépia (ami mér
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kiilonb6z6 p; valdszintiségli mikrodllapotok esetén is miikodik) a Gibbs-Planck-féle ent-
ropia S = —k_,pilnp;.

Megjegyzés: Az entropia az informatikanak is kulcsfontossagu fogalma. Errdl bévebben
[16]-ban olvashatunk.

Az energia és az entropia ismeretében aztdn az Osszes termodinamikai mennyiség
szarmaztathaté a fundamentdlis egyenletbdl levezetett dllapotegyenletek segitségével (1.
az 1.3.13 fejezet).

Az entrépia valészintiségi definicidjanak kovetkezménye, hogy a levezetett termodina-
mikai torvények nem abszolit mértékben, csak nagyon nagy valdszintiséggel teljesiilnek.
Ezt mi két példaval illusztraljuk.

Els6ként feltehetjiik a kérdést, hogy mi a valdsziniisége annak, hogy a Gay-Lussac
kisérletben (1. az 1.3.2 fejezet) az idedlis gdz visszahizédik a kiinduldsi V' térfogatba?
A Gay-Lussac folyamat sordn az entrépiavéltozast egyrészt AS = So — S; = Nkln %
(az idedlis gz entrdpia kifejezése alapjan, 1. 1.3.10 fejezet), masrészt a AS = Sy — 51 =
k1n % (a statisztikus fizika alapjan) kifejezéssel adhatjuk meg, ahol V; = V| V, = 2V.

Osszevetve a két kifejezést % = (%’)N = 219% 4dédik, ahol felhasznaltuk, hogy N ~ 10%

1 mél gdzra. Tehét a végallapot valdszintisége kb. 210 -szorosa a kezd8allapotdnak, gy
a visszahtuzodas valdszintisége gyakorlatilag 0!

Maésik példankként nézziik meg, mi a valdszintisége egy melegebb testrél (legyen pl.
T; = 301K) egy hidegebb testre (7, = 300K) torténé héataddsnak? A tapasztalat
szerinti spontdn folyamatban, amikor a melegebb test ad le hét a hidegebbnek (legyen
pl. 6Q = 1077J) az entrépiavaltozés a termodinamikai definici6 alapjan AS = S, —S; =
—% + %, mig a statisztikus fizika alapjan AS =Sy —S; = k1n % [smét Gsszevetve a
két kifejezést 112 = exp(52) ~ 710" adédik, tehat a végéllapot valdszintisége kb. 710"
szerese a kezdoallapotanak, igy a forditott iranyu hoatadas valdszintisége gyakorlatilag
0!

A fentiek alapjan tehat szigorian véve irreverzibilis folyamat nem létezik, csak épp
megforditasanak valdszintisége gyakorlatilag 0!

Nézziink most két példat, hogyan néznek ki a statisztikus fizikai szamitasok?

A molekulak térbeli eloszlasa kiils6 erotér jelenléte nélkiil
Osszuk fel a rendelkezésre all6 gaztérfogatot Idb elemi cellara és jeloljiik N;-vel az i. cella-

!
ban levé molekuldk szamét! A teljes részecskeszam ekkor N = >~ N;. A mikrodllapotok
i=1

eléfordulasi valoszintisége w = (%)N (a részecskéket fiiggetleniil helyezhetem be az Idb

celldba), mindegyiké ugyanaz (vagyis a Boltzmann entrépia j6 definicié). Egy makrodl-
lapotot az egyes cellak betoltottsége jellemez: Ny, No, ... N;, melyet tobb mikroallapot
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is megvaldsit, ezek szamat az ismétléses permutacié képlete adja meg

N!
NN, N

ahol felhasznaltuk, hogy egy cellan beliil a molekuldkat felcserélve nem kapunk 1j mak-
roallapotot!

Az egyenstlyi allapotot zart rendszerben a termodinamikai valésziniiség maximuma
hatérozza meg, igy az (1.215) egyenletben megadott W maximumat kell keresniink az
Osszrészecskeszam allanddsaganak (zart rendszer) kényszere mellett. Mivel a logaritmus
fiiggvény monoton, kereshetjiik In W maximumat is, ami azért elényos szamunkra, mert
majd felhasznalhatjuk a

W(Ny, N, ... N)) (1.215)

InN!'~NInN—N, ha N>1 (1.216)

Stirling formulat [11].
In W maximumaéanak sziikséges feltétele, hogy derivaltja nulla legyen

!
OlnW

dlnW = dN; = 0. 1.217

' i=1 ON; ( )

A kényszerfeltételt a Lagrange-féle multiplikator mddszerrel [17] vessziik figyelembe,

vagyis bevezetiink egy A multiplikatort, s a vele megszorzott kényszerfeltételt hozza-
adjuk a megoldandoé egyenlethez, s azt oldjuk meg immar fiiggetlen megvaltozasokra.
Igy a megoldandd egyenletiink

l
OlnW
A)dN, =0, 1.218
Z( ol ) (1.218)

amibOl az immar fiiggetlen megvaltozasok miatt

OlnW
ON;

kovetkezik Vi-re. Felhaszndlva az (1.216) Stirling formulét

+A=0 (1.219)

l

W A~NInN—N=> (NiInN; - N,), (1.220)
i=1
amibdl W
n
=-InN; 1.221
N, e (1.221)

kovetkezik. A kordbbi egyenlettel osszevetve In V; = A addédik minden i-re. Az allandé
értékét a ) o, N; = N kényszerfeltételbe visszahelyettesitve kaphatjuk meg. Ezzel N; = %,
vagyis minden celldban ugyanannyi molekula van, azaz kiilsé erétér jelenléte nélkiil a
molekuldk eloszlasa egyenletes.
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A molekulak energiaeloszlasa, Maxwell-Boltzmann eloszlas

Masodik példank a molekuldk energiaeloszlasat vizsgalja. Most a lehetséges energia-
értékek intervallumat osztjuk fel Idb elemi cellara, ezekbe ,pakoljuk” a részecskéinket.
Megjegyezziik, hogy kvantummechanikaban, ahol az energiaszintek diszkrétek lesznek,

ez a szintekre vald elhelyezésnek felel meg. Jeloljitk az . cellaban levé molekulak szamat
!
N;-vel, energidgjukat E;-vel! Ekkor a teljes részecskeszéam N = >~ N;, az dsszenergia pedig
i=1
!
E =" N;E;. Ha egy részecske minden energiadllapota egyforma valészintiségli (vagyis
i=1

nincsenek energiagdtak a rendszerben, a rendszer ergodikus), akkor minden mikroallapot
eléfordulési valészintisége azonos, w = (%)N

Szamolasunk az eléz6 fejezetbelihez teljesen hasonld, egy makroédllapotot most is az
egyes cellak betoltottsége jellemez: Ny, No, ... N;, melyet tobb mikroallapot is megvaldsit.

Ezek szama most is
N

NN N
csak az 7 index jelentése mas, itt a molekuldk energidjat hatdrozza meg a cellaindex.

Az egyenstlyi édllapot meghatdrozasidhoz zart rendszerben az (1.222) egyenletben
megadott W maximumaét kell keresniink az Osszrészecskeszam és most az Osszenergia
alland6sdganak (zart rendszer) kényszerét is figyelembe véve. A (1.216) Stirling for-
mula felhaszndlhatosaganak érdekében most is In W maximumat keressiik, a dIn W = 0
egyenlet alapjan. A két kényszerfeltételnek megfeleloen két Lagrange-féle multiplikatort,
A1 és \o-t vezetiink be, s a veliik megszorzott kényszerfeltételeket hozzdadjuk a megol-
dando egyenlethez, s azt oldjuk meg immar fiiggetlen megvéltozasokra. A megoldandd
egyenletiink most

W(N, Ny,...N)) (1.222)

!
OlnWwW
;( e (1.223)
amibdl az immar fiiggetlen megvéltozasok miatt
olnW
M+ NE =0 1.224
gN, Tt (1.224)

kovetkezik Vi-re. Az (1.221) képletet felhaszndlva kapjuk

Innen N; = Ae PFi ahol A = eM és B = —Xy. Az A és 3 értékét most is a kényszerfel-
tételekbe valé visszahelyettesités utan kapjuk meg. A teljes részecskeszam

N=> Ni=A) e (1.226)
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amibdl A = %, ahol bevezettiik a

Z =Y et (1.227)

%

un. dllapotiosszeget. Ezzel

N
N; = EG_BEZ'. (1.228)

A [ egyiitthaté meghatarozasahoz fejezziitk ki az entropiat N és E segitségévell Az
(1.220) és a (1.228) egyenlet alapjan

! !
N
S=kInW=FkY Njln—=k> N;InZe’* = kNinZ+k E;N; = kENInZ+kSE.
n ; n N ; nZze nZz+ ﬁXi: nZ+kp
(1.229)
Az utolso tagban felhasznaltuk, hogy a teljes energia
N
— N — »—BE;
E = Z E:N; = Z Ee P (1.230)
Felhasznalva, hogy az (1.179) egyenlet alapjén 7 = (%)v .
gt (1.231)
kT ‘
Igy az E; energigval rendelkezd részecskék szdma
N — ge—%‘, (1.232)

ahol F;, = E,, + E;,. Ez a Mazwell-Boltzmann eloszlds, a klasszikus részecskék statisz-
tikdja. Nem tul kis homérsékleten és nem til nagy strtiségeknél, ahol a kvantumos
hatdsok elhanyagolhaték alkalmazhaté. Folytonos energiavaltozékra attérve a (1.232)
képlet visszaadja a Maxwell-féle sebességeloszlas (1.32), és a Boltzmann eloszlas (1.51)
kifejezését, amit a (1.54) képlettel foglaltunk Gssze.

1.3.12. A termodinamikai egyensuly feltételei, termodinamikai
potencialok

Ebben a fejezetben a termodinamikai egyensily feltételeit keressiik kiillonbozé koriilmé-
nyek kozott. Altaldnos dtmutatét a (1.173) % < dS II. fotétel ad, ahol az egyenloségjel
reverzibilis folyamatokra vonatkozik. Zart, vagy legalabb hészigetelt rendszerben spon-
tan folyamatok soran az entrépia névekszik, mignem egyensilyban eléri maximumaéat. Az
egyensily sziikséges feltételét a dS = 0 egyenlet adja.
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R R LR AN

1.44. abra. Az R rendszer termikus kolecsonhatasban all Tx homérsékletii K kornyezeté-
vel, amivel egyiitt mar zart rendszert alkotnak.

Mit mondhatunk abban az esetben, ha a rendszer nem hészigetelt, azaz termikus
kolesonhatasban &all kornyezetével? Vizsgalatunkhoz tekintsiik az 1.44 abran lathato
R rendszert, ami termikus kolesonhatasban all T homérsékletli K kornyezetével. Fel-
tessziik, hogy K elég nagy méretii ahhoz, hogy a rendszerrel valé kolecsonhatas hémérsék-
letét nem valtoztatja, valamint, hogy R + K egyiitt mar zart rendszert alkotnak. Ezért
egyiittesiikre az egyensily feltétele

dSk+n = dS +dSk > 0, (1.233)

ahol Sk pr és Sk jeloli az egyiittes rendszer ill. a rendszer entrépidjat, valamint fel-
hasznaltuk, hogy az entrépia additiv mennyiség. Ha a rendszer 0Q) hot vesz fel a K
kornyezetétol, a kornyezet entrépidja — 56’2 -val valtozik, mivel allandé homérsékleten Q)
hét adott le. Beirva az (1.233) egyenletbe majd §Q-t a rendszerre felirt (1.88) 1. f&tétel-
bdl kifejezve, atrendezés utan a

dU — TxdS — 6W <0 (1.234)

feltételt kapjuk, ahol W a kornyezet altal végzett munka. Ha ebbdl levélasztjuk a
leggyakoribb, mechanikai kolcsonhatdsban végzett térfogati munkat, ami fluidumokra
—prdV, akkor egy termikus kolcsonhatasban 4ll6 rendszer egyensilyhoz vezeté spontan
folyamataira a II. f6tétel kovetkezményeként

dU — TkdS + pgdV — 5Wegyéb <0, (1.235)

ahol px a kornyezet nyomasa.
Csak termikus és mechanikai kolesénhatds esetén dWegyer, = 0, igy ekkor

dU — TwdS + prdV < 0. (1.236)

Ha ennél tobbet szeretnénk mondani, rogziteniink kell az egyéb kolesonhatasokat is.
Tekintsiik elészor az dllandd entropia és dllandd térfogat mellett lejatsz6dé (izentropikus-
izochor) folyamatokat. Ekkor dS = 0 és dV = 0, igy az (1.236) egyenletbél dU < 0,
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vagyis egyensulyban a belsd energidnak minimuma van. Ha ismét felirjuk a belsé energia
(1.176)
dU =T4dS — pdV (1.237)

teljes differencialjat, latjuk, hogy S és V' U egyfajta természetes valtozoinak tekinthetok
(természetesen mas egyenstlyi véaltozok segitségével is kifejezhetjiik), hisz ha azok meg-
valtozésa nulla, U megvaltozasa is nulla. U minimuma tehat a természetes valtozoinak
allandésagaval jellemzett feltételek kozott hatarozza meg az egyensulyt. Figyeljiik meg,
hogy mindegyik kolcsonhatashoz tartozik egy természetes valtozo, a termikus kolcsonha-
tashoz az S, a mechanikaihoz a V. Ha késobb az 1.3.13 fejezetben anyagi kolcsonhatéast
is megengediink, akkor lesz egy harmadik természetes valtozo is.

Maésodszor az dllandd entropia és dllandd nyomds mellett lejatsz6dd (izentropikus-
izobar) folyamatokat nézziik. Az (1.236) feltételbél dS = 0 behelyettesitésével dU +
prdV = d(U + pV') < 0 kévetkezik. Ebb6l kovetkezéen az egyenstily felé tarté irrever-
zibilis folyamatokban az U+pxV mennyiség csdkken, mig egyensulyban eléri minimumat,

ahol d(U+pic V') = 0. Ebbél (4550 = 0 kévetkezik, amit kifejtve (32)+pi = 0.
ou

Felhasznélva, hogy az (1.177) fundamentélis egyenlet alapjan (W) ¢ = —D, igy azt kap-
juk, hogy egyensilyban p = px. Ezért ugyan az (1.236) vegyesen tartalmazza a rendszer
és a kornyezet adatait, ha az egyensily meghatarozasara szeretnénk hasznalni pg-t p-vel
helyettesithetjiik. A feltétel igy az (1.106) egyenletben definiélt entalpia segitségével ki-
fejezve dH < 0, vagyis egyensulyban az entalpidnak minimuma van. Az entalpia teljes
differencialja (1.185) alapjdn

dH =TdS + Vdp, (1.238)
amibol leolvashatok az entalpia természetes valtozoi: S és p. Ha ezek megvaltozasa
nulla, H megvaltozasa is nulla. H minimuma tehat az S és p természetes valtozdinak
allandosagaval jellemzett feltételek kozott hatarozza meg az egyensiilyt.

Az allando entrépia ritkan megvalésulé esetét elhagyva, vizsgaljuk most az dllandd hd-
meérsékleti kornyezettel termikus kolesonhatéasban éllé rendszerek dllando térfogat mel-
lett lejatszodé (izoterm-izochor) folyamatait . Ekkor az (1.236) feltételbél dU —TxdS < 0
adodik. Ha ezt ismét az egyensily meghatarozasara szeretnénk felhasznalni, Tx-t T-vel
helyettesithetjiik (most is levezethetd, hogy egyensilyban igy van). Ha most Helmholtz
nyoman definidlunk egy 1j allapotjelzét az

F=U-TS (1.239)

szabadenergidat, az (1.236) feltétel dF < 0-ként irhatd. Egyenstlyban tehét a szabadener-
gianak minimuma van. A szabadenergia teljes differencialja (1.239) alapjan

dF = —SdT — pdV, (1.240)

amibol leolvashatok az szabadenergia természetes valtozoi: T és V. Ha ezek megvaltoza-
sa nulla, ' megvaltozasa is nulla. F' minimuma tehat a T" és V' természetes valtozdinak
allandésagaval jellemzett feltételek kozott hatarozza meg az egyensiilyt.
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A szabadenergia kifejezés onnan ered hogy ha megengedjiik, hogy munkavégzés tor-
ténjen (térfogati vagy egyéb), akkor a (1.234) alapjan a rendszerbél kinyerheté munkara
a OWE = —6W < —dF egyenl6tlenség adédik, vagyis dllandé hémérsékleten a rend-
szerbol kinyerheté maximélis munka a szabadenergia csokkenésével egyenls. Izoterm
koriilmények kozott tehat nem nyerhetjiik ki egy rendszerbdl hasznos munkavégzésként
az energia teljes megvaltozasat, csak az U — T'S szabadenergiaét.

Végiil az dllandé hémérsékleti és dllandd nyomdsi (izoterm-izobér) kornyezettel vald
kolcsonhatés esetét vizsgaljuk. Foldi kortilmények kozott (légkori nyomason) a halmaz-
allapotvaltozasok példaul ilyenek. Az (1.236) feltételbél ekkor dU — TxdS + prdV < 0
adodik. Mivel ezt is az egyensily meghatarozasara szeretnénk felhasznalni, Tx-t T-vel,
pi-t p-vel helyettesithetjiik (a korabbi levezetésekhez hasonléan beldthat6, hogy egyen-
sulyban igy van). Gibbs nyomdan most is definidlunk egy 1j allapotjelzét, a

G=U-TS+pV, (1.241)

szabadentalpiat (vagy Gibbs-potencidlt), a (1.236) feltételb6l dG < 0. Egyenstlyban
tehat a szabadentalpidnak minimuma van. A szabadentapia teljes differencidlja (1.241)
alapjan

dG = —SdT + Vdp, (1.242)

amibdl leolvashatjuk a szabadentalpia természetes valtozoéit: T és p. Ha ezek megvalto-
zasa nulla, G megvaltozasa is nulla. G minimuma tehat a T" és p természetes valtozdinak
allandésagaval jellemzett feltételek kozott hatarozza meg az egyensilyt.

Megjegyzés: Korabban utaltunk ré, hogy egy termodinamikai rendszer nem jellemezheto
kizarolag intenziv allapotjelzéivel. G esetében az intenziv p és T mellett az extenziv
anyagmennyiség n adja meg a hidnyzé extenziv véltozét. Mivel most anyagi kélesonha-
tasokat nem engedtiink meg, ez a fiiggés expliciten nincs kiirva.

A szabadentalpia elnevezés is onnan ered, hogy izoterm-izobar koriilmények kozott
egy rendszerbdl kinyerheté maximalis nem térfogati munka a szabadentalpia csokkené-
sével egyenld, SWH = —Wega, < —dG. Tehét izoterm-izobar koriilmények kozétt nem
nyerhetjiik ki egy rendszerbol hasznos munkavégzésként az entalpia teljes megvaltozasat,
csak a H — T'S szabadentalpidét.

Megjegyzés: A dU—TgdS+prdV <0 =d({U-TxS+pxV) < 0 egyenlet alapjan szoktdk
definidlni a G = U — TS + pxV n. ezergidt, ami a rendszer és a kornyezet adatait
vegyesen tartalmazza ugyan, de (1.236) alapjan tetszéleges spontan folyamatban (1.236)
csOkken, mig egyensilyban eléri minimumat. A rendszerbdl maximalisan kinyerheto nem
térfogati munka ekkor az exergia csokkenésével egyenld, ez magyarazza az elnevezést.

Megjegyzés: A fentiek alapjan barmilyen, a termikus kolcsonhatédssal egyidejtileg fennallo
kolesonhatéasra lehet egyenstlyi feltételeket levezetni. Példaul homogén elektromos térbe
helyezett anyag esetén (ha a termikus kolesonhatdson kiviil més kolesénhatds nincs)
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szoktak elektromos szabadentalpidt definidlni, Go, = U — EP? — T'S, ahol P! a rendszer
teljes elektromos dipélmomentuma. Az egyensulyt ekkor G minimuma jellemzi.

Mivel az e fejezetben haszndlt allapotfiiggvényeknek egyensilyban minimuma van a
mechanikai potencidlok analdgiajara éket termodinamikai potencidloknak nevezziik.

Eddig csak az egyensily sziikséges feltételét, azaz hogy az U — Tk S + pxV mennyiség
teljes differencialja nulla, hasznéltuk ki. Ebbdl allapitottuk meg, hogy az egyensuly leiré-
sara a II. fotételbol kovetkezo feltételekben hasznéalhatjuk a rendszer intenziv valtozoit
a kornyezet valtozoi helyett, hisz megegyeznek. Az elégséges feltétel, hogy a szélséérték
valéban minimum legyen, az, hogy az egyensiilyi allapottol valé minden kis eltérés soran
az U — Tk S + pxV mennyiség megvaltozasa pozitiv legyen [0]. Megjegyezziik, hogy ez
az egyensuly stabilitdsanak is a feltétele. Az egyensuly akkor stabilis, ha a rendszert
az egyensulybdl kimozditva olyan folyamatok indulnak el benne, amik visszaviszik az
egyensilyba. Feltételiink tehat

SU — Ti6S + prdV > 0. (1.243)

A 6U megvaltozast (U-t S és V fiiggvényének tekintve) masodrendig Taylor sorva fejtve

oU U 1(OU ., . U PU
N = — (2565242 S0V (1.244
oU (as>v55+<av>sdv+2(as255 + asavéS(SV*aw‘W) (1.244)

Felhasznélva, hogy (g—g)v =T =Tk és (g—g) ¢ = P = Dk, vagyis az eltérések egyiittha-

téiban T-t és p-t az egyensulyi értékiikkel helyettesitve, a feltétel

2 2 2
%552 + 28%—(;535\/ + %W? > 0. (1.245)

Ez az egyenl6tlenség akkor all fenn tetszéleges 0.5 és 0V megvaltozasok mellett, ha a

2
(5%), > 06s 5555 — (45) > 0 feltételek teljesiilnek. Beldthato, hogy ez utGbbi
,

fenméll, ha az elébbi mellett (g%) > 0 is teljesiil, amibél
S
82U aT T
FUN _ (oL _ T _, 1.246
(5s2), = (5), =& > (1:246)
és 02U (—p) 1
—-p
FUN _(ot=p)y _ L _ 1.247
(aw‘)s ( ov )S gV (1.247)

kovetkezik, ahol bevezettiik a

1 [oV

adiabatikus kompresszibilitdast. Az egyenletekbdl tehat az allandé térfogaton vett mélho
és az adiabatikus kompresszibilitas pozitivitasa kovetkezik.
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Megjegyzés: Fontos megjegyezniink, hogy az, hogy pl. allandé homérsékleten és nyoma-
son az egyensulyhoz vezeto irreverzibilis folyamatok soran a rendszer szabadentalpidja
csokken, természetesen olyan folyamatokra vonatkozik (pl. kémiai reakcidk), amelyek
soran a test nincs egyensilyban, igy allapotat homérséklete és nyomasa nem hatarozza
meg egyértelmiien.

Megjegyzés: Az egyensuly stabilitasara kapott feltételiink az elektromdgnességtanbdl [2]
mar ismert Le Chatelier-Braun elv altalanos megfogalmazasa. Termodinamikai rendsze-
rekre gy fogalmazhatnank, hogy stabil rendszernek idében allandé kornyezettol érkezo
hatasra adott intenziv valasza csokkenti a hatast. Ez jél latszik a fajhok ill. a komp-
resszibilitasok pozitivitasdbdl: az allandé meleg koérnyezetbdl bearamld hétol a pozitiv
hékapacitasu test felmelegszik, ami csokkenti a hobearamlast; az allandéan nagy nyo-
masu kornyezet hatdsara osszenyomodd pozitiv kompresszibilitasa test nyomasa megno,
ami gatolja tovabbi 6sszenyomddésat.

Megjegyzés: A negativ hokapacitds pl. azt jelentené, hogy a rendszert egy mas hémérsék-
leti hétartallyal kontaktusba hozva a koztiik levé homérsékletkiilonbség nem csokkenne,
hanem none, ezért nem tudnanak termikus egyensulyba keriilni. Bizonyos nem egyen-
sulyi rendszerek esetén mégis értelmes lehet bevezetni a negativ hokapacitast. Ilyenek
pl. a fekete lyukak, amelyek energia-leadds (Hawking sugérzas) kozben felmelegszenek.
"Eletiik” végén kicsik és forrok.

Megjegyzés: Az 1j termodinamikai fiiggvények bevezetésének fent leirt mddszerét, amely
a természetes valtozok cseréjével jar, Legendre-transzformdcionak nevezik. Az altalanos
recept az, hogy egy f(...,x,...) fiiggvénybél az y = (%) sbbi valtogs U ValtozO bevezeté-
sével egy 1j fiiggvényt definidlunk a ¥(...,y,...) = f — yx mdédon, ami = helyett mar
y fiiggvénye. A belsé energia U(S, V) fiiggvényébdl indulva, V-t (g—g) g = —p-re cserélve
kapjuk az entalpiat, S-t (g—g)v = T-re cserélve kapjuk a szabadenergiat, s V-t és S-t is
lecserélve kapjuk a szabadentalpiat.

1.3.13. Allapotegyenletek, Maxwell reldciék, Euler egyenletek

Az eddigi vizsgalataink soran az n mdélszamot rogzitetten tartottuk. Mostantol anyagi
kolesonhatassal jaré folyamatokat is megengediink, ahol tehat n megvaltozik. Egyelore
egyfajta anyagot tekintiink, azaz homogén rendszert.

Ebben az esetben figyelembe kell venni a fundamentalis egyenlet anyagmennyiséget
tartalmazé részét is. A kémiai potenciélt az (1.97) egyenletben gy definidltuk, hogy
ez egységnyi anyagmennyiség rendszerbe juttatdsa soran torténo belso energia valtozas.
fgy anyagi kolcsonhatas esetén a fundamentdlis egyenlet a udn taggal egésziil ki, ami
szintén Xd¢ alaki, ahol X a kolecsonhatashoz tartozé intenziv mennyiség, d¢ pedig a
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kolcsonhatashoz tartozé extenziv mennyiség megvaltozasa. A termodinamikai poten-
cialok természetes valtozoi kozott ekkor megjelenik az anyagi kolecsonhatashoz tartozo
természetes valtozo, n is.

Az el6z6 fejezetben definidlt termodinamikai potencidlokat (melyeknek bizonyos ko-
riilmények esetén egyensilyban minimumuk van) és az entrépidt (aminek zért rendszer
esetén egyensilyban maximuma van) egyiittesen a termodinamika fundamentdlis figgvé-
nyeinek nevezziik. A fundamentélis fiiggvényekre vonatkozo fundamentalis egyenleteket
és a beldliik kovetkezo Osszefiiggéseket, az un. dllapotegyenleteket, amiket a természetes
valtozoik szerint derivalva kapunk, a kovetkezoképp foglalhatjuk Ossze:

1. ha U(S,V,n) fuggést tekintjiik:

oU oU oU
dU =TdS — pdV dn = | — ds — av — d 1.249
pdV 4 pun (85>V,n *(aV)s,n +<an>sy . (1:249)

innen kovetkezik

oU oU oU
(aS)V,n ’ (8V>s,n b (a”)s,v : (1.250)

2. ha H(S,p,n) fiiggést nézziik

dH =TdS + Vdp + pdn = ('9_H ds + G_H dp + 8—H dn, (1.251)
oS o dp Sim on Sp

innen kovetkezik

(9H> (3]—]) (8[—[)
onN - _op o -y, 97Y . (1.252)
( a5 DN ap S,n on S,p

3. ha F(T,V,n) figgést elemezziik

dF = —SdT — pdV + pdn = (8—F> dT + (8—F> av + (8—F> dn, (1.253)
ar )., oV ) on )

innen kovetkezik

oF OF OF
(8_T) Vin B _S, (W)TJL B _p, <%) Vv a ,u (1254)

4. ha G(T,p,n) figgést vessziik el§

oG oG oG
dG = —-58dT d dn = [ — dT —_— d —_— d 1.2
G = =Sl Vip - pdn (fﬁ),,,n +<ap)m p*(@n)m > (1.255)

innen kovetkezik

8G) (8G) (8G>
9N g %Y vy 7Y (1.256)
<8T o dp Tom on Top
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5. ezen feliil nézhetjiik az S(U, V,n) dsszefiiggést is:

1 p 1 a8 oS a8
dS = —dU+ =dV — =dn = | —— d — d — dn (1.2
S T U+T 14 Tdn <3U>v,n U+(8V o V 4+ on )y n (1.257)

innen kovetkezik
0S 1 oS P oS I
— = — — = = —_— = ——. 1.2
(aU)V,n T (aV)U,n T (an)U,V T (1.258)

Megjegyzés: Az entrépiara kapott allapotegyenleteket lehet felhasznalni T, p és p defini-
aldsara. Igy jarnak el pl. az axiomatikus termodinamika felépitésénél, vagy a statisztikus
fizika és termodinamika kapcsolatdnak megteremtésekor.

Megjegyzés: Altalénos jellegzetesség, hogy az intenzfv mennyiségek szerinti derivalt a
hozza tartozo extenziv mennyiség negativjat, az extenziv szerinti derivalt pedig a hozza
tartozo intenziv mennyiséget adja meg.

Az 1.3.10 fejezetben mar szo6 volt az entrépia méasodik derivaltjaira vonatkozé Maxwell-
relaciordl (1.199), ami a vegyes parcidlis derivéltakra vonatkoz6 Young tétel termodina-
mikara vald alkalmazasa. Nézziikk most mit mond a Young-tétel a tobbi fundamentalis
fiiggvényre? Mivel az elsé derivaltakhoz mar fizikai mennyiségeket rendeltiink, ezek a
fontos Osszefiiggések a fizikai mennyiségek derivaltjai kozott teremtenek kapcsolatot. A
fundamentalis fiiggvényekre vonatkozo Mazwell-reldcick, az anyagi kolcsonhatast most
nem tekintve:

1. U(S,V) esetén
PU U aT ap
— TY () 1.2
ovos _ asov (av)s (as)v (1.259)

2. H(S,p) esetén

PH  O°H T oV
opds _ asap (0_]))5 - (%)p' (1.260)
3. F(T,V) esetén
PF  PF o5 ap
- @) (2 1.261
ovar ~ otov. (av)T (8T>V (1.261)
4. G(p,T) esetén
PR e o5 ov
_ 9o (9V) 1.262
opdT — oTop (ap)T (8T)p (1.262)
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Fontos Osszefiiggéshez juthatunk abbdl a ténybdl kiindulva, hogy a termodinamikai
potencialok extenzivek, természetes valtozoik pedig vagy extenzivek, vagy intenzivek. Ez
azt jelenti, hogy ha a rendszer méretét A-szorosara valtoztatjuk, akkor egyensilyban az
extenziv valtozok A-szorosukra nonek, az intenziv valtozok nem valtoznak. Ezért:

U(AS, AV, An) = AU(S,V,n),

H(AS,p,An) = AH (S, p,n),

F(T,\V,An) = AF(T,V,n),

G(T,p,An) = A\G(T,p,n) (1.263)
Az ilyen fiiggvényekre igaz Euler tétele, melyet a kivetkezéképpen fogalmazhatunk meg
egy véltozéra: ha egy f(x) fiiggvényre igaz, hogy f(Az) = Af(z), akkor az f(x) = cx
homogén linedris fiiggvény, ahol ¢ = f’. Ennek bizonyitasdhoz derivaljuk az egyenletet
A szerint: zf'(z) = f(z), majd vegyiik a A = 1 helyen. Ez altaldnosithat6 tobb valtozé
esetére is.

Az Euler-tételt U-ra alkalmazva megallapithatjuk, hogy U mindharom véltozdjanak
homogén linearis fiiggvénye

ou ou ou
U(S, V, n) = (ﬁ) VmS + <W) . V 4+ (a—n) o n. (1.264)

A korabban latott dllapotegyenleteket felhasznalva
U(S,V,n) =TS —pV + un. (1.265)
Hasonléan

H(S,p,n)=U+pV =TS+ un

F(T,Vin)=U—-TS = —pV + un

G(T,p,n)=U—-TS +pV = un. (1.266)
Ezen osszefiiggéseket a termodinamikai Euler-egyenleteknek nevezziik. Jelentoségiik,
hogy magukra a fundamentalis egyenletekre, nem csak azok differencialjaira vonatkoz-

nak. Az utolsé egyenletbdl lathatéan G aranyos m-nel. Emiatt p jelentése: molnyi
szabadentalpia.

Megjegyzés: (1.265) osszefiiggés altalanosithaté:

N
U=> X, (1.267)
=1

ahol X; — & az i. kolesonhatésra jellemz6 mennyiségparok (1. 1.1 tdblazat).
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Az U fenti alakjabdl

dU =TdS + SdT — pdV — Vdp + pdn + ndpu. (1.268)
Ezt osszevetve az (1.177) fundamentdlis egyenlettel latjuk, hogy:
SdT — Vdp + ndu = 0. (1.269)

Ez a Gibbs-Duhem reldcio. Jelentése, hogy a rendszer a kolcsonhatasok szamaval azonos
mennyiségli intenziv paramétere nem fiiggetlen egymastél. Vagyis egy rendszer pusztin
intenziv paraméterekkel nem jellemezheto.

Megjegyzés: Ez is dltalanosithaté tetszoleges szamu kolcsonhatdas esetére:

N
> &GdX; =0. (1.270)
=1

N kolcsonhatas esetén csak N — 1 fiiggetlen intenziv mennyiség létezik, a rendszer jel-
lemzéséhez legalabb egy extenziv mennyiségre sziikség van.

A szabad energiara és szabad entalpiara az allapotegyenleteket felhasznalva differenci-
alegyenleteket irhatunk fel, ezek a Gibbs-Helmholtz egyenletek. Alland6 anyagmennyiség
esetére felirva (és az n fiiggést nem kifrva) az

1. ha ismerjiik U(S, V)-t, akkor

or
F=U-TS=U+4+T|— 1.271
+1(5%) - (1.271)
amit a o(F/T 1 (OF F
(F/T) === —= (1.272)
oT v T\ory, T?
azonossagot felhasznalva
OF/T)
U=-T? 1.273
(o). w9
alakba is irhatunk.
2. ha ismerjiik H(p,T)-t, akkor
oG
G=H-TS=H+T|—| . 1.274
- <8T)p (1.274)
A fentinek megfelel6
T 1
AGITY 1L (06Y G o
oT v T\or), 17
azonossagot hasznalva ezt is atalakithatjuk
o(G/T)
H=-T°———=] . 1.276
& p (1.276)
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1.3.14. III. fotétel

Nernst kémiai reakcidékkal foglalkozva alkotta meg a Nernst-tételt, amit aztan Planck
altalanositott III. fotétellé. Kémiai reakcié alatt egy olyan tobb anyagot tartalmazé
(azaz nem homogén) rendszerben végbemené folyamatot értiink, ahol az egyes dsszetevok
atalakulhatnak egymasba. A kémiai reakciok termodinamikai targyalasardl az 1.3.17
fejezetben lesz sz6.

A kémiai reakcidk targyalasakor két fogalmat érdemes bevezetni:

e Kémiai affinitds (azaz ,hajlandésig”), jele A: azt jellemzi, hogy milyen gyor-
san megy végbe egy adott reakcid. A reakciéra valé hajlandésag a rendelke-
zésre all6 maximalis munka mennyiségétol fiige alapvetoen. Ezért egy izoterm-

izochor rendszerben Ay = —AF = F| — F5, egy izoterm-izobar rendszerben
A, = —AG = G; — (G3. Az affinitds, vagyis a maximalis kinyerheté munka pl.
galvanelemekben lezajlo reakciok esetén mérhetd az elem elektromotoros erejének
mérésével.

® Reakciohd: a folyamatban a rendszer altal leadott ho, vagyis az 1.87 L. f6tételbe
beirand6 hd —1-szerese: () = —Q). Ha @ > 0, akkor a reakcié hétermeld (exoterm),
@ < 0 esetén pedig héelnyeld (endoterm). Az I. f6tételbdl dllandé térfogat mellett:

Qv =—Qv =—AU = U; — Uy, (1.277)
allandé nyomaés mellett

p = —

A Gibbs-Helmholtz egyenletek szerint:

F, — F
Ay =F —F=U —Uy+T o — F2) , (1.279)
oT .

itt az elsé tag éppen Qy, vagyis

~ 0Ay
Ay =Qv +T (—) . (1280)
or /.,
Hasonl6 egyenlet frhaté fel A, és @, kapcsolatdra
~ 0A
Ay=Qpy+T (—p> : (1.281)
ar ),

Tehét Qy illetve @, ismeretében megadhaté Ay illetve A,. Olykor ezeket az egyenleteket
is hivjak Gibbs-Helmholtz egyenleteknek.
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Nernst a kémiai reakciok tanulmanyozasa soran jutott el tétele megfogalmazasiahoz:
a reakcioh6 és az affinitas kozotti kapcesolatot vizsgalta kiilonféle szilard és cseppfolyods
anyagokban a homérséklet fiiggvényében. Tapasztalatai alapjan kimondta ( Nernst-tétel),
hogy T — 0 esetén Ay és Qy azonos értékhez tart, és a két mennyiség hémérsékletfiig-
gésének meredeksége nulla felé kozeledik. (1. 1.45 abra). Azaz:

QA

Q

T
1.45. dbra. Nulla hémérséklet felé tartva @ és A viselkedése.
. A Ay . 0Qy
fmAv=1nQv. I 5r =% o

Az, hogy nulla hémérsékleten Ay = Qy, az ldtszik a (1.280) egyenletbdl is (ha (%‘%)V
véges marad). Hasonléképpen, ezt az egyenletet derivélva kapjuk

GQV) (82AV)
0= (— +T : (1.283)
ar ), ar: ),

amibdl kovetkezik a (&> = 0, ha a mésodik derivalt véges marad. Nernst megfigye-
1%

= 0. (1.282)

oT
lése tehat valdjadban annak a konstataldsa, hogy a Ay és Qy elsé derivéltjai egymaés felé
tartanak.
Planck ezt altalanositotta gy, hogy homogén szilard és cseppfolyés anyagok esetén
a belsé energiara (a reakciohé —AU volt) és a szabad energidra (az affinitds —AF volt)
is érvényes, hogy T" — 0 esetén U és F', valamint a T szerinti derivaltjaik egymashoz
tartanak:

. . . ou(T) . OF(T)
%gno U(T) = %13%) F(T), %13%) T %12%) ST (1.284)
Miutan az entropia S = U—;F, ezért ennek nulla hémérsékleti limesze a 1‘Hospital

szabaly alapjan:

(aU(T)> - <8F(T))
%iLnOS(T): or (Va_T> oM Jv _ (agg))V— (8g(TT))V:0. (1.285)
ar ),
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Mivel S = — <6gg)> , ezért az S nullahoz tartasa az F érintéjének, és ezzel egyiitt
v

U érint6jének eltlinését is magaval vonja.

A fenti 6sszefiiggés a termodinamika I11. fététele: homogén (szildrd vagy cseppfolyds)
anyagok entropidja az abszolut nulla homérsékleten nullavd vdlik.

Idedlis gaz esetén ugy tlnik, hogy a III. fGtétel nem érvényes, hiszen

T V
S(T) =Sy +ncyIn—+nRln —. (1.286)
1o Vo
Emiatt %in%] S(T) = —oo. Ez azonban csak arra utal, hogy nulla hémérséklet felé tartva az
—

idedlis gaz kozelités tarthatatlanna valik, ezért a fenti entrépia formula sem lesz érvényes.
Ha géz is marad egy anyag, a 17" — 0 hémérséklet kozelében a kvantumos effektusok
nem hagyhatdk figyelmen kiviill (gazelfajulds). A statisztikus fizika megkozelitésében
[12, 13] a (1.232) Boltzmann statisztika helyett kvantumstatisztikdkat kell hasznalnunk
(Fermi-Dirac vagy Bose-Einstein statisztika), amelyek mar a III. f6tétellel konzisztens
eredményeket szolgaltatnak.

Kozvetett tapasztalatok alapjan kisérletileg is azt allithatjuk, hogy gézokra is ér-
vényes a III. fététel, tehat abszolit nulla hémérsékleten minden egyensilyi homogén
rendszer entrépidja nulla.

Alapvetéen tehat a III. f6tétel tapasztalati tényeken alapuld posztulatum. A statisz-

tikus fizikai targyalasban megmutathato, hogy az alapallapot egyértelmiiségének kovet-
kezménye.
Megjegyzés: El6fordulhat, hogy az anyag nem egyensilyi allapotba ,fagy be” (iivegek,
kondenzatumok). Ilyenkor véges un. maradék entrdpidja lesz a rendszernek. Amennyi-
ben azonban kvantumos hatasokat is figyelembe vesziink az alapédllapot véges rendsze-
rekben egyértelmi, vagyis entrépidja nulla hémérsékleten nulla (1. 1.3.11 fejezet) a III.
fotételnek megfelelGen.

Mivel S(0) = 0, ezért a korabbi (1.167) egyenletiinket

S(T) = /T @ _ /T nerll’) o (1.287)

alakba irhatjuk.
A TII. fététel kovetkezményei:

o Az (1.287) képlet jobb oldala csak akkor lehet nulla 7" — 0 esetén, ha az integrandus
szamlaloja 1/T-nél lassabban divergdl. Emiatt

%1{)1% cr(T) =0. (1.288)

Ez igaz valamennyi fajhore, hokapacitasra illetve mélhore.
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e az (1.113) 8, hétdguldsi egyiitthaté a Maxwell reldcick alapjan

1 /08
B =—v (5_19)5 (1.289)

Mivel %ir% S(T) = 0 a p-tol fiiggetlentil, ezért a p szerinti derivéltra is igaz lesz a
—

nullahoz tartas, azaz
li =0. 1.2
Jim, By=0 (1.290)
A TII. fotétel egy alternativ megfogalmazédsa az, hogy a nulla abszolit homérséklet,
bar tetszolegesen megkozelitheto, el nem érheto.
Ez szigoruan is bizonyithaté, mi az alabbi meggondolasokkal éliink:

e Az 1.3.8 fejezetben lattuk, hogy az abszolit nulla hémérsékletet Carnot-korfolyamattal
nem érhetjiik el. Mivel nincsen T° < 0 rendszer, ezért hiitogéppel vagy hidegebb
testtel valo érintkezés soran sem érheto el a nulla homérséklet. Ha ugyanis vessziik
a létezd leghidegebb testet mint hotartalyt, és azzal lehiitjiik az anyagunkat, on-
nantél mar minden folyamat soran csak héfelvétel torténhet. Mivel 6Q/C = 0T,
és C' > 0 ezért ez a homérséklet novekedésével jar. Raadasul 7' — 0 kozelében
C — 0, ami kis hofelvétel esetén is egyre nagyobb homérsékletnovekedést jelent.

e Az egyetlen lehet6ség a homérséklet csokkentésére, ha adiabatikusan elszigeteljiik a
rendszert, és olyan folyamatot inditunk el benne, amely a homérsékletét csokkenti
(adiabatikus hiités). Gazoknal példaul ezt elérhetjiik, ha egymas utan elvégezzik a
gaz izoterm Osszenyomasat, majd adiabatikus taguldsat, aminek soran a gaz lehiil.
Az S-T diagramon a folyamat az 1.46/a abran lathaté. Mivel az S(T,p =4ll.)
gorbék mind a nulldba futnak be, véges lépésben nem tudjuk elérni a nulla homér-
sékletet.

e Az adiabatikus hiités egy gyakran hasznalt valtozata az adiabatikus lemdgnese-
z€s eljarasa, ami a gyakorlatban jol hasznalhaté igen kis homérsékletek elérésére.
Alapja, hogy egy paramagneses anyag izotermikus magnesezésénél S csokken, adia-
batikus lemagnesezésénél T' csokken. fgy, ha az 1.46/b dbran lathaté utat kovetjiik
az S-T diagramon, az anyag lehiil, de véges lépésben most se érhetjiik el a nulla
hémérsékletet.

1.3.15. Termodinamika anyagi kdlcsénhatas jelenlétében, kémiai
potencial

A kémiai potencidl meghatdrozasahoz differencidlegyenletet irhatunk fel az (1.266) Euler-

egyenlet alapjan
o 1 [0G %
) =2 (=2 = — = 1.291
<8p>T n(ap>T,n no ( )
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a)

1.46. abra. a) Adiabatikus hiités. b) Adiabatikus lemagnesezés.

a moltérfogat.
Példaul idedlis gazra az allapotegyenletbdl

o V. RT
s = = — =" 1.292
(8P>T o n p ( )
Az differencidlegyenlet megoldasabol pg(T) = (T, po) jeloléssel
W(T,p) = 11o(T) + RT In pﬁ. (1.293)
0

Megjegyzés: A jegyzetben a kémiaban elterjedt médon mdélban mérjiik az anyagmennyi-
séget, mig a statisztikus fizikdban inkabb darabszamban szoktak mérni. Ott a

ou
dU =TdS — pdV + pdN, w=—-— , G =uN (1.294)
ON ) oy
Osszefiiggések lesznek igazak.

Ha az anyag toltést is visz magdval (pl. elektron vagy iontranszport), akkor, dG-vel
jelolve most az anyag nélkiil érvényes szabadentalpiat, az elektrokémiai szabadentalpia
kifejezése:

dG el xem. = dG + pdn + pdq = dG + pdn + peNgdn = dG + (1 + peNa)dn.  (1.295)

Az anyagi kolcsonhatast jellemzo intenziv valtozé tehat a kémiai potencial helyett az in.
elektrokémiai potencidl lesz

Helkém. = p + peNa. (1.296)

Ha a toltés negativ (elektron transzport), akkor persze fioxsm. = p — weNa. Ha ekkor
nem a molnyi, hanem a darabszamra felirt szabadentalpiat tekintjiik:

dGe xém. = dG + pdN + pdq = dG + pdN — pedN = dG + (1 — pe)dN, (1.297)

ahonnan fie kem. = p — we, amit szilardtestfizikdban majd sokat hasznalunk.
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1.3.16. Fazisatalakulasok

A kovetkezékben a fazisatalakulasok, és a fazisegyensily feltételei lesz a témank, majd
a termodinamikat a kémiai reakcidk targyaldsaval zarjuk.

Erdemes két fogalmat mar az elején tisztazni. Az egyik a komponens fogalma: ez a
mi szamunkra egy adott kémiai Gsszetételit anyagot fog jelenteni.

A masik fogalom a fizis. Ez egy adott anyag homogén része, amit fazishatar zar le.
Ezen athaladva bizonyos fizikai tulajdonsagok ugrasszeriien megvaltoznak. Fazist alkot-
nak az anyag egyes halmazéllapotai, de a fazis fogalma ennél altalanosabb, azaz minden
halmazallapot kiilon fazis, de nem minden fazis kiilon halmazéllapot. Lehetséges példaul
szerkezeti atalakulds is, példaul a szilardtestfizikdbdl ismert paramagneses-ferromagneses
tazisok kozott.

Egy fazisban lehet tobbféle komponens, és egy komponens eléfordulhat tobb fazisban
is. Inhomogénnek nevezziik azokat a rendszereket, ahol tébbféle komponens tobbféle fa-
zisban talalhaté meg, melyek kozott anyagatadas lehetséges. A korabbiakban mindeddig
egyetlen komponens egyetlen fazisaval foglalkoztunk.

El6szor egy komponenst rendszereket fogunk tekinteni, ezekben vizsgaljuk meg a
kiilonboz6 fazisok egyensilyanak feltételeit. Vegyiink tehat egy inhomogén egy kompo-
nenst rendszert, melyben kiilonb6zo fazisok talalhatok. Mit mondanak erre a rendszerre
a termodinamika altalanos elvei?

Zart rendszer

Eloszor tekintsiink egy zart rendszert, amelyben az egyszeriiség kedvéért két fazis le-
gyen jelen. Az egyik rendszer allapotjelzéi legyenek U; belso energia, Vi térfogat és ng
anyagmennyiség, a masiké Uy, V5 és ngy (1. 1.47 dbra). Mivel a rendszeriink zart, ezek a

=
==
=
S
S
i
i
S5
=
£
=
=
S5
=
=
=
5
==
=S
=
S
S5

1.47. dbra. Két fazisbdl allé inhomogén zart rendszer, fazishatérral.

mennyiségek nem valtoznak a teljes rendszerben, azaz

Uy, + U, =U = konstans = dUy, = —dU,
Vi+ Vo =V = konstans = dVy = —dV}
ny + ng = n = konstans = dny = —dn,. (1.298)
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Az egyensiily feltétele az entrépia maximuma, aminek sziikséges feltétele dS = 0. Mivel
az entropia extenziv mennyiség:

S:S(Ul7‘/i7n1)+S(U27‘/27n2)‘ (1299)

Ennek teljes differencialja

05, ) (851 ) (851 )
dS = — dU, + | — dVi+ | — dni+
(8U1 Vi ' oV Urni ' ony Ui Vi '

352) (3SQ> (852)
+ | = dUs + | == Vo + | — dny = 0. 1.300
(8U2 Va,ng ? 8‘/2 Ua,ng ’ anQ Uz, Vo ’ < )

Figyelembe véve a megvaltozasok kozott fennalld kényszereket, a kovetketo feltételeket
kapjuk:

051 083 1 1

— — | == = — = — T =T
(aUl ) Vi,n1 (aUQ ) Va,no 0 ~ Tl T2 = ! 2

05, 0S5, D1 P2

— —_— — f— O —_— — pr—
(a‘/1 ) Ui,n1 (a‘/Q ) Uz,n2 - Tl T2 ~ h b2

351) (852) i 12
95 _ (95 N N — 1y, (1.301
( oni ), oy - T T = pia. ( )

Vagyis az egyensuly feltétele a kolcsonhatasokhoz tartozé intenziv allapotjelzok egyenlo-
sége.

Izoterm-izochor rendszer

Most olyan rendszert vizsgalunk, ahol a hémérséklet és a térfogat allandé. Az altalanos
leirds felé elmozdulva most megengediink tobbféle (k-féle) fazist is. A rendszerben to-
vabbra is fennmarado6 kényszerek a teljes térfogat és teljes anyagmennyiség allanddsaga:
Zle V; =éllandé és a Zle n; =allandd. A megvaltozasokkal kifejezve Zle dV; =0 és
a Zf:l dnz =0

Ebben az esetben, mint kordbban lattuk (1. 1.3.12 fejezet), az egyenstily feltétele az
F' szabadenergia minimuma. Mivel extenziv mennyiség,

F=> F(TVin). (1.302)

Egyensulyban

k k
= Z <3V})T,m it ; (37%)1\4 i =0 (1:305)



A kényszereket Lagrange-multiplikatorral vessziik figyelembe, vagyis a fenti differencial-
hoz hozzaadjuk a nulla )\, Zle dV; és Ay Zle dn; kifejezéseket. A megoldandé egyenlet

ekkor .
E)E-) OF;
; <‘9V5 Tn; 7; oni ) 1.y,
Ez akkor teljesiil, ha az immar fiiggetlen megvaltozasokra
OF;
( aV; ) Tn; T P :
OF;
( ) +X=0 = i = =X (1.305)
ani TV,

minden ¢-re, vagyis egyensilyban az 6sszes fazis kémiai potencidlja és nyoméasa megegye-
zik.

Izoterm-izobar rendszer

Végiil olyan rendszert tekintiink, ahol a hémérséklet és a nyomas allandé. Tekintsiink
itt is tobbféle (k-féle) fazist.

Az egyensiily feltétele a szabadentalpia minimuma, azaz dG = 0, mikozben figyelem-
be kell venniink a Zle n; =allando kényszerfeltételt, ami a megvaltozasokkal kifejezve
Zle dn; = 0. Ezt, ahogyan korabban is tettiik, egy A Lagrange-multiplikatorral fogjuk
figyelembe venni. A minimum feltételhez hozzdadjuk a A-val megszorzott kényszerfelté-
telt, s az igy kapott egyenletet oldjuk meg az immar fiiggetlen megvaltozasokra.

A szabadentalpia extenzivitasa kovetkeztében

k

G=> Gi(Tpn). (1.306)

i=1

A megoldandé egyenlet tehat

el i
A - 1.
g < an, )Tm dn; + A E dn; =0, (1.307)

=1 =1

amib6l kovetkezden

0G; B B
( o )M = wi(T,p) = - (1.308)

minden i-re, vagyis az egyensuly feltétele a kémiai potencidl homogenitésa.

Megjegyzés: Erdekes médon az egyensuly feltételében a mélszdmok (anyagmennyiségek)
nem szerepelnek expliciten. Ez azt jelenti, hogy egyensuly a fazisok barmilyen megoszlasa
esetén lehetséges. Ez valoban tapasztalati tény a halmazallapotvaltozasoknal.
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Tehét anyagi kolecsonhatds esetén az egyensuly feltétele (T és p homogén) kiegésziil az
anyagi kolesonhatashoz tartozé intenziv valtozoé, a p kémiai potencial homogenitasaval.

Megjegyzés: Ha toltott részecskék transzportjat tekintjiik, akkor az elektrokémiai poten-
cial 1ép a kémiai potencial helyébe.

Példaként nézziik meg, hogyan kaphaté meg az (1.51) barometrikus magassagformula
a kémiai potencial allandésagabdl. Tekintsiink tehéat idealis gazt gravitaciés térben, izo-
termikus atmoszférat feltételezve. A kémiai potencidl kifejezéséhez a tér nélkiili esethez
képest hozzaadodik egy magassagtol fiiggd korrekeio

1= (T, p) + pg(2). (1.309)
A p,(2) fizikailag azt az energiakiilonbséget jelenti, amelyet a részecske megnyer, mikor z
magassagba keriil (valamilyen referenciaponthoz képest). Ez tehdt a részecskék helyzeti
energidjaval egyezik meg. A helyzeti energia ugyanis a részecskék belsé energidjaként,
végso soron pedig a kémiai potencial részeként jelenik meg. Mivel az anyagmennyiséget
molban szamoltuk, a potencidlis energiat is egy molra vonatkoztatva kell megadnunk,
igy

pg(2) = Namgz + C, (1.310)
ahol Ny az Avogadro-szam, m a molekulatomeg, a C konstans pedig a vonatkoztatasi
pont kémiai potencialjatdl fiiggd allando.

A kémiai potencial értéke z magassagban tehat

W (T, p(z)) = u(T,p(2)) + Namgz + C, (1.311)

ahol a nyomas magassagfiiggését is kiirtuk.
A légkor akkor van egyensilyban, ha a kémiai potencidl homogén, azaz fiiggetlen a
magassagtél. A fenti egyenletet z szerint derivalva tehat nullat kell kapnunk:

ou' (T ou(T d
0z T dp - dz
A jobb oldal els6 tagja <%§(Z))) =wvy = % fajlagos térfogat (vagy fajtérfogat), idedlis
T
gazra %. Vagyis azt kaptuk, hogy
RT d
M Nymg = 0. (1.313)
p dz
Figyelembe véve, hogy R = N4k, a fenti egyenletbol
dp _ myg
— =——d 1.314
és innen
p(z) = p(0)e™ T, (1.315)

ahol p(0) a z = 0 szinten mérhet nyomas. Ez valéban megegyezik a barometrikus
magassagformula (1.51) képletével.
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Halmazallapotvaltozasok — tapasztalatok

A halmazallapotvaltozasok a leghétkéznapibb fazisatalakuldasok. Foglaljuk 6ssze roviden,
milyen kisérleti tényeket ismeriink ezekrol.

Héarom halmazéllapottal, és a koztiik levo, barmilyen irdnyban végigmeno reverzibilis
atalakulasokkal foglalkozunk. A lehetséges folyamatokat a 1.48 abra szemlélteti.

pdrolgds/forrds

1.48. abra. Halmazallapotok és halmazallapotvaltozasok.

cseppfolydsodds

Olvadas és fagyas Tapasztalati tény az, hogy szilard anyagokat melegitve a homérsék-
let egy ideig emelkedik, majd &llandé T, homérsékleten az anyag cseppfolydsodni kezd: T,
az olvadaspont. Megforditva a folyamatot a cseppfolyds anyag ugyanezen hémérsékleten
kezd megszilardulni, azaz a fagydspont és az olvadaspont megegyezik.

Megjegyzés: A hatarozott olvadaspont a kristdlyos anyagok jellemzéje, amorf anyagok
(mint példdul az iiveg) egy hémérséklettartoméanyban fokozatosan olvadnak meg.

Megjegyzés: A homérséklet azért allandé az olvadas soran, mert a betapléalt ho lényegében
az alkotorészek kozotti kotések felszabaditasara forditodik. Emiatt a molekuldk helyzeti
energiajat noveli csak, a mozgdasit (amely a homérsékletben jelentkezne) nem.

Az olvadést illetve fagyast hoatadas kiséri. Definidlhatjuk az olvaddshét illetve fa-
gyashét, mely az egységnyi mennyiségli (pl. mélnyi vagy adott tomegii) anyag megol-
vasztasahoz sziikséges, illetve fagyasakor felszabadulé ho. Viz esetében példaul ez 335 lﬁ—g,
meglehetosen nagy érték.

Tapasztalat az, hogy az olvadék és a szilard fazisi anyag mennyiségtdl fliggetleniil
egyensulyban lehet megfelelé T és p értékek esetén. A fazisegyensily tehat fiiggetlen a
fazisok mennyiségétol. Ezt kaptuk korabban a fazisegyensily termodinamikai vizsgéla-
tabal is.

Tapasztalat az, hogy a fagyés illetve olvadds megfelelé p,(T') viszony esetén kovet-
kezik be, amely fiiggvény kimérhet6. A p-T diagramon abrazolva kapjuk a fdzisgorbét,
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jelen esetben az olvaddsi gorbét. Az inverz relacié T,(p) megadja az olvaddspont nyo-
masfiiggését.

P P
P(T) P,(T)

szilard folyadék

szilard

folyadék

T T

a) b)
1.49. dbra. a) Normalis anyagok olvaddsi gorbéje. b) Abnormalis anyagok olvadasi gor-
béje.

Az olvadéskor torténd viselkedés alapjan az anyagok kétfélék lehetnek (1. 1.49 dbra).

e normdlis anyagok: itt a fajlagos térfogat (% illetve %) olvadaskor megné; ezek
melegitésre tagulé anyagok. FEzekben az anyagokban az olvadaspont a nyomas
novelésére no azaz a fazisgérbére %0 > (0 vagy % > 0.

e abnormdlis anyagok: ezeknél a fajlagos térfogat (% illetve %) olvadéskor lecsokken,
vagyis a suriiség megné. Ezek az anyagok melegitésre 6sszehizodnak, és olvadas-
dp

. . .. ;. .. SR N dT
pontjuk a nyomads novelésére csokken, azaz a fazisgérbére < 0 vagy 57 <O0.

[lyen abnormalis anyag a viz 4°C alatt: itt a sliriség csokken a homérséklet csokkenté-
sével, azaz Ojég < Oyiz: Ennek kovetkezménye, hogy a jég uszik a vizen, és hogy a té
befagyasa a felszinen kezdodik. Hogy a viz olvadaspontja a nyomas novekedésével csok-
ken, arra jo kisérlet a jégudgas bemutatasa: ha egy jégtombon huzalt vetiink at, amelyre
silyokat kotiink, akkor a huzal alatt a nyomés megn6. Emiatt a jég olvadaspontja T,
lecsokken, és nulla fok koriili jégtémb esetén ez elég lehet ahhoz, hogy azon a nyomason
mar a folyékony halmazallapot a stabilabb. A jég tehat megolvad a huzal alatt, a huzal
behatol a jégtombbe, a silyok leesnek. A huzal felett azonban ismét normal koriilmények
uralkodnak, és a jégtomb ujra egybe fagy (regelacio).

Szokés a korcsolyazast is a jég olvadaspontjanak nyomas hatdsara valé csokkenéseként
értelmezni, azonban a konkrét szamolasok nem igazan tamasztjak ala ezt az értelmezést
[18], mert az olvaddspont csokkenése normédlis emberi méreteket figyelembe véve igen
csekély (kb. % fok). Ugy tinik, a surlédas tobbet szamit: igy a valddi ok inkabb a
surlédas hatasara torténo olvadas.
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A fézisgorbe specialis pontja a H hdrmaspont, ahol a harom fazis egyensilyban van
(1. 1.49 4bra). Csak az olvadas felél nézve a py alatt a szilard és folyékony fazis nem
lehet egyenstlyban.

Megjegyzés: Az, hogy a homérséklet emelésével a fajtérfogat novekszik egyiitt jar az
olvaddspont nyomds hatdséra torténd csokkenésével (és viszont), a Le Chatelier elv meg-
nyilvanulasa. Ezen elv szerint a rendszer valasza mindig cstkkenteni igyekszik a kiilso
hatast. Jelen esetben ez tgy érvényesiil, hogy ha megnoveljiik a kiils6 nyomast, ezzel le-
csOkken az olvadaspont, az anyag megolvadhat, ezzel lecsokken a térfogata, ami csokkenti
a kiilsé nyomast.

Megjegyzés: Szennyezett anyag fagyaspontja lecsokken. Sézott jég példaul adott homér-
sékleten megolvad, ekdzben hot von el a kérnyezetétol. Ezt a jelenséget késobb szamolni
is fogjuk.

Megjegyzés: Fagyas soran elérhetd, hogy a rendszer nem egyenstilyi allapotaban is hosszabb
ideig fennmaradjon, azaz a folyadékok az adott nyoméshoz tartozo fagyaspont ald is hiit-
heték: ez a tulhiilés jelensége. Ekkor azonban a legkisebb zavar (pl. razkdédés) hatdsara
azonnal megfagy a tulhiitott folyadék [19].

Parolgas, forras és cseppfolydésodas Folyadék minden homérsékleten parologhat,
azaz légneml halmazallapotba mehet at. A kornyezet sokfélesége miatt altalanossaghan
leirni elég bonyolult ezt a folyamatot. Egyszertisitésként nézziik a zart térben torténo
parolgast.

Tapasztalat szerint adott hémérsékleten egyensily all be a parolgas és cseppfolyo-
sodas kozott, vagyis iddegység alatt ugyanakkora mennyiségii anyag parolog el, mint
amennyi cseppfolyosodik. A folyadék feletti térben meghatarozott géznyomés alakul ki:
vagyis fazisegyensily all be. A folyadékaval egyensilyban levé gozt telitett goznek hivjuk.
A fazisgorbe, azaz a gdznyomds gorbe, vagyis a telitett géz gbéznyomasanak homérséklet-
fiiggése itt is kimérhetS: p,(7T") (1. 1.50 dbra). A tapasztalatok szerint a dpg—g) > 0, a
hémérséklet novelésével a telitett gz nyomésa mindig no.

Géznemi halmazallapotban vizsgalva az anyagot, azaz a gozt tekintve valamilyen T
hémérsékleten és p nyomédson azt talaljuk, hogy ha p < p,(T) (ekkor beszéliink telitet-
len g6zrél), akkor (a kritikus ponttdl tavol, 1. késébb) kozelitéleg ugy viselkedik, mint
altalaban a valédi gazok, azaz az idedlis gaz (1.2) gdztorvénye nagyjabdl igaz az allapot-
jelzoire. Szabad térbe torténo parolgasnal altalaban a gdz telitetlen marad, nem alakul
ki fazisegyensuly. A folyadék folyamatosan parolog, mennyisége cstkken. Hasonlé mo-
don telitetlen marad a folyadékaval nem érintkezo g0z az egyenstlyi homérséklet felett
vagy az egyensilyi nyomas alatt. Telitett gozt felmelegitve, illetve nyomasat csokkentve
telitetlenné valik.

A géz (g6z) nyomésa azonban nem haladhatja meg p,(7")-t. Ha adott hémérsékleten
egy zart térbe helyezett gézt Osszenyomunk, amikor a g6z nyomasa eléri p,(7')-t, a géz
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P4
By K
folyadék
267
P H (légnelgnﬁ)
Ty T« T

1.50. dbra. Goznyomés gorbe.

telitett lesz, elkezd lecsapédni, megjelenik a folyadék fazis. Emiatt a p,(T") értéket telitési
goznyomasnak is hivjak. Az anyag nyomdsa mindaddig nem emelkedik tovabb, amig
teljesen 4t nem alakul folyadékka. Hasonld jelenség jatszédik le, ha allandd térfogat
vagy nyomas esetén hiitjilk a gozt, elébb-utobb a gbéz nyoméasa meghaladja a telitési
gbznyomast, a goz telitésbe megy, és megindul a lecsapddas.

Molekularis szinten a jelenséget megérthetjiik a kovetkezoképpen. A folyadékbol ki-
1ép6é molekulak szama a hémérséklettel aranyos, T-vel né. A légnemi halmazallapotbdl
torténo lecsapddds viszont a géz strliségétol fiigg, p-val nd. A siirliség aranyos a nyomas-
sal o ~ p. Adott hémérsékleten, ha a folyadék feldl tekintve Ny; > N, akkor a nyomés
no a goztérben, emiatt N is n6, egészen addig, mig N; = Ny, egyenstly ki nem alakul.
Innen lathat6 az is, hogy az egyenstlyi nyomas csak Ny;-t0l, azaz végso soron csak T-t0l
fiigg.

Mindezek a jelenségek azonban csak akkor jatszédnak le, ha a gédz homérséklete ill.
nyomasa kisebb mint egy meghatarozott kritikus Tk érték, ill. a hozzd tartozé nyomas
prx = pg(Tk). Ezt a (pk,Tk) pontot kritikus pontnak hivjuk, és ez a géznyomds gor-
be vége (1. 1.50 abra). A kritikus pontban a parolgashé eltiinik, a fazisaitmenet nem
jar a fazisok egyiitt 1étezésével: a fazisatalakulds masodrendii lesz, erre késébb a 1.3.16
fejezetben még visszatériink. A kritikus pont sajatossiaga, hogy ott az anyagbeli spon-
tan struségfluktuaciok rendkiviil megnonek. Az eltéro striiségi helyek torésmutatoja
is eltérd, vagyis rajta a fény szérodik. Optikailag ezért a mésodrendli fazisatalakulést
az eredetileg atlatsz6 anyagokban (pl. vizben vagy COs-ben) az anyag atlatszatlanna,
opalossa valasa jelzi. Ez a kritikus opaleszcencia jelensége.

A kritikus nyomas illetve hémérséklet felett megsziinik a kiilonbség a folyadék és 1ég-
nem( halmazallapot kozott. Az anyag a permanens folyadék (illetve permanens gaz)
allapotban marad, nyomasa tetszolegesen névelhetd, nincs fazisatalakulas, az anyag pa-
raméterei folyamatosan valtoznak. A permanens folyadék sok kiilonleges tulajdonsaggal
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rendelkezik, példaul altalaban rendkiviil kicsi a viszkozitdsa. Emiatt érdemes gozzel mos-
ni a gozmosodakban; a kavébdl a koffein kioldasat is permanens folyadék allapotban levo
COgq-vel végzik.

A kritikus pontbeli viselkedés jél megfigyelheto a kovetkezo kisérletben, ahol a COq
(kritikus pontja T = 31°C és px = 74 MPa) kritikus opaleszcencidjat vizsgaljuk. A
folyékony COq-t vastagfald, zart ivegesébe helyezziik, amelybol a CO, gézei kiszoritottak
a levegét. A csOben tehat szobahdémérsékleten a folyékony és a gaz halmazéllapot is
jelen van, latszik a meniszkusz, a fazishatar. A két fazis egyensulyban van, azaz rajta
vagyunk a fazisgorbén. Ha most elkezdjiik melegiteni a csovet, a fazisgérbe mentén
lassan elérjiikk a kritikus pontot. A kritikus pont felett a kisérletben azt tapasztaljuk,
hogy a fazishatar eltiinik: ez a permanens gaz allapot. Hiitve az anyagot a kritikus pont
alatt kodképzodés soran ismét megjelenik a folyadék fazis meniszkusza. A kodképzodés
a kritikus opaleszcencia jele.

A fazisgorbe masik végpontja a harmaspont (1. 1.50 dbra), amelyet az eléz6 fejezetben
mar emlitettiink. Ebben a pontban a harom fazis egyensulyban van.

Tapasztalat az, hogy a parolgashoz ho kell, vagyis a péarolgé folyadék kornyezetétol hot
von el, azt lehiiti. Ezt a mindennapi tapasztalataink is igazoljak, példaul vizes ruhaban
fazunk. Lehet pontosabb mérést is végezni, példaul vizes ruhaval letakart homéro kisebb
homérsékletet mutat. SzélsOséges esetben a parolgas annyi hét vonhat el, hogy a folyadék
megfagy. Ennek demonstralasa a kriofor kisérlet (1. 1.51 dbra): felforralunk vizet, mely a

-

Y% hidfolyadék

1.51. dbra. Kriofor véazlatos rajza.

felette levo térbol kiszoritja a levegét. Ezutan lezarjuk az edényt, amelyben igy kizardlag
viz és telitett vizgdz marad, levegé nem. A vizgdzt hiit6folyadékkal hitteni kezdjiik, ami
lecsapddik, és a rendszerben a nyomés rendkiviil gyorsan csokkenni kezd. A viz heves
forrasnak indul, ezzel a maradéktél hot von el, amely megfagy.

Ha a parolgo folyadékot allandé hémérsékleten akarjuk tartani, akkor hot kell vele
kozolni. Egységnyi anyagmennyiségre vonatkoztatva ezt nevezziik pdrolgdshonek. Fz
fiigg a hémérséklettol, kisebb homérsékleten nagyobb az értéke. A parolgashdt oka a
mikroszkopikus kép alapjan az, hogy a géz halmazallapotba val6 atkeriilésnél a molekulak
kozott kohézios erdt le kell gyozni, ezen feliil a kialakuld gz ki is tagul, az ehhez tarozé
térfogati munkat is fedezni kell. Ez utébbi dltalaban nagyjabol 10%-nyi effektust okoz.
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A forrds specidlis parolgas. Ekkor a parolgas a folyadék belsejében is elkezdddik,
buborékképzodést figyelhetiink meg. A forrdspont T, az a homérséklet, ahol a folyadék
telitett gozének nyomasa megegyezik a folyadék adott helyén uralkodé nyomassal. Se-
kély folyadék esetén a hidrosztatikai nyomas elhanyagolhatoé az atmoszferikus nyomés
mellett, igy p ~kiilsé nyomas. Ekkor a forraspont nyomasfiiggése megegyezik a goz-
nyomas gorbével. Forrdshének nevezziik az egységnyi anyagmennyiség elforralasahoz
sziikséges homennyiséget.

Vizsgaljuk meg kicsit jobban a buborékképzdodés jelenségét. Buborékképzodés akkor
1ép fel, ha a g6z halmazallapot energetikailag kedvezobb, mint a folyadék allapot. Adott
hémérsékleten és nyomédson a spontan folyamatok iranyat a szabadentalpia csokkenése
szabja meg, nézziikk mi kovetkezik ebbol? Tekintsiink egy r sugari buborékot. Az ebben
levé anyagmennyiség szabadentalpidja géz illetve folyadék fazisban p,n illetve pin, ahol
az idealis gaz allapotegyenletét hasznédlva n = 4227139. Adott hémérsékleten és nyoméason
a feltételezésiink szerint az anyag stabilabb a géz fazisban, azaz u, < puy (1. 1.3.16
fejezet), igy a buborék képzédéskor a szabadentalpia megvaltozdsa (f1y — ptf)n negativ.
Ha azonban a buborék a folyadékban keletkezik, akkor a két fazis kozotti hatar jelenléte
energiatobbletet jelent, melynek nagysiga az elvalaszté feliilettel ardnyos, or?m, ahol o
a feliileti fesziiltség. Ezt a szabadentalpia valtozas kifejezésében figyelembe kell venniink,
gy AG = (uy — pg)n + or?m. Emiatt akkor képz6dhet buborék, ha

A (pg — piy)p
A — g g9 _3
G 3RT

A fenti Osszefiiggés alapjan létezik egy kritikus buborékméret ry.; =

+or’m < 0. (1.316)

_3RTg_
. , " . . .y 4ps pa)pa’ .
feletti buborékok nonek, az az alattiak pedig 6sszehtizédnak. Pontosan a forrdspontnél

[y = [, tehat a kritikus buborékméret végtelen. Emiatt a forrdspontndl még nem indul
be a térfogati forras, csak a feliilet parolog erésebben. A homérsékletet novelve dltaldban
pr gyorsan novekszik, igy mar a folyadékban fellép6 fluktudciok (pl. hémérsékletkiilonb-
ségek, dramldsok, stb. miatt) energidja elég lehet a kritikus buborék létrehozasahoz,
ekkor a folyadék belsejében is megjelenhetnek a buborékok. A kritikus buborékméret
aranyos a feliileti fesziiltséggel, emiatt a buborékok elsésorban ott keletkeznek, ahol lo-
kalisan kisebb a feliileti fesziiltség, azaz az edény fala mellett, illetve kondenzdcids magvak
koriil. Egy adott hémérsékleten a folyadék fazis instabilld valik, formdlisan py — oo,
ekkor a kritikus buborékméret nullava valik.

Ez a lefras alkalmas minden halmazallapotvéltozasnal. Specidlisan a lecsapodas és a
mar emlitett fagyas esetében is képzodnek ,,buborékok”, a masik halmazallapot cseppjei.
Hiiteni azonban sokkal zavarmentesebben lehet, mint melegiteni, vagyis konnyebben el-
érhet6, hogy ne legyenek olyan belsé fluktuacidk, amelyek a cseppképzdédést elkezdenék.
Ekkor a goz illetve folyadék tulhtil. A maximalis tulhtilés homérséklete az a hémérséklet,
ahol a goz illetve folyadék fazis mar instabil lesz, a kritikus cseppméret nullava valik.
Tulheviteni is lehet a folyadékot, azonban nem héatadassal, hanem a nyomads hirtelen
csokkentésével.

amely
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A forras és lecsapddas jelenségéhez tartozd egyéb kisérletek:

e Forrasban levo vizet livegbe toltiink, a vizgoz kiszoritja a levegot, ezutan az iiveg
fedelét lezarjuk. Lehtiitve a vizgdz lecsapddik, a nyomas lecsokken, és a folyadék
Ujra forr. Ez demonstralja, hogy a forraspont T, csékken a nyomas csokkentésével.

e Kuktaban a fozés nyomasat noveljiikk. Mivel a forraspont a nyomas névelésével no,
a vizet magasabb homérsékletig lehet melegiteni, igy az ételt magasabb hémérsék-
leten, gyorsabban lehet megf6zni.

e A tulhiilés és tulhevités jelenségét részecskedetektorok épitésére is hasznalhatjuk. A
Wilson-kamrandl tulhiitott folyadékot (alkoholt) hasznalnak, a buborékkamrdban
nyomascsokkentéssel tulhevitett folyadékot. A zavarmentes tulhiités és tiulhevités
kovetkeztében ott alakulnak ki csak buborékok a rendszerben, ahol kondenzacids
magvak jelennek meg, melyeket az athaladé ionizal6 sugarzas altal létrehozott t6l-
tések hoznak létre. A részecske palyajanak nyoméan tehdt csepp- illetve buboréklanc
képzodik, ezzel megfigyelhetévé valik a részecske.

Szublimacid és lecsapdédas Szilard anyag kozvetleniil is atmehet goz allapotba. En-
nek szemléltetd kisérlete, mikor szérazjeget (COsg) tesziink egy lombikba, annak sz&jét
léggombbel zarjuk el. Kozonséges nyomason a léggomb felfuvodik, mert a szérazjégbol
légnem® CO4 szabadul fel. Lehtitve a lombikot folyékony N-nel a CO, szilard halmazal-
lapotba keriil, a g6z eltiinik a rendszerbdl, a kiilso légnyomas pedig a léggémbot egészen
belepréseli a lombikba. Mindezen jelenségek folyékony halmazallapot megjelenése nélkiil
zajlanak le.

A gozeivel egyensilyban levé szilard anyag leirdsa nagyon hasonlé a folyadék és goz
fazisegyensiulyahoz. A fazisegyensuly itt is egy fazisgorbe mentén valésulhat meg, amit itt
szublimdcids gorbének neveznek: pg,(T'), (1. 1.52 dbra). Ez is a hArmaspontban végzodik,

P
H

szilard

légnemu

PLT)

T.'

1.52. dbra. Szublimaciés gorbe.
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vagyis (pg, Ty) felett nem lehet szildrd anyag g6ézével egyensilyban. A harmaspontra vo-
natkozdé kisérlet az a szeleppel lezart erds iivegeso, ahol a bezart CO, egyszerre szublimaél,
olvad és forr. Az iivegcsébe tett COs elkezd szublimélni, egyensilyba keriil a gézével. A
hémérséklet novelésével lassan felkiiszunk a fazisgorbén, elérjiik a hdrmaspontot (COg-re
Ty = —55°C, py = 5.2 bar), itt egyszerre torténik olvadds, szublimdcié és forrds. Ha itt
most a szeleppel hirtelen lecsokkentjiik a nyomést, akkor a szilard fazisba jutunk, és a
COq forras kozben megfagy (szénsav ho).

A szublimdcids hé egységnyi mennyiségu szilard anyag adott homérsékleten gézzé
alakitasdhoz sziikséges ho.

Fazisegyensiily feltételei egykomponensii rendszerekben

Tobb fazis esetén lattuk, hogy a fazisegyensily feltétele valamennyi fazis kémiai poten-
cialjanak egyenlGsége

p(pT) = pa(p, T) = p3(p, T) = ... .. (1.317)

Vizsgéljuk most az egyensily kovetkezményeit illetve feltételeit elméletileg, s vessiik Gssze
Oket a tapasztalattal.
Kétféle fazis esetén

m(p,T) = pa(p, T) (1.318)

egyenlet adott hémérséklet esetén megkdtést jelent a nyomdasra: p = p(T'), vagy adott
nyomads esetén a hémérsékletre T = T'(p). Az egyenstly végtelen sok T' értékre fenndllhat.
Ez az Osszefiiggés a kordbban is latott fazisgorbe (1. 1.3.16 fejezet).

Haromféle fazis esetén a fenti egyenlethez jon a

m(p,T) = ps(p,T) (1.319)

feltétel, amely szintén egy p(7T') gorbéhez vezet. A p(T) = p(T) egyenlet megoldasdbol
kapjuk azt a pontot, ahol a hdrom fazis egyenstilyban van: ez a H hdrmaspont, (pg, T )
értékekkel.

Tiszta anyag harmaspontjanak homérséklete egyértelmiien meghatarozott, és ez kii-
16n6sen alkalmas a hémérséklet egységének rogzitésére. A viz harmaspontja pl. Ty =
273.16 K hémérsékleten és py = 610.6 Pa nyoméson van. Az Sl-ben ennek alapjén 1
K-nek nevezziik a viz hdrmaspontja hémérsékletének 273.16-od részét.

Haromnal tobb fazis egyfajta anyagnal nem lehet egyensulyban. Toébb anyag tobb
fazisa esetén az egyensilyi fazisok szaméra a kés6bb bemutatandé Gibbs-féle fazisszabaly
ad megkotést (1. 1.3.17 fejezet).

Megjegyzés: Ez nem jelenti azt, hogy egy anyagnak nem lehet haromnél tobb fazisa! Pl.
a kén esetén szilard fazisban monoklin és rombos kristalyszerkezet is lehetséges, vagyis
négy fazisa van. A négy fazishoz tobb harmaspont is tartozik, de négyespont nincsen. A
jégnek is valéjaban igen sok fazisat kiillonboztethetjitk meg.
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Ha ismernénk a p;(p, T') kémiai potencidlokat, akkor fel tudnank rajzolni a fazisgor-
béket. Teljes egészében azonban nem ismerjiik ezeket a fiiggvényeket. Ugyanakkor le
lehet vezetni egy differencidlegyenletet a p(7T) fazisgorbére. Vegyiink most két fazist: a
fazisgorbe az (1.318) egyenlet megoldésa. Derivélva az egyenletet T" szerint, és figyelembe
véve, hogy a nyomds is a homérséklet fiiggvénye, kapjuk a

O\ dp  (Om _ (Ouz) dp  (One
(8p)TdT+(8T "\ )par "\or ), (1.320)

egyenletet. Innen kifejezziik a fazisgorbe derivaltjat

Oz _ (O
dp or » or »

— == . 1.321
() () )
op ) op )
Felhasznélva, hogy
ol 1 /0G S
— =—\| = =——=-5 1.322
<8T)p7n n <8T)p,n n M ( )
a molentropia, és
ou 1 /0G V
g — - (= = — =V 1.323
(ap)T,n n(ap>T,n n . ( )
a moltérfogat, irhatjuk, hogy
dp _ Swa = S (1.324)

Ez a Clausius-Clapeyron egyenlet. A fazisatalakulds sordn egy mol anyag elso fazisbol
masodik fazisaba valé atvitelekor ASyr10 = Sye— Sy entrépiakiilonbséget tapasztalunk,
ami, hozzavéve, hogy az atalakulas fix hémérsékleten zajlik le, TASy12 = Qa2 hoat-
adassal jar. Ez az dtalakuldsi vagy latens ho. FEnnek segitségével a Clausius-Clapeyron
egyenlet atirhato

dp Qa2

AT~ T(Varz — Vanr)”

(1.325)

Megjegyzés: Ez az egyenlet természetesen csak akkor érvényes, ahol mind Vo — Vi,
mind Sjy;o — Spr1 nem nulla.

A Clausius-Clapeyron egyenlet megoldasdhoz ismerni kellene a latens hé és a moéltér-
fogat homérsékletfiiggését, amely azonban csak ritkan lehetséges. Ezért ez az egyenlet
foként kvalitativ megéllapitasokra alkalmazhato, vagy bizonyos kozelitéseket kell tenni.

Szamoljuk ki példaul folyadék és telitett gozének egyensulyi gorbéjét a kritikus pont-
tol tavol. Itt jo kozelités az, ha Vi < Vi, a folyadék fajtérfogatét joval kisebbnek
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valasztjuk a géz fajtérfogatandl, és amellett elhanyagoljuk. A géz fajtérfogatat viszont
az idedlis gaz kifejezésével kozelitjiik

_ (1.326)

V. RT
Vg = —
nop
A latens hot, azaz ebben az esetben a molaris parolgashot hémérsékletfiiggetlennek ko-
zelitve, a Clausius-Clapeyron egyenlet alakja

dp Qr12p
— = 1.32
ar RT? "’ (1.327)
aminek megoldéasa
p Quz (1 1
In—=— = ——=. 1.328
" o R (T TO) (1.328)
Atalakitva o
p(T) = Ae™ #1", (1.329)

Q
ahol A = p(Ty)e ity
A Clausius-Clapeyron egyenletbdl kvalitativ megfontolasokat is tehetiink.

o folyadék-gaz atmenet esetén Vi < Vi, altaldban igaz. Ekkor D elgjelét Qu

ar
9~ (), a gérbe

eléjele hatarozza meg. Mivel a parolgdshd pozitiv, Qpr > 0, vagyis 7=

meredeksége pozitiv, azaz a forraspont nd, ha a kiilsé nyomés no.

e szildrd-folyadék atmenetnél igaz ugyan, hogy az olvadashé pozitiv, azaz QQy; > 0,

azonban V¢ és Vi, viszonya nem mindig ugyanaz. Normalis anyagokndl Vy,p >
Viss, ezért, csakigy mint az elobb, j—; > 0, azaz az olvadaspont né, ha a kiilsé
nyomas né. Abnormadlis anyagoknal azonban Vi < Vi, ezért j—:’; < 0, a gorbe

meredeksége negativ, azaz az olvadaspont csokken, ha a kiilsé nyomas né.

o szildrd-gdz atmenet esetén Vi, < Vagg, és a szubliméciés hd pozitiv, Qy > 0.
Itt is igaz tehat, hogy % > 0, a gorbe meredeksége pozitiv, azaz a szublimécids

hémérséklet nd, ha a kiilsé nyomaés né.

Fazisdiagram

A fézisdiagram a p-T sik felosztasa aszerint, hogy az adott nyomason és homérsékleten
milyen fazisban van egyensilyban a rendszer. A kordbbi kvalitativ megfontolasok alapjan
felrajzolhatjuk véazlatosan a halmazallapotvaltozasok fazisdiagramjat, 1. 1.53 dbra. Ez a
kvalitativ abra a kisérleti tapasztalatokkal egyezik.

Ejtsiink néhany szét a két fazisbol allé rendszer esetén az egyensilyhoz vezetd al-
lapotvaltozasokrdl (dn. kiegyenlitédési folyamat). Tegyiik fel, hogy a két fézisban n,
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folyadék folyadék

K szilard K

lIégnemu

1.53. abra. Vazlatos fazisdiagram a) normaélis és b) abnormaélis anyagokra.

és ny az anyagmennyiség, ezek kvazisztatikusan anyagmennyiséget cserélhetnek allando
hémérséklet és nyomas mellett. Felirjuk a szabadentalpia kifejezését:

G = G(p7 T, n, n2) = iny + pang. (1.330)
Az egyensiily felé vezeto tuton dG < 0, és nq + ny =allando, vagyis dny = —dns. Emiatt
dG = (1 — p2)dny < 0. (1.331)

fgy, ha @1 > po, akkor dny < 0, dny, > 0, vagyis az 1 fazisbdl megy at anyag a 2
fazisba. Ha po > pg, akkor dn; > 0, dn; < 0, vagyis a 2 fazisb6l megy at anyag az
1 fazisba. Vagyis a nemegyensulyi kiegyenlitodési folyamatok soran mindig a nagyobb
kémiai potencialu fazisbol megy at a kisebb kémiai potencidliba. Ha a nyomaés és a
hémérséklet allandd, akkor addig tart a folyamat, amig a nagyobb kémiai potenciali
anyag elfogy, és az egész anyag a kisebb kémiai potenciala fazisbdl all: a kisebb kémiai
potenciélu fazis lesz stabil. A minimumban a szabadentalpia G, = (N1 + N2) fhnin lesz.

Ha p1 = po, akkor dG = 0, fiiggetleniil az anyagmennyiségek eloszlasatél. Fz a
fazisegyensuly mar targyalt esete.

Mindez azt jelenti, hogy a fazisgérbe egyik oldalan az egyik, a masik oldalan a masik
fazis keriilhet egyensilyba, magan a fazisgorbén mindkét fazis egyiitt 1étezhet.

Ezek a megallapitdasok médosulnak akkor, ha a két fazis egymasba az egyik fazis
térfogataban megjelend buborékok illetve cseppek formajaban mehet csak at. Ekkor a
buborékok feliileti fesziiltsége, ahogy ezt korabban targyaltuk, teljesen homogén atmenet
esetén megakadalyozza, hogy megtorténjen az atmenet. Ekkor az anyag az egyik fazisban
maradhat még akkor is, ha az a fazis metastabil, a masik fazis energetikailag kedvezébb
lenne. Ezért fel szoktak venni azokat a fazisgorbéket is, amelyek az egyik illetve a méasik
fazis instabilitasanak vonalai, amin til mar nem létezhet az adott fazis. Ezen két vonal
kozott barmelyik fazisban lehet az anyag. Az azonban tovabbra is igaz, hogy egyiitt
csupan a fazisgorbén létezhet a két kiilonbozo fazis.
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Fazisatalakulasok osztalyozasa

Fazisatalakulasnak nevezziik azt a folyamatot, mikor ez egyik fazis dtalakul a masik
fazisba. Lattuk, hogy az atalakulasi pontban a két fazis egyiitt létezhet. Ezeket a
pontokat, a pi(p,T) = p2(p,T) egyenlet hatdrozza meg. A fazisgorbe két oldalin az
egyik illetve a masik fazis stabil. A fazisatalakulasi ponton athaladva az egyik fazisbdl
az anyag teljesen atkeriil a masik fazisba, ekézben a nyomas és a homérséklet allando
marad.

A fazisatalakulasoknak két fajtajat szoktuk megkiilonboztetni.

Elsérendi fazisatalakulds esetén a két fazisnak eltéro az Sy, fajlagos entropidja és Vi

fajtérfogata (illetve gy = ﬁ stirtisége). Mivel

O , o
N el === 1.332
SM <8T)p, €s VM (ap)T’ ( 33 )

ezért elsorendii fazisatalakulasndl a kémiai potencidl els6 derivaltjai ugranak, innen ered
az elnevezés, 1. 1.54 abra.

[ i Sm Vi

1.54. dbra. Elsorendii fazisatalakulds soran az a) kémiai potenciél folytonos, elsé deri-
véltjai, b) Sy és ¢) Vi ugranak.

Az atalakulds soran latens ho jelenik meg, @y = TASy, ahol T az atalakulas ho-
mérséklete. Az fazisgorbére a Clausius-Clapeyron egyenlet lesz igaz. Elsorendii fazisatla-
kuldsoknal 1étezik a tulhiités illetve tilhevités jelensége, mikor a feliileti fesziiltség miatt
nem tudnak kialakulni a mésik fazisba atvivé kritikus buborékok (cseppek).

Fazisatalakulasoknal gyakran hasznélt fogalom a korreldicios hossz. Fz azt a skalat
jelenti, ahol a mikroszkopikus fizika atcsap a makroszkopikus torvényekbe. A korrelacids
hosszon beliil levé molekuldk egymasra kozvetleniil hathatnak, az azon kiviiliek egymas-
tol fiiggetlennek tekinthetok. Kozonséges gaz esetén példaul a szabad uthossz adhatja
meg ezt a skdlat. Elsorendi fazisatalakuldsok esetében a korreldciés hossz véges marad.

Madsodrendi fazisatalakulds, vagy folytonos fazisatalakulas soran a rendszerben a kor-
relacios hossz végtelenné valik. Ez azt jelenti, hogy a mikroszkopikus fizika minden
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skalan kifejti hatdsat, mas megfogalmazasban gy mondhatjuk, hogy mindenféle méretii
fluktuaciok megjelennek a rendszerben. Miutan nincsen skéla a rendszerben, a masod-
rendi fazisatalakuléds fizikdjat leird Osszefiiggések is skalainvariansok kell legyenek. Ezt
a kérdést bévebben a statisztikus fizika targyalja [12, 13].

Masodrendii fazisatalakuldsnal a kémiai potencial mellett annak els6 derivéltjai is
folytonosak, nincs latens hé (a folyadék-gaz fazisdétmenet latens h&jének homérsékletfiig-
gését mutatja az 1.57 dbra) és nincs fajtérfogat kiilonbség, 1. 1.55 dbra.

1.55. dbra. Mésodrendii fazisatalakulds sordn az a) kémiai potenciél és els6 derivaltjai b)
Sy és c) V) is folytonosak.

Ugyanakkor a kémiai potencidl masodik derivaltjai méar ugranak (ez indokolja az
elnevezést), vagyis a

-, (-G (),
op? ), op ), or ), T’ OTOp aT ),
kompresszibilitas, fajho és hotagulasi egyiitthatd értékei masok a két fazisban. Igen
sokszor ezek a mennyiségek a korrelacids hosszal egyiitt maguk is végtelenhez tartanak,
ezek adjak a fazisatalakulasok koriili kritikus jelenségeket.

Masodrendti fazisatalakulast taldlunk a folyadék-géz atalakulds kritikus pontjaban (1.
1.3.16 fejezet). A kritikus pont felett megsziinik a faziskiilonbség, egy fazisunk van, a
permanens gaz (vagy maés elnevezéssel permanens folyadék).

Ugyancsak masodrendii fazisatalakulas figyelheté meg pl. a ferromégneses-paramagneses
atalakulds kritikus pontjaban (Curie-pontban).

Megjegyzés: Szilard-folyadék halmazéllapotvaltozasndl a kisérletek szerint nincs kritikus
pont, a fazisatalakulds mindig elsérend. Elméletileg sem varnank kritikus pont meg-
jelenését, hisz a rendezetlen folyadékbdl a rendezett szilard fazisba nehezen tudnank az
atmenetet folytonosan elképzelni.
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Valédi gazok izotermai

Allandénak tartott hémérsékleten abrazolva a p-v sikon (v = % fajlagos térfogat) a géz
allapotjelzéi altal befutott gorbét, kapjuk a gaz izotermait, melyek kimérheték. Valodi
gazokkal végzett kisérletekben az 1.56 abran bemutatott gorbéket kapjuk. Haromféle
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1.56. dbra. COs kisérletileg mért izotermai (folytonos vonal), dsszehasonlitva a vdW élla-
potegyenletb(')'l szamolt izotermakkal (SZ&gg&tOtt VOI’I&I) forrds: ems.psu.edu http://casey.brown.edu/

gorbét latunk.

o T' > Ty homérsékleteknél permanens gaz allapotot latunk, csak egy fazis van jelen
minden nyomason. Az izotermak az idedlis gazéhoz hasonldak.

o T < Ty hémérsékleteknél fazisdtmenetet figyelhetiink meg. A gazt Gsszenyomva,
a fajlagos térfogat csokkentésével a nyomas noévekszik, majd egyszerre elérjiik a
telitési nyomast. Ekkor a gaz cseppfolydsodni kezd, mikézben a nyomaésa allandé
marad. Ezen a szakaszon a folyadék és (telitett) gbz fazis egyiitt van jelen egyen-
sulyban. A vizszintes szakasz két vége a folyékony vy és a légnemi v, fazis fajlagos
térfogatdnak felel meg. A kiilonb6z6 homérsékleteken érvényes vy és v, pontokat
Osszekotve kapjuk az Uun. hatdrgorbét, amely azt a tartomanyt hatarolja, ahol fa-
zisegyensuly lehetséges. Jél lathatéan altalaban vy # v,, vagyis a fazishatdron a
térfogatnak ugrdsa van, vagyis a kémiai potencidl p szerinti derivaltja ugrik (vo.
1.3.16 fejezet), ami jelzi a fazisatalakulds elsérendi voltét.

o T' = Tk homérsékleten, a kritikus pontban a fazisegyensily tartoméanya egyetlen
ponttd zsugorodik. Itt az izoterma érintéje vizszintes, és vy = v,. Ez utébbi azt
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jelenti, hogy a kémiai potencial p szerinti derivaltja folytonos lesz. A T szerinti de-
rivalt a latens ho, ez is eltlinik ebben a pontban. A latens hé hémérsékletfiiggését
mutatja sematikusan az 1.57 abra. Tk hémérsékleten egy mdsodrendi fazisdtala-
kulds megy végbe. A kritikus pont allapotkelzoi az un. kritikus adatok, a kritikus
hémérséklet Ty, a kritikus nyomas p;. és a kritikus térfogat vy .

Qu

Tq¢ T

1.57. dbra. A latens h6 (parolgdshd) a homérséklet fiiggvényében. A kritikus pontban
(Tk) a latens hé nulla.

A valédi gézok izotermai és a kritikus adatok a vdW gdzmodell segitségével ki is
szamithatok. A vdW gaz dllapotegyenletét az (1.24) egyenletben adtuk meg. A fajlagos
térfogattal kifejezve

(p—i—%)(v—b) — RT, (1.334)
ezt v?-tel szorozva harmadfoki egyenletet kapunk
RT b
B b+ — )+ S -2 =0 (1.335)
p p p

Adott T és p esetén vizsgalva a megoldasait, felrajzolhatjuk az izotermakat. Harmad-
foku egyenletnek mindig van legalabb egy valés gyoke. A masik két gyok az egyenlet
egyiitthatéitdl fiiggden lehet egy fizikai jelentés nélkiili komplex konjugdlt gyokpar, vagy
lehetnek azok is valdsak, ekkor 3 valés gyoke van az egyenletnek. Fzek a gyokok lehetnek
mind kiilonbozoek; vagy ketto egyenld és az egyik kiilonbozo; vagy mindharom egyenlo.
Kiilonboz6 T értékekre abrazolva a megoldasokat (1. 1.58 dbra) lathatjuk, hogy van egy
Ty érték, amelyre

o T > Tk esetén csak egy megoldas van

o T' =Ty esetében altalaban egy megoldés van, kivéve a p = px esetet, ahol harom
egybeest gyok van

o T < Tk esetén bizonyos p értékeknél harom gyok van
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T>T,

s T=TK
T T

k4

v

1.58. dbra. A vdW éllapotegyenletbél szédmitott izotermak. forrds: casey.brown.edu

Osszehasonlitva a valédi gdzok mérésébél kapott 1.56 dbraval, lathatjuk a hasonlésagot.
Az egy val6s gyok a monoton p-v diagramnak felel meg. A haromszoros gyok megjelenése
felel meg a kritikus pontnak. A T" < Tk esetén nem kapjuk meg a vizszintes szakaszokat,
helyette egy ,,S” alakt szakaszt talalunk. Ezen beliil vannak olyan részek, ahol (g—f})T > 0.
Ez nem értelmes fizikailag, hiszen itt az (1.207) izoterm kompresszibilitds negativ, az
ilyen gaz nem stabil az Osszenyomassal szemben. Fizikai értelmet ennek a szakasznak
ugy adhatunk, ha egy allandé nyomasu szakasszal kotjiik 6ssze két pontjat. Hogy milyen
nyomasnal valasszuk ezt az egyenest, arra a Mazwell-konstrukcio ad utmutatdst, mely
szerint a munkavégzés a két pont kozott ugyanakkora legyen, akar az egyenes szakaszon,
akar az eredeti gorbén megyiink. Lathaté tehat, hogy a vdW gaz allapotegyenlete,
bizonyos megkotésekkel a folyadék-gaz fazisatalakulds, és a folyadék fazis leirasara is
alkalmas.

Hatarozzuk meg a kritikus pont helyzetét! Feltéve, hogy a haromszoros gyok vg-nél

van

RT b

p K02 4 piv - Z— = (v —vg)* = v = 3uv? + 3viv — v, (1.336)
K K K

v — (b+

amibdl az egyiitthatokat osszevetve kapjuk, hogy

3 ab s a RTx
vy = —, v = —, v, =b+ ——. 1.337
K Pk F Pk g Pk ( )
Innen a kritikus adatok
a 8a
=3b = — T = —— 1.338
VK= PR o K= 27RY (1.338)



ami a kisérleti adatokkal dsszevetve lehetdséget ad a vDW modell paramétereinek (a és
b) meghatarozasara. Erdemes a vdW egyenlet paraméterei, a, b és R helyett a kritikus
adatokkal felirni az allapotegyenletet:

3 1\ 8
2 ) (v =) =27 1.
(p + U*2> (v 3) 31" (1.339)

ahol bevezettiik a dimenziétlan redukdlt dllapothatdrozokat:

. T LD PV
T e Voo VT (1.340)
Az igy kapott egyenletben nincsenek anyagi jellemzok, igy ez egy univerzdlis gdazegyen-
letnek tekintheto.

Ennek alapjan kimondhatjuk a megfeleld dllapotok tételét: két anyag egymasnak
megfelelo allapotban van, ha a megfelelé redukalt dllapothatarozéik megegyeznek. A
vdW allapotegyenlet alapjan ha 7™ és p* megegyezik, akkor v* is megegyezik, illetve
adott T™-hoz tartozé p*-v* izotermai azonosak.

1.3.17. Tobbkomponensii rendszerek

Tobbkomponensti rendszernek azokat a rendszereket nevezziik, melyek tobbféle kémiai
anyagot tartalmaznak, altalanos esetben mindegyiket tobb fazisban. A tovabbiakban
azt vizsgaljuk, hogyan mdédosulnak a termodinamika egyenletei és mik a termodinamikai
egyensily feltételei tobb komponens jelenlétében?

Tekintsiink o darab komponenst (k =1, ..., a), melyek mindegyike 8 darab fazisban

(1t =1,...,p) fordul elé. Jeloljiik a k. komponens mdlszamét az i. fazisban n,(f)—vel,

B )
igy a k. komponens 6sszmdlszéma ny = ng). Az anyagmegmaradast kifejezd egyenlet
i=1

«
ekkor Y ng = n =allandé.

A éﬁéébkomponens{i rendszerben a kiilonboz6 komponenseknek megfelelé anyagi kol-
csonhatasokat kiilon kolesonhatésként kell kezelniink, igy a termodinamika fundamentélis
egyenletében minden komponensre megjelenik egy, az adott komponens anyagi koélcson-
hatdsahoz tartozd uidng tag. A fundamentdlis egyenlet igy mechanikai, termikus és
anyagi kolcsonhatds esetén a kovetkezd

dU =TdS —pdV + Y _ ppdny. (1.341)

k=1

Az Euler tétel segitségével (1. 1.3.13 fejezet), felhaszndlva, hogy U az S, V, ny extenziv
valtozdinak homogén linearis fiiggvénye, felirhatjuk az termodinamikai Euler Osszefiig-
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géseket

U=TS—pV+Y_

k=1
H=U+pV=T8+Y mny
k=1
F:U—TS:—pV—i-Z,uknk
k=1
G:U—TS—I—pV:Z;Lknk. (1.342)
k=1

Ha az Euler egyenletek felhasznaldsaval felirjuk U teljes differencidljat és osszevetjiik a
fundamentalis egyenlettel, akkor az egykomponensii esethez hasonléan (1. (1.269) egyen-
let) megkapjuk a Gibbs-Duhem reldciét

SdT —Vdp+ Y ngdp =0, (1.343)
k=1

ami most is az intenziv allapotjelzok megvaltozasa kozott ad meg Osszefiiggést, vagyis az
intenziv allapotjelz6k nem fiiggetlenek (dsszhangban azzal a tapasztalattal, hogy legalabb
egy extenziv allapotjelzére is sziikségiink van a rendszer méretének megaddsahoz).

Toébbkomponensii rendszerek egyensiilya

Vizsgaljuk most egy tébbkomponensli rendszerben a termodinamikai egyensuly feltéte-
1ét! Mint mindig, err6l most is a II. fotétel rendelkezik: zart rendszerben az egyenstly
feltétele az entropia maximuma. Ha a rendszeriink nem zért, akkor az 1.3.12 fejezethez
hasonlé médon vizsgalhatjuk, hozzavéve a rendszeriinkh6z egy olyan kornyezetet, amivel
egyiitt mar zart és az egyiittes rendszernek vizsgalva az entrépidjat, a kiilonbozo koriil-
mények kozott kiillonbozoé termodinamikai potencidlok minimumat kapjuk a rendszeriink
egyensilyanak feltételeként.

Fazisegyensiily feltétele tobbkomponensii rendszerekben: Gibbs-féle fazissza-
baly

A halmazallapotvaltozasokkal is motivalva, szoritkozzunk a tovabbiakban az izoterm-
izobar rendszerekre, ahol az egyensiilyt a szabadentalpia (G) minimuma szabja meg,.
Vizsgaljuk a fazisegyensily feltételét egy o darab komponensbdl &ll6 rendszerben, ahol
altalanossagban mindegyik komponens ( féle fazisban lehet (ha valamelyik komponens
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nincs jelen valamelyik fazisban akkor nyilvan ”1(:) = 0). A komponensek anyagmennyisé-
B )
gét egyeldre fixaljuk, vagyis nem engediink meg kémiai reakciét, azaz ny = > n,(;) =allando.

B
A rendszer szabadentalpija az egyes fazisok szabadentalpidjanak dsszege G = > G,
i=1
ahol GO = GO (p, T,n", n%, ..., nY) az i. fazis szabadentalpidja. A szabadentalpia mi-
nimumanak, s igy az egyensulynak a sziikséges feltétele

' B a 960 i B« i i
A6 =2 4GV =20 <W> =303 ) =0 (1304
= T,p,nkJ i

T, i=1 k=1

A komponensek anyagmegmaradasabdl kovetkezd kényszerfeltételeket most is a ko-
rabban mar alkalmazott Lagrange féle multiplikdtor mddszerrel vessziik figyelembe (1.
1.3.11 fejezet), vagyis minden komponensre bevezetiink egy A\, multiplikatort, s a ve-
lilk megszorzott kényszerfeltételeket hozzaadjuk a megoldandd egyenlethez, s azt old-
juk meg immar fiiggetlen megvaltozasokra. Az « darab kényszerfeltételbdl kovetkezden

B .
> dn,(;) =0, igy a megoldandé egyenletiink

B
Zz,uk dn!) —l—Z)\kZdn,(j =0. (1.345)
k=1 1=

=1

A veges szummakat felcserélve, felhasznalva, hogy a megvéltozasok mar fiiggetlenek
,u,i = — )\, adédik minden i-re, vagyis az egyenstily feltételeként azt kapjuk, hogy minden
komponensen beliil fazisegyensulynak kell lennie.

Részletesen kiirva az egyenleteket

ORI
WO 0
O N (1.346)

jol latszik, hogy Gsszesen o — 1) darab egyenletet kell megoldanunk.

Az egyenletrendszer megoldasanak feltétele, hogy az egyenletek szama ne legyen tobb,
mint a Valtozok szama. Els6 ranézésre azt mondanank, hogy a valtozdk szama 2 + a8
(p, T, n ) Azonban mivel a szabad entalpia a moélszamok homogén elsérend fiiggvénye,

Zﬂk ”k g (1.347)
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ezért a kémiai potencidlok mar csak homogén nulladrendi fiiggvényei lehetnek a molsza-
moknak, vagyis csak az

ol = Tk (1.348)

moédon definidlt mélkoncentrdcidktdl (vagy moltortektol) fiiggenek. Az x,(f) molkoncent-
racio megadja, hogy az i. fazisban mekkora a k. komponens ardnya. Ezek nem fiiggetle-
nek, hiszen osszegiik, > x,(:) = 1. Tehat a fiiggetlen valtozéink valédi szama 2+ (o — 1)
k=1
(p7 T? xggl))'
Az egyenletrendszer igy akkor oldhaté meg, ha teljesiil a

a(f—1) <2+ (a—1)8 (1.349)
egyenlotlenség, melyet atrendezve kapjuk a Gibbs-féle fazisszabdlyt
8 <2+ a, (1.350)

vagyis fazisegyensily csak akkor allhat fenn, ha a fazisok szama legfeljebb 2-vel haladja
meg a komponensek szamat. Tobb fazis esetén a rendszer nem lehet egyensulyban.

Ha nem az egyenloségjel igaz, vagyis f < 2 + «, akkor vannak nem meghatarozott
valtozdk, amelyek tetszéleges értéket felvehetnek. Ezek szamét hivjuk a rendszer ter-
modinamikai szabadsagi fokanak f := 2+ a — . Ha f = 0, az egyensily teljesen
meghatarozott, egy véaltozé sem valtoztathatd szabadon.

Tekintsiik példaként az egy komponensii rendszer esetét (o = 1). Egy fazis esetén
(8 =1) f = 2, azaz két valtoz6 vélaszthatd szabadon, pl. T és p. Két fazis esetén
(B =2) f =1, azaz egy véltozé vélaszthat6 szabadon, ez lehet pl. a nyomés p. Ez adja
ki a fazisgorbét a p—T diagramon. Hérom fézis esetén (5 = 3) f = 0, vagyis minden
valtozo meghatarozott. Egyensily csak a harmaspontban &éllhat fenn. T6bb fazis mar
nem lehet egyensulyban!

Alkalmazas I.: Hig oldatok

Ebben a fejezetben a keveredés, elegyedés folyamatait vizsgaljuk, és megprébéljuk leirni
oket a tobb komponensi rendszer kordbban megismert termodinamikéjaval.

Idealis gazok keveredése Elscként a legegyszeriibb esetet, az idedlis géazok kevere-
dését vizsgaljuk. Mivel minden komponens idedlis gaz, ezért a keverék is idedlis gdzként
viselkedik, nincs kélcsonhatas az egyes alkotoelemek kozott.

Tekintsiik az 1.59 dbran lathaté rendszert! Kezdetben az egyes gazok allapotjelzoi
legyenek p,T',nq 2 és Vi 2, ahol az index jelzi, melyik Gsszetevordl van szé. Az egyenstly
miatt a nyomds és homérséklet értékeik megegyeznek. A fal eltavolitasa utan (kevere-
dés) az éllapotjelzék p',T",n' és V'. Az Ossztérfogat V' = Vi + V4, valamint az anyag
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1.59. abra. Idealis gazok keveredése

megmaraddsa miatt n’ = n; + ny. A fal gyors eltavolitasa esetén a gaz belsé energidja
nem valtozik (1. Gay-Lussac-kisérlet 1.3.5 fejezet), vagyis idedlis géz esetén 7" = T.
Az idedlis géz (1.2) allapotegyenlete szerint ezért felirhatjuk, hogy kezdetben

pVi=mRT,  pVa=neRT (1.351)

ami miatt

p(Vi + V) = (ny + no)RT. (1.352)
A végallapotban az dllapotegyenlet

PV =n'RT, (1.353)

ahol p’ = p1 + py az Gsszetevék parcidlis nyomdasanak osszege (1. (1.20) Dalton torvény).
E két egyenletet osszevetve p' = p.
A szabad entalpia megvéltozasa (keveredési szabad entalpia) a folyamatban

AGpe, =G — G. (1.354)
Itt
G = ping + pong = ny (/Mo + RT In pﬁ) + ng <u20 + RT In p£> , (1.355)
0 0

ahol felhasznéltuk az idedlis gaz kordbban levezetett (1.293) kémiai potencialjat. Hason-
l6an

G' = piny + pang = ny (Mlo + RT ln%> + Ny (ugo + RTIn %) , (1.356)
0 0

ahol a kémiai potencial képletébe a parciadlis nyomasokat kellett beirni. fgy

AGheo = mRTIn 2 4 nyRTIn 22 (1.357)
p p

Ezt kifejezhetjiik az egyes gazok méltortjeivel. Az (1.348) képlet és az allapotegyenletek
alapjan
V/RT
P R 1Y _ b (1.358)
ni + neg (p1 + pg)V/RT p
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hasonléan zo = ‘%. Vagyis

AGhey = miRT Inxq + noRT In . (1.359)
Mivel 219 < 1, ezért AGg., < 0, minden esetben negativ mennyiség, kifejezve azt, hogy

az idedlis gazok keveredése mindig spontan folyamat.
Kiszamithatjuk a folyamat sordan bekovetkez6 entrépiavéltozast is (keverési entrépia)

OAGhey
ASpy = §' — § = — [ LoTkew
Skev S S ( aT ) -
= —(mRInx; + noRInxs). (1.360)

Ez mindig pozitiv mennyiség ASke, > 0, ismét jelezve a spontan folyamatot.

Megjegyzés: A szamolasban lényeges volt, hogy a gazokat kiilonbozének tekintjiik. Azo-
nos gazok esetén a keveredési entrépidra nulldt kapnank. Erdekes, hogy ha a gdzok
kozotti kiillonbéget folytonosan tiintetjiik el, akkor a fentiek szerint amig barmilyen kis
kiilonbség is van az 0sszetevok kozott, akkor van keverési entropia, nulla kiilénbség esetén
nincsen. A keverési entropia tehat a gazok kozotti kiillonbség nem analitikus fiiggvénye.
Ezt a furcsasdgot nevezziik Gibbs-paradoronnak, ami a kvantumos folyamatok figyelem-
be vételével feloldhat6 [20]. Ekkor a keverési entrépia folytonos, bar gyorsan valtozo
fiiggvénye lesz a kiilonbségnek.

A teljesség kedvéért nézziik meg még a térfogat, az entalpia és a belso energia meg-
véltozasat is a folyamat soran, a szabad entalpia (1.359) képletét felhasznélva.
A térfogatra irhatjuk, hogy

AViey = V' =V = (%> =0. (1.361)
8}7 T,ni,mn2

Valéban a teljes térfogatot kitolti a két Osszetevo ossztérfogata.
Az entalpia (H = G+ T'S) és a bels6 energia (U = H — pV) véltozasa, mivel a
hémérséklet és a nyomas nem valtozik ugy irhatd, mint

AHpep = AGpey + TASje, = 0 (1.362)
AUkev = Aerv — pAVkev =0. (1363)

A bels6 energia valtozatlansaga konzisztens azzal, hogy a rendszerrel sem hét nem ko-
zOltiink, sem munkat nem végeztiink rajta (1. 1.3.2 fejezet).

Hig oldatok kémiai potencialja Az idedlis gazokat elhagyva nézziik az elegyedést
altalanosabban. Binér elegyeket tekintiink, ahol két komponens elegyedik egymassal.
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Ezek kozott is a hig elegyeket vizsgaljuk, amelyeknek a leirasa viszonylag egyszeri, és
gyakorlatilag is fontos.

A két komponenst jeldlje A és B. Moltortjeiket x4 = =2 illetve zp = “2 médon
jeloljiik, ahol n = ny + np. Hig elegynek nevezziik a keveréket, ha rp < x 4.

A tovabbiakban, tovabb sziikitve vizsgalodasunk korét a hig oldatokkal, mint a hig
elegyek egyik fajtajaval fogunk foglalkozni. Itt a két komponens az oldészer (A) és az
oldott anyag (B). Mind az olddszer és az oldott anyag is két fazisban lehet jelen, lehet
pl. folyadék (f) és g6z (g).

Megjegyzés: A termodinamikai szabadsagi fok ez esetben f = 2, igy két valtozot valaszt-
hatunk meg szabadon: T vagy p és x4 vagy xpg.

Els6ként hig oldatok kémiai potencidljat fogjuk meghatdrozni adott hémérsékleten.
Ekkor szabadon véalaszthaté véltozénak (termodinamikai szabadsagi fok) a hémérsékletet
és az oldott anyag moltortjét valasztjuk, a nyomast a fazisegyensily miatt a homérséklet
mar meghatarozza. Emellett az alabbi feltevésekkel éliink:

e az oldott anyag (B) nem illékony, vagyis a gbz fazisban elhanyagoljuk a jelenlétét,

e a tiszta oldészer (At) hig gézének kémiai potencidljat az idedlis gdz kémiai poten-
cidljaval kozelitjik
P (1) = paolT) + RT 2, (1.364)
0

ahol p4; a tiszta olddszer egyensilyi gbznyomasa, py pedig egy referencia nyomaés,
hol 1Y) (T) = puao(T
ahol 5 (T') = pao(T).

Ha a tiszta olddszer (At) egyensiilyban van gézével, akkor a kémiai potencial a két
fazisban megegyezik, vagyis a tiszta oldészer folyadék fazisanak kémiai potencidlja

(T = p§H(T) = pao(T) + RT'In % (1.365)

Ha a folyadék tartalmaz oldott anyagot is (oldat), mind géznyomdsa, mind kémiai poten-
cidlja eltér a tiszta anyagét6l. Miutan a gézfazisban nincs jelen az oldott anyag, (1.364)
tovabbra is igaz, de a géznyomas helyére a megvaltozott értéket kell beirni. Mivel az
oldat is fazisegyensulyban van gozével, igy irhatjuk

uP(T) = p(T) = pao(T) + RTIn %. (1.366)

Osszevetve (1.365) képlettel, lathaté, hogy

W) = yD(T) + RTIn ;’—A. (1.367)
At
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Idealis hig oldatok g6znyomas-, forraspont-, fagyaspont-valtozasa Tovabb egy-
szeriisodik a képlet az in. idedlis hig oldatok esetén, amikre igaz a Raoult torvény, vagyis
}% = "7*“ = T4, azaz Py = paT A, ahol x4 az olddszer moltortje.

Ennek alapjan kifejezheto az idedlis hig oldatok oldott anyag hatasara bekovetkezo

egyensilyi gbznyomas valtozasa
Apy =pa — par. (1.368)
A relativ géznyomas valtozas

Pat Pat
Vagyis a relativ gbznyomads valtozas mindig negativ (az egyensuilyi géznyomés csokken) és
aranyos az oldott anyag mélkoncentraciéjaval. Szokés ezt az Gsszefiiggést a gbznyomasra
vonatkoz6 Raoult torvénynek is nevezni.
Az idedlis hig oldatok kémiai potencidlja igy

uﬂ{)(T) = ,u(f{t)(T) + RTInx 4. (1.370)

Az oldat kémiai potencidljanak felhasznalasaval magyarazhaté az a tapasztalat, hogy
az oldott anyag jelenléte (adott nyoméson) megemeli az oldott anyag forraspontjét és le-
csokkenti a fagyaspontjat. Ennek targyalasakor érdemes a szabadon vélaszthaté valtozé-
nak (termodinamikai szabadsagi fok) a nyomést és az oldott anyag moéltortjét valasztani.
A hémérsékletet a fazisegyensily feltétele mar meghatédrozza.

Kezdjiik a forraspont targyalasaval. A fazisegyensuly feltétele a tiszta anyagra

) (Ty.p) = wf) (Ty,p), (1.371)
az oldatra
n (1) = n(T},p) =~ 1) (T}, p), (1.372)

mivel a gozfazisban az oldott anyag jelenlétét tovabbra is elhanyagoljuk. Felhasznalva
az oldat kémiai potencialjanak (1.370) kifejezését

11, p) = Wl (T p) + RTyInaa = u) (T4, p). (1.373)

Feltételezve, hogy elegendden hig oldatokra a forraspont kicsit tér el a tiszta anyag for-
raspontjatél, azaz ATy = TJ’c — T kicsi, az egyenletben sorba fejthetiink 7' koriil. Igy
linearis rendig

o (T, p
w01, p) = W) (17, p) + (% ATy + R(Ty + ATy) Inwy
vaf

a (9) T )
= n5)(Ty,p) + (% ATy (1.374)
p, Ty
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Felhaszndlva a tiszta anyagra vonatkozé (1.371) egyenletet, valamint hogy (g—gf)p = —Su,
ahol Sj; a moldris entrépia, az egyenlet ATt-ben linedris rendig

SY(Ty.p) — 39 (Ty.p)
RT,

In TaA = ATf (1375)

(az eredetileg T-fel valé osztds csak masodrendfi korrekciét okoz a T-fel val6 osztéshoz
képest, amit elhagyunk). A mdlentrépidk kiilonbsége kifejezhet6 a moléris parolgdshével

Qnr
Ty’

S (Ty,p) — S (Ty,p) = (1.376)
vagy felhasznalva, hogy fazisegyensiily esetén a molaris szabadentalpidk (azaz a kémiai
potencidlok) megegyeznek, azaz AG) = 0, vagyis AHy — TASy = 0, az entalpia
kiilonbséggel

AHY"
Sy (T, p) — S§9 (Ty,p) = — T]j” : (1.377)
Az oldat higsdga miatt Inz4 = In(1 — z5) ~ —xp, igy az eredmény
RT? RT?
ATy = —t0p = —or (1.378)

rp = rB.
par par
AH;; Q'

A képletbol lathato, hogy a forraspont valtozas mindig pozitiv, az oldott anyag megemeli
Ts-et. Bzt a képletet szokas a forrdspontra vonatkozé Raoult térvénynek is nevezni.
A fagyaspont valtozas hasonléan vezethet6 le. A tiszta anyagra a fazisegyensuly

13 (T, p) = 15 (T,, p)- (1.379)
Most a szilard fazisban hanyagoljuk el az oldott anyag jelenlétét, vagyis
u(TLp) = u§(TL, p) ~ 15 (T2, ). (1.380)

A levezetésben most is felhasznéljuk az oldat kémiai potencidljara kapott (1.370) kifeje-
zésiinket, majd sorba fejtiink AT, = T — T, mennyiségben. A fellép6 molaris entrépia
kiilonbségeket most az olvadashdvel illetve az olvadaskor bekovetkezé moléris entalpia-
valtozassal fejezziik ki

olv olv
STy, p) — S8 1y, p) = DO AL (1.381)
v \LpHP M o\Ef5HP Ty T, -

Végeredményként az olvadaspont megvaltozasara a kovetkezo egyenletet kapjuk

RT? RT?
AT, = -0y — — 0
AH ol

Tp. (1.382)
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Az olvadaspont valtozasa mindig negativ, vagyis az olvadaspont csokken az oldott anyag
jelenléte miatt. FEzért sézzuk télen az utakat, hiszen a sé hatasara 0 Celsius fokndl
alacsonyabb homérsékleten is folyadék fazisban maradhat (illetve oda keriilhet) az oldat.
Hasonléképpen érdemes a télre otthagyott nyaraldékban a WC csészékbe sét szoérni. A
fenti képletet szokas az olvadaspontra vonatkozd Raoult torvénynek is hivni.

Megjegyzés: A két eset dsszefoglalhatd tigy, hogy az oldédas hatasara a folyadék stabilita-
si hatara kitolodik, a keverési entréopia stabilizalja a folyadékot, 1. 1.60 dbra. Mindehhez

P4 Jrd tiszta
sZilar 5!
. /oldoszer
AT,
folyadék oldat
.-’"'
Pt
|
|
-’_ —
Ed
-7 gz

1.60. dbra. Oldott anyag hatasa a fazisdigramra. Adott nyomas mellett a folyadék fazis
stabilitasa kitolédik. A forrdspont né ATy > 0, az olvaddspont csokken AT, < 0.

persze fontos volt az a tapasztalatokkal egyez6 feltételezésiink, hogy az oldott anyag nem
képes sem a goz, sem a szilard fazisban megjelenni. Ennek koészonhet6 az is, hogy a 1.60
abran a szubliméciés gorbe valtozatlan maradt.

Ozmozis Tekintsiink egy olyan rendszert, ahol oldat és oldészer kozott olyan félig at-
ereszt6 fal van, amelyen csak az olddszer tud atjutni, de nyoméskiilonbséget elvisel (L.
1.61 abra). A tapasztalatok szerint az olddszer atdiffundédlva a falon nyoméskiilonbsé-
get hoz létre. Ez addig tart, amig a fellépd nyomaskiilonbség végiil megakadalyozza a
tovabbi 4thaladast. Ezt a jelenséget nevezziik ozmdzisnak, az egyensulyban kialakuld
nyomaskiilonbséget pedig ozmozisnyomasnak.

Hig, idedlis oldat esetén az ozmozisnyoméast ki tudjuk szamolni. Egyensilyban a
kémiai potencidlok megegyeznek. Miutan a két részrendszer kozott hocsere lehetséges,
ezért a homérsékletiik kozos lesz. Emiatt

1) = 1 (0 + Pom)- (1.383)
Az (1.370) egyenletet felhasznalva

14 (p) = 1) (p + Posm) + RT a4, (1.384)
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P"‘P OZIM
oldat

P

oldoszer |

\

féligitereszto fal

1.61. abra. Félig atereszto fallal elvdlasztott oldat és olddszer. Egyenstlyban a két oldal
kozott nyoméskiilonbség alakul ki, ez az ozmdzisnyomas.

A kémiai potencidl teljes differencidlja

dp = (g—;)p dT + (Z_I;)T dp = —SudT + Viydp. (1.385)
Mivel most dT' = 0, igy marad a masodik tag. Ezért
P+Pozm
19 (0 + Poun) = 1) (p) + / Vadp. (1.386)
p
Behelyettesitve ezt az (1.384) egyenletbe
P+Pozm
Vidp=—RTInzy = —RTIn(1 — 25) ~ RTxp, (1.387)
p

ahol felhasznéltuk az utolso 1épésben, hogy az oldat hig, azaz x5 < 1, ezért In(1—zp) ~
—IB.
Ha feltételezziik, hogy a v, fajlagos térfogat nyomasfiiggetlen a vizsgalt tartomany-
ban, azaz vy (p) & vy, akkor az integral elvégezhetd, és
RT

Pozm =~ —TB. (1388)
Upm

Az ozmoézisnyomas tehat aranyos az oldott anyag koncentraciéjaval és a homérséklettel.
Megjegyzés: poym ~ Txp ardnyossdg érvényes marad minden (nemcsak idedlis) hig oldat-

ra [0].

Megjegyzés: A forditott ozmozis az a folyamat, amikor p > pg,, nyomast alkalmazunk az
oldatra (vagy a toményebbre, ha mindkett6 oldat). Ennek hatdsara az olddszer kidramlik
a félig ateresztd hartyan, vagyis az oldat higul. Ezt alkalmazzdk szennyviz tisztitasanal,
vagy a tengerviz ivovizzé alakitasanal.
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Alkalmazas II.: Kémiai reakcidk

Végezetiil olyan atalakulasokat tekintiink, ahol tébb komponens van jelen, melyek egy-

masba alakulhatnak, igy a komponensek mennyisége nem allandé. Az ilyen rendszerek-

ben is beallhat egyensily, amikor mér egyik anyag mennyisége sem valtozik: ez a kémiai

egyensuly. A termodinamikat a kémiai egyensuly leirasara, illetve az egyenstly felé vezetd

spontan folyamatok jellegének és irdnyanak meghatarozasahoz fogjuk hasznélni.
Elnevezések

reagensek, vagy kiinduldsi komponensek: K, ..., K, (r darab)
reakciétermékek, vagy végs6é komponensek: K,i1,..., K1, (¢ darab)

reakci6 (pl. 2Hy + Oy = 2H50): tetszéleges anyagmennyiségre felirhaté atalaku-
lasi egyenlet. A komponensek egyméshoz viszonyitott ardnyai, a sztochiometriai
aranyok (,megfelels” aranyok) a reakcié altal rogzitettek. A reakcidegyenlet egy
olyan mikroszkopikus 1épés, amely tetszoleges szamszor bekovetkezhet, amig be
nem all az egyensily. Ekkor még jelentés mennyiségii reagens lehet jelen a rend-
szerben. Ha a termékek mennyisége jéval nagyobb mint a reagensek mennyisége,
akkor beszéliink teljesen végbemend reakciorol.

a reagensek és reakciotermékek sztochiometriai aranyat v;-vel jeloljiik. Ezekkel a
reakcidegyenlet

r r+q
Y uikKi= ) K (1.389)
=1 k=r+1

Az el6z6 példéban K1 = HQ, vV = 2, KQ = 027 Vg = 17 Kg = HQO, V3 = 2.

¢ a reakcié elérehaladtanak foka: a reakcidtermékek novekedését, a reagensek
mennyiségének csokkenését kifejezd faktor. A reagensek mennyisége folyamatosan
csokken, a reakciétermékeké folyamatosan no, de ugyanolyan aranyban. Ha kezdet-
ben nq,...,n, volt a reagensek moélszama, akkor £ elorehaladds utan a reagensek
molszdma ny — vy, ..., n, — vy, a reakcidtermékek molszama vpqq, ..., EVyq. €
segitségével szép, szemléletes megfogalmazas adhatd az egyensily jellegének.

Tomeghatas torvénye, és a kémiai egyensuly feltétele Allandé P nyomason és
T homérsékleten zajlo reakcidkkal fogunk foglalkozni. Ekkor az egyensilyt a

r r+q
=1 k=r+1
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szabadentalpia minimuma fogja meghatarozni, ahol u; ill. g az egyes komponensek
kémiai potencialja. & elorehaladési foknal

r+q

G = Zuz n; — &) + ZkaVk:- (1.391)

k=r+1

Az egyes anyagmennyiségek helyett tehdt G tekintheté G(p, T, &) fiiggvénynek. G deri-

valtja & szerint
ple r+q
(d_g) Z [l — Z [LiV;. (1.392)
T,p

k=r+1

Ez a mennyiség mutatja meg, hogyan valtozik a szabadentalpia a reakcié soran. A
szabadentalpianak folyamatosan csokkennie kell, ami € valtozasat hatarozza meg, egészen
addig, mig egyenstilyban eléri minimumat, ahol a fenti derivalt nulla lesz:

G
(d—€>m = 0. (1.393)

G(§) minimuma lehet kozel a kiinduldsi dllapothoz, amikor a reagensek vannak tulsily-
ban: ekkor beszéliink nem lejatsz6dé reakciorol. Ha G(§) minimumdban tulsilyban
vannak a termékek, azt mondjuk, hogy a reakcié teljesen végbemegy (1. 1.62 dbra).

G..

reagens termék

1.62. dbra. A szabadentalpia a ¢ elérehaladasi fok figgvényében. a) Teljesen végbemend
reakcid, egyensilyban a termékek vannak tilstilyban. b) Az egyensily kozel azonos
reagens ¢és termék ardnynél valdsul meg. c¢) A reakcié nem jatszddik le, az egyenstlyban
a reagensek vannak tulsilyban.

Ha a reagensek sztochiometriai aranyat negativnak valasztjuk

—_Z hai <r
yi_{ 7 har <k <r+gq, (1.394)
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akkor ez az egyenlet egyszerti format 6lt

r+q

> pivi =0. (1.395)
i=1

Ez a tomeghatds torvénye, a kémiai egyensuly feltétele legaltalanosabb formajaban.

Tomeghatas térvénye idedlis gazra Alkalmazzuk az (1.395) egyenletet gazéllapoti
keverékekre, ahol a gdzokat idedlisnak tekintjiik. Az idedlis gaz kémiai potencidlja (1.293)
alapjan

W(T,p) = p1o(T) + RT In <p%) , (1.396)

ahol po(T) = p(T,po), ahol py a vonatkoztatdsi nyomds. Gyakori, hogy po-t a légkori
nyomasnak py = 1 bar ~ 1 atm nyomasnak veszik. Ilyen egységekben

w(T,p) = po(T) + RT Inp, (1.397)
a tomeghatdas torvénye pedig
r+q r+q
> powi+RTY vilnp; = 0. (1.398)
i=1 i=1

Az els6 tag AGy, az Osszes termék és reagens szabadentalpia-kiilonbsége standard nyo-
mason. Az egyenletet atrendezve kapjuk

AG r+q r+q
0 v
~ T = ;1 v;ilnp; = In 1”1 i (1.399)
Bevezetve a e
K,(T) = e 7 (1.400)

jelolést, a reakcicegyensily: dllandot, kapjuk
r+q
[ = K,(D). (1.401)
i=1

Ez a tomeghatas torvénye a gazok parcidlis nyomasaival kifejezve. Az egyes parcidlis

nyomasokat szamolhatjuk az idedlis gaz gaztorvényébhdl:
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Ennek Osszegére is igaz: pV = nRT, igy végiil is
n

ahol x;-k a moélkoncentraciok vagy moltortek. Ezzel

r4q
p=v [ [l = K (T). (1.404)
=1

Bevezetve Av = ). v; mennyiséget, valamint a

K,(T)

K(T,p) = A (1.405)
p 14
kémiai egyensulyi dallandot, a tomeghatas torvénye felirhatd tgy, mint
r+q
[[= = K(T,p). (1.406)
i=1

[zobér-izoterm reakcié esetén K (7, p) allandd, ekkor a reagensek és termékek egyensiilyi
mennyisége kozott jol meghatarozott Osszefiiggés all fenn. Ha az egyensulyi allandé
novekszik, akkor a végtermékek ardnya megno, ha az egyensulyi allandé csokken, akkor
a végtermékek aranya lecsokken.

Megjegyzés: Ez az egyenlet oldott anyagok kozti reakcidkra is érvényes, ha az oldatot
idedlisnak és hignak tekintjiik, hiszen az ott kiszamolt (1.370) kémiai potencial az ideélis
gaz kémiai potencidljaval analég alaki, a parcidlis nyomasokra pedig a Raoult torvény
vonatkozik.

Nézziink példat a fentiekre. Ammonia szintézisekor a kovetkezd kémiai reakcio zajlik

le
Ny + 3Hy = 2N H;. (1.407)

Ez azt jelenti, hogy
UNy = _17 VHy = _37 UNH; = 2. (]‘408)

Ezzel Av = —2, és a témeghatas torvénye ugy irhatd, hogy
TXn
S = pPKy(T),  anm, + N, + o, = 1 (1.409)

3
xNQxHQ

Ha a jobb oldal megné, az a végterméknek kedvez: példaul a nyomas novelésével a
megtermelt ammoénia nagyobb aranyat kapjuk. Ezért a reakciét nagy nyoméason érdemes
végrehajtani (igy is csinaljak).
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A AG, mennyiség arrdl ad szamot, hogy egy elemi reakciéban mennyi a végtermékek
és a reagensek energidjanak kiilonbsége. Ha ez pozitiv, akkor a végtermékek energia-
ja magasabb, energiat kell befektetniink ahhoz, hogy el6allitsuk azokat, mig AGy < 0
esetben a termékek energiaja kisebb a reagenseknél, és a kiilonbség h6 formajaban fel-
szabadul. Ennek alapjan a kémiai reakciok alapveté tipusai:

e endoterm (héelnyeld) reakcidk: itt AGy > 0
e exoterm (hétermeld) reakcidk: itt AGy < 0.

Ha eltekintiink AGy hémérsékletfiiggésétol, akkor dﬁ’i}ﬂ = ﬁ?g K,(T), azaz a derivélt
elgjelét is AGq elgjele szabja meg. Innen lathatd, hogy endoterm reakcidk egyensilyi
allanddja novekszik, ha a homérséklet nd, az exotermeké viszont lecsokken. Ez a Le
Chatelier elvvel konzisztens, hiszen ha exoterm reakcioban noveljiik a homérsékletet,
akkor a fentiek miatt kevesebb végtermék lesz jelen a rendszerben, tébb a nagyobb ener-
gidju reagens, vagyis az egyensuly eltoléddsa hét von el a kornyezetébol, ami csokkenteni
igyekszik a hémérsékletet.

Hasonléan a nyomasfiiggés is a Le Chatelier elvvel 6sszhangban all. Ha Av < 0, akkor
tobb az adott reakciéban részt vevo reagens anyagmennyisége, mint a végtermékeké. Ha
a nyomast noveljiik, akkor a végtermékek felé tolodik az egyensuly, ami kisebb teret foglal

el, ezzel csokkentve a kiilsé nyomast.
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2. fejezet

A kvantummechanika alapjai

A 19. szazad végére a ma ,klasszikus fizikanak” nevezett leirasmod kiteljesedett. A
Newtoni mechanika [1], a Maxwell-féle elektromossdgtan [2], a termodinamika (1. 1 I.
rész) —ugy érezték— mindent megmagyardz. Mér mikroszkopikus, a statisztikus fizika
irdnyaba mutaté elképzeléseik is voltak (pl. Dalton, vagy Avogadro felfedezései). Ekkor,
a 19-20. szazad forduldjan jottek el6 azok a problémék, melyek a gondolkodasunkat sok
mindenben teljesen megvéltoztatva a kvantummechanikdhoz vezettek. A kovetkezo feje-
zetekben ezeket a témakoroket, a hozzajuk tartozd kisérleteket és a rajuk adott vélaszok
mentén kialakulé kvantummechanika alapjait targyaljuk.

2.1. Klasszikus mechanikabdl kivezeto kisérletek

Az els6 megmagyardzhatatlannak tiiné kisérletek a frekvencia(hulldmhossz) alapjan osz-
talyozott elektromagneses sugérzas (1. 2.1 dbra) anyaggal val6 kolesonhatdséanak vizsgé-
latakor bukkantak fel. Kisérleti tapasztalat, hogy az anyagok kibocsatanak és elnyelnek
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2.1. dbra. Az elektromagneses sugarzas spektruma. mmi.oregonstate.edu
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elektromégneses sugarzast, melyeket frekvencidjuk (v), ill. hulldmhosszuk (\) alapjan
osztalyozhatunk. A Kklasszikus elképzelés szerint elnyeléskor az anyagban levd toltott
részecskéket rezgésbe hozza a sugérzas elektromos tere éltal kifejtett erd, ami energia-
ataddssal jar, mig a kibocséatds a rezgé (gyorsuld) toltések sugarzasa. Az anyagot tehét
atomi oszcillatorok Gsszességeként képzelhetjiik, melyek a rendszer sajatsagainak megfe-
lel6 frekvencidakon, a rezgés amplituddjatdl fiiggd energiaval rezeghetnek.

Frekvencia (hullimhossz) fiiggvényében mérve az anyag éltal egy adott v frekvencia
(A hulldmhossz) koriili dv frekvenciaintervallumban (dA hullamhossz intervallumba) kisu-
garzott e(v)dv (e(\)d)\) energiadramot (teljesitményt), az anyagfiiggd e(v) (e(X)) spekt-
ralis sugdrzasi energiastirtiség (angolul radiant energy density), vagy roviden emisszids
spektrum meghatarozhaté. Az elnyelést az abszorpcids spektrummal szokas jellemezni,
ami megadja, hogy az anyag az adott frekvencia (hullimhossz) koriili egységnyi frekven-
cia (hullamhossz) tartomanyban a rdesé elektromagneses sugarzas hanyad részét nyeli el.
Ez is anyagfiiged, de dimenzidtlan, értéke nyilvan 0 és 1 kozé esik. Amelyik testre 1, azt
hivjuk abszolit fekete testnek.

Megjegyzés: Spektroszképidban ill. radiolégidban szokas az e(v) (e(\)) spektralis su-
garzasi energiasiirtiség helyett az e(v) (e(\) ) un. spektralis emisszioképességet (ango-
lul spectral radiant emittance) mérni, vagyis az egységnyi feliileten az adott frekvencia
(hulldmhossz) koriili egységnyi frekvencia (hulldimhossz) tartoményban kisugarzott tel-
jesitményt (intenzitast). A két fiiggvény kozotti kapcesolat egyszertien e(v) = ce(v)
(e(A) = ce(A)), ahol ¢ a hullam sebessége az adott anyagban. Az elnyelést ekkor meg-
feleléen a spektrélis abszorpcioképesség jellemzi. Ha még a sugdrzas térbeli (térszog
szerinti) eloszldsdra is kivancsiak vagyunk, akkor a kisugarzott teljesitményt B(v)dvdS2
(B(A\)dAdSY) adja meg, ahol B(v) (B(\)) a spektrélis sugarstirtiség (angolul spectral ra-
diance). Izotrop sugdrzas esetén a spektrélis emisszioképesség a spektralis sugarsiiriiség
4m-szerese.

A klasszikus oszcillator energiaja tetszoleges értéket felvehet, a sugarzasi spektruméaban
minden frekvencia (hulldmhossz) el6fordulhat a gerjeszté hatéastdl fiiggden, vagyis a szin-
képe (spektruma) folytonos.

A tovabbiakban mindenhol csak a frekvencia fiiggvényében megadott spektrumokat
fogjuk a képletekben ill. az dbrdkon megadni. A hullamhossz fiiggvényében megadotta-
kat egyszertien kaphatjuk az e(A\) = e(v)<3 és az a(\) = a(v)yz Osszefiiggésekbdl.

2.1.1. Homérsékleti sugarzas

Az egyik legktznapibb gerjeszt6 hatds a h6mozgas, ami az atomi oszcillatorokat sugarzas-
ra gerjeszti. Tapasztalati tény, hogy a kisugédrzott elektromégneses sugarzas frekvenciaja
(hulldmhossza) csak a hémérséklettél fiigg — innen jon az elnevezés. A kiilonboz6 anya-
gok hémérsékleti sugarzasanak (vagyis adott hémérsékleten az emisszids és abszorpcids
spektruménak) vizsgdlata sordn kideriilt, hogy az emisszids és abszorpcids spektrumok
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nem fiiggetlenek. Ezt Kirchhoff [Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) fizikus| mar 1860-
ban meg tudta magyardzni, miszerint ez épp a termikus egyensuly feltétele. Az erre
vonatkozo Kirchhoff torvény kimondja, hogy

e(r,T)

a(v,T)
ahol az w(v,T) univerzélis (anyagtdl fiiggetlen) fiiggvény. Ha univerzalis, barmilyen
anyagban kimérhet6, s mivel abszolut fekete test esetén a(v,T) = 1, és igy u(v,T) =
e(v,T), fekete testet vizsgdlva egyszeriien az emisszids spektrum mérésébél meghatéroz-
hato.

Oridsi kisérleti aktivitds kezd6dott az abszolit fekete test hémérsékleti sugarzasanak
vizsgalatara. Az abszolut fekete testet a 2.2 dbran lathaté modon egy iireggel valdsitot-

=u(v,T), (2.1)

2.2. dbra. Abszolut fekete testet modellezd tireg.forras: www.transtutors.com

tak meg, melynek falan csak pici lyuk volt, hogy ne zavarja a benti termikus egyensulyt
az elektromagneses sugarzas és a falak kozott. Fzért szokas a homérsékleti sugarzast
iregsugarzasnak is nevezni. Az iireg falat allandé hémérsékleten tartva, a lyukon kijo-
v6 sugarzast optikai raccsal, vagy prizméaval szétvalasztva és kiilonbozé helyre eltéritve
mérték a sugarzas spektrumat (1. a 2.3 dbra).

ﬁbesq:t.s_lzig‘énel@% asugfii;i-é iireg h‘é’aﬂnkgmﬂa

A P termoelemes.
intenzitésmeérs

platina fiibszal  hiszigetels leghamrk

2.3. abra. Az abszolit fekete test sugarzasat vizsgald kisérleti berendezés. (Tsth Andras
gyljteményébdl.)

A kisérleti eredmények a 2.4 és a 2.5 abran lathatdk.
Jol latszik, hogy a hémérséklet novelésével
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2.4. abra. Az abszolut fekete test emisszids spektruma. A folytonos gorbe a Planck-féle
Sugérzési térvény ((24)) fittelését mutatja. forrds: www.psi.phys.wits.ac.ca
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2.5. abra. Az abszolut fekete test emisszids spektruma kiilonb6zo homérsékleteken. forras:

www.sciforums.com
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e a maximalis intenzitas no,

e a teljes energiastirtiség, ami a spektralis energiastiriiség frekvencia szerinti integralja

(a gorbe alatti teriilet) a Stefan-Boltzmann torvény [21] szerint né
U(T) = /u(y, T)dv ~ VT*. (2.2)

0

e a maximum helyek a nagyobb frekvenciak felé tolédnak el.

A kisérleti eredmények magyarazatara két elméleti prébalkozas is volt a klasszikus
fizikai képben. Az els6t Rayleigh [John William Strut Rayleigh (1842-1919) Nobel-dijas
(1904) fizikus| és Jeans [James Hopwood Jeans (1877-1946) fizikus, matematikus és csilla-
gasz] alkotta meg, akik leszamolték az iiregbeli, a fal atomi oszcillatorainak rezgése miatt
kialakul6 elektromagneses sugarzas allohullam moédusait, melyek mindegyikére adott T
hémérsékleten az ekviparticio tétele alapjan kgT energia jut. Az igy kapott Rayleigh-

Jeans torvény szerint
8T

u(v,T) = C—ngV2T. (2.3)
Ez kis frekvencidkra visszaadja a tapasztalatot, de nagy frekvencidkra végtelenhez tart,
igy a teljes kisugarzott energidra (frekvencia szerint integrilva) végtelent adna. Ez a
probléma annak idején ,ultraibolya katasztréfa” néven vonult be a torténelembe.

A masik Wien [Wilhelm Wien (1864-1928) Nobel-dijas (1911) fizikus] nevéhez fii-
z6dik, aki egy termodinamikai gondolatkisérlet alapjan a maximum helyek eltolodasara
adott meg Osszefiiggést. Eszerint #2 = allando, ahol v, a maximumhoz tartozo6 frekven-
cia, vagyis a maximum helye a homérséklet novelésével aranyosan eltolédik a kisérleti
tapasztalattal 6sszhangban. Ez megkotést ad az u(v, T') fiiggvényre, amivel nagy frekven-
cidkra mar nincs gond, hiszen azokra az igy kapott fliiggvény levag, ezért a frekvenciara
integralt sugarzasi energia véges lesz. Kis frekvencidkra azonban eltér a kisérleti gorbétol.

A megoldast Planck [Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947) Nobel-dijas (1918)
fizikus] adta meg, akinek igen meglep6, a klasszikus fizikdnak ellentmondé feltételezése
elinditotta a tudomanyt a kvantumelmélet felé. Feltételezése szerint minden harmoni-
kus oszcillator, igy az iiregbeli elektromagneses sugarzas médusai is, csak meghatarozott
diszkrét adagokban (kvantumokban) tudnak energiét felvenni vagy leadni. E kvantumok
nagysaga hv, ahol v a médus frekvencidja és h a Planck allandé. Ha adott hémérsékleten
az ekviparticié tételének megfelelé kT energia kisebb, mint egy moédus frekvencidjahoz
tartozé hv energiakvantum, akkor az a modus nem veszi fel az ekviparticié tétele szerint
ra juto energiat. Vagyis adott hémérsékleten csak azokat a médusokat kell 6sszeszamol-
nunk, amelyekre hv < hvy,.. = kgT. A térfogategységre vonatkoztatott energiastiriiséget
ekkor a

3
N L (2.4)
3 exp (z.7) — 1
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Planck-féle sugéarzasi torvény adja meg. A kisérleti eredmények fittelésébdl a h meghata-
rozhat6 (1. 2.4 folytonos gorbéje), értéke h = 6,6-10734Js. A (2.4) egyenlet hatéresetben
tudja a Rayleigh-Jeans- (kis frekvencidkra) és a Wien-féle (nagy frekvencidkra) torvényt
(1. 2.6 dbra), valamint a teljes kisugarzott energidra a Stefan-Boltzmann térvényt (2.2).

f — — Hayleigh-Jeans's formula
r — — — - Wien's formula
Planck's formula

Uiv)

1 1
4] 1 2 3
Frekvencia v x1014 571

2.6. abra. A Rayleigh-Jeans, a Wien és a Planck-féle sugarzasi torvények tsszehasonlitasa.

forras: www.kutl.kyushu-u.ac.jp

2.1.2. Fényelektromos jelenség (Fotoeffektus)

Bizonyos anyagok (pl. alkéli fémek) feliiletérdl fénybesugarzas hatasara elektronok lépnek
ki. Lénard Fiilop [Philipp von Lenard (1862-1947) Nobel-dijas (1905) fizikus| a 2.7 dbran
lathaté kisérleti elrendezésben megmérte a kiszabaditott elektronok (in. fotoelektronok)
E; energidjat.

A kisérletben egy vakuumcsobe helyezett, elektromos kivezetéssel ellatott fotoeffek-
tust mutaté fémlemez (K - kat6d) és egy masik, ugyancsak kivezetéssel ellatott — a K
fémlemezzel nem érintkez6 — elektrod (A - anéd) kozott mérték az dramot. A két kive-
zetést Osszekotd dramkorbe egy valtoztathato fesziiltséget (U) add fesziiltségforrast, egy
fesziiltségmérot (V) és egy érzékeny arammérét (G galvanométer) kotottek, a 2.7 dbran
lathato elrendezésben. Kiils6é behatdas nélkiil az aramméro nem mutat aramot, hiszen a
vakuumesoben nincsenek toltéshordozék. Ha azonban a katddot fénnyel megvilagitjak,
az U fesziiltségtdl fiiggben aram (az dn. fotodram) jon létre. A tapasztalat szerint a
fotoeffektus bekovetkezte meglepé mddon fliggott a fény szinétdl. Ezt monokromatikus
(csak egy szlik frekvenciatartomanyba es6 fényt kibocsatd) fényforras hasznédlatdval vizs-
galtak. Egy kiiszobfrekvencia (vy) alatt nem volt fotodram. A katdéd és az andd koti U
fesziiltséget egy negativ és egy pozitiv érték kozott folyamatosan valtoztattdk és azt ta-
pasztaltdk, hogy az un. Uy lezéarési fesziiltség (az a negativ fesziiltség, amire a fotodram
megsziinik) is csak a fény szinétdl fiigg, a fény intenzitasatél nem (1. 2.8 dbra).
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2.7. abra. Lénard Fiilop kisérlete. (Tsth Andrés gytijteményébél.)

P >P,

/— D >P,
.
U, 0 U

2.8. dbra. A fotoaram az U fesziiltség fliggvényében kiilonbozé @ intenzitasokra. (Téth
Andréds gytjteményébdl.)
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A toltéshordozok 1étrejottéhez a fémbeli elektronok kotott allapotbdl valo kiszabadita-
sdhoz a megvilagitott fém elektréd anyagéra jellemzé tin. kilépési munka (1) sziikséges.
A fotoeffektus energiamérlege igy £ = W + E, ahol Ey az elektronok mozgési energidja,
amit a lezarasi fesziiltség mérésébdl kaphatunk (hisz E e, = elUp). Amig ez az energia
nem 4all rendelkezésre, addig a fotodram nem indul be (1. 2.8 dbra).

Arra, hogy ez nem a fény intenzitasatdl (ahogy klasszikus fizikdabdl elvarnénk), ha-
nem csak a frekvencidjatdl fiigg, Einstein [Albert Einstein (1879-1955) Nobel-dijas (1921)
fizikus| adta meg a magyardzatot (Nobel-dijat is ezért kapta). Einstein a Planck-féle su-
garzasi torvény levezetésénél bevezetett hr energiakvantumoknak merész fizikai értelmet
adott. Feltételezte, hogy az nemcsak a sugarzé oszcillator diszkrét energiavaltozasait adja
meg, hanem a fény maga hv energidju energiakvantumokbol (késébb sziiletett széval fo-
tonokbdl) &ll, melyek nyugalmi tomeggel nem, de impulzussal és energidval rendelkeznek
(L. relativitdaselmélet [22]).

A fotoeffektus sordn egy elektron emissziéjdhoz pontosan egy foton energidja (hv)
haszndlddik el, aminek egy része fedezi a kilépési munkat, a fennmaradé Ey = hv — W
pedig a kilép6 elektron mozgdasi energidja (ezt mérjiik a kisérletben).

A fotonkép segitségével a kisérlet tsszes eredménye megmagyarazhato:

e a lezdrasi fesziiltség (az elektronok maximalis energidja) csak a foton energidjatol,
igy frekvencidjatol fiigg, és nem az intenzitdstol (ami a fotonok szdmaval aranyos)

e ha a foton energidja nem éri el a kilépési munka nagysagat hv < W, akkor nincs
fotodaram. Innen a kiiszobfrekvencia f; = % meghatarozhato.

e az Iy = hv — W 0sszefiiggésbdl érthetd, hogy a lezarasi fesziiltség mérésébdl kap-
haté maximaélis kinetikus energia (1. 2.9 dbra) a frekvencidval egyenesen ardnyos
(linedris). Leolvashatd, hogy a meredekség éppen a h Planck allandd, a tengely-
metszetbdl (v = 0-nél) pedig leolvashaté a kilépési munka. Az igy kapott értékek
jol egyeznek a méas mérésekbol kapott eredményekkel.

Megjegyzés: Felmeriil a kérdés, hogy nem lehet-e, hogy az elektron tobb fotontdl gytijtse
Ossze a Kkilépéshez sziikséges energiat. Ekkor mindig magasabb gerjesztett allapotba
keriilne, s onnan tavozna. Ennek a folyamatnak azonban egyrészt csekély a valdszintisége,
méasrészt a relaxdcié (visszatérés az alapdllapotba) igen gyorsan lezajlik, igy a szokésos
intenzitdasoknal (~ fotonok szdma) nem valésul meg. A nagy intenzitdsi fényforrdsok és
az anyag kolcsonhatasat manapsag intenziven kutatjak.

Megjegyzés: Az itt leirt fotoeffektust szoktdk kiilsé fotoeffektusnak is nevezni, megkii-
lonboztetésiil attdl az esettdl, amikor az elektron egy belsé héjrél 1okodik ki.

Ebben a fejezetben 1jabb, a fény és anyag kolcsonhatasat vizsgald kisérleti tapaszta-
latot lattunk arra, amit ismét csak a Planck-allandé és az energiakvantumok felbukka-
nasaval tudtunk magyarazni. A kisérlet magyarazatahoz feltételeztiik tovabba, hogy az
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2.9. dbra. Maximdlis mozgasi energia kiilénb6z6 anyagokra a frekvencia fiiggvényében.
(Téth Andrds gytijteményébdl.)

elektromagneses sugarzas részecske jelleget is mutat. Ez nem teljesen 1j hipotézis, hisz
Newton mar a fényvisszaverodés magyarazatahoz feltételezte, hogy a fényben valamiféle
golyocskak terjednek, melyek a tiikorrel rugalmasan iitkozve visszaverodnek. De aztan
jottek Huygens interferenciajelenségeket vizsgald kisérletei, melyeket az elektromégne-
ses sugarzas hullamjellegével tudtak megmagyarazni, igy a részecskekép feledésbe meriilt

[23].

2.1.3. Compton effektus

Ebben a fejezetben egy olyan kisérlettel (Compton effektus) foglalkozunk, amely szintén a
fény foton képével magyardzhaté legegyszeriibben. A kisérletben Compton [Arthur Holly
Compton (1892-1962) Nobel-dijas (1927) fizikus| réntgensugarak szorasat vizsgalta lazén
kotott (jo kozelitéssel szabadnak tekinthetd) elektronokon (pl. gézon).

detektor
réntgen- min\t; 4 N Bragg-
forras | | 7 kristaly
[ \e
blende

2.10. abra. Compton effektus kisérleti elrendezése. (Téth Andrds gytijteményébél.)

A 2.10 dbranak megfeleléen a beesé elektromdagneses sugéarzas hullimhossza A (frek-
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vencidja v = §) volt, a szért sugarzdsban mérték a A" hulldmhosszt (' = 7). A kisérleti
elrendezésben a szért fény hullamhosszanak meghatarozasara Bragg-kristalyon torténo
elhajlast hasznaltak. A Bragg moédszerben az ismeretlen hullamhosszi sugarzas egy jé
minoségl, ismert racsallandojia egykristaly kristalyracsara esik. A racssikokrol a sugar-
zas visszaverddik, és a parhuzamos sikokrol visszavert hulldamok kozott utkiilonbség jon
létre (1. 2.11 abra).

7

dsinf
i “ar

2.11. abra. Bragg—feltétel. forrds: ic.sunysb.edu

Akkor kapunk erésitést, ha a megfigyelési ponthoz vezeté optikai ithosszak éppen a
hulldmhossz egész szamu tobbszorosével kiillonboznek egymastél. Az erdsités feltétele a
Bragg-egyenlet, 2dsin = n\, ahol n egész szam, d a racssikok tavolsaga. Az erdsités
szogének mérésével a hullamhossz a Bragg-egyenletbol meghatarozhato.

Megjegyzés: Ismert hulldimhosszi sugarzas alkalmazéasaval a modszert ismeretlen racsal-
landé meghatarozasara is hasznaljak az anyagtudomanyban.

A klasszikus elektrodinamikéban, rogzitett szorécentrumon torténd szoras esetén \' =
A (vagyis V' = v) eredményt varnank. A kisérletben azonban azt tapasztaltak, hogy a
szort sugarzas hulldmhossza (frekvencidja) a szérasi szogtél (6) fiiggéen megvéltozik,
N >\ (Igy V' < v) adédott. A hulldmhossz szérasi szogt6l valo fliggésére a

N — A= Xc(1—cosb) (2.5)

egyenletet kaptak, ahol Ao allandd, az in. Compton hulldimhossz.

Ez az eredmény elég egyszeriien megkaphatd a fotonkép segitségével az impulzus- és
energiamegmaradas felhasznédldsaval (1. 2.12 dbra).

Ha egy 4all6 elektron (p = 0) iitkozik egy mozgé fotonnal, az eredmény pedig egy
mozgd elektron és egy foton, akkor az impulzus megmaradasat felirhatjuk a koszinusztétel
segitségével

P =k + k% — 2Kk cos, (2.6)
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2.12. dbra. A Compton effektus magyarazata fotonkép segitségével. A bemend (kimend)
foton impulzusa k (k’), impulzusdnak nagysdga k = 2 (k' = hT’/), energidja F = hv
(E' = h'). A kezdetben nyugvé elektron impulzusa p = 0, energidja E = moc?, a
meglokott elektron impulzusa p’, impulzusdnak nagysaga p/, energidja \/mac* + p/?c2.

ahol k illetve k' a bemend és kimené foton impulzusa, p’ pedig a meglokott elektron
impulzusa. Masrészt, relativisztikus képleteket hasznalva az energia megmaradésabdl

moc® + By = \/mdct + p?c + By, (2.7)

ahol mg az elektron nyugalmi tomege. A foton nulla tomegi, ezért energidja E; = kc.
A kvantumelmélet szerint a foton energidja E = %, innen impulzusa k = ’Xl Mind-
ezeket Osszetéve megkapjuk a (2.5) képletet, ahol

ro= (2.8)
mocC
a hibahataron beliil egyezik a kisérletekbol kapott értékkel.

Ha a fenti elrendezést klasszikus hullamokkal prébédlnank leirni, akkor az energia
és impulzus megmaradasa ugyanigy igaz maradna, azonban az impulzus a térerGsségek
fiiggvénye lenne, nem lenne kapcsolata a hullamhosszal. Vagyis ez a kisérlet, csakugy,
mint a fotoeffektus, azt bizonyitja, hogy a szérasban az elemi objektumok a fotonok,
nem pedig a klasszikus hullamok.

2.2. Atommodellek

Hogy az anyag atomos szerkezeti, azaz létezik legkisebb, tovabb nem bonthaté része, mar
az Okori gorogoknél felvetédott. Abban az idoben azonban nem tudtak arra kielégitd
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valaszt adni, hogy mi tolti ki az atomok kozti iires teret, és igy miért nem esik &at
egymason két anyagdarab.

A modern természettudomany szaméra a kémia volt az elsé teriilet, ahol az anyag
atomos felépitésére evidenciat taldltak. Az allandé silyviszonyok térvénye szerint az
anyagok mindig ugyanolyan aranyban lépnek egymassal reakciéba. A kovetkezo indirekt
utalds az atomelmélet helyességére a kinetikus gazelmélet (1. 1.2 fejezet) sikere volt,
ahol az atomok létére alapozva, néhany viszonylag egyszerii feltevéssel a kisérletekkel jol
egyezO joslatokat lehetett tenni. A Brown mozgas megfigyelése pedig az atomok egyik
lathaté bizonyitéka volt.

A XIX. szazad végére, XX. szazad elejére az atomhipotézis elfogadotta valt. Ugyan-
akkor tjabb felfedezések az atomok szerkezetére vildgitottak rd. Thomson [Joseph John
»J.J” Thomson 1856-1940 Nobel dijas (1906) fizikus| a katédsugarak vizsgalatakor jott ré
arra 1897-ben, hogy a katédsugarzas nem elektromégneses hullamokbdl &ll, hanem egy
1j részecske, az elektron arama. A tomege is meghatarozhato volt e részecskének, és a
H-atom tomegének mintegy 2000-ed részének addodott.

Ez a felfedezés ramutatott arra, hogy a ,felbonthatatlan” atomnak belso szerkezete
van. Elektronokbdl és — mivel az atom elektromosan semleges —, pozitiv toltésekbol all.

2.2.1. Thomson-féle atommodell

Thomson feltevése szerint az atomban a pozitiv toltések hatterén a pontszer elektronok
egyenletesen elosztva gy helyezkednek el, mint szilvdk az Anglidban kozkedvelt szilvéas
pudingban (aki nem otthonos a szilvas puding terén, az gondoljon a mazsolds kaldcsra).
Ez volt a Thomson-féle , plum pudding” atommodell (1904).

Ez a modell a fénykibocsatast és fényelnyelést magyarazni tudta, ha feltessziik, hogy
az elektronok el tudnak mozdulni (rezegni). Azonban a kibocsétott sugarzas részleteit
mar nem adta vissza helyesen, hiszen mar abban az idében is tudtdak, hogy az atomok
altal kibocsatott sugarzas vonalas szerkezetii. Emellett elméleti gond is volt vele: pusztan
elektrosztatikus erokkel tsszetartott rendszer nem lehet stabil.

2.2.2. Rutherford-féle atommodell

A Thomson modell igazi kisérleti céfolatdt azonban a Rutherford kisérlet adta meg (1.
2.13 dbra). Rutherford [Ernest Rutherford 1871-1937 Nobel dijas (1908) kémikus és fizi-
kus] kordbban Becquerel [Antoine Henri Becquerel 1852-1908 Nobel dijas (1903) fizikus]
munkatarsaként radioaktiv sugarzassal foglalkozott. 1911-ben olyan kisérletsorozatba
kezdett, ahol a részecskék (He?'™ mag) szérdsat figyelték meg kiilénboz8 vékony fém
félidkon (arany, platina, eziist). A szérédott « részecskéket ZnS ernyére bocsétotték,
ahol az fényfelvillanast okoz. Ezeket pedig mikroszképpal figyelték meg Rutherford fiatal
munkatarsai.
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2.13. abra. Rutherford kisérleti elrendezésének vazlata. (Tséth Andras gytijteményébsl.)

A kisérlet célja a ,szilvas pudding” toltéseloszlasanak meghatarozéasa volt a szorasi kép
analizise segitségével. A Thomson modellben az atom belsejében kialakulé elektromos
potencial valamilyen lassan valtozo, véges magassagu gorbével jellemezheto. Tekintve
a bees6 « részecskék igen nagy energidjat, a varakozas az volt, hogy az atomon csak
kis szogl szoérast fognak megfigyelni. Ennek ellenére Rutherford megvizsgalta azt is,
hogy a véarakozassal teljesen Osszeférhetetlen helyekre nem torténik-e szoras, példaul az
aranyfolia forras feldli oldalan.

A kisérlet tapasztalata az volt, hogy a szdérasok tobbsége valéban kis szogi a va-
rakozdsoknak megfeleléen. Azonban néha (aranyban 1 : 20000, platindban 1 : 8000
ardanyban) lattak igen nagy szogl visszaszordst! Ezt nem lehetett méssal magyarazni,
mint hogy az atomban van egy nagy tomegi, kis méretii, pozitiv toltésti szérécentrum,
amit atommagnak nevezett el.

Rutherford kiszamolta a pontszerii Coulomb-potenciallal rendelkezé szérdécentrumon
elvégzett szoréds szogeloszlasat is, amely a kisérletekkel jol egyezett (a Coulomb potenci-
alon torténd szérast azéta Rutherford szérasnak is nevezik).

atommag

o—részecske

2.14. abra. A Rutherford szérés kinematikaja. R az atommag sugara, R’ a visszafordulds
tavolsaga, b az impakt paraméter.

A 2.14 abra szerint az atommag taszitdsa miatt a szérédé részecske csak egy bizo-
nyos R’ tavolsagra tudja megkozeliteni a szérécentrumot. Ennél a tavolsagndl a szérdédo
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részecske sugar iranyu sebessége nulla, a tangencidlis sebessége pedig az impulzusmo-
mentumaval kifejezheto. Az energiamegmaradas feltétele
1 2 1 2 /
E= 5V = 5Mav” + V(R'), (2.9)
ahol v, az a-részecske kezdeti sebessége, v a legkozelebbi pontbeli tangencialis sebesség.
Az impulzusmomentum megmaraddasa szerint

L = mavab = mouR, (2.10)

ahol b az impakt paraméter (1. 2.14 dbra). R'-nek akkor van minimuma, azaz V' (R')-nek
maximuma, ha v = 0, azaz b = 0, vagyis pontosan az atommag felé irdnyul a mozgas.
Ennél koézelebbrdl nem ismerhetjiik meg az atommag toltéseloszlasat ebbdl a kisérletbol.
Valéjaban R! . a kisérlet felbontéképességét adja meg: ez a legkisebb tavolsag, amit
még ,lathatunk” vele.

Rutherford megfigyelései szerint a szorasi kép konzisztens volt a Coulomb-potencialbdl
szamolt eredményekkel. Ez akkor lehet, ha az atommag egy R sugari gémbszimmetrikus
toltéseloszlassal irhato le, amelyre R < R, ... Ekkor ugyanis az elektrodinamika Gauss-
tétele [2] szerint a toltéseloszlas ekvivalens egy kozéppontba helyezett ponttoltéssel.

Konkrétan felirva Coulomb potencialra a fenti képletet v = 0-nél

1 9 2e Ze
SMaVy = 77>
2 47T80R/

min

(2.11)

hiszen az « részecskék a kisérletben nemrelativisztikusak voltak és felhasznaltuk, hogy
az o részecskék toltése 2e, az atommag toltése Ze, ahol e = 1.6 - 1071 C az elemi toltés.
Eziist (Ag) maggal szamolva Z = 47, az « részecske tomege m, = 6.6- 10727 kg , kezdeti
sebessége v, ~ 10"m/s, {gy R, . = 61071 m-nek adédik. Az atommag sugara ennél
biztosan kisebb: R4ymag < R,,;,- Ez a Rutherford kisérletbél szarmazé felsé korlat nincs
is olyan messze a pontos értéktdl, amely Ragma, = 7 - 107 m = 7fm. Osszevetve az Ag
atom sugardval, amely ragqt0m = 1.35 - 10710m = 1.35A, latjuk, hogy a két érték kozott
kb. 5 nagysagrendnyi eltérés van.

Mindez arra inditotta Rutherfordot, hogy moddositson a Thomson atommodellen, és
kidolgozza a sajat atommodelljét (Rutherford atommodell). A pozitiv toltések ebben
a modellben mind egyiitt, a kis méretii, az « részecskéhez képest nagy tomegii atom-
magban helyezkednek el. Az atommag adja az atom tomegének donté részét. Koriilotte
keringenek a maghoz képest elhanyagolhaté tomegii, negativ toltésii elektronok. Mivel
az atom semleges, egy olyan atomban, ahol az elektronok szama Z (vagyis az atom rend-
szama Z), a mag toltése ey = Ze, ahol e az elemi toltés. Az atom miikodését a
bolygémodell analdégidjaként képzelte (pici Naprendszer): a Nap szerepét az atommag
jatssza, az elektronok a bolygok, a gravitacié helyett a Coulomb vonzas hat. A palyakon
a centrifugdlis er6 tart egyensulyt a vonzassal.
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A Rutherford atommodell probléméja az, hogy a korpédlyan mozgo elektron gyorsul,
ezért elektromagneses hullamokat kisugarozva elvesztené energiajat és belezuhanna a
magba.

Ennek feloldasa egybeesett a vonalas szinképek kisérleti tapasztalatanak megmagya-
razéasaval, ezért el6szor errdl lesz szé a kovetkezo fejezetben.

2.2.3. Bohr-féle atommodell

A kiilonboz6 anyagok altal kibocsatott, természetben megfigyelheté sugarzasok spek-
truma mar viszonylag régen ismert volt. A Nap prizma altal felbontott fényének foly-
tonosnak tiind spektrumaban Fraunhofer [Joseph Fraunhofer 1787-1826 optikus], aki
1814-ben késziti el spektroszkopjat, vékony sotét vonalakat fedezett fel. Ezutdan masok a
XIX. szazad elején langokban vagy kisiilésekben hevitett anyagok spektroszkdpiai elem-
zését végezve (1. 2.15 dbra) azt tapasztaltdk, hogy azok szinképe nem folytonos, hanem
vékony vonalakbdl all (1. 2.16 &bra). Az igy nyert abszorpcids (elnyelési) és emisszios
(kibocsatasi) spektrum vonalai a tapasztalatok szerint ugyanazokon a frekvencidkon je-
lennek meg, vagyis az anyagok ugyanazt a fényt nyelik el, amit kibocsatani is képesek.

)

/

gaz-
kistilés

prizma

szinkép-
vonalak

2.15. abra. Spektrométer miikodési elve. (Téth Andrds gytijteményébél.)

Spektrumvonalak sokasaganak frekvenciajat jol le tudtak irni két tag kiilonbségeként
(Rydberg-Ritz kombindciés-elv) [Johannes Robert Rydberg 1854-1919 fizikus, Walther
Ritz 1878-1909 fizikus]:

Vpm = Ap — Ap. (2.12)

H-atom esetén példaul nagyon jo kozelitést jelentett az

1 1 1

képlet, ahol R, a Rydberg allandé.
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2.16. dbra. Folytonos és emisszios ill. abszorpcios vonalas szinképek. forrds: lahc.edu

Bohr [Niels Henrik David Bohr 1885-1962 Nobel dijas (1922) fizikus| 1913-ban Planck
és Einstein kvantumhipotézisére tamaszkodva a fenti megfigyelést

W = Ep — Ep, (2.14)

alakba irta (Bohr-féle frekvenciafeltétel). Ez megadta a vonalas spektrum értelmezését,
ha feltételezziik, hogy az atomi elektron csak diszkrét, meghatdrozott energidji staciond-
rius palydkon mozoghat az atommag koril. Ez képezi alapjat a Bohr-féle atommodellnek.

e A stacionaritas azért fontos, mert ekkor a palydk idében allanddak, nincs gyorsulés,
ezért nincs sugarzas sem: ezért a palyak idében stabilak lehetnek.

e Az emisszié magyarazata az, hogy ilyenkor az elektron alacsonyabb energiaju pa-
lyara keriil és az energiakiilonbséget foton forméajaban kisugarozza.

e Abszorpcié esetén a beérkezo foton energiajat elnyelve az elektron magasabb ener-
giaju palyara keriil.
A (2.14) képlet igy megfogalmazhato tigy is mint az emisszi6 és abszorpcié energiamér-
lege. Az is nyilvanvald ebbdl a képbol, hogy az emisszio és abszorpcié esetén ugyanazok
a frekvenciak jelennek meg.
A stacionarius palyak meghatarozasara Bohr egy feltételt szabott. A Bohr-féle kvan-
tumfeltétel szerint a stacionarius korpalyakon keringd elektron impulzusmomentuma

L = hn, (2.15)

ahol n egész szdm és h = 4= = 1.03 - 107**Js (ejtsd: h vonds) a Planck-dllandé alapjén
bevezetett konstans.

Ezzel a feltevéssel a H-atom vonalas szinképét kvantitative is tokéletesen magyarazni
tudta a modell! Az atommag vonzasabdl adédé Coulomb-erd tart egyensulyt a centrifu-
galis erével (az elektronhoz rogzitett koordindta-rendszerben):

62 mU2

= (2.16)

dregr? r
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ahol m az elektron tomege és —e a toltése. Az egyenletbdl

62

R 2.17
" dreomu?’ (2.17)
melybdl az L = mor kifejezést felhasznalva:
2
e
L= ) 2.18
4mrequ ( )
A Bohr-féle kvantumfeltétel alapjan tehat az n-ik korpalyara
e? Q@
= =2 2.19
v dmeghn Cn ( )
ahol bevezettiik az
e? 1
(2.20)

“= 4meghc 137
finomszerkezeti alland6t (pontosabban 1/136.93). A stacionérius korpalydk sugara tehét
_ hn?

= = apn’, (2.21)
mco

T'n

ahol ap ~ 0.53-1071%m = 0.53A az n = l-es korpalya sugara, a Bohr-sugdr. Az elektron
energidja pedig

5 ; e? o, a’me

n = —muv* — = ——mv” = —

2 degr 4 2n?

A negativ energia kotott allapotot jelent. A legalacsonyabban fekvo alapallapot energiaja

E; = a®mc®/2 = 13.6eV, melyet az atomfizikiban az energia Rydberg egységeként

hasznalnak. Ezzel F4 = 1Ry és

2

(2.22)

1
E, = —ERy. (2.23)
Az energiaszintek kiilonbsége, s igy a spektrumvonalak frekvenciai pedig

 E,—E, 1

11
Vnm = ———— = (

— - W)Ry. (2.24)

A (2.24) kifejezés egyezik Rydberg képletével (2.13), ha figyelembe vessziik, hogy
Av = c. A Rydberg éllandé R, = 1/(hc)Ry médon fejezheto ki.

A H-atom vonalas spektruménak magyarazata mellett, a Bohr modell diszkrét ener-
giaértékekkel megkiilonboztetheto, stabil elektronpalyainak létezését meggybzden bizo-
nyitotta a Frank-Hertz kisérlet [James Franck 1882-1964 Nobel dijas (1925) fizikus, Gus-
tav Ludwig Hertz 1887-1975 Nobel dijas (1925) fizikus]. A kisérletben (1. 2.17 abra) egy
alacsony nyomasu Hg-go6zt tartalmazé csoben a K fémszal izzitasa utjan e”-kat keltettek,
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2.17. dbra. Frank-Hertz kisérlet. (Téth Andrds gytjteményébél.)

majd a fémszal és egy, az elektronok szamara atjarhaté R racs kozé kapcsolt U fesziilt-
séggel gyorsitottak azokat. Az elektronok tutjuk kézben iitkozhettek a Hg-atomokkal, és
ha ezutan atjutottak a racson, akkor egy gyenge fékezo elektromos erétérbe keriiltek,
melyet az R és A kozé kapcsolt Uy fékezofesziiltséggel biztositottak, hogy a kis energiaju
elektronok ne érhessék el az A anddot. Ezek utan arammérével mérték az A-ra atjutott
e~ -ok mennyiségét.

A mérési eredmény szerint a fesziiltség-aram karakterisztikdban rezonanciaszerii le-
toréseket észleltek (1. 2.18 dbra): az dram a fesziiltség novelésének hatdsara novekszik,
majd U, fesziiltség elérésekor hirtelen leesik, aztan tovabb noévekszik, majd 2U; fesziilt-
ségnél tjra leesik, stb. Az U, fesziiltség az elektronok E,, = eU; mozgasi energiajanak
felel meg, ami épp megegyezett a Hg-atom szinképvonalaibél meghatarozhaté energia-
szint kiilonbségeknek.

I (UA) 49V

300+ 49V ‘
200 29V,
100+

0 5 10 150V

2.18. 4dbra. Frank-Hertz kisérlet eredménye. (Téth Andrds gyiijteményébél.)
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A kisérletet a Bohr modell alapjan a kévetkezoképp magyarazathatjuk:

e amig az elektronok iitkozése a Hg-atomokkal rugalmas, addig az aramerdsség no a
fesziiltséggel,

e az aramer(sség letorése annak a kovetkezménye, hogy az iitkozés rugalmatlanna
valik, mikor a Hg-atomok fel tudnak venni az e”-t6l energiat, ami magasabb energi-
aju allapotba gerjeszti 6ket. Az U, fesziiltség érték megegyezik a spektroszkopidbol
meghatéarozhaté energiakiilonbséggel (Ey — Ey = 4.9eV a Hg-ban),

e a masodik, harmadik stb. letorést a 2,3, ... Hg-atommal iitkozott elektronok ara-
ma adja.

Kimérték azt is, hogy amikor a Hg-atomok gerjesztett allapotbdl visszatérnek az alapal-
lapotba, hv = 4.9 eV-o0s sugarzast bocsatanak Kki.

A kisérlet tokéletesitett valtozataval a Hg-atom mas diszkrét energiaszintjeinek léte-
zését is sikeriilt kimutatni.

2.3. Anyaghullamok

2.3.1. de Broglie feltevés, az anyaghullamok kisérleti igazolasa

A Bohr-féle atommodell klasszikus tomegpontnak kezeli az elemi részecskéket. Ugyanak-
kor az elektromagneses sugarzasnak, a klasszikus elektrodinamikaban megismert hullam-
természete mellett a részecskeszerti tulajdonsagait is kezdték megismerni (1. 2.1.1,2.1.2
és 2.1.3 fejezetek). Ez vezette de Broglie-t [Louis-Victor-Pierre-Raymond de Broglie
1892-1987 Nobel dijas (1929) fizikus| 1924-ben arra a feltevésre, hogy esetleg forditva
is miikodik a dolog, és a részecskék is mutathatnak hullamjelenségeket. A foton impul-
zusara érvényes a p = E/c = hv/c = h/)\ Osszefiiggés, de Broglie ezt dltaldnositotta
részecskékre. Eszerint egy p impulzusi részecske dltal képviselt hullim hulldmhossza (de
Broglie hulldmhossz)

A=—=—. (2.25)

P muv

Ha a vektor jelleget is figyelembe vessziik, akkor bevezethetjiik a k hullamszamvektort
(v. hulldmszamot), amelynek hossza k = 27/), irdnya a részecske mozgdsanak irdnya.

Erre
p = hk. (2.26)

Ez a képlet jol illeszkedik a relativitdaselmélet [22] elképzeléseihez is, ahol (w, k) és (E, p)
is négyesvektort alkotnak. Emiatt ha E és w ardanyosak, akkor ugyanilyen tsszefiiggésnek
kell lennie p és k kozott is.
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A de Broglie feltevés jol magyardazta a Bohr-féle kvantalasi feltételt is. Egy palya
akkor lehet stacionérius, ha azon alléhullamok alakulnak ki, vagyis a palya 27r keriiletére
a hullamhossz egész szamszor fér ra. Ezzel

h h
2r = n\ = n—, azaz L =pr = nr nh, (2.27)
P 2T

megkapjuk a Bohr altal megsejtett feltételt.

A részecskék hullamtermészetére vonatkozo joslat kisérleti igazolasdara nem kellett so-
kat varni, ezt harom évvel de Broglie javaslatanak megsziiletése utan 1927-ben Thomson
[Sir George Paget Thomson, 1892-1975, Nobel dijas (1937) fizikus], és téle fiiggetleniil
Davisson [Clinton Joseph Davisson 1881-1958 Nobel dijas (1937) fizikus| és Germer |Les-
ter Halbert Germer 1896-1971 fizikus| végezték el.

A kisérlet alapelve az, hogy ha az elektronok hullamok, akkor interferenciat kell mu-
tatniuk, vagyis egy optikai racson erOsitést és kioltast kell latnunk. Ha U fesziiltség
hatasara gyorsitjuk oket, és az elektronok nemrelativisztikusak maradnak, akkor a hul-
lamhosszukra felirhato:

p? h? h

=L = A= ——. 2.2
elU o = 3l azaz s — (2.28)

U ~ 100 V-os nagysagrend esetén A ~ 1071° m hulldmhossz jon ki. Az optikai rdcs récs-
allandoja is ez a nagysagrend kell legyen, hogy mérhet6 effektust kapjunk. Szerencsére
a kristalyos anyagok ilyen racsallandéju természetes racsként szolgalnak!

Thomson kisérlet

2.19. dbra. A Thomson moédszer kisérletének vazlata és eredményének sikmetszete. (Tsth
Andrés gytijteményébdl.)

A 2.19 abréan lathaté kisérletben az F' forrasbol kilépd felgyorsitott elektronok az M
polikristaly (a polikristalyos anyag rendezetleniil elhelyezkedd, szabalyos atomelrendezé-
désti kristalyszemcesékbél all) lemezen haladnak at (sokszor ezért por (powder) modszer-
nek is nevezik ezt a mddszert). Az eredményiil kapott diffrakcios kép szintén a 2.19 dbran

154



lathaté. Mivel az anyag polikristalyos, ezért a szorasi képben Gsszekeverednek az iranyok
(néha még forgatjdk is a mintat, hogy felerésitsék a homogenizaciot), és végiil a fotole-
mezen rogzitett végeredményen koncentrikus korok lathatéak. Ez a rontgendiffrakciénél
hasznalatos Debye-Scherrer modszer megfeleloje. A 2.20 abra bal oldalan egy Al félian
athalado rontgensugarzas, jobb oldalan pedig ugyanazon a félian athaladé elektronnyalab
diffrakcios képét lathatjuk.

2.20. dbra. Al f6lidn athaladé rontgensugarzas (bal oldalon) és elektronnyalab (jobb ol-
dalon) diffrakeciés képe forras: lahc.edu

Felmeriilhet a kérdés, hogy nem az e~ altal keltett rontgensugarak diffrakciojat latjuk-
e a kisérletben. A diffrakciés kép magneses tér hatdsira tapasztalt megvaltozasa (ami
rontgensugaraknal nem kovetkezik be) azonban ezt kizarja.

Megjegyzés: A korok sugara az elektronokat gyorsitd fesziiltség négyzetgyokével fordi-
tottan aranyos, igy a fesziiltséget valtoztatva a korok mérete is valtozik. A mddszert
hasznaljak ismeretlen kristalyos anyag racsallanddjanak meghatarozasara is.

%\embed{videol.flv}

Davisson és Germer kisérlete

Davisson és Germer az elektronok egykristalyrdl torténd visszaverdését vizsgalta. A
maximalis intenzitashelyeket a 2dsinf = n\ Bragg feltétel hatarozza meg, csakigy,
mint az elektromédgneses hullamok szérdsakor (1. 2.1.3 fejezet). A kristalyszerkezetet
(racsdllandot) ismerve az elektronok hullimhosszat meghatarozték.

Elhajlasi és interferencia kisérletek

Azéta a részecskék hullamtermészetét szamos tovabbi kisérlettel vizsgaltak.

e Egy kisérletben az elektronnyalab elhajlasat vizsgaltak kristaly éle mellett. A 2.21a.
abra mutatja az elhajlds eredményeképpen kapott felvételt. A 2.21b. abran az
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2.21. dbra. Elhajlas kristaly élen. (Tsth Andrds gytijteményébél.)

ugyanitt bekovetkezé fényelhajlas képét latjuk. (Persze ehhez a kivélo egyezéshez
a fény hullamhosszanak és a forras-akadaly tavolsagnak a bedllitasaval jatszani
kellett.)

e Elhajlési kisérleteket més részecskékkel is végeztek azdta (pl. neutronokkal, kiilon-
féle ionnyaldbokkal).

e A szintén a hullamtulajdonsigot bizonyité kétréses kisérletet (1. 2.22 dbra és 2.3.2
fejezet) azoéta elektronokon (1961.) kiviil neutronra (1978.), s6t Cgy molekuldkra
(1999.) is megvaldsitottak.

Megjegyzés: Elektronok szérésat anyagvizsgalatra is felhasznalhatjuk, hasonléan a rént-
gendiffrakciéhoz: ezen alapul az elektronmikroszkép miitkodése.

Mindezen kisérletek egyértelmiien bebizonyitottak a részecske-hullam kett&sség (du-
alitds) 1étezését!

2.3.2. Hullamfiiggvény

Az anyagi részekre is vonatkozoé részecske-hullam kettosség de Broglie dltal felvetett ot-
lete alapjan (mely gyorsan kisérleti igazoldst is nyert) a részecskéket hullamfiiggvénnyel
irjuk le, melyet Schrodinger [Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger 1887-1961 Nobel
dijas (1933) fizikus| nyomén W(7, t)-vel jeloliink. Rogton feltehetjiik a kérdést, hogy mi a
hullamfiiggvény jelentése? A fénynél ez az elektromos térerdsség volt, a vizhullamoknél a
vizfeliilet valtozd magassaga, de vajon mi lesz anyaghullamok esetében? A vélaszt Born
[Max Born 1882-1970 Nobel dijas (1954) fizikus és matematikus] adta meg, aki |¥|*-t,
mint megtaldlasi valszintiséget értelmezte (W-t ezért szoktdk valdsziniiségi amplitidd-
nak is hivni). Annak a valdszintisége, hogy a W(7,t) anyaghullammal leirt részecskét ¢
idépillanatban az r hely koriili dV térfogatban taldljuk: |W(r,¢t)[2dV . gy egy véges V
térfogatban a megtalalasi valészintiség [, |¥(7,t)|*dV. Mivel a részecskét a teljes térben
valahol biztosan megtalaljuk, a teljes térre integralva 1-t kell kapnunk, ami normalési

156



feltételt ad W-re:

/yxy(f,t)PdVZ///w(x,z,y,t)ﬁdxdydz: 1. (2.29)

Ha szemléletes képet szeretnénk e jelentés mibenlétérol, akkor gondoljunk a kétréses ki-
sérletre (1. 2.22 dbra), melyet olyan kis intenzitdsoknal is elvégeztek, melyek egyszerre
csak egy részecske méréberendezés-beli jelenlétének felelnek meg. Mindig csak egy detek-
tor szolal meg, egy pontban feketedik meg az ernyé (hogy hol, az a véletlenen mulik), de
a sok véletlen eseménybol végiil kirajzolodik a jellegzetes interferenciakép. Ez kizédrja azt
a lehet6séget, hogy sok-részecske kollektiv jelenséget latunk. Ilyenkor egyetlen elektron
interferal 6nmagaval!

e 100 elektron utan

¢ 3000 elektron utdn 70000 elektron utdn

2.22. dbra. Kétréses kisérlet. forras: physics.bu.edu

Tegyiik fel a kérdést, mi torténik két anyaghullam linearis kombinaciojaval az idébeli
fejlodés soran? A tapasztalat szerint anyaghullamok linearis kombinacidja oridsi pon-
tossaggal megorzodik, igy a szuperpozicié elve a kvantummechanika egyik alaptorvénye
(mindezidaig nem sikeriilt a sériilését kimutatni). Ugyanakkor a kiilsé hatdsok kénnyen
elronthatjak az interferenciaképet (dekoherenciat okoznak), ezért nem egyszerii az ilyen
kisérletek megvaldsitasa.

2.3.3. HullAmcsomag modell, hatarozatlansagi relaciok

Ha a de Broglie feltevés alapjan egy hatarozott hullamhosszat rendelnénk az anyaghulla-
mokhoz, gondban lennénk, mert ez térben végtelen kiterjedést jelentene, ami ellentmon-
dana a részecske jellegnek. A részecske-hullam kompromisszum szemléletes megoldasa a
hulldmcsomag modell. A hulldmcsomag modellben a szuperpozicié elvét felhasznédlva az
anyaghullamot t6bb részhullam szuperpozicidjaként irjuk le (ez matematikailag Fourier
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integrélnak felel meg), melyet az egyszertiség kedvéért egy dimenzidéban térgyalunk

Ul t) = / g() ek ®t gy, (2.30)

Az igy 0Osszeadott hulldimok legtobb helyen és idében kozel 0-va adédnak Ossze, ki-
véve azokat az (x,t)-ket, melyekre a fazis k szerinti derivéltja eltiinik, azaz amikre
(%[kx —w(k)t] = x — 8“5—5!“)75 = 0, vagyis a Uesop = 8“5—55) csoportsebességgel mozgd pon-
tok. E képnek korlatja a diszperzié, aminek kovetkeztében a hullaimcsomag keletkezik és
szétfolyik, vagyis nem tul hosszi életti. Ugyanakkor felhasznalhatjuk a Heisenberg-féle
[Werner Karl Heisenberg 1901-1976 Nobel dijas (1932) fizikus| hatdrozatlansagi reldcidk
[9, 12, 24] szemléltetésére, melyrél bévebben és precizebben a Kvantummechanika jegy-

zetben lesz sz6 [12, 241]. Konnyen lathatjuk (s ezt illusztraltuk a 2.23 dbran), hogy minél

Y Y

2.23. abra. A hatédrozatlansagi relacié szemléltetése a hullimcsomag modellel 1D-ban.
(Téth Andrds gytijteményébdl.)

rovidebb tartomédnyra akarjuk korldtozni a hullimcsomagunkat (~ Ax), anndl tobbféle
hulldmszamu hulldmot kell 6sszekeverniink (~ Ak), vagyis ~ Az és ~ Ak nem fiig-
getlenek. Részletesebb matematikai szamitas alapjan Ax - Ak > %, amit részecskére, a
p= ]XL = hk Osszefliggés segitségével az

Ax - Ap > g (2.31)

alakba irhatunk. Ez a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi reldcio, ami szerint mikrorészecske
helye és impulzusa csak az egyenlet altal megadott mértékben lehet hatarozott. Fontos
megjegyezniink, hogy precizen [9] a hatdrozatlanségi reldciékban szereplé bizonytalanség
a mennyiség szordsa (atlagatol valo eltérés négyzete atlaganak a négyzetgyoke).

Ha a hulldimcsomag lecsengését nem térben, hanem idében vizsgaljuk, a fentiekhez
hasonlé médon felirhatjuk a At - Aw > 1 Gsszefiiggést. Vagyis, ha egy esemény id6-

2
pontjat ~ At pontosan akarjuk koriilhatarolni, akkor a megfelel6 ~ Aw intervallumbdl
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kell rezgéseket Osszeraknunk. A részecskékre fennallo £ = hv = hw Osszefiiggés alapjan
kvantummechanikaban ez a kovetkezo Gsszefiiggésre vezet

At-AE > g (2.32)

Ez azt jelenti, hogy egy energiaszintet At ideig mérve az energia értékét csak AFE pontos-
sdggal tudjuk meghatdrozni. Ennek kovetkezményeként egy véges idé alatt (A7) elbomls
részecske energidja nem lehet teljesen hatdrozott, az energiabizonytalansdg AE > 5 KT (L
2.24 dbra). Emiatt az azonos atomokbdl allé atomsokasag szinképében a vonalak kiszéle-

gerjesztett .
dllapot ', AE véges
(Atveges) o,
v,V hatarozatlan
, g (dy
alapallapot T Y
(dt~w) AE~0

2.24. dbra. A természetes vonalszélesség szemléltetése. (Téth Andrds gytijteményébél.)

sednek, az atmenet soran keletkezé fotonok frekvenciabizonytalansiga A f = % > 47T1AT.

Ezt nevezziik a spektrumvonalak természetes kiszélesedésének, A f-t pedig a természetes
vonalszélességnek.

A h — 0 hataresetben a hatarozatlansagi relaciok szabta korlatok eltiinnek. Ez az
els6ként Bohr altal megfogalmazott korrespondencia elvének — mely szerint a kvantum-
mechanika bizonyos hataresetben atmegy a klasszikus mechanikaba — egyik kifejezése

[9].

2.3.4. Schrodinger egyenlet

A hullamfiiggvény meghatarozasahoz sziikségiink van egy hullamegyenletre, ami a szu-
perpozicié elve alapjan linedris kell legyen. Ha a szokdsos (az el6z6 fejezetben is hasznalt)
valés hullamfiiggvények kozott keresnénk az anyaghullamot leiré hullamfiiggvényt, rog-
ton ellentmondasba iitkéznénk az anyagmegmaradas torvényével. Hiszen, ekkor pl. egy
feliiletrol visszaver6do és onmagaval interferald részecskét leiré hullamfiiggvény a szu-
perpozicié elve alapjan olyan alléhullam lenne, ami periédusonként kétszer eltiinik. Ezt
oldotta fel Schrodinger annak a feltételezésével, hogy a hullamfiiggvényt komplex alak-
ban kereste. Nem csak gy, ahogy korabban pl. elektrodinamikabdl, vagy hullamtanbdl
lattuk, hogy komplex mennyiségekkel szamolunk, aztan vessziik a végén a valds részt,
mert csak az fizikai. A kvantummechanikai hullamfiiggvény lényegileg komplex, épp ez-
altal téve lehetévé az atombeli stacionarius palydkat (1. 2.2.3 fejezet). Ugyanis ezek
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idéfiiggése majd latjuk a 2.3.5 fejezetben ~ e~ #F* aminek abszolutérték négyzete, s igy
a megtalaldsi valészinliség idoben allando, vagyis az anyagmegmaradas nem sériil.

Az anyaghullamokat leiré hullamegyenletet 1926-ban alkotta meg E. Schrodinger,
akinek gondolatmenetét (egyszertiség kedvéért 1 dimenziéban (1D)) most csak vézoljuk.
Az 1D-s komplex sikhulldm egyenlete W(z,t) = Ae'**=“Y  amit a részecskére vonatkozé
p = hk és E = hw Osszefiiggésekkel W(x,t) = AenP*=Fhalakba frhatunk. Ha a részecs-
ke energiaja klasszikusan F = % (csak mozgdasi energidja van), akkor ez korldtozza a
sikhullam alakjat. Hogyan? Vegyiik észre, hogy az id6 szerinti derivalas (%) W-re —%E—
vel valé szorzasként hat. A hely szerinti derivalas (%) %p—vel vald szorzasként, a hely
szerinti kétszeres derivélas (%) pedig —h%pQ—tel valé szorzasként. Az energia kifejezését
megado egyenletiinket igy atirhatjuk egy, a W-re vonatkozo differencidlegyenletté, ami
mar tetszoleges W-re vonakozik, fiiggetleniil attél hogy a levezetéséhez egy sikhullamot

tekintettiink. Az igy kapott hullamegyenlet

ihe— = —————. (2.33)

Ercterek jelenlétében, legegyszertibb esetben helyfiiggd helyzeti energia esetén E =
% + V(z) klasszikusan. Ha E =éllandd, akkor p = p(z) helyfiiggé lesz. Ha V(z) sima,
vagyis a hullamhosszon beliil csak elhanyagolhatéan valtozik, akkor tovabbra is fenn-
tarthatjuk a p = hk Osszefiiggést, mellyel k is helyfiiggévé valik. A helyfiiggé impulzus

tovébbra is a & derivaldssal, p* a —h288—;2 kaphaté meg a hulldmfiiggvénybdl, igy az
energiakifejezés atirasabol adodd hullamegyenlet
ov h? 0?0

h— = ————+V(2)VU 2.34

ot 2m 0x? + V(@) (2:34)

lesz. Schrodinger zsenidlis megérzése (vagy batorsaga?) az volt, hogy az egyenletet
tetszoleges, nem sima (mint pl. az elektrosztatikus helyzeti energia az atomban) helyzeti
energidk esetén is alkalmazza. A 2.3.7 fejezetben majd latjuk, hogy az ennek alapjan
kapott egyenlet eredményei a valosdggal nagy pontossaggal egyeznek, igy ma mar azt is
mondhatjuk, hogy az m témegti, V (z) potenciallal jellemzett erétérben mozgé részecskét
leir6 (2.34) Schrodinger egyenlet kisérleti tapasztalat.

Hogy valtozik az egyenlet 3D-ban? A k hullamvektor (melynek irdnya merdleges a
hullamfrontra, nagysaga pedig 27”) segitségével a részecske impulzusa p = hk. igy egy
sikhullam W (r, t) ~ e!®*=Y alakii, egy részecskére vonatkozéan pedig U (r, t) ~ eiPT=F),
Az id§ szerinti derivalds () most is — i E-vel vald szorzdsként hat W-re. A hely szerinti

ot \
derivdlas pedig a gradiens vételét jelenti, ez hat W-re ;p-vel valé szorzasként. A hely

g ¢ . o212 ’ Y . 92 o2
szerinti masodik derivalast most a Laplace operdtor végzi, vagyis a A = 5 + 5+

86—52, melynek W-re val6 hatasa —%p? Az igy el6allé 3D-6s hullamegyenlet (Schrodinger
egyenlet) a kvantummechanika alapegyenlete:
ov h?
h— = —— AV + V(r)V. 2.35
th— 5 AV +V(r) (2.35)

160



Mivel mind részecske, mind hullam jellemzoket is tartalmaz alkalmas a részecske-hullam
kettosség leirasara.

2.3.5. Schrodinger egyenlet stacionarius megoldasai

Az atompalyék leirdsahoz keressiik a nem sugarzé, idében édllandé (staciondrius) megol-
dasokat W(r,t) = e “!®(r) alakban! A megtaldldsi valészintiség |¥ (7, t)]? = |P(r)]? =
ekkor id6ben édlland6. A (2.35) egyenletbe behelyettesitve kapjuk a staciondrius Schrod-
inger egyenletet
h? n?[o*®  9*®d 9%
—— AP+ V(r)d=——
2m +Vir) 2m | Ox? * Jy? N 022

+V(r)|® = E. (2.36)

Ebbél kovetkezéen a staciondrius dllapotok energia sajatéllapotok (hisz az egyenlet bal
oldaldn épp az energiaoperator W-re vett hatdsa &ll), igy a stacionérius Schrodinger
egyenlet megoldédsa sajatérték probléma.

A (2.36) egyenlet megoldasaval kiilonb6z6 helyzeti energidk esetén ki tudjuk szami-
tani a lehetséges energiaértékeket, vagyis az energiaspektrumot, valamint a hullamfiigg-
vény ismeretében a megtalalasi valészintiség helyfiiggését. A megoldas soran figyelembe
kell venniink, hogy a hulldmfiiggvény normalt (most csak kotott allapotok vizsgalatéra
szoritkozunk), egyértékii (pl. gdmbszimmetrikus potencidl esetén a hullamfiiggvény szog-
fiiggése legyen 27 szerint periodikus), valamint kiilonb6z6 tartoméanyokban adott véges
potencialok esetén a hullamfiiggvény és elsé derivaltja a hatarfeliiletek mentén folytonos
kell legyen.

2.3.6. Alkalmazasok

Szamos jelenség, mint példaul a kotott dllapotok kialakuldsa potencidlgddorben, potenci-
alfalon torténd szoérddas és athaladas valdszintisége nagymértékben fiiggetlen a potencidl
V(r) részleteitol. Ezért mar egy egyszerii modell is sok tanulsaggal szolgdlhat. FErre
néziink most néhany példat.

Részecske végtelen magas potencialfalak kézott

Tekintsiink egy egy dimenzids rendszert, amelyben egy részecskét bezarunk két végtelen
magas potencialfal kozé (1. 2.25 dbra). A rendszer stacionarius Schrodinger egyenlete

h? d*®
——— = (—F d 2.
= (CE+V()a(), (2.37)
ahol a potencidl
0, ha0 <z <a
Viz) = { 0o, hazx >a,x<0 (2.38)
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2.25. abra. Végtelen magas potencidlgdédor potencialja.

Ahol a potencial végtelen, ott a részecske nem fordulhat eld, azaz ott a hullamfiiggvény
nulla: ®(z) = 0. Ha most is megkovetelnénk a folytonossdgot ®(x)-re és &'(x)-re is,
akkor azonosan nulla megoldast kapnank. A folytonossag azonban csak akkor kovetke-
zik a Schrodinger-egyenletbdl, ha a potencial véges. Végtelen potencialfalnal a derivalt
hatarozatlan (0 - oo tipusi probléma), aminek csak gy lehet értelmet adni, ha el6szor
véges potencidlra szamolunk, aztan tartunk V-vel végtelenbe. fgy altalaban véges érté-
ket kapunk a derivaltra. A hullamfiiggvény folytonossdga a derivalt végességébol mar
kovetkezik.
Ha 0 < x < a, a megoldand6 Schrodinger egyenlet

?>® 2mFE

a2 e

O(z) =0 (2.39)

alaki lesz. Ez ugyanaz, mint a kordbban mar latott, a két végén rogzitett rezgo hurt leird
differencidlegyenlet, k? = 2mE/h* megfeleltetéssel [1]. A megolddst itt is kereshetjiik
®(z) = Asin(kz) alakban. A hatéarfeltételek (®(x = 0) = 0 illetve ®(x = a) = 0) akkor
teljesithetdk, ha

Ky, = % aholn = 0,1,2,3, ... (2.40)

Visszahelyettesitve a fenti alakot a lehetséges energiaszintekre az

2 2,2
RGP O

E, n-, n=123,... (2.41)

n

T om'™ T 2ma?

kifejezést kapjuk (az n = 0 a & = 0 megoldasnak felel meg, itt nem fordul elg). A
rendszer lehetséges energiaszintjei tehat csupan egy diszkrét halmaz elemei lehetnek,
vagyis az energia , kvantalt”.

A normélasi feltétel

/ dz |®,(z)]* = AZ/d:c sin? (@) == dysin®y = S (2.42)
a nm 2
s 0 0
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Innen A = /2/a, vagyis a normdlt megoldés
2 . nmx
P, (z) = \/jsm—, n=123,... (2.43)
a a

Az els6 harom hullamfiiggvényt, a megtalalasi valészintiségeket és az energiakat a 2.26
abran lathatjuk .

W, () I, ()P
0 N—7 T x Nn=3 0 | X
a’3 2a/3 a a/’3 2a/3 a
0 % N7 0 | X
a’?2 a a2 a
0 % =1 0 | X
i a | a
E
E, n=3
E2 n=
E, n=1

2.26. dbra. Az els6é harom hullamfiiggvény, megtalalasi valészintiség és energiaszint vég-
telen magas potencidlgodorben. (Tsth Andrds gytijteményébél.)

Részecske athaladasa potenciallépcsén

Egy masik egy dimenzids problémaban egy potenciallépcsot vizsgalunk. Ennek leirdsahoz

V(x)

Vo

—

0 - X

2.27. dbra. Potenciallépcsé potencidlja.

163



vélasszuk a kovetkezd potencidlt (1. 2.27 dbra):

W, hax >0
V(z) = { 0. haz < 0 (2.44)

A hozza tartozd Schrodinger egyenlet

IS V@) = Bo) (2:45)

2m da?

azaz

> 2m(E -V
m 72 0><I>(x) =0, haz >0

dx?
d*®  2mFE
W + 72 (I)(IL’) = 0, ha x < 0. (246)

A két tartomanyban a megoldas hasonlé az el6bb megoldott feladathoz, a megolddsokat
pedig illeszteni kell a hullamfiiggvény és derivaltja folytonossdganak feltételébél (a rész-
letesebb szdmolds majd kvantummechanika 6rén lesz). Itt csak néhany megfontoldst és
az eredményt ismertetjiik, valamint a kovetkezményeket diszkutaljuk. Kiilonosen érde-
kes az az eset, mikor E < Vj, ekkor ugyanis klasszikusan nem tud a részecske atjutni a
1épcson.

Megfontoldsok:

e Alland6 V(z) = Vj potenciél esetén a megoldés

2m(Vo — E)

+ 2

O(x) ~ exp

(2.47)

e Ha FE > Vj, akkor a gyokjel alatt negativ szam all, vagyis a linearisan fiiggetlen
megolddsok pl. ®(x) ~ e*** ahol k = \/2m(E — V;)/h. A két elgjel fizikailag a
jobbra (4) és balra (—) haladé sikhulldm megoldasokat jelentik (linedris kombin4-
ci6jukkal sin(kx) illetve cos(kz) dlléhullamokat is el6 lehet &llitani, ahogy az el6z6
feladatban lattuk).

+rx

e Ha E < Vj, akkor a két linedrisan fiiggetlen megoldds ®(z) ~ ™ ahol k =

V2m(Vo — E)/h.

A jelen esetben a 1épcs6 elott V' = 0, utana V' = V. A legérdekesebb eset 0 <
E < Vj esetben all el6. Ekkor z < 0 esetben a megoldds Ae™® + Be=#** x > (0-nal
pedig A'e " + B'e". A normélhatésag csak akkor teljesiil, ha a végtelenben (r —
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2.28. abra. A hullamfiiggvény helyfiiggésének sematikus vazlata potenciallépcsé esetén.

v

(Téth Andrds gytijteményébdl.)

o0) a megoldas véges, vagyis B’ = 0 esetben. Az egyiitthatékat a hullamfiiggvény és
derivéltjanak folytonossagabdl kaphatjuk meg. Mindenesetre a megoldas jellege:

Ne o)

Pz <0)=Ce ™ & * (2.48)
mig ®(z > 0)-ra oszcillalé megoldast kapunk ((1. 2.28 dbra). A feladat tanulsiga az, hogy
a klasszikusan tiltott tartomanyban, jelen esetben x > 0 helyen a részecske tartézkodasi
valészintiisége nem nulla a kvantummechanikai szamolasok szerint!

Megjegyzés: Vo > 2mc* > E esetén 1ép fel a Klein-paradozon: ekkor részecske-antirészecske
par keletkezik, s igy tobb verddik vissza, mint amennyi beesett.

Athaladés potencidlgaton: az alaguteffektus

Az el6z6 feladat eredményébdl az kovetkezne, hogy ha a potenciallépcso véges, akkor a
tuloldalon is lesz valamekkora tartézkodasi valoszintisége a részecskének. Ezt vizsgaljuk
meg most. Tekintsiik a 2.29 abran lathato potencidlt, amelyre

Vo, haO <z <d

V(z) = { 0, haz <0,2z>d (2.49)

Ez egy négyszogletes potencialfalat ir le. A Schrodinger egyenlet a konstans potencia-
i részeken ugyanaz, mint a korabban latott esetben, a megoldasdarabokat, szintén a
korébbi eljarasnak megfelel6en, a hullamfiiggvény és derivaltja folytonossaganak megko-
vetelésével illeszthetjiik.

Az érdekes tartomany most is az 0 < E < Vj eset. Ekkor a hirom elkiiloniilo
tartomanyban a megoldés

O(z < 0) = Ae* 4+ Be™ ™ ®(0 < x < d) = Ce™+De ", ®(x > d) = Be'** Fe~*,
(2.50)
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V(x)

e

0 d - X

2.29. abra. Potencialfal potencidlja.

A végtelenbeli hatéarfeltételek azt irjak el6, hogy honnan érkezzen hullam a potencial-
gatra. Ha a +00-bol nem akarunk hulldmot bekiildeni, akkor F' = 0-t kell valasztanunk
(most a normélds nem koveteli meg a D egyiitthaté nulla voltat). Az x = 0és z = d
helyen felvett folytonossagi feltételekbél E/A meghatarozhaté. Innen lathatd, hogy a

V=0 i v=V,

Wx<0 | (//0 d

NN N e
U Uo d X

2.30. abra. A hullamfiiggvény helyfiiggésének sematikus vazlata potencialfal esetén. (Tsth

A 4

Andrds gytijteményébdl.)

részecske tartézkodasi valészintisége nem nulla a potencidlgat tiloldaldn (1. 2.30 dbra),
ahova klasszikusan (részecskeként leirva) nem érkezhetne meg:

|B(z > d)> = |E|? ~ e 2 = =2V 2mVo=E)/h (2.51)
Ez a jelenség az alaguteffektus.

e a valésziniiség exponencidlisan csokken a falvastagsdggal, s anndl kisebb, minél
nagyobb E eltérése Vy-tdl (vagyis minél tavolabb van az energia a falon klasszikusan
valé atjutdsanak energiajatol)

e a feladat megoldasa kiterjesztheto folytonosan véaltozé magassagu potencialokra is
(szemiklasszikus kozelités, WKB). Ha minden dz potencidldarabon elfogadjuk a
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fenti megoldést, lathatéan a teljes atjutds valoszintisége a
1D(z > d)[* ~ o2 1[5 dzy/2m(V(2)-E)/h (2.52)

formulét adné.

Tobb kisérleti tapasztalat is igazolja az alaguteffektus l1étezését, és rengeteg gyakorlati
alkalmazasa van:

2.31.

a-részecskék kiszabaduldsa a magbdl (a-bomlas, Gamow, 1928)

aram athaladasa vékony oxidrétegen, példaul fémek érintkezésénél. Alaguteffektus
nélkiil nem mikodne a villanykapcsold!

péasztazé alagiutmikroszkép (STM: Scanning Tunneling Microscope, 1981. Binnig-
Rohrer). Ennek miitkodési elve az, hogy egy hegyes tiit mozgatnak egy feliilethez
igen kozel, tipikusan nm-es tavolsdgban. Aram az alaguteffektus miatt folyik, igy
erosen fiigg a minta aktudlis tavolsagatol. Ilyen mdédon a feliilet rendkiviil részletes,
atomi méretekig terjedo felbontasu képét lehet megkapni. A tiire adott potenciallal
a feliileten elhelyezked6 atomokra, molekuldkra eréhatast lehet kifejteni, igy azok
egyedi mozgatdasa is lehetséges (1. 2.31 dbra).

mobiltelefon (SIM-kértya) flash memoéridjaban a bitek beirdsa alaguiteffektussal tor-
ténik.

fuce

Ge atoms OI‘;|_ C Xe atoms on Ni

abra.  Pésztazé  alagutmikroszkép — (STM)  felvételek. forrds:

www.almaden.ibm.com/vis/stm/gallery.html
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2.3.7. Hidrogén atom (kvalitativ targyalas)

Eddig egy dimenzids példakat néztiink, és lattuk, hogy bizonyos esetekben diszkrét, kvan-
talt mennyiségek jellemzik a hullamfiiggvényeket, az energiaszinteket. Kgy dimenzid
esetén egy ilyen kvantalt mennyiség megjelenésére volt lehetéség (pl. a k,, kvantalt hul-
lamszém a (2.40) egyenletben). Altaldban is ezeket a mennyiségeket, amelyek valamilyen
mennyiség kvantaltsagat fejezik ki, kvantumszamoknak nevezziik.

Harom dimenzioban jéval komplikaltabb lesz a Schrodinger egyenlet, és ritkan oldhato
meg analitikusan. Egy analitikusan targyalhaté probléma a H-atom hullamfiiggvényeinek
és energiaszintjeinek meghatarozasa. A megfelel6 Schrodinger-egyenlet:

?® 9’ 9D 2m

52 + 92 + 5.2 + ﬁ(E —Ul(x,y,2))®(z) =0, (2.53)
ahol U(x,y,z) = —4:jor a Coulomb potencidl, r = /2% 4+ y? + 22 és m az elektron
tomege.

Megjegyzés: Valdjaban a (2.53) egyenletben m az elektron és a proton redukélt tomege,
mivel azonban a proton tomege kozel 2000-szerese az elektron tomegének, ez nagyjabdl
az elektron tomege.

Most nem tudunk kitérni a probléma részletes targyalasara, az majd a kvantumme-
chanika el6adas feladata lesz, csak roviden vazoljuk a megoldas menetét.

A potencial gobmbszimmetrikus, ezért a problémat érdemes gombi koordindta-rendszerben
targyalni. Ekkor az egyenlet szétvalaszthato differencidlegyenlet, ezért a hullamfiiggvényt
kereshetjiik R(r)O(6)®P(y) alakban. Behelyettesitve, a harom figgvényre (R, ©, ®) ha-
rom kozonséges differencidlegyenlet kapunk, melyek megoldhaték. A megoldasok harom
kvantumszammal jellemezhetdk, az n fékvantumszammal, ¢ mellékkvantumszammal, va-
lamint az m magneses kvantumszammal. Ha E < 0, azaz klasszikusan a kotott (ellipszis)
palyak tartomanyaban vizsgalédunk, akkor mindharom kvantumszam diszkrét értékeket
vehet fel: n=0,1,2,...,0=0,1,2,...n—1 valamint m = —¢,—(+1... 0 — 1,0 (6ssze-
sen 2¢ + 1 érték). Lathatéan a kvantumszamok lehetséges értékei kozott Osszefiiggés
van.

A kvantumszamok fizikai jelentése a kovetkezo:

me?t 1

e a fékvantumszam n hatarozza meg az energiaszinteket: FE, = RETCE i Ez
megegyezik a Bohr modellbol az 2.2.3 fejezetben kordbban kapott eredménnyel
(korabban E, = —#Ry modon jeloltiik az energiaszinteket), és nagy pontossiggal
visszaadja a H-atom szinképét (a tokéletes egyezéshez figyelembe kell venni egyéb,
finomabb effektusokat, mint példaul a proton és elektron magneses momentumanak

kolesonhatdsat, spin-palya kolesonhatas [25]).

e a mellékkvantumszam ¢ hatarozza meg az elektron impulzusmomentumét: L =

ha/ (0 + 1)
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e a magneses kvantumszam m adja meg az elektron imulzusmomentuménak valamely
kitiintetett (z) irdanyra vett vetiiletének lehetséges értékeit: L, = hm (1. 2.32 db-
ra). Elnevezése arra utal, hogy mégneses térben az elektron energidja m magneses
dipélmomentumétdl fiigg (F = mB), és az impulzusmomentumhoz mégneses mo-
mentum tarsul. Emiatt az energiaszintek magneses térben valé felhasadasa m-tol
figg (Zeemann-effektus 1896.).

=2

2 IL=A22¢1) 1
mj.=2ﬁi ------ B .
IR
1 \‘
U 1
_mi ........... ,
7 TR, \’

2.32. abra. Az impulzusmomentum z komponensének kvantaltsaga [ = 2 esetben. forrss:
labman.phys.utk.edu

Megjegyzés: A centralis potencialnak koszonhetd az, hogy a rendszerben a teljes impul-
zusmomentum és annak z komponense megmarad: ez szolgaltatja az £ és m kvantum-
szamokat. Teljesen altaldnos potenciél esetén csupan egy sorszam (a f6kvantumszam)
jellemzi az energiaszinteket. Altalaban is igaz, hogy minden megmaradé mennyiség egy
ujabb kvantumszamot eredményez, amikkel az azonos energidju allapotok megkiilonboz-
tethetok.

2.3.8. A magneses momentum kvantaltsagara vonatkozo kisérle-
tek

A maéagneses momentum kvantaltsagat kisérletileg elészor Stern [Otto Stern 1888-1969
Nobel dijas (1943) fizikus] és Gerlach [Walther Gerlach 1889-1979 fizikus| vizsgéltak
1922-ben (Stern-Gerlach kisérlet).

e Eziist (Ag) atomokbdl all6 nyaldbot inhomogén mégneses téren vezettek at (1. 2.33
abra). Emiatt az atomi mégneses dip6lusokra eltérité eré hat. Az eltéritett nyala-
bot detektaltak. Klasszikusan az atomok magneses momentuma folytonos valtozo,
ezért az eltériilésre, igy a detektalt részecskékre is folytonos eloszlast kapnank. Ha a
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kemence

Ag atomok

\Y

Inhomogen
magneses ter

fotolemez - klasszikusan vart nyom

<> kisérleti eredmeény

2.33. dbra. Stern-Gerlach kisérlet. Jobb oldalon s = 1/2 spin z komponensének kvan-
tziltsziga lathatd. forras: hyperphysics.phy-astr.gsu.edu

kvantummechanika igaz, akkor a mégneses momentumnak csak diszkrét lehetséges
értékei vannak, vagyis a nyalab véges sok diszkrét részre bomlik.

e A kisérlet célja a Bohr-féle atommodell tesztelése volt (1922-ben még nem létezett
Schrodinger-egyenlet). Sommerfeld [Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld 1868-
1951 fizikus| érvelése alapjdn az Ag atomok elektronjai L = 1 allapotban lennének,
ezért 2 részre kell hasadnia a nyaldbnak. S bér elészor nem talaltak effektust, a
felbontas finomitasaval megtaldltdk a két diszkrét nyalabot. Ezzel igazolédni 1at-
szott a Bohr-féle atommodell (ahol az impulzusmomentum kvantaltsaga £nh). A
kisérletnek tobb érdekes, nem vart eredménye is volt. Az egyik, hogy az inho-
mogén magnes elforgatasaval elfordultak a felhasadt nyaldbok. Ez azért furcsa,
mert ha az elektronok impulzusmomentuma (magnese momentuma) mar eleve rog-
zitett, bar kvantalt lenne, akkor az impulzusmomentumra merélegesen elforgatva
a magnest nem szabadna felhasadast tapasztalnunk. Ez arra utal, hogy valaho-
gyan az elektron impulzusmomentuma nem volt eredetileg meghatarozva. Késébb
a kvantummechanikai allapot pontos értelmezése, a hullamfiiggvények szuperpo-
zicidja tette lehetové ennek az eredménynek az értelmezését. A masik eredmény
azzal kapcsolatos, hogy a Sommerfeld-féle gondolatmenet tobb helyen is hibas volt:
el6szor is az Ag atom elektronja L = 0 allapotban van, ez pedig azt jelentené, hogy
egyaltalan nem hasad fel a nyalab. Masrészt ha valéban L = 1 lenne igaz, akkor
hérom részre kellene hasadnia a nyaldbnak (1. az el6z6 fejezetet). A kisérletben
talalt két részre hasadds oka még magyarazatra vart.

A magneses tér hatdsat az atomokra az atomi szinképek vizsgalataval is elvégezhet-
juk: ez a kordbban mér emlitett Zeemann-effektus [Pieter Zeeman 1865-1943 Nobel dijas
(1902) fizikus|. Megfigyelték az un. anomdlis Zeemann-effektust is, amikor a szinképvo-
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nalak csupan két részre hasadtak. Mivel az L = 0 palyak nem hasadnak fel, az L = 1 az
m = —1,0, 1 bedllasanak megfeleloen harom részre hasad, a két részre valé felhasadas az
atomi palyamomentummal tehat nem volt magyarédzhato.

Egy harmadik kisérletben arra kerestek bizonyitékot, hogy atomi szinten is igaz az
impulzusmomentum és a magneses momentum osszefiiggése (Einstein-de Haas kisérlet,
1916.). Klasszikusan ugyanis egy r sugari korpalyan v sebességgel kering6 elektron im-
pulzusmomentuma L = muor. Ugyanakkor mindez [ = ¢/T aramot is képvisel, ahol T
a periédusidé T' = 27r/v. Az ehhez a kéraramhoz tartozé magneses dipélmomentum
m=r’rl = %qu. Ez kifejezhetd az impulzusmomentummal m = L, ahol v = 3L, a gi-
romagneses faktor. Einstein és de Haas azt vizsgalta, hogy ez az 6sszefiiggés megvaltozik-
e a kis méretek tartomanyaban. A kisérleti elrendezésben torzids inga atmagnesezésekor
fellép6é impulzusmomentum-valtozast mérték meg. Erdekes médon a véartnal kétszer na-
gyobb eredményt kaptak.

Mindezen kisérletek mogott valéjaban az elektron ,sajat tengely koriili porgése” all,
amely gondolatot elészor Uhlenbeck [George Eugene Uhlenbeck 1900-1988 fizikus| és
Goudsmit [Samuel Abraham Goudsmit 1902-1978 fizikus] vetette fel. Ezt a porgést
spinnek nevezték el. A Stern-Gerlach kisérlet illetve az anomalis Zeemann-effektus ma-
gyarazatahoz az kell, hogy ez a sajat perdiilet kétszeresen degeneralt legyen. Mivel /¢
impulzusmomentum esetén a degeneréltsag 2¢ + 1, ez £ = 1/2 esetén teljesiilhet (1. 2.33
abra jobb oldala)!

A Schrodinger-egyenletben az elektront pontszerii részecske helyett hullamfiiggvénnyel
reprezentaljuk, vagyis a ,sajat tengely” fogalom nem igazan hasznos. Ehelyett hasznal-
hatjuk az elektromagneses hullamok polarizacidjanak leirdsanal latott technikat, és a
spint inkdbb a polarizacié két iranyanak képzelhetjiikk. Azonban ellentétben az elekt-
romagneses hullamokkal, ahol a polarizacié csak transzverzalis lehet, a spin a térben
szabadon orientalédhat. Erre utal a Stern-Gerlach kisérlet egyik tanulsaga, amikor az
elforgatott magneses térben elforgatott folt jelent meg.

Matematikailag mindezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy az elektron hullamfiiggvénye
valéjaban két komponensti:

U(r,t) = < %gg ) . (2.54)

A Schrodinger egyenletnek a hullamfiiggvény két komponensét is figyelembe vevé kiter-
jesztése a Pauli-egqyenlet.

A kvantummechanika relativisztikus kiterjesztése el6szor Diracnak sikeriilt [Paul Ad-
rien Maurice Dirac 1902-1984 Nobel dijas (1933) fizikus].

Megjegyzés: Valojaban Schrodinger is relativisztikus osszefiiggést irt fel el6szor, azonban
a belsé inkonzisztenciak miatt inkabb a nemrelativisztikus kozelitést adta kozre.

A Dirac-egyenletben az elektron hulldmfiiggvénye négy komponenst (bispinor). A
Dirac-egyenletbol helyesen lehet megéllapitani az elektron giroméagneses faktorat, va-
lamint jéslatot ad az antirészecske létezésére. Az antirészecske a részecske ellentétes
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toltésti parja, amely a toltését kivéve minden mas tulajdonsagaban ugyanolyan, mint az
részecske. Elektronnal ez a pozitron, melyet Dirac joslata alapjan 1929-ben fedeztek fel.

Maradva a nemrelativisztikus leirasnal, és visszatérve a H-atomhoz, lattuk, hogy
ott 3 kvantumszdmmal (n, ¢, m) lehetett jellemezni egy energiadllapotot. Most emellé
még bejon a spin kvantumszam is; altaldnos spin esetén ugyanolyan képlet irja le az
ehhez tartozo teljes impulzusmomentumot L, = +/s(s+ 1)k, és annak z komponense
Ls., = msh (ahol my; = —s...s) mint korabban a mellékkvantumszdam és mégneses
kvantumszam esetén. Elektronra s = 1/2 igy my = +1/2. A hulldmfiiggvényt jellemz6
kvantumszamok tehat n, £, m, ms.

Az energiaszintek jellemzésére a spektroszkopiaban hasznalt elnevezések:

e n=1,23... megfelel K, L, M, N,... nagy betiiknek, ezek az elektronhéjak.

e /=0,1,2,...,n—1megfelel s,p,d, f ... kis betiiknek, ezek az alhéjak. Megjegyzés:

Ezek eredete: sharp, principal, diffuse és fundamental angol szavakbol jon, ame-
lyek a spektrum jellemzoit {rtak le még a kvantummechanika sziiletése eldtt.

Példaul

e K héjhoz az 1s alhéj tartozik

e [ héjhoz a 2s és 2p alhéjak tartoznak
e ...

Az energia csak n-tél fiigg (ha nem vessziik figyelembe a mar emlitett finomabb
effektusokat). Ebben az esetben egy energiaszint elfajultsdga a két spinbedllds, az m =
—/{, ..., ¢ méagneses bedllas 20+ 1 lehetséges értéke, valamint az £ = 0, ..., n—1 lehetséges
értékei alapjan

=

2) (20+1) =2n% (2.55)
0

e~
Il

Az energiaszintek elfajultsaga mindig szimmetria kovetkezménye, jelen esetben a centralis
potencidl forgdsi szimmetriaja all a hattérben.

Az elektron megtalaldsi valoszintiségstiriisége egy adott helyen a Schrodinger egyenlet
megoldasabdl kapott W, 4 m, (r) hullamfiiggvénybél a

dP(r) = |V, 4. (r)[> dV. (2.56)

médon szamithaté (1. 2.3.2 fejezet). A szdmitdsok alapjan az s-allapotban a hullamfiigg-
vény, igy a megtalalasi valoszintliség is gombszimmetrikus. A radialis stirliségek (azaz az
r és v+ dr sugar kozotti megtaldlasi valosziniiség) a H-atom s-dllapotaiban a 2.34 abran
lathatok. A magtSl mért tavolsdg egysége a Bohr-sugér, ag = 0.53 - 10~ m = 0.53A. A
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P,

r=a

2.34. abra. Radialis megtalalasi valoszintiség a H-atom s allapotaban. (Tsth Andrés gyijtemé-
nyébdl.)

sugdr legvalészintibb értéke, r?|¥|? maximuma, r = ag-nél taldlhaté.
Osszehasonlitva a Bohr-féle atommodellt a kvantummechanika eredményeivel a ko-
vetkezO megallapitasokat tehetjiik:

e a Bohr-modell helyesen adja meg a H-atom energidit, bonyolultabb atomoknal
azonban mar nem hasznalhaté. Megjegyzés: A Bohr-modell megjavitasaként hasz-

nalatosak un. héj modellek, ahol a bonyolultabb atomokbeli t6bbi elektron hatasat
effektiv (drnyékolési tényez6vel modositott) rendszammal veszik figyelembe.

e a Bohr-modellben az elektron pontszerii objektum, amely az alapallapot esetén egy
ap sugaru palyan kering. A kvantummechanikaban az elektront hullamfiiggvény
irja le, ebbdl adott hely helyett csupan egy megtaldlasi valoszintiség szamithato:
ennek maximuma van a Bohr-sugarnal.

e a Bohr-féle modell nagy problémédja, hogy a gyorsuld elektron, igy a korpalyan
mozgo elektron is sugaroz. Ilyen modon az elektron nem keringhetne stabilan a
proton koriil, hamarosan beleesne a magba. A kvantummechanika ezt a problémat
a stacionarius palyak fogalmaval oldotta meg: itt a megtalaldsi valészintiségek nem
véaltoznak id6ben, igy nincs sugarzas, az energiaszintek stabilak (csakigy mint egy
aramkorben foly6 allandé aram esetén: ott is mozognak a toltések, de minthogy az
elrendezés staciondrius, nincs sugarzas). Megjegyzés: A magasabb energiaszintek

a valésagban nem stabilak, elbomlanak az 1s allapotba: ehhez az elektronok és az
elektromagneses sugarzas kolcsonhatasanak pontosabb leirasa kell.

A kvantummechanika illetve a Schrodinger egyenlet egyik korai, nagy sikere volt,
hogy szamot tudott adni a periédusos rendszer szerkezetérol. Az energiaszintek pontos
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lefrasdhoz azonban figyelembe kell venni az e -e~ kolcsonhatést is. A legegyszeriibb
kozelités az, ha a tobbi elektront csupan elektromagneses hatasaval vessziik figyelembe,
hatasukat egy &atlagos potencidllal kozelitjiik. Ez az dtlagtér kozelités vagy Hartree-
kozelités.

Megjegyzés: Sok elektront tartalmazé rendszerek pontos leirdasa a rendszer bonyolult-
saganak novekedtével rendkiviil nehézzé valik, kiilonosen, ha a tobb atommagbdl allo
molekulakrol van szé. A kérdés ma is igen aktualis, a kvantumkémia egyik kézponti kér-
dése. Ezen a téren egyre pontosabb és pontosabb, nagy szamitégépes kapacitast igénylo
numerikus moédszerek kifejlesztése torténik.

Miutan a teljes probléma tovabbra is gombszimmetrikus, a teljes rendszerre is jo
jellemzést adnak a H-atomndl megismert n, ¢, m, my kvantumszamok, azonban itt a
teljes impulzusmomentumot és spint kell figyelembe venni. Az energiaszintekben az /¢
szerinti elfajultsag megsziinik, az energiaszintek sorrendje

1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d, bp, 6s, 4f, bd, . . .. (2.57)

lesz.

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha az alapallapot az 1s allapot, miért nem keriil az Osszes
elektron ebbe az éllapotba? Erre a valaszt a Pauli-elv adja meg, amely szerint egy
rendszerben csak kiilonbozo allapoti elektronok fordulhatnak eld, vagyis az elektronok
legalabb egy kvantumszamukban kiilonb6z6é palyakat foglalhatnak el. Ez alapvetéen
egy tapasztalati tény rogzitése volt, de az elektronok egy igen fontos tulajdonsagara
vilagit rd. Alapvet6 oka, hogy az elektronok fermionok, ami azt jelenti, hogy egy tobb
elektron rendszer egyiittes hullamfiiggvénye a részecskék felcserélésére antiszimmetrikus
kell legyen (ellentétben a bozonokkal ahol a hullamfiiggvény szimmetrikus kell legyen —
bozonok példaul a fotonok). Az antiszimmetria miatt egy palydn nem lehet két elektron,
vagyis minden alhéjon csak véges szamu elektron tartézkodhat:

e s-palyan: 2

e p-pélyan: 6 =2-(2-1+1)

e d-palyan: 10=2-(2-2+1)

o f-palydn: 14=2-(2-3+1).
Emiatt

e K héjon 2 elektron lehet (1s)

e L héjon 8 elektron lehet (2s, 2p)

e M héjon 18 elektron lehet (3s, 3p, 3d)
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A (2.57) alatt felsorolt energiaszinteknek van egy érdekes tulajdonsiaga: bérhol is
allunk meg benne, a legmagasabb fékvantumszamnak mindig az s vagy p allapotaval
talalkozunk. Példaul a 4p allapot utdn nem a 4d éllapot jon (bar elvileg johetne), hanem
az bs, vagyis megnyilik az 6todik szint. Mivel a nagyobb fékvantumszamhoz fizikailag
nagyobb kiterjedésii palyak tartoznak, ezért az atomok legkiilso elektronjai mindig s vagy
p allapotiak. Két atom kolcsonhatasanal, vagyis a kémiai kotések magyarazatanal tehat
az s és p allapotokat kell csupan figyelni. A beliil védetten meghtizodé d és f allapotok
a kémiai kotésekben nem, csak az anyag finomabb tulajdonsagainak meghatarozasaban
(optikai, mégneses) jut szerep.

A kvantummechanika masik nagy sikere volt a kémiai kétések magyarazata. Korab-
ban semmiképpen nem lehetett magyardzni, miért is lesz két H-atombol Hy molekula.
Heitler és London a Schrodinger egyenlet kozelité megoldasdval mar 1929-ben megadtak
a kémiai kotés értelmezését: egy molekula alapallapoti energidja mélyebbnek adddik a
két szabad atom alapallapoti energidjanal.
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