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Eloszo

A statisztikus fizika a fizikusképzés kanonikus elméleti fizika blokkjanak negyedik, utol-
sO tantargya, szokasosan 442-es targyalasban, vagyis heti négy ora elmélettel és két
ora gyakorlattal. Epl’t a klasszikus és a kvantummechanikara, a termodinamikara és
kis mértékben az elektrodinamikara, valamint a valdszintiségszamitasra és az analizis-
re. Szemlélete a korabbi targyakhoz képest wjszerti, ezért alapos elmélyedést igényel,
ugyanakkor nélkiilozhetetlen, mivel eredményei és modszerei a fizika szinte valamennyi
teriiletén fontosak.

A statisztikus fizika tudomanya a XIX. szazadban alakult ki. Miutan Sadi Carnot,
Rudolf Clausius, William Thomson (Lord Kelvin) és masok felallitottdk a termodinamika
hatékony és altalanos elméletét, nagy kihivast jelentett, hogy azt a mechanika egyszert
elveire vissza lehessen vezetni. A makro- és a mikrovilag kozotti kapcesolat felallitdsa-
nak sziikségessége mar a XVIII. szdazadban, Daniel Bernoulliban felmeriilt, aki a gaz
nyomasat a részecskék és a fal kozotti iitkozésekkel magyarazta. A XIX. szazadban
azutan Clausius, James Clerk Maxwell és Ludwig Boltzmann munkassaga nyoman kiala-
kult a kinetikus gézelmélet. Josiah Willard Gibbs nagyszabasti munkajaban felépitette
az egyensulyi statisztikus fizikdt (ahogy 6 nevezte: statisztikus mechanikat), a Gibbs-
sokasagokra alapozva. Annak ellenére, hogy mindez a klasszikus fizika keretében tortént,
a formalizmus szinte érintetlen formaban atvehetd volt a kvantumfizika torvényeit is tar-
talmazdé elméletbe.

A statisztikus fizika dontéen hozzajarult a kvantummechanika kialakulasahoz. A
Dulong—Petit-szabaly sériilése szilard testekben, a Gibbs-paradoxon és — nem utolsé sor-
ban — a feketetest-sugarzassal kapcsolatos problémék a fizika forradalmanak 6 okai kézott
szerepelnek. (Max Planck maga is eredetileg termodinamikus volt.) Albert Einstein —
egyebek kozott — a Brown-mozgés és a fluktudciok elmélete mellett (Bose-zal, Dirackal,
Fermivel) a kvantumstatisztikdk elméletét dolgozta ki.

A XX. szdzad masodik felének egyik legérdekesebb tudomanytorténeti fejezete a fa-
zisatalakuldsok elméletének kialakulasa. Lev Landau, Leo Kadanoff és Kenneth Wilson
nevét emlitjiik itt meg, igazsdgtalansdgot kovetve el szamos mas kivalosaggal szemben.
A megalkotott modern elmélet, a renormélasi csoporttranszformacié mogott ott a mély
és kolesonosen termékenyité kapcesolat a statisztikus fizika és a térelmélet-részecskefizika
kozott.



A XX. szazad utolsé harmada a statisztikus fizika igazi felviragzasat hozta. A kvan-
tumfluktudciok, a rendezetlen rendszerek, az egyensilytol tavoli rendszerek vizsgalata ma
is aktivan kutatott teriiletek. Ezen tilmenden, a statisztikus fizika médszereit és gondol-
kodasmédjat egyre szélesebb koérben hasznaljak a komplex rendszerek vizsgdlatanal, ahol
sok, egymassal kolcsonhatasban allo egység az egyedekétdl eltérd, mindségileg 14j jelen-
ségeket hoz létre. fgy a statisztikus fizika nemcsak a fizikan beliil, a szilardtest-fizikatol
a neutronfizikdn keresztiil a részecskefizikaig tolt be fontos szerepet, hanem olyan, eg-
zotikusnak tiiné teriileteken is, mint a pénziigyi elemzések, vagy a tarsadalmi halézatok
szerkezete és dinamikéja.

A jelen jegyzet célja, hogy megismertesse a fizikus hallgatékat a statisztikus fizika
alapjaival. Abbdl az el6addsbdl jott létre, amit elészor egyikiink (KJ) tartott a BME
mérnok-fizikus (késébb fizikus) hallgatéinak, majd ebbe bekapcsolédott ZG is. DA a
jegyzet formédba Ontésében vett részt. A jegyzet valamelyest meghaladja a szokasos
elméleti fizikai kurzus anyagét, de tapasztalataink szerint leadhaté (és megtanulhatd),
ha nem marad el egynél tobb 6ra. Ez kiilonosen igaz a kétszinti képzés bevezetése
6ta, amikor a négy féléves elméleti fizika a BME-n csak az egyik szakiranyon kotelezo, a
tobbin egy ,,Elméleti fizika” két szemeszteres targy helyettesiti, joval sziikebb tematikaval.
Egyes részeknél, kiilondsen a Kolesonhatd rendszerek 1. fejezetnél, figyelembe vettiik a
szilardtest-fizika eloadéasok altal lefedett témaékat; ezeket csak érintolegesen targyaljuk.
Koszonjiik hallgatoinknak is a visszajelzéseket.

A jegyzet felépitése:

1. A statisztikus fizika alapjai

2. Idedlis gazok

3. Kolesonhaté rendszerek I: Kvazirészecskék

4. Kolesonhato6 rendszerek II.

5. Nemegyensulyi statisztikus fizika

Az eléadasok kialakitasaban sokat koszonhetiink a magyar statisztikus fizikai iskola
jeles képviseldinek. Szépfalusy Péter és munkatarsai jegyzetét, Geszti Taméas nemegyen-
salyi statisztikus fizikardl szold jegyzetét, valamint Tél Tamas kozvetlen segitségét a
kurzus inditdasakor kiilon ki kell emelniink. Végezetiil koszonjiik Igloi Ferenc alapos lek-
tori munkajat.

Budapest, 2013. szeptember.

KJ, ZG, DA



1. fejezet

A statisztikus fizika alapjai

1.1. A statisztikus fizika alapfogalmai

1.1.1. Az egyensiily fogalma

Az egyensily fogalma mind a koéznyelvben, mind pedig a fizikaban idealizacié: mindkét
esetben a koriilottiink 1évo, allanddan valtozo vilag valamilyen kiilonleges, az ellentétes
hatasok kioltasat jelento allapotat jelenti; folyamatok esetében pedig — az el6bbiek kovet-
keztében — azok valtozatlan, idéfiiggetlen jellegét. Az egyensilynak nagyon sok fajtdja
lehet: gondolhatunk példaul az erdk egyensulyara, pénziigyi vagy politikai egyensiilyra,
vagy a kémiai folyamatok egyensilyara. Statisztikus fizikdban alapvetdé fogalom a ter-
modinamikai eqyensuly: egy magara hagyott makroszkopikus rendszer hosszi idé utan
termodinamikai egyensilyba keriil, vagyis az azt jellemz6 (makroszkopikus) mennyiségek
idofiiggetlenné valnak.

Ez a definicié természetesen idealizacio, hiszen valédi fizikai rendszerek esetén az ido-
fiiggetlenségnek csak egy megfeleld idoskalan és kozelito jelleggel van értelme. Képzeljiink
el példaul egy csésze forré teat, amiben elkeveriink egy csepp tejet! A tej elkeveredése
masodpercek alatt bekovetkezik, de a forrd tea tovdabbra is kavarog a csészében. Egy
perc alatt ledll a folyadék makroszkopikus aramlésa, koriilbeliil egy ora alatt pedig le-
hiil a szoba hémérsékletére. Ha még tovabb varunk, akkor azt tapasztaljuk, hogy a
tea homérséklete ingadozik a szoba hémérsékletével a napszakok szerint, majd a napok
skalajan a tea elparolog. A tea éallapota tehat folytonosan véltozik, mégis, a hiilés egyes
pillanataiban valamilyen értelemben egyensilyban van (mérhet6 és j6 kozelitéssel allandé
a homérséklete, térfogata stb.).

A természetben el6forduld hosszisdg- €s iddskaldk szétvalasanak koszonhetéen lehet-
séges olyan megfigyelési idoket és hosszakat talalni, amelyeken beliil a koriilottiink 1évo
vildg meghatarozott részének a tulajdonsagai csak alig valtoznak. Tegyiik fel, hogy egy
fizikai rendszert valamilyen ¢ és 7, mikroszkopikus hossz- és idéskalak valamint L és
Ty makroszkopikus hossz- és idoskaldk jellemeznek! Gondolhatunk példaul egy ~ L ki-



terjedést fazékban kavargd folyadékra. Ekkor a folyadékot alkoté molekulak tavolsaga
jatszhatja ¢ szerepét, 7, pedig a molekuldk atlagos iitkozési ideje. Amennyiben talal-
haté olyan dr és dt méret- és idoskala, amelyekre L > dr > (£ és 7y > dt > 7,
tovabba d3r térfogatban dt id6 alatt egyensuly tételezhetd fel, akkor azt mondjuk, hogy
a rendszer lokdlis (vagy részleges) egyensilyban van. Ilyen értelemben a fazékban kavar-
g6 folyadék lokélis egyensilyban lehet. Fontos, hogy a jeloléssel ellentétben dr illetve
dt nem infinitezimalisak, és dltalaban lényegesen nagyobbak a mikroszkopikus méret- és
id6skaldkndl.!

1.1.2. Mikro- és makroallapotok, ergodicitas

A statisztikus fizika a koriilottiink 1évo vilagot meghatarozott szabadsagi fokokkal rendel-
kezo, a klasszikus vagy kvantummechanika keretein beliil felépitett matematikai model-
lekkel probalja leirni, és ezekrol a rendszerekrol fogalmaz meg allitasokat. Kiemelkedd
fontossdaguak a nagy szamu szabadsagi fokkal rendelkez6, altalaban nagy szamu elemi
egységhdl (~ 10% atombdl, elektronbdl, fotonbdl stb.) &ll6 fizikai rendszerek, az tn.
makrorendszerek. A makrorendszerek egyenstlyi allapota ugyanis — a termodinamika el-
veivel 6sszhangban — altaldban jol jellemezheto néhany makroszkopikus éllapothatarozé
segitségével. Mikrorendszerrdl beszéliink, ha a rendszernek csak néhany szabadsagi foka
van, mint példaul egy atomnak vagy egy kisebb molekulanak.

Egy statisztikus fizikai rendszer lehet zdrt vagy nyilt. Zart egy rendszer, ha semmi-
lyen mas rendszerrel nem all kolcsonhatasban, azaz energidja, térfogata, részecskéinek
szama megmarad. A zart rendszer fogalma — akarcsak az egyensulyé — idealizacio: a ter-
mészetben nem létezik tokéletesen zart rendszer, hiszen minden szempontbdl tokéletes
szigetelés sem létezik (mindenképpen jelen van pl. a hémérsékleti sugarzds).

Alrendszernek nevezziik egy rendszer kisebb, nyilt részrendszerét, amely valamilyen
kolesonhatasban all a kornyezetével (1.1. dbra). Az alrendszer lehet makrorendszer vagy
mikrorendszer. Az alrendszert a kornyezetétol elvalaszté idealizalt falak a kolcsonha-
tastol fiiggden megengedhetnek energiacserét, térfogatvaltozast, részecskeszam-atadast
(vagy mas valtozast), részleges (idealizalt) szigetelést biztositva a tobbi kolecsonhatési
formara nézve.

Egy termodinamikai egyensilyban 1évé zart rendszerben is id6fiiggo folyamatok jat-
szédnak le: egy gazban példaul egy adott pillanatban — klasszikus fizikai képben gon-
dolkodva — az egyes atomok meghatarozott palydkon mozognak. Meg kell tehat kiilon-
boztetniink egy rendszer makrodllapotdt, azaz néhany paraméterrel jellemzett egyensulyi
allapotat, valamint egy adott pillanatban 6sszes bels6 szabadsagi fokanak allapotat, az-
az mikrodllapotdt. Egy klasszikus mechanikai rendszer leirdsa torténhet példaul a g;
(1 = 1,..,s) altaldnositott koordinatdk és a hozzajuk tartozé p; dltaldnositott impul-

IEllenkezd esetben a d3r térfogati rendszer nem tn. makrorendszer. Ekkor is lehet lokélis egyen-
stulyban, de a fizikai tulajdonsagai erésen fluktualhatnak.



K=R\A

1.1. dbra. Az R zéart rendszer A alrendszere és annak K kornyezete

zusok segitségével. Kézenfekvo feltételezni, hogy ekkor a rendszer mikroallapotanak a
2s-dimenzids fazistér egyetlen

<Qap> = <Q17QQ7 cyqsyP1,D25 - - - 7pS)

pontja feleltetheté meg,” és a rendszer id6beli fejlédését a rendszert jellemzdé H(q,p)
Hamilton-fiiggvény hatarozza meg a kanonikus egyenleteken keresztiil:

OH(¢,p) .  OH(g.p)

. 1.1
' Op; ’ ' 0q; ( )

Egy a rendszerre jellemz6 A(q, p) dinamikai mennyiség ennek megfeleléen az A(q(t) , p(t))
modon valtozik a trajektoria mentén.

Kvantummechanikai leiras esetén a zart rendszer mikroallapotat a W hullamfiiggvény
irja le, az idofejlodést pedig az

ih = HU (1.2)

Schrodinger-egyenlet hatarozza meg, ahol H a rendszer Hamnilton—operétorg.3 A rend-
szer &llapota a Hilbert-térben fejlédik, a mérheté mennyiségeknek pedig A = A(q,p)
hermitikus operatorok felelnek meg.

A mikroallapotok segitségével torténd determinisztikus leirds és az egyensily fogal-
ma latszolag ellentmondanak egymasnak: hogyan lehetséges csak néhany paraméterrel
jellemezniink egy csillagaszati szamu szabadsagi fokkal rendelkez6 rendszer egyenstlyi al-
lapotat? A valasz sokrétii, azonban kulcsfontossdgu szerepet jatszik benne az ergodicitds

2L4tni fogjuk, hogy a kivetkezetes definicié a fazispont egy kis kornyezetével azonositja a mikrodlla-
potot.

3 A hullamfiiggvénynél altaldanosabb kvantummechanikai leirdst a stirtiségoperatorral lehet adni, 1dsd
az 1.2.2. fejezetet.



fogalma illetve a kaotikus rendszerek* néhany alaptulajdonsdga. Kissé pongyoldn fogal-
mazva ergodikusnak neveziink egy dinamikai rendszert, ha az elegendéen hosszu id6 alatt
minden — a megmaradasi torvények dltal — megengedett allapotat tetszolegesen megkoze-
liti. Tapasztalat, hogy bar léteznek nem ergodikus rendszerek is, az elegendéen bonyolult
fizikai rendszerek altalaban ergodikusak. Pl. klasszikus esetben a rendszerek barhonnan
is indulnak el a fazistérben, elegendGen hosszi ido alatt statisztikai tulajdonsdgaik meg
kell egyezzenek és csak a megmaradé mennyiségektol fiigghetnek.”

Fontos megjegyezni, hogy makrorendszerek esetében az (1.1) illetve (1.2) egyenletek
segitségével vald determinisztikus leirds valéjaban értelmetlen. A kezdeti feltételeket
ugyanis szinte sohasem tudjuk elegendéen pontosan meghatarozni az Gsszes részecskére.
A legtobb, nem specidlisan preparalt fizikai rendszernél ez a bizonytalansag, illetve a
kaotikus rendszereknél tipikus kezdeti feltételekre val6 érzékenység rendkiviil rovid idén
beliil azt eredményezi, hogy a rendszer mikrodllapota megjosolhatatlanna valik.

1.1.3. Atlagok, sokasagok

Az Osszetett rendszerek kaotikus viselkedése gyakorlatilag lehetetlenné teszi szamunkra,
hogy ilyen rendszerek trajektoriajat hosszabb ideig kovetni tudjuk a fazistérben. Ugyan-
akkor éppen ez az Osszetett viselkedés és az ergodicitds teszi lehetévé szamunkra, hogy
bevezessiik a statisztikus fizikai sokasdgok fogalmat, és ezaltal pontosan jellemezziik a
rendszer egyensulyi allapotat anélkiil, hogy annak idéfejlédését kovetnénk.

Az egyszerliség kedvéért tekintsiink egy klasszikus mechanikai rendszert! Osszuk fel
a fazisterét kicsi, de véges d*p d*q méreti faziscellakra (1.2. abra)! A féziscelldk méretét
fizikai elvek alapjan rogzithetjiik: nyilvan nincs értelme a mérési pontossagnal kisebb
cellakat véalasztanunk. fgy egy-egy cella térfogatat érdemes a hatarozatlanséagi elv altal
szabott hatdrnak megfelelden h® méretiinek vélasztani (14sd részletesebben az 1.2.2. fe-
jezetet).

Tegyiik most fol, hogy valamely A = A(q, p) fizikai mennyiség termodinamikai egyen-
sulyi értékét szeretnénk meghatdrozni! A mérés soran valéjaban iddatlagot figyeliink

4Egy rendszer kaotikus, ha mikrodllapotainak idéfejlédése érzékeny a kezdeti feltételekre, vagyis
egészen kozeli allapotok rovid id6 utdn nagyon kiilonb6z6 allapotokba fejlodnek.

5 Az ergodicitas preciz leirasa rendkiviil nehéz matematikai probléma, Poincaré, Birkhoff, Neumann és
Sinai nevéhez szamos eredmény kothet6 ezen a teriileten. Fontos eredmény Birkhoff 1931-es individudlis
ergodtétele, mely bizonyos dltalanos feltételek mellett kimondja tetszOleges valoszintiségi eloszlas id6at-
laganak létezését majdnem minden kiindulasi pontra, és bizonyitja, hogy ez egy jol definialt val6sziniiségi
eloszlas. Szintén hires eredmény Neumann 1932-es un. statisztikus ergodtétele, mely a konvergenciat
statisztikus értelemben mondja ki unitér idéfejlédést feltételezve. Ez a két tétel szoros kapcsolatban van
egymassal.



p,

d*pl) dsql9)

q

1.2. 4bra. Diszkretizalt fazistér

meg;:

A= lim © / Alq(t), p()) dt, (1.3)

T—00 T
0

természetesen a mérésnél T nem végtelen, de makroszkopikus id6. A kiszdmitdsahoz az
elvi lehet6ség, hogy ugy jarunk el, mint a laboratériumi mérés soran, azaz kovetjiik a
rendszer idofejlodését, és kiszamitjuk a fenti idoatlagot. Ez azonban kivitelezhetetlen, de
nincs is ré sziikségiink. Legyen ugyanis A7U) a 7 megfigyelési id6 alatt a j-edik celldban
toltott ido! Ezzel aranyosan minden egyes faziscellahoz sulyokat rendelhetiink,

‘ (4)
dw = lim AT—(T)

T—00 T

Az igy definidlt dw") sily annak a valészintisége, hogy a rendszer a mérés soran egy
véletlenszertien valasztott pillanatban a j. celldban taldlhaté. FErgodikus rendszerben
ez nem fiigg a kezdeti feltételtdl (csak néhdny megmarad6 mennyiségen keresztiil), hi-
szen elegendden hosszu id6 alatt a rendszer minden, a megmaradé mennyiségek altal
megengedett faziscellan athalad, igy sziikségképpen

dw® = dw(q @, p @) = dpPd*? p(q @, p ),

ahol p(q, p) egy a kezdeti feltételektdl fiiggetlen fazistérbeli valdszintiségi stiriiségfiiggvény.
Visszatérve a folytonos paraméterezésre,

dw(q,p) = d*p d*q p(q, p) ,
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a konstrukciobdl kévetkezoen pedig

/dw = /p(q,p) d°p d®q = 1.

A p(q,p) fiiggvény segitségével most mér kifejezhetjiik az A idéétlagot:

T

1

A= lim = ) (J) J)
A= lim ) Alg(t) p(t) dt = lim TZAT A(@p?)
_Zdw J)) :stpj dqu p(q (j)’p(y)) A(q (J'),p(j)) _ (1.4)

J
fgy végezetiil, a cellakra vald Gsszegzést integralkozelité osszegként értelmezve a kovet-
kez6 osszefiiggést kapjuk:

A= /A(q,p) plg,p) d&°p &g . (1.5)

Az (1.5) egyenlet fontos iizenete, hogy a p(q,p) sily ismeretében tetszdleges dinamikai
mennyiség varhato értéke (idéatlaga) meghatérozhatd. Fontos megjegyezni, hogy az (1.5)
képlet nem tartalmaz semmiféle explicit idofiiggést, a rendszer dinamikaja csak kozvetve,
a p(q,p) sulyon keresztiil jelenik meg. Mint kés6bb latni fogjuk, az egyenstlyi rendszer-
re jellemz6 p(q,p) stirtiségfiiggvényt meg tudjuk hatdrozni altaldnos elvekbdl, barmiféle
dinamikai szamitéds és a trajektéridk ismerete nélkiil.

Az (1.4) illetve (1.5) egyenleteknek adhatunk egy mésfajta értelmezést is, igy eljutva
a Gibbs-féle sokasdg fogalmahoz. A Gibbs-féle sokasag idofiiggetlen rendszerek absztrakt
Osszessége, amellyel egyetlen egyensilyi rendszer teljes id6fiiggo leirasat helyettesitjitk. A
sokasdgot gy konstrudljuk meg, hogy a sokasdgelemek p(q, p)-vel ardanyos része legyen a
(q, p) koriili faziscellinak megfelelé mikrodllapotban. A Gibbs-sokasdgban tehét N > 1
egymastol fiiggetlen rendszer koziil

N, = N dp@dq® p(q®, p )
talalhaté a j-edik faziscellanak megfelelé mikroallapotban. Vilagos, hogy az igy definialt
sokasdgdtlag megegyezik az idoatlaggal, azaz

_ AG) — s s _ A
A}@WNZMAJ —/A(q,p)p(q,p) d’pdiqg= A,

ahol AV) = A(q W pU)) az A mennyiség j-edik celldban felvett értékét jeloli. A késdbb
targyalt statisztikus fizikai sokasagok mindegyike ilyen médon értelmezett Gibbs-sokaség.

Kvantummechanikailag az ergodicitas és a kaotikus viselkedés sokkal nehezebben ér-
telmezhet6, mint a klasszikus mechanika keretein beliil. Ugyanakkor, mint azt kés6ébb
latni fogjuk, a Gibbs-sokasag fogalma természetes médon kiterjesztheté kvantummecha-
nikai rendszerekre is az tn. siiriségoperator (vagy méasként siiriiségmatrix) segitségével,
mely a p(q, p) stirtiségfiiggvény kvantummechanikai megfelel6je.
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1.1.4. Irreverzibilitas

Végezetiil, ennek a bevezeto jellegli fejezetnek lezarasaképpen az irreverzibilitdas kérdé-
sével foglalkozunk. Altalanos tapasztalat, hogy a makroszkopikus folyamatok altaldban
irreverzibilisek, azaz csak egyik irdnyba jatszodnak le spontdn moédon. Ez a mélyen gyo-
kerez$ felismerés tiikrozodik abban, hogy az id6t irdnyultnak kell tekinteniink (,arrow
of time”), a magukra hagyott rendszerek egyensily felé val6 torekvése ennek az irrever-
zibilitasnak a megnyilvanulasa. A termodinamika nyelvén ugyanezt fogalmazza meg az
entropiantvekedés elve.

Az irreverzibilitas elve azonban ellentmondani latszik két masik alapelviinknek. Egy-
felol latszolag ellentmond az ergodicitdsnak, melybol nyilvan az is kovetkezik, hogy egy
zart, ergodikus rendszer elegendden hosszu ido utan tetszolegesen kozel vissza kell jusson
a kezdeti allapotahoz. Ezt fogalmazza meg szigortibb formaban a Zermelo-féle visszaté-
rési paradozon, mely Poincaré (nem csak ergodikus rendszerekre vonatkozd) visszatérési
tételén alapul. Ez utobbi szigorii matematikai kontextusban kimondja, hogy zart és
konzervativ mechanikai rendszerben a mozgas kvaziperiodikus, azaz minden trajekto-
ria végtelen sokszor visszatér a kezdeti fazispont tetszolegesen kicsi kornyezetébe. Bar
eszerint egy nem egyensulyi dllapotban magéara hagyott zart rendszer idofejlédése soran
tetszolegesen kozel keriil kezdeti allapotahoz, ezt mégsem tapasztaljuk a valésagban.

p,
t=0
p1 +
(@)
P2 + t= teq
—P2 T 1
(b)
_pl —+

1.3. dbra. Loschmidt-féle reverzibilitdsi paradoxon: az (a) relaxdciés folyamat (b) id6-
tiikrézottjét sosem tapasztaljuk, holott az is megfelel a mikroszkopikus dinamikanak

m

Masfelol az irreverzibilitas fogalma ellentmondani latszik a mikroszkopikus reverzibi-
litasnak, azaz annak, hogy a mikroszkopikus fizikat leiré torvények (mind klasszikusan,
mind a kvantummechanikdban) invaridnsak az id6tiikrozéssel szemben. Ezt fogalmazza
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meg a Loschmidl-féle reverzibilitdsi paradozon. Tegyiik fel, hogy egy (q1,p1) dllapotbdl
elinditott rendszer t., id6 utan eljut a (go, p2) egyenstlyi allapotaba!l Ennek az allapotnak
ugyanolyan valészintiséglinek kell lennie azonban, mint amikor a rendszer altalanositott
impulzusait képzeletben megforditjuk a koordindtdk megvéltoztatdasa nélkiil (ez az idé-
tiikrozés operacidja). Ekkor viszont a rendszer visszafelé kovetné eredeti trajektoridjat a
¢ kezdeti koordindtédkhoz (ldsd az 1.3. dbrat). Egy trajektoridnak és idotiikrozottjének
valoszintisége meg kell tehat egyezzen. Ez azonban példaul azt jelentené, hogy egy zart
tartaly egyik felébol az egészre kiterjedo gaz magatdl visszahuzddna a tartaly felébe —
amit megint nem lehet soha megfigyelni.

A fenti paradoxonok feloldasa egyrészt abban rejlik, hogy a Poincaré-tétel nem nyilat-
kozik a visszatérési ciklus hosszarol; makroszkopikus rendszerekre a visszatérés kozmikus
id6knek felel meg. A rendszer val6jaban idofejlodése donto részét egyensulyi allapotokban
tolti. Kozeli pontok Poincaré-ciklusa raadasul nagyon kiilonbo6zo is lehet. Masfeldl, mint
azt késobb jobban latni fogjuk, a kezdeti nemegyensilyi allapotok egészen specidlisak,
szamuk egy makroszkopikus rendszerben teljesen elhanyagolhaté az egyensilyi allapoto-
kéhoz képest. Emiatt majdnem biztos, hogy egy egyensilyi makrorendszert késobb is
egyensulyban talalunk. Végezetiil pedig a természetben zart rendszerekkel sohasem talal-
kozunk. A kornyezettel valé akarmilyen kicsiny kolesonhatas is befolyasolja az altalunk
vizsgalt rendszer dinamikajat.

A mikroszkopikus reverzibilitds elvének kulcsfontossagu kivetkezménye van az egyen-
sulyi allapotra nézve is: eszerint egy idotiikrozésre invaridns rendszerben sem a mikro-
allapotok kozotti direkt (oda), sem pedig az inverz (vissza) irdny nem lehet kitiintetett,
ezek atmeneti valészintiségei megegyeznek. Az egyensilyi allapotban mint idéfiiggetlen
allapotban a direkt és inverz folyamatok egyensilyt kell tartsanak egyméssal. Az olyan
allapotot, amelyikben a direkt és a forditott reakciék valdsziniisége azonos, részletes
egyensilynak (angolul detailed balance) nevezziik.® Az 1.4. dbra sematikusan mutat-
ja két, idében allandé allapot részfolyamatait. A részletes egyensuly értelmében csak
a (b) allapot felelhet meg egy idétiikrozésre invarians rendszer egyensulyi allapotanak,
hiszen az (a) esetben hidnyoznak az inverz folyamatok. Megjegyezziik, hogy zart rend-
szerben a részletes egyensily elvébol levezethetd az azonos energidju allapotok egyenlo
valészintiségének elve (lasd az 1.2. fejezetet).

1.2. Az egyensilyi allapot

A statisztikus fizika egyik sarokkove az egyenld valosziniségek elve. Ez az elv azt mondja
ki, hogy egy zart rendszerben az elérheté mikroallapotok valészintisége egyforma. Eb-
ben az alfejezetben ezt az elvet igyeksziink megalapozni el6szor a klasszikus mechanika
majd pedig a kvantummechanika keretein beliil. El6szor a klasszikus mechanikai moz-
gasegyenletekbdl kiindulva megmutatjuk, hogy kaotikus rendszerben, ahol a természetes,

6Ez nem tévesztendd dssze a részleges egyenstly (local equilibrium) kordbban bevezetett fogalmaval.
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(a) (b)

1.4. dbra. (a) staciondrius, de nem egyenstlyi dllapot, (b) részletes egyensily

térid6-szimmetriakbdl kovetkezé megmaradd mennyiségeken (energia, impulzus, impul-
zusmomentum) kiviil nincs mas megmarad6 mennyiség, az el6zé alfejezetben bevezetett
p(q, p) valészintiségi stirtliségfiiggvény megfelelé koordindtarendszerben csak a Hamilton-
fiiggvényen keresztiil fliigghet az altalanositott koordinataktoél,

Pea(, D) = peq(H(q: D)) - (1.6)

Eszerint ergodikus rendszerben az azonos energiaji mikroallapotok valdszintisége meg-
egyezik.

A fejezet mésik felében (1.6) kvantummechanikai dltaldnositdasét adjuk. Eloszor meg-
mutatjuk, hogy altalaban egy kvantummechanikai alrendszer nem irhaté le hullamfiigg-
vény segitségével, és bevezetjiik a p stirliségoperator fogalmat. Ezutdn megmutatjuk,
hogy egyfnsﬁlyban p(q, p)-hoz hasonléan p csak a Hamilton-operator fiiggvénye lehet,
Peq = p(H).

1.2.1. A Liouville-egyenlet és kGvetkezményei

Tekintsiink egy zart, klasszikus mechanikai rendszert, melynek dinamikéjat a #H(q,p)
Hamilton-fiiggvény adja, és vizsgaljuk meg a fazistér egy tartomanyanak mozgasat! Egy
kezdetben Vj térfogatu tartomany t idé alatt egy V; térfogati tartomannya fejlodik
(1.5. dbra). Liouville tétele azt éllitja, hogy V; = Vj, tehat zart rendszerben egy fa-
zistartomany térfogata mozgasallandé. Ennek belatasahoz tekintsiink egy infinitezimalis
dt id6 alatt bekovetkezd 0V fazistérfogat-valtozast! Ez feliileti integrélok segitségével a
kovetkezdképpen irhato:

5V:‘/t+dt—v;5:/vdt dA,
8Vt ds

ahol v = (¢,p) a fazistérbeli sebesség, dA pedig a V; tartoméany 0V; hataranak elemi
feliiletvektora. A Gauss—Osztrogradszkij-tételt alkalmazva és bevezetve a fazistérbeli

14



1.5. abra. A fazistérfogat idofejlodése

divergenciat kapjuk, hogy
oV = dt/divvdV =0,
Vi
hiszen a sebességtér divergenciaja azonosan eltiinik, mivel a kanonikus egyenletek miatt

(94 O\ OPH H N\ _
dive = Z (a%‘ * apz‘) - Z <3(Ii3pz‘ 31%‘3%' =0

i=1 i=1

Ez az egyenlet a Liouville-tétel egy masik, képszerii megfogalmazasat adja: a fazistér
pontjai 0sszenyomhatatlan folyadékként aramlanak. Erdemes megemliteni, hogy Lio-
uville tétele nem szdl a fejlodo fazistartomany alakjarol. Ahogy azt az 1.5. dbréan is
igyekeztiink jelezni, a fazistartomany térfogata az idéfejlédés soran ugyan nem valto-
zik, alakja jellemzoen rendkiviil bonyolulttd valik, és ergodikus rendszerben behdlézza a
fazistér rendelkezésre all6 részét.

Liouville tételének nagyon fontos kévetkezménye van a fazistérbeli valészintiség-si-
riiségek idofejlédésére nézve. Preparaljuk a rendszeriinket egy ¢ = 0 kezdeti pillanatban
valamilyen p(q,p,0) = po(q,p) eloszlas szerint, majd vizsgaljuk az id6fejlédés soran ki-
alakuld p(q,p,t) eloszlast! Tekintsiink most egy (g, p) koriili, piciny, dV; térfogati tarto-
ményt, majd At elteltével annak (¢ + Agq, p + Ap) koriili dVi,a; képét! Nyilvanvaldéan
annak a valdsziniisége, hogy a rendszer t idopillanatban a dV; fazistartoményban volt,
meg kell egyezzen azzal a valészintiséggel, hogy t+ At id6pontban a dV; s tartomanyban
van,

p(q,p,t) AV; = p(q + Aq,p + Ap, t + At) dVipar.
Miutan Liouville tétele szerint a fazistérfogat allandé, igy azonnal kovetkezik, hogy

p(q;p,t) = pla+ Ag,p+ Ap,t + At).
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Ebbdl a jobb oldalt sorba fejtve és a At idéintervallummal nulldhoz tartva azt kapjuk,
hogy

dp(q, p, 1f)dqu 9p(q,p, t)d N dp(q,p,t)

dt =
g op 7 ot 0,

azaz a fazistérbeli stirliség teljes idoderivaltja eltinik:

dp  9p(q.p,t).  Oplq,p.t). Oplg,p,t)
dt a0 It ey P 0 (1.7)

Az (1.7) egyenletbél a kanonikus egyenletek felhasznalasaval adédik a Liouville-egyenlet,
azaz a fazistérbeli valdszintiségi stirtiségfiiggvény mozgéasegyenlete,

dp

5 = {H’ p} ) (18)

ahol szokdsos médon {f, g} az f és g figgvények Poisson-zdrdjelét jeloli,

& [0fdg Of dg
{f.9}= Z <(‘9qi ap;  Op; (‘3%‘) :

=1

A Liouville-egyenlet kovetkezménye, hogy egy egyenstlyi (kovetkezésképpen id6fiig-
getlen, azaz staciondrius) pe, stirtiségre

Opeq

ot =0= {H’peq}>

tehdt peq mozgasallandd. Ebbdl kovetkezik, hogy peq csak H(q, p) és més mozgasallandok
(pl. teljes impulzus, teljes impulzusmomentum, t6ltés, részecskeszam sth.) fiiggvénye le-
het. fgy zart rendszerben megfelel, azaz nyugalomban 1évo és nem forgd vonatkoztatési
rendszert vélasztva arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy peq(q,p) = peq(H(q,p)), ami ép-
pen a fejezet elején megelSlegzett (1.6) egyenlet. Hangstlyozzuk, hogy peq(H) az energidn
kiviil implicit médon fiigg az Gsszes tobbi mozgasallandétol, melyek egyiittesen jellemzik
az egyensulyi allapotot: altalanossagban ahany fiiggetlen mozgasallanddja van egy rend-
szernek, pontosan annyi termodinamikai paraméterre van sziikségiink a termodinamikai
egyensily jellemzéséhez.

1.2.2. Siiritségmatrix és Neumann-egyenlet
A silirtiségmatrix

Egy zart kvantummechanikai rendszer tiszta dllapotban van, ha leirhato egyetlen 1 hul-
lamfiiggvénnyel. Ebben az esetben — Schrodinger-képben — a rendszer |1(t)) allapotédnak

16



id6fejlédését az (1.2) Schrodinger-egyenlet irja le, valamely A operétor t idépillanatbeli
véarhaté értékét pedig |1(t))-vel atlagolva hatarozhatjuk meg,

(AY(t) = ()| Al(t)) .

Egy kvantummechanikai rendszer alrendszere azonban jellemzéen kevert dllapotban
van, azaz lehetetlen egyetlen, az alrendszerre szoritkozé hullamfiiggvény segitségével leir-
ni.” Ennek szemléltetésére tekintsiink egy két darab feles spinbél all6 rendszert! Legyen
az egyes spinek Hilbert-tereinek bézisa {|11), 1)} illetve {|T2),[l2)}! Tételezziik fel
tovabba, hogy példaul a spinek valamilyen gyenge kolcsonhatdasa miatt a teljes rendszer
egy szingulett allapotban van,

W) = (|T1i2> - ’¢1T2>) :

1
V2
Hatdrozzuk meg ebben az allapotban valamilyen, az elsé spinre haté O(l) operator var-

haté értékét! Miutan O®) csak az elsd spinre hat, ezért a (o7 2 | OO |0 13) jellegii
kereszttagok eltiinnek:

WIOW 1) = 2 ({1 1011} + (11 10V] 1))

Nem taldlhaté tehat olyan 1 allapot az elsé spin Hilbert-terében, hogy (w|6(1)|w> =
(101]OWay) teljesiiljon, csupan ilyen allapotokban vett atlagok valdszintiségi stlyokkal
stilyozott linearis kombinaciéjaként allithaté el O™ vérhaté értéke.

Bevezethetjiik viszont a
1
W= f,m } _ (2 0
P = {Pal(,/l = (O % 5
sturiségmatrizot, valamint egy ennek megfelel6 reprezentaciofiiggetlen striiségoperdtort,

~__ 1
p=> lon)oll (ol

!
01,01

melyek segitségével meghatdrozhaté az 1-es spin minden mérhetd tulajdonsaga. Defini-
&lva az OW operétor ofjjgi = (01| OW |o}) matrixat, kifejezhetjiik OV) vérhaté értékét:

WOV ) = 37 o, (Ou )m Ty {2(1)2(1)} — Tr {ﬁu)@(l)} .

01,01

7A kevert allapot fogalma nem 6sszetévesztendd a kvantummechanikabdl ismert szuperpondlt dllapot
fogalmaval, a szuperponalt allapot is tiszta allapot.
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Természetesen egy tiszta rendszert is jellemezhetiink stirtiségmatrix ill. stirtiségopera-
tor segitségével. Kifejtve a rendszer ¢ hulldmfiggvényét egy {p,}, -, teljes ortonormalt
rendszeren,

:ch|90n>> e = (enlt)),
(4) = Z CrCm (#nl A\|‘Pm> = Z CpCm A = menAnm =Tr £é7

n,m n,m n,m

ahol A az Ay = (@l A |¢om) métrixelemekbdl képezett matrix, p pedig a siriségmadtriz,

(ﬁ) o = Pam = Cp,Cn. Ebben az esetben a stirtiségoperator egyszertien
P= " ) (9l = 10 (9] (1.9)

tehat tiszta dllapotban a rendszer slirliségmatrixa nem mas, mint egy a rendszer hullam-
fiiggvényének megfelel6 projektor.

A stirtiségmatrix koncepcidja tehat altalanosabb, mint a hullamfiiggvény koncepcidja,
és alkalmas mind a nyilt illetve kevert allapotban 1év6 kvantummechanikai rendszerek,
mind pedig a tiszta allapotban 1évé zart rendszerek leirasara. A fenti, két spinre vonat-
kozo6 példa konnyedén altalanosithato egy Osszetett rendszer részrendszerének leirasara.
Tegyiik fol, hogy az altalunk vizsgalt rendszer feloszthato egy az érdeklédésiinkre szamot-
tart6 alrendszerre (s = system), valamint ennek kornyezetére (e=environment), melyek
kozott elhanyagolhaté a kolesonhatas! Ekkor a rendszer teljes Hamilton-operétora felir-
haté

He = H, + H,
alakban, ahol '}QS az alrendszer, ﬁe pedig a koérnyezet Hamilton-operatora. Ezek sajat-
allapotai kielégitik az idofiiggetlen Schrodinger-egyenletet,

Holi) = Eili), Hele) = Eele),

és a teljes rendszer Hilbert-terén {|i) ® |e)} bézist alkot.
Tegyiik most fel, hogy a teljes rendszer valamilyen v tiszta allapotban van, és fejtsiik

ezt ki az elobbi bazisban,
:Zaieﬁ) ® |e) :Zaie\i,(a). (1.10)

Hatarozzuk most meg egy valamilyen, csak az alrendszeriinkon hato A= A g I
operator varhato értékét (I () a kornyezet Hilbert-terén az egységoperator)!

(V| A ) = Zaw i€l A l7,€") ajer = ZAS) (Z ozjeoz;"e> = ZAE;)pﬁ), (1.11)
irj e irj

]6
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ahol bevezettiikk az alrendszer

P =l aieal, (il = Y1) i} (il (1.12)
i,J 2%

stiriségoperatorat és annak pgj) métrixelemeit (azaz a slirliségmatrixot).
A surtségoperatort kifejezhetjiik kicsit formalisabban is:

P = Tee {[) (W]} = D (elv)(wle)

ahol Tr.{..} a kornyezetre vald trace operdciot jeloli. Ez a definicié kénnyedén altaldano-
sithato kevert dllapotban 1évé rendszerek alrendszerére is. R
Felhasznélva a Y |7) (j| = I'® teljességi Osszefiiggést, kifejezhetjiik A varhaté értékét

J
kompaktabb alakban is:
SOAT R = SGAY G G i) = DGl AR ) = e { A0}
2,] %, 3

Ezt felhaszndlva tehat az (1.11) egyenlet bazisfiiggetleniil, operatoralakban is kifejezhetd,
(Wl Alp) = Tr {A95 | = Tr{a¥)p)}.

A siirtiségmatrix tulajdonsagai

Vizsgaljuk meg most a stirtiségoperator tulajdonsdgait! Az (1.12) definiciébdl kozvetleniil
latszik, hogy p'® hermitikus, hiszen

(Z| Qe O ]e j|> ZU @ a]e Z)\()

Ebbél kovetkezik, hogy p, sajatértékei valésak, |v) sajatvektorai pedig ortonormalt ba-
zist alkotnak, melyben p®®) diagonalis. 7—[ sajatallapotai helyett ezeket hasznalva tehat
bazisvektorként kapjuk, hogy

=S (Saweis) ¢1= Ll o, (L.13
ahol a spektrélfelbontés egyiitthatéi nemnegativ valés szamok,

bv = Z |aue|2 .

€

19



A striségoperator nyoma 1, hiszen az egységoperator varhato értékébol
— (| T|v) :Tr{ﬁs>ﬁ<s>} = Tr ), (1.14)

Ebbél p®) (1.13)-beli alakjat hasznalva azonnal kovetkezik, hogy
Yot

A fentiekbdl latszik, hogy a stirtiségmatrix sajatértékei valészintiségekként értelmez-
heték: az alrendszeriink p, valészintiséggel tartézkodik a |v) allapotban. Ez még vila-
gosabba valik, ha egy A operator varhaté értékét a p(®) sajatvektorai altal kifeszitett
bazisban szamitjuk ki:

() =T {FIAD L =3 p, v A9 )

Tiszta allapotban, amikor az alrendszert egyetlen hullamfiiggvénnyel le tudjuk irni,
az (1.13) kifejezés jobb oldalan csak egyetlen tagra van sziikségiink. Ekkor tehat egyetlen
suly kiilénbozik csak 0-tdl, p, = 1, p, (2, = 0. Ekkor a stiriségoperator egyszertien egy
projektor, és négyzete megegyezik énmagaval,

(Aa)” = I 1) = ) ] = P

Altaldnos esetben, azaz kevert allapot esetében azonban létezik olyan sajatérték, amire

P2 # p,, és igy
= po ) Wlpw V) V=)l v) (vl # 9.

v,V

A Neumann-egyenlet

Mind ez idaig a slirtiségmatrixot egyetlen pillanatban vizsgaltuk. Schrédinger-képben
azonban a sfiriségmatrix a hulldmfiiggvényhez hasonléan fejlédik az idében, p®) =
P9 (t). Az idofiiggést az elézé targyalds sordn az ;. egyiitthaték hordozzak:

e = () = T EFEN

Ezzel megismételve a korabbi levezetést azt kapjuk, hogy a stiriségmatrix ill. stirtiség-
operator kifejezhetok a kovetkezoképp:

it Z% = el (Zaiea;)e“ﬂﬂ/ﬁ — B o9 (0)e it/ (1.15)
)(t) = Z |4) pij t) (j| = Ze_iEit/fL /i) pl(j)(o) (j| eBit/h = e=iHst/h 5(5) () giHst/,
— —
(1.16)
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Megnyugtatoéan latjuk tehat, hogy egy kornyezetével nem kdlcsonhato rendszer stri-
ségmatrixdnak iddfejlddését és igy persze minden mérhetd mennyiségének iddfejlodését
teljes mértékben meghatarozza az alrendszer H, Hamilton-operatora. Egy ilyen rend-
szert tehat tekinthetiink zartnak. Ugyanakkor fontos ismét hangsilyozni, hogy ez nem
jelenti azt, hogy a rendszeriink tiszta allapotban van, hiszen az altalunk vizsgalt rend-
szer és a kornyezet hullamfiiggvényei , 6sszefonddhatnak”; akarcsak a feles spinekbdl allé
rendszer példajaban. Ekkor a rendszeriink sziikségszertien kevert allapotban lesz, bar az
idofejlodés soran nem hat koleson a kornyezetével.

Az (1.16) egyenletet az id6 szerint derivalva megkaphatjuk a stirtiségoperator moz-
gasegyenletét, a Neumann-egyenletet:

d?:;) — —%ﬁse—z’ﬁst/h ﬁ(s)(O) ez‘ﬁst/h 4 %e—z‘ﬁst/h ﬁs)(O) eiﬁst/hﬁs’
dp® i .
Rl ] ' 1.17

Ez az egyenlet a Schrodinger-egyenlet kevert dllapotban 1év6 rendszerre valé altalanosi-
tdsa.®

Fontos specidlis eset a stacionarius (egyensilyi) allapot. Ekkor a stirtiségoperator sem
fiigghet az id6tol, tehat

dpt)
dt

=0 = [H.5] =0

Egyensilyban tehat a stirtiségoperator felcserél a rendszer Hamilton-operatoraval. Ilyen-
kor a két operatornak van kozos sajatfiiggvényrendszere, vagyis az energia-sajatallapotok
megfelelden vélasztott {|i)} béazisdn a silirtiségoperator diagonélis,

= wili) il

Ilyen allapotban tehat mondhatjuk, hogy a rendszer p; valosziniiséggel van az F; energiaju
i) allapotban.

A klasszikus rendszerek esetében lattuk, hogy ergodikus rendszerekben az egyensilyi
allapotban az azonos energidaju mikroallapotok valdsziniisége megegyezett. Megprobal-
hatjuk ezt aldatamasztani egy egyszerli gondolatmenet segitségével a kvantumrendszerek
esetében is. Koncentraljunk a stirtiségmatrix diagonalis elemeire, és tegyiik fel, hogy
a rendszeriinket lefré Hamilton-operatorban szerepel egy pici, altalunk figyelmen kiviil

8(1.17)-et nem szabad &sszekeverniink a mérheté mennyiségeket leiré operdtorok Heisenberg-képbeli
mozgédsegyenletével. Heisenberg-képben ugyanis a stirliségmatrix idéfiiggetlen (akarcsak a hulldmfiigg-
vény), az operatorokat viszont egy (1.17)-hez hasonlé mozgésegyenlet fejleszti, csak éppen a kommutator
elojele ellenkezd.
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hagyott statikus (vagy nagyon lassan valtoz6) perturbécid, H, — Hy+6H. Ez a 6H per-
turbacié atmeneteket general az allapotok kozott, melyek rataja a Fermi-aranyszabaly
értelmében, azaz a perturbacidszamitas legalacsonyabb rendjében

2
G 6H )| 8(E: - By) = wys

m
Wiy = i

Tegyiik most fel, hogy a rendszeriink p; valdszintiséggel van az i-edik allapotban! Az
egyes allapotokban vald tartézkodas valoszintiségének megvaltozasa be- és kiszorodasok
révén torténhet, amit kifejezhetiink egy tn. mesteregyenlet formdajaban,

pi = Z DjWji—i — Z PiWi—j = — Z Wi (Pi — py) -
J(#1) J(#) J(#)
Késébb latni fogjuk, hogy ez az egyenlet egy stacionérius allapothoz vald relaxacidhoz
vezet, melyben a jobb oldal eltiinik, és teljesiil a részletes egyensuly: p; wi—; = p; wj_;.
Ha teljesiil az id6tiikrozési szimmetria (ahogy ezt a fenti egyenletekben feltettiik), akkor
W;—; = Wj_;, amibdl azonnal kdvetkezik, hogy p; = p; minden olyan allapotra, ami-
re wj; # 0. Egy zart kvantummechanikai rendszer ez alapjan ergodikus, ha minden
azonos energiaju allapot 6ssze van kotve egymassal atmeneti ratak valamilyen lancolata-
val (1.6. dbra). Ekkor minden azonos energiaju allapot betoltési valdszintisége meg kell
egyezzen: p; = p; ha B; = E;. Ezt az eredményt megfogalmazhatjuk operatoralakban is,

2 = AL

N
‘_/] *__— ~ : *__— E = const.

E = const. 7 X

1.6. abra. Azonos energiaju allapotok kozti dtmenetek (a) ergodikus (b) nem ergodikus
rendszerben.

Korrespondencia

A fazistérbeli valészintiségi stirtiségfiiggvényeken alapul6 klasszikus és a kvantummecha-
nikai stirtiségmatrix-leirast osszegzi az 1.1. tablazat. A két leiras kozti parhuzamok vila-
gosak: az (1.17) Neumann-egyenlet az (1.8) Liouville-egyenlet kvantummechanikai meg-
felel6je: benne a fazistérbeli stirtiségfiiggvényt a stirtiségoperator helyettesiti, a Hamilton-
fiiggvény szerepét a Hamilton-operator jatssza, és a Poisson-zardjeleket (i/h-sal szorzott)

kommutétor helyettesiti, {f, g} — (i/h) [:q\, ﬂ

22



klasszikus kvantummechanikai

. L, faziscella kvantumallapot
mikroleiras
(fazistér) (Hilbert-tér)
eloszlas p(q,p) P
atlagérték A = / A(q, p) p(gq, p) d*qd’p (A) = Tr{/ﬁ}
dp dp i1~
o i e
mozgdsegyenlet T {H,p} 77l H
egyenstlyi dllapot p(q,p) = p(E(q,p)) p= p(”ﬁ) . pij = 0i; p(E;)

1.1. tabldzat. A klasszikus és a kvantummechanikai leirds dsszehasonlitdsa

Az 1.1. tablazatban bemutatott megfeleltetés nem szoros értelemben vett korrespon-
dencia, mivel a p operéator nem a p(q, p) val6szintiiségi siirtiségfiiggvény operatora. A teljes
analégia felépithet6 az in. Wigner-fiiggvények segitségével, amelyek targyalasa tilmutat
a jelen kereteken.

1.3. A mikrokanonikus sokasag

Az eléz6 fejezetben lefektettiik a statisztikus fizika néhany alapelvét, és meghataroz-
tuk alapfogalmait. Ebben a fejezetben bevezetjiik a legalapvetébb Gibbs-sokasag, az
un. mikrokanonikus sokasdg fogalmat. Megadjuk a termodinamikabdl ismert termodi-
namikai valtozok és mennyiségek statisztikus fizikai definiciojat, és megmutatjuk, hogy
ezek makrorendszerekre megegyeznek a termodinamikédban heurisztikus médon beveze-
tett termodinamikai valtozokkal.

1.3.1. Allapotsﬁrﬁség, allapotszam, normal rendszerek

A statisztikus fizikai elvek hasznalatdhoz sziikségiink lesz arra az informaciéra, hogy hany
adott energiaju allapota van egy altalunk vizsgalt rendszernek. Ennek egyik jellemzoje
az Qo(E) dllapotszam, a rendszer E-nél nem nagyobb energidju dllapotainak szama,

W(E)= Y 1= O(E-E).

i
E;<E

23



Definidlhatjuk az [E — 0E, E] energiasavba esé allapotok Q(FE,0E) szamét is,
OB, 0E) = Q(E) = Qo(E—0E) = > L
E-0BSE<E
Mint késobb latni fogjuk, egy makrorendszerben az energiaszintek nagyon stirtin helyez-
kednek el, és érdemes definidlni az allapotok energia szerinti w(E) dllapotsiriségét is:

w(FE) = d%oéE).

E hérom, egymassal szoros kapcsolatban 1évé mennyiség viszonyat szemlélteti az 1.7. il-
letve az 1.8. dbra.

Qo

| T

Q(E',0F') «—— degeneralt allapotok

Ey E' —OF E'

1.7. dbra. Az allapotszam és annak energiafiiggése

A fenti definicidk egyértelmiiek kvantummechanikai rendszerekre, de nem vildgos,
hogy hogyan kell leszamolnunk egy klasszikus rendszer allapotait. Ehhez a korrespon-
dencia-elvet illetve a kvaziklasszikus kozelitést hivhatjuk segitségiil. Tekintsiink el0szor
egy egydimenzids mozgast, és hasznaljuk a kvaziklasszikus Bohr—-Sommerfeld-kvantaldst!
Ennek értelmében az egyébirant klasszikusan leirt konzervativ rendszer csak olyan zart
palyakon mozoghat (ezeknek megfelelé energidval), amelyekre

]{ pdg = / dpdq = nh, (1.18)

H(q,p)=En Hq,p)<En
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ahol h a Planck-dlland6 és n egész szam. Béar a Bohr—-Sommerfeld-kvantélas nem adja
vissza a zérusponti energiat, a nagyenergias allapotok fazistérbeli stirliségét jol adja meg:
(1.18) szerint egy = fazistérfogati tartomanyban n = =/h kvantuméllapot van. Ez
alapjan azt gondolnank, hogy egy s szabadséagi foku rendszer allapotainak szama

2 d®p d*
O(E) = / ]}’LS 7,

H(q,p)<E

Szem el6tt kell azonban tartani azt is, hogy az azonos részecskék a kvantummechani-
ka elvei szerint megkiilonboztethetetlenek. Ezért el kell osztanunk a fenti integralt a
felcserélés utjan kaphaté ekvivalens allapotok N (s) szaméval:

1 dopd*
Q(B)= / bd'y

H(g,p)<E

Az idedlis gaz allapotszama

Egyszert példaként vizsgaljuk meg az idedlis gdz, azaz egy olyan részecskékbdl allo gaz
allapotszamat, amelyek egyméssal és az Oket tartalmazé tartaly falaval elhanyagolhatd
mértékben hatnak csak koleson! Hangstlyozzuk, hogy valamilyen gyenge kolcsonhatasra
mindenképpen sziikségiink van, hogy a gazt alkotd részecskék termodinamikai egyen-
siulyba keriilhessenek. Vegyiink tehat N darab V térfogatba zart m tomegt klasszikus
szabad részecskét! A kolesonhatasukat elhanyagolva csak a részecskék kinetikus energi-
ajat vessziik figyelembe,

3N o

Hig.p) =D 2=,

=1

ahol most a részecskék impulzusainak harom-harom komponensét egyetlen 3N dimenzids
vektorba rendeztiik. Ekkor N(s) = N!, tehat a klasszikusan® szdmitott dllapotszam

d3qu3Np VN N
Q(E) = / NURN  — NIpaN / d*p.

H(q,p)<E >pi<2mE
1

A jobboldali integral épp egy 3N-dimenzids, v2mFE sugari gomb térfogata. Megmutat-
hatd, hogy egy d-dimenzids, r sugaru gémb térfogata
T

Va(r) = Tdr(g T 1)7

9Az (1.3.1) kifejezés bizonyos értelemben ,szemiklasszikus”, hiszen az dllapotok allapottérbeli siirii-
sége a szemiklasszikus kvantdlason alapszik.
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ahol T'(z) = [ e "t*~'dt a gamma-fiigguény. Ennek két nevezetes tulajdonsdga, hogy
I'(n+1) = n! ha n egész, tovabba a Stirling-formula értelmében InT'(z) ~ zlnz — z +

O(ln z). Igy

3N

VN 3N T 1 1 2rmEVS )
Q(E) = ——— (2mE)*? = .
olE) = Fw BmE)* pay F(N+1)r(%+1)< 0

A Stirling-formuldt alkalmazva aszimptotikusan (az O(In V) tagokat elhagyva)

anO(E)%—NlnN—I—N—TlnT—i—T—i—Tln 2

2B 2mm (V)3
3N h? \ N

Ez a kifejezés rendkiviil tanulsagos. Egyfeldl azt latjuk, hogy

3N 3N 3N 3N <2mev§>

3N
= —1In

2

ON
5

(1.19)

InQy(E) =N o(E/N,V/N)

alakt, tehat elsorendii homogén fiiggvény, hasonléan a termodinamika extenziv allapot-
jelz6ihez. Mésfel6l (1.19) argumentumét vizsgalva azt talaljuk, hogy az a részecskék tipi-
kus d ~ (V/N)'/3 tévolsdgénak, és A\p ~ h/+/2mFE /N kvantummechanikai hulldmhossz4-
nak (termikus de Broglie-hulldimhosszanak, ldsd majd a 2.1.5. alfejezetet) hdnyadosatol
fiigg csak. Amennyiben d > Ar, azaz a részecskék szemiklasszikusak, igy a logaritmus
egy 1-nél nagyobb szam, és Qy(E) asztronémiai értéket vesz fel, Qg (F) ~ econstx10,
Erdemes In Qy(E)-t az energia szerint derivélni, és meghatérozni w(E)-t,
3N
w(E) = 5E Qo(E).

Ez a kifejezés azt mutatja nekiink, hogy a rendszer allapotainak szama tobbszorosére
emelkedhet, ha csak egyetlen részecskének az dtlagos F/N energidjaval megemeljiik az
Osszenergiat!

Normal rendszerek, termodinamikai limesz

Az idedlis gaz esetében bemutatott tulajdonsagok altalanosak, és kvalitative jellemzbek
a makrorendszerek tobbségére. Altaldban is igaz, hogy egy makrorendszer dllapotszama
meredeken né a rendszer méretével és az energiaval,

E V
Qo <Y ha NN rogzitett,
Qo o< BN ha N, V rogzitett,
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ahol ¢ illetve o ~ O(1) nagysagu konstansok. Kovetkezésképpen a szinttdvolsdg, azaz az

energiaszintek kozotti tavolsag e (% %)V gzerint véltozik. A vezetd rendtdl vals eltérés
melletti korrekciok jellemzden logaritmikusak,

EV
InQ(E,N,V) = N(p(N, N) + O(In N).
Az el6bbi tulajdonsagokkal jellemzett rendszereket normdl rendszernek nevezziik. Mikro-
rendszerek altalaban nem normaél rendszerek, de a valésagban el6fordulé makroszkopikus
rendszerek legtobbszor normal rendszerként viselkednek.

Makroszkopikus rendszerek esetén, ahol N ~ 10?3, gyakran célszeri az N — oo
hataresetet nézni, mikozben az % fajlagos energiat és a % fajlagos térfogatot rogzitjik.
Ezt a hataresetet nevezziik termodinamikai limesznek (TDL). Ebben a hataresetben
elegendd InQy-nak az N-ben (E-ben, V-ben) vezet6 rendii jarulékat figyelembe venni,
igy elhanyagolva az esetleges végesméret-korrekcidkat. Termodinamikai limeszben tehat
normal rendszerekben In )y az extenziv valtozdk homogén elsérendi fiiggvénye.

Idealis kvantumgaz allapotszama

Tanulsagos az idedlis gazra vonatkozé klasszikus eredményt kvantummechanikailag is
levezetni. Tekintsiink N darab, egy L élhosszisagu kockaba zart, fiiggetlen, spin nélkiili
részecskét! A Hamilton-operator

3N o

QZZQP_T:L’

=1

tehat egyméssal kommutél6 egydimenzids (kinetikus energia-) operédtorok osszege. fgy a
(szimmetrizalatlan) hullamfiiggvény is faktorizalédik 3N darab egyvaltozés hullamfiigg-
vény szorzatara, a teljes energia pedig egy adott N-részecskés allapotban az egyes sa-
jatenergidk osszege. A dobozba zart részecske egydimenzids probléméjabol ismert, hogy
olyan hk; impulzussal van csak megolddsa a Schrodinger-egyenletnek, amelyre k; = Tn;
valamely n; > 1 egész szamra. Kovetkezésképpen a rendszer energidja

i=1 1=1 i=1
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egy adott {nz} kvantumszamsorozat esetén. Az allapotszamot egy E energianal igy
az hatarozza meg, hogy hany ilyen sorozat esetén kisebb az energia mint F,

Nh27r22
( N'Z@< Z%f”)

{ni} i=1

1 IMEL? &
- (R 3 ).

{ni}

Itt Qg kifejezésében figyelembe vettiik a részecskék megkiilonboztethetetlenségét is, de
ugyanakkor elhanyagoltuk a teljes rendszer hullamfiiggvényének szimmetriatulajdonsaga-
ira vonatkozé megszoritasokat, vagyis azt, hogy a részecskék fermionok, vagy bozonok.!”
Az n;-kre vonatkozo korlat tekintheto egy 3N-dimenzids, 7 = —VQ?WEL sugard gomb
bels6 pontjainak koordinatdira vonatkozé Osszefiiggésként, azzal a megszoritdassal, hogy
3N
minden n; koordinata pozitiv. Az E/N = véges, L — oo hatdresetben > n? kizelitSleg
i=1
egyenld egy 3N-dimenzids, 7 sugari gomb térfogatanak -ed részével. (N =1 esetén
egy nyolcad gombben helyezkednek el az (ny, ng, n3) pontok). Igy az éllapotszam

2—3N

) = - (N emey® Y (L)
0()—m§ (2mE)? (L?) i) TEX+D)
VN
1 1 ormEV3
:mf(%ﬂ)( e > ’ (1.20)

ami megegyezik a klasszikus eredménnyel. Hangstulyozzuk, hogy ez a levezetés csak
kozelitd; d ~ Ar esetén figyelembe kell venni a hullamfiiggvény pontos (bozonikus vagy
fermionikus) szimmetrigjat (lasd a 2.1.1. fejezetet).

1.3.2. A mikrokanonikus sokasag definiciéja és jellemzo6i
A mikrokanonikus eloszlas

Tekintsiink egy zart rendszert adott részecskeszammal és térfogattal, melynek E energi-
dja OF (< F) bizonytalansiggal ismert! Az egyenld valdsziniségek elvének értelmében
feltessziik, hogy a rendszer Q(FE, JE) lehetséges (elérhetd) dllapota kozott nincs kitiinte-
tett, igy mindegyikben egyenld valdszintiséggel tartézkodik a rendszer. Feltessziik tehat,

10K és6bb 14tni fogjuk, hogy ez a kozelités a d > Ar feltétel teljesiilésekor alkalmazhato.
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hogy egy ¢ indexti allapot valészinlisége

1
————— haF-0F<E <FE
pi = UE, OF) (1.21)
0 egyébként.

Ez az tgynevezett mikrokanonikus eloszlds. A mikrokanonikus sokasag fenti eloszlasa,
vagyis az egyenl6 valdszintiségek elve posztulatum, amely nem bizonyithatd, am ahogy
azt az 1.2. fejezetben lattuk, konkrét rendszerek vizsgalatan keresztiil ill. néhany abszt-
rakt tétel segitségével plauzibilissé tehets. Végsé soron azonban az (1.21) hipotézis alap-
jan felépitett statisztikus fizika és termodinamika kisérletekkel val6 Gsszevetése bizonyitja
(1.21) helyességét.

Entroépia

A termodinamikaval kiépitend6 kapcsolatokhoz meg kell taldlnunk a termodinamikai
mennyiségek mikrokanonikus sokasagbeli megfeleldit. A mikrokanonikus sokasagban az
entropiat posztulaljuk, majd ebbdl szarmaztatjuk az intenziv termodinamikai mennyisé-
geket. A mikrokanonikus sokasag entrdpidjdat a Boltzmann-dsszefiiggés definialja,

S =S(E,V,N)=kglnQ(E,JE), (1.22)

ahol kg = 1,38 - 1072 £ a Boltzmann-dllandé, 0E < E pedig egy nagyon keskeny
energiasavot jelol, amit vélaszthatunk példaul O(FE/N) nagysagrendiinek. Az eldbbi
egyenletben kiemeltiik, hogy az allapotszam parametrikusan fiigg a rendszer térfogatatol
illetve a részecskeszamtdl is, tehat az entropia ezek fliggvénye is.

Az entrépiabdl formélisan parcialis derivalassal szarmaztathatjuk az intenziv vélto-

zokat, azaz a hémérsékletet (T'), a nyomast (p) és végiil a kémiai potenciélt (fi),

o 08

1 aS

1_065 p_05
T OE T oV’

A fenti jel6léssel azt kivanjuk hangsilyozni, hogy S, T, p és ji statisztikus fizikai mennyi-
ségek, azonossaguk termodinamikai megfeleloikkel bizonyitasra szorul.

A fenti posztuldatum illetve a bel6le szarmaztatott intenziv mennyiségek heurisztiku-
sak. Helyességiiket az igy definidlt mennyiségek tulajdonsdgainak részletes vizsgalata, és
a termodinamikéval valé Gsszevetése tamasztja majd ald. El6szor is megallapithatjuk,
hogy a statisztikus fizikai entropia valoban rendelkezik azokkal az alaptulajdonsagokkal,
amiket el is varunk tdle:

° Izolévlt részrgndszgrekre additiv, hiszen ekkor Q.9 = Qi (E1,0FE7) - Qa(FEs, 0Es), és
gy Si42 = S1 + Ss.
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e Spontan folyamatokban novekszik, hiszen barmilyen kényszer megsziinése utan a
rendelkezésre allo allapotok szama novekszik,

Q(E,dE, kényszer) < Q(E, JE, szabad).

e Normadl rendszerre extenziv, ahogy ez In Q2-nak In )-lal megegyezo, az 1.3.1. feje-
zetben targyalt tulajdonsagaibdl kovetkezik.

Zavaronak tlinhet az entrépia 6 E-t6l valé fiiggése. A termodinamikai limeszben azon-
ban az entrépia 0E valasztésatol fiiggetlen. Példaul a 0E = F illetve a 6E = E/N
vélasztasokkal élve (melyek sordn §F koriilbeliil 23 nagysagrendet valtozik!), az allapot-
szam 1.8. abran demonstralt tulajdonsagait figyelembe véve azt kapjuk, hogy

w(E)E/N ~ Q(E,0FE =FE/N) < Q(FE)=QFE,0E=F) <w(E)E,
melyekbol azonnal kévetkezik, hogy
InQ(E)=mQE,0E=FE)=nQEFE,FE=FE/N)+ O(nN).

Miutén normél rendszerre InQy(E) ~ N ~ 10?3, a korrekci6 pedig ~ In(10%%) ~ 53,
a logaritmikus korrekcié elhanyagolhato. fgy makroszkopikus normal rendszerekben —
ugyanilyen logaritmikus pontossagon beliil — a kovetkez6 definicidk egyenértékiiek a ter-
modinamikai hataresetben:

S=kgnQ(E,0FE) = kglnQy(F) ~ kg In(w(F)),

ahol az utolso kifejezés energiaskalatol valé fiiggése a termodinamikai limeszben érdek-
telenné valik.

Termikus egyensiily és hémérséklet

Vegyiink most két fiiggetlen makrorendszert, melyek kezdetben E¥ illetve E% energidval
rendelkeznek (0F; ill. §Fy bizonytalansaggal)! Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha
ezeket termikus kontaktusba hozzuk egymadssal (1.9. dbra)! Feltehetjiik, hogy a teljes
rendszer energidja E' = Ey 4+ E5, ugyanis révid hatotdvolsdgi erdok esetén a két rendszer
kozotti Eyg, kolesonhatdsi energia az érintkezési feliilettel aranyos, igy Fi, < E. A ter-
mikus kolesonhatas révén végiil bedll az egyensiily: a teljes rendszer minden E energiaju
allapotot azonos valdszintiséggel tolt be, az alrendszerek E; illetve Es energiaja viszont
véletlenszerl lesz. A végéllapotban az 1l-es illetve 2-es rendszer energidjanak varhaté
értéke E illetve Ey lesz. Ezek Osszege valtozatlanul E, + E, = E, hiszen a termalizcié
soran a teljes rendszer Gsszenergidaja megmarad.
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Q(E, E)

Q(E)

energia

E—-J0F

1.8. dbra. Az allapotszam és az allapotstirtiség viszonya

E\,S6E, || Fy, 6B, E By

(a) (b)

1.9. dbra. (a) izolalt alrendszerek, (b) alrendszerek termikus kapcsolatban

Prébaljuk meg meghatarozni a végallapotban Ej illetve Ey eloszlasat! Szamoljuk
ossze az [E — dF, E|] (infinitezimédlis) intervallumba es6 lehetséges végéllapotok szamét:

(B, dE) = w(E) dE - / / won(Br) wn(By) dEy dE, (1.24)
_ dE/wl(EI) wn(E — By) dE, (1.25)

ahogy azt az 1.10. dbra szemlélteti.
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dE w1 (El) (.UQ(E — El) dE1

Ey

1.10. dbra. Egy dFE; intervallum jéruléka dE w(E)) we(F — E7) dEy

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy

/ wl(E1> w2<E — E1>
w(E)

dEl == 1,

és igy
wl(E1> (JJQ(E — El)

f(El) W(E)

(1.26)

nem mas, mint az allapotok szamanak FE) szerinti eloszlasa egy adott F teljes energia
mellett. !

Az (1.26) képleten jol latszik, hogy az eloszlas egy nagyon meredeken névekvo és
egy nagyon meredeken csokkend fiiggvény szorzata, igy maga az eloszlas egy rendkiviil
éles csuccsal rendelkezik (1.11. dbra). Az ilyen rendkiviil éles eloszldsok gyakoriak a
statisztikus fizikaban, ¢s altalanos kévetkezményiik, hogy ilyenkor az adott eloszlas Ey
maximumbhelye és az energia E1~étlagértélge lényegében megegyezik: E; ~ E.

A legvalosziniibb E; illetve Fy = E — F; értékekre

w1 <E1> wWo (Eg) = max. < lnw; (E’1> + Inwy <E2> = max.
= 51 (El) + S’g (E2> = max.

95 05, OB _ 127

95, N
Bo—E-E OF B, OE,|B,0E,

95, N
El aEl

=
0E;

UB4r E-nek az [Ef +EY —§E, — §E, E¥ + E%] intervallumba es6 eloszldsa nem egyenletes, a levezetett
eloszlas fiiggetlen ettél mindaddig, amig dE; illetve d Eo elegendben kicsik.
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] >

T

N\ "
El ~ El

1.11. abra. A makroszkopikus alrendszer energidja szerinti eloszlds igen éles csucsot mu-
tat.

Felhaszndlva tehdt a statisztikus fizikai hémérséklet (1.23) definici6jét:

1_os) 9%
B OF,

1

Br Ty

7 " o8, (1.28)
Az entrépiabdl szarmaztatott statisztikus fizikai homérséklet tehéat kiegyenlitodik a leg-
valoszintibb allapotban. Megint csak, miutan FE illetve Fy végso eloszlasa rendkiviil
keskeny, ezért (1.28) nagyon nagy (O(1/ min(Ny, Ny)) pontossaggal teljesiil valoszintisé-
gi értelemben.

Az egyenstly stabilitasanak feltétele, hogy az eloszlasnak maximuma legyen a staci-
onarius pontban,

9% lnw, +82lnw2
0E? |m " 0EZ |g,

<0, (1.29)

ami a

0’ lnw o oS 01 1 0T
fop S A

0B ~ QEOE  OET  T20E

Osszefiiggés miatt a
OF, O0FE,
feltételt vonja maga utan. Normél rendszerben Inw = O(N) és E = O(N), igy

O Inw 1
a5 =0x)
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Az egyik alrendszer méretével végtelenhez tartva, az (1.29) egyenl6tlenséget lényegében
a masik alrendszernek kell biztositania, tehat igy az egyensily feltétele

Ty

— >0 N. )
8E1> R (2—)00)

Tehat egy normal alrendszer homérséklete az energidgja monoton névekvo fliggvénye.
Ebbol persze rogton az is kdvetkezik, hogy a mikrokanonikus rendszer hékapacitdsa is
pozitiv kell legyen,

Most megmutatjuk, hogy a végéallapotban az entréopia additiv lesz. Amennyiben
ugyanis stabil a végallapot, koriilotte sorba fejthetjiik az eloszlasfiiggvény logaritmusat,
és azt Gauss-eloszlassal kozelithetjiik,

In f(E) =~ 1In - (E;)(Zj <E2> + % <E1 — E1>2[ég2—5121 5 + é% Ezl
<
~ ~ ~\ 2
B~ (i)(; (£:) o |- (& gfl)

Ebbdl azonnal koévetkezik, hogy F; energiaeloszldasa nagyon éles. Feltéve ugyanis az
egyszeriiség kedvéért, hogy Ny — o0, az eloszlas Gauss-kozelitésének szélessége

825\
2=-(5g) ~m

amibdl az egyensulyi energia relativ szorasa

A 1

El V Nl '
Ez N; makroszkopikus volta miatt egy rendkiviil kicsi érték.

Elvégezve a Gauss-kozelitéssel (1.25)-6t és dE-t 6E = JFE; + 0 Ey-vel helyettesitve a
végallapotban elérhetd allapotok szamat a kovetkezoképpen tudjuk becsiilni:

OE.0B) ~ 0 BAV2rwi (Ey ) wa (B ) |
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igy az egyensulyi allapotban a rendszer entrépiaja
$=23 (El) + 5, (Eg) +O(In(Ny),In(Na))

tehat termodinamikai limeszben egyenstlyi allapotban az entrépia additiv.

A végallapot kielégiti az entropiandvekedés elvét is: mikézben a rendszer egy Ey = E¥
kezdeti energidji (0F) energiabizonytalansigi) allapotbdl az By — E; ~ E, egyensulyi
allapotba fejlodik, az altala elérhetd allapotok szama a kezdeti

OM(E,0FE) ~ §Exd Eyw; (EY) wo (E — EY)
értékrol
O(E,0E) ~ §EAV2T w, (E) W <E2>
értékre valtozik. Mivel az wi(Er) - w2(E — E1) = f(E1) - w(E) fiiggvény nagyon éles
csucsot mutat Ey koriil, ezért kezdetben kevesebb éllapot dll a rendszer rendelkezésére

(1.12. &bra) — kivéve, ha EF = E, de ekkor mar kezdetben is egyensilyban volt a
rendszer. Emiatt

Sh< §v =8, (EI) + 3, (EQ) .

f(El) A

>

] ] >
T T

Ef/ ‘\EI Ey

1.12. 4dbra. Az éles eloszlas miatt a kezdeti E¥ energian sokkal kevesebb allapota van a
rendszernek, mint az egyensilyi F; ~ F; energia mellett.

A fentiek alapjan tehdat a kovetkezdképpen Osszegezhetjiik a statisztikus fizikai ho-
mérséklet tulajdonsagait normél rendszerekben:
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1 9S8 d1ln d1ln Qp dlnw
1. = kg °E = kg = kg F

T 0E OE
2. T > 0, mivel normél rendszerben dw/0E > 0.

3. S = Nkgp(E/N,V/N) extenziv (homogén elsérendii fiiggvénye E-nek, N-nek,
1
V-nek), igy 7= Nkp Ogp(E/N,V/N) intenziv (homogén nulladrendii fiiggvény).

4. Egyenstlyban 71 = T, a legvaldsziniibb allapotban.

5. A végéllapot stabilitdsdnak feltétele: 025 < 0 < 95T > 0, azaz a hdmérséklet az
energia monoton névekvo fliiggvénye, és a Cy = OF /0T hékapacitds pozitiv.

6. Ha kezdetben E¥ < B, és EY > E,, akkor az energia szerinti monotonitds miatt

T(BY) < T (Br) = To(B) < To(ES)

. 1 N
7. Normal rendszerben Qy ~ E*YN = S ~ kgaN In E, igy 7Y tehdt a homérsék-

let aranyos az egy részecskére jutd energiaval.

Nem normal rendszerek

Léteznek nem normal rendszerek, példaul kétallapoti rendszerek, spinrendszerek, 1ézer
stb. Ezekben az dllapotszam nem né minden hataron til meredeken az energiaval, hanem
egy pont utan telitésbe megy. Az entrdpia és bel6le a homérséklet formalisan definial-
hatok ilyen rendszerekben, azonban a megszokott tulajdonsagok koziil szamos sériilhet.
Ennek egy érdekes példaja a negativ hémérséklet, melyet egyszertien szemléltethetiink
fiiggetlen kétallapotii atomok sokasdagan.

Tekintsiink N darab rogzitett atomot, melyeknek csak egy € energidju gerjesztett
allapota van a zérus energiaju alapédllapot felett! (Gondolhatunk ugyanigy H méagneses
térbe helyezett p magneses momentumokra, ekkor € <» 2uH.) Az atomok &llapotainak
egy adott konfiguraciéjaban a rendszer energiaja £/ = €N, , ahol N, a gerjesztett atomok
szamat jeloli az adott konfigurdciéban (N_ + N, = N). Az E energidji mikrodllapotok
szama egyszeriien

N!
UE) = N IN_V
InQFE)~NInN—-N_InN_— N, InN,




igy a homérséklet

1 0S8 olnQ 1. N,
—=—_— =k = —kp=In—2
T 0FE "POE BN
. € 1
T(E)=-————~
( ) k’BlnEmﬁ_E

Eszerint a hémérséklet csak N_ > N,, azaz E < Ep./2 esetén lesz pozitiv. Ha te-
hat tobb atom van gerjesztett allapotban, mint alapallapotban, a hémérséklet negativ
(1.14. dbra). Az ilyen konfiguraciét inverz populdcionak nevezziik. A negativ hémérsék-
let jelenléte azzal all Osszefiiggésben, hogy az inverz populacié nem egyensilyi allapot:
egyfeldl instabil, masfel6l melegitéssel nem is érheto el, a rendszert melegitve ugyanis
hataresetben az N_ = N, teljesen rendezetlen, maximalis entréopiaji allapothoz jutunk
kozelebb és kozelebb (vo. 1.13. dbra). Ilyen negativ hémérsékletli metastabil dllapotot
hoznak létre példaul lézerek esetében, ahol tgynevezett optikai pumpalassal érik el a
populacidinverziét. A metastabil allapot osszeomlik a fotonok altal indukalt emisszid
hatasara, amikor is a lézer koherens fényimpulzust bocséat ki.

S(E),

Emax Emax E

1.13. abra. A kétallapoti rendszer entrépidja.

2012-ben sikeriilt eldszor ultrahideg atomok egyiittesében elérni, hogy mozgasi sza-
badséagi fokaik szempontjabdl , negativ hémérsékletiiek” legyenek (S. Braun et al., Science
339, 52 (2013)).

Részrendszerek egyensiilya, konjugalt intenziv mennyiségek

A termikus kapcsolatban allé részrendszerekre kapott eredmények altalanosithatéak mas-
féle kapcsolatokra is. Tegyiik fel, hogy egy zart rendszer két makroszkopikus alrendszerét
elvalaszté fal az E energia mellett egy X extenziv fizikai mennyiség véaltozasat is lehetové
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‘ J
x
Brnax Epax F

(a) (b)

1.14. dbra. A kétallapoti rendszer (a) inverz hémérséklete és (b) hémérséklete.

teszi! A zart rendszer E = E; + E, energidja 0F erejéig meghatdrozott,'? X = X + X,
pontossiga 0.X, ahol E; (Es) illetve X; (X3) az 1-es (2-es) index{i alrendszer energidja
illetve X mennyisége.

A teljes rendszer szamara elérhetd allapotok szama

Q(E,0E, X,6X) = 6EXw(E, X)
=0FE6X //W1<E1,X1)WQ(E — El,X — Xl) dE1 dX17

amibol a korabbiakhoz hasonléan addédik az eloszlas,

wi(Ey, Xq)we(E — Ep, X — Xj)

(B, Xa) = w(E, X) :

ami Ey és X, fiiggvényében is nagyon éles.jgy_ az egyensulyi értékek ismét kozelitdleg
megegyeznek a legvaldsziniibbekkel, F| =~ F;, X; ~ X;. Ez utébbiakat pedig kénnyen

12A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy az F = E; + Ey Osszefiiggés igaz, vagyis a két alrendszer
kozotti kolesonhatasi energia elhanyagolhatd; ennek oka dltalaban az erdk révid hatétavolsaga.
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meghatarozhatjuk az eloszlasbdl,

Oln f _Olnf _0
OF, 1B, X, 00X, 1B, X,
I
Olnw, _ Olnwy
0B, 5.5 0FE, |B.X,
0lnw; _ Olnws
0x, lBx 00Xy |55

ahol EQ =F — El és )?2 =X — )?1. Eszerint az egyenstly feltétele

851 N 8SQ
OB 5.5~ 0By 5%,
85’1 o 852
0X, |lm % 0XolBn Xy

Az elsé egyenlet specidlis esetét kaptuk meg korabban, a masodik egyenlet tjdonséag.
Arra utal, hogy minden kolcsonhatashoz rendelheté egy intenziv paraméter, az X ez-
tenziv vdltozohoz tartozo, hozza konjugadlt intenziv mennyiség, amelynek egyenlosége a
kolesonhaté alrendszerekben az egyensily feltétele. A fentiek értelmében az X édltalanos
extenziv mennyiséghez konjugdlt intenziv mennyiség %.

Ezen az uton a mar bevezetett konjugalt mennyiség, a homérséklet mellett a p sta-
tisztikus fizikai nyomdst és a i statisztikus fizikai kémaiai potencidlt is be lehet vezetniink.
Az elébbi a térfogathoz (X=V), az utébbi a részecskeszamhoz (X=N) konjugélt intenziv

mennyiséggel kapcsolatos:

oS p
ov T
oS  Q
ON T

Ismét elvégezhet6 az egyensily stabilitdsvizsgalata f(E;, X;) maximuma alapjan, ami
tovabbi, az X mennyiséghez kapcsolddo stabilitasi kritériumot szolgéltat, pl. X=V esetén
az izoterm kompresszibilitds nemnegativitasat koveteli meg. Az 1.2. tablazat 6sszegzi az
alrendszerek kiilonféle valtozodira vonatkozd eredményeket.
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X (extenziv) 66131((2 (intenziv) TD derivalt egyensuly
E (hécsere) 3= aér;) = ng % = (g_g>v,N Ty =T
E (hécsere) 3= 8ér11;2 = ng % = (g—g)wv Ty =T
V (mechanikai kh.) | % = 861;‘1/9 = é} %; - (2—5) . P1 = D2
E (hécsere) 3= aérgQ = ng % = <§—§>V7N Ty =T,
N (anyagi kh.) | a= 6alr]1VQ = _k:gT —% = (g_ff)lzv fla = fi2

1.2. tablazat. Konjugélt intenziv mennyiségek és a termodinamikai egyensily feltételei

1.4. Adiabatikus, kvazisztatikus folyamatok, kapcso-
lat a termodinamikaval

1.4.1. Adiabatikus, kvazisztatikus folyamatok

Az el6z6 alfejezetben definidltuk egy zart, mikrokanonikus rendszerre a statisztikus fizi-
kai entrépiat, és ebbdl definidltuk a statisztikus fizikai homérsékletet, nyomast, és kémiai
potencialt. Megmutattuk, hogy az utébbiak egymassal gyenge kolesonhatasban 1évé
rendszerek esetében valoszintiségi értelemben valoban kiegyenlitédnek, és alapveto tulaj-
donsagaik megegyeznek a termodinamikaban megszokottakkal. Nem mutattuk azonban
még meg, hogy a statisztikus fizikai allapothatarozok ténylegesen megegyeznek termodi-
namikai megfelel6ikkel.

Ezt konnyti megmutatni klasszikus idedlis géz esetében. Példaul, mivel ekkor €2y o

EY
S 1 3N1 1
e — = = = kB__ g —,
OE ), T 2 E T

ahol az utolsé lépésben felhasznéltuk az idealis géz energiajara vonatkozé E = (3/2)NkgT

Y
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termodinamikai osszefiiggést. Hasonléan, mivel ilyenkor Qg oc V'V,

08 _p_, OlnQ ksN _p

ov T Pov v T

(1.30)

tehdt p = p. Ez alapjan érvelhetiink, hogy a termodinamikai illetve statisztikus fizikai
intenziv valtozok minden rendszerben megegyeznek. Egy gondolatkisérletben ugyanis
kolesonhatasba hozhatunk egy idedlis gazt tetszoleges ,,R” rendszerrel. Termikus kol-
csonhatas esetében példaul mind a statisztikus fizikai, mind pedig a termodinamikai ho-
mérsékletek kiegyenlitédnek, igy tehat egyensilyban Tiq = T, és egyszersmind Tiq = Tg.
Miutan az idedlis gazra a Tq statisztikus fizikai hémérséklet és a T,y termodinamikai hé-
mérséklet megegyezik, igy Tr = Tr-nek is teljesiilnie kell. Ehhez hasonléan érvelhetiink
a tobbi intenziv paraméter esetében is. Az érvelés gyenge pontja azonban, hogy egy ter-
mészetben nem létezd rendszerre tamaszkodik, és igy nem tekintheto szigoru értelemben
bizonyitasnak.

Altaldnosabb utat kdvetve is megmutatjuk, hogy a statisztikus fizikai mennyiségek
(S, T, p, i) megfelelnek a termodinamikai allapothatérozéknak (S, T, p, ). Ehhez
az adiabatikus,™® kvazisztatikus folyamatokat fogjuk felhasznalni, illetve az els6 fétételt,
mely mind a statisztikus fizikai, mind pedig a termodinamikai valtozdkra teljesiil.

El6szor is megmutatjuk, hogy mind a termodinamikai, mind pedig a statisztikus fizi-
kai entropia termikusan szigetelt rendszerben megmarad elegendden lassu, kvazisztatikus
folyamatok sordan. Ehhez tekintsiink egy ilyen rendszert, amelynek valamilyen A = A(¢)
paraméterét (példdul térfogatat) lassan véaltoztatjuk az idében! (A ,lassu” relativ foga-
lom, példaul dugattyu mozgatasanal a gdz hangsebessége a relevans skala.) Kvantumme-
chanikai képben gondolkodva, a rendszer nivéi ekkor eltolédnak és a rendszer energidja
ezért megvaltozik. Ugyanakkor az ilyen elegendden lassu, adiabatikus folyamat nem
indukél dtmeneteket,' és ezért az elérhetd allapotok Q szdma, és az ebbdl definidlt S
entrépia sem valtozik.

Termodinamikaban is ismert, hogy az ilyen folyamatokban az S entrépia megmarad.
Emellett érvelhetiink példaul a kovetkezé mdédon. Az entrépia valtozasi sebessége nyilvan
el kell t{injon, ha A = 0. Vezetd rendben viszont

s .
) C I
&t T

13 A folyamatok elnevezésével kapcsolatban az irodalom nem egységes. Az ,adiabatikus” sz6 jelentése
Lhéatadas nélkili”. Adiabatikus folyamat tehat lehet kvézisztatikus, egyensulyi dllapotokon keresztiil
vezet6 — ilyenkor az entropia allandé és a folyamat reverzibilis. A folyamat azonban lehet gyors is,
és jarhat entrépiaprodukciéval. A mechanikdban egyszeriien adiabatikusnak nevezziik a lassan valtozo
paraméterrel kontrollalt folyamatokat és adiabatikus allandénak az ilyen folyamat sordn nem valtozo
mennyiséget nevezziik (1d. Landau-Lifsic: Mechanika, 47-49. fejezetek).

14 Altaldnos tapasztalat, hogy az dtmeneti rdta a perturbécié w frekvencidjanél gyorsabban tart 0-hoz,
jellemzden véges hémérsékleten ~ w?-tel ardnyosan.
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ahol A egy a rendszer pillanatnyi allapotédtdl fiiggd egyiitthaté. A sorfejtésben a M-tal
ardnyos tag is eltiinik, hiszen az entrépidnak A eléjelétdl fiiggetleniil nénie kell. Igy az
entrépia megvaltozasa a folyamat soran:

dS = AXd),

tehat A-ot megfelelen kicsire valasztva az entrépia A-val vald valtozéasa is tetszolegesen
kicsivé teheto.

1.4.2. Kapcsolat a termodinamikaval

A termodinamika fétételeire tamaszkodva most mar dssze tudjuk kotni a termodinami-
kai és statisztikus fizikai valtozokat. A termodinamikabdl tudjuk, hogy az energia meg-
valtozasa két, egymashoz infinitezimalisan kozel 1évé egyensilyi allapot kozott, azonos
részecskeszam mellett

dF =TdS — pdV.

Miutan viszont a térfogatot kvazisztatikusan megvaltoztatva d.S = 0, igy ilyen folyama-
tokra

0E
dE|kvézisztat = —-Dp dV, p=— (_)
oV )«

Masfelél az (1.23) egyenletbél azonnal kovetkezik, hogy
dE =TdS — pdV. (1.31)

Miutén kvézisztatikus folyamatokra d.S = 0 is teljesiil, igy ilyen folyamatokra

E ) OF
dE'|kvéZisz at — _]5 dV, ]5 = — (—) = — (_)
tat v ). v ).

Azonositva a termodinamikai belsé energiat E-vel, 1atjuk, hogy p = p. Ezt felhasznalva
dE =TdS —pdV =TdS —pdV,
amibdl azonnal kapjuk, hogy
6Q =TdS =T4dS.

Ebbél azonnal kivetkezik, hogy T o< T, S o< S, hiszen T és T is integralé oszté. Az
egyenloséget a skala megvalasztasaval biztositjuk, amikor a Boltzmann-osszefiiggésben
(S =kpInQ(E,JF)) az ardanyossagi tényez6t a Boltzmann-dllandénak valasztjuk.
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A kémiai potencialok azonossaga most mar trividlisan belathato, hiszen részecskeszam-
valtozas esetén az I. fotétel kétféle alakjabol

dE =TdS — pdV + pdN,
dE =TdS —pdV + 1dN,

a korgbban belatott T'dS = T'dS, illetve p = p azonossagokbdl fi = pu is kivetkezik. A
tovabbiakban ezért nem kiilonboztetjiikk meg a jelolésben a statisztikus fizikai mennyisé-
geket.

1.4.3. Fundamentalis egyenlet, termodinamikai 6sszefiiggések

Vizsgéljuk most meg, hogy hogyan jelennek meg a statisztikus fizikaban a szokéasos ter-
modinamikai Osszefiiggések!

Az entrépia az energia, a térfogat és a részecskeszam fiiggvénye. Normal rendszerben
extenziv mennyiség, tehat valtozéi homogén elsérendii fiiggvénye,

S(AE,\V,AN) = AS(E,V,N). (1.32)

Ez megkotést jelent a fiiggvény alakjara, ugyanis az (1.32) egyenletet A szerint derivélva

8S(>\E,)\V,>\N):<85) E+(8S) V+<as> N=SEV.N),
a)\ a)\E AV AN 6)\‘/ AE AN 8/\N AE NV

A = 1 vélasztassal pedig

1
S(B,V,N) = =+ %v . %N,

vagy mas, a termodinamikabdl talan jobban ismert alakban:
E=TS—pV + uN.

Ez a fundamentalis eqyenlet. Az ebbdl szarmaztatott termodinamikai 6sszefiiggések tehat
érvényesek a statisztikus fizikaban is.
Osszevetve példaul az entropia teljes differencialjabdl szarmazd

dE =TdS — pdV + udN (1.33)
Osszefiiggést a fundamentalis egyenlet differencialjaval,

dE =TdS — pdV + pudN + SdT — Vdp + N dp,

43



leolvashaté a Gibbs—Duhem-reldcio,
SdT —Vdp+ Ndu = 0. (1.34)
A reléciot példaul dp = 0 feltétellel felirva adédik

gy _ 5
aor), vV

Ehhez hasonlé osszefiiggéseket kaphatunk a Gibbs—Duhem-relaciobdl p-t vagy pedig T-t
tartva allandonak.

Az (1.33) Osszefiiggéshol kétféle sorrendben felirva az energia vegyes méasodrendii
derivéltjat az entrdpia és a térfogat szerint (allando6 részecskeszam mellett), adédik az
egyik Mazwell-reldcio,

ary ([ op _0’E O°E
OV /sy  \0S),y\ 0VIS 89SV )’
1.4.4. Fotételek

A termodinamika I. f6tétele az energia megmaraddsat mondja ki (dllandé részecskeszam
mellett),

dE = 6Q + oW,

ahol 6Q) a kornyezettol felvett hot, W pedig a kornyezet altal végzett munkat jeloli. A o
szimbdélum arra utal, hogy ezek a mennyiségek nem allnak el6 valamilyen fliggvény teljes
differencialjaként, igy integréaljuk fiigg az adott folyamat lefolyasatol. Egymashoz kozeli
egyensilyi allapotokra lattuk, hogy a statisztikus fizikaban is érvényes a

dF = TdS — pdV

termodinamikai Osszefiiggés. Ha a folyamat egyensilyi allapotokon keresztiil, kvaziszta-
tikusan valosul meg, akkor az els6 tagot azonosithatjuk a rendszernek atadott hével, a
masodikat pedig a rendszeren végzett munkaval: 6Q) = TdS és OW = —pdV. Ez élta-
lanos esetben nem lehetséges. Példaul a Gay-Lussac-kisérletben egy termikusan izolalt
géazt pillanatszeriien tdgulni hagyunk egy kordbban iires tartalyba (vakuumba). A fo-
lyamat soran 6Q) = 0, és a gaz munkat se végez tagulas kozben, igy dE = 0. Mivel
azonban a gaz térfogatanak hirtelen novekedésekor a térfogattal az elérheto allapotok
szama novekszik, ezért az entropia is novekszik a folyamat sordn.

A termodinamika II. fététele az entréopianovekedés elvét fogalmazza meg. Lattuk,
hogy statisztikus fizikaban ez egyszertien az entrépia definicidjabdl kovetkezik: spontan
folyamatban az entrépia no, hiszen egy kényszer megsziinése utan az elérheté allapotok
szama is novekszik.
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Az 1. illetve a II. fotétel kiilonbozo jellegti torvényeket fogalmaznak meg. Az 1. fotétel
determinisztikus abban az értelemben, hogy az energiamegmaradas minden koriilmények
kozott érvényes torvényét fejezi ki. A I1. f6tétel viszont valoszintiségi kijelentés: a folya-
matok vdrhatdan olyan irdnyban jatszodnak le, hogy az allapot valészintisége novekedjék.
Vagyis — elvben — van annak is lehetdsége, hogy zart rendszerben, spontan folyamatban az
entropia csokkenjen. Makroszkopikus rendszerekre a makroszkopikus entropiacsokkenés
valoszintisége azonban elképesztoen Kkicsi, és minden szempontbol nullanak tekinthetd.
Ahhoz, hogy egy makroszkopikus mennyiségii gdz spontan folyamatban visszahizdédjon
egy makroszkopikus térfogatrol, a vilagegyetem életkoranal hosszabb ideig kellene varni.
Hasonléan, soha nem figyelheté meg egymaéssal egyensilyban levd, hékapcsolatban allé
makroszkopikus tartalyok kézott makroszkopikus hémérsékletkiilonbség spontan kialaku-
lasa, noha az els6 fGtétel ezt megengedné. Ugyanakkor megfigyelheték a makroszkopikus
érték koriil kis méretti luktudcidk, azaz az egyensulyi értékektol valo spontan eltérések.

Az els6 és masodik fétételben csak entropiakiilonbségek 1épnek fel. Az entrépia ér-
tékét a III. fotétel rogziti, értelmében a homogén anyagok egyensilyi entropidja zérus
homérséklethez tartva nullahoz tart,

b fm SLVN)
T—0 N—oo N
N/V =const.

Egybevetve ezt a formulat a Boltzmann-0sszefiiggéssel, a II1. fotétel atfogalmazhatéd ugy
a statisztikus fizika nyelvén, hogy makrorendszerek alapallapota nem makroszkopiku-
san degeneralt. Ez a legtébb rendszerre valéban érvényes, néhany esetben azonban —
igy példaul iivegszerti fazisok esetében — lehet egy rendszernek maradékentropiaja, és
sériilhet a III. f6tétel fenti alakja. Ilyen esetekre szl a III. fotétel kicsit altalanosabb
megfogalmazdsa, mely egyszertien a maradékentropia végességét mondja ki:

lim S(T') = S(0). (const.)

T—0
Ez az allitds nem semmitmondd, kovetkezik beldle példaul a hékapacitdas definicidjat
felhasznalva, hogy

Cv (1)

dT

ﬂﬂm:5@+/

véges, vagyis a hokapacitas elegendéen gyorsan 0-hoz tart,

lim Cy(T) = 0. (1.35)

T—0

Ez az elv a statisztikus fizika nyelvén azt jelenti, hogy az allapotsiiriiség (az elérhetd
gerjesztett dllapotok szama) elegendden kis hémérsékleten 0-hoz tart minden egyes alap-
allapot kozelében.
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Az (1.35) tulajdonsagot gyakran gy is meg szoktak fogalmazni, hogy az abszolit nul-
la homérséklet , véges szamu 1épésben nem érhet6 el”. Ennek szemléltetéséhez tekintsiik
példaul az adiabatikus lemagnesezés modszerét! Ezzel a modszerrel mégneses rendszerek
illetve azok kornyezete hiitheto le. A hiités soran kiils6 H magneses térbe helyezik a min-
tat, és ezzel manipulaljak a magneses entropiat. Mivel a parcidlis derivaltakra vonatkozé

azonossag szerint
OT\ (05 (oM _ |
0S ), \OH ), \oT )¢

(1), =~ (5), (m),

A jobb oldal els6 tényezdje a fajhd inverzével aranyos, és egy stabilitaskritérium miatt

pozitiv, ezért (4%) ¢ és (£5), ellentétes eldjeliiek (Idsd az 1.15. abrdt). Mégneses térben
azonos homérsékleten kevesebb allapot érheto el, és ezért kisebb az entrépia, mint tér
nélkiil ((g—E)T < 0). Ha adiabatikusan kiils6 térbe helyezziik a magneses anyagot, akkor
az felmelegszik, ha viszont adiabatikusan lemagnesezziik, akkor lehtil. A hiitési eljaras
sordn a méagnest egy Ty homérsékletii hotartélyba (pl. folyékony héliumba) helyezziik,
majd izotermikusan hiitve bekapcsoljuk a magneses teret. Ha adiabatikusan, hoatadés
nélkiil kapcsolnank be a teret, akkor a magnes felmelegedne, igy azonban a folosleges
hét atadja az 6t koriilvevo héliumtartalynak, és ujra Ty hémérsékletre hill. A méagnest
ezutan eltavolitjuk a hélium kozeghdl, és a magneses teret adiabatikusan kikapcsoljuk. A
mégnes ekkor T} hdmérsékletre hiil, és valamilyen kozeggel (példaul egy mésik tartalyban
16v6 héliummal) kapcsolatba hozva képes azt — a fenti eljaras ismétlésével — fokozatosan
T7 hémérsékletre hiiteni. Kovetkezo 1épésben az igy lehtitott folyadékot hasznéalhatjuk
hotartalyként, és segitségével elérhetiink egy még alacsonyabb T, hémérsékletet, igy le-
hetové téve az 1.15. abran nyilakkal jelolt hiitési lancolatot. A T' = 0 homérséklet ilyen
moédon tetszolegesen megkozelithetd, de a I11. f6tétel értelmében ehhez végtelen sok hii-

tési 1épésre van sziikség.

ezt atrendezve

1.5. Kanonikus sokasag, szabadenergia, ekviparticio

1.5.1. Kanonikus sokasag

A mikrokanonikus sokasdg esetében a zart rendszer E energidja allando. A legtobb ter-
modinamikai rendszer azonban nem zart, és bar esetleg térfogata és részecskeszama meg-
marad, energidja mégsem &alland6. Az ilyen, a kornyezetével termikus kolesonhatasban
1év6 rendszernek csak az atlagenergiajat tudjuk kontrollalni a hémérsékletén keresztiil.
Az ilyen rendszereket irja le a kanonikus sokasdg.
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1.15. dbra. Hiités adiabatikus lemagnesezéssel. Az abran vastaggal jelolt 1épést a gyakor-
latban nagyon sokszor meg kell ismételniink ahhoz, hogy a hiitési eljarassal 1étrehozzunk
egy 17 hémérsékletii hotartdlyt, ami a kovetkez6 (szaggatott vonalakkal jelolt) hiitési
1épés kiindulépontja lehet. A III. f6tétel értelmében a folyamatot burkol6 két T-S gorbe
Osszesimul 7' = 0-n, igy még ezzel a mddszerrel sem érheto el véges 1épésben az abszolut
zérus homérséklet.

Tekintsiink egy R zart rendszert, amelynek alrendszere az altalunk vizsgalt A rend-
szer, és az utobbi termikus kolesonhatasban all a K = R\ A kérnyezettel (1d. 1.1. dbra).
Feltételezziik, hogy R illetve K sokkal nagyobb, mint A. A teljes rendszer zart, igy annak
E energidja allandé. Elhanyagolva a két rendszer kézotti kdlesonhatés Ey, energiajat

E = Ex+ Ey.

Ez az elhanyagolas megengedheto példaul, ha a részecskék kozott rovid hatotavolsdgu
erok hatnak, és A makroszkopikus. Ilyenkor Eyy, a feliilettel, mig E4 a térfogattal aranyos.
Szamos olyan esettel is talalkozhatunk, amikor a kolcsonhatdsi energia fizikai okokbdl
elhanyagolhato. fgy példaul az anyagban 1é6v6 nuklearis spinek csak gyengén csatolédnak
az 6ket koriilvevo anyaghoz. Az idedlis gaz esetében eleve feltessziik, hogy a kolcsonhatasi
energia elhanyagolhatd. Ilyen esetekben nem kell megkovetelni, hogy A makroszkopikus
legyen, A akar egyetlen atom vagy magspin is lehet. Azt viszont feltessziik, hogy a K
kornyezet nagyon nagy A-hoz képest, és igy hétartalynak tekinthets, Fy < E (Ex ~ E).
Ha az A alrendszer a u indexti mikroallapotdban van, akkor

Ex =E—E,,

igy a kornyezet lehetséges mikrodllapotainak szama Qg (E — E,,) (0F jelolését a tovab-
biakban elhagyjuk). Mivel az alrendszer mikroallapota meghatérozott, igy ez egyben a
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teljes zart rendszer elérheté allapotainak a szamat is megadja. Zart rendszerre viszont
érvényes az egyenlo valdszintiségek elve, igy annak valoszintisége, hogy az alrendszer a p
mikrodllapotban van,

Qg(E—E,)
PMZWCXQK(E—EM,
dlIlQK 1
Q(E—E,) =exp[InQk(E — E,)] = exp [ln Q(E) — E“d—E‘E + O<N>]
= const-e_ﬁKE“,

ahol
1 . dln QK

BK:kBTK_ dE ‘E

a kornyezet inverz homérséklete. fgy annak valdsziniisége, hogy az A rendszer a p mik-
roallapotban van

e_ﬁKEu

P 2B

Z2(8) =D e

Ez az eloszlas a kanonikus eloszlds, a Z () normalasi tényez6 pedig a kanonikus dllapot-
dsszeg vagy mas néven particios fligguény. Az eloszlasban tehat a kornyezet homérséklete
szerepel, ami az alrendszertol fiiggetlennek tekinthetd, 6sszhangban a hotartaly-képpel.
A tovabbiakban elhagyjuk a hotartaly homérsékletének K indexét. Egy klasszikus me-
chanikai rendszerben E, <+ E(q,p), és az allapotokra vett szumma atmegy a megfelel6
fazistérbeli integralba, igy

7& )
plg,p) = Hop 7= / o—bBlan) 499P_

z 3NN
Kvantumrendszerekre a kanonikus eloszlast megfogalmazhatjuk bazisfiiggetlen alakban
is az alrendszer striiségmatrixa segitségével:

_ 1 s -
Fa= Y} ul = 5 DB ) (ul = ez = {e L (130)
m I

ahol H az A alrendszer Hamilton-operatora.

A particiés fiiggvény a statisztikus fizikdban kiemelt szerepet jatszik. Mint latni
fogjuk, Z tartalmazza az alrendszer termodinamikai leirdsahoz sziikséges Gsszes informa-
ciét. Az allapotsiriiség segitségével Z kifejezésében az allapotokra vett 6sszegzés helyett
attérhetiink energia szerinti integrélra,

2(5) = 3 e = / ePE o\ (E) dE.
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Az allapotosszeg tehat az &dllapotstirtiség Laplace-transzforméltja. Mivel w ~ EV, a
Laplace-transzformalt 1étezik minden S > O-ra és egyértelmii. Ez egyben azt is je-
lenti, hogy a Z(f) édllapotisszeg ugyanazt az informaciét hordozza a rendszerrdl, amit
az wy(FE) allapotstiriiség.
Két, egymastdl fiiggetlen A és B alrendszerre £ = Ex + E4 + Eg, igy
pl(ng) _ 21 e Bl PP ahol

Z
Z = Ze_ﬁEﬁ e PES — Ze_BEﬁ‘ Ze_BEE =4 Zp.
nv o v

Fiiggetlen alrendszerekre tehat
PP =plpl, 7 =7Z.Zp.

A particiés fliggvénybol egyszertien meghatdarozhaté az alrendszer energiajanak var-
haté értéke és szérdsa, valamint az alrendszer hékapacitasa is. Az E atlagenergia defini-
ciébdl

— 1 10 0
— — _BE,u —_ _BEM e
E—E pNE“_EE e E, = 795 e = Gﬁan.
1 n 1
———
Z

Az energia szérasdhoz

8*InZ o (1
_ $ e
apr 9B (E ¢ E“)

o
1 1 07
_ —BE 2 —BEL
— E ; Iz EH + ﬁ% ; e E“
_m_E(_ 192\
Z 0p
—_——
E
igy az energia szorasnégyzete
— —  0*InZ
AE?2 = (B2 — =
03?2
Maésrészt, viszont
Plnz 0 — OE 0T
- = _FE=——" =kgT*C
032 PR orop PV
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ahol Cy az allando részecskeszam és térfogat mellett szamitott hokapacitas. A kapott
altalanos érvényt Osszefiiggés szerint

AE? = kgT*Cy. (1.37)

A baloldal nemnegativitasabdl azonnal kovetkezik a termodinamikabdl ismert stabilita-
si kritérium: Cy > 0. A hékapacitas extenzivitdsa miatt makroszkopikus alrendszerre

AFE ~ /Ny, % ~ ﬁ, igy makroszkopikus rendszer energiaeloszlasa éles. Mikroszko-

pikus alrendszerekre ez természetesen méar nem igaz, akkor AFE ikro/ Fmikeo ~ O(1).

A kanonikus eloszlasbol természetesen meghatarozhaté az alrendszer energiaeloszlasa
is. Annak a valdszintlisége, hogy az alrendszer energidja az (F, E + dE) intervallumba
esik

—BE

f(E)dE = eZ wa(E)dE.

Makroszkopikus alrendszer esetén az alrendszer spektruma rendkiviil stiril, és wa(FE)
rendkiviil gyorsan novekszik. Ugyanakkor e #F exponencidlisan tart 0-hoz, és ennek
megfeleléen az f(F) eloszlas éles csiicesal rendelkezik. Az eloszlds maximumat a korab-
biakhoz hasonléan

0
O (-8B - muy(E) | =0

adja, amibol

~ Olnwy(F)
B) =242~
P A( o5 15~ "
Makroszkopikus alrendszer legnagyobb valdsziniiségli energiadllapotaban az alrendszer
és a kornyezet hémérséklete megegyezik, f4 = 5. Az E energia koriil sorfejtést végezve

f-et Gauss-kozelitéssel irhatjuk le,

In f = const —BE—l—lnw(E) %a;l;;wlé (E—E)2+...

N\ 2
(£-E)
f(E)~ C -exp kT |

nagy rendszerre ugyanis a magasabb rend{i tagok elhanyagolhatéak. Az energia szérdsa
AE? = kgT?Cy, 6sszhangban az altaldnosan is érvényes (1.37) osszefiiggéssel. A Gauss-
csucs relativ szélessége tehat makroszkopikus rendszerre kicsi, hiszen AE = kgT?Cy ~
V/N4. Az ilyen rendszer egyensilyban jé kozelitéssel zartnak tekinthetd, az 1.16. dbra
mutatja a megfelelést a kanonikus és a mikrokanonikus sokasag egyenstlyi energiaelosz-
lasa kozott. Nagy alrendszer esetén az energia AFE szérasa azonosithaté a megfeleld
zart rendszer 0 E energiabizonytalansagaval. Ez a sokasdgok ekvivalencidjanak elve, ami
lehetové teszi, hogy szamitasainkat tetszoleges sokasdgban végezziik.
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AE

(a) (b)

1.16. dbra. (a) makroszkopikus alrendszer energia szerinti eloszldsa (kanonikus sokasag),
(b) zart rendszer energia szerinti eloszlasa (mikrokanonikus sokasag)

1.5.2. Szabadenergia

Makrorendszerekben az éles eloszlas miatt
7 = / e Py, (B)dE ~ e PE w,y(E)SE
1

T(E . TS(E))] . (1.38)

= exp (—BE + lnwA(E’)éE) A exp [ .

Ekkor tehdt —kgTInZ = E — TS (E) az alrendszer szabadenergidjanak felel meg a
legvalésziniibb allapotban. A termodinamikai FF = E — T'S definiciéra tamaszkodva,
célszerl tehdat a szabadenergia statisztikus fizikai definicigjat a kovetkezonek vélasztani:

F(T,V,N) = —kgTIn Z(T,V,N). (1.39)

Az (1.38) egyenlet szerint ez a definicié makrorendszerre visszaadja a termodinamikédban
bevezetett szabadenergiat, ugyanakkor mikrorendszerre is lehet6vé teszi a szabadener-
gia értelmezését. A szabadenergia természetes valtozdja a homérséklet, pontosabban a
kornyezet homérséklete.

Konnyti megmutatni, hogy a fenti definiciébdl kovetkezik, hogy egy mikroszkopi-
kus alrendszer szabadenergiajat is ugyanigy kell konzisztensen definidlnunk. Tekintsiink
ugyanis N darab fiiggetlen alrendszert, melyek allapotosszege 7. Ezek Osszessége egy
makrorendszert alkot, melynek dllapotdsszege Zy = ZV, hiszen korabban lattuk, hogy
fiiggetlen alrendszerek Gsszességének allapotosszege az egyes alrendszerek allapotosszege-
inek szorzata. Miutan az N alrendszer 6sszessége makrorendszer, ennek szabadenergidja:

Fr = —kgTInZy = —NkgT'n Zy(T) .
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Ha tehat a termodinamikaval 6sszhangban megkoveteljiik a szabadenergia additivitasat,
akkor az alrendszer szabadenergidjat Fy = —kgT In Z;(T)-nek kell definidlnunk, fiigget-
leniil annak méretétol.

A szabadenergia segitségével most mar értelmezheto a nyilt rendszer entropiaja is:

- _‘;—5 88T (ksTnZ) = kyln Z + kBT%a%Z
— kg 1nZZpM+TZpMi — —kp |3 1nl+zp Ine FoT
T w7z z !
i 1 i i
azZaZ
S=—kp» pulnp,. (1.40)

I

Ez a kifejezés az (1.21) mikrokanonikus eloszlas esetében visszaadja az (1.22) Boltzmann-
Osszefiiggést, ugyanakkor messze tulmutat azon: lehetévé teszi az entrépia definicidjat
nyilt, st nemegyensilyi rendszerekre is.

Vizsgaljuk most meg, hogy hogyan értelmezhetd a termodinamika I. f6tétele egy kano-
nikus rendszer esetében! Nyilt rendszerrdl 1évén sz, csak az atlagenergia megvaltozasat
tudjuk értelmezni. Ennek teljes differencidlja

dE =d (Z EM%) = Z dE, p, + Z E,dp,.
n 7 p

Az els6 tag az energiaszintek eltoloddsanak atlaga valtozatlan eloszlds mellett. Ez a tag
tehdt az adiabatikus munkavégzéssel fiigg Ossze. Ezzel szemben a masodik tag az egyes
(véltozatlan) energiaszintek betoltéseinek megvéltozasaval van kapcsolatban, és kénnyen
megmutathaté a kanonikus eloszlds illetve (1.40) felhasznédldsdval, hogy ez egyszeriien
> E,dp, = TdS alakra hozhaté. A mésodik, dtmeneteket leiré tag tehat valdban az

o

entropiavaltozassal, és egyensiilyi folyamatok esetében a héatadassal van kapcsolatban.
A szabadenergiabdl szarmaztathatjuk az intenziv allapothatarozdkat is. Példaul a

nyomas termodinamikai definiciéjat kovetve kapjuk, hogy

OF 1 0E
— — R — = — T BE __“ 75EP«
P (av)T ks Zzav %:Zav ¢

9B, (9B
~ gyt v ),

tehat a szabadenergiabdl szarmaztatott nyomas varakozasunknak megfeleloen az alrend-
szer nyoméasanak kanonikus eloszlassal szamitott atlaga.
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1.5.3. Néhany alkalmazas

Harmonikus oszcillatorok leirasa kanonikus sokasagban

Példaként tekintsiink N darab fiiggetlen, rogzitett (megkiilonboztethetd) linedris har-
monikus oszcilldtort! A fiiggetlenség miatt az allapotdsszeg Z = Zi¥, ahol Z; egyetlen
oszcillator dllapotosszege.'® Klasszikusan szamolva

P omw?

_ dgdp 1 2 kgT 1
— BH(g, — — —
Zy—/Ye o —= —Ev%hﬂQmMM@TmM-—hw-—B .

Az allapotosszegbol meghatarozhatok a termodinamikai mennyiségek. Példaul az atlag-
energia

olnZ _ _Nf)anl B Naln%

op o3 0B

amibodl pedig a hokapacitas

F——

— NkpT,

Cy = Nkp,

a homérséklettdl fiiggetleniil. Ez az eredmény ellentmond a termodinamika III. f6tételé-
nek, hiszen a hokapacitas nem tart a homérséklettel nullahoz. Masképpen, a klasszikusan
szamitott entropia

NG kpT

alacsony homérsékleten negativva valik, majd T' = 0 hémérséklet felé tartva divergal.
Ez azt sejteti, hogy a kgl =~ hw energiaskaldhoz kozeledve a klasszikus leirds nem
alkalmazhaté.

Az energia szdérasnégyzete

(AE)? = kpT?Cy = kTE,
igy az energia relativ szérasa

AE 1

E VN
15Ha megkiilonboztethetetlen, kolesonhatdsmentes egységekrél (pl. azonos atomokrél) lenne sz6, a
7 = ZN /N 6sszefiiggést kellene hasznalni, ahol az N! figyelembe veszi az 6sszes permutéciot.
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Egyetlen oszcilldtor esetén (N = 1) tehat AE = E, igy ilyenkor egyaltaldn nem beszél-
hetiink éles eloszlasrol.

Kvantummechanikai oszcillatorokkal végezve a szamitasokat a III. fotétel sériilésével
kapcsolatos problémak megoldédnak. Ekkor

~ 1 1
leﬁw(ﬁ+§), El,n:hw(n—l—§), (n:0,1,)

fgy az allapotosszeg és a szabadenergia

o
_ —phomtl) _ —pre 1
A Zoe D=
£

h
= Fi = —kpTnZy = ==+ kT (1 = )

B or, _Bhw 1

Az entropia homérsékletfiiggését mutatja az 1.17. abra. Ez az eredmény mar értelmes

aT — 0 (8 — oo) limeszben is, magas hémérsékleten (fhw < 1) pedig visszaadja
az (1.41) klasszikus eredményt a korrespondencia-elvnek megfelelGen:

1 kpT
S ~ Nkg {— 1nﬁm+ﬁhwﬂ—hw} = Nkjg (mif—w + 1) .

Meghatarozhaté az atlagenergia is,

— 9 hw 1 1 1
E=-2mZ=N"Y 4 Nhw—— =Nhw | —— + =
28 . TG u’(eﬂf‘W—1+2>’

ahol m = (eﬁﬁ“ —1)_1 egyfajta dtlagos betoltési szam.! Erdekes megvizsgalni az

FE 1 +1
Nhw e —1 2

dimenzidtlanitott fajlagos energia (x = Shw) viselkedését alacsony illetve magas hémér-
sékleten (a homérséklet nagysdga a relevéns energiaskala, tehat hw-hoz képest értendd).
Magas hémérsékleten © < 1, itt

1 1 _1(1 x+x2+ )
e’ —1 l+a4+Z4+L+...—1 = 2 12 )7

16L4tni fogjuk késébb, hogy ez valéban a bozonok betoltési szdma, az tin. Bose-fiiggvény.
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Nkp 4

0 1 kT
hw

1.17. dbra. Kvantum linearis oszcillatorok entrépidja a homérséklet fiiggvényében

igy vezetd rendben kgT > hw esetén

— hw hw 1 [ hw\? 1 [ hw\?
Bl o~ N Nk 1 SN SNk (1 — (22 ).
et SN TR ( kT | 12 (kBT) ) 5 ( 1 (kBT> )

(1.42)

Alacsony hémérsékleten (z > 1)

1 _ —=x 1 _ —x —x —2x
w1 ¢ o= ¢ (1+e +e +...),

_ 1
E ~ Nhw (5 + e—ﬂ"W> .

Az atlagenergia hémérsékletfiiggését mutatja az 1.18(a). dbra.
A hékapacitas altalanosan
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‘m\
Q
<

Nhw 4 Nkg 4
Dulong—Petit
1 4 e e e e
- . % .
0" 1 kT ] kpT
hw hw

1.18. dbra. Kvantum linedris oszcillatorok (a) atlagos energiaja, (b) hékapacitasa a hé-
mérséklet fliggvényében

Magas hémérsékleten (z < 1),

:L‘ JE—
Nkg o 7 (er=1)"  p2(14+z42.) 12

1 [ hw )\’
Cy=Nkg|1l——|(-—
v b ( 12 (kBT> ) ’
ami tényleg megegyezik az (1.42) képlet derivéltjaval. Alacsony hémérsékleten (x > 1,
T —0)

Gy~ Ny (12 ot
v = B/{;BTeB’

ami nullahoz tart zérus homérsékleten, dsszhangban a III. fotétellel. A hékapacitas lefu-
tasat az 1.18(b). dbra mutatja. Habar magas homérsékleten kozel allandé a hékapacitds,
amit a klasszikusan érvényes Dulong—Petit-torvény mond ki, alacsony homérsékleten
kvantummechanikai okok miatt a torvény sériil. A hékapacitds kgT ~ hw homérséklet-
skala alatti levagasét a ,szabadsagi fokok befagydsaként” is szokds emlegetni.'”

"Ennek a jelenségnek nincs koze fazisatalakuldshoz.
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Az ekviparticio tétele

Lattuk, hogy klasszikusan (illetve a kvantumos leirds nagy homérsékleti hatéresetében) a
harmonikus oszcillatorok energiaja a homérséklet linearis fiiggvénye. Ez a klasszikus sta-
tisztikus mechanikaban érvényes ekviparticio tételének megnyilvanulasa, mely meglepéen
altalanos feltételek mellett érvényes.

Legyen egy klasszikus rendszer Hamilton-fiiggvénye

H(zy,...,an) =zt + f(@a,...,7N)

alaku valamilyen f fiiggvénnyel, ahol z; tetszéleges dinamikai véltozé (&ltaldnositott
koordinata vagy impulzus) lehet! Az ekviparticié tétele szerint az x; termodinamikai
szabadsdgi fok ax? energidjanak atlagértéke %k;BT. Ezt konnyen beldathatjuk, mivel

OO 2

[ az}ePoriday

2 — 00
ary =

w 2
f e~ Poxi dl’l

—00

ugyanis az integralok szétcsatolédasa miatt a fazistér maradék részére vett integralokkal
egyszerisiteni lehet. Ugyanakkor

0 1 1
:__1 —Baat —In— = —kgT.
ot n/ N e vE 2
Altaldnosabb alakjaban az ekviparticio tétele kimondja, hogy ha
0
hm H{zp}) =00 = x,—H = 0;;ksT Vi

Ennek bizonyitasahoz irjuk fel xi% varhato értékét,

—BH
/ /xza—x]e dek

1
—— ... e AR A d -
Z/ /xzaxj [ 56 } da;dz;

Ebbdl parcialisan integralva kapjuk, hogy

%/./[_lxzeﬁ?{]x:_m..dxl
axj B

== k‘BTéij,
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mert az els6 tag a tétel feltétele miatt eltiinik, a masodik taghban pedig épp az alla-
potosszeget adja az integral. A tételnek fontos kovetkezményei vannak. Példaul ha a
Hamilton-fiiggvény szétesik

H(qr, -, @38,P1, - 03n) = K +U(q1,- .., q3n)

alakra (tehét a kolecsonhatds és a kiilsé potencial nem fligg az impulzusoktol), akkor a

i=1 i=1
kinetikus energia minden tagja teljesiti a feltételt, tehat

— N
K - %kBT

kolesonhato rendszerre is. A linedris oszcillatorok példdjanal viszont szembesiiltiink azzal
a nagyon fontos korlattal, hogy az ekviparticio tétele csak klasszikus rendszerekre vonat-
kozik, kvantummechanikai rendszerekre csak bizonyos hataresetekben alkalmazhato.

Maxwell-eloszlas

Tovabbi példaként tekintsiink egy klasszikus kolcsonhaté gazt! Ha feltessziik, hogy az
atomokra hat6 potencidl (beleértve az egymassal val6 kolesonhatést is) fiiggetlen az im-
pulzuskoordinataktol, akkor

N p2
H=) —“—+U(ry,...,ty).
- 2m + Ul £)

Annak eloszldsét (valdszinliség-siirtiségét), hogy a teljes rendszer adott hémérsékleten az
(r,p) = ({r;},{p:}) koriili allapotban van, a kanonikus eloszlas adja meg,

e—ﬁ (g %-&-U(I‘L---,I‘N))
flr,p) =

p2
-8 (Z ﬁ-{—U(rl,...,rN))
Je N
Egy p koriili p impulzustérfogatban valé tartozkodas valészintisége definidlja az im-
pulzus szerinti f, eloszlast, ami nem mads, mint az f(r,p) egylittes stirliség margindlis
strtiségfiiggvénye,

d3Ny d3Np

d3N

2
—ﬁ( %+U(I‘1,m,r1v))
e i 3Ny

Y

d3Ny d3Np

d*p f,(p) = d*p / flr,p) &Nr = d*p / -
—B(Z ;%-i—U(rl,-..,rN))
[e

i
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igy az impulzus szerinti eloszlas

N sR al 2

1 __p°
fp(p)_er ﬁ2m d3 _ZI:I pz fp(p)_me Bt

Annak ellenére, hogy a gaz kolcsonhatd, az egyes atomok impulzusanak eloszlasa egy-
mastol fiiggetlen. Ennek egyetlen feltétele az volt, hogy a kolcsénhatds ne fliggjon az
impulzuskomponensektél (hasonléan az ekviparticiénal elmondottakhoz).

A p; = mv; kapcsolat segitségével konnyen meghatarozhatjuk az egy részecskére
vonatkozo f, sebességeloszlast is,

dPv; fu(vi) = &pi fo(pi) = d*oim® fo(pi = mvy)

3 2

m 2 7mvi

) — 2kgT
fo(vi) (2wk3T> ¢

Mivel az egyes sebességkomponensek is fiiggetlen eloszlastuak, ezért ugyancsak kénnyen
meghatarozhaté az egyes atomok abszolut sebességének eloszlasa,

fo(vi) d*v; = p(v;)duy,

3
2 2

p(v) = <27r7:BT) A v e 2uT (1.43)

a Maxwell-eloszlds. Az eloszlas alakjat az 1.19. abra mutatja.

p(v) 4

1.19. abra. A Maxwell-féle sebességeloszlas a v legvaldszintibb, a v atlagos és a
vrms = V0?2 atlagos négyzetes sebességgel.
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Célszerti meghatdrozni az eloszlas karakterisztikus értékeit. A legvaldsziniibb v se-
bességhez maximalizalni kell az eloszlast,

Op(v) =0 = v= \/2—kBT.
ov m

A sebesség nagysaganak atlagértéke az eloszlas els6 momentuma,

i O [8kuT
EZ/v-p(v) dv = (%ZBT) 47r/v3e‘w dv = ;%.
0 0

Végiil az atlagos négyzetes sebesség (az eloszlds masodik momentumanak gyotke) meg-
kaphatd az ekviparticio tételébol,

1 — 1 kT
§m02: 5m <v§+v§+v§> :3%,
— kgT
= Vo2 =/322=,

m

A harom karakterisztikus sebesség egyaltalan nincs kozel egymashoz, hémérséklettol fiig-
getleniil aranyuk

~ — 8
VT VUQZ\/§:\/j:\/gml,41:1,60:1,73.
T

Ez is azt mutatja, hogy mikroszkopikus rendszerek (esetiinkben egyetlen atom) esetén
az eloszlasok korantsem élesek.

Meghatédrozhatjuk egy idedlis gz energiaeloszlasit is (vagy egy kolesonhaté géz ki-
netikus energidjanak eloszldsat). Egyetlen atom kinetikus energidja e = %mvg, igy

1
de=mvdv = dv=— mdé.
m\ 2¢

Az (1.43) Maxwell-eloszlasbol

f(e)de =pv)dv = f(e) = <7rl<;BT> ’ 2 \/2e FBT .

Az eloszlas € maximumat a 0. f.(g) = 0 feltételbdl kapjuk,

kT
=2

Az atlagenergia az ekviparticiébodl € = 3"“'BTT.
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Az energia szérasdhoz célszeri kiszamolni egyetlen atom allapotosszegét,

2 d3rd3q  V [2mm > ommkpT\ ?
= _ﬁgm = — _— — —B
Zl,id_/e = 3 ( 3 ) v( ™ > , (1.44)

mert ebbdl az energia szorasnégyzete

5 ’InZyq  ’lmp: 3 1
oo o 2

3 , 2
2 _—— _ — — —_2
Ae 32> 5 (kgT) 3¢ -

A nagy relativ szoras ismét az eloszlas szélességének tudhato be, lasd az 1.20. dbrat.

fe(e)a

|
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
T T
€ € ERMS

1.20. dbra. Idedlis gdzatom energiaeloszlasa az € legvaldszintibb, az € atlagos és az

erMs = V&2 atlagos négyzetes energidval.

Amennyiben N nagy szamu részecske teljes energiaeloszlasat akarjuk leirni, az egyiit-
tes strtségfiiggvény valtozocseréivel

7% Zp? 3 _LP2 3N—1 __E ﬂ—l
ci e ¢ HdpiWCQG am P dec3e kpT |2 dE,
i

tehat az energia szerinti eloszlas makroszkopikus idealis gazban

1 5
fo(B) dE = — e w(E) dB x e T B R,

Ekviparticiobol

]
I

° NkpT,
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a szorasnégyzet pedig
— 3
AE? = kpT*Cy = N (kaT)’,

a relativ energiaszérds makrorendszerben igy

AE  [2 1
T VN~ N

Tehat megint azt talaljuk, hogy makroszkopikus szamu részecske esetén mar éles az ener-
giaeloszlas. Az allapotosszeg, figyelembe véve a részecskék megkiilonboztethetetlenségét,

1 N
Z:mzl,

3
2rmkpT 2
nZ~-NInN+N+Nln (v (7”’;—23> )

ebbol a szabadenergia

3
% QﬂkaT 2
F= —k’BTan ~ —NkBTln <N€ (T) > .

Az F(T,V, N) osszefuggés a klasszikus idedlis gaz fundamentélis egyenlete, beléle adédik
példaul az dllapotegyenlet,

_ OF  NkgT
P="%5v = v

1.6. Tovabbi sokasagok, termodinamikai potencialok

1.6.1. Altaldnos észrevételek

Az eloz6 fejezetben feltettiik, hogy az alrendszeriink a kornyezetével csupan termikus
kolesonhatasban van. Gyakran azonban az alrendszernek véltozhat a részecskeszama
vagy térfogata is. Elegendd, ha egy luftballonba zart gazra gondolunk, vagy pedig egy
szobaban 1évo levegére. Egy nagy R zart rendszer valamilyen A alrendszere és annak
K kornyezete kozott az energiadtadas mellett mas extenziv mennyiségek atadésat is
megengedve tovabbi sokasagokat definidlhatunk. Tegyiik fel, hogy az alrendszert a kor-
nyezetétol elvdlaszto fal az energia mellett egy X extenziv mennyiség (pl. részecskeszam,
térfogat sth.) atadasat is lehet6vé teszi! Ekkor

Er = FEx +E,
X = Xg + X,
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ahol a zart rendszer Er energidja és X mennyisége meghatarozott, viszont az alrendszer-
ben F és X a kornyezete rovasara (vagy javara) valtozhat. A kornyezetet az alrendszernél
sokkal nagyobbnak feltételezziik (Ex ~ Ep, Xk ~ Xr), igy az tartdly szerepét jatssza
mind az F energidra, mind pedig az X mennyiségre nézve (hétartaly, részecsketartaly
sth.).

A statisztikus fizikai leiras alapja a kordbbiakhoz hasonléan az az észrevétel, misze-
rint az alrendszernél sokkal nagyobb koérnyezet allapotainak szama hatdrozza meg az
elérhet6 allapotok szamat. Mivel az alrendszernek egy X extenziv jellemz6jl, vy indext
allapotdban a zart rendszernek osszesen Qi (Er — E,,, X7 — X)) elérheté allapota van,
igy az egyenld valészintiségek elve alapjan a vx mikrodllapot valdszintisége

Px vy X QK(ET — EVX,XT — X) = exXp [IHQK(ET — EI,X,XT — X)]

aanK 81119[{ 1
—_— X — -
Er, X1 +O<XT)1

OF lerx; "X 0X
Bevezetve tehdt az inverz hémérséklethez hasonléan az X-hez konjugalt intenziv val-
tozot is,

= const - exp [—

(. - (55

annak valoszinlisége, hogy az alrendszer extenziv valtozdja az X értéket veszi fel és az
ennek megfelel6 vy mikrodllapotban van,

1
Pxuy = = e Pxbx e X (1.45)
VA
ahol definicid szerint
1 Oln QK
6[( - - )
kBTK aE ET7XT
(9 In QK
€K = ;
0X |ErXxr

a normalasi tényez6 pedig
DR
X vy

a sokasdgnak megfelel6 dllapotosszeg (particiés fiiggvény). Miutdn az eloszlasban végig
a kornyezet konjugdlt intenziv valtozdi jelennek meg, igy a tovabbiakban elhagyjuk ezek
alsé K indexét.
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Az allapotosszegbol konnyen adodnak a fluktualé mennyiségek atlagértékei,

_ OlnZ

E= ZZpX,Z/XEVX = - < ;ﬁ ) )
X vx 3

=Y Y= (7).
X vy B

és szorasnégyzeteik is,

?InZ 3
@%Tl:@@

(a?m) 0107 (8an)2 10°Z
B

2

=X2-X =(AX).

oe ), azoe T o ) "Zoe

Masképp tekintve,

*InZz 0X
- (%8), - (3),
Itt a bal oldal nemnegativ, ami megkotést ad az egyenlet jobb oldaldra nézve. Latni
fogjuk, hogy ez tjabb stabilitasfeltételekhez fog vezetni a Cy > 0 feltételhez hasonldan.

1.6.2. Nagykanonikus sokasag

1.21. dbra. Nagykanonikus sokasag: a rogzitett térfogati A alrendszer termikus és anyagi
kolesonhatasban all a K kornyezettel.

Az egyik nevezetes sokasig a nagykanonikus sokasdg. Ilyen sokasag irja le egy olyan
alrendszer statisztikus fizikdjat, amely termikus és anyagi kolcsonhatasban van kornye-
zetével, tehat X = N. Ez megvaldsithato egy allando térfogatu, de hot és részecskéket
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ateresztd fallal koriilhatérolt alrendszerrel (1.21. dbra). A termodinamikéban ilyenkor az

E(S,V,N) =TS — pV + uN,
dE(S,V,N)=TdS — pdV + pdN

teljes energiarodl kétszeres Legendre-transzforméciéval attériink a

(T, V,u) =E—-TS —puN =F — uN = —pV,
do(T,V,pu) = =SdT — pdV — Ndpu

nagykanonikus potencidlra. A teljes differencialbol leolvashatdk a derivaltak is,

0P 0P 0P
— =— — = — — = —N.
(aT)V,M 5 (8V>T,u b (aU)T,V

Mivel az alrendszer N részecskeszama joval kisebb, mint az 6t tartalmazoé zart rend-
szer Np részecskeszama, a korabbi altalanos statisztikus fizikai 6sszefiiggések érvényesek
maradnak. Most a mikrodllapotokat jellemezhetjiik részecskeszdm szerint, megkiilonboz-
tetve vy N-részecskés dllapotokat. Az E), energidji vy indexti allapot valdszintisége
az (1.45) osszefiiggés értelmében
1 —BE,y—aN _ 1 efﬁ(E,,NfuN)

pN,VN - ge E Y

ahol definici6 szerint

1 0lnQg
6_k;BT_ OE  |Br.Ng'
on . 0lnQg
Oéi_kB_T:gi ON |EpNg

ahol T a kornyezet homérsékletét, p pedig a kornyezet kémiai potencidljat jeloli. A
normaldasi tényezé most a

oo o
2350 o)
N=0vN=0
nagykanonikus dllapotosszeq. Atcsoportositva
oo oo o0
B D S YN
N=0 yN=0 N=0

tehét a nagykanonikus allapotosszeg a kanonikus allapotosszeg (diszkrét) Laplace-transz-
formaltja a részecskeszam szerint. A Z(«, ) fiiggvény tehat tartalmazza az alrendszer
teljes spektrumara vonatkozo informaciét minden egyes N értékre.
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Konkrétan, egy N megkiilonboztethetetlen részecskébol allo klasszikus mechanikai
rendszer esetén

1 _ — [ _ vy dgdp
pr(g,p) = 3 e PENOD )z S / -ontan) ) CIP
N=0

A nagykanonikus sokasag altal leirt rendszer energiaja és részecskeszama csak &atla-
gosan meghatarozott. Az energia illetve a részecskeszam varhato értéke és szérasa kap-
csolatba hozhaté az allapotosszeggel. A korabbi, dltaldnos eredményeket erre az esetre
alkalmazva kapjuk, hogy

—(%0). )
(AE)? = (82817“22)& = - <g—§)a = kpT> (g—g)a = O(N), (1.46)

a részecskeszamra pedig

|

(AN)? = (8281222)/3 =— (g)ﬂ = kT <g)ﬁ = O(N) (1.47)

adddik, igy makroszkopikus alrendszer esetén kicsi az energia és a részecskeszam relativ
szorasa. Az (1.46) egyenlet jobb oldaldbdl kovetkezik egy stabilitdskritérium,

(AE)? = kgT*Cy,

amib6l Cy, > 0 a termodinamikai egyensuly sziikséges feltétele (megjegyezziik, hogy
az 1.5.1. fejezetben kapott hasonl6 Gsszefiiggés Cy y-et tartalmazta). Hasonld kritériu-
mot kaphatunk a részecskeszam szérdsnégyzetébol, ha felhasznaljuk a részecskestirtiség

1 (ov Op %

N = nV definiciéjét, a kp = —+ (a_p> izoterm kompresszibilitdst és a <8u) =
T

osszefiiggést (utébbi az (1.34) Gibbs—Duhem-relacié kovetkezménye). Ezekkel

(), (), ()., 2,

—V. (_g) (=Vrr) - %
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végiil

(AN)Q = k’BT - = k’BTNﬁI{T,
o /) g
amibdl a Kk > 0 feltétel kovetkezik. B o N
Makroszkopikus alrendszerben a py,,, eloszlds nagyon éles, ' ~ E, N ~ N, és az
allapotosszeg jol kozelitheto a nyeregponti modszer segitségével,

[e.e] 00 o0 o
Z = Z e~V N = E eaN/eﬁE wy(E) dE ~ BN ef’BEe%S(E’N) '
N=0 N=0 ;

fgy makrorendszerben
—kgTInZ~FE —TS — uN,

ahol most S az E energiaji és N részecskeszamu allapot mikrokanonikus entrépidja. A
termodinamikai definiciok tiikrében tehat —kgT' In Z nem mas, mint a ¢ nagykanoni-
kus potencial. Ennek megfeleléen a statisztikus fizikdban a nagykanonikus potencidalt a
kovetkezoképp definialjuk az alrendszer méretétdl fiiggetleniil:

(T, V,u) = —kgTIn Z.

Az igy definidlt nagykanonikus potencidlrél konnyen belathatd, hogy fiiggetlen rendsze-
rekre additiv (extenziv), derivéaltjai pedig megfelelnek a termodinamikai ismereteinknek.
Az egyensilyi allapot entropidjat a nagykanonikus potencidl homérséklet szerinti deri-
valtjan keresztiil definialjuk,

0o

5= (L) — kalmZ —kpT
o (8T)W B B

08 OT sl a7 =7

0ln Z 0p 0ln Z O« CID_E uN
T T

Amint latjuk, ez a definicié — statisztikai értelemben — megfelel a termodinamikai 6ssze-
fiiggéseknek. Némi algebra segitségével S kifejezhetd a py,, valdszinliségek segitségével
is, és a kanonikus sokasagnal kapotthoz hasonlé alakot olt:

S =—kp Z PN vy hlPN,uN-

N,vn

A nyomést ® térfogat szerinti derivéltjan keresztiil definidlhatjuk,

0® dln Z 1 OF oE
—p = B = — T = — T— 7ﬁE"N7aN _ RN = e
b <av>m T ke ZZN:%:G ( b av) (ax/)ﬁ’

)
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mig & kémiai potencidl szerinti derivaltja a részecskeszam varhaté értékének minusz
egyszeresét adja,

(B) _ gpthzin_
TV Oa O

A fenti Osszefiiggések segitségével igy
d® = —8dT — pdV — Ndpu.

A klasszikus idedlis gaz p(T, V') allapotegyenletét természetesen a nagykanonikus so-
kasagban is megkaphatjuk,

o0 o0
2o 3oy =3
N=0 N=0

3
2rmkgT \ 2
eﬁ“V< WWZLQB >

1

ormknT\ |
TMRKRpB 2
V()| W

h?

= exp

)

2ﬂmk3T> %

O =—pV =—kgTlnZ=—kgT "V ( 7

Felhasznélva a nagykanonikus potencidl derivaltjara ismert Gsszefiiggést,

3

0P — 2rmkgT \ 2 1
- — _N=_ery (2220 ) =~ @
(au)Tv ) ( & ) kT

~® = pV = NkgT.

1.6.3. TPN-sokasag

Egy masik nevezetes sokasagot kapunk, ha egy rendszerben a térfogat helyett a nyo-
mast rogzitjilkk, megengedve az X = V térfogat fluktudcidjat. Az igy kapott sokasdg
a TPN-sokasdg. Az &ltala leirt alrendszer térfogata és energiaja valtozhat, mikézben
annak részecskeszama allandé. Ilyen példaul egy, a kornyezetével egy szabadon moz-
g6 dugattyun keresztiil érintkez6, azzal termikus kolcsonhatdsban 1évé rendszer (lasd
az 1.22. abrét), vagy egy szappanbuborék. A relevéns termodinamikai potencial ilyenkor
a

G(T,p,N)=E—-TS+pV = uN
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1.22. dbra. TPN-sokasag: az A alrendszer dugattyin keresztiil kapcsolddik a K kornye-
zethez, és termikus kapcsolatban all azzal.

szabadentalpia vagy mas néven Gibbs-potencidl.'® A statisztikus fizikai lefrdsban az E,
energiaji, V térfogati allapot silya'”

By, rgV
pv.g, < e PPV — e RTK Re Tk
ahol most ( = kBlTK a kornyezet T homérsékletével, € = v = fp = lcg%{ pedig annak

px nyomasaval all dsszefiiggésben. Fz az intenziv paraméter hatarozza meg az alrendszer
atlagos térfogatat.

Az energia és térfogat szerinti eloszlast kifejezhetjiik az alrendszer wy (E) allapotsii-
riisége segitségével is,

1
f(BE, V) dEAV = ?wV(E) e PETV AV AE,
ahol a TPN-dllapotisszeg

Y(Tapa N) - Z / e—’yV—BEV dV = // e_W’V_ﬁE WV(E) dVdE.

A maximalis valészintiségii allapotra In f(E, V) o —=Vy—BE+Inwy (E) extremalis, azaz
az alrendszer intenziv valtozéira

pA ‘ _ 9 1 I ’ _ DK

A A nwy(B)| - nTw
1 0 1

k:BTA‘E,f/ op mev(B)| o knTw

18 Az angol nyelvii irodalomban elterjedt F-re a ,,Helmholtz free energy”, G-re a ,Gibbs free energy”
illetve ,,Gibbs potential” kifejezések hasznélata.

YAz E, energia implicit médon fiigg a térfogattdl is, de ebben a fejezetben az egyszeriiség kedvéért
v = vy alsé indexét elhagyjuk.
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Az alrendszer hémérséklete és nyomasa a maximalis valészintiségli allapotban tehét is-
mét egyezik kornyezetéével, Ty = Tx = T és py = px = p. Makrorendszerben igy a
nyeregponti kozelitéssel

—kgTInY ~ E+Vp— TS(E, 17) ,
ahol S az alrendszer legnagyobb valészinliségli allapotahoz tartozd entréopidja. Ekkor
tehat —kpT'InY a Gibbs-potencidlnak felel meg. Ez motivélja tetszéleges rendszerre a
Gibbs-potencial (szabadentalpia)
G(T,p,N) = —kgTlnY

statisztikus fizikai definicigjat.
Az energia és térfogat atlagértékei és szorasnégyzetei az allapotosszegbol szamolhatdk,

T (81nY) |
op VN

V:_(alnY> kT (81nY> |
o TN dp TN

(AE)* = kgT? (0_]3) = kgT?C

or ). ”
ov —
(AV)? = —kpT <a_p) = VkpTrrp.
T,N

Az entropiat illetve a kémiai potencialt a Gibbs-potencial hémérséklet illetve részecs-
keszam szerinti derivaltjabol szarmaztatjuk,

G — 1 — p
—S= (2] = —kplY — kpTE—— — TV =
° (8T>p’N B T T T T

_ (09GN _ (9uN
"=\~ )., \on ),

a Gibbs-potencial nyomas szerinti derivéltjara pedig

0G — 1 —
— =kgTV—=1V.
(ap>T,N 7 VkBT v

fgy a fundamentalis egyenlet differencidlis alakja

dG = —SdT + Vdp + pdN.
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1.7. Egyenstuly feltétele, stabilitas, fluktuacidk

1.7.1. Az informacids entrépia és a maximalis entrépia elve

A kiilonféle sokasdgokat jellemzo6 egyensulyi eloszldsok szoros kapcsolatban allnak az un.
informdcios entropidval. Tekintsiink egy n lehetséges, egymast kolesonosen kizaro kime-
netellel rendelkezo kisérletet, ahol az egyes kimenetelek altalunk is ismert valdszintisége
D1y Oy pi = 1). A {p;} eloszlést jellemz6 informdcids (vagy Shannon-) entrépia
definici6 szerint

Sint = — Zpi In p;.
i=1

A Shannon-entrépia a hianyzé informacié mértéke, és azt irja le, hogy a rendszert meg-
mérve a mérés kimenetének ismeretében mennyi 1j informdcidhoz jutunk.?’ Mivel nem-
negativ szamok Osszege, ezért Si > 0, és Siur = 0 pontosan akkor lehet, ha valamely
j-re p; = 1, tehat amikor mérés nélkiil is tudjuk, hogy a rendszeriink a j-edik allapotban
lesz, azaz informacionk teljes.

Rogton észrevehetjiik, hogy mikrokanonikus sokasagban, (1.21) alapjan

1

Sinf = —hlm

=InQ(FE,/F),

ami a kp dimenziés skalafaktortdl eltekintve megegyezik az (1.22) entrépidval. Ennél
toébbet is mondhatunk: épp a mikrokanonikus (azaz az egyenletes) eloszlds maximalizalja
az informacids entrépiat. Az informaciés entropia masik nevezetes tulajdonsaga szerint
ugyanis

Sinf S In n,

és egyenl6ség éppen p; = 1/n, tehdt egyenletes eloszlas esetében all fenn. Ennek beld-
tasahoz vegyiik észre, hogy mivel az 1 — x fiiggvény érinti a konvex — Inzx fiiggvényt,
ezért

—Inz>1-—=x,

és egyenldség pontosan = = 1 esetén teljesiil. Legyen most {p;} és {¢;} két eloszlds! Az
el6z6 egyenlStlenséget © = p;/q;-ra alkalmazva

1P 5 g —gp =g - p

q i

20 Az informdaciéelméletben dltalaban kettes alapt logaritmussal definidljik az entrépiat.
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A jobboldali egyenl6tlenséget felosszegezve kapjuk, hogy

- Zqi Ing, < — ZQilnpi>
i=1 i=1

és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha minden i-re p;/q; = 1, tehét a két eloszlds meg-
egyezik. Specidlisan p; = 1/n egyenletes eloszlast valasztva megkapjuk az informécios
entropia felsé korlatjat:

—Zn:%ln% < _Zn:%hl% - lnnzn:qi = Inn,
i=1 i=1 =1

az egyenloség feltételébdl pedig az kdvetkezik, hogy Siys pontosan az egyenletes eloszlasnal
maximalis.

Nyilt sokasagok esetén a megvaldsuld egyensulyi eloszlas megfeleld kényszerfeltéte-
lek teljesiilése mellett maximalizalja Si-et. Kanonikus sokasag esetén pédaul a p, va-
l16szintiségek két kényszert elégitenek ki: egyfeldl a kornyezet hémérséklete rogziti az
E =3 p,E, dtlagenergiat, masfell az eloszlds Y p, = 1 norméldsa is kényszerfel-
tételt jelent. A kényszereket Lagrange-multiplikdtorokkal (A illetve ) véve figyelembe
tehdt a maximalis informéacios entropiahoz tartozo eloszlas kielégiti a

_Zpulnpu -0 (ZP“E“ —E) - (Zpu — 1) = extr.
p f 1
feltételt. Ezt a p, valdsziniiség szerint varidlva a szélsoérték feltétele
—(Inp,+1)=BE, —y=0, = p,xe Ve b,
A v multiplikdtort a normalési feltétellel rogzitve a kanonikus eloszlast kapjuk,

Py = %e_BE” :
Hasonléan megmutathato, hogy éppen az egyes sokasagokban kapott egyensilyi eloszla-
sok azok, amelyek a megfelel6 kényszerfeltételek mellett maximalizaljak az informécios
entropiat.

Az elobbiekbdl kiindulva kvantummechanikai rendszerekre is természetes médon de-
finidlhatunk egy entrépiat, az in. Neumann-entropidt,

Sy =—kpTrplnp = —kp Y _ palnpa,

ahol most {p,} a rendszer p slirliségoperatoranak sajatértékeit jeloli. Az egyensilyi sii-
riiségmatrixot a Neumann-entrépia minimalizalasaval kaphatjuk — megfelel6 kényszerek
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kielégitése mellett. fgy példaul kanonikus sokasag esetében a Tr p = 1, illetve Tr 7—75 =F
feltételeket Lagrange-multiplikatorokkal kielégitve kapjuk, hogy

e PR
TrefH
A Neumann-entrépia érdekes tulajdonsiaga még, hogy zart rendszerre idoben allandé,
hiszen a Neumann-entropia tetszoleges unitér transzforméciéra — igy az idofejlodésre is
— invarians. Egy rendszer Neumann-entropiaja tehat csak a kornyezetével vald koleson-
hatas kovetkeztében novekedhet.

Lattuk, hogy az egyenlo valészintiségek elvébdl kiindulva kapott eloszlasaink meg-
egyeznek az informécids, illetve a Neumann-entrépia maximalis értékéhez tartozd elosz-
lasokkal. Ez a megfigyelés a statisztikus fizika felépitésének egy alternativ utjat kinalja,
ahol is posztulatumként a maximalis entropia elvét fogalmazzuk meg. Ez az elv kimond-
ja, hogy az egyensulyt leiré eloszlds maximalizdlja Sy [p]-t (illetve klasszikus esetben
Sine-et) — az érvényes kényszerek figyelembevétele mellett. Ha ezen az tton indultunk
volna el, az egyenl6 valdszintiségek elve mint kovetkezmény adodott volna.

Peq =

1.7.2. Az egyensuly koriili fluktuaciok
Belso valtozdk eloszlasa

Tegyiik fel, hogy egy mikrokanonikus rendszer allapotat a szokasos makroszkopikus al-
lapothatdrozék mellett az X = {Xi,..., X, } belsé extenziv véltozdk (feltételek vagy
kényszerek) segitségével is jellemziink! Gondolhatunk példaul egy képzeletben rekeszekre
osztott rendszerre, ahol kényszerfeltételként megkotjiik, hogy az egyes rekeszekben N; ré-
szecske lehet. A belsé kényszer mellett elérhetd dllapotok szaméat Q(E, N, V; X) = Q(X)-
szel jelolve definidlhatjuk az

S(X) = kpnQ(X)

feltételes entrépiat. A kényszer teljesiilésének valdszinlisége az egyenlé valdszintiségek
elve szerint aranyos a kényszert kielégité allapotok szamaval, igy

P = s x5

A legval6sziniibb X paraméterkészlet tehdt egyben a feltételes entropiat is maximalizal-
ja. Bevezetve a maximalis val6szintiségl értékhez viszonyitott AS(X) = S(X) — S(X)
entréopiaeltérést, a p(X) valdszintiséget a kovetkezoképpen is felirhatjuk:

o AS(Y)

PX) = —Tmsm
(X)
ekB
%
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Az elobbi gondolatmenet altaldnosithaté nyilt rendszerekre is. Kanonikus sokasag
esetén definidlhatjuk az

e_ﬂF(i) — Z e_ﬂEu
{vIX}

osszefiiggés segitségével az F'(X) feltételes szabadenergiat, mely egyszeriien a belsé valto-
z0k rogzitése mellett meghatarozott szabadenergia. Ekkor az X , kényszer” teljesiilésének
valdszintisége nyilvan

1 o~ BF(X)
_ L -8B, _
p(&) - Z VA e Ze_ﬁp(ﬁ)'
{vIX} X
Az X valtozok maximaélis valdszintiségli )~_( értéke tehat ebben az esetben a feltételes
szabadenergia minimuméanak felel meg. Az eloszlas ebben az esetben is kifejezheto a
szabadenergia minimumtol vald eltérésének fliggvényeként,

p(X) o e BEXD-FX)
Teljesen analdg érveléssel adédik, hogy nagykanonikus sokasagban
p(X) x e—B(‘I’@)—‘P(X))

és a nagykanonikus potencidl minimuma maximalizalja az eloszlast, TPN-sokasaghan
pedig

p(X) x e AEX-6D)

Y

és egyensilyban a GG szabadentalpia minimalis.

Bels6 valtozdk fluktuacidja

Lattuk, hogy a kiilonféle sokasdgokban a termodinamikai egyensily stabilitdsa egyes fizi-
kai mennyiségekre (pl. hékapacitds, kompresszibilitas) feltételeket rétt ki, melyek minden
esetben valamilyen fizikai mennyiség fluktuaciojaval voltak kapcsolatban. Ebben az al-
fejezetben most dltalanosan vizsgéaljuk egy rendszer X bels6 valtozoinak fluktuacioit az
un. Finstein-modszer segitségével. Az imént lattuk, hogy annak valdszintisége, hogy egy
mikrokanonikus rendszer bels6 valtozoi az X = {X7,..., X, } értékeket veszik fel ,

p(X) o e%s(z) x e%(s(&—S(g))

Y
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ahol a legvalészintibb X; értékeket az S(X) feltételes entrépia maximuma hatérozza meg.
Ekoriil X-ben mésodrendig sorfejtve (a linedris tag S szélséértéke miatt eltiinik)

1 v\ _9°5
SX)~SX)+5 ) <Xi _Xi) 0X:0X;

(x- %) (1.48)

1,7=1 X

Bevezetve tehat az z; = X;—X; centralt valtozokat, ebben a kozelitésben egy n-dimenzids
normalis eloszlast kapunk,

det

p(&) — W efﬁﬁgga

ahol bevezettilk a
1 0?8

i 1.49
9= Ty 0X:0X, (1.49)

X
métrixot. A g métrix a Young-tétel kdvetkeztében szimmetrikus, mésfeldl pozitiv sze-

midefinit, hiszen S(X) maxima4lis X-ben. A tébbdimenziés normélis eloszlés tulajdon-
sagaibol kovetkezik, hogy

. 1925\
e =), =~ (axax)

ij
azaz g nem mas, mint az eloszlds inverz kovariancia-méatrixa.

Az eddigiekben feltettiik, hogy az X; valtozok extenzivek. Bizonyos feltételek mellett
tudjuk azonban értelmezni intenziv valtozok fluktuacioit is. Ha példaul egy alrendszeriink
elegendden gyenge termikus kolesonhatasban van a kornyezetével, és a kornyezettel valo
energiacsere idéskalaja joval hosszabb, mint a rendszer lokalis egyensilyanak eléréséhez
szitkséges idoskdla, akkor a rendszer energidja ugyan fluktudl, azonban minden pillanat-
ban termikus egyensulyban van, és igy értelmezheté a homérséklete. Ez a homérséklet
szintén fluktudl idében.

Ennek illusztralasara legyen most X = (E, V), azaz egy (kornyezeténél sokkal kisebb)
alrendszer energiaja és térfogata! A teljes rendszer entropidja az alrendszer S, és a
kornyezet Sk entrépiajanak osszege,

S(E,V)=Sa(E,V)+ Sk(Er — E,Vp = V).

Amennyiben a kornyezet elegendden nagy, ugy a teljes entrépia méasodrendii derivaltja-
ban csak Sa(F,V) ad jarulékot,?!

1 /028, ., . 0%°S4 *Sa \ o
AS—§(8E2 AE +28E6VAEAV+WAV)+

21 Az elsérendi derivalt V és E értékét hatdrozza meg.
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Eszrevéve a vezeto rendben érvényes

2 2
A(asA) NaSAAE+ 0754 AV

oFE ) = 0F2 OEOV ~
9S4 0254 %S4
A ( av) ~ v AV gpav AF
Osszefiiggéseket,
1 0S4 0S4
as~ ] (aza(%2) s av a(252)).
Masrészt

0S4 1 1
>(5r) =2 (5) =

GSA . p Nl P
A(av) = A7) ~ o= AT

az alrendszer hémérsékletével és nyomasaval, igy

1 1 1
AS ~ = [ —AT— (AE + pAV) +~ApAV
2 MPe— T

TASy
1
(AT ASa—ApAV),

2T

~
~

amib6l

Az entrépidban szereplo négyféle mennyiség fluktudcidja nem fiiggetlen egymastol: a
rendszeriinkben az energia és a térfogat fluktuaciojat engedtiik meg, igy a négy mennyi-
séghdl csak két fiiggetlen valaszthato, a masik ketto ezek fiiggvényeként all el6. Tartsuk
meg példaul a hémérsékletet és a térfogatot valtozoként! Ekkor

(95,4 aSA
w12 (57 ), o1 (), o
dp dp
~ | = T — .
A (aT)VA +<8V)TAV

Felhasznédlva még a szabadenergiabdl szarmaztathaté
oS A . 8p
ov ), \oT ),
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Maxwell-relaciot,

AS ~ —— (AT ASy — Ap AV) ~ S K%)v (AT)* — (@>T (AV)Q]

2T 2T oT ov
_ 1]|Cy 2 2
~ =5 | T AT + (AV)].

Tehdt a hdmérséklet és a térfogat fluktuacioi korreldlatlanok, hiszen a g matrix diagonalis,
elemei pedig B

10y 11
grr = kp T2 gvv = len TV rer

Ebbdl régton adédnak a fluktudciok négyzetes varhatéd értékei,

<AV2> = k’BTVKJT, <AT AV> = 0.
Az utébbi eredmény kordntsem trividlis, ugyanis példéul (AE AV') # 0.

1.7.3. Korrelaciok és valaszfiiggvények

Természetes altalanositasa vizsgalatainknak, hogy homogén egyensilyi fluktuaciék utan
helyfiiggé fluktudcidkat irjunk le. Legyen X egy extenziv valtozé (pl. energia, mégnese-
zettség, részecskeszam stb.)! Legyen z(r) az X lokalis stiriisége, ekkor

X = / z(r) d’r.
Az x mennyiséghez tartozé korreldcios fiigguény definicié szerint
Clr,r') = ((z(r) = T) (z(r') = 7)) ,
ahol () valamilyen egyensulyi sokasdgatlagot jelent. Homogén rendszerben
Clr,r')=C(r—71').

A korrelaciés fiiggvény egyik hasznos tulajdonsdga, hogy

/ C(x) dr — % / / (2(r) - T) (2(r') — 7)) dPr &Py
1

= (X =X) (X - X)) = (X (1.50)

77



Az egyensuly koriili spontan fluktuaciok kapcsolatba hozhatdak a rendszer kiils6 per-
turbéciéra adott valaszaval. Kapcsoljunk olyan (kicsi) F kiils6 ,,er6t” a rendszerre, mely
a rendszer valamely X valtozéjara hat. Gondolhatunk példaul egy az F szerepét jatszo
kiils6 B mégneses térre, ami az M magneses momentumhoz csatolédik. Ekkor a rendszer
energidja (Hamilton-fiiggvénye) a kovetkez6képp médosul,

Ho—H=Ho— XF.

Tegyiik most fel, hogy kezdetben a rendszer egyensulyban van egy T homérsékletii ho-
tartallyal, majd a perturbacié bekapcsoldsa utan ismét egyensilyba keriil, és ekdzben X
kezdeti X dtlaga X r-re valtozik! Feltéve, hogy mind F, mind pedig 6X = X — X
kicsik, tovabba, hogy X r sima fiiggvénye F-nek,

0X =xF+...,
ahol definidltuk a y statikus dltaldnositott szuszceptibilitdst,

e
X= oF

F=0

A linedris valaszelméletben x-t az X valtozd egyensulyi fluktuacidival fejezziik ki.
Az egyszeriiség kedvéért most korlatozddjunk egy klasszikus statisztikus fizikai rendszer-
re! Ekkor, Y-val jelolve az Gsszes szabadsagi fokra valé Osszegzést, a szuszceptibilitas
definicigjabodl kovetkezik, hogy

5 T X o PHOHAXF
X~ oF S o BHotAXF
8 ZX2 e PHo+BXF

S o PHo+BXF

5 <Z X eBHo+BXf) 2
=0

S e~ FHo+AXF

F=0
Bevezetve egy Y mennyiség perturbalatlan rendszerben vett

S Y e o

(V) = S e

atlagat, a szuszceptibilitas tehat a kovetkezo alakot olti:

X =B (X%, — (X)5) = BUAX)?),.

Ebben a kifejezésben csak Hg-lal vett atlagok szerepelnek, tehat a rendszer kiilsé ha-
tdsra adott statikus linedris valasza a perturbalatlan rendszerrdl szolgaltat informaciot.
A fenti formalizmus kvantumosan is altalanosithatd, altalaban azonban a Hg és X ope-
ratorok nem kommutalnak egymassal, és ezért a kapott Osszefiiggés Osszetettebb (lasd
az 5.3.1. fejezetet).
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Osszekapcsolva az (1.50) Gsszefiiggéssel, a szuszeeptibilitéast kifejezhetjiik a korreldcios
fiiggvény segitségével is:

%
- kgT

C(r) d®r = Lé(k =0),

- 2
X = B(AX) T

ahol C(k) a korreldcids fiiggvény Fourier-transzformaltjét jelsli:

Ck) = /eikr C(r)d’r.

A rendszer kis, homogén kiils6 terekre adott valaszat tehat a nagy hullamhosszu, tér
nélkiili fluktuaciok hatarozzak meg.

A kiilso térhez csatolédotol eltéré mennyiség valtozasat kovetve kereszteffektusokat is
vizsgalhatunk. Ennek megfelel6en definialhatjuk a xyx szuszceptibilitast, és Gsszekap-
csolhatjuk ezt az X és Y mennyiségek korrelacidival:

oy
T =B X, — 1 (X),) = AX AY),
F=0
xyx = VBCyx(k=0).
A leiras kiterjesztheté F(r) helyfiiggd perturbalé tér esetére is. A linedris vélaszel-

mélet berkein beliil maradva, ilyenkor F(r)-et és X (r) varhat6 értékének megvaltozéasét
egy integraltranszformécié kapcsolja Ossze,

Xyx =

6X(r) = /X(r,r’)]:(r’) d*r, (1.51)

melynek magfiiggvénye (kernelje) a szuszceptibilitds. Homogén rendszerek esetében a
szuszceptibilitds r — 1’ fiiggvénye, ilyenkor az (1.51) Osszefiiggés jobb oldala egy konvo-
licié. Ekkor a vdlasz kifejezheté a y (k) és F(k) Fourier-transzformaltakkal:

1

0X(r) =
(x) (27r)3

[0 Fager ak
magara a szuszceptibilitasra pedig

x(k) = VB C(k).

Magneses rendszerek esetében (X <> M illetve F <+ B) az altalanositott szuszcep-
tibilitds egyszeriien a magneses szuszceptibilitas, mely a mégnesezettség fluktuacioival
illetve a magnesezettség autokorrelacios fiiggvényével kapcsolhatd ossze:

oM

Y= 9B,

= B(AM)* =BV / Crn (1) dr.
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1.7.4. Suriségfluktuaciok és széraskisérletek

A korrelacios fiiggvények szorasi kisérletek segitségével kozvetleniil is kimérhetok. Példa-
ként tekintsiik a striségfluktuaciokat egy nagykanonikus sokasag segitségével leirt rend-
szerben! A részecskék egy adott konfiguracidjaban a részecskestiriiség Dirac-deltak Gssze-

ge:

ahol R; a i. részecske helyét jeloli. Az n(r) atlagos részecskeszam ennek atlaga,

n(r) = <Z 5(R; — r)> :

ahol most ( - ) a sokasdgatlagot jeloli. Ennek segitségével kifejezhetjiik az egy adott V'
térfogatban 1évé atlagos részecskeszamot:

N = /V n(r) dr.

A stirliség korrelacios fiiggvénye definicié szerint
Cu(r,x') = (p(r) p(r')) — (p(x)) {p(r')) .
Behelyettesitve ide p(r) fenti alakjét, ezt a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
Culte, ') = n®(x, ') = n(x) nlr) + 8(x — ') nr)

ahol az utolsé tagban levalasztottuk az azonos részecskék jarulékat, és bevezettiik a
kiilonb6z06 részecskék strtiség—stiriiség korrelacios fiiggvényét,

n?(r,r') = <Z J(R; —r) (R, — r’)> = n(r) n(r') g(r,r).
i#]
A jobb oldal utolsé egyenlete definidlja a g(r,r’) pdrkorrelacids figguényt. Ez a fiiggvény
egyszerti jelentéssel bir: g(r,r’) n(r')d3r’ annak a valészintisége, hogy a d3r’ infinitezimélis
térfogatban egy részecske legyen, feltéve, hogy az r pontban mar van egy részecske.
Homogén rendszerben n(r) = 7 fiiggetlen a helykoordindtatél, és C,, n?, illetve g
csak a koordinatdk kiilonbségének fliggvényei. Ekkor

Co(r—1)=7*(g(r—r) = 1)+ 0(r—1)7.
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Felhasznalva a
AN? = // Cy(r,r') d’r d®r
174

azonossagot, valamint, hogy AN? = Vn2kgTkr, a kovetkezd azonossagot kapjuk:
(1.52)

kgTky = /(g(r) —1)d’r + % :

Ez az un. kompresszibilitasi egyenlet, mely szoros kapcsolatot teremt a parkorrelacios
fiiggvény és a kompresszibilitas kozott. Bevezetve az F'(k) dgynevezett statikus szerkezeti

faktort,
(9= [ [gfr) )+ 1.

g
=
Il
3|~
g)z

amibol kovetkezik, hogy

lim F(k) = nkgTkr.
k—0

forrds

1.23. 4bra. Szoéraskisérlet sematikus elrendezése.

A statikus szerkezeti faktor kozvetlen kapcsolatban van a szérasi kisérletek soran mért
szorasi hataskeresztmetszettel. Ennek belatdasahoz hasznaljunk az egyszertiség kedvéért
kanonikus sokasagot, és C, transzlacidinvarianciajat kihasznalva fejezziik ki a szerkezeti
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faktort a kovetkezoképpen:

F(k)zl/ e ™ Cy(r)d // T O (e — ) dPr &P

:N// <6(R"_r)5(Rj_r/)>—n2>d3rd3r’

— %Z <e_ik(Ri—Rj)> 0 (27)%5(k) = % <)Ze‘“‘Ri 2

Amint most megmutatjuk, az utolsé egyenletben szereplo ‘ZZ e~ ikRi|? mennyiség vi-
szont kozvetleniil mérhetd elasztikus szoraskisérletekben, rugalmas réntgen- illetve ne-
utrondiffrakcié segitségével. Egy ilyen széraskisérlet sematikus elrendezését szemlélteti
az 1.23. dbra. Egy tavoli, r poziciéban 1év6 forrasbdl koherens, k; hulldimszamu ré-
szecskék (fotonok, neutronok, vagy elektronok) szérédnak az {R;} poziciékban 1évé ato-
mokon (részecskéken), majd a szért részecskéket egy szintén tavoli, r’ poziciéban 16v
detektorral detektaljuk. A detektor elhelyezésével szabalyozhatd, hogy milyen ks irdnyba
szort sugarzast mériink, rugalmas szoras esetén pedig a hulldmszam hossza nem vélto-
zik, |ka| = |kq|. A két hulldmszamvektor dltal bezart szog (azaz a szért nyalab eltérése
a direkt nyaldb irdnyatol) a @ szordsi szdg.

Ekkor egy a forrasbol érkezd, a j-edik atomon szérddéd részecske valdszintiségi amp-
litid6ja a detektorndl ardnyos e (Ri=r) f£(g)eke("~Ri)_yel ahol f(#) az atomon valé
szoras szorasi amplituddja. Koherens széras esetén azonban az egyes atomokon valé szé-
rasi folyamatok interferalnak egymassal, és igy a detektorba érkezés teljes valdszintiségi
amplituddja

> —n (27)%6(k). (1.53)

Ak e e—iklr (Z e—z‘kRi f(9)> eikzr”

ahol bevezettiik a k = ko — ky szordsi vektort. A detektalas valésziniisége ennek megfe-
leléen P(0) o |Ax|?, a szérdsi hatdskeresztmetszet pedig

d‘f 0 ‘Z _ikR;

ahol felhasznaltuk, hogy az egyetlen atomon vald szoras differencialis hatéskeresztmet-
szete 922 (4)) = | fo( )|?. Tgy az (1.53) egyenlet szerint — a direkt nyaldb jarulékétol, azaz
k = 0-tdl eltekintve — a szérasi hataskeresztmetszet kozvetleniil a statikus szerkezeti
faktorral aranyos,

o) = | Y|

%

do dog

o) =

dQ2 dQ
Szoraskisérletekkel igy a statikus szerkezeti faktor, azaz a parkorrelacios fiiggvény Fourier-
transzformaltja kozvetleniil mérhetd.

—o W) NF(k).
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2. fejezet

Idealis gazok

2.1. Kvantumstatisztikak és a klasszikus atmenet

2.1.1. Bozonok és fermionok

Idedlis gdznak neveziink egy rendszert, ha benne a részecskék kozotti kolecsonhatas elha-
nyagolhaté. Ilyenkor a rendszert leir6 Hamilton-operator felirhato

alakban egyrészecske-operatorok osszegeként, ahol pl.

~2
HO(1) = 2%.

Spint is figyelembe véve, ha ¢, (x,0) a HO sajatfiiggvénye (v pedig Osszetett kvantum-
szam, pl. v = {ky, ky, k., 0.}),

H(l) |9011> =&y ‘901/> )

akkor a Hamilton-operator szeparaltsaga révén HW) sajatfiiggvénye eloall az egyrészecske-
sajatfiiggvények szorzataként,

N
H(N) |¢(I‘17 e NSO, . a0N>> = <Z€W> ’CPm(rl,O'l) t 'QOVN(vao-N» : (21)
i=1

Ez a szorzat hullamfiiggvény tehat sajatfiiggvénye HW )-nek, viszont megkiilonboztet-
het6 részecskéket ir le. A kvantummechanika egyik alapelve azonban, hogy az azo-
nos fizikai részecskék megkiilonboztethetetlenek. Ennek megfeleléen a (2.1) egyenletben
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szerepld szorzat hullamfiiggvényt szimmetrizalni vagy antiszimmetrizalni kell attol fiig-
géen, hogy bozonokat vagy fermionokat akarunk lefrni.! Az {gy kapott sokrészecske-
hullamfiiggvény joval tobb informéciét hordoz, mint amennyire altalaban sziikségiink
van: egy fazistdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott, amennyiben megadjuk, hogy
az egyes v egyrészecske-allapotokban hany részecske tartézkodik, azaz megadjuk az n,
betiltési szdmokat). A Pauli-elv értelmében barmely v fermion egyrészecske-allapot be-
toltése legfeljebb n, = 1 lehet, bozonokra viszont nincs ilyen megkotés.

Szamos fizikai mennyiség kifejezhet6 kozvetleniil a betoltési szamok segitségével. Az
{n,} = {n1,na,...} betdltési szamok altal meghatarozott mikroallapotban a részecskék

szama példaul
> =N,

az allapot energidja pedig a (2.1) Schrodinger-egyenlet értelmében
E = Z €Ny,

ahol a v-re vett Osszegzés végigfut az egyrészecske Hamilton-operator sajatallapotain.
A statisztikus leiras alapja az atlagos betoltési szamok eloszlasanak meghatarozasa
adott koriilmények kozott. Nagykanonikus sokasag esetén az dllapotosszeg

Z = ZeﬁuN Z e—ﬂ?mv _ Z e—»@;nu(s»—u)
N

{n.} {n.}
zy:nl,:N
= Z H o Prulev—n) _ H %( e—ﬂnu(sy—u)’
{n,} v v n,=0

ahol felhas,znéltuk a D .4 a(f)z) b(ﬁ) = (D_aa(@))(X_5b(B)) azonossdgot. Az dllapot-
Osszeg tehat szorzat alakban irhatoé fel,
7 = HZV; Z, = Z e Brvlev—n)
v n,=0

ahol Z, a v egyrészecske-dllapotban 1év6 részecskék allapotosszege. A kiilonboz6 egyré-
szecske-allapotok tehat egyméstol fiiggetlen részrendszerként viselkednek. Az Gsszegzé-
sek felsé hatarat megadod np., érték a részecskék fajtajatol fiigg: fermionokra ny., = 1,
bozonok esetén viszont végtelen szummakrol van sz6. Ennek megfeleléen

Zf e 1 _|_ e_ﬁ(aV_u)’

= 1
B — —pn(e,—p) _
ZV ;) € 1 — e_ﬁ(eu_p‘) ’

LA fermion hulldmfiiggvény antiszimmetridjanak kovetkezménye a Pauli-féle kizdrdsi elv.
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Bozonok esetén a megjelend mértani sor csak akkor lesz konvergens, ha p < ¢,, ami
g9 = 0 alapallapoti energiat feltételezve a p < 0 megkotést roja ki. A nagykanonikus
potencial

(I)(T, Va M) = —kgTInZ = :FkBTZ In (1 + e*ﬁ(suﬁu)) ’
ahol a tovdbbiak jeldlésével Gsszhangban a felsé eljelek a fermionokra, az alsék a bo-

zonokra vonatkoznak. Felhasznalva az n, = 0g, In Z, azonossdgot, az atlagos betoltési
szamokra a kovetkezoket kapjuk:

1 1
—F _ ) =B _
i i ()5 M= G

n(e,), (2.2)

ahol f(e) a Fermi-fiigguényt, n(c) pedig a Bose-fiigguényt jeloli. Az egyes (fligget-
len) egyrészecske-allapotok egyenstlyi betoltése tehat a Fermi—Dirac-statisztikdt illetve
a Bose—Einstein-statisztikdt koveti. Az n(e) illetve f(e) betoltési szamok lefutasat szem-
lélteti a 2.1. dbra. Latjuk, hogy a szabad bozonokra n(e — p) divergdl, tehat ¢ > pu
minden energidra teljesiil.”

\

] 1
T T T T v

-2 -1 0 1 2 =

2.1. dbra. A Fermi-Dirac- (FD) és a Bose-Einstein-statisztika (BE) betoltési szamai.

Az atlagos betoltésekkel kozvetleniil is kifejezheto a nagykanonikus potencial,

eﬁ(gu —u)

® = +kzT ) In (m) =+kpT» In(1Fm,). (2.3)

2Kolesonhaté esetben a kémiai potencial lehet 0-nal nagyobb.
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Az 4tlagos energidt és részecskeszdmot a hémérséklet és a kémiai potencidl rogzitik,*

N=N(T,p=- (g—i)w => 7, (2.4)

v

N (agnﬁZ)W . zy:gn (2.5)

E

2.1.2. Kapcsolat a részletes egyensiily elvével

Az egyensilyi kvantumstatisztikak a részletes egyensily elvébdl is szarmaztathatoak
gyenge kolcsonhatéast feltételezve. Ennek szemléltetéséhez tekintsiink egy kétrészecskés
szorasi folyamatot egy ideélis fermionikus rendszerben! Az i kezdeti (initial) allapotban
az egyrészecske-energidk €1 és ey, az f végallapotban (final) pedig €1/ és eo. A részletes
egyensily értelmében a két allapot kozotti atmenetek ratéira teljesiil

Pi*)f = Pf*)ia

vagyis a direkt és inverz elemi folyamatok egyensilyt tartanak egymaéssal (2.2. dbra).
Legyen f(i) annak a valdsziniisége, hogy az i-edik dllapot betoltott! Ekkor annak

valészintisége, hogy mind az e;, mind pedig az e, allapotban van részecske, f(l) f(2)
Az dtmenet azonban csak abban az esetben torténhet meg, ha a végdllapot az {itkdzés

elstt betsltetlen (Pauli-elv). Ez utébbi valészintisége (1 — f(1))(1 — f(2)). A teljes
atmeneti rata igy

Py & Wiaw F(1) £(2) (1= 7)) (1= F(2)).

ahol W5 .1/90 a kvantummechanikai atmenetet jellemz6, idéegységre jutd dtmeneti valo-
szinliség. Az inverz reakciéra hasonléan kapjuk, hogy

Pross o Wi J(1V) F(2) (1= F(1)) (1= 7).

Ugyanakkor a mikroszkopikus reverzibilitds (idétiikrozési invariancia) kovetkezménye-
képp Wig_19r = Wiy 19, Egyenstlyban tehat a két atmeneti rata egyenlségébol

L—f()1-f(2) _1-f(1")1-f(2)

fy - f@ fFay o f(@)

kovetkezik minden olyan allapotpdrosra, ahol €1 + €3 = €1/ + e = E; = E. Bevezetve

tehat a g = (1 — f)(f) jelolést,

g(e1) g(E; — &1) = const.

3Ezeket az egyenleteket természetesen gy is lehet értelmezni, hogy az dtlagos energia és részecske-
szam hatdrozza meg -t és p-t.
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minden £; energidra. Ennek a fliggvényegyenletnek megoldasai g(e) = Cef = P
alakuak. Kifejezve ebbdl az f betoltési szamot kapjuk, hogy
~ 1 1

(TC R R T

tehét f a Fermi-fliggvény. Bozonok esetében a kvantumkorrelaciok eltéré természete
miatt

Fioyy ocn(1)n(2) (14 71(17) (1470(2)),

amibdl az el6bbiekhez hasonldéan az n betoltési szamra a Bose-fiiggvény adddik.

Pi—>j

Pj%i

i

2.2. 4dbra. Egyensilyban a direkt és az inverz folyamatok egymadssal is egyensilyban
vannak (részletes egyensuly).

2.1.3. Szabad kvantumgaz, allapotsturiiség

Alkalmazzuk most a 2.1.1. fejezetben tanultakat szabad, idedlis kvantumgazokra! Ekkor
az egyrészecske Hamilton-operator

"2
oo _ P
2m’

az egyrészecske-allapotok hulldmfiiggvénye pedig ¢ (x) ~ eP*/. Részecskék S spinjét is
figyelembe véve a sajatallapotokat a v = (p, s) mennyiség indexeli, ahol az s spinkvan-
tumszam g = 25 + 1 kiilonboz6 értéket vehet fel.

Az E atlagenergia illetve a ® nagykanonikus potenciél és a részecskeszdm megha-
tarozdsdhoz a (2.3), (2.4) és (2.5) egyenletekben osszegezniink kell az egyrészecske-
sajatallapotokra. Az impulzusokra vald Osszegzést a V' — oo limeszben atirhatjuk
impulzus- illetve energiatérbeli integralokka. Az egyszertiség kedvéért vizsgaljunk tég-
latest alaku dobozba zart részecskéket! Periodikus hatérfeltétel mellett az = irdnyu
impulzus lehetséges értékei

27Th h
r = 7Ny = — Ny,
=T, L,



ahol L, a rendszer x irdnyu kiterjedése, n, pedig pozitiv egész szam. Az impulzus-
sajatértékek tavolsaga igy Ap, = h/L,. A 'V — oo hataresetben tehat kozelithetjiik az
impulzusosszegeket a kivetkezoképpen:

1
BUED DD DEUED PP -3 SIS
v S5 DPz:Py,Pz s Pz,Py,Pz

ahol A%p = Ap,Ap,Ap, = h*/V az sszegzési pontokhoz rendelt impulzustérfogat. A

folytonos hataresetben tehat
4 3
DRI L

Amennyiben a Hamilton-operator spinfiiggetlen, az s-re torténo osszegzés csak egy ¢
faktort (spindegenerdciot) eredményez. Tovabba, ha az integrandus csak az € egyrészecske-
energiatél fiigg, akkor valtozdcserével attérhetiink energia szerinti integralra. Ehhez be-
vezetjiik a p(e) egyrészecske-dllapotsiiriséget,

vV ,dp

Vo
ﬁémp dp = ple)= gﬁ4wp T

’ 7’ 7’ 2 . - s v
Felhasznélva a szabad részecskék € = 2 diszperzidjat, igy

ple)de =g

ple) = g34mVam’ VE ox V2 (2.6)

adodik.* fgy tehat szabad gaz esetén az egyrészecske-allapotokra vald Gsszegzést ener-
giaintegralokkal is helyettesithetjiik:

V o0
v 0

Ennek segitségével fermionokra

N =Y m = [ o) e)de = [ ple) e 2.7

eﬂ(a_l‘) —|—1
0

_ T 7 1
B= Y e, = [eple)fle)de = [ 20(6) e 2:8)
v 0 0

mig bozonokra a Fermi-fiiggvényt a Bose-fiiggvénnyel kell helyettesiteniink,

_ 1 7 1
N:/p(&f) mdé, E:/€p<€> mdé‘ (29)
0

4A1talénosségban a p(e) allapotsiirtiség fiigg a részecskék diszperzifjatol és a dimenziészamtol is.
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2.1.4. Allapotegyenlet

Az 1.6.2. fejezetben lattuk, hogy makrorendszerben a ® nagykanonikus potencial koz-
vetleniil a nyoméssal van kapcsolatban,

m/=—¢::ﬂ@T§:m(hteM@MU::M@T/Q@Mn@ieﬁ@MUda
v 0

A (2.6) egyenlet értelmében szabad idedlis gézra p(e) = cy/e, igy parcidlisan integralva

9 s - - o) 002 3 :Fﬁe*/g(ffﬂ)

B 2 Ble—n) e A
pV =+ {kBT?)cw In(1+e )]O ﬂFkBT/ 5L T Lo pem 0

- _ 0 ep(e) N——~—

0 FB7m(e)

A jobb oldalon szerepl6 integrél egyszertien az energia varhaté értékével ardnyos, tehat
mind fermionok, mind bozonok esetén

pV =

[GSHN )

/ e p(e)Ti(e) de = §E (2.10)

A klasszikus idedlis gazra korabban kapott allapotegyenletnek ez a formaja érvényes tehat
kvantumosan is, de hangstulyozzuk, hogy kvantumgazra

_ 3__ _
Bu # 5NksT & (pV) # NksT.,

ugyanis ez utobbi osszefiiggések a klasszikusan érvényes ekviparticié torvényének kovet-
kezményei voltak.

A fenti levezetés lényegi 1épése volt a p(e) o /¢ ardnyossdg felhasznaldsa. Ez egyfelél
az €(p) o< p* parabolikus diszperzié, masfell pedig a d = 3 térbeli dimenzié kévetkez-
ménye. Altalénosan, e(p) = a |p|” esetén az dllapotegyenlet d = 3 dimenziéban

m/:%E (2.11)

alaki lesz. Specidlisan ultrarelativisztikus® ideélis gaz esetén e(p) = ¢ |p|, és igy

1—
V=-F
Py =3

5Ultrarelativisztikusnak mondunk egy részecskét, ha annak nyugalmi energidja elhanyagolhaté tel-
jes energiajahoz képest, mert nyugalmi tomege nincs, vagy elenyész6 a mozgdsi energiabdl szarma-
z6 tomeghez képest (példdul fotonok, relativisztikus elektronok, miionok esetén). Ilyenkor e(p) =

v/m2ct + p2c? =~ pc. Linedris diszperzié adddik a kolesénhatds kovetkeztében szdmos bozongerjesz-
tés esetében is (pl. antiferromdgneses spinhulldmok, fononok stb.).
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2.1.5. A klasszikus hatareset

A (2.7), (2.8) és (2.9) egyenletek teljes lefrdasat adjak tetszoleges nemkolesonhaté bozon-
vagy fermiongaznak. Azt varjuk azonban, hogy ha két részecske kis valdszintiséggel tar-
tozkodik ugyanabban a v kvantumaéllapotban, akkor a részecskék megkiilonboztethetet-
lenségébol szarmazéd kvantumkorrekciok nem jelentdsek, és a bozonok illetve fermionok
statisztikus tulajdonsagai kozotti eltérés elhanyagolhatova valik. Ez definidlja az un.
klasszikus hatdresetet, amikor is a betoltési szamokra teljesiil az n, < 1 feltétel. Ilyen-
kor az atlagos betoltési szam formuldjaban az exponencidlis tag domindl, ezért mind
fermionokra, mind bozonokra

ﬁl/ ~ e_ﬂ(EU_:u‘) << 17

azaz [((e, — p) > 1. A klasszikus hatdreset tehat akkor valésul meg minden egyes
nivéra, amennyiben Bu egy nagy negativ szdm.® A nagykanonikus potencidl ebben a
hataresetben a kovetkezoképp kozelitheto:

b = j:k:BTZhl (1Fnm,)~ —kBTZe_BE” ePH

—_——
Z
amibdl az atlagos részecskeszam
— 0P )
N=— (—) =71 = ——
a,u TV ]CBT

és igy a szabadenergia

o _ - Y
F =4 jiN = N (—kpT + 1) = NkgT (4 — 1) = NkyT (1117_1).

1
A Stirling-formuldt most a szokasossal ellentétes iranyban hasznalva adédik, hogy

zN zN

Fr~—kgThh= = —kgTlhZ, ==,

N! N!
tehat a kvantummechanikai leirdsbol kiindulva a klasszikus hataresetben automatiku-
san megjelent az allapotosszegben a részecskék megkiilonboztethetetlenségét kifejezé V!
hanyados. A Z; egyrészecske-allapotosszeget a klasszikus, spin nélkiili esetben meghata-
roztuk ((1.44) dsszefiiggés). Most a > e 7% dsszegzést (2.6) felhaszndldsaval energiain-
tegréalla atirva kapjuk, hogy

N

Zy = /p(es)eﬁE de = g% (2mmkgT)? ,

SFeltessziik, hogy az egyrészecskespektrum e = 0 energiandl kezdédik.
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ami a spindegeneraciotdl eltekintve egyezik a korabbi eredménnyel. A klasszikus hatar-
eset feltétele

—_ R 3
N N h? 21
1 B,U' — — _— = — )\3 212

> ¢ 21 gV <27rmk:BT) gn O ( )

ahol n = N/V az 4tlagos részecskestirtiséget jeloli, és bevezettiik a

h
V 27ka’BT

termikus de Broglie-hulldimhosszot. Ez utébbi a részecskék kvantummechanikai kiterjedé-
sét jellemzi, klasszikus hataresetben ugyanis a részecskék tipikus impulzusa p ~ /mkgT,
tehdt a részecskék tipikus de Broglie-hullimhossza A = h/p ~ h/y/mkgT. Figyelembe
véve, hogy a részecskék kozotti atlagos tavolsag kapcsolatban van a stirtiséggel, d ~ n=/3,
a (2.12) egyenlétlenség szerint a klasszikus hatdreset akkor all fenn, ha a gdzt alkotd
részecskék atlagosan sokkal messzebb vannak egymastol, mint az oket jellemz6 kvantum-
mechanikai hullamhossz,

Ap =

d > Ap,

azaz a gaz ritka és/vagy forro.

2.1.6. Kvantumkorrekciék, magas homérsékleti sorfejtés

Léattuk, hogy a klasszikus viselkedés feltétele n\3. ~ e®# < 1, {gy a klasszikus hatdreset-
hez jarulé kvantumkorrekcidkat megkaphatjuk e’#-ben szisztematikus sorfejtést végezve.
A betoltési szam sorfejtett alakja

el BE ] sy oo
O = TEeplpe-m ¢ o IFCTE.

Az els6 tag felel meg a klasszikus limesznek, a sorfejtés magasabb rendi tagjai pedig a
kvantumkorrekciokat szolgaltatjak. Az atlagos részecskeszam igy

N = /p d5~27rg 3 (2m) 3/\/— Peefr e 4 ) de. (2.13)
0

Felhasznalva az

o0

/a?e B de = (af)” F<n—|2_1>

0
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Osszefiiggést, igy

3
— 2mrmkgT \ 2 :
N =~ gV (—mZQB ) el (1 = 9=3 eﬁ“> ,

ami egy implicit egyenletet ad p-re,
1

e = “p)d, <1j:2_%eﬂ“—|—~--> .
g

Ezt az egyenletet iterativan megoldva kapjuk, hogy

1 1 (nA3\?
M= —n)\i £ — <_n T) +o (2.14)
g 22 g
A kémiai potencidl kvantumkorrekciéit (2.14) logaritmusét sorfejtve kaphatjuk,
kgT
B £ % Ajn,
2

ahol py = kT In (n/\3T / g) a klasszikus limeszben szamitott kémiai potencialt jeloli. Fer-
mionokra tehat a kémiai potencial emelkedik a kvantum korrekcidk hatésara (taszitas),
mig bozonokra csokken (effektiv vonzas).

A kémiai potencial ismeretében most mar meghatarozhatjuk a klasszikus allapot-
egyenlethez adédd kvantumkorrekcidkat is. A (2.13) képlethez hasonléan az energia
kvantumkorrekcidjara a kovetkezot kapjuk:

nlw

3
EkBT ePr <1 F 973 eﬁ“) ,

7 QkaBT)

ep(e)n(e)de = gV ( 2

0\8

amelybdl e’#-ben elsé rendig sorba fejtve

E 3 _1F23e 3
Zoa T2 —k:BT(l - (2*% _ 2*%) e'B“>.
N 2 1F272 eBu 2
5
—-272

[gy az egzakt (2.10) egyenlet alapjéan a nyomés
2F 1
= =nkgT (1 —XNin+... ).
3V B ( 923 o )

A kvantumkorrekciok tehat megvaltoztatjak a nyomést, és fermionok esetében novelik
azt a klasszikus géz nyomésahoz képest, mig bozonok esetében csokkentik,

p

PBE < Pkl < PFD-

A bozonok kozott tehat effektiv vonzést, a fermionok kozott viszont effektiv taszitast
eredményeznek a kvantumkorrekciok: a bozonok ,szeretnek” azonos allapotban lenni
(lasd az indukalt emissziét), mig fermionokndl a Pauli-elv effektiv taszitashoz vezet.
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2.2. Idealis Fermi-gaz

Az el6z6 alfejezetben megvizsgaltuk, hogyan modositjdk a kvantumkorrekciék magas hé-
mérsékleten egy idedlis gaz allapotegyenletét, és azt talaltuk, hogy a kvantumkorrekciok
nA3-nel ardnyos tagokat eredményeznek. A kvantumkorrekcidk szerepe tehdt a hémér-
séklet csokkenésével egyre no, és dominanssa valik amint a homérséklet olyan alacsony
(vagy a gaz stiriisége olyan nagy), hogy a részecskék termikus de Broglie-hullamhossza
Osszemérhetdvé valik a részecskék kozotti tavolsaggal. Elegendden alacsony homérsék-
leten tehat a kvantummechanika illetve a kvantumstatisztika hatarozza meg barmilyen
idedlis gaz viselkedését. A fermionok és bozonok viselkedése azonban ezeken az alacsony
homérsékleteken gyokeresen eltér egymastol: fermionok esetében a géz véges kompresszi-
bilitassal rendelkezik még T' = 0 hémérsékleten is és Fermi-folyadékot képez, mig a bo-
zongaz egy kritikus homérséklet alatt osszeomlik és Bose-kondenzalédik. Ebben illetve
a kovetkezo fejezetben az anyagnak ezzel a két alapvetd kvantumfazisaval foglalkozunk
— idedlis gazt tételezve fel.

2.2.1. A Fermi-gaz alapallapota

A Fermi-gaz alapallapotanak vizsgalatdhoz induljunk ki a részecskeszam

o o o0 1
NZO/P(g)f(g) de = O/P(f) mdg

kifejezéséboll A T — 0 hatdresetben f(e) egy egységugras-fiiggvénnyé valik, f(e) —
O(ep —€), ahol ep = p(T = 0) a T = 0 hémérséklethez tartozé kémiai potencidl, az
ugynevezett Fermi-energia (1asd a 2.3. dbrat). A Fermi-energia az idedlis fermiongaz
karakterisztikus energiaskaldja: alapallapotban a Fermi-energia alatti allapotok mind be
vannak toltve, az afelettiek viszont tiresek, hiszen a Pauli-féle kizarasi elv figyelembe-
vételével igy minimalizdlhaté a fermionrendszer energidja. Ezt az allapotot (vagy az
e alatti, betoltott egyrészecske-allapotok Gsszességét) Fermi-tengernek is szokas nevez-
ni. Izotrop diszperzids relacié esetén a betoltott allapotok az impulzustérben egy pr
Fermi-impulzus sugari gémbben helyezkednek el. FEz az un. Fermi-gomb, feliilete pe-
dig a Fermi-feliilet. Latni fogjuk, hogy fermionrendszerek viselkedésében meghatarozd
jelentoségli a Fermi-feliilet és annak kérnyezete.

Kvadratikus diszperziés relacido esetén a Fermi-impulzus egyszertien fligg Ossze a
Fermi-energidval, pp = v/2mep. A Fermi-impulzus illetve a Fermi-energia segitségével
tovabbi karakterisztikus hossz- és homérsékletskalak is definialhatdak. fgy definialhato
a kp = pr/h Fermi-hullimszdm és az ennek megfelelé Fermi-hulldimhossz, \p = 27 /kp,
a fermionok alapallapotbeli karakterisztikus hulldmhossza, illetve a Tp = ep/kp Fermi-
hémeérséklet. Az Osszes 1gy bevezetett karakterisztikus mennyiség valdjaban egyetlen
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kgT
>
1 < / T - 0
T>0
S e T
" F
allapot talalhato

2.3. dbra. A Fermi-fiiggvény zérus és véges homérsékleten. Minden energian g degeneralt

paraméternek, a fermiongdz n = N /V részecskestiriiségének fiiggvénye, hiszen

IpI<pr
ahonnan igy

pr = hkp = (67r n/g)%

Ar = (3n/4mg)” V3 d,

e h? (67> 5
—=——n]) .
2m  2m \ g

EFp =
Az utébbi eredményt energiaintegral segitségével is megkaphattuk volna, hiszen
o0

eF
N =

32 3 2 3
/p(e)f(e)dez/p(e)dezg 47r\/_mg§ %:Agsfp,
0

0

EF

ahol A az allapotsiliriiséghol szarmazé prefaktorok Osszességét jeloli. Hasonléan konnyt
meghatarozni az idedlis fermionrendszer alapallapoti energiajat is

E

0

253 3
:/gp(&?)da:Aggfm
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Az allapotegyenletbdl igy azonnal megkaphatjuk a gdz nyomasat,

2 - 2
p:—E:—apnocng.

3V 5

A Fermi-géznak tehat a Pauli-elv kovetkeztében T' = 0 hémérsékleten is nagy nyomaésa
és véges kompresszibilitasa van!

A kapott eredmények kozelitOleg érvényesek maradnak véges homérsékleten is mind-
addig, amig a Fermi-géz ,elfajult” (degeneralt), azaz Ay > n~/® ~ \p. Tekintettel arra,
hogy Tr ~ h?/mA%, mig T ~ h%/mA2., ez azt jelenti, hogy a Fermi-gdz akkor degenerlt,
ha a hémérséklet joval alacsonyabb, mint a Fermi-homérséklet,

T Tp.

Miutén egy tipikus jol vezetd fémben az elektronok sfirtisége rendkiviil nagy, n ~ 10% cm ™3,

igy a Fermi-energia

B2 /G2 2
ep= (in) ~1078 ] ~ 76V,
2m \ g

¢és az ennek megfeleld Fermi-homérséklet
TF = 5F/kB ~ 80000 K.

A fémbeli elektronok 7' ~ 300 K homérséklete tehat jellemzoen két nagysagrenddel ki-
sebb, mint a Fermi-hémérséklet, igy a vezetési elektronok degeneralt Fermi-gazt képez-
nek.

2.2.2. Alacsony homérsékleti viselkedés

A degenerdlt (T < Tp) idedlis Fermi-gdz viselkedését leirhatjuk T'/Tr-ben szisztema-
tikus sorfejtést végezve az in. Bethe-Sommerfeld-sorfejtés segitségével. Béar a Bethe-
Sommerfeld-sorfejtés tetszéleges p(e) egyrészecske-dllapotsiiriiségii Fermi-gazra alkalmaz-
hatd, az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy p = Ae'/?, ahol az A egyiitthaté egy
héromdimenziés gdzra A = g2m5 (2m)%. Ebben az esetben mind N = [ p(e) f(¢) de,
mind pedig E = [ p(g) e f(g) de ugyanolyan,

[e.9]

/Eyf(E) de

0

alaku integralokat tartalmaznak. Ez parcialis integralds utan a kévetkezo alakra hozhato:
1 +1 00
eV f(e)de = [ (o)), +
0

y+1ﬁ,_/
0 0

o 159“ (—0.f(g)) de.
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A Bethe-Sommerfeld-sorfejtés azon a megfigyelésen nyugszik, hogy a Fermi-fiiggvény
—0.f(g) ~ 1/ ch*(B(e — p)/2) derivaltja alacsony hémérsékleten a Fermi-energiatdl té-
volodva exponencidlisan levdg, és csak a Fermi-felillet Ae ~ kgT kornyezetébdl van
jaruléka. Ennek megfeleléen, a 0. f(e) el6tti lassan valtozo fiiggvényt (¢ — p)-ben sorba
fejtve, a hémérsékletben szisztematikus sorfejtést kapunk. Ebben a szellemben attérve a
t = B(e — p) véltozodra,

9] My-i—l 00 <kBT)n (y + 1) 7 et
e’ f(e)de = —_— t"——dt,
0/ rae=r 3 (550) Un) [y

—pp

ahol felhasznéltuk az altalanositott binomialis tételt,

(t+pB)" ™ = ()" ) (y Z 1) %

n=0

amiben az

<y+1) _ WDy -1 (y+l-n+1)
n n!

altalanositott binomidlis egyiitthatok szerepelnek. Az integralok alsé hatarat kiterjeszt-
hetjitk —oo-re, ugyanis ezzel csak exponencialisan kicsiny (~ e #* < 1) hibat vétiink.
Bevezetve tehat az

o0

1
I, = "
. /t 4ch(%)dt

integrélokat, igy a kovetkezd kifejezést kapjuk:

o0

y _luy—i-l S kpT\" y+1
[eren= = (50) ()
0

n=0

Az I, integrédlok tulajdonsagait a 2.5. fiiggelékben targyaljuk. Itt csak annyit jegyeznénk
meg, hogy nyilvdnvaléan I,, = 0, ha n pédratlan,” paros n-ekre viszont I, kapcsolatba
hozhaté a Riemann-féle zeta-fiiggvénnyel. Nekiink a tovdbbiakban a vezeto korrekciok
meghatdrozasdhoz csak Iy = l-re illetve I = 72/3-ra lesz sziikségiink.

A részecskeszam esetében y = 1/2-et véve,

— 2 . 2 (kT
N:A/€2 (e)des:Agu% (1—1—%(%) +>

0

7A Bethe-Sommerfeld-sorfejtés jellegzetessége, hogy csak kpT-ben péaros rendii korrekcidk jelennek
meg, ami annak tudhaté be, hogy f'(g) szimmetrikus € = p koriil.
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— 3,
Hasznaljuk most fel, hogy T = 0 hémérsékletre N = A%ef;. Igy, kihasznalva, hogy
kT

=<, megkapjuk a kémiai potencidl alacsony hémérsékleti sorfejtését:

—2/3
2 (kpT\? 2/ T\?
u=5F<1+%(%) +> zgp<1—7lr—2<T—F) +.., (2.15)

hiszen a jobb oldal nevezéjében p = ep vezetd rendben (tehat a kémiai potencidl véges
hémérsékleten csokken, v.6. 2.3. dbra). Az energia varhaté értéke a részecskeszamhoz

hasonléan addédik,
— 2 2 (kpT\?
FoaZps (12 (B 1) )
) 8 W
5

Az el6z6khoz hasonléan, felhasznélva az alapéllapoti energia Ey = A%e% = %ng kife-
jezését, valamint a kémiai potencidl (2.15) sorfejtését, kapjuk az energia vezeté rendi

korrekcidjat:
— 5 T\?
E=E(1+=m (= -
o( +127T <TF) + )

Ebbdl az idedlis Fermi-gaz hokapacitasa alacsony hémérsékleten

OF . x2 /T
CV—(a—T)N,V—NkB7 (T—F)’

azaz a fajhod a homérséklet fliggvényében linedris. Ez a fermionrendszerekre jellemz6 tipi-
kus viselkedés, melyet érdemes Osszevetni egy klasszikus gaz viselkedésével. Klasszikusan
a Dulong—Petit-torvény szerint

— 3
cpt = NkB§ = const.

lenne a hékapacitas. Klasszikusan értelmezve tehat a fenti eredményt azt mondhatjuk,
hogy a Fermi-gaz szabadségi fokai alacsony homérsékleten kifagynak, és a fajhében meg-
jelend effektiv szabadsédgi fokok szama

a2 T _
Neg ~ N —— < N.
! 3 Tp
Tehat mar szobahdémérsékleten is joval kevesebb gerjesztheté szabadsagi fokkal rendelke-
zik egy fémbeli Fermi-gaz, mint klasszikusan becsiilnénk, és az elérhet6 szabadsagi fokok
szdma csokkend hémérséklettel T/ T szerint nulldhoz tart. Ez ismét a ,szabadségi fokok
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kifagyasanak” jelensége, tagabb értelemben pedig a III. fotétel megjelenése egy konkrét
kvantumrendszerben.

A fajhében megjelen6 T'/Tr faktor azt tiikrozi, hogy csak a Fermi-feliilet kozelében
vannak gerjesztheté allapotok. Valdban, a linearis fajhé konnyen megmagyarazhaté ez
alapjan. Az elérhet6 gerjesztések (részecske- illetve lyukgerjesztések) szdma ardnyos
pler) kpT-vel, energidjuk pedig ~ kpT. Osszességében igy véges T < Tr hémérsékleten
koriilbeliill AE ~ p(ep) (kgT)?*nel né a Fermi-gdz energidja az alapallapoti energidhoz
képest, a Bethe-Sommerfeld-sorfejtés eredményével megegyezoen, fajhdje pedig ennek
kovetkeztében linedris.

2.3. Idealis Bose-gaz, Bose—Einstein-kondenzacio

Idealis, szabad bozongaz esetén az energiafiiggé betoltési szamot a 2.1. dbran vazolt
n(e) Bose-fliggvény hatdrozza meg. Ennek megfeleléen a részecskeszamot illetve a gaz
energiajat a (2.9) kifejezések adjék meg. Haromdimenziés kvadratikus diszperzidju gazt
feltételezve, az allapotsiirtiséget megint csak p(e) = Ae'/? alakban irhatjuk fel. Ekkor,
bevezetve az x = ¢/kgT dimenzidtlan valtozdt, (2.9) a kovetkezéképp irhatd:

— r 1 3
N = A [ Ve de = AlkaT) 2/\/_ — (2.16)
0

ahol A = V2mg(2m)3/2/h3 és a = —u/kpT. Rogzitett siirliség és hémérséklet mellett
a (2.16) kifejezés egy implicit egyenletet jelent a 1(7") kémiai potencidl hémérsékletfiiggé-
sére. A (2.16) egyenlet mindkét oldalét elosztva V-vel valamint felhasznédlva a termikus
de Broglie-hulldmhossz Ar = h/\/2mmkgT definiciéjat, kifejezhetjiik a géz stirtiségét p
illetve T fliggvényében,

9
At

em+a

]o Ve - de. (2.17)

e

A fenti integral p-nek monoton novekvo fiiggvénye, azonban csak akkor jol definidlt, ha
a kémiai potencidl nem pozitiv, 4 < 0 (o > 0). Ebbdl azonnal kiovetkezik, hogy negativ
kémiai potencidlokra a gazt alkotd részecskék szama nem lehet nagyobb, mint a u = 0
kémiai potencial altal meghatérozott n.(7T") stiriiség,

no(T) = % (2.18)
T
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Az n. kritikus strtiségben szerepl6 integral kifejezheté gamma- és zeta-fiiggvények segit-
ségével,

i $5—1
de =T .
[ aar =)
0
Specidlisan a szdmunkra fontos s = 3/2 illetve s = 5/2 értékekre ((3/2) ~ 2,612 illetve
((5/2) ~ 1,341, és igy
g
A3
Amennyiben n < n.(7'), akkor (2.17)-nek van o > 0 megoldédsa. A Bose-gazt izotermiku-
san Osszenyomva (azaz T = const. mellett az n silirliségét novelve) azonban p fokozatosan
novekszik, amig csak el nem éri a kritikus g = 0 értéket, amikor is n éppen n.(7"). Ekkor
érvényét veszti a (2.17) formula.

n(T) = 2,612 (2.19)

n(a) n(T) ‘
e | ne(T) ~ T3
n > n,
nd
n < ng
T

(a) (b)
2.4. dbra. (a) A kémiai potencial fiiggése a részecskesiirtiségtol adott T' hémérsékleten.

n > ne-re nincs «, ami kielégitené a (2.17) egyenletet. (b) A kritikus stirtiség homérsék-
letfiiggése.

Mi torténhet n > n.(T') esetén? A fenti szamitéas azt sugallja, hogy n > n.(T") esetén
a termodinamikai limeszben a kémiai potencidl 0-va valik, y — 0. Ekkor viszont az
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€ = 0 energiaju moédussal illetve az allapotokra vald 6sszegzéssel dvatosan kell bannunk,
hiszen ekkor az ¢ = 0 dllapotban makroszkopikusan sok részecske lehet. Valéban, a (2.2)
képlet értelmében az ¢ = 0 nivo atlagos betoltése

g
e —1

No = gno = o0, g, (2.20)
ami az a — 0 hataresetben divergdl. Ennek a nivénak a jaruléka az energiaintegralokra
vald attéréskor elvész, (2.9) csak az € # 0 allapotban tartézkodd részecskék szamét adja
vissza helyesen. A kritikus stirtiségnél nagyobb stirtiségekre tehat Ny ~ V', azaz a részecs-
kék makroszkopikus hanyada az ¢ = 0 allapotba ,kondenzalédik”. Ennek megfelelen a
részecskék szama két részre bonthato,

N = No+ Neso,

ahol a méasodik tagot a (2.9) Osszefiiggés segitségével fejezhetjiik ki. Ehhez hasonléan a
stirtiség is két részre bonthaté:

n = ng + Ne>o,

ahol ng = No/V a kondenzatum sfirfisége, n.-o pedig a termikus részecskék stirtisége,
melyet a (2.17) kifejezés ad meg. Ha tehdt n < n.(T"), akkor létezik o > 0, melyre n.~o =
n teljesiil, és ilyenkor a termodinamikai limeszben ny — 0 elhanyagolhat6. Ha viszont
n > n.(T), akkor a = 0, és ennek megfeleléen n.~g = n.(7), a kritikus részecskeszdmon
feliili rész pedig az ¢ = 0 dllapotba ,, kondenzalédik” az impulzustérben, ng = n—n.(T") >
0.% Ezt a jelenséget Bose-Einstein-kondenzdciénak nevezziik.

Tegyiik most fel, hogy a Bose-gédz n = N/V stirtisége rogzitett, és vizsgaljuk a hémér-
séklet fiiggvényében a jelenséget! A hémérsékletet csokkentve azon a T, hémérsékleten
kezd makroszkopikussa valni az alapallapot betoltottsége, ami teljesiti az

n = n.(T.)

implicit egyenletet. A kritikus 7, hémérséklet felett n < n.(T), és ennek megfeleléen a
kémiai potencial véges negativ értéket vesz fel. Ekkor tehat n.~o = n a termodinamikai
limeszben és ng — 0. Ha viszont 7' < T, akkor a (2.19) 6sszefiiggésbol

3
TN\ 2
Neso = ne(T) =n (T) , (T < T.),

8Kondenzacié alatt altaldban azt értjilk, amikor egy légnemii anyag lecsapédik és folyadék vagy
szilard fazisba rendezédik. A Bose-kondenzacié esetében a kondenzdtumot alkoté gazatomok nem valds
térben, hanem az impulzustérben csoportosulnak.
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igy a kondenzatum striisége

T
Ng="n-—"Nego=n|1— T

A kémiai potencidl (pontosabban —a = fu) lefutdsat szemlélteti a 2.5(a). dbra, a kon-
denzalt atomok ng/n hdnyaddnak homérsékletfiiggése pedig a 2.5(b). dbran ldthatd.

[SI[9)

K
kT no
A n

Zl= T
-
A,
Iell®
Q
VN
2z~
N———

o) N\ /

(a) (b)

2.5. abra. (a) A dimenzidtlanitott kémiai potencidl hémérsékletfiiggése (b) Az ng/n alap-
allapoti hdanyad hémérsékletfiiggése

A T, kritikus hémérséklet alatt az energiahoz csak a kondenzatumon kiviili atomok
adnak jarulékot,

o0

E(T) = Ao/ggeﬁal—ldg = A(kBTﬁ@@ = N.(T) ggg; kpT, (2.21)

s/ ~1,341
4

hiszen a kondenzatum ¢ = 0 energiaju részecskéket tartalmaz csak, energidja tehat zérus
(itt bevezettiik az N.(T') = n.(T)V jelolést). Ennek megfeleléen a kondenzatumnak
nyomasa sincs. A gaz nyomasat a termikus gazban 1évo részecskék adjak, melyek jaruléka
a nyomashoz az E = 3pV//2 allapotegyenlet illetve (2.21) szerint

p=2g (ﬁ?)c(%) (kT)% .

A T, kritikus homérséklet alatt a nyoméds tehat nem fiigg a térfogattol, csak a hGmérsék-
lettol. A gazt allandé T homérsékleten 6sszenyomva a nyomés fokozatosan né, majd a

ol
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(hémérsékletfiiggd) kritikus stiriiséget elérve megindul a kondenzacié, és a nyomaés vélto-
zatlan marad (2.6(a). dbra). Ez azt jelenti, hogy a Bose-kondenzalt fazisban végtelenné
valik a gaz kompresszibilitasa, akarcsak egy folyadék valds térbeli kondenzacidjakor: egy
egyensilyi folyadék-géz elegyben a térfogat izotermikus valtoztatasakor a gdznyomés
valtozatlan marad, csak az egyes komponensek aranya valtozik.

]
1 >

1% 1 Tlc
(a) (b)

2.6. abra. (a) Ideélis Bose-géz izoterméi (77 > T3) (b) Idedlis bozongaz fajhéje alacsony
hémérsékleten és a kondenzacids homérséklet felett

A (2.21) osszefiiggésbol rogton adédik a T, hémérséklet alatti h6kapacités is,

S 290 - 352400 (1)

Oy(T < T) = SkeN(T) RORERAEREL b7

T
tehat teljesiil a III. fotétel. A kritikus homérsékleten a fajhoé véges marad, és az egy
részecskére juto hokapacitas

o

Y

Cv(T.) _ 15¢(3)

g ~ 1,926, 2.22
N () 22

ami nagyobb a klasszikus 1,5 értéknél, azaz az egy részecskére juté hékapacitas ma-
gas hémérsékleti értékénél. Egy hosszabb szdmitds segitségével megmutathatd (lasd
a 2.6. fiiggeléket), hogy a fajhé T.-nél folytonos marad, viszont meredeksége eldjelet
valt. A fajhében ennek megfeleléen T = T.-nél jellegzetes, fazisatalakulasokra jellemzé
cstcs jelenik meg (1dsd a 2.6(b). dbrét). Egy kolcsonhaté Bose-gazban ez a cstics gyenge
szingularitdssd alakul, T' = T,-nél a fajhd divergal.
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Albert Einstein 1925-ben josolta meg a Bose—Einstein-kondenzacié jelenségét Sa-
tyendra Nath Bose fotonstatisztikai munk&dja alapjan. A Bose-kondenzacié a konden-
zalt anyagok fizikaja egyik legizgalmasabb jelenségének bizonyult, mely a legkiilonfélébb
rendszerekben figyelheté meg — valtozatos formaban. Mind a szuperfolyadékok, mind
pedig a szupravezetok fizikdjanak mélyén a Bose-kondenzacio jelensége rejlik, de szamos
olyan rendszer is taldlhaté a természetben, ahol elemi gerjesztések, pl. magnonok mu-
tatnak Bose-kondenzaciét. Legtisztabb formajaban azonban ultrahideg atomi gazokban
sikeriilt a Bose-kondenzaciot megfigyelni 1995-ben. Ezért a felfedezésért Eric Cornell,
Carl Wieman és Wolfgang Ketterle 2001-ben elnyerte a fizikai Nobel-dijat (Cornell és
Wieman csoportja 8"Rb-bél, Ketterle csoportja *Na-bél hozott létre kondenzatumot).

2.4. Fotongaz, homeérsékleti sugarzas

Sugarzasi torvény

A feketetest homérsékleti sugarzasanak tulajdonsdgait megérthetjiik, ha a fotongazt mint
egy iiregbe zart idealis bozonrendszert irjuk le. Max Planck el6szor 1900-ban vezette le
a réla elnevezett sugdrzasi torvényt Boltzmann eredményeit felhasznalva, illetve abbdl
a posztulatumbodl kiindulva, hogy a v frekvencidju elektromagneses sugarzas energiaja
E = hv egységekben kvantalt. Planck a kvantumok bevezetését formalisnak tekintet-
te, és nem tulajdonitott neki komolyabb fizikai jelentOséget. A fotonkvantumok igazi
jelentoségét Albert Einstein ismerte fel 1905-ben. A fotoeffektus interpretalasakor Eins-
tein feltételezte, hogy a fény kvantélt energidval (és impulzussal) rendelkez6 csomagok
formajaban terjed, és ezzel megalapozta az elemi fénykvantum, azaz foton részecske in-
terpretaciéjat.

A sugérzasi torvény levezetéséhez induljunk ki abbdl a ténybol, hogy egy V' térfogati
iiregben az elektromagneses sugarzasi tér eloallithaté oszcillalo harmonikus elektromég-
neses modusok Osszességeként! Ezeket a mddusokat kvantalva kapjuk a fotonmodusokat:
egy w korfrekvenciaju oszcillator n-edik gerjesztett allapota felfoghaté dgy is, mintha
n darab, egyenként hw energidjui részecske tartozkodna egy az oszcillatornak megfele-
16 kvantumallapotban. Ezeket a gerjesztéseket nevezziik fotonoknak. A fotonok spinje
S =1, igy Bose-statisztikat kovetnek. A (25 + 1) = 3 spinallapot koziil azonban egy
nem megengedett, igy szabad térben egy hullamszamhoz kétféle lehetséges polarizacié
tartozik, és minden frekvencia degeneraciéja g = 2. A foton nyugalmi tomege zérus, igy
energiaja

h

e(p) = ple= 1= hv(p) = hw(p),

ahol v a foton frekvenciaja, w a korfrekvenciaja, A a hullamhossza, ¢ pedig a fénysebesség.
A feketetest-sugarzast kibocsaté iireg fala egyenstlyban is elnyel és kibocsat fotonokat,
ezért az N fotonszam nem allandé, atlagos értékét T és V' hatarozzak meg. Abbdl, hogy
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a fotonok szdma nem megmaradé mennyiség kovetkezik az is, hogy a kémiai potenci-
al azonosan eltlinik, ¢ = 0. Ekkor ugyanis a legnagyobb valdszinliségti fotonszam az
allando fotonszam mellett szamitott F(T,V, N) feltételes szabadenergia széls6értékébol

hatarozhaté meg. Ez azonnal a
oF
—_— pu— pu— O
(aN) v

feltételre vezet.” Egy v frekvencidji allapot dtlagos betdltési szama igy

_ 1
n(v) = T
A dp impulzushéjba es6 allapotok szama
V 8V
gﬁ47rp2dp = ?V2dv,

amibdl rogton adédik a (térfogategységre jutd) energia u(v) spektrélis siirtisége, ugyanis
a dv frekvenciasavba és egy térfogategységbe esé energiajarulék

1 — 8t hv?
VdE(V) = U(V> dl/ = geﬁhl/——ldy’
8t hv?
= u(v) = e

Ez a Planck-féle sugdrzasi torvény (2.7. dbra). Bevezetve az n = [hv dimenziétlan
valtozot,

8w (kgT)*
u(v)dl/:g a1

a spektralis eloszlas alakjat tehat egy univerzalis fiiggvény hatarozza meg. Nyilvanvalo,
hogy az utobbi eloszlas n* = k};”T maximumhelye homérsékletfiiggetlen, amibdl rogton
adodik a Wien-féle eltolodasi torvény az energiaspektrum maximumara, Ay = const.

A Planck-féle spektrumbdl kovetkeznek azok a torvények is, melyek mar a sugar-
zési torvény megfogalmazasa elétt is ismertek voltak. Az alacsony frekvencids (nagy
hulldmhosszil) hy < kT (n < 1) esetben példaul

8
u(v)dv =~ kBT—;Tdey,
c

9A i = 0 feltétel most nem jelent gondot, hiszen ¢ = 0 energidji fotondllapot nem létezik, igy
e>p=0.
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~ 772 ~U 7]3 e_77

0t~ 2,821 N

2.7. dbra. A Planck-féle sugdrzasi torvényben szerepld univerzalis fuggvény (n = Shv).

ami a Rayleigh—Jeans-torvény. Ez az eredmény klasszikusan hulldmokkal (oszcillato-
rokkal) is értelmezhetd: a dv frekvenciasdvba esé oszcillatorok szama i—§u2dl/, amelyek
az ekviparticio-tétel alapjan egyenként atlagosan kg1’ energiaval rendelkeznek. Nagy
frekvencids hataresetben (hv > kgT') ad6dik a Wien-féle sugdarzdsi torvény,

8
u(v)dy = e ™ hy —§V2dl/.
c

Eszerint a nagy energiaju fotonok klasszikus idedlis gazként viselkednek, és a hv energiaju
fotonallapot betoltését a klasszikus ~ e #" Boltzmann-statisztika hatarozza meg.

A fotongaz termodinamikaja

A fotongéaz atlagos energidja

— T 87V (kpT)* r n®
E:V/u(l/)dV: R /e"—ldn’
0 0
T(4)((4) =315

amibol kovetkezik a Stefan—Boltzmann-térvény

E 4o
.
V c
alakja, ahol a o egyiitthaté az un. Stefan—Boltzmann-dllando,
2m5k%, W
= ~5,67-107° ——.
77 e T m? K2
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Az tiregben 1évo fotonok szamanak varhaté értéke

8V [ WP 87V [(kpT\® [ 1 ,
N = &t/&m—ﬁyzc3<}l)l/w—HnMT.
0 0

—_——
N(3) ¢(3)~2-1,202

tehat
E ~ N kgT,

de most N(T) erdsen fiigg a hémérséklettél. Az idedlis fotongaz nyomdasinak meghaté-
rozdsdhoz hasznédlhatjuk a (2.11) Gsszefiiggés ultrarelativisztikus hatdaresetben érvényes
pV = E/3 alakjat. Ebb6l a sugdrzasi nyomas
4o
= —T"
b 3¢
A fotongdz nyomaésa tehat nem fiigg a térfogattdl, és izotermikus kompresszibilitasa
ennek megfeleléen végtelen, Gsszhangban a Bose-FEinstein-kondenzatum esetében ér-
vényes eredménnyel. Mivel a kémiai potencidl azonosan eltiinik, igy a szabadenergia
F=uN —pV = —pV, azaz
4o

F=——VT"
3c

Ebbdl az entrépia illetve a hékapacitas differencidlassal adédik,

g 8_F _ 160VT3 T—0 0
or ), 3c ’

OF 160V, 5 —
CV_(a_T)V_ - T NN(T)I{?B

Mindketto zérushoz tart a II1. fotétellel 6sszhangban.

A fenti termodinamikai mennyiségek hémérsékletfiiggése alapvetéen az w(p) ~ |p|
linedris diszperziébdl kovetkezik. Szildrd testekben a hanghulldmok (kvantélt forméban
fononok) ugyancsak linedris diszperzidval rendelkeznek és bozonstatisztikat kovetnek.
Bar diszperziojuk anizotrop, és a fotonoktdl eltéréen minden hullamszamhoz héarom,
altalaban kiilonb6z6 energiaju akusztikus modus tartozik, a fononok termodinamikai tu-
lajdonsagai rendkiviil hasonlitanak a fotongaz termodinamikai tulajdonsagaihoz. Pél-
daképp a fotonokhoz hasonléan a récsrezgések fajhdjaruléka is ~ T° viselkedést mutat
alacsony hémérsékleten.'”

10A T3-55 viselkedés a néhany széz kelvin alatti hémérsékleteken figyelhetd meg, egészen alacsony hé-
mérsékleten azonban altaldban més fajhdjarulékok domindlhatnak (elektronok fajhéjaruléka, dinamikus
racshibdk fajhdjdruléka, magneses szennyezések fajhdje, stb.).
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2.5. Fiiggelék: A Bethe—Sommerfeld-sorfejtésben sze-
replo integralok

A Bethe-Sommerfeld-kozelités soran a kovetkezo integralok jelentek meg:

oon 1

Szimmetriaokokbdl I,, = 0 ha n paratlan, tovabba

o0

t 1 0
(e +1) o,

Altalanos péaros n-re

[e.9] [e.9]

d 1 1
IL,=-2[t|— dt =2 et ——dt
/ (dtet+1> n/ C Txet”

0 0

ahol a nevezot mértani sorba fejtve
o

o0 * (1 k—1
Iy=2n) (1) /tnl el = 2. 1 Y (k_zl
k=0 k=1

0

J/

-

(k+1)""T(n)

végiil a szamléld alterndld eldjelét egy ritkitott sor bevezetésére haritva

[":2'”!<m %—Qiﬁ> =2 (1-2"7") (),
k=1

k=1

ahol bevezettiik a Riemann-féle zeta-fiigguényt,

=31

A felmeriil6 rendeknél

N

C<2):Zﬁ_€:>]2:%’
k=1
4

C4) = g5
6

§(6) = g
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2.6. Fiiggelék: A Bose-gaz hokapacitasa a kritikus ho-
mérséklet felett

A bozongaz T. feletti hékapacitdsanak leirdsahoz tekintsiik a
An(T) =n(T) —n(T) =n(T) —n (T2 T.)

mennyiséget, vagyis azt a tobbletsiriiséget, amit még kondenzacié nélkiil meg tudna
tartani a rendszer (lasd a 2.8. abréat)! Ez egyrészt a (2.19) osszefiiggés értelmében

(7) 1]

méasrészt a (2.17) és (2.18) egyenletek szerint
An(T /\/_ — dx’Vil]o\/E ac dx
>\3 NG erte —1 TN T (e —1) (erte —1)
0

ahol felhasznaltuk, hogy T. kozelében o = —fu kicsi. Az integrandus az x > 1 tarto-
manyon /xe” (a-+) , ami T, kozelében nem érzékeny « értékére. fgy az integrandust a
teljes integralasi tartomanyon kozelitjiik az x < 1 szerint sorba fejtett alakjaval, mert az
ez altal okozott hiba nem érinti az « szerinti viselkedést. A meghatérozandé integralra

helyettesitéssel
/\/_ d:z: =2V/a {arctg(\/gﬂ =m/a
@/ 1o

adodik, amibdl a kémiai potencidl hémérsékletfiiggése T, felett

3 2
N JkgT [/ T\2 T -T.\*
P (@) e
g s c c

a 7 redukalt homérséklettel.
Az édtlagenergia a (2.21) egyenlet jeloléseivel

|

An(T)=n

— 7 3 1 5 i 3 eﬁ“
E(T) :A/€2md A(k’BT)2/ dI,

0 0

ahol az e®* fugacitds a redukélt hémérséklet vezetd rendjében

1 — K72

108



] >

T, T

2.8. abra. A kritikus részecskestiriiség és a teljes stirtiség viszonya

K pozitiv egyiitthatéval (utébbi pontos kifejezése a (2.23) Osszefiiggésbdl leolvashato).
Az integral nevezdjét a redukalt homérséklet szerint sorba fejtve

[e.e] o0

— 1 1
0 0

adodik, ami atirva
E(T) = E(T) [1 - z’%ﬂ .

Itt E az energia T, alatti, (2.21) osszefiiggés szerinti fliggvényalakjat jeloli, amelyhez
egy T-ban négyzetes korrekcié jarul a kritikus homérséklet felett. A hdékapacitas vezetd
rendben
EN(T), ~
Cy(T)~ Cy(T) — —js ) Kr,

ahol ismét C}(T') a Cy (T < T.) analitikus fiiggvény kiterjesztése T, folé. Nyilvanvald-
an Cy folytonos 7 = 0-ban, meredeksége viszont ugrik a homérséklet fiiggvényében, a
valtozas

8OV 8CV 2[’% E (T)
oT a7 ST T2
T>T, T<T. c
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3. fejezet

Kolcsonhato rendszerek I:
Kvazirészecskék

Az el6z6 fejezetben targyalt idedlis gazok esetében feltettiik, hogy a gazt alkoto részecskék
kozotti kolesonhatas elhanyagolhatd, legfeljebb a kvantumkorrelaciok miatt jelenhetnek
meg effektiv kolesonhatdasok. Ugyanakkor valamilyen (nagyon gyenge) kolesonhatésra
sziikség van ahhoz, hogy egy gaz egyensulyba keriiljon, és valédi rendszerekben minden-
képp jelentkezik kolcsonhatéas a részecskék kozott.

Ha a kolcsonhatast egy eyy, karakterisztikus energia jellemzi, és a hémérséklet nagyon
nagy ehhez a skéldhoz képest (ex, < kgT'), akkor a 2. fejezetben bemutatott idedlisgéz-
modell jé kozelitésnek tekintheto. Az idedlis gazt referenciarendszernek tekintve per-
turbacidszamitassal a vezetd rendii korrekcidkat is vizsgalhatjuk magas homérsékleten.
Ilyen jellegii perturbaciészamitassal késobb fogunk foglalkozni.

Masik fontos eset az alacsony homérsékleti limesz. Ilyenkor erds kolcsonhatasok és
hangsilyosan kvantumos viselkedés jellemzik a rendszereket. Gyakran eléfordul, hogy az
alacsonyan fekvo (alapallapothoz kozeli) gerjesztett allapotok szabadon terjedé fligget-
len részecskéknek tekinthetéek. Az ilyen, a bonyolult kolecsonhaté rendszer viselkedésébdl
el6ting, effektive nemkolesonhatéd gazként viselked6 objektumokat Landau nyoman kvd-
zirészecskéknek nevezziikk. A szilardtest-fizikai tanulmanyok soran ez a kérdéskor mér
eléfordult, ezért itt csak roviden foglalkozunk vele.

Példaul szilard testekben az elemi gerjesztések (pl. racsrezgések) energidja e(p) =
hw(p) diszperzids relécié szerint alakul, ahol p a kvéziimpulzus, w(p) pedig a rezgési
moédus korfrekvenciaja. A rendszerrel csak ilyen, megfelel6 impulzus-energia parosita-
sokkal tudunk energiat kozolni, mintha ténylegesen részecskéket gerjesztenénk. Alacsony
hémérsékleten ezek a kvézirészecskék jé kozelitéssel fiiggetlennek tekinthetéek. A fono-
nok a kristalyracs rezgéseinek megfelelé kollektiv gerjesztések, esetiikben a kolcsonhatas
hianyanak feltétele a kristalypotencidl harmonikus kozelitése.

Masik példéanak tekinthetjiikk az elektronokat szilard testekben. A szabdlyos kris-
talyracs a nemkolcsonhaté elektronokat Bloch-elektronokka alakitja, amelyek a racsban
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akadalytalanul tudnak haladni. A valdsagban azonban az elektronok kozott igen eros
Coulomb-kolcsonhatas is fellép, ami korantsem elhanyagolhaté az elektronok szokasos
tavolsdga mellett. Erdekes médon azonban a makroszkopikus szdmu részecskét tartal-
mazo, rendkiviil bonyolult és erdsen kolesénhato elektronrendszer alacsony energiaju ger-
jesztései gyakran fiiggetlen kvazielektronok moédjara viselkednek, csak a szabad elektron
fizikai paraméterei helyett valamilyen effektiv értékekkel kell 6ket jellemezni. Ennek a ta-
pasztalatnak az elterjedt megfogalmazésa, hogy ,,a kolcsonhatas feloltozteti a részecskét”,
ezért a savot formél6 részecskék (elemi gerjesztések) nem egyszertien Bloch-elektronok,
bér sok tekintetben hozzajuk hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkeznek (spinjiik van, kva-
zilmpulzusuk megmarad, és a toltésiik az elemi t6ltés).

Altaldnosan a kvézirészecskéket két csoportba oszthatjuk. Az egyikbe a kollektiv
gerjesztések tartoznak; esetitkben nem lehet a kolesonhaté rendszer egyes részecskéihez
rendelni a kvazirészecskét (példdul a racsrezgéseknél a fononok, spinhulldmokndl a ma-
gnonok megjelenése). Ezek a bozonok statisztikdjat kovet6 kvézirészecskék, és a mogot-
tiik allé rendszer részecskéi kozotti kolesonhatds megsziinése esetén maguk is eltinnek.
A miésik csoportba az egyrészecskés gerjesztések tartoznak; ez esetben a kolcsonhatd
rendszer egyes részecskéit feloltozteti a kolesonhatds (példaul kvazielektronok szilard
testekben). Az ilyen kvézirészecskék altalaban fermionok, és a kolcsonhatds megsziinte-
tésével a csupasz részecskébe mennek at.! Ugyanakkor az egyrészecskés gerjesztések és
a kollektiv gerjesztések fogalma gyakran nem til megalapozott. Koélesonhaté bozonok
esetében példaul az impulzus csokkentésével a szabad atomoknak megfelel6 gerjesztések
fokozatosan hanghulldimma alakulnak &t.

3.1. Fermi-folyadékok

Tekintsiink egy N részecskébél all6 idedlis Fermi-gézt! Fokozatosan (adiabatikusan) kap-
csoljuk be a részecskék kozti kolesonhatast, és tegyiik fel, hogy a rendszer energiaszintjei
csak eltolédnak, de osztalyozdasuk nem valtozik meg! Masképp fogalmazva, az igy kapott
Fermi-folyadék és az idealis Fermi-gaz elemi gerjesztései kolcsonosen megfeleltethetéek
egymdsnak.”

Idealis Fermi-gaz esetében a legegyszertibb gerjesztés, amikor a részecskék szamat
eggyel névelve a Fermi-energia {616 helyeziink egy €°(p) energiaji, p impulzust elektront,
vagy hasonléan, a Fermi-nivé aldl (¢2(p) < 0) eltavolitunk egy elektront, lyukat hozva
létre. Ezek a gerjesztések az alapéllapoti n?(p) (impulzusfiiggd) betoltési szamhoz képest

!Egyes szerzk csak az utébbi tipust nevezik kvézirészecskének, az elébbi csoportra pedig csak a
kollektiv gerjesztés elnevezést hasznaljak.

2Ez a feltevés nem minden esetben teljesiil, példdul szupravezetés esetén egy gyokeresen tj allapot
megjelenéséhez vezet a kolcsonhatés.
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egy 0n’(p) eltérésként jelentkeznek. A gerjesztett dllapot energidja
E = Z £, )+ on?( =FEy+ Z Es

ahol az alapéallapoti energia

A Fermi-folyadék allapotban a koélecsonhatds bonyolitja a helyzetet. Egy Fermi-
folyadékban a kolcsonhatést adiabatikusan bekapcsolva azonban az idedlis gaz egy elekt-
ront (lyukat) tartalmazé gerjesztett dllapotabdl a kolesonhaté rendszer egy gerjesztett
allapotéat kapjuk, melynek energidja e4(p) energidval magasabb a kolcsonhaté rendszer
alapéllapoti energidajanal, és mely ugyanazokkal a kvantumszamokkal rendelkezik, mint
a nemkolesonhatéd gerjesztett allapot. Ekkor e4(p) az elemi gerjesztés (kvazirészecske)
energidja. A kis energidju gerjesztések felépithetok ilyen kvazirészecskékbol, és jellemez-
heték azok ong(p) eloszlasaval. Kis kvazirészecske-siirtiség esetén a gerjesztések energidja
vezetd rendben Osszeadodik:

E= EO+Z€5 Yons(p) + ... .

A kvéazirészecske-spektrum igy definicié szerint

&s(p) = 5755 ]

(3.1)

ons(p)=0

Az elektronok kozotti kolesonhatds eredményeként azonban véges kvazirészecske-
stiriség mellett a kvazirészecskék is kolesonhatnak egymassal, és ennek megfeleléen az
Osszenergia is modosul:

E—>E0+Zss ) ong(p Z USS (p,P) ons(p) ong(p') + ...,

sp s,p,s’,p’

ahol a kvazirészecskék strliségét és az ennek megfelelo kolcsonhatasi tagokat kicsinek
tessziik fel.

A tovéabblépéshez sziikségiink lesz a Fermi-rendszer entrépidjanak kifejezésére. Elo-
szor tekintsiik az idedlis Fermi-gézt! Osszuk fel az impulzusteret d®p térfogati celldkra,
és tegyiik fel, hogy ns(p) = O(p — pr) + (0ns(p)) lassan véltozé fiiggvény! Ekkor az
i-edik cellaban g; = Vd3p/h? allapot taldlhat6, melyek koziil atlagosan n; = g;n,(p;) van
betoltve, ahol p; az i-edik cellahoz rendelt kvaziimpulzust jeloli. Ennek megfeleléen az
1-edik cellahoz rendelt lehetséges allapotok szama

gi!
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és egy megadott n,(p) eloszldshoz

Ul {ni}) = [[ -2

nil(n; — g;)!

A

szamu mikroallapot tartozik. Ennek megfeleloen a rendszer entrépidja

S =kg Zln Q;, = —kB/Z [ns(p) Inny(p) + (1 — ng(p)) In (1 — ny(p))] VC;_:;.

Miutan a kolesonhaté Fermi-folyadék illetve a nemkolesonhatéd Fermi-gaz allapotai koz-
ti megfeleltetés egyértelmii, ezért kolcsonhatd rendszer entropidja is a fenti alaku kell
legyen.

Az ng(p) betoltési szam egyenstlyi értékét az entrépia allandé energia illetve részecs-
keszam melletti minimalizaldsaval kaphatjuk meg. Elhanyagolva a kélcsonhatasi tagot,
az energia és a részecskeszam varidltjai kifejezhetk dng(p) segitségével:

ON = Z ns(p), OF = Z es(p) ons(p
sp

Az energia illetve a részecskeszam értékét tehat Lagrange-multiplikatorokkal rogzitve a
kovetkezd betoltésiszam-fiiggvény addodik:

1
exp [B (es(p) — )] +1°

A kvazirészecskék kozotti kolesonhatast is figyelembe véve teljesen hasonléan jarhatunk
el. Ekkor is egy Fermi-eloszlast kapunk, ekkor azonban a kolcsonhatas médositja a kva-
zirészecskék energidjat, e,(p) — £5(p), és ennek megfeleléen (3.2) egy implicit egyenletet
jelent ny(p)-re nézve.

A kvazirészecske-kép akkor alkalmazhatd sikerrel, amennyiben a kvazirészecskék e(p) ~ T’
energidjdhoz képest elhanyagolhaté egymdason valé szérdsi ratdjuk (I' ~ T?), azaz a hé-
mérséklet elegendden alacsony.

Egészen alacsony hémérsékleten a Fermi-folyadék leiras tovabb egyszeriisodik. Az
idedlis gaz egyrészecske-spektrumat a kémiai potencial kozelében linearizalva bevezettiik
a vp Fermi-sebességet:

ns(p) = (3.2)

~ PE

50(29) - M (p pr) =vp (p—pr),

ahol m a fermionok tomege. Ezzel analég médon a kolesonhatéd Fermi-folyadékban



ahol az m* effektiv tomeg definicidja

* PFr Oe
m :—:pF

-1
UF p ppF> ‘
Tehat a Fermi-folyadék alacsony energias gerjesztései olyanok, mint renormalt témegi
nemkolcsonhatoé elektronok. Az alacsony hémérsékleti termodinamika igy megkaphatd
az idedlis Fermi-gazra kapott eredményekbdl, csak a szabad elektron tomege helyett az
effektiv tomeggel kell szamolnunk. A hékapacitas példaul linearisan tart nulldhoz, és
2
™ k)BT
Cy = Nkg——— = VkiT—=—
v = 2 ¢ F B 3h3 ’

tehat a Cy = 4T hokapacitas meredeksége v o« m*. Az effektiv tomeg igy mérhetd a faj-
hon keresztiil. Ilyen mérésekbol tudjuk, hogy az effektiv tomeg a legtobb fémben nagy-
sagrendileg egyezik a szabad elektron tomegével, de egyes, tigynevezett nehézfermion-
rendszerekben akar 2-4 nagysagrenddel nagyobb is lehet anndl. Ilyen példaul tobbféle
cérium- és uranalapu vegyiilet, amelyekben az elektronok kozotti erds korrelacios effektu-
sok vezetnek az effektiv tomeg ilyen mértékii névekedéséhez. Szintén Fermi-folyadékként
értelmezhetd a neutroncsillagokbeli erdsen kélesonhatod, nagy stirtiségti nukleonfolyadék
is.

3.2. Fononok

3.2.1. Racsrezgések

A szilard testekben terjedé kvantalt racsrezgések, a fononok kollektiv gerjesztések. Eb-
ben a fejezetben réviden atismételjiik a szilardtest-fizikaban a fononokrol tanultakat, és
megvizsgaljuk termodinamikajukat.

A szilard testek racsrezgéseinek leirasa a racsot alkoté atomok &ltal érzett

U(ry(t),ro(t),...,rn(t))

potenciéllal kezdddik, ahol r;(t) az i., M; tomegii atom helye. Klasszikusan arra gondol-
hatunk, hogy zérus hémérsékleten minden atom nyugalomban van, kijeldlve a kristalypo-
tencidl minimumat. Véges homérsékleten az egyes atomok valamilyen rezgést végeznek
sajat egyensilyi helyzetiik koriil. Adiabatikus kozelitést alkalmazunk, vagyis csak a
racsatomok helykoordinatainak fiiggvényében irjuk fel a racspotencialt, mivel feltessziik,
hogy az elektronrendszer pillanatszeriien koveti a racsatomok konfiguracidjanak valtoza-
sat, és a racsatomok az elektronrendszer dtlagos hatasat érzik csak.

Az olvadaspontndl joval alacsonyabb hémérsékleten feltehetd, hogy az atomok az
egyenstlyi helyzetiiktol csak kicsit mozdulnak el, és igy a potencial parabolikus jellegét
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érzékelik a minimum kozelében. A mechanikaban a kis rezgések elmélete keretében
kezelheté ez a probléma: meg kell keresni a normalmodusokat, amelyek méar fliggetlen
oszcillatorokként kezelhet8k. A harmonikus kézelités® értelmében a kristalypotencialt
méasodrendig sorba fejtjiik az atomok egyensilytdl valé u(t) kitérése szerint,

Ury(t),ro(t) ..., on(t)) = Uy + = Zu, £, w(h),

ahol az els6 rend a lokalis minimum jelenléte miatt nem jelenik meg, és gj a kristalypo-
tencial masodikderivalt-tenzora az i. és j. atom egyensulyi kitérése szerint, az egyensulyi
helyzetben kiértékelve. Az atomok egyensulyi helyzetektol vald kitéréseire vonatkozd
mozgasegyenlet

M (t Z(I)Z]u] (i=1,2,...,N)

A harmonikus kozelités miatt minden atomra haté eré az Osszes kitéréssel linearis kap-
csolatban van. Fz mechanikailag annak felel meg, mintha az 6sszes atom rugokkal lenne
osszekapcsolva, amelyek rugdédllandoit a @ tenzorok adjék meg. A periodikus racs mi-
att a differencidlegyenlet megolddsa keresheté Fourier-sor formdjéban; természetesen az
idofiiggést harmonikusnak lehet venni.

Az egyszeriiség kedvéért azt az esetet tekintjiik, amikor egy elemi cellaban egyetlen
atom van. Ilyenkor, feltételezve, hogy a q hulldmszamvektorhoz w(q) sajatfrekvencia
tartozik, a kovetkezo homogén, linedris egyenletet kapjuk:

w*(Q) ta(q) =Y Daplq) us(q),
5

ahol a, 8 =1, 2,3 Descartes-koordinatakat jelolnek, és

1 )
— § ' —iqRm
Daﬂ(q) - M - [gm0i| ad e
pedig a dinamikar mdtriz. A sajatfrekvencidk négyzeteit tehat a

det [Daﬁ(Q) - wQ(q) 6@5} =0

karakterisztikus egyenlet megoldasai adjak, amelyek minden egyes q értékhez a 3 x 3-as
dinamikai matrix sajatértékei. Minden g-hoz hdrom pozitiv w?(q) sajétérték, valamint
ezeknek megfelel eg(q) normalt sajatvektor, tigynevezett polariziciés vektor tartozik:

> Das(@)ej(q) =wil@ep(@). (A=1,2,3)
B

3 A harmonikus kozelités természetesen nem ad szdmot az olyan anharmonikus effektusokrél, mint a
ho6tagulas.
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A dinamikai matrix hermitikus tulajdonsaga miatt a polarizacids vektorok 3-dimenzids
teljes ortonormélt rendszert alkotnak. Segitségiikkel minden elmozdulas a @,(q,t) nor-
malkoordinatak szerint felirhato

1
vVNM

u;(t) = > eMa) Qu(q,t) ™
q,A

alakban, és a rendszer dinamikaja fiiggetlen harmonikus oszcillatorok segitségével értel-
mezheto:

Qx(q, 1) = wi(a) Qx(a, 1)

A hulldmszamtérben csak az elsé Brillouin-zéna N pontja felel meg kiillonb6z6 normal-
moédusoknak (ahol N a celldk szama a szilard testben), igy egy elemi cellanként egy
atomot tartalmazé rendszerben a 3 kiilonb6z6 A indexszel egyiitt 6sszesen 3N fiiggetlen
normalmédus van: a Brillouin-zéona minden q hulldimszaméhoz 3 moédus tartozik. Ha
cellanként nem 1, hanem p atom van, akkor egy q vektorhoz 3p fiiggetlen norméalméodus
tartozik, vagyis 3p diszperziés ag alakul ki. Ezek koziil 3 mindig teljesiti az w(q = 0) =0
feltételt, ezek az akusztikus médusok.” A maradék 3(p — 1) médus tgynevezett optikai
moédus, az ezeknek megfelel gerjesztési dgak q = 0-nél nem 0-bdl indulnak. Az akusz-
tikus elnevezés arra utal, hogy a gerjesztések a kis q hataresetében a hanghullamoknak
felelnek meg, az optikai pedig arra, hogy ionracsokban a megfelel6 mdédusokat optikailag
lehet gerjeszteni. A harom akusztikus ag izotrop anyagban 2 transzverzélis és 1 lon-
gitudindlis dgra oszthatd, de altalanos esetben minden sajatmédusnak van a terjedési
irannyal parhuzamos és arra meroleges komponense is.

A (3.2.1) klasszikus egyenlettel a racsrezgések problémajat harmonikus kozelitésben
visszavezettiik 3N (éltaldnos esetben 3Np) fiiggetlen oszcillatorra. FEzeket kvantélva a
racsrezgések Hamilton-operatora 3N darab fiiggetlen harmonikus oszcillatort ir le, az
egyes oszcillatorok lehetséges energiaszintjei (3 + ma(q))fiwa(q), ahol az my(q) egész
szamok gerjesztési szinteket jelolnek. A fotonokhoz hasonléan az energiaszinteket illetve
a hozzajuk tartozé kvantumallapotot értelmezhetjiik gy is, hogy a rendszerben ekkor
my(q) darab hwy(q) energiaju ,részecske” tartozkodik. Ezeket a kvazirészecskéket ne-
vezziik fononoknak, my(q) pedig a (A,q) médus betoltési szama. A fononok tehdt a
kristalyracs rezgéseinek kollektiv gerjesztései, hiszen egy normélkoordindta valamennyi
atom jarulékéat hordozza. Egy fonon energidjéat €)(q) = fiwy(q), kvaziimpulzusat p = hiq
adja (ez utébbi hatdrozatlan hG erejéig, ahol G tetszdleges reciprok racsvektor).

4Az akusztikus médusok a q — 0 limeszben a kristdlyracs transzliciéinak felelnek meg, ezért az
ezekhez a rezgésekhez tartozd korfrekvencia zérus. Ez azzal all 6sszefiiggésben, hogy a kristalyracsban
spontan sériil a tér folytonos eltolasi invariancidja, és az ilyen szimmetriasértéshez az in. Goldstone-tétel
szerint mindig tartoznak olyan gerjesztések, amelyekre ollii% w(q) =0.
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3.2.2. Fononok termodinamikaja

A nemkolesonhaté fononok, vagyis a kvantalt racsrezgések harmonikus kozelitésben sok
szempontbdl hasonldéak a fotonokhoz. Mivel gerjesztések, szamuk nem allando, igy a
kémiai potencial értéke itt is 0 lesz. Egy allapotban sok fonon lehet, ezért statisztikajukat
a Bose—Einstein-eloszlas irja le. Az akusztikus fononok diszperziés relaciéja kis g-ra
szintén linedris, ahol a fénysebesség szerepét a hangsebesség veszi at. Fontos kiilénbség,
hogy a médusok szdma a fotonokndl végtelen, mig a fononoknal 3Np (ebbdl 3N mddus
akusztikus), és hogy a fononok esetében a hangsebesség altaldban nem izotrop.
T homérsékleten a fononok atlagos energiajarulékat

= 3 i) [m(a) + 3]

adja meg, ahol az atlagos betoltési szamot az

na(q) = (ma(q)) = eﬁhwx(;q)q

Bose—Einstein-statisztika szolgaltatja.

Az alacsony homérsékleti viselkedésben az akusztikus fononok meghatarozdak, hiszen
az optikai agak energiaja altalaban az egész Brillouin-zénaban nagy. Alacsony energian
a 3 akusztikus ag diszperzios relacidja linearis,

ei(p) =c(P)p,  (i=1,2,3)

ahol ¢;(p)-k a megfelel6 hangsebességek, amelyek fiiggnek a fonon kvaziimpulzusdnak p
irdanyatol.
Egyetlen 4g jaruléka alacsony” hémérsékleten, a zérusponti energidtdl eltekintve

E]éh:z mi(‘l)lz/ hwi(q) V &,

hwi(q) eﬁ:;(g> 1 (271')3

q eFBT —

amibdl korfrekvencia szerinti integralasra attérve

; 7 Fuw %4 A widw Vr?l

ph — ehw/kpT _1 (271‘)3 WC_ZZC_z = 30713@
0

(kgT)*.

A harom akusztikus ag egyiittes jaruléka igy

V2 (1 1 1

=T (2 o) (kT
PRIT—0 ™ 3033 c c§+c§)(3)’

SElég alacsony hémérsékleten ahhoz, hogy a diszperzids reldciénak az e; = ¢;p linedris kapcsolattol
eltérd részén 16vo allapotok betoltése elhanyagolhato legyen.
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tehat T = 0 kozelében a fotonokhoz hasonléan a fonongaz hékapacitasa is Cy oc T2, ami
nem meglepd, hiszen ugyanigy lineéris diszperziés reldciéji bozonokkal van dolgunk.®

Valodi anyagok alacsony homérsékleti hokapacitasat mérve szamos szigetelében ez a
kobos hémérsékletfiiggés jelentkezik. Fémes rendszerekben azonban jelen van a vezetési
elektronok homérséklettel linedrisan skaldzé fajhdjaruléka (lasd a Fermi-folyadék elméle-
tet a 3.1. fejezetben), ami alacsony homérsékleten meghatarozza a hékapacitas lefutasat.
Altaldban az alacsony homérsékleti hokapacitas homérsékletfiiggése fontos informaciot
nyujt a kis energiaju gerjesztések természetérol.

Az el6bbi levezetésben az integral hatarat kiterjesztettiik a Brillouin-zénardl az 6sszes
momentumra. FEzt az tette lehetové, hogy alacsony hémérsékletre szoritkoztunk, és a ma-
gasabban fekvo gerjesztési allapotokat figyelmen kiviil lehetett hagyni. Ezzel exponenci-
alisan kis hibat kovettiink csak el. Magasabb homérsékleten figyelembe kell venniink a
Brillouin-zéna véges méretét, a linearistol eltéro diszperziot, illetve az esetleges optikai
moédusokat is. A fononok ugynevezett Debye-modellje az utébbiakat tovabbra is elha-
nyagolja, de igy is jol értelmezheté eredményt ad a hokapacitdas hémérsékletfiiggésére.
A modell a Brillouin-zénét egy vele azonos térfogatii gombbel helyettesiti, melyen beliil
izotrop linearis diszperziét tételez fel. A modellben megjelend maximalis korfrekvencia
az wp Debye-frekvencia. Ennek megfeleléen atirjuk a fenti integralt (itt az egyszeriliség
kedvéért elhanyagoljuk a hangsebességek kozotti kiilonbséget):

wpD
hw 1% w?
Eph — 3 ehw/k)BT _1 (27T>3 47T§dwa
0

ahol az allapotsiiriiség integraljanak a modusok szamat kell adnia:

wp

V 2
3/ SArdw = 3N,
(2m)” ¢

ahonnan w? = 6N72c3/V. A Debye-frekvencia az atomok sfirfiségétél fiigg, és azt fejezi
ki, hogy az atomok tavolsdganal rovidebb hullamhosszu rezgések nem tudnak terjedni a
szilard testben. Ertéke nagysagrendi becslést ad a legmagasabb gerjeszthet6 frekvenciara.
Segitségével a kg Tp = hwp Osszefiiggésen keresztiil bevezethet6 a Tp Debye-hémérséklet,
amivel

Tp/T

T\’ 23 Tp
E, =9NkgT | — dx = 3NkgT D3| —
ph B (TD> / o —1 X B S(T)a

SAz analégia alapja, hogy a fononok sem hatnak kolcson egymdéssal, ami harmonikus kézelitésben
teljesiil. A kristalypotencidl anharmonikus komponensei azonban a fononok szérédésahoz és bomlasdhoz
vezetnek, ami elengedhetetlen a valddi szilard testekben tapasztalhatd termalizécié biztositdsdhoz.
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ahol

3 i Y3
Dg(l’) - ;/ey—ldy
0

a harmadrend Debye-fiiggvény. Az x — oo hataresetet vizsgaltuk az alacsony ho-
mérsékleti viselkedés tanulmanyozasanal. Magas homérsékleten a konnyen igazolhato
lin% Ds(z) = 1 Osszefiiggés miatt visszakapjuk az ekviparticié tételének, illetve ebben a
Tr—r

konkrét esetben a Dulong-Petit-szabdlynak megfelelé osszefiiggést: E,, = 3NkgT. En-
nek megfeleléen a hékapacitds ~ T viselkedése a T Debye-hémérséklet felett telitédik.

3.3. Szuperfolyékonysag

3.3.1. A hélium-4 fazisatalakulasa

A *He atom 4 nukleonbdl (2 proton, 2 neutron) és 2 elektronbdl all. Ezek az alkotéelemek
mind fermionok (félegész spinnel), igy a teljes atom bozonként viselkedik (ellentétben a
3He izot6ppal). Légkori nyomdson a gz 4,2 K hémérsékleten cseppfolydssa valik.” A
hélium az atomok kis tomege és a kozottiik 16vo csekély kolesonhatds miatt még abszolut
zérus homérsékleten sem fagy meg normél nyomason, mivel az atomok zérusponti moz-
gasa tul nagy. Azonban a folyadékot a forraspont alatt tovabb hiitve jellegzetes cstcs
jelentkezik az izobar hékapacitasban, Ty = 2,17 K homérsékleten. A hékapacitas jellegze-
tes alakja miatt ezt a hdmérsékletet lambda-pontnak nevezik (lasd a 3.1(a). dbrét). Ennél
alacsonyabb homérsékleteken a hélium tovabbra is folyadék marad, a hékapacitasban je-
lentkezd cstics azonban valamilyen fazisatalakuldsra utal. Bozonokrdl 1évén szo, felmeriil
a Bose-kondenzacio lehetdsége. Bar rokon jelenségrol van szé, fontos azonban szem elott
tartanunk, hogy a valodi hélium-4 erésen kolecsonhaté gaz, a Bose—Einstein-kondenzécié
fogalmat viszont idedlis bozonokat feltételezve vezettiik be. A héliumot idedlis gaznak
tekintve, azonos stirtiség mellett 3,2 K adédna kondenzéaciés hémérsékletnek, ami jelen-
tosen nagyobb, mint a lambda-ponthoz tartozé homérséklet.

Masik kiilonbség, hogy a hékapacitdsban szereplé cstics nem ,,cusp’-szingularités (1dsd
a 2.6(b). abrét), hanem logaritmikus divergencia:

T — T}

Cp ~ as — beln — 21,

T\

"Elészor a holland Heike Kamerlingh Onnesnek sikeriilt cseppfolyésitania a héliumot 1908-ban. A
héliumnak mint hiit6kozegnek a segitségével felfedezte a szupravezetést, és megnyitotta az utat az ala-
csony hémérsékletli rendszerek vizsgélata elétt. A szuperfolyékonysdg felfedezése Pjotr Kapica nevéhez
fliz6dik.
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A kifejezésben szereplo konstansok alsé indexe arra utal, hogy értékiik T, alatt és felett
eltér. Tovabbi kiilonbség, hogy az idedlis Bose-kondenzatum fajhéjének ~ T°/2 skala-
zéséval szemben a szuperfolyékony *He fajhéje T2 szerint tart nulldhoz. Ez arra utal,
hogy az alacsonyenergids gerjesztések spektruma hangszerd, e(p) =~ c|p|, ellentétben a
nemkolesénhaté Bose-géz e(p) = p?/2m spektruméaval.

Chy p [atm] ,
~ ag — be In 20 30
L 20 1
10 1
~ T . kritikus pont
T, T 5 TIK]

3.1. dbra. (a) Folyékony hélium-4 hékapacitdasa a A-pont kozelében (légkori nyomdason
Ty ~ 2,17 K) (b) Hélium-4 fézisdiagramja

Eltérve az 1 atm légkori nyoméstdl feltérképezhetd a *He fazisdiagramja. A fagyds-
pont- és a forraspontgorbék kozott helyezkedik el a folyékony hélium I. illetve II. fazisa,
amelyeket a A\-vonal valaszt el egymdastdl (3.1(b). dbra).

3.3.2. Hélium-11I

A II. fazisu hélium-4 olyan rendkiviili tulajdonsagokat mutat, amelyek miatt ezt az alla-
potot szuperfolyékonynak nevezziik. Ez a szuperfolyékony fazis nem méds, mint egy erds
kolesonhatéas jelenlétében létrejové Bose-kondenzatum. Megjegyezziik, hogy a kéleson-
hatasnak meghatarozo szerepe van ebben az allapotban, nélkiile ugyanis a kondenzatum
nem viselkedne szuperfolyadékként.

Viszkozitas

A TI. fazisban a hélium 7 viszkozitasa fiigg a viszkozitdsmérés modjatél, és bizonyos
mérési modszerek esetén zérusnak adodik. Vékony csében a kozeg aramldsa nem csil-
lapodik (n = 0), egy zart gyfliriben folyamatosan dramolhat az anyag (emlékeztetve a
szupravezet6 gytlirtikben fennmarad6 koraramokra). Ugyanakkor Elefter Andronikasvili
kimérte, hogy a szuperfolyadékba meriilo, egyméshoz kozeli koaxidlis korongokbdl allo
torzids inga periédusidejének és csillapodasanak valtozasa arra utal, hogy a korongokhoz
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szuperfolyadék tapad, {gy a viszkozités 1) # 0 (3.2(a). dbra). Erdekes médon a mért visz-
kozitas nagyjabdl egyezett a szokvanyos hélium-I viszkozitasaval. A kisérlet eredményei
szerint a mozgd folyadéktomeg tehetetlenségi nyomatéka nem felelt meg a hélium teljes
tomegének, raadasul T' = 0 K hémérséklethez tartva az inga peridédusideje kozelitett
vakuumbeli értékéhez.

Hoévezetés

Egy masik meglepd tulajdonsaga a szuperfolyadéknak, hogy a hémérsékletet T ald csok-
kentve egyik pillanatrol a masikra abbamarad a kozegben a forras, majd buborékkép-
z6dés nélkiil parolog a szuperfolyadék. Ez a szuperfolyadék hihetetleniil jo hovezetésére
utal. Barmilyen apré hémérsékletingadozas azonnal kiegyenlitodik a teljes mintaban,
igy nem johetnek létre a forrdast okozo térbeli fluktuacidk, akkor sem, ha a szuperfo-
lyadékot koriilvevo edény melegebb a forraspontnél. Ez részben a hoterjedés szokatlan
mechanizmusaval all kapcsolatban: a ho nem difftiziéval, hanem hullamként terjed a
szuperfolyadékban. Ezt a hohullamot mdsodik hangnak is nevezik.

Ugyancsak a kivételesen jé hovezetéssel magyarazhaté az a sajatos tulajdonséag is,
hogy egy nyitott edénybdl ,kimaszik” a szuperfolyadék, vékony filmet alkotva az edény
felszinén (zart edénynek pedig a teljes belsd oldalét bevonja az anyag). Szuperfolyadékba
martott nyitott edény esetén addig kuszik ki vagy be a szuperfolyadék az edénybdl, amig
ki nem egyenlitddik a kiils6 és a belsé (szuper)folyadékszint (3.2(b). dbra). A hétkoézna-
pi tapasztalatainknak szogesen ellentmondé jelenség magyarazata az, hogy ha a hélium
nedvesiti az edény falat, akkor energetikailag kedvezo filmet képeznie a felszinen. Elegen-
déen vékony filmben legyOzheti a feliileti kohézié a nehézségi erot, igy a szuperfolyadék
kikiszhat az edénybdl. Szokvanyos folyadékokban ezt azért nem tapasztaljuk, mert az
ehhez sziikséges filmvastagsag annyira kicsi, hogy a filmben jelenlévo folyadékmennyiség
azonnal elparologna. Szuperfolyékony héliumban azonban a filmet éré termikus ger-
jesztés azonnal elvezetodik a tombi szuperfolyadékba, igy makroszkopikus teriiletekre
kiterjedhet a film.

Mechanokalorikus és termomechanikai hatas

Erdekes jelenséget tapasztalunk, ha a szuperfolyadékot két edénybe ontjiik, melyek po-
rézus anyaggal toltott kapillarissal vannak osszekotve (ldsd a 3.2(c). dbrat). Ha a két
edényben a folyadékszint eltér, akkor az igy fellépé nyomaskiilonbség anyagot présel at
az alacsonyabb folyadékszintii edénybe. Az érdekesség az ezzel jaré mechanokalorikus
hatds: a hatramaradoé szuperfolyadék hémérséklete emelkedni fog, mig az alacsonyabb
folyadékszintii tartaly hémérséklete csokken. Ez épp ellentétes azzal, amit egy normal
folyadéktol varnank, hiszen a pordzus anyagon a részecskéknek at kellene diffundalni-
uk, igy a nagyobb mozgési energidju részecskéknek nagyobb aranyban kellene tavozniuk,
lehiitve a visszamarad6 anyagot.
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A jelenség forditottja a termomechanikai hatds. Ha a fenti elrendezésben azonos
szuperfolyékony folyadékszintek mellett az egyik oldalt elkezdjuk melegiteni, akkor a
kapillarison folyadék aramlik &t a masik oldalra. A termodinamika méasodik torvénye
szerint h6 nem terjedhet spontan mdédon a melegebb helyrdl a hidegebb felé, ezért fel
kell tételezniink, hogy a hidegebb helyre nyomul6 folyadék nem szallit hét! Ennek a
jelenségnek latvanyos megnyilvanulasa a szokokut-effektus. Szuperfolyékony héliumot
tartalmazé edénybe fiiggoleges kapillarist helyeziink, amelynek egyik vége a felszin f6lé
ér. A masik végét pordzus anyaggal vessziik koriil, majd melegités céljabdl megvilagitjuk.
A megnovekedett nyomas a folyadékot szokoékutszertien kilovelli a kapillarison.

T

(b) (c)

(

154
Na

3.2. dbra. (a) Az Andronikasvili-kisérlet szerint a szuperfolyadéknak véges a viszkozitasa
(b) A szuperfolyadék kikuszik a nyitott edénybél, kiegyenlitve a folyadékszinteket (c)
Mechanokalorikus effektus: nyomas hatdsara a pordzus anyagon at torténd aramlasnal a
visszamaradé anyag 15 hémérséklete no, a T} hémérséklet csokken

Kétfolyadék-modell

A He-II viszkozitasa a mddszertol fiiggden zérusnak és nemzérusnak is adédott, ami arra
utal, mintha normal folyadék és szuperfolyadék részt is tartalmazna a rendszer. Ezt szem
elott tartva fogalmazta meg Tisza Laszld és tole fiiggetleniil Lev Landau a kétfolyadék-
modellt. A modell szerint feltessziik, hogy a He-II egy normal és egy szuperfolyékony
rész keveréke, és a teljes rendszer stiriisége illetve aramstiriisége ezen részek jarulékaiboél
adddik Gssze,

P = Pn+ Ps,
j = PnVn + PsVs.

A normadl (n) rész kozonséges folyadék maédjara viselkedik, viszkozitasa véges. A szuper-
folyékony (s) rész két meghatarozé tulajdonsaga, hogy nincs viszkozitdsa (nem csillapo-
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dik) és nincs entrépidja se. Ezekkel az egyszerii — bar kordntsem trividlis — feltevésekkel
sok furcsa tulajdonsagot megmagyarazhatunk.

A termomechanikai hatds amiatt jelentkezik, hogy a pordzus anyagon illetve a kapilla-
rison csak a szuperfolyékony rész aramlik at. Mivel ennek a hanyadnak nincs entrépiaja,
igy a hatramarado anyag entrépiastirtisége novekedni fog, ami a homérséklet emelkedését
vonja maga utan.

Az anyag kétféle komponens keveréke, igy a benne terjed6 hulldmoknak két lényege-
sen kiilonb6z6 médusa van. Amikor a p, normal és a p, szuperfolyékony stirtiség fazisban
rezeg, az a kozonséges folyadékokban is jelen 1évé hanghullamoknak felel meg, ezek egy-
szerl surtségingadozasok. Van azonban egy olyan moédus, amelyben a szuper és a normal
stirtiség antifazisban oszcillal. Ilyenkor a teljes p, + ps slirtiség minden pontban allando,
tehat ez nem valédi hang (nem a siirtiség, hanem az entrépia hulldmzik). Ez a rezgési
mod a mdsodik hang, és a rendszerben terjed6 héhullamnak felel meg.

A modell természetes modon valaszt ad a viszkozitasmérés furcsasdgaira is. Az aramlo
hélium normal része egy ido utan lecsillapodik, de a szuperfolyadék-héanyad kapillarisban
is szabadon folyhat tovabb, siurlédasmentesen aramolva. Ugyanakkor az Andronikasvili-
kisérletben a normél hanyad viszkézusan csatolddik a torzids ingahoz, és a mért viszkozi-
tas alapjan ez a rész hasonléan viselkedik a folyékony héliumhoz az I. fazisban. A torzids
inga periédusanak homérsékletfiiggd valtozasa azt jelzi, hogy a normalis és a szuperfolyé-
kony héanyad aranya a homérséklettdl fiigg. Feltessziik, hogy zérus homérsékleten p,, = 0,
hiszen a termodinamika harmadik fotétele miatt ilyenkor az egész rendszer entrépidja 0,
mig T\ hémérsékleten p, = 0.

Az idedlis bozongaznal lattuk, hogy a T, kritikus homérséklet alatt az alapallapoti ré-
szecskék ng/n hanyada folytonosan felné nullarél 1-re (2.5(b). abra). Hélium-4 esetében
a ps/p arany kvalitative hasonléan viselkedik T alatt, de a szuperfolyékony hanyad nem
azonosithaté a Bose-Einstein-kondenzdtummal. Lars Onsager szdmitdsai valamint *He-
en végzett neutronszérasi kisérletek megmutattak, hogy a He-II-nél is van alapallapoti
kondenzatum, de a kélcsonhatds miatt 7' = 0 K homérsékleten is csak a részecskéknek egy
kisebb héanyada (ng ~ 0,1n) van a p = 0 impulzusu egyrészecske-alapallapotban, a ma-
gasabb energidju allapotok viszik el a maradék betoltést. Véges homérsékleten ezen feliil
jelennek meg a kollektiv termikus gerjesztések. Ezzel szemben nemkolcsonhatéd esetben
minden bozon az € = 0 allapotokban van, és csak termikus gerjesztés hatasara foglalnak
el magasabb nivokat, amelyek ilyenkor értelemszertien egyrészecske-gerjesztések.

3.3.3. Rotonok

Gerjesztési spektrum

Markans kiilonbséget okoz a kolecsonhatas a gerjesztések spektrumaban. Nemkolcsonha-
t6 bozonoknal £°(p) = p?/2m, minek kovetkeztében alacsony hémérsékleten Cyr oc T3/2.
Ezzel szemben a hélium-1I hdkapacitdsa C, ~ T? alaki. Ez, mint kordbban mér em-
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litettiik, arra utal, hogy a hélium-II fazisban az alacsonyenergids bozonikus gerjeszté-
sek hanghulldmok (fononok). Nagy impulzusokra ezek a gerjesztések szabadrészecske-
gerjesztésekké vélnak, és p?-es diszperziét kovetnek. Meglepd médon azonban az £(p)
diszperzios relacié nem monoton: egy py impulzusnal a diszperziénak lokalis minimuma
van (lasd a 3.3. dbrat). Ez az tigynevezett roton-minimum, és az ennek megfelel$ gerjesz-
tések a rotonok. A rotonok és a fononok kozott nincs lényegi kiilonbség, az elnevezések
ugyanannak a diszperziés dgnak a kiilonboz6 szakaszait jelolik.

e(p),

3.3. abra. A szuperfolyékony hélium gerjesztési spektruma a roton-minimummal

A rotonok gerjesztési spektrumaban rés, ,,gap” van. A roton-minimum koézelében a
spektrum sorba fejtheto:

(p —p0)2

5r(p) = A+ 2

9

ahol A a gap. Mérések szerint A/kp = 8,7 K, a rotonokra jellemzé effektiv tomeg
m* = 0,16 mue, é a minimumhely po/hi=1,9 A

Nagyon alacsony hémérsékleten a hékapacitdsban csak a fononszeri jarulékra sza-
mitunk. Magasabb hémérsékleten azonban elkezdenek betoltodni a rotonallapotok, igy
a rajuk jellemzé jarulék is megjelenik a fajhoben. A kvazirészecskék fajhéjarulékanak
meghatarozasahoz tekintsiik a szabadenergiat! Mivel a kollektiv gerjesztéseket leird kva-
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zirészecskék kémiai potencidlja p = 0, alacsony homérsékleten

F=0o= kBTngn (1 — e_ﬂa(p))

p

~ kgTyg Zln (1- e’ﬂs(p)) + Z In (1— efﬂs(p)) = Fon + B,

p~0 [p|~po

ahol Fj;, a fononok, F, a rotonok jaruléka. Alacsony homérsékleten — aminek skalajat A
hatarozza meg — a rotonallapotok atlagos betdltése nagyon kicsi. Ezen a tartomanyon
kozelithetjiik Boltzmann-eloszlassal a betoltést, igy a rotonok jaruléka a szabadenergia
stiriségéhez kozelitoleg

o0

1

1 (p—pp)? dp
v

F. =~ —k:BTg/47rp2 e BA o TRET Em

0

fr =

AT 3 _ A
~ —gﬁ\/ 2mpav/m* (kgT)? e 5T = AT2eFsT .
Az entropiastiriiség a lényeges hémérsékletfiiggésre koncentralva

8fr_ 0 3 7ﬁ . 3 % A _% ,ﬁ

Sy —

a (térfogategységre vonatkoztatott) fajhé pedig

3.4 (A 2
4 kgT kgT

A zérus hémérsékleten tapasztalhaté nemanalitikus viselkedés, ami a Boltzmann-faktor
kovetkezménye, tipikus a gappel rendelkezd gerjesztések esetén. A fononok és a roto-

nok fajhojének markansan eltéré homérsékletfiiggése miatt a hélium-II hékapacitasanak
logaritmikus képén elkiilonitheto a kétféle jarulék, ahogy azt a 3.4. dbra mutatja.

05,

oT

=T

Viszkozitas

Hogyan érthetjiik meg azt a jelenséget, hogy a szuperfolyadék nem csillapodik? Az
egyszeriség kedvéért tekintsiik a T = 0 esetet! Képzeljiink el egy csovet, amelyben
v, sebességgel szuperfolyadék aramlik! A szuperfolyadék csak tgy tud fékezddni, ha
impulzust ad 4t a csoének, ami a szuperfolyadékra nézve gerjesztések keltését jelenti. Ezt
a Galilei-transzforméacio segitségével lehet megérteni.

Térjiink at ugyanis a szuperfolyadékkal egyiitt mozgd vonatkoztatasi rendszerre! Ek-
kor a nyugvo szuperfolyadékhoz képest —v, sebességgel halad a cs6. Viszkdzus koleson-
hatds esetén a csé p impulzust ad 4t a szuperfolyadéknak, amely ezt csak €(p) energidju
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In CV A

T

3.4. abra. A szuperfolyékony hélium hékapacitasanak homérsékletfiiggése a fononok il-
letve a rotonok jaruléka altal meghatarozott tartomanyon

gerjesztés formajaban tudja felvenni. A kérdés az, hogy ez milyen p impulzusatadas
mellett lehetséges.

Elevenitsiik fel eloszor, hogyan transzformalédik az energia illetve az impulzus a
Galilei-transzforméacio soran! Ha az M tomegl folyadék egy K koordinatarendszerben
P impulzussal és E = P?/2M (kinetikus) energidval rendelkezik, akkor az ehhez képest
V sebességgel mozgd K’ koordinatarendszerben

P =P-MV,
pr? 1 1

I: :—P—MV2:E—PV —MV2
>3 = 201 | *3

Legyen a K rendszer az, amelyikben a folyadék all és a cs6 mozog, és amelyben &(p)
gerjesztési energia keletkezik, p impulzussal. A cs6hoz rogzitett K’ rendszerben, amely
—v, sebességgel halad a K rendszerhez képest, az impulzus illetve az energia

P =p+ Mv,,

1
E/ = 5(p) + PVs + §MU§>
vagyis az elemi gerjesztés energidja az dramlo folyadékban

£'(p) = e(p) + pvs.

Ahhoz, hogy a folyamat megengedett legyen, teljesiilnie kell az energiamegmaradas-
nak, azaz az €(p) + vsp = 0 feltételnek. Nem torténhet tehat disszipdcid, amennyiben
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£(p) > vs p minden p impulzusra teljesiil, azaz

g
v < (p)
p

minden p-re. Eszerint létezik egy v, kritikus sebesség, amely alatt nem johetnek létre
gerjesztések:

U, = min m
p P

Ez a kiiszobsebesség az eredeti spektrumot érinto, az origobdl kiinduld egyenes meredek-
sége (lasd a 3.3. abran a szaggatott vonallal jelzett érint6t). A spektrum alakja miatt
tehat nem lehet tetszdélegesen kis impulzussal gerjeszteni a szuperfolyadékot, és amikor
a sebesség novelésével eldszor jelennek meg gerjesztések, akkor azok rotonok keltésének
felelnek meg. Megjegyezziik, hogy nemkolcsénhaté gaz esetén a kondenzatum feletti
gerjesztések spektruma a szokésos parabolikus diszperzids relacio, ezért ilyenkor tetszo-
legesen kicsi v sebességnél teljesiilhet az €(p) + vp = 0 egyenlet. A nemkélcsénhatd
Bose—Einstein-kondenzatum tehat nem szuperfolyadék, a kolcsonhatds fundamentélisan
megvaltoztatja az anyag viselkedését.

Jollehet a fenti megfontolasokat zérus homérsékleten tettiik, kiiszobsebességet vé-
ges homérsékletii He-II-ben is taldlunk. Véges homérsékleten ugyanakkor a megjelend
termikus részecskék visszaramot eredményeznek, és ennek megfeleloen csokkentik a szu-
perfolyadék stirtiségét.

3.3.4. Makroszkopikus kvantumallapot

A rendszer szuperfolyékony részének viselkedését egyetlen ¢ (r) makroszkopikus hulldm-
fiiggvény 1irja le. Ezt tgy definidlhatjuk, hogy a szuperfolyékony komponens stirtisége

legyen, amibdl a (szuperfolyékony) aramsiiriiség a szokdsos médon adddik:
o= S [V — (V)
3= 9im '

A 9 hullamfiiggvény egyértéki, ezért fazisa meghatarozott. Felirhatjuk tehat

V(r) = V/py(r) e

alakban, ambdl a kovetkezo alak adodik az aramstiriiségre:

) h
Js = ps—Vo.
m
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Az aramstriséget tehat a hullamfiiggvény abszolut értékének négyzete és fazisanak tér-
beli valtozasa hatdrozza meg. Masfeldl természetes feltevés az aramstriiségre, hogy
Js(r) = vs(r)ps(r), amibdl a szuperfolyadék sebessége

vy(r) = %ng(r) :

Ebbdl kovetkezik, hogy V x v¢(r) = 0, igy nemszinguldris fazisfiiggvény esetén a szuper-
folyadék sebességtere 6rvénymentes. Lehet azonban a ¢ fazisnak szingularitasa egy vonal
mentén, ahol a gradiense nem értelmezett. Ebben az esetben, az aramlas 6rvényerdsségét
a szinguldris gérbét koriilolelé kontiron kiszamitva,

Fote= " f o= om

m

ahol felhasznaltuk, hogy ¥(r) egyértékiisége miatt annak fazisa csak 27 egész szdmu
tobbszorosét valtozhatja egy zart kontiron (n egész szdm). Szuperfolyadékban tehdt
lehetséges orvényeket kelteni, viszont barmilyen gérbére nézve az 6rvényerosség csak a
h/m 6rvénykvantum egész szamu tobbszorose lehet. A v, kritikus sebességnél gyorsabb
aramlasok kvantalt, orvényszerti gerjesztéseket keltenek, amelyekben a szuperfolyadék
hullémfiiggvényének fazisa zart (vagy a peremen végz6dé) gorbék mentén szinguldris. A
levalé orvények ezek koriil a zart gorbék koriil aramolva sodrédnak, hasonldéan a fiistka-
rikdkhoz (vo. 3.5. dbra).

Vs
-_—

3.5. abra. A vy, > v, sebességgel mozgd szuperfolyadékban orvényszerii gerjesztéseket
kelthet a prébatest, ami disszipaciohoz vezet
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4. fejezet

Kolcsonhato rendszerek 11.

4.1. Az arnyékolas Debye—Hiickel-elmélete

Az elektrosztatikus kolcsonhatds, 1/r-es tavolsagfiiggése miatt nevezetesen hosszi ha-
totavolsagi. Ha viszont egy elektrosztatikus rendszerben kiilonféle polaritdsi szabadon
mozgd toltések vannak, akkor a toltésrendszer atrendezédése miatt messzirdl (aszimpto-
tikusan) 1/r-esnél gyorsabb lecsengést tapasztalunk az eredé (effektiv) potencidlban. Ez
az elektrosztatikus arnyékolds jelensége.

Tegyiik fel, hogy egy rendszerben N darab e és N darab —e toltésii részecske van
(e > 0), mint példaul elektrolit oldatok vagy plazmak esetén! Kvantummechanikai indit-
tatasbdl feltehetjiik, hogy nagyon révid tavolsdgokon (effektiv) taszitds 1ép fel a részecs-
kék kozott, ami meggétolja a toltésrendszer 6sszeomlasat. Ezzel a képpel 6sszhangban a
toltések elrendezédését folytonos kozelitésben, az n (r) és n_(r) darabsiiriiségek segit-
ségével irjuk le.

Rogzitstink egy pozitiv toltést az origdéban, és hatarozzuk meg ennek, az arnyékolas
hatdsédra kialakuld effektiv ®(r) elektrosztatikus potenciéljat! Ehhez a

V20(r) = —i (ns(r) — n_ (1))

Poisson-egyenletet énkonzisztens médon megoldo részecskestirtiségeket kell megtaldlnunk,
hiszen n. eloszlasat maga ® hatarozza meg. A Debye—Hiickel-elmélet kozelitése értelmé-
ben a részecskestirtiségeket klasszikus statisztika szerint, az

ed(r)
kgT

ny(r) = neTe ¥kl ~p Ty

Boltzmann-eloszlas alapjan hatarozzuk meg, ahol n a teljes részecskestliriiség, és az el-
sérendii sorfejtés hasznalhatésiaganak feltétele, hogy r nagy (®(r) kicsi) vagy T nagy
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legyen. Ezzel a kozelitéssel a Poisson-egyenlet az egyszert

2 ne? 1
2 = — = —
V®(r) = = k;BT(I)(r) bQ(I)(r)

b— €0/€BT
V 2pe?

hossziisdg dimenziéji. Gombszimmetrikus ®(r) megoldasra szoritkozva

alakot 0lti, ahol

ldz (r®) 1

r dr? b2’
végill a ¥ = rd segédfiiggvényt bevezetve a

1
\IJ// — ﬁqj

differencialegyenletet kapjuk. Ennek altalanos megoldésa
U(r) = Aeb +Be b,
a keresett arnyékolt potencidl igy

1 e
) = —e
(r) dreg T &%

SHb]

(4.1)

ahol a prefaktort az hatarozza meg, hogy az r — 0 limeszben visszakapjuk az arnyékolat-
lan potencialt. A kapott fiiggvényalakot Yukawa-potencidlnak is nevezik. Az eredmény
konzisztens olyan értelemben is, hogy a b — oo (n — 0) hatdresetben ® &tmegy az
arnyékolatlan Coulomb-potencialba, hiszen nincs aki learnyékolja az origdba helyezett
toltés terét. A (4.1) potencidl tehdt lényegében a Coulomb-potencidl megszorozva egy
exponencialis levagassal, amelynek karakterisztikus hossza b. Ezért a b mennyiséget a

Debye—Hiickel-féle drnyékoldsi hossznak nevezik.

A kozelités alkalmazhatosaganak feltétele, hogy az arnyékolasi tartomanyban sok

részecske legyen,
b’n > 1.
Az energiaskélak nyelvén ez azt jelenti, hogy

kolesonhatdsi energia  2e2ns 1
< 1.

termikus energia - cokpT - (b3n)%
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A kozelités érvényességéhez tehat a részecskék stirtiségéhez képest magas hémérséklet
kell, de gy, hogy kozben a részecskék szama is magas maradjon.

Megjegyezziik, hogy szildrd testekben a kozelités feltételei dltaldban nem teljesiilnek.’
Az elektrongéz ugyanis a Fermi-hulldimhossznal nagyobb hulldémhosszt perturbaciokra
nem tud reagalni. Emiatt a Debye-Hiickel-elmélet elektrongaz esetén analég a Thomas—
Fermi-kozelitéssel, ami a fermiongaz valaszanak hosszi hullaimhossza kozelitése. Mivel
az elektronrendszer valdjaban nem tudja teljesen learnyékolni a ponttoltés terét, ezért a
tényleges arnyékolt potencial egy oszcillald, hatvanyfiiggvény szerint lecsengé fliggvény
(ez az ugynevezett Friedel-oszcillacid).

4.2. Fazisatalakulasok

4.2.1. Virial sorfejtés, klasszikus hig gazok
Tekintsiink egy N részecskébol allé klasszikus gazt, melynek Hamilton-fiiggvénye
H('Tap> = Ekin(p) + Upot(x>

alakd, ahol a potencidlis energia csak a helykoordinatak fiiggvénye! Az ekviparticié
tételének értelmében az atlagos kinetikus energia 7" homérsékleten

3N o 3N
D; 1 OH 3
Ein — = —_ T~ :—N]f T,
{Flan) < 12mi> <2i21p 8pi> 9 "B

1=

ahol egységesen indexeltiik az N részecske hely- és impulzusvektorainak koordinatait. A
mozgasegyenlet szerint

1 1 d /1 1
§$¢Fz’ = §mz$z1’z Tt (§x1pz) - §mz%2

Rudolf Clausius nyomén a wvirial

% <Zzl sz> = <% <% Zzlﬁzpz>> — (Ein) -

A jobb oldal elsé tagja eltlinik, amit lathatunk, ha a sokasagatlagot idéatlagként irjuk

fel:
d /1 1 /d /1 1T
— | Zx.m: — lim = | = | Z¢:p: — lim = | Zz:m; —
<dt (2:clpz>> lim — f — <2xzpz) di = lim — {Qx@pzl 0,
0

t=0

!Debye és Hiickel hig elektrolitokra allitottak fel modelljiiket, ahol ugyancsak vannak hidnyossagai a
kozelitésnek, de bizonyos relevans fizikai mennyiségeket jol tudtak szamolni vele.
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hiszen az integral jaruléka véges. A wviridl-tétel értelmében tehat

— (Frn) = % <ZxF> .

Kolesonhato esetben igy altaldban nem teljesiil a
p =nkgT

idedlis gaztorvény, ahol most n = N/V a részecskestiriiség, és az eltérés oka a kolesonha-
tas viridlja. Kolesonhatd gaz esetén a nyomashoz tovabbi korrekciok adédnak. Ritka gaz
esetén a stirtiség mint kis paraméter szerint sorba fejthetjiik a nyomast, igy Kammerlingh
Onnes nyoméan megkapjuk a viridl sorfejtést,

kBLT:n+b2(T)n2+b3(T)n3+...,

a hémérsékletfiiggd virial egyiitthatokkal. Az egyiitthaték meghatarozhatdak a koleson-
haté ritka gaz allapotegyenletének sorfejtésével.
Nagykanonikus sokasagban

pV =—® =kTInZ =kpTln Y ZyeV.

N=0

Idealis géz hatéresetében lattuk, hogy

[SIY)

V (2rmkgT) Vv
Zl = = 13
h? A3,
igy
(7, B N
pV = kgTIn Z % = kgTZ, e,
N=0
ami az idealis gaz allapotegyenletével az
N
e = —(=n\d) (4.2)
Z

Osszefiiggést adja. Ez az Osszefiiggés kolesonhatd gazra mar nem érvényes, de kis stirtiség
esetén nulladrendben igaz marad. Ritka kolcsonhatéd gaz esetén tehat, feltéve, hogy
ePt < 1, a nagykanonikus allapotosszeget hatvanysornak is tekinthetjiik,

Z=14+ 7,4+ 2,e¥H 4,
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ahol e kis paraméter. Ez alapjan kozelithetjiik az dllapotegyenletben In Z-t a Taylor-
soraval, ez az ugynevezett kumuldns sorfejtés. A masodik viridl egyiitthaté meghatéro-

zésahoz e’#-ben masodrendig kell sorba fejteniink az allapotegyenletet,
% 72

—p =InZ =~ Z1 eﬁ“ + ZQ S 82”8# =Zz1 eﬁ# +29 ew“,
kgT 2

ahol z; és zy a kumulans sorfejtés egyiitthatoi. A részecskeszam

0 0J0lnZ
N=——= I = 2 &PH 422, 21
op  OBu

Mivel e?r = (6’8“)2, ezért ezt a mennyiséget kozelithetjiik az idedlis (4.2) Osszefiiggéssel.

Igy a részecskeszambol

z

e =N 2N
V4

1

amit az allapotegyenletbe visszairva

pV 522 N? 5 22
— =N-2N"= — =N—-N"=.
kgT 22 e 22 22
Atrendezve adédik a viridl sorfejtésnek megfelel alak,
—Llm2
p =nkgT [1 — nvz—g] = nkgT [1 — nV2—221 ,
<1 Z3

tehat a masodik virial egyiitthato
Zy— L1272
by(T) = -V —"—2—.

Az allapotosszegek meghatdrozasa utan a virial egyiitthaté meghatarozhato.
Ha a potencidlban csak parkolesonhatést feltételeziink, vagyis a Hamilton-fiiggvény

N 21
H = ﬁ+§ZU(I‘Z—I‘j)
i=1 1#]
alaku, akkor Z; megegyezik az idealissal, és
2 2 30 A3 3. A3
_ P D d’py d’pa d”rq d”rg
ZQ—/GXP{_ﬁ|:%+%+U(I‘1—I'2>:|} 16 9]
_ V[ e g,
2N, ’
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ami kozvetleniil szamolhaté a kolecsonhatas feltételezett alakjabdl. A mésodik virial
egyiitthato igy

N TV [ o 12
b2(T) = _Vv_j; {ﬁ/e AU )dg']” — QE]

= —% {/e‘ﬁwr) d3r — V} = —%/f(r) d3r,

ahol definicié szerint f(r) = e U —1.
A kolesonhaté gazt o sugaru kemény gomboknek feltételezve,

o har<go
U(I‘): )
0 har>o

amibo6l a masodik viridl egyiitthato

az allapotegyenlet pedig

2m 4N
pV = NkgT {1—# 3 o V]
Lathaté, hogy a nagyon egyszeri modellbdl adédo viridl egyiitthaté homérsékletfiig-
getlen, és hatasara megnd a nyomds. Ez konzisztens a keménygémb-potencial taszitd
mivoltaval.

Realisztikusabb parpotencialt feltételezve, amelynek van vonzo és taszito tartomanya
is, a viridl egyiitthato homérsékletfiiggo lesz, és a vonzd rész hatasara a nyomas csok-
kenhet is az idedlis gazéhoz képest. A 4.1(a). dbran lathaté gombszimmetrikus potencidl
esetén — amely jo kozelitésel fellép példaul gombszimmetrikus, téltéssemleges inert gaz-
atomok kozott — egy o karakterisztikus hosszon beliil a potencidl taszito, viszont ennél
valamivel nagyobb tavolsagnal vonzd, lokalis energiaminimummal egy idedlis részecske-
tavolsdgnél. Az ennek a kolesonhatdasnak megfeleld f fiiggvényt szemlélteti a 4.1(b). dbra
(a szemléletesség kedvéért bejeloltiik a potencidl lefutdsat is, dimenziétlanitva a mini-
mumnak megfeleld e kotési energiaval).

Az f fliggvény r = o zérushelye elott a potencial meredeken taszito, igy az f-ben
szerepl6 exponencialis faktor hamar nullara zuhan, minimalis hémérsékletfiiggést mutat-
va ezen a tartomanyon. Ahol viszont az U potencidlnak minimuma van, ott az e-nak
megfelel6 skaldn erosen homérsékletfiiggd lesz f, és a homérséklet csokkenésével ezen a
tartomanyon noni fog. Mindezek hatasara magas homérsékleten f lokalis maximuma
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T csokken

(a) (b)

4.1. dbra. Kolcsonhaté gz (a) parpotencialja és (b) f fiiggvénye a méasodik viridl egytitt-
hatohoz, tobbféle hémérsékleten

lapos, igy ba(T')-ben az integral jaruléka negativ. Alacsonyabb homérsékleten viszont a
maximum megno, mig végiil az integral teljes jaruléka is pozitiv lesz, minek hatasara
by(T') ezen a tartoméanyon negativ. Egytittes hatdasként a nyomads vezet$ rendii korrekci-

6ja elojelet valt a hémérséklet fiiggvényében, az € energiaskalanak megfelel6 valamilyen
homérsékleten.

4.2.2. Fazisatalakulasok osztalyozasa

Boltzmann-féle rendezddési elv

Rogzitett homérséklet, térfogat és részecskeszam mellett egy statisztikus fizikai rendszer
egyensilyi allapotat az

F(T,V,N)=E-TS

szabadenergia minimuma hatérozza meg. Erre Ugy is tekinthetiink, mint egy a homér-
séklettel paraméterezett egyenletre, minek koévetkeztében adott 7" homérsékleten olyan
egyensilyi allapota van a rendszernek, mely belso energidja és entréopiaja révén minima-
lizalja a szabadenergiat. A belso energia a rendszert alkotd részecskék kozti kolesonha-
tastol kozvetleniil fiigg. Gyengén kolesonhaté részecskék — példaul inert gazok, f6képp
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nemesgazok — esetén

2
D; 1 Z 1 Z
FE = ' 2m+§ U(TU)+3| ' ‘U3<7’ij77ﬁikarjk>+--~,
i i#] iF#j#k(F#0)

ahol r;; = r; —r;, és altalaban elég (effektiv) parpotencialt figyelembe venniink. Egy
ilyen parpotencial rovid tavon tipikusan nagyon erésen taszité (ami részben az atomok
elektronjaira érvényes Pauli-féle kizarasi elvnek tudhaté be), mig nagyobb tavolsadgokon
vonz6. A 4.1(a). dbra ilyen tipikus parpotencidlt abrazol, a taszité mag (atomtorzs)
karakterisztikus mérete o. Egy gyakori kozelitése ennek a potencialnak az

o= [(2)"- (2]

Lennard-Jones-potencidl. Két paramétere a o zérushely és a —¢ minimum (6sszhangban
a 4.1(a). abra jeloléseivel). Az elsé tag a Pauli-taszitasnak felel meg, mig a masodik az
indukélt dip6l-dipdl (vagy van der Waals-) kolesonhatdst fejezi ki.? Argonra példaul
tipikusan e/kp = 120 K és o = 3,4 A hasznalatos.

Egy ilyen, aranylag egyszerti potencial is kvalitativ magyarazatot adhat a fazisat-
alakulasok jelenségkorére, a Boltzmann-féle rendezdédési elv alapjan. A potencial vonzd
tartomanya miatt ugyanis energetikailag kedvezd, ha a részecskék atlagos tavolsaga a
kolesonhatasi energia minimumhelye kozelében van. A kolcsonhatdsi energia minimu-
méat ennek megfeleléen dltalaban valamilyen rendezett (kristdlyos) allapot adja. Ebben
az allapotban azonban kicsi az entrépia, ezért a szabadenergia —T'S entrépiatagjdban
elszenvedett veszteség csak alacsony homérsékleten lesz , kifizet6dd” a rendszernek.

A g6z halmazallapot a masik véglet: a kolcsonhatasi energia kedvezétlen, ugyanis a
részecskék lényegesen kozelebb és tavolabb is elhelyezkednek egymastol, mint ahol idedlis
lenne. Ugyanakkor a rendezetlen allapothoz tartozé nagy entrépia miatt a szabadener-
gia igy is nagy mértékben lecsokkentheté a —T'S tag révén, de ehhez aranylag magas
homérsékletre van sziikség.

A két véglet kozott helyezkedik el (altalaban) a folyadék halmazallapot. Ebben az
allapotban a részecskék nincsenek rogzitve, igy a szilard fazisnal nagyobb entrépiaval
rendelkezik a rendszer. Cserébe nem optimalis a részecskék elhelyezkedése a koleson-
hatasi energia szempontjabol, de a részecskék kozti révid tava korreldcidk révén nem
annyira veszteséges a kolcsonhatasi energia sem, mint goéz halmazallapotban.

fgy érthetjitk meg, hogy ugyanazon (hémérsékletfiiggetlen) kolesonhatéssal leirt rend-
szer hogyan mehet at ilyen drasztikus valtozasokon a homérséklet valtozasaval. A

2Bér a vonzé tag kitevdje fizikailag megalapozott a dipél-dipdl kélesonhatés alapjan, a taszité tagban
szerepld 12-es exponens minden fizikai alapot nélkiiloz. Bizonyos fizikai jelenségek megértéséhez azonban
elegendd a taszitds kvalitativan helyes leirdsa, amire ez a fiiggvényalak is alkalmas. Tovabbi érv a
Lennard-Jones-potencial haszndlata mellett, hogy szamitégépes alkalmazasoknal nagyon hatékonyan
hatdrozhaté meg az r=% tagbdl r—12.
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Boltzmann-féle rendezodési elv globdlis — szabadenergia-minimumon alapulé — szemlé-
letét lokalisabban tgy is interpretalhatjuk, hogy a kolcsonhatashoz adaptalt rendezett
allapotot a termikus fluktuaciék fokozatosan szétzildljak, nagyon magas homérsékleten
pedig kolesonhatastol fiiggetleniil minden rendezetlen lesz.

Ehrenfest-féle osztalyozas

A valodi gazok halmazéllapot-véaltozasain tulmenden sokféle fizikai jelenség testesit meg
fazisatalakulast, példaul magneses fazisatalakuldsok, szerkezeti atalakulasok, fém—szup-
ravezeto atalakulas stb. A fazisatalakuldsok rendszerezése azok sokszintisége miatt sok-
féleképpen torténhet, legalapvetobb osztalyozasuk Paul Ehrenfest nyoméan elsd- és md-
sodrendi fazisatalakuldasokra csoportositja Oket a szabadentalpia alapjan.

Elsérendiinek neveziink egy fazisatalakuldst, ha a G szabadentalpia elsd derivaltja
nem folytonos a fazisatalakulas soran. Ez pontosan akkor torténik, amikor a fazisatala-
kulas latens hovel jar, mint példaul a folyadék-géz halmazallapotvéltozas esetén, ugyanis
ilyenkor az atalakuldsi homérsékleten szakadasa van az entrépianak. Masodrendii a fa-
zisatalakulds, ha a szabadentalpianak csak a méasodik derivaltja nem folytonos. Ilyenkor
az atalakulas nem jar latens hovel, viszont fajhéugras tapasztalhato az atalakulasi ho-
mérsékleten.

Allandé részecskeszam mellett a szabadentalpia két derivaltja

0G 0G
v=(%), S—‘(a—T>p-

Elsérendi fazisatalakulas esetén az atalakulasi homérsékletnél a térfogatnak és az entré-
pidnak ugrasa van, vagyis az atalakulasi homérsékleten eltéré a két fazis fajlagos térfogata
és entropidja. Fzt a tulajdonsagot szemlélteti a 4.2. abra.

A diagramok egyensulyi allapotok fizikai jellemzoit mutatjak. Egy rendszerrel kva-
zisztatikus, reverzibilis folyamatot végezve — példaul hiitve a fazisatalakulasi pont koriil
—, azt tapasztaljuk, hogy a rendszer homérséklete egy idére allandosul az atalakulasi
homérsékleten. Ezt a pontot elérve, a kezdetben tisztan a magasabb homérsékletii fazis-
ban 1év6 rendszerben megjelenik az alacsonyabb homérsékleti fazis. A rendszert hiitve
az mindaddig az atalakulasi homérsékleten marad, amig &t nem alakult tisztan az ala-
csony homérsékleti fazisba. Ekozben a két fazis atlagos fajlagos térfogata és entrépidja
atmegy az alacsonyabb homérsékletli fazisra jellemzo értékekbe. Egy folyamatban igy
értelmezhetjiik a 4.2. dbra ugrdsait. A 4.2(a). dbra ugrdsaval egyiitt jar6 AH = TAS
entalpiavaltozas az ugynevezett ldtens ho.

Allandé részecskeszam mellett a nyomas és a homérséklet fiiggvényében abrazolhatjuk
a rendszer egyensilyi fazisait a teljes paramétertérben. Egy tipikus fazisdiagramot mutat
a 4.3. abra. Az s szilard, az ,f” folyadék és a ,,g” gbz fazis egyensulyt tart egymassal
a hdrmas ponton, paronként pedig a szublimacids, a fagyaspont- illetve a géznyomas-
gorbén. A viz tipikustol eltéré (anomaélis) viselkedését mutatja az dbran a szaggatott
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4.2. abra. Elsorendi fazisatalakulasnal a szabadentalpia-gérbe megtorik, igy a szabaden-
talpia derivaltjainak ugrasa van az atalakuldsi ponton

vonal: a vizjég izoterm moddon oOsszenyomva megolvad. A géznyomas-gorbe a kritikus
ponton véget ér, ekoriil a folyadék és a gbz fazis folytonosan egymadsba viheté (ennek
felfedezése Charles Cagniard de la Tour és Thomas Andrews nevéhez fliz6dik).

A fazisdiagram koegzisztencia-gorbéit az jellemzi, hogy ezekben a (7T, p) pontokban
egyenstlyban van egymaéssal a rendszer valamilyen I. és II. fazisa, vagyis G' = G. A
koegzisztencia-gorbén kicsit elmozdulva feltételt kaphatunk a gorbe lefutasara, hiszen az
1j pontban is meg kell egyeznie a két fazis szabadentalpidjanak, igy

dG' = dG".

Allandé részecskeszam mellett (ANt = dN" = 0) ez a dp,dT differencidlokkal kifejezve
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4.3. abra. Tipikus halmazallapotvaltozasi fazisdiagram, szaggatott vonal jelzi a viz ano-
malis viselkedését

az alabbi feltételt adja:
Vidp — ST = Vidp — sHdT,

ahol az I. és II. indexti mennyiségek lényegében a 4.2. abran lathaté ugrasok bal- illet-
ve jobboldali hatérértékei. Bevezetve a halmazallapotvaltozdssal jaré AV = VI — 11
térfogat- és AS = ST — S entrépiavaltozast, a koegzisztencia-gérbe meredekségére meg-
kapjuk a Clausius—Clapeyron-egyenletet,

dp AS AH

AT AV TAV'

4.2.3. Van der Waals-elmélet

A van der Waals-allapotegyenlet

A viridl-sorfejtés vezetd korrekcidja szerint egy kolcsonhato gaz allapotegyenlete
p=nkpT'[1+by(T)n],

ahol by(7T") homérsékletfiiggd (by < 0 effektiv vonzdst, by > 0 effektiv taszitast ir le). Ez
az eredmény azonban a ritka gaz hataresetében adodott, mas esetben tovabbi tagokat
is figyelembe kellene venniink a sorfejtésben. Fazisatalakulasok leirasara ez a sorfejtés
nem alkalmas. Ezt jelzi példdul az is, hogy alacsony hémérsékleten by(7T") negativ, igy
eléfordulhat, hogy

1 dp p

I N 2
P nan " +n ]{?BTb2<T) < 0,
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tehat nagy stirtiség esetén negativ kompresszibilitas adédna a viridl sorfejtésbol.

Az egyetlen, homérsékletfiiggd egyiitthaté helyett bevezethetiink két, konstans para-
métert, amelyekkel mar kvalitative magyarazhatéak a folyadék-géz fazisatalakulasok. A
van der Waals-dllapotegyenlet szerint

nkgT o NksT <N)2

Az allapotegyenlet motivaciéjat a paraméterek értelmezése adja. Az a paraméter effektiv
vonzast vesz figyelembe a gaz részecskéi kozott, ami lecsokkenti a nyomast az idealis
gazéhoz képest. A b paraméter a térfogatot csokkenti, ami a kolesonhaté (valédi) géz
részecskéinek véges kiterjedését hivatott leirni.

p p

Pe +

(a) (b)

4.4. abra. A van der Waals—egyenlet izoterméi (a) tobbféle hémérsékleten, (b) egy a
kritikusnal alacsonyabb homérsékleten

Az éllapotegyenlet masik szokasos alakja

N 2

amin taldn jobban latszik az is, hogy az egyenlet V-ben harmadfoki. Emiatt az allapot-
egyenletet adott hdmérsékleten kielégité p — V' pontok — az izotermak — adott nyomas-
értéket vagy egyszer, vagy haromszor vesznek fel a fizikailag relevans tartomanyon. Az
izotermak lefutdsit mutatja a 4.4(a). dbra. Magas hémérsékleten az izotermék monoton

(V = bN) = NkT,
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csokkennek és konvexek. Egy kritikus homérséklet alatt azonban inflexiés pontjai vannak
az izoterméknak, és a p(V) fliggvény nem invertdlhaté (nem kolesonosen egyértelmii). A
két tartomanyt elvalaszté homérséklethez tartozo izoterma egyik inflexids pontja egyben
stacionarius pont is, igy az ezt jellemzo T, V., p. értékek meghatarozhatdak a

Op
(W)N,T -0

*p )
R I
(o73)...

feltételekbdl. Az egyenletrendszer megolddsara

8a

To = —

kB C 2767
N 1

Ne =75 = 57,
V. 3b

. a

Pe = onpe

adodik. Eszrevehetjiik7 hogy az allapotegyenlet a és b anyagi paraméterétol fiiggetleniil
minden esetben fenndll az

nckBTc B 8

De 3

Osszefiiggés, ami tehat a modell érvényességén beliill minden gazra egységesen igaz. Ez
egyfajta univerzalis viselkedést sejtet. Bevezetve a

=L 7

V _
—, T
De Ve

T
T
redukalt valtozokat, a van der Waals-allapotegyenlet redukalt alakja

(m %) (37 —1) = &T.

A redukdlt egyenlet fiiggetlen az a és b paraméterek értékétol, tehat anyagfiiggetlen
(univerzalis). A megfeleld dllapotok tétele értelmében ha két rendszer redukélt nyomadsa,
térfogata és homérséklete megegyezik (vagyis egymasnak megfelel$ allapotban vannak),
akkor a redukélt allapotegyenletnek ugyanabban a pontjaban vannak. fgy viselkedésiik
és fizikai dllapotuk ilyen értelemben azonos (példaul fazisdiagramjuk azonos pontjiban
vannak), habér tényleges fizikai jellemz6ik (nyomésuk, térfogatuk, hémérsékletiik) egé-
szen eltéro is lehet.
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Ez kevésbé meglepo, ha megfigyeljiik, hogy a kiilonféle anyagok mikroszkopikus jel-
lemzo6it eleve csak két konstans paraméter hivatott jellemezni. Ez a nagyfoku egyszeriisi-
tés teszi lehetové, hogy ilyen kozvetleniil univerzalis viselkedést talaljunk. A valésagban
ilyen , mesteregyenletek” nincsenek, de mégis beszélhetiink a fazisatalakulasok egyfaj-
ta univerzalitdsdrol; vannak olyan altalanos jellemzoi a fazisatalakuldsoknak, amelyek
sokféle fizikai rendszerben érvényesek, holott azok mikroszkopikus részletei egészen kii-
16nb6z06ek is lehetnek.

A Maxwell-konstrukcid

A van der Waals-egyenlet egyik komoly hianyossaga, hogy nemfizikai megolddsokat is
produkal. Tulmenden a nyilvdnvalé (alacsony hémérsékletii) esetektél, amikor a nyo-
masra negativ érték adddik, a kritikus hémérséklet alatti izoterméakon nem monoton a
p(V') gorbe. A 4.4(b). abrén vorossel jelzett tartoméanyon

dp 1 [oV
(3V>T>0 R <8p)T<O’
tehat ezen a tartomanyon instabil a rendszer. Ilyen izotermén a negativ kompresszi-
bilitasu tartomanyon szegregacié kovetkezne be, aminek kovetkeztében egy kisebb és
egy nagyobb fajlagos térfogatu fazisra valna szét a rendszer. Egyensilyban a két fazis
nyomasa (és kémiai potencidlja) egymassal egyenld.

Az allapotegyenlet nemmonoton viselkedése tehat gy orvosolhatd, ha az izotermak
oszcillalé részét helyettesitjitk egy alkalmasan valasztott izobar tartoménnyal (ezt szem-
1élteti a 4.4(b). abran a szaggatott vonal).® Ezen a korrigdlt szakaszon nincs allapota
a rendszernek, csak a szakasz két végpontja felel meg egyensilynak. Az ehhez tartozé
nyomasérték meghatarozasahoz a szabadentalpia valtozasat kell megvizsgalnunk.

Allandé részecskeszam mellett egy izoterman elmozdulva dG = Vdp, igy egy izoterm
folyamatra

AG = /Vdp.

Ez lényegében a 4.5(a). abran lathaté invertalt gorbe alatti teriiletet jelenti. A folyamat
az a ponttdl f-ig tart, c és d felel meg a p(V') gorbe széls6értékeinek. A b és e pontokhoz
azonos nyomas tartozik, erre keresiink alkalmas kikotést. A 4.5(b). dbra mutatja, hogy
a természetes valasztds az a nyomds, amelyre a b és e pontok egybeesnek a G(p) gorbén.
Ez esetben a b — ¢ — d — e haromszoget helyettesitjiik egyetlen ponttal, ami megfelel az
izobar allapotvaltozasnak. FEzzel ¢sszhangban az a — b — f gorbén végig minimdlis G

3Ez a konstrukcié James Clerk Maxwell nevéhez fiizédik.
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(a) (b)

4.5. dbra. A van der Waals-izoterma nemfizikai részén (a) a térfogat és (b) a szabaden-
talpia nyomasfiiggése

értéke. A kapott feltétel értelmében tehat

AGbcde = / Vdp =0,
“d

b—c

—e

ami azt fejezi ki, hogy a Maxwell-konstrukcié szerint az izobar vonal altal levagott két —
a 4.5(a). dbran sziirkével jelzett — sikidom teriilete meg kell, hogy egyezzen.

A korrigélt izotermakat mutatja a 4.6. dbra. A kritikus homérséklet feletti izotermak
alakja hasonlit az ideélis gaz izotermdihoz, ezen a tartomanyon (szuperkritikus) gazként
viselkedik a rendszer. A kritikus hémérséklet alatt jelenik meg a Maxwell-konstrukcié
hatdsa. Az izobér szakaszokndl nagyobb térfogatokon az izotermdk ugyancsak 1/V sze-
rint futnak le, ami géz fazist ir le. A térfogatot csokkentve azonban elériink az izobar
tartomanyra, ahol a térfogat tovabbi csokkentése esetén a rendszer nyomasa valtozatlan.
Az izobar rész alatti térfogaton a nyomas nagyon meredeken né a térfogat csokkenésével,
amit a (nehezen sszenyomhatd) folyadék viselkedésével azonositunk.

Eszerint a Maxwell-konstrukciobdl szarmazo izobar szakasz a koegzisztencia tartoméa-
nyat helyettesiti: az adott (kritikusnél alacsonyabb) homérsékleten a goz fazis folyadékka
kondenzalodik, mikozben a géznyomas valtozatlan. Ugyanakkor fontos szem el6tt tarta-
ni, hogy a Maxwell altal kivagott régiéban nincsenek allapotok, az izoterméan a szakasz
egyik végpontjabdl rogton a mésikba jutunk &t (mikézben a két végpontnak megfelels
fazisok ardanya a valds térben folytonosan atmegy a tiszta gbzbol a tiszta folyadékba, vagy
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spinodél

Maxwell

4.6. dbra. A Maxwell-konstrukciéval korrigdlt izotermék a van der Waals-elméletben. A
levagasbdl kapott harang és a spinoddl kozott az eredeti egyenlet metastabilis allapotai
vannak.

forditva). A két térfogat, ami a konstrukciébdl szarmazik, a tiszta gbz illetve a tiszta
folyadék térfogata (v6. a 4.2(b). dbraval), és az izotermak nemmonoton viselkedése az
elsérendii fazisatalakulassal fligg 6ssze. Latjuk, hogy valéban lehetséges a folyadékbdl a
g6z fazisba folytonosan atjutni, ehhez az kell, hogy felmenjiink a kritikus homérséklet
folé. fgy a van der Waals-elmélet kvalitative leirja a fazisdiagram kritikus pont koriili
tartomanyat.

Az izotermak korrekcidjara azért volt sziikség, mert a szubkritikus izotermék szélsé-
értékei kozott negativ kompresszibilitasu allapotok adodtak. A Maxwell-féle konstrukcio
azonban olyan allapotokat is eltiintet, amelyek kompresszibilitdsa pozitiv. Ezek metasta-
bilis dllapotok®, amelyek a tulhiitott géz illetve a tulhevitett folyadék fazisoknak felelnek
meg. A metastabilitdas hatarat a negativ kompresszibilitasu tartomany kezdete hataroz-
za meg, ezeknek a pontoknak a kiilonbozo homérsékletekre vett Osszessége a spinoddl
(4.6. dbra). A spinodalt meghatarozhatjuk, ha a 4.4(b). dbran 1évé novekvo szakasz
Vi(T) , Va(T) végpontjaihoz hasonléan minden 7' < T, hémérsékleten megkeressiik az
allapotegyenlet (fizikailag relevans) szélséértékeit.

4A szabadentalpia minimuma alapjan nem ezek adjdk a rendszer egyensilyi allapotét, azonban lokalis
zavarokra nézve stabilak lehetnek.
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4.2.4. Ferromagneses fazisatalakulas

Fenomenolégia

m!

Te T

(a) (b)

4.7. dbra. Kiils§ H mégneses térbe helyezett magnes (a) izotermadi és (b) fazisdiagramja

Egy mégnest (pontosabban ferromégneses anyagot) kiils6 H mégneses térbe téve, a
tér és a homérséklet valtoztatasaval magneses fazisatalakulasokat is vizsgalhatunk. A
magneses teret allandé hémérséklet mellett valtozatva, megmérhetjiik a magnes , izoter-
mait”. A 4.7(a). dbra mutatja, hogy a méagnesre jellemz6 T, Curie-hémérséklet alatt a
magnesezettség zérus kiilsé tér esetén sem csokken nullara, hanem valamilyen véges érté-
ken marad (ez az Ugynevezett remanens mdgnesezettség). Valédi mégnesek hiszterézist
is mutatnak, vagyis H-t nullara csokkentve, majd ellentétes irannyal tovabb novelve M
nem ugrik rogton at az ellentétes eldjelii gorberészre, hanem egy darabig folytonosan
csokken a remanencia alatt (ez az allapot metastabilis, és teljesen megfelel a tulhiitott
géznek egy folyadék-gbz atalakuldsban). T, felett a magnesezettség valamilyen jambor
folytonos fiiggvénye a kiilsé térnek, ennek origébeli meredeksége a xr (izoterm) mdg-
neses szuszceptibilitds. A Curie-h6mérsékleten a magnesezettség valamilyen nemtrivialis
hatvanyfiiggvénye a kiils6 térnek, |M| o< |H ]%, ahol § egy kritikus exponens.

A nagyon egyszerii fazisdiagram (4.7(b). dbra) leplezi, hogy a ferromégnes—paramégnes
fazisatalakulas rengeteg hasonlésagot mutat a folyadék-géz atalakulassal. A fazisdiag-
ramban ugyanis egy szingularis vonalat talalunk H = 0 mellett, ami T,-nél véget ér. A
kritikus Curie-hémérséklet alatt két fazisa van a magnesnek, és ezeket az kiilonbozteti
meg egymastél, hogy ellenkez6 irdanyba all magnesezettségiik. T, alatt a magneses teret
pozitivrdl negativra csokkentve, a H = 0 értéket atmetszve elsérendi fazisatalakuldasba
hajtjuk a rendszert (ek6zben a magnesezettség a remanens értékrol atmegy azonos nagy-
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sagu, de ellentétes irany1 értékbe). Folytonosan is dtjuthatunk azonban a mésik fazisba,
ha a kritikus pont folé flitjiik a rendszert, és ott forditjuk meg a kiilso teret.

A folyadék-g6z dtalakulashoz képest megfigyelheto egyik f6 kiilonbség az, hogy kiils6
magneses tér nélkiil a magnesek invariansak az idotiikrozésre. Ez azzal a kovetkezménnyel
jar, hogy a magnesezettséget ellentettjére valtoztatva a rendszer energiaja nem valtozik
(természetesen H # 0 esetben ez mar nem igaz). Ez a szimmetria hidnyozni latszik
a van der Waals-elméletb6l. Valgjaban ugy kaphatunk hasonlé képet a folyadék-géz
atalakulasnal, ha a 4.3. abra kritikus pont koriili részére rakozelitiink, eltranszformalva
a koordinatarendszeriinket.

Kiilsé tér nélkiil T, alda hiitve a magneses rendszert, szembdl rafutunk a kritikus
pontra (ldsd a 4.7(b). dbrat). Véletlen médon, a pillanatnyi fluktudcidktdl fiiggéen a
fazisgorbének vagy a felsd, vagy az alsé oldalara jutunk. A kritikus homérséklet alatt
tehat megjelenik a két, fizikailag kiilonbozo6 fazis, és a rendszer véletlenszertien kivalasztja
az egyiket. A kapott allapot — a rendszert leiré Hamilton-operatorral ellentétben — mar
nem invarians az idétiikrozésre, hiszen a pozitiv illetve a negativ magnesezettség eltérd
fizikai allapotot jelent. Spontdn szimmetriasértésnek nevezik ezt a jelenséget, amikor egy
rendszer allapota alacsonyabb szimmetridji, mint a rendszert leir6 Hamilton-operator
(vagy 4ltaldnosabb esetekben a Hamilton-fiiggvény®).

Kiils6é tér nélkiill mésodrendi fazisatalakulds megy véghe a kritikus hémérsékleten.
Ez példaul abban nyilvanul meg, hogy a mégnesezettség (hiitve) folytonosan né fel 0-
rol, az atalakulas nem jar latens hovel, és a fajhonek ugrasa van T,.-n. Fontos kisérleti
tapasztalat, hogy ezen a kritikus pont kozelében tobb fizikai mennyiség valamilyen hat-
vanyfiiggvény szerinti fiiggést mutat H-tdl illetve T-t6l (a mér emlitett |M|,_, ~ [H |%
fiiggéshez hasonldéan). H = 0 mellett a magnesezettség példaul T, felett zérus, alatta
viszont

M ~ (T, —T)°

fiiggvény szerint fiigg a hémérséklettol. A szuszceptibilitas T, felett illetve a hokapacitas
T. korul

M 1
"T9H|,, (T-T.)"
Cy ~|T =T,

X

fiiggvények szerint futnak le. Az a, (8, 7, 0 kitevék kritikus exponensek, amelyek a
masodrendii fazisatalakulast jellemzik. Latni fogjuk, hogy a kritikus exponensek szerint
osztalyozhatdak a fazisatalakulasok, és egészen kiilonbozé rendszerek is mutathatnak
azonos kritikus viselkedést.

5A mégnesség jelensége tisztdn kvantummechanikai eredet{i. A Bohr-van Leeuwen-tétel értelmében
egy klasszikus mechanikai rendszerben a méagnesezettség sokasagatlaga zérus.
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Spinmodell

Tekintsiink eloszor egy nemkolcsonhaté magneses rendszert! Egy s spini részecske im-
pulzusmomentuméanak a kvantéalasi tengelyre esé m vetiiletének kvantumszama 2s + 1
kiilonb6zo érték lehet —s-t6l s-ig. Ha a mégneses tér iranyat tekintjiikk z tengelynek,
akkor fiiggetlen részecskék (spinek) energidjat a

H= —uBgHzgz(n) = —ﬁzgz(n)

Hamilton-operator irja le, ahol g a spinek Landé-féle g-faktora,

_eh
N 2mec

UB

a Bohr-magneton (itt m. a szabad elektron nyugalmi tomege) és 5% a dimenziétlanitott
spin. A Hamilton-operator sajatértékei igy

E(my,...,my) = —EZmn,

ha Am; az 1. racsponton 1évé spin impulzusmomentumanak z komponense. Ha a spi-
neket racson vizsgaljuk, és igy megkiilonboztethetoek, akkor az N-részecskés rendszer
allapotosszege

Z =2z,
ahol az egyrészecske-allapotosszeg
S ~
Zl = Z eﬁhm .

A rendszer M magnesezettségét a spin z komponensének varhaté értéke adja (upg di-
menziés faktorral), tehat

MZNuBme

m=—s

fm 9z (OF
Zy  9BH  \0H),,

Ezzel definidlhatjuk az
F(T,VH)=E—-TS—-HM
mdagneses szabadenergia

dF = SAT — pdV — MdH
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4.8. dbra. Fiiggetlen spinek magnesezettsége a kiilsd tér és a homérséklet fiiggvényében

differencialjat, ami lényegében a nagykanonikus potenciallal analég, csak benne a kémiai
potencial szerepét a kiilsé magneses tér jatssza. A szuszceptibilitds

oM O°F

AT = 3H T T oH?

ami igy a magnesezettség fluktuacidival all osszefiiggésben.
A tovabbiakban s = % spint feltételezve, az egyrészecskés allapotosszeg

h A 1~
Z = e’ —i—e’% = 2Ch<§ﬁh) ,
a magneses szabadenergia
1 ~
F =—kgTN IDQCh(é/Bh) ,

a magnesezettség pedig
c

A maégnesezettség tehat aranyos egyetlen spin u, = %,uBg magneses momentumaval, és
a magneses tér hatdsara torténd polarizaciét egy tangens hiperbolicus fiiggvény irja le.
A hémérséklethez képest kicsi kiilsé tereknél a magnesezettség linearisan fiigg H-t6l,
nagy terekre viszont szaturalédik a rendszer, és a magnesezettség tart a maximalis Ny
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értékhez (lasd a 4.8. 4brat). A mégnesezettség-gorbe origébeli meredeksége a szuszcep-
tibilitas,

1 C
him (2) —gAN——— | 2
X % (aH)T P Ch(ﬁﬂsH)Q g—o T

A homérséklettel forditott aranyban &ll, ez a Curie-térvény. Nem feles spinnel szamolva
a tangens hiperbolicustél eltéro fiiggvényalak adddott volna, de a kvalitativ viselkedés
minden s értékre azonos.® Létjuk, hogy fiiggetlen spinek csak a Curie-térvény altal
leirt paramagneses viselkedést tudjak mutatni, ferromagnességhez csak a spinek kozotti
kolesonhatas vezethet.

A ferromagneses rendez6dés alapja a ferromdgneses kolcsénhatds, ami miatt energe-
tikailag kedvez6, ha a spinek egymassal parhuzamosan allnak. A Boltzmann-féle ren-
dez6dési elv segitségével megérthetjiikk a ferromagneses—paramégneses fazisatalakulast:
alacsony homérsékleten a kolcsonhatasi energia minimuma hatarozza meg az allapotot,
ezért az Osszes spin parhuzamosan all (ferromagneses fazis), magas homérsékleten vi-
szont a —T'S entropiatag domindl a szabadenergidban, igy a spinek rendezetleniil allnak
(paramagneses fazis).

A ferromagnesség legegyszeriibb modellje az els6szomszéd Ising-modell, ami magneses
modellek egész csaladjanak az alaptipusa. A modellben minden racsponton a spin allasa
m; = +1 lehet. A rendszer energidjat a

(.7) ¢

Hamilton-fiiggvény adja, ahol (7, j) rendezetlen elsészomszéd parokon fut végig, és J > 0
a kolesonhatds erdssége. A fizikai példdval valé kapcsolathoz (ahol S*(i) = m;/2)

Ho=—4 )  S(i) S*(j) — 20 Y S*(i)
(4,9 i
=—J) (i) S*(j) —h Y _ S
(4,4) @

irhaté, igy leolvashaté a modell paramétereinek és a fizikai csatolasoknak a kapcsolata.
A modell egydimenzids esetben kénnyen megoldhatd, és nem mutat fazisatalakuldst; a
kétdimenzids esetrol Lars Onsager 1944-ben mutatta meg egzaktul, hogy paramagneses—
ferromagneses fazisatalakulast mutat véges hémérsékleten. Haromdimenzios esetre a mai
napig nincs egzakt megoldas.

Széles korben alkalmazhatd, és altalaban egzaktul oldhaté eredményre vezet az ugy-
nevezett dtlagtér-kozelités (angolul mean field theory). Segitségével fontos ismereteket

6 Altaldnos s spin esetén a magnesezettség telitédését az ugynevezett Brillouin-fliiggvények irjak le,
amelyeknek s = % index1 tagja épp a th fliggvény.
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szerezhetiink a modellek alapvet6 fizikdjardl, bar késobb szembesiilni fogunk a mddszer
korlataival is. Az atlagtér-kozelités értelmében az egyes spinek kolcsonhatdsi energia-
jaban a szomszadok dtlagos hatasat vessziik csak figyelembe. A Hamilton-fiiggvényt
atirva

H:—Zmi meJ—i—h s
i J
(4,9

ahol tehdt helyettesitjitk a j-re torténd Osszegzésben m;-t annak (m;) atlagértékével (ez
valéjaban fiiggetlen a rdcsindextdl). Ennek szellemében az atlagtér Hamilton-fiiggvény
definici6 szerint

Hurr = — Zm Ez (m;) + h] = Z mihe, (4.4)

ahol z az egyes racspontok koordindcids szama (azaz az elsészomszédok szama minden
racsponton). A kozelité Hamilton-fliggvény formélisan mar egy nemkolecsonhaté rend-
szert ir le, bar a heg effektiv tér impliciten fiigg magatdl az atlagos magnesezettségtol.
Szokas heg-et atlagtérnek, molekularis térnek vagy Weiss-térnek is hivni, specidlisan az
Ising-modell dtlagtér-kozelitését pedig molekuldristér-elméletnek (molecular field theory)
is nevezik.

4 T <Te

” T>T.

4.9. abra. Az atlagtér-elmélet onkonzisztencia-feltétele grafikusan konnyen teljesitheto

Az atlagtér-kozelitésrol — mivel effektive nemkolecsonhaté elmélet — tudjuk, hogy
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m = (m;) magnesezettsége (4.3) megfelels dtskalazasaval

m = th( k’;ffT) = th(B [+ Jzm)). (4.5)

Ennek az m-ben implicit egyenletnek a megolddsdhoz a jobb oldali (hémérsékletfiiggs)
fliggvény metszéspontjt keressiik a bal oldalon 1évé (hémérsékletfiiggetlen) linedris fiigg-
vénnyel (a kritikus viselkedéshez pedig h = 0 esetet tesziink fel). Az egyenletnek vagy
harom, vagy egyetlen megoldasa van, hiszen a jobb oldalon allé paratlan fiiggvény pozitiv
helyeken szigortian konkav és aszimptotikusan konstans értékhez tart (14sd a 4.9. dbréat).
Magas homérsékleten a bal oldal majoralja a jobb oldalt, ilyenkor csak az m = 0 trivia-
lis megoldés adddik a (4.5) énkonzisztencia-egyenletre, tehét a megoldds paramagneses.
Alacsony hémérsékleten a két fiiggvénynek vannak nemtrividlis metszéspontjai is, ami
ferromédgneses megoldasok jelenlétére utal. A két fazis kozti atmenetnél — tehdt a Curie-
ponton — a két fiiggvény Osszesimul az origéban,

0
—th(8J =1
om (82m) T=T,,
m=0
igy az atlagtér-kozelitésbol
kBTc = Jz.

A (4.5) egyenlet invertdldsaval explicit Gsszefiiggést kaphatunk a kiilsé tér és a mégne-
sezettség kozott,

h = kgT arthm — kgT.m. (4.6)

Az ebbdl adédé m — h izotermak lefutdsa teljesen analég a van der Waals-egyenlet V —p
izotermaival (4.10. dbra). Magas hémérsékleten m(h) monoton né, és a fiiggvény in-
vertalhaté. T, homérséklet alatt azonban lokélis szélstértékek jelennek meg, és az origd
kozelében negativ szuszceptibilitas adodik. Ismét instabil allapotok jelennek tehat meg.
A megoldas most kézenfekvo a rendszer idGtiikrozési szimmetridja miatt: a 4.10. abrén
lathaté modon levagjuk az oszcillalo részeket h = 0-ndal, tehat a magneses teret csok-
kentve, azzal zérus értékhez elérve a remanens magnesezettségnek megfelelo értékrol a
rendszer atugrik annak ellentettjébe, ha megforditjuk a kiils6 teret (ez elsérendii fazisét-
alakulds).

A kritikus pont kozelében (ahol m kicsi) sorba fejthetjiik a (4.5) egyenletet h = 0
mellett m = 0 koriil, igy 7T, alatt az

T, 1/T. \°
m=pmeas\ ™



T<Te

T>Te

-

4.10. abra. Az Ising-modell atlagtér-kozelitésének magnesezettség-gorbéi. A negativ
szuszceptibilitdast tartomany nem stabil, A el6jelvaltasakor m is ugrasszertien eldjelet
vélt (m, a remanens magnesezettség).

egyenlet nemtrividlis megoldasai mutatjak a magnesezettség homérsékletfiiggését. Ebbdl
atlagtér-kozelitésben a remanens magnesezettség a kritikus pont kozelében

1

2T —T T.—T\?2

r — 3— = ~ 3 = 3
"\ f( T, )

ami tehdt hatvanyszeru fiiggést mutat. Megengedve kicsi kiilsé teret a kritikus pont
kozelében, a (4.6) egyenletbél

1
h = kgT arthm — kgT,m ~ kg (T —T.) m + 3 (k:BTm)3 ,

igy a szuszceptibilitas a paramégneses fazisban

XTNT—TC

ahogy T — T., ez a Curie-Weiss-torvény. A szuszceptibilitdsban T, homérsékleten
fellép6 divergencia a rendszer intenziv valaszat mutatja a kiilso hatasra nézve, ami a
masodrendii fazisatalakulast jelzi.

Szabadenergia

Hatérozzuk meg a mégneses rendszer szabadenergidjat m = (m;) mégnesezettség mel-
lett! Az atlagtér-kozelités esetén — a (4.4) Hamilton-fiiggvény szétcsatolédasa miatt — a
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spinek egymastdl fiiggetleniil dllnak felfele vagy lefele, emiatt a kétféle lehetséges irdny
valoszintisége

14+m 1—-m
pT:T’ m:T;

az entropia pedig

1 1
§ = =Nkp (pyInpy + pyInp,) = —Nkp <1n(1 —m’) +mln - tZ) '

Az éatlagenergia

_ J
E = (Hyr) = —N§zm2 — Nhm,

amibdl a fajlagos szabadenergia atlagtér-kozelitésben

F 1

____( J
N N

_ 1 1
E-T@:_é%ﬂ—meﬂé<m@—m%+mml+m)
—m

f

Ennek szélséértékeit épp a (4.5) implicit egyenlet megoldasai adjak. A szabadenergia
kiilonb6z6 homérsékleteken illetve kiilso tér melletti lefutasa a 4.11. dbran lathato.

fa Iy

h>0

T>1Te

-1

4.11. dbra. A fajlagos dtlagtér-szabadenergia (a) kiils6 tér nélkiil (b) nemzérus kiils6 tér
esetén

A szabadenergia minimumainak vizsgdlataval megérthetjiik a ferromagnes—paramag-
nes fazisatalakuldasokat. Kiils6 tér nélkiil f(m) péros fliiggvény (4.11(a). abra). Magas
homérsékleten a fiiggvénynek csak az origéban van szélséértéke, ami minimum. 7 > T,
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esetén tehat m = 0 minimalizédlja a szabadenergiat. A kritikus homérsékleten f masodik
derivaltja is nullavé vélik az origéban, mig T, alatt megjelenik két lokélis minimum (ez
lényegében a rendszer remanens magnesezettsége az adott hémérsékleten), az m = 0
megoldds pedig instabil lesz (lokélis maximuma f-nek). Zérus hémérséklethez tartva a
minimumok kitolédnak az m = 1 értékhez. Mivel m magas hémérsékleten (a rendezetlen
fazisban) eltilinik, az atalakuldsi hémérséklet alatt nemzérus értéket vesz fel és a teljesen
rendezett allapotban 1 az értéke, ezért ot a fazisatalakulas rendparaméterének nevezziik.
Az, hogy m értéke T fiiggvényében folytonosan né fel 0-rdl 1-re azt jelzi, hogy a fazisat-
alakulas masodrendii. A spontan szimmetriasértés onnan latszik, hogy két kiilonbozo m
érték is minimalizdlja a szabadenergiat, de a rendszer allapotat csak az egyik jellemzi.

Nemzérus kiilso tér esetén a —hm jarulék miatt nem paros fiiggvény a szabadenergia,
a kiils6 tér elényben részesiti az egyik irdnyt (4.11(b). dbra). A lokalis szélséértékek
szama nem valtozik, de a kritikus alatti homérsékleten mar nem degeneralt a két mi-
nimum. Emiatt mind a kritikus homérséklet felett, mind azalatt egyértelmii nemzérus
m minimalizélja a szabadenergiat. Fazisatalakuldst a kiilso tér valtoztatasaval mutat a
rendszer, a kritikus alatti homérsékleten. Ugyanis ahogy h > 0 nulldhoz tart, tgy kezd
degeneraltta valni a két lokalis minimum. Intinitezimalisan kicsi negativ kiilso tér esetén
megcserélodik a minimumok helyzete, és m, helyett —m, helyen lesz f minimuma. A
rendparaméter ugrasszerli valtozasa elsérendii fazisatalakulast jelez. A kiilsé tér megtori
az idotiikrozési szimmetriat, igy spontan szimmetriasértésrol sem beszélhetiink.

A kritikus viselkedés kvantitativabb leirasahoz fejtsiik sorba kis m-ekre a szabadener-
giat, negyedik rendig! Az els6 logaritmikus tag

ln(l - m2) ~-—m?— —
a masodik

3
2
m[In(l+m)—1In(l —m)| = m [Qm + 2%] —om? + §m4,
igy végiil
kT

1
f= 51{:3 (T —T.)m? + ?m"‘ — hm + o(m°).. (4.7)

A kritikus pont kozelében jé kozelitést ad ez a sorfejtés, hiszen kis kiils6 terekre és T~ T,
esetén m is kicsi. Lev Landau ezt a fiiggvényalakot vette alapul a fazisatalakulasok
atlagtér-leirasahoz, altalanositva a feltételes szabadenergia kifejezését:

f(m,h,T) = a(T)m? + bm* — hm. (4.8)

Landau valéjaban alapelvnek a szabadenergia analiticitasat tekintette, tovabba azt, hogy
az egyben a hamiltoni szimmetridjat is mutatja. A kolecsonhatds idétiikrozési szimmet-
ridja csak pédros rendd tagokat hagy meg, a kiils6 tér jaruléka pedig ismert. A (4.7)
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eredmény kritikus viselkedésének megragadésahoz elegend6 a paraméterek

a(T)=@-(T-T),

b = const.

alaki megvélasztasa (hiszen csak T' &~ T, érdekes). A Landau-elmélet (4.8) szabadener-
gidja hasonl6 kvalitativ fiiggést mutat, mint ami a 4.11. dbrdn ldthaté (természetesen
szitkebb mégnesezettség-tartomanyban). fgy a fazisatalakulasrol tett kvalitativ észre-
vételek most is érvényesek. Az egyszerl analitikus formuldval viszont kvantitativen is
vizsgalhatjuk a kritikus viselkedést.

A szabadenergia minimum- és stabilitasfeltétele

0
a—:; =2a(T)m + 4bm® — h = 0,
*f 2
oE 2a(T) + 12bm* > 0.
Ha nincs kiilso tér, akkor a lehetséges minimumok
m =0 m? — _a(T)
J b *

A kritikus homérséklet felett a(7T") > 0, igy csak m = 0 megoldas, és ez stabil. T, alatt

T
m:i% xT.—T = (T,—T)",
igy a megfelel$ kritikus exponens § = 3. A kritikus hémérsékleten a(7,) = 0, ezért a
kiils6 tér fiiggvényében

%
m = (%) och%,

igy 0 = 3. A paramagneses fazisban m folytonos h-ban, igy m-ben vezetd rendben

o h
2a(T)’
igy a rendparaméter szuszceptibilitasa
om h 1
Y= 0n|,_, 2T T-T,

a v = 1 kritikus exponenssel. A hoékapacitds exponenséhez vegyiik észre, hogy h = 0
esetén, a kritikus hémérséklet felett f = 0 egyenstlyban, alatta viszont m? = —a(T) /2b
miatt



ezért a

0% f
CO(W

hékapacitds nemzérus konstans. A kritikus homérsékleten a hékapacitasnak tehat ugrasa
van, a = 0 exponenssel.

A szuszceptibilitds a rendparaméter fluktudcidival all sszefiiggésben, és divergens
viselkedése végsé soron a korrelacios fiiggvényben gyokerezik. Altalaban a

Cyj = Clr; —1;) = ((mi —m) (m; —m)) = (mimy) — (ms) (m;)

korrelécids fiiggvény a £(T) korrelacids hossznak nevezett karakterisztikus tavolsagon tul
levag,

C(r) ~e €.

A korrelacios hossz az a mérettartomény, amin beliill még van kapcsolat a spinek allasa
kozott. A kritikus homérsékleten azonban a

X X / C(r)d%r

szuszceptibilitdas divergdl, ami motivalja a korrelaciés fiiggvény

C’(r) B const e_€<rf>

T pd—2+7

alakjat az n kritikus exponenssel. Azt is latjuk, hogy egyben a korrelaciés hossznak is
divergalnia kell a kritikus homérsékleten, igy ilyenkor a korreldcids fiiggvény hatvany-
fiiggvény szerint cseng le. A korrelaciés hossz

1

Ty

divergencidjat jellemzi a v kritikus exponens. A korrelalt tartomanyok méretének fel-
robbanasa azt jelzi, hogy masodrendii fazisatalakulasnal a fluktuaciok drasztikusan fel-
er0sodnek. Ennek tudhaté be a folyadék-goz rendszerekben tapasztalhatd kritikus opa-
leszcencia, amikor a kritikus ponton fehéres koddé valik a goz. A kritikus fluktudciok
soran egyre kiterjedtebb tartoményokban csapdédik Gssze folyadékka a gaz, mignem a
korreldcids hossz 6sszemérhetévé valik a fény hullamhosszaval. Ezen a ponton a lathaté
fény teljes spektrumaéan szérnak a lecsapddo részecskefiirtok, igy atlatszatlanna valik a
rendszer.

A fenti, kritikus pont kozelében érvényes hatvanyfiiggvényszerii viselkedés sokféle fi-
zikai rendszer megfelel6 mennyiségeiben megjelenik. Bar a kiilonféle rendszerek kritikus
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exponens 2d Ising 3d Ising atlagtér

a 0 0,12 0
8 5 0,31 3
¥ z 1,25 1
5 15 5,2 3
v 1 0,64 :
7 1 0,056 0

4.1. tdblazat. Néhany univerzalitasi osztaly kritikus exponensei (a 3d Ising-modell kivé-
telével mindegyik exponens egzakt)

exponensei sokfélék lehetnek, de léteznek univerzalitdsi osztdlyok, amelyeken beliil az ex-
ponensek megegyeznek. Univerzdlis tovabbd a kritikus viselkedés olyan értelemben, hogy
a kritikus exponensek nem fiiggnek a rendszer bizonyos mikroszkopikus részleteitol — pél-
daul méagneses modelleknél a racstél, a rovidtavia kolesonhatas hatotavolsagatol —, csak
olyan fundamentalis tulajdonsagoktol, mint a rendszer dimenzidszama és a Hamilton-
operator szimmetridja. Kisérletek tanibizonysaga szerint példaul azonos kritikus visel-
kedést mutat az uniaxialis magnesek rendezodése, a folyadék-géz kritikus viselkedés és a
kétkomponensti 6tvozetek kritikus szétvéalasa, mint a haromdimenzids Ising-modell, de az
ennek megfelelo kritikus exponensek nagyban eltérnek mas dimenziészam esetén, vagy
példaul az atlagtér exponensektél. Néhany reprezentativ elmélet kritikus exponenseit
mutatja a 4.1. tablazat.

Skalazas és univerzalitas

A hatvanyfiiggvények bizonyos értelemben kitiintetettek a fizikdban. Esetiikben nincs
az adott fiiggvényt jellemzo karakterisztikus mennyiség, mint példaul egy exponencialis
lecsengés esetén. Ez valamiféle skalafiiggetlenséget sugall, a kritikus rendszerekben nincs
mikroszkopikus méretskédla. Ez a tulajdonsag a homogén fiiggvények segitségével érthetd
meg.

Ha egy f(x,y,...) fiiggvényre valamilyen p, ¢, ... szdmokkal

f(Px,bly,...)=0b- f(x,y,...)

igaz barmilyen valds b-re, akkor azt mondjuk, hogy f a véltozoi dltaldnositott homogén
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fiigguénye. Tlyenkor b = 2~ /P vilasztéssal, példaul kétvaltozds esetben

(1Y) (Y
f(‘ray> - lef(l, SUQ/p> - xpf(xq/p> ’
tehat az f kétvaltozés homogén fiiggvény redukalhatéd az fegyvéltozés fiiggvényre. Ha
az f(x,y) figgvényt x paraméter y-fiiggd gorbék seregének képzeljiik el, akkor ilyenkor
az f(x,y) gorbesereg Gsszeskaldzhaté egyetlen gorbére, ha f - x~1/P-t dbrazoljuk yz—9/?
fiiggvényében (14sd a 4.12. abrét).

flz,y), f(z,y) ,

;[;1/;0

1
2

3

y yax /P

(a) (b)

4.12. dbra. Az f(z,y) altaldnositott homogén fliggvény atskalazhaté egy kozos mester-
gorbére

Kisérletek azt mutatjak, hogy a kiilonbozé kiilsé tereknél mérheté m(7T") gorbék ha-
sonlé médon Osszeskalazhatoak. Bar a kritikus homérséklet alatt és felett eltér6é gorbéket
kapunk, de vannak olyan (j6l meghatarozott) €, p szamok, hogy

T-T, . h
m( T ,h)Em(T,h):|7’| -gi<W>,

ahol 7 a redukalt homérséklet, és g, illetve g_ a két homérséklettartomanyra vonatkozo
atskalazott fliggvények. A magnesezettség tehat dltalanositott homogén fiiggvénye a
redukalt homérsékletnek és a kiils6 térnek. Benjamin Widom ezt a kisérleti tapasztalatot
altalanositva feltette, hogy ez a tulajdonsag a szabadenergiat is jellemzi a kritikus pont
kozelében, igy

f(r,h) = %f(bmr, bYh)
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valamilyen x,y exponensekkel. Specialisan b = ]T|_1/ ¥ vélasztassal

Fr.hy = Irl" (Hh/> -

Ebbdl a mégnesezettség

0 1-y Y h 1-y h
mir,h) = 20 = |7 5 [—f; (W)] — 7| gi<|7|g>, (49)

tehdat a hipotézis megfelel a kisérleti tapasztalatnak, tovabba az exponensek kozotti kap-
csolat

1—=x
€= ,
Y
Y
o

p:

Az éltaldnos homogenitasi hipotézis azonban ennél sokkal tobbet is tud, ugyanis segitsé-
gével a kritikus exponensek léte is magyarazhato.
Kiils6 tér nélkiil

f(rh=0) = |7 £2(0),

amibol a fajlagos entrépia

of _ 10f - ml%

oT T. 0T

S =

a (részecskeszamra vonatkoztatott) fajhé

_p9s _TOs 1o
“tor T Toar &

Cy

A fajho hatvanyfiiggvény alakja tehat f altalanos homogenitasanak kozvetlen kovetkez-
ménye, tovabba a fajhGexponens
1

oa=2—-—.
x

A prefaktorok fiiggnek 7 el6jelétél, ami fajhéugrashoz vezethet még akkor is, ha a = 0.
A miégnesezettség (4.9) alakjabdl h = 0, 7 < 0 esetén

m(r,h=0) |7,
1_

g=="Y
X

159



A szuszceptibilitas kritikus exponenséhez

v TH s (L o [P = [
PR, = |7 T + —x T x = |7 ,
2z 171" /o
2y — 1
Jwl

Véges kiilso teret megengedve,
(r,h) = |7 ( " ) (mp)sz ( " ) hl> G ( h )
m(t,h) =|m"9:| —5 | = | 5+ A el A M
7| Id 7| 7|
egy 1j skalafiiggvénnyel, amibdl a kritikus hémérsékleten
m(r = 0,h) = [h|? G+(0) o h3,
P
0==-=—
e 1—y
Az altalanos homogenitas hipotézisével tehat négy kritikus exponenst visszavezettiink a
szabadenergia két exponensére. Ez azt is jelenti, hogy az a, [, v, 0 exponensek nem
fiiggetlenek, hanem kozottiik altalanos osszefiiggéseket taldlhatunk, az

a+28+v=2
Rushbrooke-féle és a
pO—-1) =y

Widom-féle skdlatorvényt. A v és n kritikus exponensek értelmezéséhez fel kell tenniink
a korrelacios fiiggvénynek mar korabban felirt, kisérletileg alatamasztott alakjat,

Clelr),v) = H#q(%) ,

ami tehat ugyancsak altalanositott homogén fiiggvény. A szuszceptilitas T, hémér-
sékleten mutatott divergenciaja ekvivalens ¢ hatvanyfiiggvény szerinti divergenciajaval.

Ugyanis a fajlagos izoterm szuszceptibilitas
2 2 2 o?
I (“39) ksT——1n 7,

L <u39>
NAT T T ome 2 ) o2 \ 2 oh?
ami alapjan a szuszceptibilitds megszokott modon Gsszefiiggésbe hozhaté a spinrendszer
korrelacios fiiggvényével,
_ (kBg\? 1 o (BB9N? 1
Xr = <T> T ; ((mimy) — (mg) (my)) = N (T) WaT ;C(ri) -
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Ehhez mindossze annyit tettiink fel a rendszerrdl, hogy eltolasinvarians és Hamilton-
operatoraban egy Zeeman-energia jellegii taggal csatolodik a spin a kiilsé térhez. Mivel
viszont

1 d4 _
Yot = | () G <€

(az a racséllanddval), ezért

X o €27 oc [T

igy adodik a
v=v(2-mn)

Fischer-féle skalatorvény.

A Widom-féle altalanos homogenitési hipotézis utédn tehat természetes modon kovet-
kezett a fizikai mennyiségek jellegzetes hatvanyfiiggvény alakja, és 1j eredményként a
skalaosszefiiggések is. Tovabbra is kérdés, hogy az altaldnos homogenitas mivel magya-
razhato. Leo Kadanoff mutatott ré, hogy a korrelacios hossz T, koriili divergencidjat kell
a kritikus jelenségek megértésének kozéppontjaba helyezni.

Képzeljiink el Ising-spineket egy racson! Az a racséllandéju spineket csoportositsuk
b x b elemii négyzetes blokkokba, amelyek élhossza igy ba. Valahol a kritikus pont
kozelében a & korrelacios hossz nagyon nagy lehet, igy tegyiik fel, hogy ba < £. Ezen a
hémérsékleten tehat korreldltak egy blokkon beliil a spinfluktudciok. Ennek szellemében
definidljuk az I blokkhoz a

U}: E m]’

jel

blokkspint, aminek értéke —9 és 9 kozott valtozhat. A rendszert kinagyitva, a blokkspi-
neket Ising-szerii o; spinekkel helyettesitjiik, aminek alapja a tébbségi szabaly:

o1 = sgnoj.

A Kadanoff-féle blokktranszformdcic soran a kezdeti
TR ST o
(i.5) i
Ising-modellt attranszformaljuk egy o;-kre érvényes modellre,

Hb({O'}) = —JbZO']O'J—thO'[.
(I,J) 1
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A feltételezés, hogy a blokkspinekre is Ising-modell irhato fel atskédlazott csatolasokkal,
igen erds, de amennyiben érvényes, akkor ugyanazt a fizikat kell kapnunk a blokktransz-
forméacié utan is. A transzforméacié miatt az 1j rendszerben a, = ba a racsallando, a
korreldcids hossz pedig b egységekben mérve lecsokken, igy &, = £/b. Ha pedig a fizika
ugyanaz a régi és a transzformalt rendszerben, az annyit jelent, hogy a fajlagos sza-
badenergia megegyezik a kettoben. Figyelembe véve, hogy a transzformalt rendszerben
kevesebb spin van, a

b f(.h) = f(7y, o)

feltételre jutunk. Az eredeti rendszer £ o< |7|™" feltételét a transzforméltakra is megko-
veteljiik,

fb =X |Tb|_V )
ugyanakkor £/b o< |7|”" azonos prefaktorral, igy
Ty = b%T,

és hasonldan

hy = b h,

tehat a szabadenergia a blokktranszformacié segitségével

F(rh) = b—df<b%r,b"i”h> ,

vagyis ha a blokktranszformécio elvégezheto, akkor f altalanos homogenitasa mar ennek
kovetkezménye. Ekkor b = |7]|™” valasztdssal

f(r,0) = 7" f(sgn,0),
amibol a hékapacitas
Cy X |T]77
A kapott skalatorvény a Josephson-féle hiperskdla-torvény,
a=2—dv.

Ez az 1j skdlatorvény kapcsolatot teremt a rendszer dimenziészama és a kritikus expo-
nensek kozott. Ezzel egyiitt a hat kritikus exponens kozott négy Osszefiiggést talaltunk,
ami alapjan az univerzalitasi osztdlyokat két fiiggetlen exponenssel jellemezhetjiik. Bar
a hiperskala-torvény nem minden esetben igaz — példaul a Landau-elmélet esetében sem,
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ahol app = 0 és vy = 1/2 adédott fiiggetleniil a dimenzi6tél —, de altaldban teljesiil,
ha a modell nem atlagtér. Az atlagtér-elmélet hidnyossaga pedig érthetd, ha megfontol-
juk, hogy esetében épp azokat a fluktuaciokat hanyagoljuk el, amelyek a kritikus ponton
nagyra noének.

A Kadanoff-blokktranszformacio tehat magyarazza a Widom-féle altalanos homogeni-
tasi hipotézist, és fizikai értelmezést is ad annak. A homogenitasi Osszefiiggésben szerepld
b valamilyen értelemben a hosszisag atskalazasat szolgdlja, a valds tér transzformacidja
soran pedig a redukalt hémérséklet és a kiilsé tér anomalis dimenzidk szerint skalazodik.
A blokktranszformacié nem ad viszont szamot az univerzalitasrél, és az egyes kritikus
exponensek értékét sem adja meg.

A fennmaradé kérdésekre a Wilson-féle renormdldsi csoporttranszformdcio adja meg
a valaszt. Ennek alapjat az az észrevétel szolgaltatja, hogy a kritikus pontban a rendszer
strukturaja fraktalszeri és 6nhasonld, igy a blokktranszforméciéhoz hasonlé deciméla-
si 1épések soran a rendszer allapota lényegében véltozatlan marad. A csoporttransz-
forméacié matematikai formaba onti a heurisztikusan bevezetett blokktranszformaciot,
magyarazatot ad az univerzalitasi osztalyokra, és eljarast ad a kritikus exponensek meg-
hatarozasara. De valéjaban ennél jéval nagyobb teljesitoképességli modszerrol van szo,
és alkalmazhatésdga tulmutat a statisztikus fizikén (kidolgozdsa is a részecskefizikdhoz
kothetd).

[rjunk fel egy &ltaldnositott, S; Ising-spinekbél 4116 rendszer Hamilton-fiiggvényét,

i (,3)

(6,3,k)
= - Z KZSZ7
=1

ahol (7,7, k) valamilyen kézenfekvé értelemben els6szomszéd hérmasokat jelol, és az S
kifejezések definicidja

Si=>_5,

Sy =>_SiS;,
(i.9)

Ss=Y_ 8:S;Sk.
(i,4,k)
A maésodik csatolds az Ising-modell nyelvén Jo = J/kgT, tehdt lényegében az inverz

homérséklet szerepét jatssza. A rendszert meghatarozza a  hémérséklet és a K végtelen
dimenziés vektor. A renormalési csoporttranszformacié alapgondolata, hogy a rendszeren
elvégziink egy blokktranszformaciét, majd atskalazzuk a csatolasokat, igy egy renormalt
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rendszert kapunk. Ekozben a racsallandé, a korreldcidés hossz, a homérséklet és a sza-
badenergia a Kadanoff-transzformaciénal latottaknak megfeleléen transzformalédnak. A

BH — B'H

transzformaciot ugy kell elvégezni, hogy kézben H alakja ne valtozzon, ezért sziikséges
K-t végtelen dimenziés vektornak feltételezni. Véges sok féle kolcsonhatasi tag esetén
nem lehet a transzformdciéra invarians a hamiltoni, amit ugy is meg szokas fogalmazni,
hogy a renormaélas soran 1j csatolasok generalédnak.

A transzformécié eredményeképp a rendszert jellemzé K vektor K’-be megy &t, a

K' =R(K)

nemlinedris transzformacié szerint. A kritikus pontban azt varjuk, hogy a rendszer in-
varians a transzforméciora, vagyis a transzformacié

K*=R(K")
fixpontjat keressiik. Ebben a rendszerben a korrelacios hossz is invarians, igy
&
b Y
aminek &* = 0 illetve £* = co megoldésai lehetnek. Az elobbi megoldédsok trividlisak, és a
tiszta fazisoknak felelnek meg, az utébbi nemtrividlis megoldasok szolgéltatjak a kritikus

pontokat.
Ha ismerjiik a K* kritikus pontot, akkor akoriil linearizalhatjuk a transzformaciot,

£ =

AK' = RAK,

ahol AK = K — K*, AK' = K’ — K*, és R a linearizalasbdl szarmazé végtelen dimenzios
matrix. Ennek \; sajatértékei kulcsfontossdgiak a kritikus viselkedés szempontjabol.

Tegyiik fel, hogy H-ban a szokésos Ising-modellen tili tagok elhanyagolhatdak, és a
kiils6 tér is zérus. Ilyenkor a renormalds soran

=\,

de ugyanakkor a kritikus exponensekbél 7/ = b'/¥ 1. fgy végiil

L Inbd
T In )\,

A kritikus pontban tehat a linearizalt csoporttranszforméacio sajatértékei megadjdk a
kritikus exponenseket. Ha egynél tobb csatolast figyelembe vesziink, akkor az altaluk
meghatarozott altéren a kritikus pontok hatarozzak meg a csoporttranszformacié soran
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a rendszerek fejlédését, a sajatértékek elojelei pedig a fixpontok vonzé illetve taszitd
jellegét. Az olyan hiperfeliiletek, ahol & = oo, a kritikus feliletek. Az ezeken elhelyezked6
fixpontok struktirdja hatérozza meg az univerzalitasi osztalyokat: a vonzo fixpontok
vonzasi tartomanyai szerint tagolodik szét a kritikus feliilet. A 4.13. dbra szemlélteti,
hogy ha két csatolds esetén egyetlen fixpont van a kritikus feliileten, akkor az hatarozza
meg a kritikus viselkedést.

J3A

(/3. J5)

Ja

4.13. abra. A kritikus viselkedést a kritikus feliilet fixpontstruktiraja hatarozza meg, igy
kiilonboz6 rendszerek is azonos kritikus viselkedést mutathatnak (univerzalitas)

165



5. fejezet

Nemegyensulyi statisztikus fizika

Az eddigiekben a termodinamikai egyensuly statisztikus fizikdjaval foglalkoztunk. Az
egyensily stacionarius allapot: a makroszkopikus mennyiségek idoben allanddék. Lattuk
azonban, hogy az anyag diszkrét szerkezete miatt az egyensulyi allapotot fluktuaciok jel-
lemzik (ldsd az 1.7.2. fejezetet), de nem vizsgéltuk ezek id6beli lefutasat. Annak ellenére,
hogy itt valéjaban idofiiggd egyensulyi jelenségekrol van szé, ezzel a kérdéskorrel mar a
nemegyensulyi statisztikus fizika foglalkozik. Ennek oka, hogy az egyensilyi fluktua-
ciok idobeli viselkedése szoros kapcsolatban van az egyensilyhoz kozeli nemegyensulyi
jelenségekkel.!

5.1. Idofiiggd egyensulyi fluktuacidk

Korrelacioés fiiggvény

Tekintsiink egy egyenstilyi sokasdgot, amelynek minden elemét magara hagyva idofiig-
g6vé tesziink! Vizsgaljunk atlagok koriili spontan fluktuacidékat, mint idoéfiiggé folyama-
tot! Klasszikus mechanikai leirast alkalmazva az X;(t) (i = 1,...,n) extenziv dinamikai
mennyiségek a (¢,p) = ({q;}, {p:}) fazispont fiiggvényei. Ezek egyensilyi fluktudcidi az

mennyiségek nulla véirhaté értékkel, ahol X az X mennyiség atlagit jeloli.  Ergodi-
kus rendszerben elegendé egyetlen ilyen rendszert tekinteni; ilyenkor X az idéatlag.
Az 1.7.2. fejezetben lattuk, hogy az x;-k egyiittes eloszldsa normalis:

p({z:}) = ce >,

LAz egyenstlytdl tévoli rendszerek statisztikus fizikdja olyan kérdésekkel foglalkozik, mint pl. az élet
keletkezéséhez sziikséges strukturak kialakuldsa. Ennek az aktivan kutatott teriiletnek a targyalasa,
ahol még a {6 rendezo elvek sem vildgosak, meghaladja a jelen jegyzet kereteit.
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ahol ¢ a normalasi allando és

1 928

is = _E 8@8% 2=0 ’

A centralt valtozok segitségével definialhato az idofiigegd egyensulyi korreldcios fiigguvény:

Coia; (B, 1) = (2i(t) 2;(1)) .

Ez a sokasagatlag segitségével egyszertien értelmezhetd: a sokasag minden elemében
tekintjiik az x; mennyiséget a t és az x;-t a t’ pillanatban, és ezek szorzatanak atlagat
tekintjiik. Mivel a stacionaritas miatt Cy, ., (,1') invaridns az idéeltolasra, csak a t' —t
idSkiilonbségtdl fiigg, vagyis Cy, o, (¢, 1) = Cp, 0, (0,1 — ). [gy az id8atlag

isTj

T

1
Coiw;(0,8) = lim — [ a;(t)x;(t' + t)dt’,

T—00 T 0

a sokasagatlag pedig

Coia;(t) = Co 0, (0,1) = (23(0) 25(2)) = //p(xl)P(xz\x;,t)xlzc; da’; da;,

ahol p(w;) az x; fluktudci fent emlitett egyensiilyi eloszldsa, P(v;|z},t) annak a valészi-
niisége, hogy az X; mennyiség fluktudcidja a t pillanatban z’; lesz, ha 0-ban az X;-¢é x;
volt. A p(x;) P(z;|7’,t) valészinfiséget fel lehet frni a mikrodllapotok p(q,p) egyenstlyi
eloszlésa és a trajektoriakra vonatkozo feltételes valdszintiségek segitségével:

/
p(l'Z)P(.TZ’.CL’;, t) = Z p(qap) P(Qapa O|qlap/7 t) )

(a.p)

(a'p")
ahol P(q,p,0|¢, p, t) annak a valészintisége, hogy a rendszer t-ben a (¢/, p’) mikroéllapot-
ban van, ha 0-ban a (g, p)-ben volt és a >’ jel arra utal, hogy csak azokat az éllapotokat

kell figyelembe venni, amelyek ¢ = O-ban z;-t, t-ben pedig z/-t szolgdltatnak.

A centrélt valtozok egyiittes eloszlasdbol adodik az azonos idejii korrelacios fiiggvény

Caia; (0) = <971> ij

tulajdonsaga, ami korabban mar szerepelt (lasd 1.7.2.-t). Tovabba a barmilyen staci-
onarius folyamatra érvényes, fentebb mar kihasznalt idoeltolédsi invariancia, valamint a
klasszikus mennyiségek felcserélhetosége miatt

Casay (1) = (2:(0) (1)) = (2:i(=1) 7;(0)) = (2;(0) (1)) = Coy i (=1) . (5.1)
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p (g2, p2)

| ®© 0 0 0 O O
. 50 0 0 0 0
’ © 0 0,07 O
. L oef Wo ©
) o\ © 0 0 ©
© O 0 0 O O
(qz,_jpz)
(a) (b)

5.1. dbra. (a) Id6tiikrozott trajektériak (b) A rendszer paramétereit is transzformélni
kell, ellenkezé esetben a (¢,p) — (¢, —p), t — —t transzformécié nem felelne meg az
idotiikrozésnek, igy a tiikkrozés utan a szaggatott palyat kdvetné a részecske

Termikus egyensulyi allapotban a rendszer részletes egyensilyban van, ami a korre-
lacids fiiggvények tovabbi szimmetriatulajdonsagat eredményezi. A részletes egyenstly
oka a mikroszkopikus reverzibilitas, vagyis a mikroszkopikus egyenletek idétiikrozéssel
szembeni invarianciaja.

Tekintsiik az 5.1(a). dbran lathat6 direkt és idotitkrozott trajektoriakat! Az idétikro-
zési szimmetria azt jelenti, hogy az (a) abran lathato trajektdria, amely a (g1, p1) pontbdl
a (g2, p2) pontba visz t id6 alatt, pontos tiikorképe a (g2, —ps) pontbdl a (¢;, —p1) pontba
vivonek. Latjuk tehat, hogy az ,invarianciat” ugy kell érteni, hogy bizonyos mennyisé-
geket (pl. a helykoordinatdkat) véltozatlanul hagyunk és bizonyosak (pl. az impulzusok)
eléjelét megvaltoztatjuk. Definidlunk egy ¢ mennyiséget, amelynek értéke ¢; = 1, ha a
dinamikai mennyiség nem valt el6jelet idotiikrozésnél, és €; = —1, ha elgjelet valt.

Az idotiikrozott trajektéridkat mikroszkopikusan semmi sem tiinteti ki a direkt tra-
jektoridkkal szemben, ezért termodinamikai egyensilyban a két trajektéria statiszikai
siulya megegyezik, igy

P(q1,p1,0|q2, p2, t) = P(qa2, —p2, —t|q1, —p1,0) = P(q2, —p2,0|q1, —p1, 1)
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(felhasznéltuk a stacionaritdasbdl kovetkezé idGeltoldsi invarianciét is). Innen

/
pla) Plail2), t) = Y plg,p) Plg,p,0l¢', ', 1)
(a:p)
(@0
!/
= p(q/7 _p/) P(q/a _plv OlQ? —-b, t) = p(l’;)P(ZL‘”[EJ, t)a
(a.p)
(@0
amennyiben z; és x; egyformédn transzformalédnak az idétiikrozésnél. Figyelembe véve
a lehetséges kiilonbozo transzformécidkat adodik a
p(x;) P(ziz), t) = p(a) P(ai]zj, t)ei g

1

Osszefiiggés, amibol leolvashato
Cxi,wj (t) = Cl«j@i (t) E; €j. (52)

Az (5.1) egyenlettel egyiitt tehdt a korrelaciés fiiggvény vagy péaros, vagy pératlan, attdl
fiiggben, hogy az altala jellemzett két mennyiség azonos vagy ellentétes modon transz-
formalddik idotiikrozés soran.

Altaldnosan, ha valamilyen kiilsé A paraméter is jellemzi a rendszert, akkor id6tiikro-
zésnél ezt is transzformélnunk kell a trajektéridk megforditasahoz. Gondoljunk példaul
kiils6 homogén B térbe helyezett toltott részecskékre: a Lorentz-erd miatt a sebesség
mellett B irdanyat is meg kell forditanunk, hogy a részecskék visszakovessék palyajukat
(5.1(b). abra). Altalanosan tehét, ha A idétitkrozéttje A ey, akkor

Coia; (t; A) = Co, 0, (t; Aea) €€
Kvantummechanikai mennyiségek leirdsara célszerti bevezetni a szimmetrizalt korre-
lacids fiiggvényt,

Coa; (1) = % [{2:(#) 2;(0)) + (2;(0) ()] -

Az igy definialt fiiggvényben a valtozok mar felcserélhetok, és megmutathato, hogy erre
a klasszikus esetben levezetett szimmetriatulajdonsagok érvényesek lesznek.

Wiener—Hincsin-tétel
Tekintsiink egy x(t) = {z;(¢)}}_, staciondrius, fluktudlé folyamatot, és definidljuk az 5.2. ab-
ran szemléltetett médon az

x(t) halt| <%
x(t;T) =
0 egyébként

169



5.2. dbra. Egy staciondrius x(t) folyamat és annak x(¢; T') megszoritottja

megszoritottjat! Ennek segitségével definidlhatjuk x(¢) Fourier-transzformaltjat a T
hosszi idoablakra nézve,

T
x,(T) = / x(t:T) e dt = / x(t) ¢t dt. (5.3)
—o0 _T
2
A folyamat

Mivel az x folyamat minden komponense valds, ezért x (1) = x_,(T)
spektradlis stiriségét

Syoe(w) = lim %XZ(T) o x,(T)

T—00
definialja, ahol o diadikus szorzast jelol. A folyamat valamely két komponensére nézve
Sa:- z; =
o (w) T—oo T

Beirva x,, definidlé integraljat,
Sz (W) = eiwlt2=t) iy lx-(tl-T)x(tg-T) dt,dt,
Ti,Tj Tooo T 7 ) 7 ’ 9

—00 —0OQ
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amibdl valtozdcserével

oo ‘ / 1 o0
_ wwt s (4 ) /. /
Seia; (W) = / e T11_>moo = / zi(tT) x;(t + ¢, T) dedt

adodik. A belsd integrdl a hatarértékkel ergodikus egyensilyi rendszerben a Cy, ., (t')
korrelacios fiiggvénnyel adhaté meg:

R S B ,
Tlgrgof / zi(t;T)x;(t+1;T) dt = Tlgrolof /xz(t) z;(t+t') dt.
—00 _%
A kapott eredmény a Wiener—Hincsin-tétel:
Ss; (W) = / et Oy, () A (5.4)

vagyis egy staciondrius, ergodikus (nem feltétleniil termodinamikai egyensilyi) sztochasz-
tikus folyamat spektralis stirtiségfiiggvénye a korrelacids fiiggvény Fourier-transzformalt-
javal egyenl6. Mig az elobbi mennyiség a zajspektrumon keresztiill mérhetd, az utébbi
dinamikai széraskisérletekkel vizsgalhato.

5.2. Linearis transzport és kereszteffektusok

Nemegyensiilyi sokasag

Az x; centralt fluktudlé mennyiségek idéatlaga egyensilyban zérus. Ha spontan egyen-
sulyi fluktudcié miatt x;(t) pillanatnyi értéke nem zérus, akkor varhatd, hogy késébb
értéke visszatér a nulla kozelébe. Preparalhatunk is olyan allapotot, ahol x; # 0, pl.
egy 1j egyensilyi allapottal, amit kiilsé tér segitségével ériink el. Ha kikapcsoljuk a kiil-
sO teret, a rendszer relaxalni fog az eredeti egyensilyhoz, ekozben x; varhaté értéke is
lecseng. Ez a relaxacié nemegyensulyi folyamat.

Célszerti a fenti folyamat leirdsahoz definialni a nemegyensily: sokasdgot. Preparaljuk
a rendszert valamilyen az eredeti egyensiilyi értéktol eltérd x(0) kezdéfeltétellel egy 1j
egyensilyi allapottal, és az ennek megfelel6 egyensilyi sokasdgbdl indulunk a kezdeti
idopontban. Ebbdl a kezdeti feltételbol minden sokasagelemet hagyunk fejlédni sajat
dinamikajanak megfelelden, ¢ idopontban a nemegyensulyi sokasdgot ezek t-ben vett
Osszessége adja. Az idofliggo atlagokat egy ilyen sokasagra vett atlagként értelmezziik,
és jelolésiik a tovabbiakban

< ’ >x(0) :



Ha a kiilso teret a t = 0 pillanatban kikapcsoljuk, a magara hagyott rendszer az
eredeti egyensilyhoz fog tartani. Ha a preparacié csak kis valtozast idézett elo, akkor
varhatd, hogy a mennyiségek valtozasanak sebessége aranyos lesz az eredeti egyensilyi
értéktol vald eltéréssel,

<55i(t)>x(o) == Z Aik <xk(t)>x(0) : (5.5)

Definialva az x; mennyiségekhez konjugdlt erot:

_ 08
Yi = oz;

és felhasznélva az entrépia egyenstily kozelében érvényes, kozelitd
1
Z?]

alakjat az egyensily koriil (vo. (1.48)—(1.49)), megkapjuk a kapcsolatot mennyiség és a
hozza konjugalt erd kozott:

Yi = Z kpgijxj, (5.6)
J

T = Z é <g_1)zj Y. (5.7)

J

Az (5.5) transzportegyenletet megfogalmazhatjuk az erék fiiggvényében is, bevezetve az
L;; transzportegyiitthatokat:

(@) xoy = = D Lir (W) 0) -

A transzportegyiitthaték kapcsolata

(5.8)

1>

Il

A folyamattal jard S entrépiaprodukcid?
. 0S| .

2A tovébbiakban S-tal jelsljiik az entrépiaprodukeict (megkiilonboztetve pl. az entrépia dramldssal
bekovetkezd valtozasatdl).
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Ez lehetové teszi a konjugalt erék alternativ szamolasi modjat, ami esetenként kézenfek-
vObb:

'__as
T

Ez az 6sszefiiggés aramstirtiségekre is érvényes, de ebben az esetben az entropiaprodukcio
§ stirtiségét kell venni.

Tekintsiik példaul az Ohm-térvényt ebben a formalizmusban! Egy vezetoben E elekt-
romos térerosség hatasara

X = je

elektromos aramstirtiség folyik. A disszipalodé teljesitmény térfogati stirtisége a j.E
Joule-h6, amibdl az entrépiaprodukcid stirtisége
_iE
T )

a toltésstirtiséghez konjugalt erd pedig leolvashato,

1
= __E.
y T

A transzportegyenlet kétféle alakjat osszevetve

1
.e =oE = Lee_E7

amibdl a vezetoképesség és az Gjonnan bevezetett transzportegyiitthaté kapcsolata
0= —=VLg. (5.9)
A hévezetés esetére is elvégezhetd hasonld levezetés. Ebben az esetben
Xq = Jq

a hoaramstriiség, amire a ho ¢ stirliségével egyiitt érvényes a

9q
2 i
ot Ja
kontinuitasi egyenlet. Az entrépiasiiriiség valtozasa pedig egyrészt
ds 10q
ot Tot’
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masrészt mérlegegyenlete

Js ) )
E - _VJS + S,

amibol
1 j 1
—Vjs+é=—-=Vj, = -V +j,V=.
Js+ s T Jq T +Jq T
Innen leolvashatd, hogy az entrépia-aramsiiriiség
L
.]S - T,
az entrépiaprodukcié stirtisége pedig
1
$=j,V=.
Ja T
A hémennyiség strtségéhez konjugalt er6é az entropiaprodukcio kifejezésébdl

1 1
yq = _VT = EVT
A torténetileg a Fick-torvényben definidlt A hédiffizids egyiitthaté kapcsolata az Ly,
transzportegyiitthatoval tehat

A transzportegyenletek vizsgalatat ebben a formalizmusban igazan indokoltta a ke-
reszteffektusok teszik. Az el6z6 példakban vagy csak elektromos aram, vagy csak héaram
jott 1étre az elektromos térerdsség illetve a hémérsékleti gradiens hatésara. Ezen hataso-
kat egytitt figyelembe véve kereszteffektusokat is vizsgalhatunk (a Seebeck-effektus soran
hémérsékleti gradiens hatasara elektromos térerdsség jelenik meg, mig a Peltier-effektus
az elektromos dram hatdsdra létrejové héaramot jelenti). A 2 x 2 transzportegyiitthaté
meghatarozasahoz 0ssze kell vetniink az altalanos

. E vT
Je = Lee? - eq?
. E vT
Je = Lqe? - quﬁ
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egyenleteket a torténetileg bevezetett

E=2,vr
g

jo = —AVT +1Ij,

egyenletekkel, ahol n a Seebeck-, II a Peltier-egyiitthaté. A j. = 0 illetve a VT = 0
megkotéssel az

Leg
n - LeeT’
L
Im = 4
L€€

osszefiiggések adédnak a hagyomanyos és az 1j egyiitthatok kozott. A Seebeck- és a
Peltier-egyiitthato kozott régota ismert a

[H=nT

Thomson-dsszefiiggés. Ez az empirikus eredmény pontosan akkor igaz, ha az 1j transz-
portegyiitthatéinkra

Leq - Lqea
vagyis a transzportegyiitthatok matrixa szimmetrikus! Ez a megfigyelés mélyebb okokra
vezethetd vissza.
A transzportegyiitthatok matrixanak szimmetriaja

Az Onsager-féle regresszios hipotézis szerint a kis amplitiddji nemegyensilyi zavarok
és a spontan egyensulyi fluktuaciok ugyanazt a torvényszertiséget kovetve csengenek
le; az egyenstlybdl kitéritett rendszer ugyantgy relaxdl a kitérités okatol fiiggetleniil.®
Matematikailag ez azt a feltevést jelenti, hogy a kis perturbaciokra felirt

(@i()) 20y = — Z ik (k1)) (o)

nemegyenstlyi sokasagatlaggal azonos format 6lt a korrelacids fiiggvény iddderivaltja
mint egyensilyi sokasagatlag,

(1) 25(0)) = = > X (wk(t) 2;(0)) ,

3Az ehhez hasonlé kijelentések csak valamilyen 7, tranziens idénél nagyobb id8skéalan érvényesek,
ahol a rendszer relaxaciéja valamilyen értelemben mar allandésult.
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és ugyanazok a transzportegyiitthaték hatérozzék meg a kétféle lecsengést. Az (5.7) és

az (5.8) Osszefliggések felhasznaldsédval megjelennek az L;; transzportegyiitthatok,

1) 25(0)) = G, (1) = = 3 L (1) 7,(0)).
k=1

Most a korrelaciés fiiggvény id6titkrozésre szimmetrikus rendszerekben érvényes (5.2)

tulajdonsigat felhasznalva

O$i$j (t) = Cljitz (t) €i€j

n n

=37 La ) 23(0)) = = 37 Lie (0) 20)) i

k=1 k=1

adodik. Végiil felismerve, hogy

(yraj) = Z kp gu (ti2;) = kg <g

=1
(a),

_1>k, = kp 0k,

J

1SS

t = 0 valasztassal
Altaldnosan, paraméterfiiggést is figyelembe véve

Lij(A) = eig;Lji(Aea)

(5.10)

amib8l mar kovetkezik a Thomson-Osszefiiggés. Az (5.10) eredmény az Onsager-féle
reciprocitasi torvény, ami tehat a regresszios hipotézisen és a mikroszkopikus reverzibi-

litason alapul.

Példaul az (5.9) osszefiiggéssel 6sszhangban, ha a vezetSképesség tenzoridlis, akkor

Laﬁ = UaﬁTy

ahol L,z az elektromos térerdsség [ komponensét és az dramsfirliség o komponensét csa-
tolja. A reciprocitasi torvény értelmében tehat a vezetéképesség-tenzor szimmetrikus, ha
nincsenek id6tiikrozést sérté paraméterek a rendszerben. Kiils6 B magneses tér jelenléte

esetén viszont

02y(B) = 02 (=B),
Ozxx

U:cw(B) (_B)

alakt Osszefiiggéseket frhatunk fel a vezetéképesség elemei kozott.
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5.3. Linearis valaszelmélet

5.3.1. Kubo-formula

Az 1.7.3. fejezetben roviden targyaltuk klasszikusan kezelhet6 rendszerek egyensilyi va-

laszat kis perturbaciokra. A tovabbiakban a kvantummechanikai linedris vdlaszelméletet

targyaljuk az id6fiiggé perturbaciok esetében. A sztatikus valasz ennek hataresete lesz.
Feltessziik, hogy a vizsgdlt rendszert leird

H=Ho+H(t)
Hamilton-operator az idofiiggetlen 7—70 tag mellett egy
H'(t) = —AF(t)

id6fligg6 zavart is tartalmaz, ahol F(t) klasszikus kiils6 tér, ami az A operatorhoz csa-
tolédik (gondolhatunk példaul az M magnesezettséghez csatolédéo H kiilsé magneses
térre, vagy a P elektromos polarizaciéhoz csatolodé E elektromos térre). A kérdés, hogy
ilyenkor hogyan alakul egy B operdtor nemegyensilyi vdrhato értéke.

Kis amplituddéju kiilsé F terek esetében vezetd rendben (B) egyensilytdl valé eltérése
is linedaris F-ben, a linedris valaszelmélet szellemében csak ezzel a jarulékkal foglalkozunk.
A kapcsolatnak kauzdlisnak is kell lennie, vagyis csak a mult hathat a jelenre, a jovo nem.
Két fiiggvény kozott a legaltalanosabb linearis kapcsolatot egy integraltranszformacio

biztositja, ami kauzalitast feltételezve a

<A§> = <§(t)> . <§>0 - / opalt —t) F(t)dt = 7¢BA(£) Flt—¢)dt (5.11)

—00

természetes definicidjat adja a wpa wvdlaszfiggvénynek (itt (- ), a Ho perturbélatlan
operatornak megfelel egyensilyi varhato értéket jeloli). A definiciébdl kovetkezik a
vélaszfiiggvény értelmezése: ppa(t’) azt mondja meg, hogy a t’-vel kordbbi események
milyen sullyal hatnak a jelenre.

A valaszfiiggvény meghatarozasahoz tekintsiik a

<§(t)> — Ty <ﬁ(t) E)

nemegyensilyi varhaté értéket, ahol p(t) a perturbalt rendszer siirtiségoperatora! Le-
vélasztva a py egyensilyi stirliségoperatort (ami példdul kanonikus rendszerben p, =

o—BHo 12),

p=po+Ap
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definidlja a Ap operatort, ami a perturbaciét hordozza. Mivel az egyensulyi stirtiségope-
rator idéfiiggetlen, ezért az (1.17) Neumann-egyenletbdl
& dAp i~ i T i i i
i A 0 e A R A AR R 0
dt ~ dt h[p B LR TR T T g h
A jobboldal els6 tagja az egyensulyi stirliségoperator definicidja miatt egzaktul nulla, az
utolso tag pedig F-ben legalabb masodrendii, igy elhanyagoljuk. A perturbalé operator
alakjat beirva a

{ﬁo, Aﬁ] - [ﬁ Aﬁ] .

dAp i1~ U [
871 ()7 1]
dt h|: » PO F B HO? p
operator-differencidlegyenletre jutunk, amelynek kezdeti feltétele
Af(—o0) = 0

(vagyis a rendszer t — —oo-ben egyenstlyban volt, és csak ezutdan kapcsoltuk be a
perturbécidt). Behelyettesitéssel meggy6zédhetiink réla, hogy ennek megolddsa

A= / 1 iAot [gj ﬁo} Tl F (11 a

A vérhaté érték linearitdsa miatt
<§(t)> —Tr (E (o + Aﬁ)) _ <§> 4T (éAﬁ) ,
0

amib6l a linedris valasz
t

—0o0

a valaszfiiggvény pedig leolvasva
vpa(t) = %Tr {§ o~ Hot [ﬁ, ﬁo} e%ﬁot} = 2y { eitot B e i ot [ﬁ, ﬁo]

Itt B (t) idétiiggése a kolesonhatési (vagy Dirac-) képnek felel meg, amikor az operatorok
id6fejlodését a Hamilton-operdtor egy része szolgaltatja, ami jelen esetben a perturbélat-
lan (egyensulyi) rendszer Hamilton-operatora. A tovéabbiakban kihasznélva a kommuta-
tor definiciéjat és a nyom invarianciajat ciklikus permutacidékra nézve, a vélaszfiiggvényt
egyensulyi varhato érték alakjaban frhatjuk fel, hiszen

Tr {E(t) [ﬁ, ,30} } —Tr {E(t) A% — B() 5021} — Ty { [E(t) ,21] ﬁo} .
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Megkaptuk tehat a Kubo-formulat a véalaszfiiggvény szamitasara,

emalt) =+ ([BW), A0)]) . (512)

A perturbaciéhoz csatolédé mennyiséggel vett kommutator hatarozza meg a kapcsolatot
a perturbacid és a mért mennyiség kozott. A kis perturbaciora adott linedris vélasz
lefolydsat egy egyensilyi varhaté érték hatarozza meg, tehdt a nemegyensilyi linedris
valasz vizsgalataval a perturbalatlan rendszerrdl szerezhetiink informaciot.

Az (5.12) formula tetszéleges t esetén értelmes. Végig szem el6tt kell azonban tar-
tanunk, hogy a valaszt meghataroz6 (5.11) Osszefliggésben csak a kauzalitas alapelvét
tiszteletben tarté argumentumokat vesziink figyelembe. Be szokas vezetni a

ppa(t) t>0
xBa(t) = ppa(t) O(t) =
0 t<0

vélaszfiiggvényt a O(t) Heaviside- vagy egységugras-fiiggvénnyel, amibe mar bele van
definidlva a kauzalitas. Ennek segitségével az elméletben el6forduld integralok mar az
osszes id6pillanaton végigfuthatnak, mert az integrandusban a valaszfiiggvény biztosit-
ja a kauzalitdst. Természetesen a ypa-ra felirt Kubo-formula egy Heaviside-fiiggvény
faktortdl eltekintve megegyezik (5.12)-vel.

5.3.2. Fluktuacié-disszipacio tétel
Frekvenciafiiggé valasz, kauzalitas, Kramers—Kronig-6sszefiiggések

A linedris rendszerben természetesnek tiinik a Fourier-komponensenkénti vizsgalat. Ve-
gyiik azonban észre, hogy egy w frekvencidji e=** Fourier-komponens mint zavaré jel
sérti a kauzalitas elvét, mert ellentmond a végtelen tavoli multban feltételezett egyensilyi
allapotnak. Ezért az adiabatikus bekapcsolds modszerét alkalmazzuk:

F(tjw) = lim F,e @t = lim F, e @+t (5.13)

e—0t e—0t

Matematikailag arrdél van szé, hogy a Fourier-transzformaciot nem valds frekvencidkon,
hanem a fels6 komplex félstkon végezziik el, majd ezutan lefolytatjuk az eredményt a
valds tengelyre. Az ilyen zavarra adott valasz

AB(tlw) = lim [ ppa(t)) Fye @700 a¢
0
= Flto) lim [ xsalt) ¢ At = Flt) xpale),
e—
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ahonnan leolvashaté a komplex admittancia (vagy mas néven dinamikus szuszceptibili-
tas):

o

XBA(w) = lim / XBA(t iwt—et dt = lim @BA(t) ez’wt—gt dt.
e—0t e—=0t
0

A fenti matematikai megfontolast masképpen gy is Ossze lehet foglalni, hogy a bekap-
csoldsi jelenségek megfelel$ formalizmusa a Laplace-transzformécié (aminek itt komplex
véltozds alakjat hasznéljuk).

Tekintsiik most a

R 6—67-70 87
Po=—7>r Z =Tre 7m0
kanonikus eloszlast, és a perturbalatlan Hamilton-operator
Ho |n) = By [n)
sajatrendszerét! Bevezetve az
Apn = (m| An)

matrixelemeket, felirhatjuk a Kubo-formuldban szereplé egyensulyi varhaté értékeket
spektralis felbontasban:

(B A©) =T {aBnA0)} =" <n

n

e_ﬁHo 1 iy -~
eifot B~ ot 4

ahova még egy identitas operatort betlizve

~ ~ —BEn i —BEn i
(B A0)) =30 S e By e 10 Ay = 3 S By Ay e B0t
0
(5.14)
Hasonléan, egy indexcsere utan
PO o~ BEm o

<A(O)B(t)>0 =3 Bun A et P (5.15)

Az (5.12) Kubo-formuldnak megfeleléen tehat

~BEn _ o~BEm 1-

epalt) = Z - e Bun Ay ehFr Bt (5.16)
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amibol a komplex admittancia

XBA h Z BomAyn g%i ez(thrzs) eh(E" En)t dt
€
0
—BEn _ o—BEm
(& (& 1
Bum Ay lim
hz nm mne_)0+w+En Em + e

A jobb oldalon allé hatarérték disztribicid értelemben jol definialt. Valds z-re ugyanis

1 1
lim = 77(—) —imd(z),
e—0t T + 1€ X

ahol a valds rész a P (1/x) féérték disztribicio, a képzetes részben pedig d(z) a Dirac-
delta. Az admittancia igy felirhaté

XBa(w) = Xpa(w) +ixpa(w) (5.17)

alakban, ahol a szétvalasztas a kétféle disztribticié szerint torténik:

1 = e PP — = Fbm 1
/ —
Xpaw) = =5 >, ——7 B P (m) ,
T e PEn _ g=PEm E,—-E,

A x5, altal leirt vélaszban csak olyan w korfrekvenciaju jarulékok léphetnek fel, ame-
lyekre hw = E,, — F, valamilyen két sajatenergiaval. Ez fizikailag a rendszer valddi
atmeneteit irja le, ami disszipativ vdlasznak felel meg a rendszer gerjesztése miatt. Ez-
zel szemben Y’z 4-ben a féértékképzés épp azokhoz a frekvencidkhoz rendel zérus sulyt,
amelyek a rendszer atmeneteinek felelnek meg. fgy ehhez a taghoz valodi atmenetek,
amelyek a disszipaciohoz kellenek, nem adnak jarulékot. Emiatt ez a tag a rugalmas
valaszt irja le.

Fontos megjegyezni, hogy a szétvalasztas nem valos és képzetes rész szerint torténik,
ellentétben az (5.17) Osszefiiggés éltal sugalltakkal. A szuszceptibilitdsokban szerepld
matrixelemek ugyanis altaldban komplex mennyiségek, igy x54 és x54 is komplexek
lehetnek. Ha viszont a perturbaciohoz csatolodd mennylseg valaszat vizsgaljuk, xaa-
ban az A operator matrixelemei A,,,, A, = |Anm\ szerint jelennek meg, igy specidlisan
ilyenkor x’y 4 = Rexaa és X"44 = Im xa4.

A disszipativ és a rugalmas valaszt leiré admittanciakomponensek nem fiiggetlenek
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egymastol, a kettot a Kramers—Kronig-dsszefiiggések kotik ossze:

Yiga(w :—P/XBA (5.18)

w —w

:——73 / Xpa(w (5.19)

w —w

Az Osszefiiggések eredete az, hogy xpa(w) komplex analitikus fiiggvény a fels6 félsikon,
ami a valasz kauzalis viselkedésének tudhat6 be. A formalizmusunkban ez az (5.13) adi-
abatikus bekapcsolasig vezetheto vissza, tehat matematikailag a Laplace-transzformacio
kovetkezménye, aminek kévetkeztében a x5, a x5, Ugynevezett Hilbert-transzformdlt-
jaként allithato el6, mig x5 4 a x4 inverz Hilbert-transzformaltja.

A Kramers—Kronig-relaciok segitségével elegendd csak a disszipativ vagy csak a rugal-
mas valaszt ismerni, és ebb6l meghatarozhaté a masik (amennyiben az 6sszes frekvencian
ismerjiik a megfeleld vélaszt). fgy ez az Osszefiiggés koti 0ssze pl. a frekvenciafiiggd veze-
t6képességet (disszipativ valasz) a frekvenciafiiggd dielektromos egyiitthatéval (rugalmas
vélasz).

Fluktuacio-disszipacio tétel

Az Onsager-féle regressziés hipotézis alapveté kapcsolatot feltételez az egyensulyi fluktu-
aciok és a kis kiilso zavarok hatasa kozott. Az utébbiak hatésat a linedris valaszfiiggvény,
illetve a komplex admittancia irja le, mig a fluktudcidkat az egyensilyi, id6fiigg6 kor-
relaciés fiiggvényekkel, illetve a spektralis stirtiséggel lehet jellemezni. Erdemes tehat
megvizsgalni, hogy mi a kapcsolat ezen mennyiségek kozott. Tekintsiik a

Coalt) = 5 (B0 A0) + A0) B(r)).

szimmetrizalt korreldcids fiiggényt és a spektralis stirliséget, ami a Wiener—Hincsin-tétel
szerint az elobbi Fourier-transzformaltja:

o)

Spalw) = / Clpalt) 6 dt.

A korrelacios fliiggvényben szereplé mennyiségek spektralis felbontasat mar kiilon-kiilon
meghataroztuk ((5.14)—(5.15)), igy konnyen adddik

1 —BEn —BEm E,—E,,
Spa(w) = 5 Z © —;e B A2 6 (w + T) (5.20)
14 e Bl E,-E
= % Z e*BE" BnmAmnﬂé(w + %) y (521)
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ahol felhaszndltuk, hogy [*_ ¢! dt = 276(w), tovabbd azt, hogy a Dirac-delta miatt az
egész kifejezés csak ott adhat jarulékot, ahol F,, — E,, = hw. Ugyanezt az észrevételt
megtehetjiik az admittancia disszipativ része esetében is,

ml—e M E, — E,,

Az (5.21) és az (5.22) kifejezések kozotti hasonldsdg szembedtld. Az dsszes rendszerspeci-
fikus mennyiség a szummak mogott van, és ezek a kifejezések tokéletesen megegyeznek a
két formuldban. Ezek egyenlosége alapjan nyerjiik a fontos fluktudcio-disszipdcio tételt:

hw
Sia() = heth 7 ().

A fluktuacié-disszipacio tétel kapcsolja Ossze az egyensulyi fluktuaciokra jellemzo spekt-
ralis stirtiséget a kis perturbaciokra adott linearis valaszt leiré komplex admittancia
disszipativ részével. A két mennyiség kozotti aranyossagi tényezo egy anyagfiiggetlen,
univerzalis faktor, ami a fizikai allandokon kiviil csak a frekvenciatol és a hémérséklettol
fiigg. A h — 0 hatardtmenettel megkapjuk a tétel klasszikus limeszét:

2%ksT
Spa(w) = =2 Xpalw). (523)

A klasszikus limesz valgjaban ugy értelmezendo, hogy a hw < kgT kozelitéssel éliink. Ez
egyben a klasszikus limesz érvényességi korét is megadja: akkor alkalmazhatjuk az (5.23)
formulat, ha az egész relevans frekvenciatartoméanyon teljesiil a hw < kgT feltétel.

Ha érvényes a klasszikus hatéareset, akkor specidlisan az egyidejii korrelaciokra

o0

dw [ 2T , - dw
Cpa(t=0) = /SBA@J)%_/ 5 Xpa(w) o’

—00 —00

ahol az (5.18) Kramers—Kronig-relacié w = 0 esetét felismerve

A~ A~

, 1 11 o
XBA(“:O):kBTCBA( O)Zk;BT§< BA +4 >o‘

Példaul kiils6 B = (0,0, B) térbe helyezett S nagysdgi spinek esetén

~ ~

A:B:gﬂBé\Z:ﬁz

az §* dimenziétlan spinnel, a perturbalé tér pedig



A kiils6 térhez képest magas hémérsékleten a sztatikus szuszceptibilitds a klasszikus
limesszel élve (mivel xJ.,.(0) = 0)

1 ~\2 G urS(S+1)
= / = — Z —_=
X=X = 30T <<g“35 ) >0 kgl

hiszen kiils6 tér nélkiil — az egyensilyi atlaghan — nincs kitiintetett irany.

Fazis és disszipacié

Vizsgaljuk meg részletesebben azt az esetet, amikor a zavard térhez csatolodé mennyiség
valasza érdekel minket! A rendszert

F(t) = F, cos(wt)

periodikus térbe helyezve a csatolé A mennyiség megvaltozasa

i L
AA(t|w) = F, / XAA(t’) 5 <e—zwt eiwt +ezwt e—zwt>dt/

1 ) )
= fw§ (XAA(CL)) e Wt +XAA(—w) GMt) .

Mivel azonban xa4(t) valds, ezért a Fourier-transzforméltjara ya4(—w) = xaa(w)”, igy
AA(tlw) = Re {xaa(w) Foe ™"}
Bevezetve a komplex admittancia abszolit értékét és fazisat,
Xaa(w) = [xaa(w)| e,
a valasz képszerlien a
AA(tlw) = |xaa(w)| F, cos(wt — P(w))

alakban irhaté. Az admittancia abszolut értéke tehat a valasz amplitudéjat hatarozza
meg, komplex fazisa pedig a valasz és a gerjesztés kozotti faziskiilonbséget ir le. Mivel
ebben az esetben a rugalmas és a disszipativ valasz ténylegesen az admittancia valds
illetve képzetes részének felel meg, ezért

1
w
ta(9(e) = 234
Xaa(w)
A valasz amplitudéja és faziskésése gyakran konnyen mérhetd, amibol a rugalmas és a
disszipativ komponensek frekvenciafiiggése rekonstrualhaté.
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Fizikai szemlélet alapjan mar motivaltuk, hogy az admittancia Dirac-disztribuciét
tartalmazd része a disszipaciot irja le. Ezen tilmenden konkrét kapcsolatot teremthetiink
a komplex admittancia megfelel6 része és a rendszerben disszipaldodd energia kozott.
Tekintsiik a

H=Hy— AF(t)

Hamilton-operator Schrodinger-egyenletének [i(t)) megolddséat! Az energia megvéltoza-
sa

o~ ~

& = < v || ew) = (0 [flvo) + (w7 9w) -# (w0 ]aluo),

(9] 9) (0] §)=o
amibdl az energia differencidlja

dE = —F(1) <21>(t) dt.

Tovabbra is harmonikus gerjesztést feltételezve, a T' = 2m /w peridédusra kiatlagolt disszi-
pacié

% _ _% / F(t) <21>(t) dt = % / Fo,wsin(wt) / Yaa(t) Focos(w (t — ') de'dt.

Ismét attérve komplex exponencidlis fiiggvényekre,

AE  wF
T 4T

T
/ (eiwt - efiwt) (XAA(W) efiwt +XAA<_W) eiwt) dt,
0
amibol végiil
AE F2 1 o,

T T o YWy (Xaa(w) = xaa(w)") = 5 wx'aa(w)-. (5.24)

A disszipalt teljesitményt tehat a zavart csatolé mennyiségre vonatkozé komplex admit-
tancia képzetes része hatarozza meg.

Elektromos vezetés

Példaként vizsgaljuk meg részletesen az elektromos vezetést a linedris valaszelmélet nyel-
vén! Legyen a kiils6 elektromos tér homogén és

E(t) =E,e ™"
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szerint 1d6fiiggo, ekkor a toltéshordozok Hamilton-operatoraban szereplé perturbacio
7:2/ = _]/':\)E<t) ’

ahol
P=P-= Zeri

a toltéshordozok teljes dipdlmomentuma, az dsszes toltéshordozéra térténd dsszegzéssel.”
Emellett alapveté mérheté mennyiség az dramstiriség J térfogati integralja® is, ami

J = ; e% =P.

A periodikus gerjesztés miatt a tranziensek lecsengése utan
J=P=—iwP.

A linedris valasz igy — izotrop rendszert feltételezve —

(P) = xpp(w) Ey,
(J) = xsp(w) E,

a megfelel6 komplex admittancidkkal. Mivel a két fizikai mennyiség egymas idoderivaltja,
ezért

Xsp(w) = —iwxpp(w).
Az elektrodinamikaban megszokott médon

= (P) = <o) Es

definidlja a y.(w) dielektromos szuszceptibilitast, mig az

Ohm-torvényen keresztiil jelenik meg a vezetoképesség. A fenti 6sszefiiggések értelmében

1 1 io(w) 1

VXJP(W) = a(w), VXPP(W) = w VXPP(W) = 50Xe(w)

1Az elektrodinamikdban hasznalt polarizaciét ezzel a definiciéval P/V adja meg.
SHomogén rendszerben az dramstirtiség J/V.
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adja a kapcsolatot a szokasos és az 1j valaszfiiggvények kozott. Figyelembe véve még a
1
DZEDE—I—VP =¢co(14+ xe) E=cpe(w) E

definiciot, a frekvenciafiiggd permittivitasra

xpp(w) 1 o(w)
== 1 e = 1 _— = 1 _
e(w) + Xe(w) + Veg +z€0 »
adddik, invertalva pedig
o(w) = —iweg (e(w) — 1).

A vezetOképesség és a permittivitas tehat lényegében ugyanannak a mennyiségnek két
kiilonb6z6 oldala. Egyenaramu vezetés szempontjabol az w — 0 hatareset érdekes, ez
hatarozza meg hétkoznapi tapasztalatainkat. Elektromos vezet6 anyagok esetében o (0)
véges (valds) érték, szigeteléknél £(0) ilyen. Véges frekvencidkon azonban megsziinik
a kiilonbség a kétféle leirds kozott, mindkét komplex vélaszfiiggvénnyel egyarant lehet
jellemezni a rendszereket.

A disszipalt teljesitmény (5.24) alapjan

2
E = %Ei wxpp(w) = %Eiwlmxpp(w) = (%) VReo(w).
A vezetdképesség valds része irja le a disszipaciot, zérus frekvencian ez egyszeriien az
egyenaramu vezetoképesség. Nagy frekvencidkon lecseng a vezetOképesség, mert a tol-
tésrendszer a nagyon gyorsan valtozé zavarokra méar nem tud valaszolni. Ha a gerjesztés
hw energiaskaldja megfelel a rendszer valamilyen atmenetének (pl. sav-sav atmenetnek),
akkor ennél a frekvencidnal cstcs jelenik meg a disszipativ valaszban.
Altaldnosan a vezetOképesség

o0

1 1

o(w) = pxor(@) = 3 lim [ @ o sp(t)dr,
0

ahol a Kubo-formuldbdl

eart) =+ {[70), PO)] ). (525)

Az id6fiiggé kommutator atlagértékét nehéz meghatdarozni. Azt varjuk, hogy ak-
kor lesz zérustdl kiilonbozo, ha a két mennyiség erdsen korreldlt, igy hosszi idokre a
valaszfiiggvény lecsengésére szamitunk, hiszen ilyenkor fiiggetlenné valnak. Altalaban
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YJIP ,

5.3. dbra. Az operatorok a 7 idéskalan nem kommutdalnak, ezt kévetden a valasztiiggvény
gyorsan lecseng

van egy jellemz6 7 iddskdla, ami a J és P mennyiségek szétcsatoldddsat jellemzi (1asd
az 5.3. dbrat). Defindljuk a karakterisztikus idét a vélaszfiiggvény elsé momentumaval:

[tosp(t)dt
0

T =

;ngJP(t) dt .

A vélasz kvalitativ lefrasahoz kozelitsiik (5.25)-6t egyszertien egy T karakterisztikus ideji
lecsengé exponencialis fliggvénnyel,

pip(t) ~ @rp(0)e 7 .

Ez az ugynevezett relaxdciosidé-kozelités. A rendszer anyagi tulajdonsigait egyetlen
paraméter, a relaxacios ido jellemzi. Ebben a kozelitésben

[e.e]

1 . t 1 T
o(w) = 3;%sr(0) /e%wt—T dt = 770sp(0)

1 —dwr’
0

az egyidejii kommutator pedig

P = 1 {[77]) = ([ o ) -2

Bar nem jeloltiik ki expliciten, de valéjaban arrdél van szé, hogy ¢ p = @j0p €gy tenzor,
ami izotrop esetben az egységtenzorral aranyos. Ezzel 0sszhangban a kommutatorban

[pf‘, rf ] o 0;;008 szerepel, tehdt ¢ ;p a harom egyenld diagondlis elemmel egyezik meg.
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Reo(w), Imo(w),

g0 - go +

=00 T —00 T

N =t
EV
N =
E‘

5.4. dbra. A vezetOképesség valds és képzetes részének frekvenciafiiggése relaxaciosido-
kozelitésben

Relaxaciosido-kozelitésben tehat
0o
o(w) = ——, 5.26
() 1 —dwr ( )
ahol oyp = ne?7/m a jél ismert Drude-vezetéképesség. A valtédramu komplex vezet&ké-
pesség szétbonthatd

1
R = 00—
eo(w) = oy e
wT
I = g—2T__
mo(w) 0T 2

valds és képzetes részre, ezek lefutasat az 5.4. abra szemlélteti. Mivel a valds rész nagy
frekvencidkon w=2 szerint cseng le, ezért a vezetdképesség aszimptotikusan

w—00 ,7162 1
o(w) — i——,
m w
tehat fliggetlen az egyetlen rendszerspecifikus paramétertol, a relaxacios idotol. Ez az
univerzalis viselkedés azt mutatja, hogy a nagy energiaju gerjesztésekre adott valasz-
ban csokken a kolcsonhatas szerepe. Hasonldéan rendszerfiiggetlen osszefiiggést ad az
ugynevezett dsszegszabaly, aminek értelmében

ir

r r 1 ne
/RGO'((U) dw = /m(fodw = F§
0 0
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A relaxaciosidé-kozelités mas rendszerekre is alkalmazhato. Példaul viszkoelasztikus
anyagok Maxwell-féle modelljében a viszkozitasra

_ Mo
n(w) = 1 —wr

kifejezés adodik a 7 Maxwell-féle relaxacids idével. A karakterisztikus id6 inverzénél ki-
sebb frekvencidknal a vélasz viszkézus, mig sokkal nagyobb frekvencidk esetén rugalmas.
Faj, amikor hasast ugrunk a vizbe, mert a nagyfrekvencias komponensek miatt erds a
rugalmas vélasz.

A (kauzalitdst nem tartalmazd) vélaszfiiggvény Fourier-transzformaltja

o

Koa(w) = / S (1) dE = 204 ().

ami akar a spektralis felbontéds alapjan konnyen belathaté. A fluktudcié-disszipacio tétel
(5.23) klasszikus hatédresetében lattuk, hogy

w
Xpa() = g Siale).

Ezek alapjan

o I
Kpa(w) = 2ixhs(w) = —=iwSpa(w) .
kT

Ha Spa(w) csak olyan frekvencidkon nem elhanyagolhat6, ahol érvényes a klasszikus
kozelités, akkor ezt az Osszefiiggést inverz Fourier-transzformalhatjuk, és igy

1 dCgpa(t)
1) = ———_—bA\
eoall) =~ T
adddik. Klasszikus kozelitésben tehat
(w)=— ! lim Ooei‘"t*d 4 (A(0) B(t))dt = — ! lim ooeiwtfst 4 (A(—t) B(0))dt
XBA) = 45T =0 dt = kT 0 dt ’
0 0
specialisan elektromos vezetésnél
Vo(w) = ! lim ooei“’t_gt 4 (—P(—t)J(0))dt = ! lim ooem_d (J(0) J(t))dt
kT e—=0 dt kg1 e—0 ’
0 0

sztatikus hataresetben pedig

o0

1

0

(J(0) J (1)) dt.

Klasszikus hatéresetben tehat kgT-szer a transzportegyiitthaté az egyensilyi aramfluk-
tuaciok korrelacidjainak idointegréaljaként adédik.
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5.4. Sztochasztikus folyamatok

5.4.1. Brown-mozgas
Diffizios egyenlet

Robert Brown botanikus fedezte fel, hogy a vizben lebeg6 pollenrészecskék véletlenszert
mozgast végeznek. Albert Einstein elméleti magyarazataval és Jean Baptiste Perrin ki-
sérleteivel beigazolédott, hogy a véletlenszerti mozgas a pollennek iit6d6 vizmolekulaknak
tudhaté be, és ez egyszersmind bizonyitotta az atomok és molekuldk 1étezését.”

A folyadékba helyezett kolloid részecskék Brown-mozgdst végeznek, ha méretiik joval
nagyobb a folyadékot alkoté molekuldk méreténél. Elsé kozelitésként vizsgaljuk meg sok
fiiggetlen Brown-mozgast végzo bolyongo viselkedését, folytonos kozelitésben! Mivel a
részecskeszdm megmarad, ezért a bolyongdk n(r,t) siirlisége és j(r,t) részecskedramsii-
riisége kielégiti a kontinuitdast egyenletet:

0

—n(r,t) + Vj(r,t) = 0.

oon(r, 1) + Vi(r, 1)

Feltéve, hogy csak kis stirtiséginhomogenitasok vannak jelen, a részecskearamot linearis-
nak tekinthetjiik a stirtiség valtozasaban. Ennek a kozelitésnek a kovetkezo konstitutiv
egyenlet felel meg:

j(r,t) = =DVn(r,1).

Ez a Fick-térvény, ami a kontinuitdsi egyenlettel kombindlva adja a diffizids (vagy hd-
vezetési) egyenletet:

0
—n(r,t) = DV*n(r,t
at ( ) ) ( Y )7
ahol D a diffuzids egyiitthaté. A bolyongdk kezdeti eloszlasat rogzité n(r,ty) = no(r)
feltétellel a matematikai feladat teljes.

Oldjuk meg az egyenletet Green-fiigguénnyel, az egyszertiség kedvéért egy dimenzid-

ban! Olyan G(z,t) fiiggvényt keresiink, amely teljesiti a

(% _ Daa_;) Gz, t) = 8(x) 6(t)

6 Az atomelmélet egyik legnagyobb ellenzéjét, Wilhelm Ostwaldot Perrin kisérletei gy6zték meg arrdl,
hogy az atomok 1éteznek.
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inhomogén differencidlegyenletet. Bevezetve a é(q,w) Fourier-transzformaltat,

/ / it o107 G 1) ddt,
/ / —iwt qu )dq dw
G¥ o on

—00 —00

A frekvenciatérbeli Green-fiiggvényre igy
(—iw + Dq?) Glg,w) =1

irhato fel. A feladat tehat a

T ' dw dq
G t) = —iwt 1qx ¢
(z,2) / /e ¢ O¥iDg2m2r

—00 —00

inverz transzformacié elvégzése, komplex konturintegrdalokkal. Az integrandus egyetlen,
elsérendii pélusa adott ¢ esetén w = —iDg? frekvencidn van. Negativ ¢ esetén bezar-
hatjuk a fels6 félsikon a konturt, és kideriil, hogy ilyenkor G(z,t) = 0, 6sszhangban
a kauzalitassal. Pozitiv idok esetén az alsd félsikon kell bezarnunk a konturt, és az w
szerinti integrél elvégzése utan

- 2, dg 22 o > dz
G t) = Ot iqr—Dg“t — O(t) e 1Dt Dtz
(z,1) *) / ¢ o (t)e / o

2Dt

kiszamolando. Itt célszeri a konturt a valds tengellyel meghatarozott téglalapként fel-
venni, igy az integralra

00—1l5757

2Dt )
e_thz dz B /e_ 2 dz B 1
2T 2w Var Dt

2Dt

adodik, a Green-fiiggvény pedig

Gla,t) = \/;T_Dt exp (—f—;t) o).

Segitségével a difftizids egyenlet megoldaséara

n(z,t) = /G(x — 't —to)n(2 ty) da’
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adddik. Ez fizikai jelentést is ad a Green-fiiggvénynek: G(x — 2/, t — t’) annak valdszinii-
ségét adja meg, hogy egy bolyongé t idében x-ben talalhatd, ha t'-ben 2’-ben volt. Ez
az eloszlds adott 7 = t —t’ késleltetés esetén normadlis eloszlds 2D 7 szérasnégyzettel, ami
a 7 — 0 limeszben Dirac-deltat kozelit, fizikailag értheté modon. Egy diffuziv bolyongd
atlagos négyzetes eltavolodasa tehat a bolyongési idével egyenesen aranyos. Altaldnosan
d dimenzioban az eloszlas tobbdimenzids normaélis eloszlds, amelynek atlagos négyzetes
eltavolodasa

{(r(t) —r(to))*) = 2dD (t — to). (5.27)

Az atlagos négyzetes eltavolodas linearis fiiggése az id6tdl a diffuzié alapveto tulajdonsa-
ga, azonban csak hosszu idejii limeszben érvényes. Ez a kontinuum kozelitésbol is latszik:
a t = 0-ban Dirac-delta megoldas azt fejezi ki, hogy a részecske teljes bizonyossaggal az
origéban van. Akarmilyen kis ¢ > 0 idében méar a Gauss-gérbe megoldas lesz érvényes,
ami egy végtelenbe kiterjed6 folytonos fiiggvény. Vagyis — ha mégoly kicsiny, de — vé-
ges valoszintisége lesz annak, hogy a részecske pillanatszeriien igen tavolra keriiljon, ami
fizikailag irredlis.

Langevin-egyenlet

A Brown-mozgast rovid idékre biztosan nem irja le jol a diffizidés egyenlet, hiszen a
részecskék {itkozésével osszemérhetd idoskaldkon nincs okunk feltételezni diffuziv dina-
mikat. Nagyon révid idoskalakon klasszikusan a molekuldk trajektoridja alapjan, de-
terminisztikusan képzelhetjiik el a kolloid részecske mozgésat, a Newton-egyenletekkel
leirva. A Brown-mozgast matematikailag célszert sztochasztikus folyamatként modellez-
ni. Egy kolloid részecske helyzetét — tovabbra is egydimenzids mozgast feltételezve — az
x(t) trajektériaval adjuk meg (1asd az 5.5. 4brat). Ez azonban nem a klasszikus mechani-
kai értelemben vett palya, ugyanis ugyanabbdl a kezdépontbdl azonos kezdofeltételekkel
elinditott részecske mérésrol mérésre mas utat jar be. A teljes folyamatot ilyen mintak
sokasdga és a hozzajuk rendelhetd valdsziniiségek adjdk meg, egyetlen z(t) gorbe csak a
folyamat egy megvaldsulasanak felel meg. Ennek megfelelden csak valdszintiségi kijelen-
téseket tehetiink, a felmeriilo kérdésekre adhaté kvantitativ valaszok pedig eloszlasok és
atlagok (varhato értékek, szérasok, korreldcids fiiggvények) formajaban lehetségesek.
A sztochaszticitas szemléletesen vehetd figyelembe a Langevin-egyenlettel:

0(t) = —yvu(t) + p(t) + % (5.28)

A véletlen bolyong6 mozgasegyenletét sztochasztikus differencidlegyenlet alakjaban irjuk
fel. A jobb oldalon az elsé tag a csillapitast irja le a Stokes-torvény szerint, a ma-
sodik tag egy véletlen (fluktudld) erd, ami a sztochaszticitdst okozza, a harmadik tag
pedig egy esetleges kiilsé (pl. gravitacids) eré hatdsa, amit6l gyakran eltekinthetiink.
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5.5. abra. Egy sztochasztikus folyamat z(t) mintaja

Mig a differencidlegyenletek megoldasai fiiggvények, a sztochasztikus differencidlegyen-
letekéi fiiggvények eloszlasai. Ebbdl benniinket gyakran csak bizonyos varhaté értékek
érdekelnek.

A fluktudlé er6 fejezi ki a bolyongd részecske kornyezetének egyiittes hatasat, ez
termikus eredetii zaj. Stacionarius esetben a zaj korrelacios fiiggvénye invarians az ido-
eltolasra,

(1) p(t)) = Cop(t — 1)
A legtobbszor feltessziik, hogy a zaj eltér6é idépontokban korreldlatlan, vagyis
Cop(t —t") = S,p0(t —1).

Mivel az ilyen zaj Fourier-spektruma konstans a frekvencia fiiggvényében, ezért az ilyen
tulajdonsagi fluktudlé erdt fehér zajnak szokds nevezni.”

A fehér zaj feltevése matematikailag igen hasznos kozelités, ami egészen rovid idékre,
amikor az iitk6z0 molekuldk idoskalajan vagyunk, nem lehet érvényes. Az igy nyert zaj
azonban kiilonos tulajdonsagokkal rendelkezik, pillanatrél pillanatra valtozik és még az
integralja sem differencidlhat6. Ezért az (5.28) sztochasztikus differencidlegyenlet ilyen
felirdsa csak szimbolikusan értendd.®

TA fehér zaj feltételezése csak annyi megkotést jelent a zaj eloszldsdra nézve, hogy S, annak szé-
rasnégyzete. Ett6l még a zaj értékének eloszlasa barmilyen lehet. Gyakran Gauss-féle fehér zajt felté-
teleziink, ilyenkor a zaj eloszldsa normalis.

8 A matematika sztochasztikus analizis fejezete teljesen kikiiszoboli az emlitett nehézségeket.
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Félretéve a matematikai nehézségeket, vezessiik be a 9(t) = " v(t) segédfiiggvényt!
A Langevin-egyenlettel ekvivalens Osszefiiggés ra nézve

(1) = (1),
amelynek megoldasa
t
I(t) = e v(ty) + / (') dt.
to

Ebbél mar konnyen latszik, hogy az (5.28) Langevin-egyenlettel ekvivalens integrélegyen-
let
t
v(t) = e 1) () + /ew(tt/) (t')dt’.

to

Az (5.28) Langevin-egyenlet Fourier-transzforméltjit véve az (5.3) értelemben,
—iw v, (T) = =70, (T) + pu(T),

1
[0u(T)[* P (T,

amely kapcsolat az adott mennyiségek spektralis stirtisége kozott is fenndll. Az (5.4)
Wiener—Hincsin-tétel értelmében viszont a spektralis stirtiség megegyezik a megfeleld
korrelacios fiiggvény Fourier-transzformaltjaval, igy

1 S
=2 +720s0s0(w) =2 12

adodik fehér zaj esetén. Az inverz transzformaciét komplex konturintegralként elvégezve
(t el6jele szerint tigyelve, hogy melyik félsikon zarjuk a kontirt),

Cou(w)

T , S d S
C(t) = / it _2ee SW_ Dev ol (5.29)
w? 4+ 2 27 27y

—00
Specidlisan az egyideji korrelacios fiiggvény

S, kgT
C’L)’U t = 0 = ’U2 = ﬂ = _—,
( ) < > 2y m
tehat a Langevin-egyenlet csak akkor konzisztens az ekviparticid tételével, ha a benne
szerepl6 zaj és a surlédéas 6ssze vannak kapcsolva,
2’7]€BT

Spo = .
Pp m
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A kapott Osszefiiggést gyakran a mdsodik fluktudcio-disszipdcio tételnek hivjak, hiszen
vildgos Osszefiiggést teremt a disszipaciot okozd surlodés és a véletlen erd korreldcidi
kozott. A sebesség-sebesség korrelacios fiiggvényben szereplo exponencialis lecsengés azt
mutatja, hogy a kolloid részecske 1/v ideig ,emlékszik” a sebességre.

<Ax(7)2>,

7 2kpT
my

'7_
5.6. abra. A Langevin-egyenlet megoldasanak négyzetes eltdvolodasa az id6 fliggvényében

Természetes kérdés az is, hogy mit mondhatunk a részecske helyzetérél. Az origébdl,
nyugalomban elinditott részecske atlagos elmozdulasa, hasonléan az atlagsebességéhez,
kiilso er6 hianyaban zérus. A részecske helyének legegyszeriibb nemtrivialis mutatdja az
atlagos négyzetes eltavolodéasa, vagyis elmozduldsdnak szordsnégyzete. Ez a sebességkor-
relaciobol azonnal adédik, hiszen

(Az(r)?) = /T ] wt)v(t)) dedt’ = kol /T ] e M= dedt’ (5.30)

m

BT (L o). 531

my Y
Ennek lefutdsat mutatja az 5.6. dbra. Kis id6k (77 < 1) esetén

<Ax(r)2> ~ kBTTTQ,

vagyis ballisztikus mozgast mutat a kolloid részecske. Hosszi id6kre (777 > 1) azonban

2kgT 1 2kgT
<Ax(7')2> ~ B (T — —) ~ B T,
my v)  my
ami mar diffiziés dinamikat mutat (vo. (5.27)). A D diffizids allandét leolvasva kapjuk
az Finstein-dsszefiiggést,

kT
=

D
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Ha megengediink egy F' allandé kiilsé erdt, akkor az (5.28) Langevin-egyenlet atlagét
kielégito stacionarius allapotra

1
(v) = —F =pF
ym

adodik, ami a p mobilitds definiciéjanak alapja. Ezzel az Einstein-0sszefiiggés alakja

D = kgTy. (5.32)
Az Einstein-tsszefiiggés a fluktuaciok és a disszipacié kozotti kapesolat elsé megjelenése
a fizikaban (1905).

Markov-folyamatok

A sztochasztikus folyamatok altalanos leirasa adhaté valdszintiségi eloszlasok segitségé-
vel. Akar bolyongo részecskére gondolunk, akar mas fluktualo fizikai rendszerre, alapvetd
kérdés, hogy egy kezdeti eloszlasbdl fejlédo rendszer késébb milyen allapotba keriil, és
hogyan. TetszOleges szamu t; < to < ... < t, id6épontot valasztva definialhatjuk a

P(xlatl;x%tQ; s wxn?tn)

n-valtozos eloszlast, amely megadja annak valdszintiségét, hogy a t; idopontban a vizsgalt
rendszer az z; koordindta altal megadott allapotban tartézkodik.” Ezek az eloszldsok
nem fiiggetlenek egymastol, hiszen az egyes valtozok szerint kiintegralva egy alacsonyabb
rendl (marginélis) eloszlast kapunk:

/P(xl,tl;xg,tg;... T, ) Aoy = P(ay, by o, to; o 5@ 1, b1 Tt b1 oo 3 Ty b)) -

Definialhatunk feltételes eloszlasokat is,

Py, t1; @0, t0; . . 3 Ty k)
P(xy1,t1; 29, t9;. .. s 20, ty)

]P)(l‘l, tl; e 3 T, tn’$n+1, tn+1; v 3 Ttk tn+k) = (533)

Ebben a fejezetben a matematikdban megszokott konvenciotdl eltérden jeloljiik a fel-
tételes valdszintiségeket: az eloszlds argumentumaban a feltételek szerepelnek el6szor.
Ezzel a konvencioval balrdl jobbra né minden idéargumentum, ami majd megkonnyiti a
képletek értelmezését.

Egy folyamatot Markov-folyamatnak neveziink, ha t; <ty < ... < t, esetén

P(xy,t1; 20, e ... 51, tne1|Tn, tn) = P(2p_1, tho1|@n, tn)

9Folytonos 4llapotteret feltételezve P(x1,t1;wa,t2;... ;Tn,t,) valéjdban sfiriségfiiggvény, ami az
[, ; + da;] intervallumokba esés valdszintiségét irja le.
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vagyis a jelent feltételezve a jovo mar nem fiigg a multtél. Az ilyen folyamatoknak nincs
memoridja, amely tulajdonsag kiemelt jelentéségii a fizikaban, és a valdszintliségszamitas-
ban megszokott médon komoly megkotéseket jelent az adott folyamatra nézve. Példaul
egy n-valtozos eloszlast feltételes valoszintiségekre atirva

]P’(xl,tl; e ,l’n,tn) = P(Q?l,tl; e ;‘Tnfl,tn,ﬂ.’lfn,tn) P(Il,tl; e ;.Tnfl,tnfl)
=P(xy,t1) P(zy, th|m2, t2) - - P21, tei| s tn) (5.34)

vagyis egy Markov-folyamatot meghatéroz annak P(xy,t1|xe,ts) feltételes eloszldsa és
P(x,t) egyvaltozds eloszlasa (az el6bbire tekinthetiink tigy, mint véges idejii atmeneti
valésziniiségre). A feltételes eloszldsok sem lehetnek tetszélegesek Markov-folyamatban,
ugyanis (5.34) szerint

P(x1,t1; 29, to; 3, t3) = P(a1, t1) P21, t1|2a, to) P(x9, ta|zs, t3) ,

amit xy szerint kiintegralva majd az egyvaltozos eloszlassal atosztva adédik a Chapman—
Kolmogorov-egyenlet:

P(ar, b1 s, t) — / P, ta |9, £2) P, tol s, ) dira.

Ez a csak Markov-folyamatokra érvényes Osszefiiggés képszerti jelentést hordoz: ha két
fix végpont kozé beiktatunk egy harmadik pontot, amit a folyamat érint, és Gsszegezziik
az Osszes lehetséges pontra a kétlépéses ut valdszintiségét, akkor ugyanazt kapjuk, mintha
kozvetleniil vizsgalnank a két végpont kozotti atmenetet (1dsd az 5.7. dbrat).

z, 9 z,

T3 + > T3 +

T+ T+ //‘
1 1 1 1 1
T T T v T T v
ty to ty t ty ty U

5.7. dbra. A Chapman—Kolmogorov-egyenlet képszerii jelentése

A P(z,t) eloszlds id6fejlédésének meghatdrozasahoz tekintsiink egy infinitezimélis 7
idolépést, a t + 7 idépontot és az ezzel felirt

Plz,t +7) = /IP’(x’, bt 4+ 1) da’ = /P(x', Pt ¢+ 7) da’ (5.35)
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atmenetet! Ahogy a 7 intervallum nulldhoz tart, az dtmeneti val6sziniiség §(z — z')-hoz
kell, hogy tartson. Kis 7 esetén elso rendig sorba fejtve a masodik idévaltozo szerint:

P(a' tlx,t +7) = (1 — (') 7) §(x — ') + 7w (2" — z) . (5.36)

A vezet6 rendil korrekcié a kiilonféle a2’ dllapotokbdl az x éllapotba valé atmenetek va-
16szintiségét irja le a w, (2" — x) id6egységre vonatkoztatott dtmeneti valésziniiségekkel.
A feltételes eloszlas viszont az (5.33) definicié miatt természetes médon rendelkezik a

JP(2' t;z, t + 1) de
/P(x’,t]x,t +7)dr = B 1) =1

normalasi tulajdonsaggal, amibdl
1= /P(m’,ﬂx,t +7)de =~ (1 —c(2') 1)+ T/wt(x' — z)dz.

A normalas miatt, felcserélve a vesszos és vesszotlen valtozokat, adodik:

c(z) = /wt(:c — 2')da’.

Fizikailag ez teljesen kézenfekvo: az x allapotbol kivivé atmenetek egyiittes rataja a jobb
oldalon szereplo integral; ez a teljes jarulék, ami a 7 = 0-hoz tartozé Dirac-delta cstcs
sulyat csokkenti. Beirva az (5.36) Gsszefiiggést (5.35)-be,

P(x,t +7) = P(x,t) — 7ee(2) P, t) + T/]P’(:v’, t)w (2" — x)da’ + o(7?),

amib6l 7 — 0 limeszben adddik a Markov-folyamathoz tartozé eloszlas idoéfejlodését
meghatéarozd vezéregyenlet (vagy master-egyenlet):

%IP’(;E, t) = / [Pz’ t) wi (2" — x) — P(x,t) wy(z — )] da’. (5.37)

Az egyenlet kezdeti feltétele a P(z,ty) kezdeti eloszlds. Az egyenlet jobb oldalan az
els6 tag az Osszes z’ dllapotbdl az x dllapotba beszorodé jarulékot irja le (nyereség), a
méasodik tag kiszérédasnak (veszteség) felel meg. Ez a szemléletes jelentés is indokolja
a vezéregyenlet széleskorti alkalmazasat kiilonféle véletlen folyamatok lefrasara (példaul
populdciédinamikai, kémiai, kozlekedési probléméknal). A kezdeti feltételt is magédba
foglal6 egyenlet a feltételes eloszlasra vonatkozik:

%]P(xo, tolx, t) = / [P(z0, to|2', t) wy(z" — x) — P(x0, to|z, t) w(x — )] da’,
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ahol nyilvan P(zo, to|z, to) = d(zo — x).

A vezéregyenlet integro-differencidlegyenlet. A fizikai (vagy &ltaldban a Markov-)
folyamatra vonatkozé informéacié az idéegységre juté atmeneti valdszintiségekben rejlik.
Az egyenlet analitikus megoldasa csak egyszerii esetekben lehetséges. Ha feltessziik, hogy
az x valtozo folytonos, akkor differencidlegyenletet irhatunk fel az eloszlasra.

Térjiink at az idoegységre jutd atmeneti valdsziniiség

wi(@' — x) = w (2, x — 2') = wi (2, €) = wi(x — £, )
jelolésére, ahol x = 2/ + &. Az (5.37) vezéregyenlet &tirhaté igy a

0

E]P’(x t) = / [Pz — & t) wi(x — &,&) — P(x, t) wy(z, —&)] A (5.38)

alakra (a helyettesitéssel jaré el6jelvaltast kompenzélja az integral hatarainak felcse-
rélése). Megfelelé analiticitasi tulajdonsdgokat feltételezve az integrandus els6 tagjat
Taylor-sorba fejthetjiikk x — £ ~ x koriil. A nulladrendii tag integralja az integrandus

masodik tagjaval nullat ad, hiszen

/P(x,t)wt(a:,—f) dé = — /IP’(:B,t) wy(x, &) d¢ = /P(x,t) wy(x, &) dg.

Igy az (5.38) egyenletbdl

62

2= [ [—5% <P<x,t>wt<x,g>>+3(%) (B, ) wilw, &) + ... | de,

ahol a derivaldsok mindig wy(z,§) els6 véltozdjara hatnak. Atrendezve megkapjuk a
Fokker—Planck-eqyenlet dltaldnos alakjat:'

_]p (2, 1) Z = ( ax>n[P(x,t) an(z,t)],

ahol

(1) = / £z, €) dé = / EMwn(e = o+ £)de

108ztikebb értelemben vett Fokker-Planck-egyenletet kapunk, ha a végtelen sorbdl csak az elsé néhany,
altaldban az els6 két tagot tartjuk meg. Léatni fogjuk, hogy a Brown-mozgasnal ez utébbi egzakt leirast
ad.
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az atmeneti rata n. momentuma. Ugyanez kifejezhet6 a feltételes eloszlas momentumai-
val, hiszen (5.36)-ot x = 2’ + £-re felirva és £ szerint integralva

1

A7 (Az™)

/f"wt(x/ — 2 +&)dE = AI%I_I}O é /5” P2 t|z" + &t + At)dE = AI%IEO
adddik, ahol Az az (z,t) kezddpontbdl At idé alatt tortént elmozdulds az x valtozéban.
Meg kell jegyezni, hogy a At — 0 hatéareset fizikai megfontolast igényel. Lattuk, hogy
a markovi jelleg is mar kozelités, és éppen a rovid idoknél kovetiink el hibat. A fenti
hataratmenetet a kozelités szellemében kell alkalmazni. A rendszerben 1évo, rovid ka-
rakterisztikus id6 fogja megszabni, hogy milyen kis At-nek van értelme, és ez fiigghet a
vizsgalt mennyiségtdl is.

A Brown-mozgés P(v,t) sebességeloszlasanak vizsgalatahoz térjiink vissza az (5.28)
Langevin-egyenlethez! Az egyenletet rovid At idéintervallumra kiintegralva

t+AL F F t+At
Av = / (—w(t’) + ot + E) dt’ ~ —~yv(t) At + AL+ / p(t')dt,
t

t

aminek atlaga ({(¢(t)) = 0)
(Av) = —yvAt + %At + o(At),

amibdol

Itt bevezettiik a © = F/my = Fpu jelolést az allando kiilsé erének megfelelé atlagos
végsebességre. A sebességvaltozas masodik momentuma, felhaszndlva a fluktualo erére
vonatkozo fehérzaj-feltételt,

t+At

(Av?) = At? (%) + / / [V Cou(t' — ") — 29 (u(t') @(t")) + Sped(t' — t")] dt'dt”.

Az integrandus els6 két tagja az (5.29) oOsszefiiggést figyelembe véve nem ad linedris
jarulékot At-ben, igy

(Av?) = S,,At + o(At),

amibdl

2kgT
as(v,t) = Sy, = iz 7
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Megmutathato, hogy Gauss-féle fehér zajt feltételezve
(Av™) = o(At)
ha n > 3, ezekre o, = 0. Ilyenkor a Langevin-egyenlet egzaktul megfelel a

oP(v,t) 0 _ kgT~y 0?
@0 32 (o) B.t) +

Fokker—Planck-egyenletnek. Ennek stacionarius megoldasa kielégiti a

S L P

m

-
=c const.

egyenletet. Ennek normaélhaté megoldéasa csak ¢ = 0 esetén van, ez pedig normalas utan

_m(v—i)2
Peq(v) = 4 /QWZBT e BT |

Ez az adott hémérsékletnek megfelelé Maxwell-eloszlds, a sztatikus kiilsé erének és a
disszipacionak megfelel6 dtlagsebességre centralva.

Az id6figgb egyenlet megoldasa a P(v,0) = §(v — vg) kezdeti feltétellel — az egysze-
riiség kedvéért v = 0 feltevéssel élve —

m 1 m (v —uvge )
P(v,t) = ———oxp| — — :
2rkgT /1 — e 27 2kpT 1—e

A kezdeti feltétel miatt ez egyben a P(uvg, 0|v,t) feltételes valosziniiség kifejezése is. Az
eloszlds atlaga 1/v idéskalan lecseng az origdhoz, és fokozatosan kiszélesedve dtmegy a
Pey(v) Maxwell-eloszlasba.

Hasonléképpen irhatjuk fel a Fokker—Planck-egyenletet a hely szerinti P(z, t) eloszlés-
ra. Nemzérus atlagos elmozdulasa csak kiilsé eré hatésara lehet a kolloid részecskének,
és ilyenkor

ym

(Az) < / o(t) dt’> ~ At () = At

t

elegendden hosszi id6 utan, vagyis ha At > 1/~. fgy

F
ap(z,t) = — = uF.
ym
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A maésodfoki taghoz felhasznalhatjuk az (5.31) eredményt, miszerint

(Aa?) = 2D (At -La- ew)> .

Az 5.6. abran is lathato, hogy kis At id6 esetén az eltavolodas ballisztikus, igy as = 0
adodna. Difftziés dinamika tehat csak a Aty > 1 tartomédnyban kaphaté, ott viszont

(Az*) =2DAt = as(z,t) =2D.
A hely szerinti eloszlasra vonatkozé Fokker—Planck-egyenlet tehat

OP(x,t) OP(x,t) O?P(x,t)
of mE— e TP

egy diffuzids egyenlet, a kiils6 erének megfeleld eltolédassal (drifttel). A valdszintiségi
eloszldsbdl n(x,t) = N - P(z,t) definiciéval megkapjuk N kolloid részecske stiriiségére a

on(z,t) on(z,t) 0n(x,t)
—— = —uF D
ot S PR
diffuziés egyenletet, ahol az (5.32) Einstein-osszefiiggés értelmében p = kBLT.

5.4.2. A folyamatok iranya
Egyensulyi eloszlasok

Az (5.37) vezéregyenlet szerint

0
E]P’(a:’, t) = /(P(x, Hwi(x — ") — P2, t) w(z' — x)) du.
Ha az x altaldnos koordindta diszkrét értékeket vehet csak fel (példaul zért rendszer
energiaszintjei, telepiilések lakoi, racson diffundéléd részecske, Ising-spinek konfiguracidja
esetén), akkor a

S Pult) = D " (Po(t) Wam () = Pou(t) Wy (£))

diszkrét alakot érdemes hasznalni. Mindazonaltal a folytonos formula altalanosabb, hi-
szen P(x,t)-t disztribiciokra kiterjesztve érvényes marad diszkrét esetben is.

A w atmeneti rata altalaban idofiiggo is lehet. Ha azonban idében allandd, akkor
a vezéregyenletet kielégité P(z,t) eloszldsokhoz létezhet staciondrius Pg.(z) eloszlés,
amellyel

t—o00

P(x,t) —— Psac().
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Ha a sztochasztikus folyamat ergodikus is, akkor Pgac () = Peq () egyértelmi (amennyi-
ben létezik). Nem ergodikus esetben, pl. ha az atmeneti valoszintiségek szétcsatolt részek-
re osztjédk az allapotteret, vagyis ha az atmeneti valészintiségek szerint nem Osszefiiggd
az allapottér, kiillonb6zo stacionarius eloszlasokat kapunk attdl fiiggden, hogy a fazistér
melyik szegletébdl inditjuk a folyamatunkat. Az ergodicitas épp azzal all 6sszefiiggésben,
hogy a kezdeti feltételek hatdsa idovel eltinik, és tetszoleges kezdeti feltételbol ugyan-
abba az egyensulyi eloszlasba tart a rendszer. Egy folytonos ideji Markov-folyamat
ergodikus, ha barmelyik két allapot 6sszekotheté nemzérus w,,,, dtmenetek lancolataval.

Tekintsiik az Ising-modellt a termodinamikai limeszben és tételezziink fel lokalis spin-
dinamikat! Ilyenkor a kiils6 tér nélkiili rendszer magas hémérsékleten ergodikus, alacsony
homérsékleten azonban a két, szimmetriasértéssel nyert makroallapot koézott végtelen
magas szabadenergia-gat van. Ez a dinamika nyelvén azt jelenti, hogy az egyik szimmet-
riasért6 allapotbdl a masik nem érheté el, vagyis a rendszer nem ergodikus. Azonban
ugyanahhoz a szimmetriasérté makroallapothoz tartozé mikroallapotok mar elérhetck
egymasbdl: ezen a megszoritott allapottéren a rendszer mar ergodikus. Véges Ising-
rendszer a kritikus pont alatt is ergodikus, de makroszkopikus méreteknél az egyik szim-
metriasérto allapotbdl a masikba atvezetd utak valdszinlisége olyan kicsi, hogy az ese-
mény nem figyelheté meg. Kis rendszerek szimulaciéjanél (lasd Monte-Carlo-médszerek)
mar megfigyelheto a két allapot kozotti dtmenet, amire atlagképzéskor figyelni kell.

Jelolje a tovabbiakban x egy makrorendszer mikroallapotait! Zart rendszer esetén
feltehetjiik az dtmeneti rata

w(r = o) =w(@ = z) < §(E, — Ey)

szimmetridgjat. Ez lényegében a mikroszkopikus reverzibilitds, ami példaul a Fermi-féle
aranyszabalyban is kifejezésre jut, miszerint a u, v allapotok kozti atmeneti rata

2T
Wyy = i ’Vul/|2 §<Eu - B,

ahol V,,,, a perturbdl6 potencidl métrixeleme. Ezt felhasznalva a vezéregyenlet a

0
SR 1) = / (P, 1) — P(', 1)) w(z! — ) da
alakra egyszeriisodik, ahol az integralds a zart rendszer feltétele altal megengedett al-
lapotokra torténik. Mivel ezen allapotok kozt w(z’ — x) > 0, az egyensulyi (tehat
staciondrius) eloszlas

1
Peq(2') = Peq(x) = const. = q

vagyis a mikroszkopikus reverzibilitasbél és ergodicitasbol kovetkezik az egyenlo valdszi-
niségek elve!
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Vegyiik most egy zart rendszer alrendszerét, és az azzal termikus kapcsolatban &ll6,
annal jéval nagyobb K kornyezetet! Ezek pillanatnyi energiaira

E, + EEF = E,,

ahol a zart rendszer Ej teljes energidja allandé. A zart rendszert jellemz6 w(x, o; 2/, B)
atmeneti rata csak akkor lehet nullatél kiilonbozo, ha

E,+Ef =E, +Ef.

A teljes rendszer zartsdga miatt a két alrendszer egyiittes eloszlaséra
%P(m,a,t) = //w(a:,a;x',ﬂ) [P(2, B,t) — Pz, a, t)] da’ d . (5.39)
Az alrendszer leirdsahoz a
P(x,t) = /]P’(a:,ax,t) da,

marginalis eloszlast keressiik, olyan «,-ekre, hogy Efz = Fy— E,. A kornyezet (a hétar-
taly) sokkal nagyobb, mint a vizsgalt alrendszer, ezért feltehetjiik, hogy kozel egyenstly-
ban marad, fliggetleniil a kisebb rendszer allapotatél. Ezzel a feltevéssel adott = esetén
minden Eo{i energiaju allapot valdszintisége azonos, és igy

1

P(z, a,,t) = P(z,t) O (Bo—F.)

Beirva ezt az (5.39) vezéregyenletbe, majd kiintegralva c, szerint,

0 , , 1 1 ,
EP(I,t) = /U)([E,OQC,ZL’ 761") |:]P)(ZE 7t> m ]P)(x,t) m d/B:C/ dx dOéx

Definidlva a

1

—————dfy da,

w(r — 1) = /w(m,ax;x',ﬁxr)
id6egységre vonatkoztatott atmeneti valészintiségeket, formalisan egy vezéregyenletet ka-
punk a vizsgalt alrendszerre nézve:

0

gﬁ”(m, t) = / [P(z',t) w(z' — z) — P(z,t) w(z — z')] da’.

Az egyensiilyi eloszlasra adodé feltétel

Pe(2')  w(x —2') Qg(Ey—Ey) — _EoFe

= = = kT

Peo(z)  w(a' —x) Qx(Ey— Ey) ’
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ahol az utolsé 1épésben a kanonikus eloszlas bevezetésénél (1dsd az 1.5.1. fejezetet) tett
megfontoldsokat alkalmaztuk. Atrendezéssel a részletes egyensuly

Peq(z) w(z — 2') = Peg(2) w(z" — ) (5.40)

kifejezését is megkapjuk. Trividlisan latszik, hogy

1
]P)eq(x) = Z ei,BEI

egy stacionarius eloszlas. Kérdés, hogy vajon egyértelmii-e.

H-tétel
Egy P(x,t) eloszlashoz definidljuk a

H= /P(x,t) In ig:{gdx

mennyiséget! Atalakitva

H— / P(z, 1) (m i(:(g n g(‘;(g - 1) dz,

ahol csak hozzdadtunk és kivontunk 1-et H-bdl. A

~lny>1-y  (Yy>0)

egyenlotlenség miatt H integrandusa nemmnegativ, és csak ott nulla, ahol a két eloszlas
megegyezik. Maga H is tehat nemnegativ, és H = 0 pontosan akkor &ll fenn, ha P(x,t) =
Pey(z) (majdnem minden) z-re. Ebbdl kivetkezik, hogy H-nak globélis minimuma van
az egyensulyi eloszlasnal.

Ennél sokkal tobbet is mondhatunk. H iddéderivéltja

dH [ OP(z,t), P(x,t) 0 P(z,t)
=) o Pegm®T / Peal®) 51, ()

dz,

ahol a masodik tag P(z,t) norméltsiga miatt zérus, az els6 tagba pedig beirhatjuk
az (5.37) vezéregyenletet:

i—lj = // In igf{;; P(z, t) w(z' — x) — Pz, t) w(z — )] da’de = A

_ ]P)(xlvt) / / / o
= // In P (o) P(z,t) w(x — ') — P(a',t) w(z’ — x)] dadz’ = B.
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Itt a két formula csak egy valtozocserében kiillonbozik. A kétféle felirast vegyitve viszont
dH 1
dt

2
- 1 P(,1) Pogla’) . Hw@ = ) — Pz, t)w(x — 2] da’dx
_2//1 (Peq(x)P(x’,t))[M w(' = x) = Pz, t) w(z — 2')] do'dz.

(A+ B)

Végiil, kiemelve a szogletes zérdjel elsé tagjat és felhasznédlva a részletes egyensuly (5.40)-
es alakjat,

dH 1 P(z,t) Pey(z') ) . P(x,t) Pey(2')] ,
Fri 5//111 (Peq(x) P(m’,t)) Pz t) w(z' — x) |1 — W dz'dx.

Tekintve, hogy az eloszlasok és atmeneti ratak nemnegativak, tovabbé fennall az

ny(1—y) <0
egyenlotlenség minden pozitiv y-ra, ezért
dH
— <0,
dt —
és egyenloség pontosan akkor all fenn, ha

P(z,t) _ Peq ()
P(a',t)  Pey(z’)

minden olyan z,z'-re, melyekre w(z — z') > 0. Ez az eredmény a H-tétel. Kovet-
kezményeképp egy ergodikus rendszerben a stacionarius eloszlas nem csak 1étezik, de
egyértelmi és stabil.

Kapcsolat az entropiaval

A latszolag onkényesen bevezetett H segédmennyiség valéjaban mély fizikai jelentéssel
bir. Gondoljuk példaul meg, hogy zart rendszerben az egyensulyi eloszlas

1
P = —.
GQ<x) Q(E)
Ilyenkor
1
0< H= /IP’(q:,t) InP(x,t)dz — /]P’(x,t) In oE) dz,
S,
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amibdl atrendezéssel adddik
Suy > —ki / P(z, ) InP(z, 1) dz = S(¢)

az S(t) nemegyensilyi entropia természetes definicidjaval. Zart rendszerben tehat H
a rendszer entropidjanak hidnya az egyensilyihoz képest, és a H-tétel értelmében ez
az idével monoton csokken, mikézben az entropia az egyensilyi maximumhoz tart. Az
eloszlés ekdzben konvergdl az egyensilyi statisztikus fizika altal meghatarozott egyenstlyi
eloszldshoz, ennek idébeli lefutdsat pedig a vezéregyenlet irja le.

Hotartéllyal kapcsolatban all6 (kanonikus) rendszer esetén az egyensilyi eloszlas

1
]P)eq(x> — e_BEac — e_IBEx‘f'ﬁFeq .

A

Ilyen rendszerben

0<H= / P(z, ) InP(z, t) dz — / Pz, t) [~ BE, + BF.] dz,
amibdl atrendezéssel, az entrépia definiciéjaval
F., < E(t)—TS(t) = F(t)

adddik, F'(t) a nemegyensilyi szabadenergia. A H-tétel szerint a szabadenergia egyenstily-
ban minimélis, és nemegyensulyi allapotbdl inditva F'(t) monoton csokken az egyenstlyi
értékhez. Hasonl6an lehet a tovabbi id6fliggd potencidlokat (pl. G(t)-t, ®(¢)-t) definidlni,
¢és az egyensulyi szélséértékhez tartdasukat megmutatni.

Monte-Carlo-szimulacid

Lattuk, hogy ha egy Markov-folyamat atmeneti rataira teljesiil a részletes egyensuly

w(x — o)  _EpPe
N T o7 TkET
w(z! — )

feltétele, akkor a vezéregyenlet megoldésa tart az egyenstlyi kanonikus eloszlashoz. Ezt
a tulajdonsagot hasznaljuk fel a Monte-Carlo-szimuldciondl. Az elv a kovetkezo: defi-
nialunk egy Markov-folyamatot a részletes egyensily elvének megfelel6 atmeneti valé-
szinliségekkel. Valamilyen kezdeti feltételbdl az dtmeneti valoszinliségek szerint egymés
utan konfiguracidkat generdlunk. Az igy létrehozott konfigurdciék sorrendje egy (mes-
terséges) tyc idot definidl. Elegenden hosszi id6 utédn a rendszer egyensilyba keriil,
termalizalodik. Ezutan a tyc-re vett idéatlagot lehet a mennyiségek egyenstilyi atlagaval
azonositani.

208



A véletlen szamok sorozatos felhasznédlasaval miikod6 algoritmusokat Monte-Carlo-
mddszereknek nevezziik. A részletes egyensily és ergodicitas feltétele még nagy teret
enged a szimuldcié dinamikajanak rogzitésére. A diszkrét idejli folyamatok vizsgalatara
hasznalt egyik legegyszeriibb és legelterjedtebb moédszer a Metropolis-algoritmus.'t A
moédszer dinamikajanak elemi 1épései a rendszer minden konfigurdcidjahoz hozzarende-
lik egy masik konfiguracidjat. Ezen elemi lépéseknek ergodikusnak kell lenniiik, vagyis
segitségiikkel a teljes konfiguracios teret be kell tudni jarni. Példaul Ising-modell esetén
elemi lépés egy véletlenszeriien kivalasztott spin megforditasa. Ezzel az elemi lépéssel
nyilvanvaléan ergodikus dinamikat definidlunk, hiszen ilyen spinforgatasok egymasutan-
javal barmelyik mikrodllapotbdl (vagyis konfigurdciébdl) barmelyik méasikba eljuthatunk.

5.8. abra. Az Ising-modell Monte-Carlo-szimulaciéjabél szarmazé spinkonfiguracio (a) a
kritikus hémérséklet alatt (b) a kritikus hdmérsékleten (c) a kritikus hémérséklet felett

A részletes egyensiily tiszteletben tartdasahoz a véletlenszertien kivalasztott spin alla-
potat csak megfelels, konfiguraciofiiggd valosziniiséggel valtoztatjuk meg. A Metropolis-
algoritmus el6irasa szerint meg kell vizsgalnunk a kivalasztott spin megforditasaval jard
AFE energiavaltozast, és ha az negativ, akkor megforditjuk a spint, ha pedig pozitiv, ak-
kor csak e PAF valészintiséggel forditjuk meg. Konnyen belathatjuk, hogy az igy definiélt
atmenetmatrix részletesen kiegyensilyozott. Ha ugyanis 2’ a kivédlasztott spin alldsatol
fiiggben az alacsonyabb energidji konfiguracié, x pedig a magasabb, akkor

Wysar = 1,

/

1 Gyakran MR?T?2-algoritmusnak is nevezik a médszert, ugyanis Nicholas Metropolis mellett a Ros-
enbluth és Teller hazasparok voltak a szerz6i annak az 1953-as cikknek, amelyben el&szor publikalték.
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Az eljaras tehat a kovetkezo: adott konfiguraciéndl az elemi 1épéssel kivalasztjuk a lehet-
séges kovetkezd konfiguraciot. A megfelel¢ atmeneti valoszintiséget tsszehasonlitjuk egy
r € (0,1), egyenletes eloszldsbdl fiiggetleniil generalt véletlen szammal. Ha az atmeneti
valészintiség nagyobb mint r, megvaldsitjuk a lépést, kiilonben elvetjiikk. Ezutan 1j 1épést
préobalunk tenni.

Természetesen az Ising-modell szimulaciéjanal nem érdemes mindig djraszamolni az
energiat, hiszen pl. a kétdimenzids négyzetracs esetében egy spin megforditasakor kiilso
tér nélkiil 5, kiilso térrel 10 kiilonb6z6 energiakiilonbség 1éphet fel, amit elére kiszamit-
va mindig le lehet hivni. A Metropolis-algoritmus segitségével a konfiguraciotol fiiggd
mennyiségek (energia, mégnesezettség) kozvetleniil szamithatdk, de az olyan, eredendé-
en termodinamikai mennyiségek, mint az entropia vagy a szabadenergia meghataroza-
sdhoz mar bonyolultabb 1t vezet. Adott csatolasi er6sség mellett megfigyelhetd, ahogy
a homérséklet novekedtével szétzilalodik a kolesonhatasi energiat minimalizalé rende-
zett konfiguraci6, ami a Boltzmann-féle rendez6dési elv képszerti illusztracidjat adja (vo.
5.8. abra). hémérséklet Megjegyezziik, hogy a Monte-Carlo-mddszereket az anyagtudo-
manytol a nagyenergias fizikaig széles kérben alkalmazzak.

5.4.3. Boltzmann-egyenlet

Egy N-részecskés klasszikus mechanikai rendszerben a formélis P(x, t) eloszlds kézenfek-
véen az a P(ry,ry, ..., rN; P1, P2, - - -, Pn; t) stirliségfiiggvény, ami a rendszer 6.N-dimenziés
tazistérbeli eloszlasat jellemzi. Elképzelheto, hogy a valdszintiségi leirasban csokkenteni
lehet a szabadsagi fokok szamat, mikézben a markovi jelleg megmarad.

Ritka gézokban kézenfekvd definidlni az f(r,p,t) fliggvényt, ami lényegében a ré-
szecskék el6fordulasanak valdszintiség-siirtisége a hatdimenzids egyrészecske-fazistérben,
de nem 1-re, hanem a részecskék N szdméra normélva. Vagyis f(r,p,t) d®*pd3r azon
részecskék széama, amelyeknek impulzusa a p koriili d®p, helye pedig az r koriili d®r
térfogatban van. Ennek megfelel6en

/f(r, p,t)d®p = n(r,t),

// f(r,p,t)dP*pd® = N.

1 ﬁ—‘r\/l‘
F.0) = fugle,p) ¢ 7 (7).
ahol V (r) példéul egy doboz potencialja. Ha az f(r(t),p(t),t) fiiggvény teljes id6 szerinti
derivaltjat tekintjiik, vagyis a szubsztancidlis derivaltjat,
Df _of
Dt Ot

Egyensilyban

FVef o+ Vol (VY ().
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amennyiben az atomokra haté eroben csak a kiilsé potencidl
p — Fext - _Vrv(r)

jarulékat vessziik figyelembe. Valdjaban a gaz atomjai altalaban egymassal is iitkoznek,
amit a

Df
D~ I'[f]
Boltzmann-egyenlet forrastagjaban, a I'[f] utkozési tagban (vagy iitkozési integralban)
vehetiink figyelembe. Az iitkozési tagra tett feltevésekkel modellezhetjitk a kiilonféle
rendszerek viselkedését.

Ritka gazban jo kozelitéssel csak a kétrészecske-iitkozések szamitanak, mert harom
részecske egyidejli talalkozasa elhanyagolhatd eséllyel kovetkezik csak be. Ezek olyan
titkozési folyamatok, ahol a bejovo py, po impulzusu részecskék p, pf impulzussal tavoz-
nak. Az impulzus- és enegiamegmaradés értelmében

P1 + P2 = P} + P,
2 2
Pit Py =D P
Relativ koordinatakra attérve az iitkozési probléma leirhatd gy, mint egy részecske
klasszikus mechanikai szérodasa rogzitett potencialon. A potencial ismeretében kiszamit-

hat6 a w(p1, p2 — P}, Py) idéegységre juté dtmeneti valdsziniiség. Reverzibilis dinamika
és gobmbszimmetrikus potencial esetén

w(p1, P2 — P, Py) = w(Pl, Py — P1,P2) = w(P1, P2: P, Py) -

Ha az egyes iitkozéseket fiiggetlennek tételezziik fel egymastél, akkor az iitkozési tag kis
dt idGintervallum alatti jarulékabdl

Df(I‘, D1, t)

TR /w(pl,pz;p'ppé) [f@(r,r; P, Phit) — P (r, 13 p1, P2 t) ]| A*pid pad®ph.

Az igynevezett molekuldris kdosz feltételezése (més néven Stosszahlansatz) szerint nem
csak az iitkozések fliggetlenségét tessziik fel, hanem a részecskék elhelyezkedésének korre-
lacidit is elhanyagoljuk, vagyis a kétrészecskés eloszlast az egyrészecskések szorzataként
irjuk fel,

fP (e, r;p,pit) ~ f(r,p,t) - f(r,p'1).
Ezzel a feltevéssel a Boltzmann-egyenlet alakja

Df _

Dt - w(ph P2; p/17 pIQ) [f(rv p/17 t) f(I', pl27 t) - f(I', P1, t) f(I‘, P2, t)] d3p11d3}72d3p12
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A vezéregyenlethez hasonldan ez is egy integro-differencidlegyenlet, amelyben egy be- és
egy kiszorodasi tag van hatassal a részecskék eloszlasara. Erre az egyenletre is be lehet
latni a H-tételt (val6jdban Boltzmann erre vezette le), igy az entrépia novekedését ez az
egyenlet is tiikkrozi. A reverzibilis mikroszkopikus dinamikarol az irreverzibilis dinamikara
valo attérés donto lépése a molekularis kaosz beépitése volt.

5.4.4. Entrépianovekedés

Az 1.2.1. fejezetben lattuk, hogy a klasszikus mechanikaban a fazistérbeli stirtiség 6ssze-
nyomhatatlan folyadék médjara aramlik. A Liouville-tétel szerint egy adott fazistérfogat
az idofejlodés soran allandé térfogati marad, de annak alakja rendkiviil bonyolultta val-
hat, ami a fazistérbeli pontok intenziv keveredéséhez vezet. A Liouville-tétel miatt a p
fazistérbeli stirtiségbol szamolhato

o(t) =~k [ p(6)Inplt) 4% =~k {1n )

informacios entropia idében allandé. Ha tehat nemegyensilyi allapotbdl indulunk, ami-
nek megfelel a fenti nemegyensulyi informacios entrépia, akkor az nem fog novekedni,
ha a zart rendszert fejlodni hagyjuk a mozgasegyenleteknek megfeleléen. Ez egyrészt
érthetd, hiszen a dinamika nem valtoztatja meg az informacié mértékét, masrészt lattuk,
hogy a vezéregyenletes leirasban az idofiiggd entrépia addig novekszik, amig a H-tétel
altal meghatérozott egyenstlyi értéket el nem éri:'*?

Seq = kI QUE).

Mitol n6 tehat az entréopia? A rendszerre vonatkozd ismereteink hidnyosak. A kor-
nyezettel valé kolesonhatas nem kiiszobolheto ki teljesen, és méréskor nem érhetd el
minden informéacio tetszoleges pontossaggal. Ez az tgynevezett durvaszemcsés leirds-
sal modellezhetd. Osszuk fel a zart rendszer éltal elfoglalt E energiasavnak megfelel
fazisfeliiletet celldkra! A X indext cella térfogata

O\ = /dspdsq.

A

A durvaszemcsés leiras lényege, hogy az eloszlast megszoritjuk ezekre a celldkra ugy,
hogy egy-egy cellan az eloszlas mér egyenletes,

1
P(@: D)l (gper = Pr(a:p) = Pr = Q—/ q,p) d°’pd’q.
A

12FEzek a megfontoldsok a kvantummechanikdban is érvényesek, ahol a sfirfiségoperdtorral és a
Neumann-egyenlettel kell szamolni.
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Egy cella mérete tehat a méréseinknek megfelel6 felbontasnak felel meg. Ezt a hidnyos
eloszlast jellemzi a durvaszemcsés (angolul coarse-grained) entropia,

Seg = —kp Y (PAInPy) Q\ = —kp Z/m Inprd’pd®q.
A A

A mikrokanonikus eloszlasban Py = 1/€Q(FE) egyenletes, altalanos eloszlasra pedig
Seg < kpInQ(E).

Induljunk ki egy olyan p(0) kezdeti stirtiségbél, amely egyenletes egyetlen durvaszem-
csés cellan, vagyis Py = p(0) egyetlen \ cellara, a tobbire pedig Py = 0. A durvaszemcsés
entrépia kezdetben

See(0) = ki / p(0)In p(0) d'pd*q = — ks / p(t) In p(t) d'p ',

ahol a masodik egyenléség a Liouville-tétel kovetkezménye. Az idéfejlédés soran azonban
a stirliség kidramlik a kezdeti cellabdl, ezért a durvaszemcsés Sy (t) entrépia id6fiiggs lesz!
Az értéke t id6pillanatban

Ses(t) = —kp Y _ (PA(t)In PA(1)) Q= —kp > In Py(t) / p(t) &*pdiy,

A )\

aminek eltérése a kezdeti értéktol

Silt) = Sea(0) =k 3 [ o) lnp(t) = p(®) I AA(B)] dpy

Kihasznalva a P\ atlag definiciéjabol kovetkezd

1
/PAdSpdsqz/ Q—A/p(q’,p’) d°p' ¢’ | &°pd’q = /p(q,p) d*pd’q

A A A A

Osszefiiggést, bovithetjiik az entropia névekményének integrandusat,

Sex(t) = Segl0) = kp > / p(t) {m ]ﬁf@)) g 1; A(m d*pdiq,
A

ami ismét —Iny — 1+ y > 0 alaka. fgy

kpInQ > Se(t) > Seg(0)
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vagyis a durvaszemcsés entropia novekszik. Az informadciés entrépia allanddsaga egy
olyan ,mindentud6” megfigyel6 ismereteire vonatkozik, aki minden egyes fazispont tra-
jektoridjat pontosan kévetni tudja, dacara annak, hogy a fazisfeliilet alakja idével fraktal-
szertien bonyolultta vélik. A valédi, makroszkopikus mérések leirasara a durvaszemcsés
leiras a megfeleld.

Egy-egy faziscellan beliil a dinamika altal meghatérozott, finomszemcsés stiriiség igen
sokféle értéket vesz fel. A kezdeti fazistérfogat ergodikus rendszerben behdlézza az egész
fazisteret, igy idovel Py egyenletessé valik, és a durvaszemcsés entrépia konvergdal a mik-
rokanonikus (maximalis) entrépidhoz. Az irreverzibilitds az id6fejlodés soran elkertiil-
hetetlen informaciovesztéssel kapcsolatos, ami mogott a kornyezettel valé — akdrmilyen
kicsiny — kolcsonhatdsok és a mérések pontossaganak elvi hatarai rejlenek. Az informa-
ciovesztés kovetkeztében a valdszintiségi leiras valik sziikségessé — ennek megtestesitoje
a vezéregyenlet, amibdl a H-tétel kovetkezik.
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